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Uvod

Diplomova prace se zabyva pfedevsim vytvofenim sbirky pfikladi z komplexnich ¢isel. V
prvni kapitole je popsana historie komplexnich ¢isel. Druhé kapitola se vénuje konstrukci
télesa komplexnich ¢isel véetné uvedenti jejich zdkladnich vlastnosti. Také je stru¢né cha-
rakterizovan geometricky model télesa komplexnich ¢isel a geometricky interpretovany
operace s komplexnimi ¢isly. Diplomova prace se na konci této kapitoly vénuje také bi-
nomickym, kvadratickym a kubickym rovnicim a snaZi se tak nastinit ddavody, proc je
vyhodné konstruovat obor komplexnich ¢isel. Treti kapitolu zaujima sbirka feSenych p¥i-
kladti. Samotné pfiklady ve sbirce jsou ¢erpany z uvedené literatury, pficemz bylo pfe-
vzato zadani i feSeni (odkaz na literaturu je uveden na konci feSenf), nebo pouze zadani
(odkaz na literaturu je uveden na konci zadani). U zbylych piikladi je zadani i feSeni

autorské. Posledni ¢ast diplomové prace obsahuje sbirku nefesenych piikladi s vysledky.



Kapitola 1

Historie komplexnich cisel

V této ¢asti diplomové prace si pfedstavime stru¢ny historicky vyvoj komplexnich ¢isel.

V této kapitole bylo ¢erpano z publikaci [1], [3], [13].

V dobé, kdy matematici zacinali pracovat s komplexnimi ¢isly, tak v nich néktefi vidéli
néco, "co neni z tohoto svéta". Tehdy také vznikl ndzev "imagindrni ¢islo", ktery nazna-
¢oval, Ze se jedna o ¢isla pomyslnd, zdanliva. Dnes imaginarni ¢isla povazujeme za body
roviny, které lezi mimo piimku zobrazujici ¢isla redlnd, a nic tajemného a neskute¢ného v
nich nevidime, ani nehleddme. V matematice samotna komplexni ¢isla umoZznila nejenom
vznik novych odvétvi, ale pfispéla i k pochopeni souvislosti mezi partiemi zdanlive nijak
nesouvisejicimi.

Prvnim Evropanem, ktery stal u zrodu komplexnich ¢isel byl Leonardo da Pisa
(1170-1250) zndmy dnes jako Fibonacci. Tvrdil, Ze kubickou rovnici nelze fesit algebraicky,
ale pouze geometricky. Dokézal vSak, Zze naptiklad rovnici 23 + 222 + 10z = 20 nelze fesit
pouze pomoci pravitka a kruZitka. Ke konci 14. stoleti bylo znamo, Ze kubickou rovnici

23 +az?+bx+c = 01ze redukovat na jednodussi formu 23 + px +q = 0 ajsou-li koeficienty

a hodnota nezndmé kladna ¢isla, 1ze rozlisit tfi zakladni typy kubické rovnice:

(D2’ +pz =g
(2) 2> = pr + ¢
(3)2° + ¢ = pa.
Okruh hledédni vzorce pro feSeni kubickych rovnic se ziZil pouze na tyto tfi typy kubic-

kych rovnic.

Historie komplexnich ¢isel déle pokracovala v 15. stoleti v Italii opét v souvislosti s hleda-

nim kofenti kubickych rovnic. Jako prvni objevil feSeni téchto rovnic italsky matematik
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Scipio dal Ferro a Niccolo Fontana, ktery prozradil feSeni téchto rovnic 1ékafi Gerolamu
Cardanovi (1501-1576). Hlavnim motivem pro zkouméni komplexnich éisel byly odmoc-
niny ze zapornych ¢isel. Tato ¢isla, budouci komplexni ¢isla, se objevuji i u kvadratickych
rovnic, jak si spravné Cardano v8iml. Komplexni &isla se viibec poprvé objevila v jeho

knize Ars Magna (1545) v tdloze, kterd vedla na kvadratickou rovnici.
z(10 — z) = 40.

Cardano dospél k feseni 5++/—15, 5—+/—15, &slo /—15 nazyval &slem formalnim (quan-
titas sophistica). Cardano v této knize publikoval metodu feSeni kubickych rovnic véetné
vzorch pro feSeni téchto rovnic a déle v ném shrnul poznatky o feSeni rovnic prvniho
az ¢tvrtého stupné, které objevil jeho Zdk Lodovicco Ferrari. U kubickych rovnic uvedl
vzorce dnes zndmé jako Cardanovy. Jejich nevyhodou je skute¢nost, ze nékteré redlné ko-
feny vyjadiuji pomoci ¢isel imagindrnich, které nelze zddnymi algebraickymi tpravami
pfevést na ¢isla redlnd. Tento problém se oznacuje jako casus irreducibilis a je dalsim dtleZi-

tym motivem pro studium komplexnich ¢isel. Jedna se o p¥ipad, kdy mé kubicka rovnice

tfi redlné kofeny a kdy se v Cardanové vzorci vyskytuji odmocniny ze zadporného ¢isla.

Italsky matematik Rafael Bombelli (1526-1572) dospél ve své knize pfi pocitani s kom-
plexnimi ¢isly podstatné déle nezZ Gerolamo Cardano. Ve své knize uvedl vypocet odmoc-
nin pomoci fetézovych zlomkd, pravidla pro pocitani se zdpornymi ¢isly a pro pocitani
s odmocninami ze zapornych ¢isel, kterd oznacoval za ¢isla neuzite¢nd. Dale usoudil, Ze
odmocnénim zaporného ¢isla nedostaneme ani kladné, ani zdporné ¢islo. Napsal tedy
pfed odmocninu z absolutni hodnoty tohoto ¢isla piii di meno, kdyZ ji pticital, resp. meno
di meno, kdyZ ji od¢ital (jednalo se o slovni oznacdeni pro pozdéjsi symbol i, resp. —i). Ve
své préci rozligil ¢isla ++v/—1 a —/—1 a pro pocitani s takovymito &isly formuloval osm

pravidel, v nichZ se pracuje s komplexni jednotkou:

(F1)(+1) = +i (=1)(+i) = —i (+1)(—i) = —i (—=1)(—%) = +i

(i) (+1) = —1 (+i)(—i) = +1 (=) (+1) = +1 (—i)(—i) = -1
Bombelli mimo jiné zkoumal také Cardanovy vzorce. Velkou pozornost vénoval situaci
casus irreducibilis, kdy se pokousel pocitat tieti odmocniny komplexnich ¢isel, které v Car-

danovych vzorcich figuruji. Zjistil pfitom, Ze tfeti odmocniny komplexné sdruZenych ¢isel

jsou opét komplexné sdruzena ¢isla.

V 17. stoleti pracovalo s komplexnimi ¢isly stale vice matematikti. Francouzsky matematik

7 ¥z

René Descartes je uplatnil zejména pfi rozsifovani ¢iselnych oborti. S&m casto pracoval
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se zapornymi ¢isly a s komplexnimi ¢isly, kterd nazyval imaginaire. Odmitl uznat tato ¢isla
jako pInohodnotné feSeni rovnic a povazoval je za nefe$itelny problém. Prvnim, kdo se
vice zabyval pochopenim komplexnich ¢isel, byl anglicky matematik John Wallis

(1616-1703), ktery interpretoval kladnd a zdporna ¢isla pomoci pohybti na opac¢né strany.
Ovsem uspofddéni ¢iselné osy nemél zcela jasnou pfedstavu. Jako prvni naznacil geo-
metrickou interpretaci imaginarnich ¢isel. Odmocninu ze zdporného ¢isla uvazoval ve
tvaru v/—b - ¢, kde —b, cjsou ¢&isla kladn4, kterd reprezentoval opaéné orientovanymi tise¢-
kami se spole¢nym pocate¢nim bodem P. Podle Euklidovy véty o vijice 1ze veli¢inu /b - ¢
znazornit tseckou s pocate¢nim bodem P, kterd je kolma k piimce, na niz lezi tsecky
—b, c. Tato interpretace komplexnich ¢isel, kterd byla pouze naznacena, neméla veliky
ohlas. S komplexnimi ¢isly se rovnéZ setkali Isaac Newton (1643-1727), Johann Bernoulli
(1667-1748), ¢i Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), a¢koliv s nimi pracovali, necha-
pali podstatu komplexnich ¢isel ani jejich vyznam. Leibniz o nich dokonce tvrdil, Ze jsou
"netvorem svéta". Jinak tomu bylo u vyzkumu francouzského védce Abrahama de Moivre

(1667-1754). V roce 1722 zvetejnil formuli, dnes znamou jako Moivreiiv vzorec:
(cosp + isin )" = cosnp + isin nep.
Cislo n uZité v této formuli mohlo byt podle Moivrea pouze kladné celé.

V 18. stoleti pracoval s komplexnimi ¢isly zejména Leonhard Euler (1707-1783), ktery
pouzil prvniho pismene slova imaginaire pro oznaceni komplexni jednotky i = v/—1. Tento
matematik se kromé& Moivreovy formule zabyval také problémy s algoritmy. Euler svymi
vypocty odvodil vztah mezi exponencidlou, logaritmem a goniometrickymi funkcemi.

Stanovil, Ze funkce
y=2cosx a y=e*+e*
nélezi téZe diferencidlni rovnici a musi si byt rovny. Toto pozorovani zvefejnil ve formé

vzorcu:

el +e—zm ) el +e—zm
COSX = ——— smy = ———
2 ’ 21

Je téméf jisté, Ze jiz v padesatych letech 18. stoleti chdpal komplexni ¢islo = + yi jako bod
roviny s kartézskymi soufadnicemi z, y. Nikde to vSak vyslovné nenapsal. Komplexni

¢isla vyjadfoval i v goniometrickém tvaru

x+yi=r-(cosp+isinyp)

11



a chapal je jako body roviny s kartézskymi soufadnicemi x, y. Kofeny rovnice 2" = 1

reprezentoval jako jako vrcholy pravidelného n-thelnika. UvaZoval rozklad

1 = cos? ¢ +sin? ¢ = (cosp + isin p)(cos ¢ — isin )

a vztah
€' = cos p +isin .
Eulerovy préce vedly k rozvoji teorie funkci komplexni proménné. Koncem 18. stoleti se

komplexni ¢isla uzivala v matematické analyze nap¥. p¥i feSeni linearnich diferencidlnich

rovnic s konstantnimi koeficienty.

Ke geometrické interpretaci komplexnich ¢isel jako bodti roviny dospél na pielomu 18.

a 19. stoleti Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Geometrickych pfedstav o komplexnich
¢isel vyuzil ve své disertacni praci pii dtikazu zdkladni véty algebry. Pod vyraznym Gaus-
sovym vlivem postupné doslo k vieobecnému rozsifeni piedstavy o komplexnich ¢islech

jako bodech roviny, proto se pozdéji ujal termin Gaussova rovina.

Aritmetickou teorii komplexnich ¢isel vytvoril pocatkem tricatych let 19. stoleti William
Rowan Hamilton. V prvni ¢asti své prace se vénoval problematice ¢isel kladnych a za-

pornych, ve druhé ¢asti predlozil novou teorii komplexnich ¢isel. Komplexni ¢isla chapal

jako uspofadané dvojice redlnych ¢isel, jejichZz s¢itani a ndsobeni definoval vztahy
(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, a2 + b2),
(a1,a2) - (b1,b2) = (a1br — azba, a1bz + agby).
Znal také vzorec
(a3 +a3) (b + b3) = (a1b1 — azbo)® + (a1bs + azb1)?,

kterému ftikal zdkon modulii. Modul komplexniho &isla o = (ap, az) definoval vztahem

al=a? + a2, zdkon modultt ma tedy tvar
1 2 y
|Oé||ﬁ| |Oé'ﬁ|,

kde o = a1 + bii a |a| = a® + b2

Pro matematické vyjadieni fyzikdlnich déj, které se vyznacuji harmonickym pribéhem,
je nékdy vyhodné uzit komplexnich ¢isel a pocetnich vykonti s nimi k vyjadieni p¥islus-
nych vektort. Poloha vektoru zavisi na case, je uréena smérovym thlem, ktery je argu-
mentem komplexniho ¢isla. Toto uziti komplexnich ¢isel je casté v elektrotechnice k vyja-

dfeni veli¢in stfidavého proudu.

12



7 vz

Geometrické interpretace komplexnich ¢isel a zptisob, jakym jsou komplexni ¢isla vytvo-
fena z Cisel redlnych, inspirovaly nékteré matematiky jednak k pokustm o rozsifovani
oboru komplexnich ¢isel na vétsi ¢iselny obor, jednak k obecnéj$im tivahdm o strukturach
viceslozkovych ¢isel. Pozdéji se zrodila tzv. teorie hyperkomplexnich cisel a historie kvater-
nionii. Chceme-li zkoumat historii kvaterniond, je tfeba se vratit sto let pfed Hamiltona,
kterému je objev kvaternionti pfipisovan. Zékladni myslenku kvaternionového ndsobeni
totiz znal uz Euler, ktery popsal sklddani ¢tvetic redlnych ¢isel odpovidajici ndsobeni kva-
terniont. Hamilton publikoval roku 1837 préci, v niZ byla komplexni ¢isla a + bi repre-
zentovana dvojicemi (a, b) redlnych &isel. V nasledujicich letech se opakované vracel k
problému nalézt rozumny vzorec pro ndsobent trojic redlnych &isel (a, b, ¢), resp. trojsloz-
kovych ¢isel a + bi + cj. Zachoval pfirozenou definici pro jejich s¢itani, definici modulu
la + bi + cj| = a® + b* + ¢* a velké tsili vénoval hledani vhodného vzorce pro nasobeni
téchto trojslozkovych ¢isel, které by bylo distributivni vzhledem ke s¢itani a navic spl-
novalo zakon modulti. Stale mu vSak vychézely struktury, které obsahovaly netrivialni
délitele nuly, tj. nenulové prvky, jejichZ soucin je roven nule. V takovéto struktufe nelze
bez omezeni délit. Hamilton se tedy pokousel vytvofit ¢isla z bodti prostoru podobnym
zptisobem, jakym jsou z bodti roviny konstruovana ¢isla komplexni. V. moment¢, kdy fe-
8il problém pro ctvetice a + bi + cj + dk, soucasné ho napadl vzorec pro nasobeni ¢tyt

zékladnich jednotek 1,4, 5, k :

k| | —i| -1

Hamilton tak roku 1843 sestrojil obor ¢tyfsloZkovych hyperkomplexnich &isel

a + bi + cj + dk, ktery nazval kvaterniony. S vyjimkou komutativity méa ndsobeni kvater-
nionti vSechny rozumné vlastnosti: je asociativni, oboustranné distributivni vzhledem ke
s¢itani, existuje jednotkovy prvek a ke kazdému nenulovému kvaternionu

a = a+ bi + cj + dk existuje inverzni kvaternion, ktery ma tvar

1 a—bi—cj—dk

A4+ +d

13



tj. kaZdym nenulovym kvaternionem je moZno oboustranné d¢lit. Kvaterniony tedy tvoii
nekomutativni téleso, které rozsituje téleso ¢isel komplexnich. Kromé komutativity ndso-
beni v ném plati vSechny aritmetické zdkony, které zname z klasickych ¢éiselnych oborti.
Kvaternion @ = a — bi — ¢j — dk se nazyva sdruzeny ke kvaternionu «, vyraz

la] = a? + b% + ¢ + d? je tzv. modul kvaternionu . Pro libovolné kvaterniony «, 3 je

Q
=™
I
ol
2

ol
Q
|
Q

a déle
laf - B8] = |a- B].

I pro kvaterniony tedy plati zakon modulti.

Hamilton se domnival, Ze kvaterniony jsou systémem hyperkomplexnich ¢isel, ktery je
komplexnich ¢isel, ty se vSak nenaplnily. Vyznam kvaternionti se vyznamu komplexnich
¢isel nevyrovnal, i kdyZ byly nalezeny vzorce vyjadiujici pomoci kvaternionti fadu jevii

v geometrii a ve fyzice.

Pomoci kvaternionti vSak Hamilton dospél k zakladtim vektorového poctu. Kvaternion
a = a + bi + ¢j + dk rozdélil na tzv. skaldrni édst a, kterou nazval kréatce skalir a tzv.
vektorovou ¢dst, kterou nazval vektor; tu 1ze chapat jako vektor v trojrozmérném prostoru.
Pti s¢itdni resp. od¢itdni kvaterniontl se scitaji resp. od¢itaji nezavisle na sobé skaldrni
a vektorové casti. P¥i ndsobeni dvou skaldrnich kvaternionti dostaneme opét skalar, p¥i
nésobeni skaldrniho a vektorového kvaternionu ziskame skaldrni ndsobek vektoru. Ha-
milton tspésné aplikoval sviij vektorovy pocet ve fyzice. Vektorovymi rovnicemi vyjadril
podminky rovnovéahy soustavy sil ptisobicich v danych bodech; pomoci vektorti popsal
jak polohu uvazovanych bodt, tak velikost a smér ptisobicich sil. Zavedl a vySetfoval tzv.
vektorové pole, coz je zobrazenti, které kazdému bodu prostoru pfifazuje urcity vektor. Déle
zavedl a pojmenoval diferencidlni operator nabla a pouZzil jej k definici gradientu a skaldr-
niho pole, ktery reprezentuje velikost a smér nejvétsiho pfirtistku funkce. Brzy se ukdzalo,
ze pomoci kvaternionti 1ze efektivné popsat rotace trojrozmérného a ¢tyfrozmérného pro-
storu. Pomoci takového popisu rotaci se d4 ukazat, Ze sloZeni dvou rotaci kolem os pro-

chézejicich pocatkem, je opét rotace kolem osy prochézejici poc¢atkem.
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Kapitola 2

Zavedeni a zdkladni vlastnosti

komplexnich ¢isel

Cilem této kapitoly je zkoumat téleso komplexnich éisel, seznamit s moznymi zptisoby
zapisu komplexnich ¢isel a provadénim operaci s nimi. Zavedeni komplexnich ¢isel v ma-
tematice ndm umozZziuje fesit problémy, které jsou v oboru redlnych ¢isel nefesitelné. Na-
piiklad v oboru realnych ¢isel nelze urcit kofeny kvadratické rovnice se zapornym dis-
kriminantem, ani kofeny nékterych algebraickych rovnic vyssich fadt. P¥ikladem takové

tlohy je napriklad hledani feSeni rovnice 2" —a = O pronsuddaa € R,a < 0.V této

kapitole bylo ¢erpdno zejména z publikaci [2], [5], [10], [15], [18].

Rovnice

z'—a=0,

kde a je libovolné nenulové redlné ¢islo, n je libovolné kladné prirozené &islo, se nazyva
binomicka.

Vime, Ze tato rovnice ma pro kazdé nezdporné ¢islo a a kladné pfirozené ¢islo n v mnoziné
realnych ¢isel jediné nezdporné feseni.

Snadno se ukéze, Ze dand rovnice pro redlna ¢isla a < 0 a kladnd sud4 pfirozena ¢isla n v
télese redlnych ¢isel feSeni nema.

Opravdu:

Ptedpoklddejme, Ze existuje takové redlné ¢islo b, Ze je feSenim rovnice 2" — a = 0, tj. Ze

plati " — a = 0. ProtoZe n je kladné sudé p¥irozené &islo, mtizeme psat n = 2k, k € Z*.

Polozime-li ¢ = b*, pak ¢ # 0 (protoZe a # 0) a plati

a=b"=bF =N >0.
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To je ovSem spor s pfedpokladem, Ze a < 0.

Nejjednodussi takova rovnice, kterd nema redlny kofen, je rovnice
24+ 1=0.

Proto se pojem ¢isla rozsifi tim, Ze se téleso realnych ¢isel vnofi do nového télesa, ve kte-
rém uZ rovnice

' —a=20

bude mit feSeni pro libovolné n € Z7, a € R\ {0}.

PoloZzme

C=R xR ={(a,b);a,becR}.
Dale definujme:
(Y(a,b), (c,d) € C) (a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d)A(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc).
Véta 2.1. Struktura (C,+, -) je komutationi téleso.
Diikaz.
1. (C,+) je abelovska grupa:

e Necht (a,b), (¢, d) € Cjsoulibovolné prvky. Pak a,b,c,d € R, tj.a+c,b+d € R,
atedy (a +¢,b+d) = (a,b) + (¢, d) € C amnozina C je uzaviend vzhledem k

operaci ,,+".

e Necht (a,b), (c,d), (e, f) € Cjsou libovolné prvky. Pak

[(a,b) + (c,d)]+ (e, f)=(a+c,b+d)+ (e, f)=((a+c)+e (b+d)+ f)=

= (a+(cte),b+(d+[)) = (a,0) +[(c+e) +(d+f)] = (a,0)+[(c, d) + (e, f)];

tedy struktura (C, +) je asociativni.
e To, ze je struktura (C, +) komutativni bychom ukazali analogicky.

e Necht (a,b) € C je libovolny prvek, (0,0) € C. Pak
(a,0) +(0,0) = (a+ 0,0+ 0) = (a,b),

coz znamend, Ze (0,0) je nulovy prvek (C, +).
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e Necht (a,b) € Cje libovolny prvek. Pak také (—a, —b) € C a plati
(a,b) + (—a,—b) = (a — a,b —b) = (0,0),
coz znamend, ze (—a, —b) = —(a, b) je opaény prvek k prvku (a,b).
2. (C,-) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem:

e Necht (a,b), (c,d) € Cjsou libovolné prvky. Pak a,b, c,d € R, .
ac, bd, ad,bc € R, a tedy také ac — bd, ad + bc € R, neboli
(ac — bd,ad + bc) = (a,b) - (¢,d) € C a mnozina C je uzaviend vzhledem k
operaci ,,-“.

e Necht (a,b), (c,d), (e, f) € Cjsou libovolné prvky. Pak

[(a,b) - (c,d)] - (e, f) = (ac — bd, ad + bc) - (e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + bc)e) =
= (ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee) =
= (a(ce — df) — b(de + cf),a(cf + de) 4+ b(ce — df )) =
= (a,b) - (ce —df , cf + de) = (a,b) - [(c,d) - (e, f)],
tedy struktura (C, -) je asociativni.
o To, Ze je struktura (C, -) komutativni bychom ukazali analogicky.
e Necht (a,b) € Cje libovolny prvek, (1,0) € C. Pak
(a,b) - (1,0) = (a — 0,0 + b) = (a,b),

coz znamena, Ze (1,0) je jednotkovy prvek v (C, ).

3. Struktura (C, +,-) je (+, -)- distributivni:

Necht (a,b), (c,d), (e, f) € Cjsou libovolné prvky. Pak

[(a,6) + (e, d)] - (e, ) = (a+ ¢, b+d) - (e, f) =
={(a+ce—(b+d)f,(a+c)f+ (b+d)e) =
= (ae+ce —bf —df,af + cf + de + be) =
= (ae —bf,af +be) + (ce —df,cf +de) = (a,b) - (e, f) + (c,d) - (e, f),
coz znamend, Ze struktura (C, +, -) je (+, -)-distributivni.
Dokazali jsme tak, Ze struktura (C, +, -) je komutativni okruh s jednotkovym prv-

kem.
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4. 7Zbyva ukdzat, Ze ke kazdému nenulovému prvku z C existuje vzhledem k operaci

- v mnoziné C prvek inverzni:
Necht (a,b) € Cje libovolny prvek takovy, ze (a,b) # (0,0), tj.a # 0V b # 0.

Hledédme prvek (z,y) € C takovy, ze
((1, b) ’ ($7y) = (170)

Pak
(ax — by, ay + bx) = (1,0), j. ax — by =1 ANay + bz = 0.

Jestlize prvni rovnici vyndsobime —b a druhou a a obé rovnice se¢teme, dostaneme

=b

Y

Po dosazeni y do druhé rovnice méame

a

_ 2 2

Tedy ke kazdému prvku (a,b) € C\ {(0,0)} existuje v (C, -) prvek inverzni, ;.

Véta 2.2. Teleso redlnyjch Cisel Ize izomorfné vnofit do télesa (C, +, -).

Diikaz. Necht
C' = {(a,b) € C; b= 0} = {(z,0) € C; z € R}, C' C C.
Definujeme na mnoziné C’ restrikce operaci ,+“ a ,,- takto:
(V(2,0), (y,0) € C')  (2,0)+ (,0) = (+5,0) A (2,0)-(y,0) = (y,0).

Struktura (C', +, -) je podstrukturou struktury (C, +, -).
Opravdu:

e () # C’ C C, protoze napiiklad (0,0) € C’'

o (V(2,0),(5,0)€C) (2,0) = (y5,0) = (z —y,0)
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o (V(2,0),(y,0) €C) (y,0) # (0,0), 8.y #0:
@0 (0" = @.0)- (5.0)= (T0)e
Necht f : R — C’ je zobrazeni takové, ze
(Vz € R) f(z) = (x,0).
Ukézeme, Ze f je izomorfismus (R, +,-) na (C/, +,) :
o Z definice je zfejmé, Ze zobrazeni f je surjekce.

e fje prosté zobrazeni (opravdu: necht z,y € R jsou libovolnd takové ¢isla, Ze

£(z) = f(y), pak (z,0) = (y,0), coZ ovem znamend, Ze z = y).
e Necht z,y jsou libovolna realna ¢isla. Pak
f@+y)=(@+y0) =(@+y0+0)=(x,0)+ (y,0) = f(=)+ f(y)
flzy) = (2y,0) = (2,0) - (y,0) = f(z) - f(y)-

Tedy (R, +,-) = (C', +,"), zaroven (C', +,-) C (C,+, ), to oviem znamend, Ze (R, +, -) 1ze
izomorfné vnofit do (C, +, -).

O

Pozndmka. ProtoZe zobrazeni f : R — C' je izomorfismus, mtizeme ztotoznit vzory a
obrazy, tj. mtiZeme psat

(Vx eR) z=(z,0).
Véta 2.3. Rovnice 22 + 1 = 0 je v télese (C, +, -) Fesitelnd.

Diikaz.

Necht z € C, tj. z = (a,b) € C.

Podle vyse uvedené Poznamky mtizeme psat 1 = (1,0) € C,0 = (0,0) € C, tj. dana
rovnice mé tvar

(a,b)* +(1,0) = (0,0).
Protoze (C, +, -) je téleso, mame:
(a,b) - (a,b) = (—1,0), pak (a® — b*,2ab) = (—1,0), tedy a® — b*> = —1 A 2ab = 0.
Z 2ab = 0 plyne, Ze a = O nebo b = 0.

e Kdyby bylo b = 0, pak by z a? — b?> = —1 plynulo, Ze a? = —1. Zaroveti ale a € R,

coZ neni mozné.
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e Tedy a = 0. To znamena, ze —b*> = —1, tj. b = 1,a proto b = 1 nebo b = —1.

V télese (C, +, -) tedy existuji dva prvky (0,1) a (0, —1), které jsou FeSenim dané rovnice,
coZ znamené, Ze rovnice 22 + 1 = 0 jev (C,+, ) Fesitelnd a ma pravé dve feSeni.

O

Definice 2.1. Téleso (C, +, -), které obsahuje jako svou ¢ast podtéleso izomorfni s télesem
redlnych &sel a které obsahuje alespoti jeden koten rovnice 22 + 1 = 0, se nazyva téleso
komplexnich ¢éisel a jeho prvky se nazyvaji komplexni ¢isla.

Komplexni ¢islo (0, 1) se znadi pismenem 7 a nazyva se imagindrni jednotka.

Pozndmka. Z definice s¢itdni a ndsobeni v télese C a z Pozndmky za Vétou 2.2 plyne:
((I,b) = ((I,O) + (Ovb) = ((1,0) + (b,O) ’ (071) = ((I,O) + (b,O) i=a+bi

Definice 2.2. Vyjadieni komplexniho ¢isla z = (a,b) ve tvaru z = a + bi se nazyva alge-
braicky tvar komplexniho ¢isla z. Redlné ¢islo a se nazyva redlna ¢ast komplexniho ¢isla
z, piSeme Re z, realné ¢islo b se nazyva imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla z, piSeme I'm z.

7 N2

Je-li z = a+ bi komplexni ¢islo takové, ze b # 0, pak fikdme, Ze &islo z je imaginarni kom-

7 Mz

plexni ¢islo. Pokud je navic a = 0, pak fikame, Ze ¢islo z je ryze imagindrni komplexni

dislo.
Pozndmbka. Z ptedchozich tivah bezprostfedné vyplyvad nékolik dtileZitych poznatkii:

1. Pro imaginarni jednotku ¢ plati

i?=1(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

2. Z definice komplexnich ¢isel jako dvojic redlnych ¢isel a z definice rovnosti uspo-
fadanych dvojic redlnych ¢isel plyne, Ze dvé komplexni cisla v algebraickém tvaru se

rovnaji, pravé kdyz se rovnaji jejich redlné Cdsti a imagindrni Cdsti, tj.
at+bi=c+disa=cANb=d.
3. Z definice operaci s¢itani, od¢itani a ndsobeni komplexnich ¢isel plyne, Ze s¢itani a

nasobeni dvou komplexnich &isel v algebraickém tvaru se provadi stejnym zptiso-

bem jako s¢itani a ndsobeni dvojélenti (s vyuzitim toho, ze i? = —1), tj. plati

o (a+bi)t(c+di)=(atc)+ (btd)i

o (a+bi) (c+di) = (ac— bd) + (ad + be)i
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4. Z dakazu Véty 2.1 vime, Ze k libovolnému nenulovému komplexnimu ¢islu

z = a + bi existuje ¢islo inverzni

z—l—l— a + —b a— bi
oz a?+b a2+ a4 b2

Tedy v C mtizeme délit nenulovym komplexnim ¢islem

a—+ b
c+ di

c—di (a—i—bi)(c—dz’)‘

. . N—1 .
= (a +bi) - (c+ di) —(a+bz)-02+d2— o

Piiklad 2.1. Odvodte pravidlo pro vypocet mocniny ", kde i je imaginédrni jednotka a

n € 7.

Reseni:

odtud plyne

Véta 2.4. Teleso komplexnich cisel (C, +, -) nelze uspotadat.

Diikaz. V télese komplexnich ¢isel C neexistuje linedrni uspofddéni < takové, aby platila
zéakladni pocetni pravidla, na které jsme zvykli z mnoziny redlnych ¢isel. Tim mame na

mysli, aby pro kazdé z,v, w € C platilo:
1) z<v=z4+w<v+w,
2) w>0,z<v=z-w<v- w.

Muselo by totiZ potom platit, ze i > 0 nebo —i > 0, coz by znamenalo, Ze i* > 0 a také
i* > 0. Dostali bychom pak —1 > 0 a soucasné 1 > 0, coZ neni mozné.

O

Definice 2.3. Necht je ddno komplexni ¢islo z = a + bi. Pak komplexni ¢islo Z = a — bi se

nazyva ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z.
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Véta 2.5. Necht z a v jsou libovolnd komplexni ¢isla. Pak plati:

(6) z+Z=2Rez
(7) z—z=2Im=zi
(8) 27 = (Re2)?+ (Im 2)*

Diikaz. Necht z = a + bi, v = ¢ + di € Cjsou libovolné. Pak

(1) z+v=a+bi+c+di=a+c+ (b+d)i=at+c—(b+d)i = (a—bi)+(c—di) =Z+V
2) z—v=a+bi—c—di=a—c+ (b—d)i=a—c—(b—d)i = (a—bi)—(c—di) =Z—7
(3) zv = (a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + cb)i = (ac — bd) — (ad + cb)i
zZ-v=(a+bi) (c+di)=(a—bi)(c—di) = (ac — bd) + (—ad — cb)i =
= (ac — bd) — (ad + cb)i,
tedyzo=%2-7
(4) Opakovanym vyuzitim tvrzeni (3) proz =van € Z™.
(5) VyuZzijeme Poznadmku 4. za Definici 2.2
Z\ _ [(a+biy . c—di  /(a+bi)(c—di)\
<v)_<c+di)_(a+bz) 02+d2_< A+ d? )_
B <ac—|—bd—|—(cb— ad)z') _ac+bd — (cb — ad)i
B ? 4 d? B 2+ d?
zZ _(a+bi) a=bi (a—bi)(c+di) ac+bd+ (ad—cb)i _
T (c+di) c—di c? + d2 N c? + d2 N
ac+ bd — (cb — ad)i
B c? +d? ’
Z z
tedy (=) = =.
ey <v> v
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(6) 2+Z=(a+bi)+ (a—bi)=2a=2Rez
(7) z2—%=(a+bi)— (a—bi) = 2bi = 2Imzi
(8) 2z = (a+bi)(a—bi)=a%+b*=(Rez)®+ (Im=2)>.
0

7 Mz z vz

Definice 2.4. Necht z = a + bi je libovolné komplexni ¢islo. Nezdporné redlné ¢islo
Vzz = Va2 +b?

se nazyva absolutni hodnota komplexniho ¢isla z a znadi se |z|.

7 ¥z

Komplexni ¢islo s takové, Ze |s| = 1, se nazyva komplexni jednotka.
Véta 2.6. Necht z, v jsou libovolnd komplexni cisla. Pak plati

(1) |2|=0&2=0

(2) |l === =[]

(3) |z + ol <[z] + [v|

(4) |2-v| = [2] - [v|

0 [ s

(6) |z —v[=|2[ o]

(7) |2]? = 2z
1 z z
8 ~=—=— 0
()z =R z #
Diikaz.

(1) Tvrzenije ziejmé.
(2) Necht z = a + bi, potom —z = —a — bi a Z = a — bi. Dostavdme
lz| = Va? + b2

=2l = VR T R = Va2 + B = e
Izl = Va2 + (b2 = Va2 + b = |2
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(3) Toto tvrzeni dokdZeme sporem. Necht z = a + bi, v = ¢ + di. Dale pfedpokladejme,
ze |z +v| > |z| + |v|, pak

Via+ )2+ (b+d)? > Va2 + b+ +d2

ProtoZe na obou stranach nerovnosti jsou nezaporné redlnd ¢isla, miizeme obé strany

umocnit. Dostavame

(a+c)?+b+d?>a>+0¥+2- Va2 + 02 VR + @2+ +d°

A2 +2c+ A+ +2d+d2>a2+ 02 +2 Va2 +02- V2 +d2+ P+ d?

2 (ac+bd) >2- Va2 + b+ d?
Po vykraceni obou stran dvéma a umocnéni médme
a?c® + 2abed + b*d* > a*c? + a*d® + b2 + b2d?

Pak
0 > a®c? — 2abed — b*d?, tj.
0 > (ac — bd)*

a to je spor s tim, ze pro (Vx € R)z? > 0.

(4) Necht z = a + bi, v = c + di jsou libovolnd komplexni ¢isla. Pak je

|z 0| = |(a+bi) - (c+di)| = |(ac — bd) + (ad + be)i| = v/ (ac — bd)? + (ad + bc)? =

= Va2 + B2d? + a2d? + b2c2 = Va2(c? + d2) + b2(c2 + d2) = /(a2 + b2) (2 + ?) =

—VETR-AET R =],

(5) Necht v # 0. Pak s vyuzitim tvrzeni (4) mame
vl |2 z
1= 2 o
vl o v
2l _ |2

atedy — = ‘;‘

[l

(6) Dtikaz analogicky (3).

(7) a(8)jsou zfejmé.
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Pozndamka.

(1) n—td mocnina komplexniho ¢isla z pro n € N se definuje stejné, jako n—t4 mocnina

readlného &isla:

n

e 2"=z-2---z prokazdéz € C,neZ"
n

o V=1 prokazdéz €C,z #0

1 . 14
° z_":Z—n,prokazdezE(C,z;«éO,nEZ+

(2) Na zakladé komutativnosti a asociativnosti s¢itdni a nasobeni komplexnich ¢isel 1ze
ukézat, Ze pro mocniny komplexnich ¢isel s celo¢iselnymi exponenty plati stejna

pravidla jako pro mocniny ¢isel redlnych.

Pro libovolnd komplexni ¢isla z, 21, 22 a vSechna celd ¢isla n, m plati

zm'zn:zm—l—n’ (Zl'ZQ)n:Z?'Zg, (zm)n:zmn’
n. . n_ (*1 n m. . .n __ _m—n
aram =\ , 22 7#0 Zh it =z , 2 # 0.
2

2.1 Geometricky model télesa komplexnich ¢isel

Na pfelomu 18. a 19. stoleti dospé€l Carl Friedrich Gauss ke geometrickym piedstavam o

komplexnich ¢isel jako bodech roviny, proto se pozdéji ujal termin Gaussova rovina.

Definice 2.5. Rovina komplexnich ¢isel neboli Gaussova rovina je rovina, jejiz body po-

vaZujeme za obrazy komplexnich ¢isel.

(1) Gaussovu rovinu si pfedstavujeme takto:

e V dané roviné mame zvoleny dvé navzajem kolmé osy z, y redlnych cisel.

e Osa z se nazyva redlnd osa, osa y se nazyva imaginarni osa. Jejich prtisecik se

nazyva pocatek a oznacuje se jako bod P.

(2) Kazdé komplexni ¢islo z = (a,b) = a + bi je zndzornéno jako bod o soufadnicich
[a, b]. Pfitom kazdému komplexnimu ¢&islu je uvedenym zptisobem piifazen pravé
jeden bod Gaussovy roviny a naopak, kazdému bodu Gaussovy roviny odpovida

jediné komplexni ¢islo.
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(3) Protoze vzdélenost obrazu redlného ¢isla a od pocatku je |a| a vzdalenost obrazu

P

ryze imagindrniho ¢isla bi od pocatku je |b|, tak z geometrického znazornéni ¢isla
z = a+bivyplyvana zakladé Pythagorovy véty, Ze vzdalenost obrazu ¢isla z = a+bi

od pocétku je rovna

Va2 + 16?2 = Va2 + b = |z|.

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla je tedy rovna vzdalenosti jeho obrazu v Gaus-

sové roviné od pocatku soustavy soufadnic.
(4) Necht z = a + bi je komplexni ¢islo, pak

e Obrazem opacného ¢isla —z = —a — bi je bod B soumérné sdruzeny podle

pocétku s obrazem A &isla z

e Obrazem komplexné sdruzeného ¢isla Z = a — bi je bod C' soumérné sdruzeny

s obrazem A ¢isla z podle redlné osy.
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(5) Spojnice pocatku P s obrazem Z komplexniho ¢isla z = a + bi, z # 0, se nazyva
pravodic nebo také polohovy vektor (s poc¢atkem v bodé P a s koncem v obrazu

¢isla z, tj. v bodé Z) a jeho délka je |z|.

bl .

Komplexni ¢isla tedy mtiZeme znazorriovat nejenom jako body v Gaussové roviné,
ale takeé jako vektory, kde pocatecni bod je v pocdtku soustavy soufadnic P a kon-

covy bod je obrazem komplexniho ¢isla.

(6) Orientovany thel ¢ s poc¢ate¢nim ramenem v kladné ¢4sti redlné poloosy a s konco-
vym ramenem Vv privodici se nazyvd argument (neboli amplituda) komplexniho

¢isla z = a + bi, piSeme Arg ¢ (Am g).
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7 ¥z

e Necht z = a + bi je komplexni ¢éislo. Bod Z = [a,b] # P mtzeme v Gaussové
roviné jednoznacné urcit pomoci jeho vzdalenosti |z| od po¢atku P soufadné

soustavy a velikosti orientovaného tihlu ¢.

7 Mz

e Ma-li komplexni ¢islo z # 0 argument ¢, pak ma téz argument ¢ + k - 27, kde
k je libovolné celé ¢islo. Zfejmé tedy argument neni definovan jednoznacné.
Omezime-li se napt. nainterval 0 < ¢ < 27, pak oviem argument jednoznacné

urcen je.

2.2 Goniometricky tvar komplexniho ¢isla

\
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Z obréazku jde vidét, Ze pro komplexni ¢islo z = a + bi plati:

Tedy

kde

. b a
singp = —, cosp = —-.
|| ||
b= |z|sin ¢, a = |z| cos p,

z=a+ bi =|z|(cosp + isinp),

p=Argz

Definice 2.6. Zapis nenulového komplexniho ¢isla z ve tvaru

z = |z|(cos p + isinp)

se nazyva goniometricky tvar komplexniho ¢isla z.

Pozndamka.

1.

Dvé komplexni ¢isla vyjadiend v goniometrickém tvaru se rovnaji, pravé kdyz se
rovnaji jejich absolutni hodnoty a jejich argumenty se lisi o k - 27, k € Z.
Opravdu:
Necht
21 = |z1|(cos 1 + isinpr)
29 = |22|(cos po + i sin ¢9).
MiZeme se omezit pouze na nenulovd komplexni ¢isla.

7 Yz

,="Je-li z1 = 2z, musi se rovnat redlné a imagindrni ¢asti obou komplexnich &isel,

tj. musi platit
|z1]cos 1 = |22 cospa a |z1]singy = |z sin p,. (2.1)
Obé rovnice umocnime a se¢teme. Dostaneme
|21)%(cos® @1 4 sin? 1) = |22|?(cos? g + sin® @)

a to znamena |21 |* = |22/*. ProtoZe absolutni hodnoty z &isel 21, 22 jsou nezdporna

redlna disla, tak |z1| = |z2].

Protoze z1, z2 # 0, mizeme obé strany rovnosti (2.1) vydélit ¢islem |z;| = |z3].
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Dostaneme

COS (] = COSs a sing; = sin ps. (2.2)

cos 1 = cos g plati, je-li p1 = w2 + 2km nebo p1 = —po + 2k7, k € Z. Kdyby platil
vztah ¢1 = —¢2 + 2k7, dostaneme dosazenim do rovnice (2.2)

sin(—y + 2km) = sin py. ProtoZe sin(—¢y + 2km) = — sin p9, plyne odtud

— sin 2 = singy. To v8ak plati jen pro sin s = 0, tj. p2 = nmw,n € Z.

Potom ¢1 = —nw +2kr =nw + 2 - (k —n)w = p2 + 2k, k1 € Z.

Plati tedy i potom 1 = @2 + 2k 7.

=" Jestlize |z1| = |22| a li$i-1i se argumenty &isel z;, 22 jen o cely ndsobek 27, pak
ovSem také cos p1 = cos s a sin 1 = sin @s.

Pak z1 = |z1](cos 1 + isinp1) = |z2|(cos g + isin ) = 2.

7 ¥z

. Komplexni ¢islo z je komplexni jednotkou, praveé kdyZz z = cos ¢ + isinp.
Opravdu:

»="Je-li z = |z[(cos ¢ + isin ) komplexni jednotka, pak |z| = 1, a tedy

Z = Ccos +¢sin .

=" Jestlize z = cos p+isin o, pak |z| = \/cos? ¢ + isin? p = 1 alislo z je komplexnf

jednotka.

. MnoZzina obrazli vSech komplexnich jednotek vyplni v Gaussové roviné jednotko-

vou kruZnici se sttedem v pocatku.

. Pomoci zdpisu komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru se snadno vyjadii soucin

a podil komplexnich &isel. Pro dana nenulova komplexni ¢isla

z = |z|(cos g1 + isingy), v = |v|(cos p2 + isin p2)
plati
(1)
z-v=|z| - |v|(cos(p1 + ¢2) + isin(p1 + p2))
(2)

z z . .
v %(605(901 — @2) + isin(p; — p2))
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Opravdu:

VyuZijeme zndmé goniometrické vzorce
cos(x +y) =cosx - cosy —sinz - siny

sin(x + y) = sinx - cosy + cosx - siny

Tedy
(1)
z-v=|z| - |v|](cos ¢y + isin p1)(cos g + isin pg) =
=|z| - |v| <(cos 1 COS (g — Sin 7 Sin @9) + i(cos @1 sin Y9 + sin Y1 cos g02))z
= |2| - ol (cos(p1 + ) + isin(p1 + 22))
(2)

z  |z| cosgy+ising; cosps — isingy
v |v] cosps +isinps cos @y — isin s

|z|  (cos @1 cos @z + sin ¢y sin @a) + i(sin 1 cos w2 — sin pa cos 1)

v cos? gy + sin? o
2| cos(p1 — p2) +isin(p1 —p2) 2] -
= m . 1 = m(cos(gol — @9) + isin(py — ¢2))

2.3 Moivreova véta

Véta 2.7. Moivreova

s vo

Necht z = |z|(cos ¢ + isin ). Pak pro kazdé celé islo n plati

n

2" = |z|" - (cos(nyp) + isin(ny)).
Diikaz.
1. Necht nejprve n € Z*. Tvrzeni dokdzeme matematickou indukci vzhledem k n.

(a) pron =1 tvrzeni evidentné plati.

z w7

(b) Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna pfirozend ¢islam, 2 < m < n—1.
Dokazeme nyni dané tvrzeni pro pfirozené ¢islo n.

PouZijeme-li postupné definici mocniny, indukéni pfedpoklad a souctové vzorce

pro sinus a kosinus, dostdvame
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2" =z 2"t = |z|(cos @ +isinp) - |z[" L (cos(n — 1)p + isin(n — 1)p) =
= |z|"[cos ¢ cos(n—1)p—sin psin(n—1)p+i(cos psin(n—1)p+sin pcos(n—1)p)] =

= |z|" - (cos(ngp) + isin(ny)).
2. Pron = 0 mame
22 =1=1(cos0+isin0) = |z[°(cos(0 - ) +isin(0- ¢)).

3. Necht tedy nakonec n € Z~. VyuZijeme toho, ze —n € Z" a Ze tvrzeni podle 1. plati

pro libovolnd kladna ptirozend ¢isla. Pak

oL 1 i 1 B
oz 2|7 (cos(—ny) +isin(—np)) (cos(—nyp) +isin(—ng))
e 1 ~(cos(ne) +isin(ny)) e (cos(ny) + isin(ngp)) _

(cos(ny) —isin(np)) (cos(ng) + isin(ny)) (cos2(ny) + sin?(nyp))

= |z]" - (cos(ngp) + isin(ny)).
([
Pozndmka. Dosadime-li do Véty 2.7 n = —1, dostaneme
== % - (cos(—p) +1i - sin(—)) = |z| 71 - (cos g — isinp), z # 0.
Véta 2.8. Pro kaZdé celé ¢islo n plati

(cosp + isin )™ = (cos(ny) + isin(ny)).

Piiklad 2.2. Uzitim Véty 2.8 vyjadiete sin 4x a cos 4z pomoci mocnin sin  a cos .

Reseni: Podle Véty 2.8 je

4

(cosx + isinx)® = cos4x + isin 4z,

podle binomické véty je
(cosx + isin :E)4 = cos'z + 4icos® rsinz — 6cos® xsin®x — 4icoszsin®z + sint z.
Porovnanim redlnych ¢asti pravych stran obou rovnosti dostaneme
cos 4z = cos’ x — 6 cos®> zsin® z + sin' z
a porovndnim ¢asti imaginarnich

sin4x = 4 cos® zsinx — 4 cos x sin® z.
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2.4 Geometricka interpretace operaci s komplexnimi ¢isly

7 ¥z

Komplexni ¢isla mtiZeme zndzoriiovat nejenom jako body Gaussovy roviny, ale také jako
vektory. Geometrické zndzornéni komplexnich ¢isel pomoci polohovych vektorti je vy-
hodné pfi zndzorfiovani operaci mezi komplexnimi ¢isly.

V nésledujicich tvahéch si postupné ukdZeme, jak aritmetickym operacim s komplexnimi
¢isly odpovidaji piislusné operace s vektory.

Necht obrazem komplexniho ¢isla z = a + bi je bod A, obrazem komplexniho ¢isla

v =c+dijebod B.

e Obrazem souctu téchto komplexnich ¢isel, tj. obrazem ¢isla z + v, je bod

S =la+ ¢,b+ d], nebot
z4+v=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i.

e Posuneme-li celou rovinu tak, aby bod lezici v po¢atku ptesel do bodu o soufadni-
cich ¢, d (a ponechdme-li pfitom soustavu soufadnic beze zmény), zvétsi se soufad-
nice = bodu [z, y] o ¢ a soufadnice y o d, takze bod [z, y] pfejde timto posunutim do

bodu [z + ¢,y + d].

Muzeme tedy ¥ici, Ze obraz souctu z + v, jimz je bod S = [a + ¢, b + d|, vznikne z
obrazu ¢isla z, jimz je bod A = [a, b], takovym posunutim, které pievadi pocatek P
v obraz ¢isla v, jimZ je bod B = [, d]. ProtoZe s¢itani komplexnich &isel je komuta-

tivni, mtzeme také ¥ici, Ze obraz souctu z + v dostaneme z obrazu ¢isla v takovym

posunutim, které pfevadi pocatek P v obraz ¢isla z.

e Obraz Z rozdilu z — v komplexnich &isel z, v je totozny s obrazem souctu z + (—v).
Tento bod vznikne z obrazu ¢isla z, tj. bodu A, posunutim, které pirevadi pocatek do

obrazu ¢isla —v (a také obraz ¢isla v do pocatku).

Tedy

o Pticteni komplexniho ¢isla v ke komplexnimu &islu z, se geometricky interpretuje

jako posunuti vektoru z o polohovy vektor v.

e Odecteni komplexniho ¢isla v od komplexniho ¢isla z, se geometricky interpretuje

jako posunuti vektoru Z o polohovy vektor —.

Véta 2.9. V Gaussové roviné je vzdilenost obrazii By, By dvou komplexnich Cisel z1, zo rovna

absolutni hodnoté jejich rozdilu, tedy plati
d(Bl,Bg) = |Z1 — Z9|.
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Diikaz.
Necht z; = a + bi, 22 = ¢ + di jsou libovolna komplexni ¢éisla, By, Bs jsou jejich obrazy v

Gaussove roviné.

d

b

Pak

e 21 —2zp=a+bi—c—di=(a—c)+ (b—d)i, tedy |21 — 22| = \/(a — ¢)? + (b — d)?

e By = [a,b], By = [¢,d],tedy d(By, By) = \/(a— )2+ (d—0b)2 = \/(a— c)? + (b—d)2.
|

Véta 2.10. Necht u = cos ¢ + i sin ¢ je komplexni jednotka a necht S je zobrazeni C — C takové,
Ze

(Vz € C) S(z) = uz.
Zobrazeni S se v Gaussové roviné geometricky interpretuje jako shodné zobrazeni se samodruZnym
bodem v pocitku P.
Je-liw # 1, ma zobrazeni jediny samodruzny bod a je to tedy otocent kolem tohoto bodu (pocitku).

Ubhel otocent je roven ¢, coZ je amplituda komplexni jednotky u.

Diikaz.

e Necht body Bj, Bs jsou obrazy komplexnich éisel z1, 2o v Gaussové roviné, necht
komplexni ¢isla S(z1), S(z2) jsou obrazy &isel 21, zo v zobrazeni S a nakonec necht

body Bj, B} jsou obrazy komplexnich &isel S(z1), S(z2) v Gaussové roving.

Pak podle Véty 2.9 a podle definice zobrazeni S mame
d(BY, By) = [S(z1) — S(z2)] = [uz1 — uze| = [ullz1 — 22| = |21 — 22| = d(By, Ba).

Zobrazeni S (pfesnéji jeho geometricka interpretace) zachovava vzdalenost, a tedy

je to shodné zobrazeni.
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7 vz

e Pti hleddni samodruZnych bodt uvaZzujeme vSechna komplexni ¢isla 2 takova, ze
S(z) = z. To znamend, Ze uz = z, neboli Zze uz — z = z(u — 1) = 0, zaroven podle
predpokladu je u # 1, tedy mame jedinou moZznost a to z = 0. To znamen4, Ze pro
komplexni jednotku u # 1 je jedinym samodruZznym bodem obraz komplexniho

¢isla 0, tj. pocétek P.

e Shodné zobrazeni s jedinym samodruznym bodem je otoceni okolo tohoto bodu, tj.

pocétku.

e Obrazem ¢isla 1 v zobrazeni S je ¢islo S(1) = u- 1 = u, tj. &islo u. Je proto amplituda

¢ komplexni jednotky u rovna tihlu tohoto otoceni.

O

Dtisledek 1: Nechtu = cos ¢ +isin ¢ je komplexni jednotka a necht S je zobrazeni C — C
takové, ze

(VzeC) S(z)=uz.

7 Mz

Pak obrazem kazdého komplexniho ¢isla z, z # 0, v zobrazeni S je komplexni ¢islo uz,
které ma stejnou absolutni hodnotu jako ¢islo z a jehoZ amplituda je o thel ¢ vétsi, nez je
amplituda ¢isla 2.

Dusledek 2 (Moivretv vzorec): Soucin dvou komplexnich jednotek s amplitudami ¢, @2

je komplexni jednotka s amplitudou ¢ = ¢1 + 9, {j.
(cos p1 +isinpy) - (cos g + isin o) = cos(p1 + p2) + isin(p1 + @2).
Véta 2.11. Necht a je libovolné nenulové redlné ¢islo, necht H je zobrazeni C — C takové, Ze
(VzeC) H(z) =az.
Pak
(1) Je-lia > 0, zachovivd zobrazeni H amplitudu komplexniho cisla, tj.

(VzeC) z#0= ArgH(z) = Argz.

(2) Je-lia <0, plati
(VzeC) z#0= ArgH(z) = Argz+ .

(3) (v2€C) [H(2)] = |a] - |2].

(4) V Gaussové roviné se zobrazeni H interpretuje jako stejnolehlost se sttedem v pocitku P a

koeficientem stejnolehlosti a.
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Diikaz.
(1) Necht z = |z|(cos + isin ), nechta € R, a > 0. Pak a = |a|(cos 0+ isin0) a
H(z) =az =la|(cos0+isin0) - |z](cosp + ising) = |a] - |z]|(cos ¢ + isin p),

tedy
ArgH(z) = Argz.

(2) Necht z = |z|(cosp +isinp), nechta € R,a < 0. Pak a = |a|(cos 7 + isin7) a
H(z) = az = |z|(cos p+isinp)-|al(cosm+isinm) = |a|-|z|(cos(p+7)+isin(p+7)),

tedy
ArgH(z) = Argz + 7.

(3) (v2€C) [H(2)| = |az| = |a] - |z].

(4) Necht z = u + vi je libovolné komplexni ¢islo a bod A je jeho obraz v Gaussové
roviné, necht komplexni ¢islo H(z) = az = (au) + (av)i je obraz ¢isla z v zobrazeni

H abod A’ je obraz ¢isla H(z) v Gaussoveé roviné.

e Je-lia > 0, pak Arg H(z) = Argz, a tedy body P, A, A’ lezi v téze piimce a
plati

d(PA') = [H(2) — 0] = [H(2)| = |az] = |a] - |2] = |a] - |2 — 0] = |a| - d(PA).

A'(H(2))

e Je-lia <0, pak Arg H(z) = Argz + 7, atedy body P, A, A’ leZi v téze p¥imce,

bod A’ lezi na polopiimce opacné k polopiimce P A, a plati
d(PA") = [H(z) = 0] = [H(2)| = |az| = |a| - [2] = |a] - |2 = 0] = |a] - d(PA).
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To ovSem znamen4, Ze zobrazeni H (resp. jeho geometricka interpretace) je stejno-

lehlost se sttedem v poc¢atku P a koeficientem stejnolehlosti a.

O

Véta 2.12. Necht v je libovolné nenulové komplexni ¢islo. Potom se zobrazeniT' : C — C, defino-
vané

(VzeC) T(z) =wz
v Gaussové roviné interpretuje jako podobné zobrazeni, které se da sloZit z otoCeni okolo pocitku s

ithlem otoCeni shodnym s amplitudou Cisla v a ze stejnolehlosti se stfedem v pocitku a koeficientem

stejnolehlosti rovnym cislu |v|.

Diikaz.
v

(VzeC), T(z)=v-z2=—

’ |U| =z
[l

kde |U—| je komplexni jednotka a |v| je nenulové redlné ¢islo.
v
]
2.5 Exponencidlni tvar komplexniho ¢isla

1. Kazdou reédlnou funkci y = f(z), kterd je v nékterém bodé z = a spojitd a ma v

tomto bodé derivace vSech ¥adti, 1ze rozvinout v Taylorovu fadu

f(:r):f(a)+fl(!a)-(x—a)+f2(!a)-(x—a)2+f3(!“).(x—a)3+-~

2. Specialné pro a = 0 a pro funkce sin z, cos z, e” dostdvadme

. R
sm:r::n—g—{-a—ﬁ-i-“
r? a2
cos:nzl—g—i—z—a—{—---
r 2?2 22 2t 2P

m— QE— — — —_— —_— ...
TR I R TR

3. Pak
o 22 gt 46 . o .
cos:n—{—zsm:n:<1—5—1—1—a—i—---)—i—z(:r—?—{—a—ﬁ—i—'--):
:1+i-%+i2-2—?+ig-2—?4—@'4-2—?4—@'5-2—?4—-":
:H(il:r!) N (Z’;)QJr (i?:)v!)g+(Z’;v!)4+(i§!)5+m:em‘
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4. Rovnost

cosx +isinz = e
se nazyva Eulerav vzorec.

5. Pro libovolné komplexni ¢islo z = |z|(cos ¢ + isin ¢) uzitim Eulerova vzorce dosta-
vame vztah
z= |Z| : 61%0’

coZ je exponencidlni tvar komplexniho ¢isla z.

Pozndmka. Vyjadieni komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru lze spojit s vyjadfenim

komplexniho ¢isla v exponencidlnim tvaru.
1. ¥ =cosp +isinp, p €R
2. e7% =cosp —ising, ¢ € R.

Déle pro libovolna dvé komplexni &isla z = |z|- €%, v = |v] - €’ zapsand v exponencidlnim

tvaru a pro ¢, 6 € R plati

1. z-v=|z||v| - ¥t

2 2l e 42
[l
3. e =1
4, e7% = i
e

5. Arg(e’¥) = ¢

2.6 Binomické rovnice

Definice 2.7. Rovnice tvaru
2" —a=0, neZ,acC,a#0, (2.3)

se nazyva binomicka rovnice. Jeji feSeni se nazyvaji n—té odmocniny z komplexniho

¢isla a a piSeme {/a.
Pozndmka. Pro a = 0 ma tato rovnice zfejmé jediné feeni, a to x = 0.

Véta 2.13. Binomickd rovnice

' —a=0
md v mnoZiné komplexnich Cisel pravé n navzdjem riiznych fesent.
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Diikaz. Lze nalézt naptiklad v [2].

Pozndmka.

UkaZzeme, jak lze nalézt feSeni dané rovnice.

Komplexni ¢islo a vyjadiime v goniometrickém tvaru, tj.

a = |a|(cosa+isina),0 < a < 27. Necht komplexni ¢islo z je kofenem rovnice 2" —a = 0.
Také ¢islo x vyjadiime v goniometrickém tvaru, tj.

x = |z|(cosp +isiny),0 > ¢ > 2.

Podle Véty 2.7 pak mame

|z|" (cosny + isinny) = |a|(cosa + isin a).

Porovnanim absolutnich hodnot a amplitud obou komplexnich ¢isel mame

o [z[" = la| = [z = ¥/la|

2k
) ng0:a+2k7rz>g0:u, ke Z.
n

Tedy
2k 2k
T = V/ |a|<cosu + isin OH_—W>, ke Z.
n n

(a) Dosazenim se snadno piesvédéime, Ze ¢isla x, jsou kofeny dané rovnice pro libovolné
celé ¢islo k.

(b) Uvazujeme-li cela ¢isla k a k + n, pak

a+2m(k+n) <a+2k7r+2 ) a+ 2km
———— = =cos(——— + 27 )=cos ——

cos
n n
a
. a+2r(k+n) s+ 2km a4+ 2kn
s1n—:s1n<—~|—27r):s1n—.
n n n

Je tedy ziejmé, Ze se nektera feSeni opakuji.

Volime-li napt. £ =0, 1,2, ...,n — 1, pak dostdvdme pravé n navzajem rtiznych feSeni.
Pozndmka.

1. Reseni

— 2k 2k
$k:n|a|<cosu+zsina—{_—ﬂ-)’ k:O’1’2"”’n—1
n n

rovnice 2" — a = 0 nazyvdme komplexni n-té odmocniny z komplexniho ¢isla a.

2. Obrazy kotenti rovnice 2" — a = 0 tvofi v Gaussové roviné vrcholy pravidelného

n—thelnika vepsaného do kruZnice se sttedem v poc¢atku a polomérem {/|al.
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Opravdu:

2k 2k
e Vsechny koteny z;, = {/|a - <cos o ohm 4 isin u)’
n

n
k=0,1,2,...,n—1dané rovnice maji stejnou vzdalenost {/|a| od poc¢atku, tedy

obrazy téchto kofenti leZi na kruZnici se sttedem v poc¢atku P a polomérem

o/l

2
e Argumenty sousednich kofenti se li$i vzdy o .
n
Arg:rozg
n
2 2
Argzx) = atem _L. T
n non
4 2
Arg$2:a+ W:g_{_Q_ﬂ-
n n n
a+nmn-1)r « 27
AT9$n—1=7( ) =—+(Mn-1)—.
n n n

To ov8em znamenad, Ze polohové vektory obrazti kofenti rovnice déli tdhel 27

pravé na n stejnych ¢asti.

y
n at2w | | at2lm
X2 Xq1= Ial(cos +i sin )
n
2
n
2m 2m n a @ .«
X3 ey < Xog= |a|(cos—+lsm—)
n n
@\ \2"
n n
n
0 lal X
2n Xn-1
Xn-2

Zdroj: [3]

Dtisledek 1: Rovnice " — 1 = 0 ma v mnoZziné komplexnich ¢isel pravé n rtiznych kofent,

které lze zapsat ve tvaru

2k 2k
Ty = <cos—7r+isin—7r), k=0,1,2,...,.n — 1.
n n
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Disledek 2: Obrazy kofenti rovnice 2" — 1 = 0 tvoii v Gaussové roviné vrcholy pravidel-

ného n—thelnika vepsaného do jednotkové kruznice se stfedem v pocétku.

Pozndmbka.
1. Je ztejmé, Ze je-li G = {z € C; 2" — 1 = 0, n € Z*}, pak (G, -) je abelovska grupa.

2. Necht

27 27
] =cos— +isin—, k=1
n n

je kofenem binomické rovnice 2" — 1 = 0. Pak podle Véty 2.7 je také

2kmr .. 2kw

:E’f =cos— +isin— =2a, k=0,1,...n—1,
n n
kofenem této rovnice.
Plati tedy
zo=2, m =x], mpy=ai,.., Tpg=2a

atedy (G, ) je cyklickd grupa generovand prvkem x;.

X3 X2
2T

X4 2T, |, 2W

o 2m ,\’1=CO.\‘7+I Stn—-

n n

n

2m
n

2m Xn-1

Zdroj:[3]

2.7 Kvadratické rovnice

Véta 2.14. Kazdi algebraickd rovnice s komplexnimi koeficienty mad v C alespoii jeden koten.

Diikaz. Lze nalézt naptiklad v [8] na strané 354.

41



Véta 2.15. KaZdd algebraickd rovnice 2. stupné je v C FeSitelnd.

Dtikaz plyne z predchozi Véty.

Necht je dana kvadraticka rovnice
apz? + a1z +ax =0, ag,a1,as € C,ag# 0.

Vime, Ze pro kofeny dané rovnice plati zndmé vztahy

o, Vai—daay  a  VD (2.4)

= _2(10 2(10 2(10 2(10

kde D = a?—4agaz je diskriminant dané kvadratické rovnice.
(I) Uvazujme nejprve rovnici
apz? + a1z +as =0, kde ag,a1,a2 € R, ag #0.
Pak plati

(1) rovnice ma jeden dvojndsobny redlny koten, pravé kdyz D = 0
(2) jestlize D > 0, pak ma rovnice dva rizné redlné kofeny
(3) jestlize D < 0, pak ma rovnice dva imagindrni komplexné sdruzené koteny.

Diikaz.

(1) Dukaz tvrzeni plyne ze vztaht (2.4).

(2) Protoze danda rovnice ma realné koeficienty, je D € R. Pfedpoklddejme nyni,
ze D > 0. Podle definice druhé odmocniny redlného ¢isla existuje jednoznacné

uréend VD a zaroveit VD > 0. Pak jsou ovem &isla v'D a —/D navzdjem
ai \/5 ai \/5

rtizné, a tedy také kofeny r; = —— + — ax; = ——— — —— dané rovnice
y Yo =y t At T T T

jsou rtizné.
(3) Piedpoklédejme, ze D < 0, D € R. Pak v'D = +i /| D], a tedy koteny
ar | iy/|D] a1 i+/|D

] = ——+ —V——ax; = —— — ——— dané rovnice jsou imaginarni
240 2 240 2 ] &

komplexné sdruzené kofeny.

Poznamka.

Opravdu: Je-li D < 0, D € R pak
D = |D| <cos7r + isinw)
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(\/5)1:\/|D|(cosg+ising):,/|D|.Z'
3 3 |
(\/5)2: |D|<(:os§7r—1—zs1n§7r):_,/|D|.Z
Tedy

&ii\/|D|

Z12 = —
2(10 2(10

)

(II) Necht nyni

2
aor” + a1z +as =0, ag,a1,a2 € C, ag # 0.

Pro diskriminant D této rovnice mtiZe nastat praveé jedna ze dvou moZnosti:

(1) Jestlize D € R, pak plati
e je-li D = 0, rovnice ma v C dvojnasobny kofen

e je-li D # 0, rovnice méa v C dva rizné koteny.

(2) Predpoklddejme déle, ze D € C\ R, tedy D =a +bi, a,beR,b#0.

Chceme-li danou rovnici vyfesit, musime nalézt VD = a + bi.
MtiZzeme postupovat dvéma zptisoby
(a) Algebraicky:.

Nalezneme redlna &isla u, v tak, ze
va+bi =u+ vi.
Po umocnéni obou stran dostaneme
a+ bi =u? — v? 4 2uwi.
Porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti obou ¢isel dostaneme
a=u?—% b = 2uw.

Z toho plyne
1
a=u’+ (—v?), —sz = u?(—v?).

Tedy &isla u?, —v® vyhovuji rovnici 2 — at— & = 0

edy ¢isla u, —v* vyhovuji rovnici at— 7 =0.
Kofteny této rovnice jsou ¢isla

1
t12 = §(ai (12—1—52).

Protoze u? > 0, —v? < 0, Va2 + b2 > |al, je zfejmé, Ze

1
t1:u2:§(a+ a? +b?)
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Odtud dostdavame

1
u= i\/i(a—i— a? +b?),

1
v= :I:\/i(—a—i— a’ +b?).

Pro ¢isla u, v musi platit vztah (2.5), tj. b = 2uw.

Zvolime-li za ¢islo v jednu z obou moZnych hodnot, ozna¢ime ji napiiklad u,

pak dostaneme jednoznaé¢né ur¢enou hodnotu ¢isla vy = T
U1

Ziskdme tak hodnoty odmocniny z diskriminantu
(\/5)1 = (Va+ bi)y = uyg + v1i,
(VD)s = (Va + bi)y = —(ug + v1i).

(b) Goniometricky.
Nalezneme dvé komplexni druhé odmocniny z D.

Je-li D = |D|(cos o + isina), pak
(\/5)1 = \/ﬁ<cos% +z’sin%)
(VD) = \/ﬁ<cos<% + 7T)+isin<% —1—77)).

Protoze ale

o - o LT _ o
cos(E ~|—7r)— cosE -cosw—smE -sinm = —cosE
. % . [0 o . . .«
sm(E—i—w)—smE -cos7r~|—COS§ -8 = —SIHE-

Dostavame

(VD) = —M(cos% + i sin g).

2
Pak pro kofeny dané rovnice plati

o L o
a \/|D|<cos§+zsm§)‘

12 = —5—
2(10 2(10
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2.8 Kubické rovnice

Véta 2.16. Kazdi algebraickd rovnice ttetiho stupné je v C fesitelnd.

Pozndmbka. Tvrzeni plyne z Véty 2.14.

Uvazujme rovnici

ao:Eg + (11:E2 + asx + a3 =0, aog,a1,a2,a3 € C, ag # 0. (2.7)

1
Polozme z =y — 301

Po dosazeni do rovnice 2.7 a tipravé, dostavame tzv. redukovany tvar dané rovnice, tj. rov-

nici
224+ pr+q=0, (2.8)
kde p, ¢ jsou komplexni ¢isla.
Cislo
2 3
D= —dp? —274% = —108(% + %)

se nazyva diskriminant rovnice (2.8).

Véta 2.17. Necht p, q jsou komplexni &isla. Pak mnoZina vSech feseni rovnice (2.8) v télese kom-

plexnich cisel je rovna mnoZina {z1, x2, x3}, kde

1 =a+ b, Ty = ca + €28, x5 = e2a + €8, (2.9)
2 P P
Pitom i 77 znaci nékterou pevné zvolenou druhou odmocninu z komplexniho Cisla 7t 97
q @ P
ddle o znaci nékterou pevné zvolenou tieti odmocninu z ¢isla —3 + vy + 77 tedy

w3

2 3 2 3
_ g ¢ Y B S A S = _
O‘_\/2+\/4+27’ P \/2 Vit @F

Diikaz. Lze nalézt napfiklad v [10] na strané 74.

Pozndamka.

1. Cislo € znaci nékterou pevné zvolenou tfeti odmocninu z 1 rtiznou od 1.

< 2 2 1 3
2. Cislo € je rovno bud ¢islu € = cos ?77 + isin ?77 =—5t zg nebo ¢islu
. dm A ] V3
= — n—=——=—4—-.
Cos isin — 5 5

3. Vztahtim (2.9) se fikd Cardanovy vzorce.
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Vztahy (2.9) mtizeme také pfepsat ve tvaru

e =a+p
0$2:€a+€2ﬁ=<—%+l73) +<—%—i?)ﬁ:_%( +ﬁ)+i?(a_ﬁ)
° x3=52a+eﬁ=<—§—i?)a+<—%+i§) :—%(a+ﬁ)—z7(a—ﬁ)

Tvrzeni 2.1. Necht M je mnoZina vSech feseni kubické rovnice

x3+px+q:0

2 3

s komplexnimi koeficienty p, q nad télesem komplexnich &isel a D = —108(% + %) je jeji dis-
kriminant.
Pak plati

1. M je tiiprvkovd mnoZina < D # 0,
2. M je dvouprvkovd mnoZina < D = 0,q # 0,
3. M je jednoprvkovi mnoZina < D = 0,q = 0.

Diikaz. Lze nalézt napfiklad v [10] na strané 75.

Pozndmka. V ptipadé 3. je pak jediné feSeni rovno 0.

Véta 2.18. Necht z3 + px + q = 0 je kubickd rovnice s redlnymi koeficienty p, q nad télesem
komplexnich cisel. Necht dile D znaci diskriminant této rovnice.

Pak plati
1. D > 0 = rovnice md 3 riizné redlné koteny,
2. D < 0 = rovnice md jeden redlny a 2 komplexné sdruzené koteny,
3. D =0, g # 0 = rovnice md 2 riizné redlné koveny,
4. D =0, g = 0 = rovnice md jediny koten roony 0.

Diikaz. Lze nalézt naptiklad v [10] na strané 76.
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Kapitola 3
Sbirka ptiklada

Hlavnimi zdroji pro tuto kapitolu jsou [3], [6], [9], [14], [17].

Pfiklad 3.1. Vypocitejte
20" + 3% 4+ 60" 4+ i

Reseni:
20100 4 30770 4 6" 4 765 = 24440 3 (TINH2 184S A (IDHS
=24+324+6°+i*=2-3-6i—i=—-1-"Ti

Také

—65 _ 1 1 1 : 50 _ 3 3

3
7 = = = = :—.:—Z a 3Z :—:—3
765 7416+1 7

50 a2y T 2
Pfiklad 3.2. Vypoctéte absolutni hodnotu komplexniho ¢isla

5412
_ - 16
*T R —6i [16]

Resent:
a)
_5+120  (5+120)(8+46i) 40+ 30i + 967 + 72> —32+ 1260
"T86i (8_6)(8+6i) 64 — 36i2 B 100
2-(—16 +63i) —16 + 63i 16 63 8 63,
— = :——+—Z:——+—Z
100 50 50 50 25 50
812 /63\2 13
— /a2 2 _ _ ) ==
7l = Va+b \/< 25) +<50) 10

b) Podle Véty 2.6 (5) mtizeme postupovat takto:

B 5—1—12@"_ 5412 V169 13
S 18—6il |8—6i] 100 10
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Pfiklad 3.3. Vypocitejte

1.
3—di| | 241
‘ 5i Hl—%‘_
1+2i
(3]
2.
V3 —i]- (i—1)
i (i—1)]—2i
[14]
Resent:
1.
3—di| | 241 |3—4z'|+|2~|—z'| \/32+(—4)2Jr V2Z 412
‘ 5i ‘+‘1—2i‘ |54 1—2i] V52 12+ (-2 _
1+2i B 1+2i B 1+2i
5 V6
5 VB2 20-2) _2-4i 2 4,
142 1420 (1+2i)(1—-2)) 5 5 5
2.
WB—il-i-1)| [V -1 2.(i—1)
i (-1 -2 | il - i = 1] — 2 1 /(D)2 + 12 — 2

|22 22 V(-2)2+22 :@: 2v/2 2 V3 23

V2—2i| |WV2-2i (V2)? + (—-2)2 V6 V2.3 V33 3

Pfiklad 3.4. Vypocitejte

1.
) 1
2—1 1
1+ L -
21+ 1
[14]
2.
71— 1 )
_ _ i+ 1=
5 -1 't
[14]
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Reseni:

1.
i io24i 1@ 2%-1 . =3i-1
2—i i _2-4 244 ' i i_ 5 ' 5  =3i-1 6+2
T = T 1-2 . 1-2 6-2  6-2 6+2
1 14— . 1
Yot ‘tir2ii—a T s 5
—920i 1.
= = ——
40
2,
i—1 i 1—i -1 1—i -1 —1—i
5 -1 't 5 -1 " 5 T i-1 “1-4i"
1—i 1+ ,
- _ 1=—i+1
5 5 + 1+

Pfiklad 3.5. Urcete takové redlnd ¢isla a, b, Ze plati

(1+5i)a+ (1—5i)b=1— 5

Regeni:
a+5ai+b—>5bi=1-—5i
Porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti komplexnich ¢isel na obou strandch rovnosti
dostaneme
a+ b= 1

5a — 5b = —5,
tedy

P¥iklad 3.6. Redte v C soustavu rovnic

(3—i)z+4 (4+2i)v =2 +6i

(4420)z— (2+3i)v=5+44

Reseni: Vynasobenim prvni rovnice ¢islem 2 + 3¢, druhé rovnice ¢islem 4 + 2i a se¢tenim

obou rovnic méme

(24 30)(3 — i)z + (24 30) (4 + 2i)v = (2 + 3)(2 + 6i)

(4+ 20)(4+ 20)z — (44 20)(2 + 3i)v = (4 + 20) (5 + 4i),
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déle Gpravou

(9+ 7i)z + (24 16i)v = —14 + 18i

(14 + 16i)z — (2 4 16i)v = 12 + 26i

dostaneme
92+ 7zi = —14 + 18i
14z 4 1622 = 12 + 267,
a tedy
232 + 2320 = —2 + 444
2(23 + 23i) = —2 + 444
_ —2+44i  —2+44i 23-23i 1058 (1+1d) -
©23423i  23+23i 23-—23i 1058 N '
Dale pak

(24 3i)v = (4+26)z — 5 — 4
(24 3i)v=(4+20)(1+i)— 5 — 4
(2+ 3i)v = —3 4 2i

3492 —342 2-3 13
= = . = — = 1.
YT 943 T 243 2-3i 13

Piiklad 3.7. Reste v C rovnice

a) |zl—z=1+2
b) |z|-z=3-—1i
) Z-(z—1)=|z—1)?

Resent: Polozme z = x + yi.
a)
2| —z2=1+2i

Vaz+y? —(z+yi) =1+ 2i.

Porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti obou komplexnich ¢isel mame

Vat+y?—z=1

—y=2=y=-2.
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Pak

?24+4—2=1
Vri+d=z+1
2ra=2>4+2r+1
3
= —.
2
Provedeme zkousku
9 2
PV IS SO R A SO S
4 2 4 2 2 2
tedy L = P.
3
Pakz:§—21
b)
2| —2=3—1
VP~ (- yi) =3,
tedy
Vai+yz—x=3
y=-1
Dostaneme
Vaz+l—z=3
Vat+l=z+3
2?2+ 1=2462+9
4
r=——.
3
Provedeme zkousku
/16 4 5 4 5 4
LZ —_— ]_ — = JR— —_ = — —:3
9+ +3 9 +3 3+3 ’

tedy L = P.
4
Pak z = —g — 1.
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Z-(z—1) =]z -1
(z—yi)x+yi—1) =|z+yi—1|

22 fayi—x —ayi — v +yi = (- 1)2 4+ 42

B+ P —atyi= 2222+ 1+ 92,

tedy

2?4y —x =22 — 2041+ 2

y = 0.

Dostaneme
22 —r=vVa2-—2x+1
($2—x)(x2—$)::r2—2x+1
=23+t =2 -2+ 1
$2'($2—2$+1):(:r—1)2
2 (z-12—(z-1)%=0
($—1)2'(£II2—1):0:>$17273:1, :E4:—]_.
Provedeme zkousku
o ;=1
L=1-1=0
P=yI—2+1=0,
tedy L = P.
o 19 =—1
L=1+1=2
P=yI+24+1=V4=2,

tedy L = P.

Pak z1 = 1, 20 = —1.
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Piiklad 3.8. Vyjadfete v algebraickém tvaru komplexni ¢islo

2( ! + isi = )
cos = + ésin o

Regen:
1 1 3 1
2<cos 6" + isin 677): 2(% + 5@): V34
Piiklad 3.9. Vyjadfete v goniometrickém tvaru ¢islo z = —5 + 5.

Reseni: Plati

o= V@ + P = VEP P = 52,

pak

5 V2 . 5
COSpY = ———= = ———, Sinp = ——= =

5v/2 2 5V2

Pro ¢ € (0,27) je ¢ = 3m. Dostaneme tak
3 3
z = 5V2(cos T isin 177)

Pfiklad 3.10. DokaZte, Ze ¢islo z je komplexni jednotka, jestlize

(1)
VBHVE VBB,
Z = 1 + 1 7
(2)
z:%-(1+\/§—i\/§)+%i
Resent:
(1)

|l = 1 1 1 1

ﬁ+ﬂ+ﬁ—ﬂi:Wﬁ+ﬂf%f~ﬂf:

16 16 16

_\/6+2\/12+2+6—2\/12~|—2 16

JelikoZz |z| = 1, tak se jedna o komplexni jednotku.
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(2)

“%

2 (13- f)+£ = \/5+\/46_N6+gz’ =

V246 V6. V2. V2446 V246
S e e ()

B 4 4

:\/<\/§+\/6)2+<\/_—\/6>2:\/2+2\/ﬁ+6+2—2\/ﬁ+6_ 16

=4/ ==1
4 4 16 16 16
JelikoZz |z| = 1, tak se jedna o komplexni jednotku.
Pfiklad 3.11. Vypocitejte
(_1 +,L')66 _ Z(]. + Z')80
[3]

Resent:
(1) (—1+Z)66—Z(1+Z)80 — ((Z_1)2)33_Z((1+Z)2)40 — (—2Z)33—Z(2Z)4O — —233"5.33—'6.'240"6.40 —
=23, —.210 =93 ;. (1427)=-2%.129 .4

b) Miizeme také postupovat uzitim Véty 2.7:

3 3 66 198 198
(—1+414)%¢ = [\/5 : <cos i + isin Zw)} = (v2)%. <cos 7 + isin Tw):
6 6
= 233 [cos <487T + Z?T) +isin <487r + Zw)} = 233 <cos —7 +48in — )
— 233 ( )

80 80 80
(14480 = [\/5 <cos% + isin %)} = (v2)%0. <cos 77 + isin Zw):

=210 (cos 20 + isin 20m) = 2% . (cos 0 + isin 0) = 210
Tedy
(—1+0)% —i(1+4)30 = 23 .4 210 5= 9335 9105 — _129.2% .4
Pfiklad 3.12. Vypocitejte

) 1 1 N2
< +cos§7r+zsm§77) .
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Reseni:

a) Uzitim vztaha

51 . o1 1
14 cosa = 2cos” —a, sina = 2sin —a cos —«
2 2 2
dostavame
14 1 9 o’ 1 o1 9 i 1 1
- = — sin —7 = 2sin —m cos =,
cos 377 cos 677, 3 5 5
a tedy

1+1+"121<1+"1)
cos =m + isin =7 = 2cos =7 cos =7 +isin =7 ).
3 3 6 6 6
Umocnénim dostaneme

(14 cos g+ sin ) = [2-cos g (cos g+ s ) |

- - =12 - - isin =7 =
cos o + dsin o cos o { cos o G
1 3\ 12
=22 cos!? 67T<COS 27 + isin 277): 212 <§) (1+0i) =38

b) Mtizeme postupovat také takto:

—1—?@'22 V3, \ffﬂ'

N =

14 cos & 4isint =1+
COS — 781 — =
3 3

12 3 12 36 12
(e ) P o] T B o o)

Pfiklad 3.13. DokaZte, Ze plati rovnost

(50 (52

2 2
[14]
Resent:
—14+iv/3\6 2 (cosZm+i-sinZm)16 2 .. 2 \16
<—):[ } 2{1-<cos—7r+z-s1n—7r)} =
2 2 3 3
= (cos4m + ¢ -sindm) =1
—1—i\/§ 6 2'(cos%w+i-sin%7r) 6 4 4 6
<T):[ 5 } :{1'<cos§7r+z'sm§7r)} =

= (cos8m + ¢ -sin8m) =1

Tedy 1 + 1 = 2 a rovnost plati.
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MtiZzeme postupovat také takto:

)" [ (3) - 9] -
:2%. [—1+3¢\/§+3-3—3N§r+2i6- [—1—3i\/§+3-3+3i\/§ -

26 82—|—— 82 =2

Pfiklad 3.14. Uzitim Véty 2.7 vypocitejte

_<1+Z)25
T\

a vysledek zapiste v algebraickém tvaru. [3]

Regent: Cislo 1 + i vyjadifme v goniometrickém tvaru

2| = V2
a
1 V2 . 1 V2
COSp = —= = —, sinp = — = —.
=5 =53
Prop €(0,5)je = % Dostaneme tak
14i=v3(cos T +isin 7).
4 4
Cislo 1 — i vyjadifme v goniometrickém tvaru
|2l = v2
a
1 V2 , 1 V2
oS = —= = ——, singp = —— = ——
=53 == 5

Resenim pro ¢ € (37,27) je p = ET(. Dostaneme tak
7 7
1—4= \/§<cos Zw—{—isin Zw).

Tedy

[V2(cos T + isin T)]% cos 2 +isin 2x

~ [V2(cos Ir +isin Zm)]25  cos 57 4 isin @77

25 175 .. /25 175 75 .. 75 T .. T .
= cos<—7r——7r) —+1 sm<—7r——7r): cos(——w) —+1 sm(——w)z COS —+1sIn — =1
4 4 4 4 2 2 2 2
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Pozndmka. Pti vypoctu miizeme také postupovat pouze algebraicky

SRNEET R TIET | OIS

i i i i)? i
b) [(1:)2}12(1:): <_22¢)12'(1 (—1¢J)r(1)+z') = b 25 -

Pfiklad 3.15. Urcete soucin zv a podil % komplexnich ¢isel

1 1 5 5
z:2\/§<00867r+isin67r), vzx/ﬁ(coséw—i—isinéw).

Reseni: VyuZijeme Pozndmku 4. za Definici 2.6.

1 1 5 5
20 = 2\/§<cos —7 + ¢ 8in —77) -\/§<cos —7 + isin —77):
6 6 6 6
4[ <1 _|_5)_|_..<1 +5)} A( +isinm) 4
= — — - - = 11 - —
cos 67T 67T 7 sin 67T 67T cosST +isinm
» 2\/§<cos %77+isin %77) 1 5 1 5
- = = 2[008(—77 — —7T)+Z sm<—7r — —77)}:
v ﬂ(cos%w—{—isin%w) 6 6 6 6

= 2(eos( ) isin( )] = 2feos(~ ) +isin(-5m)] = 2(con g + ssin )=
= COS —67T “+1281n 67T = COS 371' 7 S11 371' = COS 371' 7 S11 371' =

1. V3 .
= 2[—5—1— —17}— -1-iV3
Pfiklad 3.16. Vypocitejte
4
LS (1 +4)F
k=1
4 14 ki
2.3
k=1 1— ks
3 ki
3.
,;::1 1—(k+1)i
3 ki
4.
kl;[1 1—(k+1)i
[15]
Resent:
1.

4
D (i) = (1) +(1+0)2+ (140> +(1+i) = (140)- [14+ (140) + (1+1)*+ (141)%] =
k=1
=1+ 1+ @+ + 1 +2+)+ (1+3i+32+4%)] = (1 +14) - 5i = —5 + 5i
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4 . 4 . . 4 . 4 4 .
Zl—i—kz_zl—{—kz 1+kz_z(1+kz)2 Z 1+ 2ki + k%2 1— k*+ 2ki

_ 1, _ 1 : — 1.2,2 2 = 2
k:ll ki k:ll ki 14+ ki — 1 — k2 — 1+ k& — 1+ k
_§+—3+4¢+—8+6¢+—15+8¢_<_§_g_ ) <+ L3 _|_8)._ nggi
92 5 10 17 \ 5 5 5 5 17 85 85
3.

i : - 1+ (k+1)i i 1+ (k4 1)i] B
1— k~|—1 _kzll k—l—l) 1+ (k+ 1)i 11—l<;+1 il -1+ (k+1)i]
3

kz’~|—kz’-(k~|—1)z’_i ki Kk _i-2 i-6 i-12 _

B G Vs S B RS R BT 17
< 2 6 12)+<1+2+3), 29_{_49
=(—=—=—=- — -+ —+ =)= {
5 10 17 5 10 17 17
MtiZzeme postupovat takto:
> ' { 2 31 i(1+2i)  2i(1+3¢)  3i(1+ 44)
> -+ -+ = + + =
k—ll k—{—l T1-2i  1-3i  1-—4i 5 10 17
—5+20 —1243i 145 49 29 49
~ s T s s s
4.
3 , , , , 3 ,
H P2 i _ 61 _ —61 _
o L k—{—l T1-20 1-3i 1—4i (=5 —"5i)- (1 —4i) (—25+ 159)

1 6 1 6i 543i 1 —18+430i 9415 9 3

5 5-3 5 5-3i 5+3 5 34 85 85 | 17

Pfiklad 3.17. Reste binomickou rovnici a jeji kofeny zndzornéte v Gaussové roviné

2 —1-iv3=0.

Reseni: Koteny binomické rovnice 2% = 1 + iv/3 budeme hledat podle Poznamky za

Vétou 2.13 ve tvaru
2k 2k
x = V/|al <cos atehm + isin OH_—W>, k=0,1,2,...,5,
n n

kdea =1 + V3.

Tedy
la] =1+ivV3 =1/12 + (V3)2 = 2.
Dale pak
cos _1 a sin —ﬁ ted =z
80—2 Y= 5 y 80—3-
Pak

1 1
$6:1+i\/§:2'(cos§7r+isin§7r)

a kofeny dané rovnice jsou ¢isla
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>
N
\<
x
2

X3

CcOS —71' + 1 sm

1

® Tg= \6/§<cos—7r+zsm—7r)

e 1 = %(cos—w—l—zsm—w)
13 ™

° $2—\6/§<COS—7T+ZSIHE7T) 773 T

T8

19 ©

° :173—\6/§<cos—7r+281 7r>

cos —71' + 2sin —7r

Obrazy kotenti dané rovnice v Gaussové roviné tvoii vrcholy pravidelného Sestitihelniku

vepsaného kruZnici se sttedem v pocatku a polomérem r = /2.

P¥iklad 3.18. Reste algebraicky rovnici

28— 16 = 0.

Reseni: Polozme z = /16 - z. Pak 1628 — 16 = 0, 4. 28 — 1 =0,
atedy (24 —1)-(2*+1)=0
1L.24-1=0=(2241)-(:2-1)=0
e 22— 1=0=>2=1,2=-1
L4 Z2+1:0=>23:i,24:—

a tedy
xr1 = \/57 €T = _\/57 xr3 = Zﬁa Ty = _Z\/i
2.2 4+1=0

Rovnici budeme fesit jako reciprokou rovnici. Obé strany rovnice vydélime z? a do-

staneme
1
2
— =0.
z +22
. 3 Lo 2, 1
Déle polozmey =z + —, §j. y"—2=2"+ —.
z z

Paky2—2:0 a y172::|:\/§
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o y1 =12

2+9v2
\/§=z+%:>22—2\/§+1202>z576:¥
o yo=—2

—V2Eiv2
—\/§:z+%:>22+z\/§+1:0:>27,g:¥.

Tedy

25 =V2- <£~I—Z§)—1+i, 26 =1—1i,

w7:\/§-<—§+1§>:—1+i, rg =—1—1.

Pfiklad 3.19. Naleznéte viechny Sesté odmocniny z ¢isla

(1_2')19
z= 12 . 9.
‘91'—1 “‘
1—12
Reseni: Vypocitejme
12 449 (i3 +1) 7 (1 —1)
9i — :9._4_ SR C el B
T 1—i (O ’
1—3 19 1—3 19
adostanemetakz:( \8'1\) =( 8Z) . Tedy
)

[\/§ . (cos %77 + 72sin %7{'

)]19
5
26\/_ (cos T+ 28in — 7r)

T 23 1
Pak
20 =2 1\f((:os 25—471' + 7 sin 2547r), 21 =2 V2. <cos ﬂw + 7sin ;i >
—2\/_ <cos87r+181n;7r> 23—2\/_ (cos;iw—i—zsmij ),
=22 (cos ﬁﬂ' + 4 sin g%) 25 =2 V2. (COS §7r + 7 sin 1‘?57r)

P¥iklad 3.20. V Gaussové roviné urcete graficky komplexni ¢isla
1. (54 3i) + (=1 + 21)
2. (5+3i) — (—1+29)

1
3.2 (5430); —5 - (5+30)
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Reseni: Necht i = (5,3),7 = (—1,2).

1. 2.
y . 44 5i
R Y 543
- \ \
e \ \
7 \ \
e \ \
7 \ —142 \\
/‘/ u
Pad U+ 543 i
- e (6+1)
—1+2i f o /// X
v ,’/
-V //
//
o]
X 1-2i
3.
y «
A(2z2)
2 (54 31)
Z(z)
o X
1
B(—=2z
(-2
5 3.
————%
2 2

Podle Véty 2.11. Soucin az redlného ¢isla a # 0 a komplexniho ¢isla z je obrazem ¢isla z

ve stejnolehlosti se sttedem v pocatku a koeficientem a.

Necht Z je obraz komplexniho ¢isla z = 5 4 3i. Pak bod A je obrazem komplexniho &isla

2.z = 2-(5+ 31) ve stejnolehlosti se sttedem v pocatku a koeficientem 2 a bod B je obrazem

1 1
komplexniho ¢&isla 3=y (5+3i)

1
rovnym — 3"

Pfiklad 3.21. Urcete graficky (3 — 24)(2 + 1).

ve stejnolehlosti s tymz sttedem, ale s koeficientem

3]

Reseni: Polohovy vektor obrazu komplexniho &isla 3 — 2i oto¢ime okolo po&atku o argu-
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ment ¢&isla 2 + i, tedy o @ = 26°33'. Hledany soucin pak dostaneme jako obraz tohoto
&isla ve stejnolehlosti se sttedem v pocatku a s koeficientem /5. Vypoctem se mtizeme

presvédcit, zeje (2 +1)(3 —2i) =8 — .

4 5 6 7 8 9 10
(3 —2i)- (cos26°33 +isin 26°33)

M| S S

(3 —2i) - (cos26°33 + isin 26°33) /5

3—21

-3

3—2i
3414

Pfiklad 3.22. Urcete graficky

Reseni: Délit komplexnim &islem z(cos ¢ + i sin ¢) znamend nésobit ¢islem

: ~ - [eos(—) + isin(~)]
= — - [cos(— isin(—)].
z(cosp +ising) z ? ?

Prevedenim podilu na soucin dostaneme
3—2 3—2

= — (3-2i)-
3+7  /10- (cos18°26' + isin 18°26') ( )

- [cos(—18°26") + i sin(—18°26")].
Sestrojime nejprve soucin
(3 — 2i) - [cos(—18°26") + i sin(—18°26")],

hledany podil pak dostaneme jako obraz tohoto ¢isla ve stejnolehlosti se sttedem v po-

1 3 —
¢atku a s koeficientem —. Vypoctem se miizeme piesvédcit, ze e 0,7-0,9:.
i

V10
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-05

-

(3 —2i): [cos(—18 20‘"'1 b isinf (—18 "_’(ﬁ’ll-

.q\
1
V10

-2

-25

(3 2i) - [cos(—18°26") + isin (—18726")]

-3

Pfiklad 3.23. Naleznéte kvadratickou rovnici, kterd mé kofeny
1.2+, 2—3i

2. 1424

Resent:
1. (a) Kvadratickd rovnice, kterd ma kofeny u, v, se dd napsat ve tvaru sou¢inu kote-
novych ¢initeldt (z — u)(z — v) = 0. Tedy
[z =2+ )]z - 2-9]=0,
22 —4x+5=0

(b) Mtizeme vyuzit také Vietovy vzorce

1+ T2 = —p, Ty x2 =q,

tedy médme

24i+2—i=4=—p, (241)-(2—1)=5=q,
22 —4x+5=0

2. (a) [z — (1+2i))* =0,

22— (2+4i)z+ (-3 +4i) =0
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(b) 1+2i+1+2i=2+4i=—p, (1+2i)(1+2i)=-3+4i=q,
22— (2+4i)z + (-3 +4i) = 0.

Pfiklad 3.24. V mnoziné C feste rovnici

ix? + (3 — 2i)z — 6 = 0.

Regeni: Kvadratickou rovnici vyfesime algebraicky s vyuZitim Gvah v sekci 2.8.

D=(3-2i)—4i (—6)=9—12i + 4i> + 24i = 5 + 12

Polozime

Vo + 12t =a + bi.

Po umocnéni mame

5+ 12i = a® + 2abi — V2.

Porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti obou ¢isel dostdvame

5=a’®—b?, 12 = 2ab
1. Budeme postupovat uzitim vztahti (2.6)
5=a’4 (—b)?
—36 = a® - (=b?),
kde a?, —b% jsou koteny kvadratické rovnice
t?2 — 5t — 36 =0,

tedy
(t—9)-(t+4)=0.

Pro kofeny t1, t2 této rovnice plati

t1=9= a’

ty = —4 = —b*.
Pak

VD = V5T 12 = £(3 + 2i).

64



2. Mtzeme také uvazovat takto:

a>—b> =5

2ab:12:>b:§
a

Tedy
36
2 _2Y
a (],2
a* —5a® —36=0
(a®>-9)(a®*+4) =0
Tedy

e d’=9=a12=43=b=42

e ¢’ =—4ANa€R —nelze.

Tedy v D = +(3 + 2i).

Pak
—b+vD —(3—2i)+3+2i
$1 = = -
2a 21
o Tb=VD _ —(3-2)-3-2i
2 = =

2a 21
P¥iklad 3.25. Reste v C
20 —y =14 3¢

Ty = 2

< 2
Reseni: Dosazenim y = — do prvni rovnice dostaneme
x
2 ) 2 )
2 ——=1+3i=2z"—(1+3i)z—2=0.
x
Potom D = (1 + 3i)? + 16 = 8 + 6i.
Polozime /8 + 6i = u + vi = 8+ 6i = u® 4 2uwvi — v*

Uzitim vztahti (2.6) dostaneme

kde u?, —v? jsou kofeny kvadratické rovnice

2 -8 —-9=0

(t—9)(t+1)=0.
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Potom u? =9 = ujo = +3a —v? = —1 = vy 9 = +1,atedy VD = £(3 +1).

Dostaneme tak

1+3i4(3+4)
4

1 1
x1,2 Il + 1, To 2+2Z,
ey =2-(14i)—1-3i=1—i

1 ) . .
. y2:2-§(—1+z)—1—3z:—2—21

Pfiklad 3.26. V mnoziné C feste rovnice

0 at= ()"

143 100
b) @’ - 1- Z’)S)G i—i)- A 0

Reseni:

a) Necht
4

7= —.
—1+1iV3

Cislo z ptevedeme nejprve na algebraicky tvar

4 1—iV3 4-(-1-3
2= . Z,‘/_: ) S
~1+iV/3 —1-iV3 4

Nésledné ¢islo z vyjadiime v goniometrickém tvaru

2 (cosg +ising)
z=2-(cos< +isin ).
3 3

Plati tedy

12
212 = {2 . <cos% + isin %)} =2'2. (cos4r +isindr) = 2'2

To znamend, Ze x% = z'? = 2'2 = 2y = £26.

b)

100
o (1+)100= [|\/§| : <cos% + isin %)} =250 (cos 257 + i sin 257) =

=20 (cosm+isinm) = 2% . (=1 +0) = —2%

66



7 \196
o (1—1i)% [|\/_| <cos 7T+zsm47rﬂ = 2% . (cos 1687 + isin 1687) =

=2%8. (cos 0+ isin0) = 248

98 49 49
o i-(1+i)%®= [|\/_| <cos—+zsm1ﬂ :’L"|:249'<(30877T+ZSI — )}:

2
:i-[249'(cosg+isin )} 219
Opét mtizeme postupovat algebraicky
° (1 + ,L')IOO — ((1 +,L')2)50 — (2Z)50 — _250
° (1 _ ,L')QG — ((1 _ i)2)48 — (_2,5')48 — 948
o i (1+i)® =i - (1+9)*)Y=i-(20)" =—-2%
Tedy
_250
2 —
= 248 1 949 0
9 250 _
7+ 248 4 949 0
50
245 . (1+2)
4
2
— =90
T° + 3
4
2 _ _ 2
T T3
2.
1'172 = iﬁl

2
12 =E3 V3
Pfiklad 3.27. V C feSte rovnici s nezndmou x a komplexnim parametrem p

(3+ 4i)z — (2 + 2i)z = 3 — 5i + pa.

Reseni:

(3+4i)z — (24 2i)x =3 — 5i + p
- (34+4i—2—2—p)=3—5i

z- (142 —p)=3—5i
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3—5¢

o Je-lil+2i—p # 0,.p # 142¢, pak ma rovnice v C pravé jedno feSeni x = T2 = p
t=p

o Je-lil+2i —p=0,tj. p=1+ 2i, pak rovnice neméa v C feSeni.
Piiklad 3.28. V mnoziné C feste rovnici

2° + 324 + 223 — 42 — 242 — 32 = 0.

Reseni:

20+ 32 +22% —42? — 242 —32=0

(x° — 32) + 3z(a® — 8) +22%(x —2) =0

(z —2)(x* + 22 4 42% + 82 + 16) + 3z(x — 2)[(2* + 22 + 4)] + 22 (x —2) = 0
(z — 2) (2t + 223 + 42 4 82 + 16 + 32 + 622 + 122 + 22?) = 0

2+ 523 + 1222 + 200 +16 =0

20 16

2 +5r+12+ =+ = =0
T T

, 16 4
(#2+5)+5- (v +=)+12=0
X X

4 16
Polozmey =x+— a y*—8=u’+ —, pak
x x

P —845y+12=0
y*+5y+4=0

Y+)y+4)=0=y=—1yo=—4

Dostaneme ndsledujici kofeny rovnice

o 11 =2
o Yy =—1:
4
T+ —-=-1
€T
—1+14v15
$2+$+4:0:>$273:TZ
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® yo=—4:

4
T+ —=—4
x
2244 +4=0

($+2)2=0:>:E475=—2

Pfiklad 3.29. V mnoziné C feste rovnici

323 4 2622 + 52z + 24 = 0.

Reseni:

323 + 2622 + 522 +24 =0

(323 +24) + 26 - (v +2

)=0
3-(x+2)(z* — 2z +4) +26x(x+2) =0
(z +2)(32% — 62 +12 + 26x) = 0
(x +2)(32% + 20z —12) =0
Dostaneme ndsledujici kofeny rovnice
2
:E1:—2, :E2:—6 Tr3 = ——.

Ptiklad 3.30. V Gaussové roviné zobrazte vSechna komplexni ¢isla z, pro néz plati

)
‘z—l——.‘> 2 —1].
142

Reseni:
i 1—i i+l

1+i 1—4 2

(a) VyuZzijeme Vétu 2.9.

Pak
.
o+ > - 1]
2
-1 -1
— > -1
|2 = ——| > 1 -1l
o= (=5 -59)] > -1
V4 2 2’L VA .




1 1
Hledédme tedy mnozinu vSech bodti v roviné, jejichZ vzdalenost od bodu B; = [— 3 5]
je vétsi, nez vzdalenost od bodu B = [1,0].

ReSenim je polorovina, jejiz hrani¢ni pfimka bude osa tisecky By Bs.

1 1
Stted tsecky B1B2je S = [Z’ —4} .
q_ﬁ_(3 1>:>3 +1 e
==\ )Tt Y Tes
Tedy
31 1L,
9’4 24 TS

Nalezneme tak rovnici hledané osy tsecky

TR S B
¥ TRV Ty T
1
3 —-=0
X+ 5
1
Yy=—3r+ =.

2

- 1
ReSenim je polorovina obsahujici bod By = [1,0], a tedy y > —3z + 7

(b) Polozme z = z + yi.
Pak

R .
‘x+yz~l—TZ‘>|x+yz—1|
1 1y . .
‘(x+§>+(y+§>z‘ > |(z = 1) + yil

¢Qn+%f+(y+%)2> (@ —12+¢°

1 1
x2+$+1+y2+y+1>$2—2x+1+y2

1
_3 —
y > :c+2
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-1 -0.5 0 05 1
B,
o/_o.s
B'1

Pfiklad 3.31. V Gaussové roviné zobrazte vSechna komplexni ¢isla z, pro néz plati

‘ 1—i‘<||
Z— — Zl.
2

Resent:
(a) Opét vyuzijeme Vétu 2.9.
Pak

1 1
Hledame tedy mnoZinu vSech bodti v roving, jejichZ vzdalenost od bodu B; = b, —5}
je mensi, nez vzdalenost od bodu B; = [0, 0].

1 1
Stted tsecky By, By je S = { }

il
1 1) 1 1

2 2
Tedy

L1 + 0= 1
— . — Cc = C= ——
2 4 4

Nalezneme tak rovnici hledané osy tsecky

11 1
Cr—Zy—=-=0
2 Y]
L _y
R
y=o-3
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. 1 1 1
Re$enim je polorovina obsahujici bod By = b, —5} atedy y <z — 3
(b) Polozme z = x + yi.
Pak
‘ + yi 1Jrl"<| + yil
T+ yi— g+ 5i < |z +yi

(e )ty 3)| < lorui
T 5 Y 5 T+ yi

e}y < v

2
1
—:r~|—y—|—§ <0
< 1
$—_
y 2
0.5
B,
-0.5 0 5 1 1!5
B,

Pfiklad 3.32. Naleznéte mnozinu M vSech obrazti komplexnich ¢isel z takovych, Ze

1 1 1 12
Re — = a, a € R\{0}. Pro kterd ¢isla a ndlezi obraz komplexniho ¢isla z = 2- <§ - 5@\/3)

z

do uvazované oblasti M?

. 1 1
Reseni: Polozme z = x + yi, pak — = -. Déle
zZ Tty
1 rT—yi  r—yr T " -y ;
vyl x—yi x4y w24y? a2 4y?
tedy
%:a; a#0=>x#£0;c#0ANy#0.
ety
Dostaneme



1 1
Nalezli jsme rovnici kruZznice, kterd ma stied v bodé S = {2—, O} a polomér r = m
a a

1 1 5 5
Polozme z = 3 5@'\/3, pakz =1- <cos 37 + isin 377)

Dostaneme z'2 = (cos 207 + isin 207), a tedy z'? = 1.
" 1 .. 9 5 ’ .
Pak z = 2, a tedy pro ¢islo a = 3 nalezi obraz &isla z do uvazované oblasti M.

Pfiklad 3.33. Je-li komplexni ¢islo u kofenem algebraické rovnice s redlnymi koeficienty,

je kofenem téZe rovnice i ¢islo w komplexné sdruzené k u. DokaZte toto tvrzeni.

Resent: Algebraicka rovnice se da zapsat ve tvaru
aoz” + a1zt + o 4 an_1z + an = 0,
kde n je pfirozené ¢islo, ag # 0. Podle naseho pfedpokladu je
au + a4 ..+ ap_qu+ta, =0

a vSechny koeficienty této rovnice ag, a1, .., an—1, ay, jsou redlnd ¢isla. Dosadime-li do levé

strany rovnice ¢islo komplexné sdruzené ke kofenu v, dostaneme komplexni ¢islo
aoT” + a1 @+ ot 1T+ an,.

Podle Véty 2.5 dostavdme

@ + a @+ o F ap 1T+ ap =TT+ @ T F e+ 1T+ Ty, =

=aqou"” +au"+ ... +a,u+a, =apu +au 1 +...+a,=0=0.

Protoze ¢islo u je podle predpokladu kofenem dané rovnice, je také w kofenem této rov-

nice. (5]

Pfiklad 3.34. Naleznéte komplexni ¢isla, jejichz obrazy tvoii vrcholy kosoétverce ABC' D
se sttedem v pocatku P, vite-li, Ze vrchol A tohoto kosoctverce je obrazem komplexniho

&isla @ = v/3 + i a strana AB je rovnobé&Zna s osou .

Reseni: Necht B je obrazem komplexniho &fsla b = by + boi.

JelikoZz a = /3 +ia AB || 0., pak b = by + 1.
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05 A0 |\ 05 1
>

< 05 \

3 1
Je-li Arga = ¢, pak cos ¢ = £,81n30 = atedy p = —.

2 2 6
Necht Arg b = 1. ProtoZe uhlopticky v kosoctverci jsou navzdjem kolmé, tak
bt ToT T2,
YT e 2T
Dostaneme
b bo 1 2V3
=—=b= ===
siny 1 19 siny V3 3

Necht C a D jsou obrazy komplexnich ¢isel ¢, d. Dobodu C, resp. dobodu D, se dostaneme
otofenim bodu A, resp. bodu B, okolo po¢atku o thel 7, tedy (podle Dtsledku 1
Véty 2.10) mame

c=a-(cosm+isinm)=—a=—V3—i

V3
3

d=0b-(cosm+isinm) = —b=

Pfiklad 3.35. V Gaussové roviné tvofi obrazy komplexnich ¢isel o, 21, 22 vrcholy rovno-

stranného trojihelnika o délce strany 1. DokaZte, Ze plati
21722 +20-71 = 1.

[12]

Resent:
a) Necht PAB je rovnostranny trojihelnik takovy, ze P, A, B jsou po sobé obrazy kom-

plexnich ¢isel o, 21, 2o.
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0.5

Plo)

Pak d(PA) = |z1| =1, d(PB) = |2| = 1.

ProtoZe trojuhelnik P AB je rovnostranny, je ‘&APB = % ‘ . Zvrcholu A se tedy do vrcholu
B dostaneme otoc¢enim okolo pocatku P o 60°. Podle diisledku Véty 2.10, jestliZe

21 = cos ¢ + isin ¢, pak

- ™ .. T ™ .. ™
29 = (cosp + isingp) - <cos— +zsm—): cos(go—{— —)—Hsm(go—{— —).
3 3 3 3
Tedy

21 Z2 + 22+ 21 = (cos 1 + isiny) - [COS<SO1+ 3)—ZSID<801+ )}—1—

™ .. ™
+ [cos(gol + §)+Z sm(gol + g)} (cosp1 —isingy) =

. TN .. T
= (cospy +isinyy) - {cos(—gol - g)—i—zsm( - g)}
™ .. T
+ [cos(gol+g)—{—z&n(gol—{—g)](cos(—gol)—i—zsm( 1)) =
{cos( 7T)—i—z'sin( F)}—{—( 7T+' i W) 2 T isi 7T+ 2 T 2 L 1
= —= —— cos —+isin — )= 2-cos ——i sin inT —92cost =2 =
3 3 3 3 cos = —isin o+isin 5 €08 o 5

b) Necht 21 = a + bi, 20 = ¢+ di. Pak |z1|> = a® + b2 = 1, |2o|> = 2 + d® = 1, tedy
® 21 - Za+z-Z1=(a+0bi) (c—di)+ (c+di) (a—bi) =2 (ac+ bd)

[} |z1—z2|2:1,pak
|21 — 2> = (@ —¢)? + (b—d)? = (a®> + b*) + (> + d?) — 2 - (ac + bd) = 1.

To znamena, Ze

1+1—-2-(ac+bd) =1,t.2-(ac+bd) =1,atedy z; - Z2 + 22 - 71 = 1.

Pfiklad 3.36. Body P[0, 0], Ala,11], B[b,37] v Gaussové roviné jsou vrcholy rovnostran-
ného trojahelnika PAB. Urcete ¢isla a, b.
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Reseni:

B[b, 37]

Ala, 11]

-10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40

P[0, 0]

Ulohu budeme fesit dvéma zpftisoby:

1. PoloZzme x = a + 114, y = b+ 37i. Bod A, obraz ¢isla x, oto¢ime do bodu B, obrazu

v ™
éisla y, o 3 Dostaneme

y:(a—i—lli)-<cos§+isin%):(a+lli)'<%+§i),
tedy
y:b+37i:<%a—12—1 3)—1—(%—1—%\/5)@'
a
111

b:§a_7

37:%+g\/§
Dostaneme

63
74:11+a\/§:>a:?\/§:21\/§

21 11
b=2v3- L VE=5v3

a tedy ab = 315.

2. Protoze PAB je rovnostranny trojuhelnik, pak d(PA) = d(PB) = d(AB). Mame

Va2 +112 = V2 4+ 372 = /(a — b)2 + (11 — 37)2, §.a®>+121 = b*+1369 = (a—b)>+676.
t

e a2 +121 = b2+ 1369 = a? = b% + 1248
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e a2 —2ab+ b2 +676 = a?+ 121 = b2 = 2ab — 555
a’® — 2ab+ b% + 676 = b + 1369 = a® = 2ab + 693.

Dostdvame tak

b + 1248 = 2b - /b2 + 1248 + 693
bt + 111002 + 308025 = 4b* + 4992b>
3b* + 3882b% — 308025 = 0

(30% — 225)(b* + 1369) = 0.

Pak

3b% =225, tj.b = 5V3 a a = /1323 = 21 - /3. Tedy ab = 315.

Pfiklad 3.37. Urcete vSechna komplexni ¢isla, kterd ze vSech ¢isel splitujici podminku
|z 4 25| < 15 maji

a) nejvétsi absolutni hodnotu

b) nejmensi argument.

[3]

ReSeni: Polozme z = x + yi. Pak |z + 25| < 15, coZ znamen4, Ze |(z + 25) + yi| < 15a toje
prave kdyz (z + 25)? + y? < 225. Tedy obrazy vsech takovych bod# tvoi{ vnittek kruhu
k(S,r),kde S = [-25,0] ar = 15.

a) Je zfejmé, Ze nejvétsi absolutni hodnotu ma ¢islo z = —40.
b) Nejmensi argument md ¢islo a, jehoz obraz, tedy bod A, je bodem dotyku te¢ny ke

kruZznici k vedené z poc¢atku P a kruznice k.
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Plati |a| = v/252 — 152 = /625 — 225 = 20.

Protoze a € k A |a|] =20 A a = x + yi, dostdvame

(z +25)% + 9% =225

2% + y* = 400,
a tedy

22 + 50z + 625 + y? = 225

22 + y? = 400.

Pak 50z = —800. To znamen4, ze z = —16 a y? = 400 — 256, tj.y? = 144 a y = +12.

Tedy nejmensi argument ma ¢islo a = —16 + 12i.

Pfiklad 3.38. Urcete obsah ¢tyfthelniku, jehoZ vrcholy jsou v Gaussové roviné ¢isla

7 Mz

z, 21, —z, —z1, kde z je dané komplexni ¢islo.

(3]

Regeni:
e Ajeobrazdisla z = x + yi.

e Bjeobraz¢islazi = —y +xi=z- <cos g +isin g) Bod B tedy ziskdme z bodu A

v . ™
oto¢enim o 5.

e ('jeobraz¢isla —z = —x — yi = (1) - i, a tedy bod C ziskdme z bodu B oto¢enim o
T

5"
T
e Djeobraz¢isla —zi = y — zi. Bod D ziskdme z C oto¢enim o 5

Utvarem je tedy ¢tverec ABCD.

|22 . Bk
Sapap = ——. Toznamend, ze Spapcp =4 - —

=92.z|%
5 |2|
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Pfiklad 3.39. V Gaussové roviné zobrazte mnozinu M vSech komplexnich &isel z, pro
kterd plati |Re z| < 1 A |Im z| < 1 a rozhodnéte, zda obrazy kofenti rovnice

2?2 — (3 — i)z + 2 + 3i = 0 nalezi mnoziné M.

Resent:
a) Polozme z = x + yi. PaAk Rez =xalmz=ya|Rez| = |z| < 1,|Imz| = |y| < 1.
Tedy z € (—1,1),y € (—1,1).

*
1
I
|
|
3

L
o
——— ke e —— ——
1
S
o
o
=3
o
o

Obrazy vSech komplexnich ¢isel z tedy tvofi vnitiek ¢tverce o strané délky 1 a se sttedem
v pocate¢nim bodé P.

b) Budeme fesit rovnici 22 — (3 — i)z + 2 + 3i = 0, kdy

D=8—-6i—8~—121 = —18i.

Polozime VD = /—18i = a + bi. Pak —18i = a® + 2abi — b2,

atedy a? —v?> =0, a?-(-b)? = —81.

Odpovidajici kvadraticka rovnice ma tvar t* — 81 = 0.
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Dostavame tak t; = a2 =9aty = b> = 9.

3—1+(3—-3i
Pak vD = +(3 — 3i)azy o = —— 2( )
tedy z; = 3 — 24, z9 = i, a proto ani jeden kofen nepatfi do mnoZziny M.
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Kapitola 4
Netesené piiklady s vysledky

Pfiklad 4.1. Vypocitejte

‘3 —4i ‘ ‘ 1+ z‘
5t 3—1
|2 — 1] + | — 4|
Resent: 5-v5 [14]
Pfiklad 4.2. Urcete redlnd ¢isla a, b takové, Ze plati
24102
(14 2i)a + (3 - 6i)b = — +2 !
< 7 1
Reseni: a = —— b= —
eseni: a R 1
P¥iklad 4.3. Reste v C soustavu rovnic
(1+2i)z+20=2
iz4+ (1—-2i)v=1
Pfiklad 4.4. Vyjadrete v goniometrickém tvaru komplexni ¢islo
V3 3
z = '4— + ZZ
< 3 1 1
Resent: z = T(cos §7T—|—isin §7r)
Pfiklad 4.5. Vyjadrete v algebraickém tvaru komplexni ¢islo
1 (c 7 Lis 7 )
—=(COS =T 181 — T
V2 4 4
< 1 1
Reseni: ———i [16]
2 2

81



Pfiklad 4.6. Vypocitejte

ol
==
e
| |+
ol
-~ -~

< 15 8
Rotonts — . 15
esenti 17~|—17z [15]

Piiklad 4.7. Reste v C soustavu rovnic

(14+4d)-z2—3v=-8+Ti

224 (2+1)-v=3i.

Regent: z=—2+3i, v=1-2i

Pfiklad 4.8. Reste binomickou rovnici a jeji kofeny zndzornéte v Gaussové roviné

28 —1=0.
Resent:
o 1o =1, y
° $1:l+’i£, Ty :1:]:(:0517r+11511117r
2 2 3 3
3
° $2———+’i£,
2 o=
e, yis =
o 13 =—1, 3 %o~
X
e 1 Z\/g
4 — 2 2 ;
1 V3
o I5=—- —i—
YT 2
&y

Pozndmka. Rovnici 2% — 1 = 0, mtizeme fesit také algebraicky rozkladem levé strany na

soudin takto:

1= -+ D) =@ -+ )+ D) (@? -z +1).
Jejim feSenim jsou tak kofeny rovnic
2

z—1=0, 2+1=0, 2242+1=0, 2°—z+1=0,
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tedy ¢isla

—1+ivV3 —1—-iv3 1+i/3 1-—iV3

1, -1
’ ’ 2 2 2 2

Pfiklad 4.9. V mnoziné C feste rovnici

2t =24 2iV3.

T+ 2kT

. T +2km
Resent: xj, = /2 - <cos 3T)+Z sin( 1

), k=0,1,23
P¥iklad 4.10. Reste binomickou rovnici a jeji kofeny znézornéte v Gaussové roviné

22 —1=0.

Regeni: Koteny binomické rovnice budeme hledat ve tvaru

2k 2k
Ty = cos—ﬁ +z’sin—7r, k=0,1,...,7.
n n

Kofeny této rovnice jsou ¢isla

V2

g =1, To =1, $3:7'(—1+i), Ty = —1

V2 . . V2

x5 =—-(—1—1), xg = —1, $7:7'(1—i).

Obrazy téchto ¢isel v Gaussové roviné tvofi vrcholy pravidelného osmitihelniku.

Piiklad 4.11. V Gaussové roviné zobrazte vSechna komplexni ¢isla z, pro néz plati

1—-24
1

1—2@"

S S
7

Reseni:

Piiklad 4.12. V mnoziné C feste rovnici

3 (1—4)*®

=0.
* (14a)4+4-(1—14)16

Resent:
4 2k 2k
Tp = { §<cos%+isin%), k=0,1,2.
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Piiklad 4.13. V mnoziné C feSte rovnici

2t —22% — 222 — 62 +9=0.

ﬁesfem’: T = 1, To = 3, T34 = 1+ Z\/§
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Zaveér

V dobé, kdy matematici za¢inali pracovat s komplexnimi ¢éisly, v nich néktefi vidélo néco,
co neni z tohoto svéta. Tehdy také vznikl ndzev imagindrni ¢islo, ktery naznacoval, Ze se
jedna o ¢isla pomyslnd. V diivéjsich dobéch se rovnéZz zdalo, Ze komplexni ¢isla nemohou
mit Zddné praktické vyuziti. OvSem dnes existuje cela fada technickych obort, ve kterych
komplexni ¢isla hraji dtileZitou a nezastupitelnou roli. V matematice samotnd komplexni

¢isla umoZnila nejen vznik novych odvétvi, ale pfispéla i k pochopeni souvislosti mezi

partiemi zdanlivé nijak nesouvisejicimi.

Samotna prace pro mé byla velikym pfinosem, nebot jsem mél moznost fesit pfiklady, se

kterymi jsem se doposud nesetkal.

85



Literatura

[1] BECVAR, Jindtich. Z historie linedrni algebry: komplexni a hyperkomplexni Cisla, li-
nedrni algebry [online]. Praha: Matfyzpress, 2007. Dostupné z: <https://dml.
cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/400929/DejinyMat_35-2007-1_10.pdf>. [cit.
2023-01-27].

[2] BLAZEK, Jaroslav, Emil CALDA a Blanka KUSSOVA. Algebra a teoreticki aritmetika.
Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi, 1983.

[3] CALDA, Emil. Matematika pro gymnizia: komplexni cisla. 4. vyd. Praha: Prometheus,
2020. ISBN 987-80-7196-364-6.

[4] DOSTALOVA, Marie a kol. Ziklady matematiky [online]. Ostrava: Vysoka gkola Bari-
ska - Technickd univerzita Ostrava, 2006. Dostupné z: <https://www.studopory.

vsb.cz/studijnimaterialy/Zaklady_matematiky/zm.pdf>. [cit. 2023-06-07].
[5] JARNIK, Jifi. Komplexni &isla a funkce. Praha: Mladd fronta, 1967.

[6] JIRASEK, Frantisek. Sbirka tiloh z matematiky pro SOS a studijni obory SOU. 2. &st.
Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi, 1989. ISBN: 80-04-21341-3.

[7] KABELE, Jifi. Matematika pro II. rocnik stfednich vseobecné vzdéldvacich skol. Praha:
Statni pedagogické nakladatelstvi, 1964.

[8] KORINEK, Vladimir. Ziklady algebry. Praha: CSAV, 1956.

[9] KRIEGELSTEIN, Eduard. Sbirka iiloh z matematiky pro stiedni priimyslové skoly a stiedni
zemédélské technické skoly. 9.vyd. Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi, 1980.

[10] KUCERA, Radan a SKULA, Ladislav. Ciselné obory. Brno: Masarykova univerzita,
1998. ISBN: 80-210-1965-4.

[11] KUHNOVA, Jitka. Dostupné z: sitovy disk: sw(\\ proteus.uhk.cz) (N:UKAZKY\).
Seminar_SS_matematikyl_2019.[ online]. [cit. 2023-01-04].

86


https://dmi.?cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/400929/DejinyMat_35-2007-1_10.pdf
https://dmi.?cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/400929/DejinyMat_35-2007-1_10.pdf
https://www.studopory.?vsb.%20cz/studijnimaterialy/Zaklady_matematiky/zm.pdf
https://www.studopory.?vsb.%20cz/studijnimaterialy/Zaklady_matematiky/zm.pdf
http://proteus.uhk.cz

[12] Matematickd olympidda [online]. Masarykova univerzita, © 2024. Dostupné

z:<https://www.matematickaolympiada.cz/>. [cit. 2024-03-15].

[13] MERINO, Orlando. A Short History of Complex Numbers [online]. University of
Rhode Island, 2006. Dostupné z: <https://www.math.uri.edu/ merino/spring06/
mth562/ShortHistoryComplexNumbers2006 . pdf>. [cit. 2023-02-06].

[14] PETAKOVA, Jindra. Matematika: piprava k maturité a k p#ijimacim zkouskdm na vysoké
Skoly. 3. vyd. Praha: Prometheus, 2022. ISBN:978-80-7196-487-2.

[15] RAB, Milo$. Komplexni ¢isla v elementdrni matematice. 2. pfeprac. vyd. Brno: Masary-

kova univerzita, 1996. ISBN: 80-210-1475-X.

[16] SCHMIDTMAYER, Josef a kol. Zikladni poZadavky ze stiedoskolské matematiky pro stu-
dium na vysokych skoldch technického sméru. Praha: CVUT, 1974.

[17] VEJSADA, Frantisek a TALAFOUS, FrantiSek. Sbirka iiloh z matematiky pro gymnasia.
Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi, 1969.

[18] ZEDNIK, Josef. Algebra a teoretickd aritmetika II. Olomouc: P¥irodovédecka fakulta
Univerzity Palackého, 1986.

87


https://www.matematickaolympiada.cz/

