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Abstrakt

Tato práce se zabývá zkoumáńım stabilńıho a chaotického chováńı nelineárńıch dyna-
mických systémů. Konkrétně se zaměřuje na Chůuv elektrický obvod. K vyšetřeńı sta-
bility systému jsou využity Hartman–Grobmanova věta a Routh–Hurwitzovo kritérium.
Práce je doplněna bifurkačńım diagramem, na kterém je popsáno mimo jiné i chaotické
chováńı Chuova systému.

Abstract

This thesis analyzes stable and chaotic behavior of nonlinear dynamic systems. It is fo-
cused on Chua’s electric circuit. The Hartman–Grobman theorem and the Routh–Hurwitz
criterion are used to assess the stability of this system. Furthermore, the thesis also inclu-
des a bifurcation diagram which describes the chaotic behavior of Chua’s circuit.
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Úvod

Deterministický chaos označuje velmi složitý typ chováńı dynamického systému. Úvodem
je třeba ř́ıci, že zde nemluv́ıme o chaosu v běžném pojet́ı, nejedná se tedy o chováńı
náhodné. Systém, který vykazuje chaotické chováńı, je charakterizován extrémńı citlivost́ı
vzhledem k počátečńım podmı́nkám. Nelze tedy předpovědět, jak se systém bude vyv́ıjet,
pokud dojde k poruše v počátečńım stavu, byt’ známe p̊uvodńı řešeńı. Vedle citlivosti na
počátečńı podmı́nky je daľśım typickým rysem těchto systémů existence tzv. podivného
atraktoru, kterým jsou přitahovány trajektorie řešeńı.

V této práci se budeme zabývat dynamickými systémy, jejichž trajektorie jsou za
určitých podmı́nek přitahovány atraktorem známým jako

”
dvojitý svitek“ (z angličtiny

double scroll). Takové chováńı se může projevovat u některých i poměrně jednoduchých
dynamických systémů, jež obsahuj́ı nelineárńı prvek. V této práci se zaměř́ıme na Chůuv
elektrický obvod, který je pojmenován po vědci a vynálezci tohoto obvodu – Leonu
O. Chuovi. Jedná se o oscilačńı obvod skládaj́ıćı se z několika lineárńıch čast́ı a z jed-
noho nelineárńıho prvku, známého jako Chuova dioda.

Práce je členěna do čtyř kapitol. Prvńı část je věnována teoretickému úvodu, kde bu-
dou vysvětleny pojmy jako jsou dynamický systém, atraktor či bifurkace. Dále se budeme
zabývat zp̊usoby posuzováńı stability rovnovážných bod̊u, konkrétně uvedeme Ljapuno-
vovu větu, Hartman–Grobmanovu linearizačńı větu a Routh–Hurwitzovo kritérium sta-
bility. Následuje sestaveńı matematického modelu Chuova obvodu, kde pomoćı známých
fyzikálńıch zákon̊u odvod́ıme soustavu nelineárńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.
Omeźıme se přitom na nejjednodušš́ı možný model Chuova obvodu. V daľśı části se bu-
deme věnovat analýze tohoto nelineárńıho dynamického systému. Ćılem bude nalézt rov-
novážné body a určit jejich stabilitu v závislosti na několika parametrech. Dále se po-
kuśıme určit kritické bifurkačńı parametry, při jejichž překročeńı docháźı ke kvalitativńım
změnám chováńı. Na tuto kapitolu navážeme numerickou, respektive grafickou simulaćı
obdržených teoretických výsledk̊u. Vykresĺıme fázové portréty pro r̊uzné hodnoty para-
metr̊u i počátečńı podmı́nky a pomoćı bifurkačńıho diagramu se pokuśıme popsat jednot-
livé oblasti chováńı systému.

12



1 Matematický aparát

Než přejdeme k samotné analýze Chuova obvodu, uvedeme teorii potřebnou ke zkoumáńı
vlastnost́ı nelineárńıho dynamického systému. V následuj́ıćıch odstavćıch zavedeme pojem
dynamického systému a budeme se zabývat podmı́nkami existence a jednoznačnosti řešeńı
nelineárńı soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic. Dále zavedeme pojem autonomńı
soustavy, topologicky ekvivalentńı trajektorie, aj.

Protože obecně nejsme schopni řešit soustavu nelineárńıch diferenciálńıch rovnic, vy-
slov́ıme Hartman–Grobmanovu větu, respektive Ljapunovovu větu, pomoćı nichž je možné
źıskat informace o lokálńım chováńı systému v okoĺı rovnovážného bodu x∗. Důležitými
pojmy z oblasti dynamických systémů budou také bifurkace nebo atraktor. Na závěr této
kapitoly uvedeme Routh–Hurwitzovo kritérium, d́ıky kterému jsme schopni posoudit sta-
bilitu systému.

Poznamenejme také, že se v následuj́ıćım textu setkáme se zkratkou ODR, která bude
vždy označovat obyčejné diferenciálńı rovnice. Pojmy a věty uvedené v této kapitole lze
nalézt např́ıklad v [2], [3], [7], [8] nebo [9].

1.1 Autonomńı dynamický systém

Pojem dynamického systému se poj́ı nejčastěji s fyzikálńımi systémy, které se určitým
zp̊usobem vyv́ıjej́ı v čase. Přesněji, stav těchto systémů je možné za určitých předpoklad̊u
v každém časovém okamžiku t popsat n-tićı reálných proměnných x(t) ∈ Rn, tzv. sta-
vových veličin. Okamžitý stav systému zcela určuje jeho vývoj v čase, tedy určitému stavu
v př́ıtomnosti můžeme přǐradit konkrétńı stav v minulosti i budoucnosti (viz [10]). Dyna-
mický systém je tedy zp̊usob, jak matematicky popsat vývoj tohoto systému. V následuj́ıćı
definici zavedeme rigorózně tento pojem.

Definice 1.1. (Spojitým) dynamickým systémem nazveme dvojici (ϕ,Ω), kde zobrazeńı
ϕ : R× Ω→ Ω je spojité a pro ∀x ∈ Ω splňuje:

1. ϕ0(x) = x,
2. ϕs(ϕt(x)) = ϕs+t(x), ∀s, t ∈ R.

Použ́ıváme zde přitom obvyklé značeńı ϕt(x) ≡ ϕ(t,x).

Poznámka. Množina stav̊u Ω se v literatuře označuje pojmem stavový prostor. V daľśıch
kapitolách budeme stavovým prostorem Ω rozumět vždy prostor Rn.

V této práci se budeme zabývat výhradně dynamickými systémy, které jsou dány jako
řeš́ıćı funkce soustavy autonomńıch diferenciálńıch rovnic.

Definice 1.2. Soustavu rovnic x′ = f(t,x) nezveme autonomńı, jestliže nezáviśı na
nezávislé proměnné t. Tedy plat́ı f(t,x) ≡ f(x).

Nejčastěji jako proměnnou t uvažujeme čas. Jedná se tedy o jevy, pro které se s časem
neměńı data úlohy – pro nelineárńı ODR se tedy neměńı pravá strana rovnice f(x).
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Zaved’me nyńı počátečńı úlohu soustavy autonomńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

x′ = f(x), (1.1)

x(t0) = x0, (1.2)

kde f ≡ (f1, . . . , fn) : Rn → Rn, x0 ∈ Rn. Řešeńım soustavy (1.1) na intervalu I ⊂ R je
každá vektorová funkce x ≡ (x1, . . . , xn) : I → Rn, která po dosazeńı do x′ = f(x) dává
identickou rovnost pro ∀t ∈ I.

Označme řešeńı počátečńı úlohy (1.1)–(1.2) na intervalu I(x0) jako ϕ(t,x0). Pak podle [9]
je tok diferenciálńıch rovnic definován následovně.

Definice 1.3. Necht’ Ω je otevřená podmnožina Rn a necht’ f ∈ C1(Ω). Dále necht’

pro x0 ∈ Ω je ϕ(t,x0) řešeńım dané počátečńı úlohy (1.1)–(1.2) definované na maximálńım
intervalu1 existence řešeńı I(x0). Pak pro t ∈ I(x0) nazveme zobrazeńı ϕt definované jako

ϕt(x0) = ϕ(t,x0)

tok diferenciálńıch rovnic nebo tok definovaný diferenciálńımi rovnicemi. Často se můžeme
setkat i s označeńım tok vektorového pole f .

Definice 1.4. Grafem řešeńı x(t) : I → Rn je křivka {(t, x1(t), . . . , xn(t)) ∈ Rn+1 | t ∈ I}.

Vzhledem k tomu, že v prostorech třet́ı (nebo vyšš́ı) dimenze nelze zobrazit graf řešeńı,
budou nás zaj́ımat tzv. trajektorie řešeńı. Jedná se o pr̊umět řešeńı počátečńı úlohy do pro-
storu hodnot řešeńı, tj. do stavového prostoru.

Definice 1.5. Trajektorie řešeńı x(t) soustavy diferenciálńıch rovnic (1.1) splňuj́ıćı (1.2)
je křivka {(x1(x), . . . , xn(x)) ∈ Rn | t ∈ I}. Šipka označuj́ıćı orientaci křivek popisuje
pohyb hodnoty řešeńı po trajektorii při rostoućım čase t.

Soubor trajektoríı řešeńı x(t) soustavy (1.1) ve stavovém prostoru pro r̊uzné počátečńı
podmı́nky označ́ıme pojmem fázový portrét. Stavový prostor označujeme také jako fázový
prostor.

Definice 1.6. Bod x∗ ∈ Rn se nazývá rovnovážný bod soustavy (1.1) nebo také singulárńı,
stacionárńı či kritický bod, jestliže f(x∗) = 0.

Nyńı si uvedeme analogii Picardovy věty, tedy větu o existenci a jednoznačnosti řešeńı
autonomńıch soustav ODR prvńıho řádu. Předt́ım, než tuto větu vyslov́ıme, definujme
podmı́nku lipschitzovskosti.

Definice 1.7. Necht’ Ω je otevřená podmnožina Rn a necht’ f : Ω→ Rn je vektorové pole.
Řekněme, že f splňuje Lipschitzovskou podmı́nku na Ω, jestliže existuje kladná konstanta
L taková, že pro všechna x1,x2 ∈ Ω plat́ı

‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖. (1.3)

1Maximálńım intervalem řešeńı ϕ(t,x0) soustavy diferenciálńıch rovnic rozumı́me takový interval,
který nelze rozš́ı̌rit tak, aby na tomto rozš́ı̌reném intervalu bylo ϕ(t,x0) opět řešeńım.

14



Poznámka. Podmı́nka lipschitzovskosti je mnohdy nahrazována předpokladem spojitosti
parciálńıch derivaćı vektorového pole f podle všech proměnných x ≡ (x1, . . . , xn), z něhož
už plyne lokálńı lipschitzovskost. Tedy pokud existuj́ı parciálńı derivace ∂fi

∂xj
, které jsou

spojité na Ω pro všechna i, j = 1, . . . , n, pak vektorové pole f je lokálně lipschitzovské2, [3].

Věta 1.8 (O existenci a jednoznačnosti řešeńı). Necht’ každá složka vektorového pole f
je spojitá v okoĺı bodu x0. Pak existuje okoĺı bodu t0, na kterém existuje řešeńı počátečńı
úlohy (1.1)–(1.2). Necht’ vektorové pole f je nav́ıc i lipschitzovské v okoĺı bodu x0. Potom
řešeńı x(t) počátečńı úlohy (1.1)–(1.2) je určeno jednoznačně.

Ideu d̊ukazu této věty nalezneme např́ıklad v [3]. Tvrzeńı z̊ustane v platnosti i v př́ıpadě
lokálńı lipschitzovskosti vektorového pole f .

Věta 1.9. Uvažujme autonomńı soustavu ODR s lipschitzovským polem f : Ω → Rn.
Potom trajektorie úplného řešeńı x(t) (tj. řešeńı, které nelze prodloužit na věťśı interval)
jsou následuj́ıćıch tř́ı typ̊u:

1. singulárńı bod – řešeńı x(t) jsou konstantńı,
2. cyklus, periodický orbit – uzavřená křivka, řešeńı x(t) je periodické,
3. otevřená neprot́ınaj́ıćı se křivka – trajektorie řešeńı představuje prosté zobrazeńı

otevřeného intervalu I = (a, b) (včetně př́ıpad̊u a = −∞ nebo b = ∞) do fázového
prostoru.

1.2 Topologicky ekvivalentńı trajektorie

V následuj́ıćıch kapitolách se budeme zabývat systémy, jejichž trajektorie jsou si v jistém
smyslu podobné – maj́ı stejný počet rovnovážných bod̊u, stejného typu stability, přičemž
existuje nějaké spojité zobrazeńı, které trajektorie prvńıho systému převád́ı na trajek-
torie druhého systému. Takové trajektorie označujeme pojmem topologicky ekvivalentńı
trajektorie. Tento pojem si proto nyńı korektně zavedeme.

Definice 1.10. Dynamický systém (ϕ,Rn) nazveme topologicky ekvivalentńı se systémem
(ψ,Rn), jestliže existuje homeomorfismus3 h : Rn → Rn, který zobrazuje trajektorie
prvńıho systému na trajektorie druhého systému, přičemž zachovává směr plynut́ı času.
Tedy jestliže je trajektorie prvńıho dynamického systému orientována z bodu x1 do bodu
x2, pak trajektorie druhého systému muśı být orientována z bodu h(x1) do bodu h(x2).

Poznámka. Větou 1.8 máme zaručenu pouze lokálńı řešitelnost úlohy (1.1)–(1.2), avšak
u každé soustavy s C1-vektorovým polem lze

”
přeškálovat“ čas tak, že nově vzniklá sou-

stava už má řešeńı na celé reálné ose a př́ıslušná vektorová pole jsou topologicky ekvi-
valentńı, detaily lze nalézt v monografii [9]. V tomto smyslu lze tedy každou autonomńı
soustavu s C1-vektorovým polem f považovat za dynamický systém.

1.3 Linearizace

Obecně nejsme schopni řešit nelineárńı ODR, ovšem je možné lokálně popsat chováńı
nelineárńıho systému v okoĺı tzv. hyperbolického rovnovážného bodu pomoćı určité lineárńı
soustavy.

2Vektorové pole f je lokálně lipschitzovské, jestliže podmı́nka (1.3) je splněna na nějakém okoĺı libo-
volného bodu x̂ ∈ Ω.

3Zobrazeńı f : X → Y nazveme homeomorfismus, jestliže je spojité, bijektivńı a inverzńı zobrazeńı
f−1 je také spojité.

15



Poznámka. V následuj́ıćı definici využijeme vlastńı č́ısla Jacobiho matice

J = Df(x∗) =


∂f1
∂x1

(x∗) . . .
∂f1
∂xn

(x∗)

...
. . .

...
∂fn
∂x1

(x∗) . . .
∂fn
∂xn

(x∗)

 .

Vlastńı č́ısla Jacobiho matice urč́ıme jako kořeny charakteristického polynomu

P (λ) = det(J− λI) = 0.

Definice 1.11. Rovnovážný bod x∗ soustavy (1.1) nazveme hyperbolický, jestliže žádné
z vlastńıch č́ısel matice Df(x∗) nemá nulovou reálnou část.

V daľśıch odstavćıch si ukážeme, že kvalitativńı chováńı soustavy (1.1) je v okoĺı
hyperbolického rovnovážného bodu určeno soustavou lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = Ax,

kde matice A = Df(x∗). Tuto soustavu rovnic nazveme linearizaćı soustavy (1.1) a Ax
nazveme lineárńı část́ı f v bodě x∗.

V dostatečně bĺızkém okoĺı hyperbolického rovnovážného bodu x∗ má nelineárńı systém
stejnou kvalitativńı strukturu jako lineárńı systém. Jsme tak schopni vyšetřit typ a sta-
bilitu tohoto hyperbolického bodu, viz následuj́ıćı věta.

Věta 1.12 (Hartman–Grobmanova). Předpokládejme, že x∗ je rovnovážným bodem sou-
stavy (1.1) a matice linearizace A = Df(x∗) má všechna vlastńı č́ısla s nenulovými
reálnými částmi. Pak existuje okoĺı O(x∗) takové, že na O(x∗) je dynamický systém (1.1)
topologicky ekvivalentńı se systémem x′ = Ax.

Důkaz této věty nalezneme např́ıklad v [9].

1.4 Stabilita rovnovážných bod̊u

Stabilita řešeńı ODR vyjadřuje citlivost řešeńı na změnu dat. Systém je tedy stabilńı,
jestliže malá změna dat vyvolá malou změnu řešeńı.

Definice 1.13. Řešeńı x̃(t) počátečńı úlohy (1.1)–(1.2) nazveme stabilńı na intervalu
I = 〈t0,∞) vzhledem k počátečńı podmı́nce, jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0
takové, že pro každé řešeńı x(t) soustavy (1.1) plat́ı následuj́ıćı implikace:

‖x(t0)− x̃(t0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)− x̃(t)‖ < ε, ∀t ∈ I.

Definice 1.14. Řešeńı x̃(t) počátečńı úlohy (1.1)–(1.2) nazveme atraktivńı pro t −→∞
vzhledem k počátečńı podmı́nce, jestliže existuje δ > 0 takové, že pro každé řešeńı x(t)
soustavy (1.1), které splňuje

‖x(t0)− x̃(t0)‖ < δ, plat́ı ‖x(t)− x̃(t)‖ −→ 0 pro t −→∞.

Hyperbolické body maj́ı tu vlastnost, že jsou bud’ asymptoticky stabilńı (tj. zároveň
stabilńı i atraktivńı), nebo nestabilńı. Stabilitu hyperbolických bod̊u můžeme snadno určit
pomoćı vlastńıch č́ısel matice př́ıslušné linearizace. Z Hartman–Grobmanovy věty plyne
následuj́ıćı tvrzeńı:
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Věta 1.15. Má-li matice Df(x∗)

• všechna vlastńı č́ısla se zápornou reálnou část́ı, je rovnovážný bod x∗ asymptoticky
stabilńı,
• alespoň jedno vlastńı č́ıslo s kladnou reálnou část́ı, je rovnovážný bod x∗ nestabilńı,
• alespoň jedno z vlastńıch č́ısel s nulovou reálnou část́ı, jedná se o nehyperbolický bod

a v takovém př́ıpadě o stabilitě nem̊užeme rozhodnout.

Oproti tomu nehyperbolické body mohou být stabilńı, asymptoticky stabilńı, nebo
nestabilńı. O jejich stabilitě však nemůžeme rozhodnout pomoćı vlastńıch č́ısel matice.
Pro vyšetřeńı stability tedy využ́ıváme následuj́ıćı větu.

Věta 1.16 (Ljapunov). Uvažujme soustavu (1.1) s rovnovážným stavem x∗ ∈ Rn a necht’

existuje okoĺı O rovnovážného stavu x∗ a skalárńı funkce V : O → R, která splňuje

1. V (x∗) = 0,
2. V (x) > 0 pro všechna x ∈ O \ {x∗}.

Pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Je-li V̇ ≤ 0 na O \ {x∗}, rovnovážný stav x∗ je stabilńı.
2. Je-li V̇ < 0 na O \ {x∗}, rovnovážný stav x0 je asymptoticky stabilńı.

Symbolem V̇ (x) rozumı́me V̇ (x) = f(x) · ∇V (x), kde ∇V (x) =

(
∂V

∂x1
, . . . ,

∂V

∂xn

)
.

Poznámka. Nalezeńı takové funkce V však bývá často velmi obt́ıžné, nebot’ neexistuje
obecný postup, jak tuto funkci źıskat.

1.5 Klasifikace rovnovážných bod̊u v R3

V této podkapitole uvedeme základńı typy hyperbolických rovnovážných bod̊u v prostoru
R3 a vykresĺıme typické fázové portréty. Typ rovnovážného bodu urč́ıme pomoćı vlastńıch
č́ısel Jacobiho matice J = Df(x∗).

• Uzel : všechna vlastńı č́ısla Jacobiho matice jsou reálná a maj́ı stejné znaménko.
Pokud jsou všechna tato vlastńı č́ısla záporná, jedná se o stabilńı uzel a naopak,
pokud jsou všechna kladná, označujeme hyperbolický bod jako nestabilńı uzel.

• Sedlo: všechna vlastńı č́ısla Jacobiho matice jsou reálná a jedno má opačné znaménko
než dvě zbývaj́ıćı. Sedlo je vždy nestabilńı.

• Uzel–ohnisko: Jacobiho matice má dvojici komplexně sdružených č́ısel a jedno vlastńı
č́ıslo reálné, přičemž reálné části těchto vlastńıch č́ısel maj́ı stejné znaménko. Po-
kud jsou reálné části těchto vlastńıch č́ısel záporné, jedná se o stabilńı uzel–ohnisko
a naopak, pokud jsou všechny reálné části vlastńıch č́ısel kladné, označujeme hyper-
bolický bod jako nestabilńı uzel–ohnisko.

• Sedlo–ohnisko: Jacobiho matice má dvojici komplexně sdružených č́ısel a jedno
vlastńı č́ıslo reálné, přičemž reálná část tohoto vlastńıho č́ısla má opačné znaménko
než reálné části dvojice komplexně sdružených vlastńıch č́ısel. Sedlo–ohnisko je vždy
nestabilńı.
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(a) Nestabilńı uzel (b) Stabilńı uzel (c) Sedlo (nestabilńı)

(d) Nestabilńı uzel–ohnisko (e) Stabilńı uzel–ohnisko (f) Sedlo–ohnisko

Obrázek 1: Typické fázové portréty v okoĺı hyperbolických bod̊u v prostoru R3

1.6 Atraktor

Pod pojmem atraktor rozumı́me množinu, kterou jsou přitahovány všechny trajektorie
z určitého okoĺı atraktoru. Trajektorie dynamického systému mohou být přitahovány sin-
gulárńımi body, periodickými orbity nebo jinými, komplikovaněǰśımi množinami.

Zvláštńım př́ıpadem atraktoru je podivný atraktor, který může vzniknout u soustavy
alespoň tř́ı nelineárńıch diferenciálńıch rovnic.

Definice 1.17. Mějme trajektorii Γ odpov́ıdaj́ıćı řešeńı ϕ(t,x) soustavy (x nyńı tedy
považujeme za pevné). Jestliže existuje posloupnost {tn}∞n=1, lim

n→∞
tn =∞ taková, že

lim
n→∞

ϕ(tn,x) = y,

pak bod y nazveme ω–limitńım bodem trajektorie Γ. Množinu všech ω-limitńıch bod̊u
nazveme ω-limitńı množinou trajektorie Γ a označ́ıme ji ω(Γ).

Definice 1.18. Podobně, jestliže existuje posloupnost {tn}∞n=1, lim
n→∞

tn = −∞ taková, že

lim
n→∞

ϕ(tn,x) = z,

pak bod z nazveme α-limitńım bodem trajektorie Γ. Množinu všech α-limitńıch bod̊u
nazveme α-limitńı množinou trajektorie Γ a označ́ıme ji α(Γ).

Definice atraktoru neńı jednotná. Obecně je atraktorem uzavřená množina A ⊂ Rn

splňuj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:
1. Množina A je invariantńı, tedy každá trajektorie řešeńı, která v množině A zač́ıná,

v ńı z̊ustává.
2. Má tzv. oblast přitažlivosti, tedy existuje otevřená množina O ⊃ A taková, že pro

všechna x ∈ O je ω(Γx) ⊂ A. Tedy každá trajektorie z této množiny se pro t −→∞
bĺıž́ı k A.
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3. Je nerozložitelná, tj. neexistuje taková podmnožina A, která by splňovala předchoźı
vlastnosti.

Poznámka. V literatuře se můžeme setkat s daľśımi doplňuj́ıćımi podmı́nkami. Jedna
z nich předpokládá, že existuje trajektorie, která je v A hustá.

Definice 1.19. Pokud je limitńı množinou dynamického systému uzavřená křivka, pak
tuto množinu nazveme limitńı cyklus.

1.7 Bifurkace

Bifurkace je pojem, který označuje změnu vlastnost́ı systému v závislosti na parametru,
respektive skupině parametr̊u. Mějme dynamický systém, který je závislý na parametru α

x′ = f(x,α),

kde x ∈ Rn a α ∈ Rm. Změnou parametru α dostáváme nové dynamické systémy, které
mohou být topologicky ekvivalentńı s p̊uvodńım systémem nebo se jejich topologie změńı.

S bifurkaćı úzce souviśı pojem strukturálńı stabilita. Volně řečeno, vektorové pole je
strukturálně stabilńı, jestliže je topologicky ekvivalentńı s každým bĺızkým vektorovým
polem. Pokud vektorové pole neńı strukturálně stabilńı, pak ani dynamický systém neńı
strukturálně stabilńı a docháźı k bifurkaci.

Definice 1.20. Řekneme, že vektorové pole f ∈ C1(Ω), kde Ω ⊂ Rn, je strukturálně
stabilńı, jestliže existuje ε > 0 takové, že pro každé g ∈ C1(Ω), pro které plat́ı

‖f − g‖ < ε,

jsou f a g topologicky ekvivalentńı na Ω.

Při zkoumáńı vlastnost́ı Chuova obvodu se setkáme předevš́ım s Hopfovou bifurkaćı.
K tomuto typu bifurkace docháźı, jestliže př́ıslušná linearizace má dvojici ryze kom-
plexńıch č́ısel a žádné daľśı vlastńı č́ıslo nemá nulovou reálnou část.
Rozlǐsujeme přitom dva druhy Hopfovy bifurkace, a to bifurkaci subkritickou a nadkritic-
kou.

• Subkritická bifurkace: při překročeńı kritické hodnoty bifurkačńıho parametru se
měńı stabilita rovnovážného bodu a vzniká nestabilńı limitńı cyklus.

• Nadkritická bifurkace: při překročeńı kritické hodnoty bifurkačńıho parametru se
měńı stabilita rovnovážného bodu a vzniká stabilńı limitńı cyklus.

1.8 Routh–Hurwitzovo kritérium

Podle věty 1.15 je řešeńı v okoĺı hyperbolického bodu stabilńı, jestliže všechna vlastńı
č́ısla Jacobiho matice maj́ı zápornou reálnou část, tedy lež́ı v levé komplexńı polorovině.
V některých př́ıpadech (zejména u soustav 5 a v́ıce rovnic) nejsme schopni určit přesně
hodnoty vlastńı č́ısel. V takových situaćıch využ́ıváme Routh–Hurwitzovo kritérium.
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Věta 1.21. Mějme polynom P (λ) = λn + a1λ
n−1 + . . . + an−1λ + an, kde ai jsou reálné

konstanty, i = 0, . . . , n. Dále definujme Hurwitzovu matici

H =


a1 1 0 · · · 0
a3 a2 a1 · · · 0
a5 a4 a3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

a2n−1 a2n−2 a2n−3 · · · an


(koeficienty s indexem věťśım než n klademe rovny nule). Pokud jsou hlavńı rohové mi-
nory4 |Hi|, i = 1, . . . , n, kladné, pak všechny kořeny polynomu P (λ) maj́ı záporné reálné
části.

4Hlavńı rohový minor |Ai| matice A řádu n × n je determinant matice i × i vytvořené z prvńıch i
řádk̊u a prvńıch i sloupc̊u matice A.
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2 Sestaveńı matematického modelu Chuova obvodu

Chůuv obvod je matematicky popsán soustavou tř́ı nelineárńıch diferenciálńıch rovnic.
V této kapitole poṕı̌seme princip odvozeńı této soustavy ODR. Jelikož fyzikálńı popis
jednotlivých prvk̊u neńı předmětem našeho zkoumáńı, omeźıme se při sestavováńı mate-
matického modelu Chuova obvodu pouze na známé fyzikálńı vztahy a zákony. Konkrétně
to budou prvkové rovnice ideálńıch pasivńıch prvk̊u a Kirchhoffovy obvodové zákony. Od-
vozeńı těchto zákon̊u i jednotlivé pojmy zmı́něné v této kapitole lze nalézt v publikaćıch
uvedených v seznamu literatury, konkrétně v [4] a [5].

Jak již bylo řečeno v úvodu této práce, Chůuv obvod je jednoduchý elektrický obvod
skládaj́ıćı se ze čtyř lineárńıch prvk̊u, kterými jsou v ideálńım př́ıpadě dva kapacitory
s kapacitami C1 a C2, induktor s indukčnost́ı L a rezistor s odporem R. Tyto lineárńı
prvky jsou popsány prvkovými rovnicemi. Nejd̊uležitěǰśım prvkem tohoto obvodu je tzv.
Chuova dioda, která se dále skládá z několika rezistor̊u, operačńıch zesilovač̊u a diod.
Právě tato součástka vnáš́ı do modelu Chuova obvodu nelinearitu. Pro naše potřeby si
vystač́ıme s voltampérovou charakteristikou této diody, která graficky popisuje závislost
mezi elektrickým proudem a napět́ım.

L C2 C1

R

RN

Obrázek 2: Schéma Chuova elektrického obvodu

Poznámka. V obrázku 2 je pro znázorněńı Chuovy diody použit symbol nelineárńıho re-
zistoru s označeńım RN . Indexem N budeme dále označovat veličiny souvisej́ıćı s Chuovou
diodou (tedy napět́ı uN znač́ı napět́ı na Chuově diodě a proud iN znač́ı proud touto diodou
procházej́ıćı).

Veličinu označenou malým ṕısmenem budeme dle běžné konvence považovat za závislou.
Ve všech př́ıpadech budou takto označené veličiny závislé na čase t.

Označeńı jednotlivých veličin je následuj́ıćı:
u1 . . . napět́ı na kapacitoru s kapacitou C1,
u2 . . . napět́ı na kapacitoru s kapacitou C2,
i3 . . . proud procházej́ıćı induktorem s indukčnost́ı L,

Ga,b . . . vodivosti popisuj́ıćı chováńı Chuovy diody.

Model je dále do jisté mı́ry zjednodušen zanedbáńım odporu ćıvky, tedy předpokládáme,
že v obvodu je zapojen ideálńı induktor. Toto zjednodušeńı nemá zásadńı vliv na chováńı
Chuova obvodu.
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2.1 Základńı rovnice ideálńıch pasivńıch prvk̊u

1. Prvková rovnice induktoru
Prvková rovnice induktoru popisuje lineárńı závislost magnetického indukčńıho toku
Φ na proudu i

Φ = L · i. (2.1)

Indukčnost L je jediným konstantńım parametrem lineárńıho induktoru a je vždy
kladná.

2. Prvková rovnice kapacitoru
Prvková rovnice kapacitoru vyjadřuje lineárńı závislost mezi nábojem q a napět́ım
u

q = C · u. (2.2)

Jediným konstantńım parametrem kapacitoru je kapacita C, která je závislá pouze
na geometrii elektrod kondenzátoru a je vždy kladná.

3. Prvková rovnice rezistoru
Dále uved’me prvkovou rovnici rezistoru známou jako Ohmův zákon

u = R · i. (2.3)

Zde je jediným konstantńım parametrem kladný odpor R.

Nyńı uvedeme daľśı dva potřebné vztahy. V obvodu stř́ıdavého proudu se kolem induktoru
vytvář́ı proměnné magnetické pole. Toto pole pak dle Faradayova indukčńıho zákona
vytvář́ı v induktoru elektromotorické napět́ı (viz např́ıklad [4]). Toto napět́ı můžeme určit
jako

u = −dΦ

dt
.

Dosazeńım prvkové rovnice (2.1) do tohoto vztahu źıskáme závislost indukovaného napět́ı
na proudu, který procháźı induktorem,

u = −L · di

dt
.

Závislost proudu na velikosti přeneseného náboje je dána vztahem

i =
dq

dt
.

Pomoćı tohoto vztahu a prvkové rovnice (2.2) dostáváme vztah mezi napět́ım a proudem
na kapacitoru

i = C · du

dt
.

2.2 Kirchhoffovy zákony pro elektrické obvody

V daľśım budeme použ́ıvat Kirchhoffovy zákony pro elektrické obvody, uved’me tedy jejich
slovńı formulaci:

1. Smyčkové pravidlo
Algebraický součet úbytk̊u napět́ı při pr̊uchodu libovolnou uzavřenou smyčkou elek-
trického obvodu je nulový.

2. Uzlové pravidlo
Součet proud̊u vstupuj́ıćıch do uzlu je roven součtu proud̊u, které z uzlu vystupuj́ı.
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2.3 Matematický model Chuova obvodu

Pomoćı smyčkového pravidla a Kirchhoffova zákonu o proudech v uzlu a ze vztah̊u uve-
dených v podkapitole 2.1 snadno odvod́ıme soustavu diferenciálńıch rovnic

du1
dt

=
u2
C1R

− u1
C1R

− 1

C1

g(u1), (2.4)

du2
dt

=
i3
C2

− u2
C2R

+
u1
C2R

, (2.5)

di3
dt

= −u2
L
. (2.6)

Jak již bylo řečeno dř́ıve, funkce g(u1) je zadána pomoćı voltampérové charakteris-
tiky nelineárńıho prvku. Voltampérová charakteristika je grafickým vyjádřeńım závislosti
napět́ı na proudu. V př́ıpadě Chuovy diody se jedná o charakteristiku po částech lineárńı.
Tu můžeme popsat funkćı g(u1)

g(u1) =


Gbu1 + (Gb −Ga)ε, u1 < −ε,
Gau1, −ε ≤ u1 ≤ ε,
Gbu1 − (Gb −Ga)ε, ε < u1.

Poznámka. Běžně ve fyzice symbolem G označujeme vodivost, tedy převrácenou hodnotu
odporu R (odpor R nabývá vždy kladných hodnot). V tomto př́ıpadě však dodrž́ıme
značeńı použité v [6] a hodnoty Ga respektive Gb uvažujeme záporné.

iN

uN

-Ga¥ 

Ga¥ 

¥ ¥ -

G

G

b

b

Obrázek 3: Voltampérová charakteristika Chuovy diody

Nyńı zavedeme substituce, které převedou předchoźı soustavu diferenciálńıch rovnic
na zjednodušený tvar, který je běžně uváděn v literatuře, viz např. [1], [6]. Tyto substituce
maj́ı tvar

x =
u1
ε
, τ =

t

RC2

, m0 = 1 +RGa,

y =
u2
ε
, α =

C2

C1

, m1 = 1 +RGb,

z =
i3
ε
R, β =

R2C2

L
.
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Všimněme si, že nově zavedené proměnné x, y, z, τ, α, β, m0 a m1 jsou bezrozměrné.
Źıskali jsme tedy autonomńı soustavu tř́ı diferenciálńıch rovnic, která je po částech lineárńı,
s derivacemi podle proměnné τ

x′ = α(y − h(x)), (2.7)

y′ = x− y + z, (2.8)

z′ = −βy. (2.9)

Funkce h(x) je rovněž po částech lineárńı,

h(x) =


xm1 + (m1 −m0), x < −1,
xm0, −1 ≤ x ≤ 1,
xm1 − (m1 −m0), 1 < x.

Tato soustava diferenciálńıch rovnic je závislá na bezrozměrných parametrech α, β, m0,
m1, které jsou navzájem závislé. Pod́ıvejme se nyńı bĺıže na znaménka těchto parametr̊u.
Z uvedené substituce a dř́ıve uvedených vlastnost́ı parametr̊u jednotlivých ideálńıch pa-
sivńıch prvk̊u je zřejmé, že α a β jsou kladné. O m0 a m1 nemůžeme bez znalosti Ga a Gb

rozhodnout.
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3 Analýza stability Chuova obvodu

V předchoźı kapitole jsme sestavili matematický model Chuova elektrického obvodu.
Źıskali jsme tak soustavu tř́ı diferenciálńıch rovnic se čtyřmi parametry. Z fyzikálńıho hle-
diska je nejpřirozeněǰśı zabývat se př́ıpadem, kdy je ř́ıd́ıćım prvkem proměnný odpor R.
V této práci však zvoĺıme alternativńı př́ıstup a budeme vyšetřovat stabilitu upraveného
systému Chuova obvodu (2.7)–(2.9). Ř́ıd́ıćım prvkem bude v tomto př́ıpadě kapacita C1.
Jediným parametrem, který je na C1 závislý, je α. Tedy stabilitu Chuova obvodu budeme
posuzovat právě vzhledem k tomuto parametru. Konkrétńı hodnoty kapacit C1, C2, od-
poru R a indukčnosti L zde nyńı nebudeme uvádět. V následuj́ıćıch odd́ılech však zmı́ńıme
rozd́ıl mezi těmito dvěma př́ıstupy.

V př́ıpadech, kdy vyšetřováńı stability vzhledem ke čtyřem parametr̊um je př́ılǐs složité,
zvoĺıme hodnoty dvou parametr̊u pevně. Konkrétně to budou m0 a m1, které voĺıme jako
m0 = −1/7 a m1 = 2/7.

3.1 Rovnovážné body

V prvńı řadě urč́ıme rovnovážné body autonomńıho systému, který modeluje Chůuv ob-
vod, a to tak, že derivace tohoto systému polož́ıme rovny nule. Řeš́ıme tedy soustavu
rovnic

0 = α(y − h(x)),

0 = x− y + z,

0 = −βy.

Funkce h(x) je po částech lineárńı, tud́ıž se tato soustava rozpadá na tři části. Pro −1 ≤
x ≤ 1 řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic

0 = α(y −m0x),

0 = x− y + z,

0 = −βy.

Z předchoźı kapitoly v́ıme, že koeficienty α, β jsou kladné. Jestliže je m0 nenulové, pak
jediným řešeńım je nulové řešeńı, tj. máme S1 = (0, 0, 0).
Dále řeš́ıme soustavu pro x > 1, respektive x < −1,

0 = α(y −m1x± (m1 −m0)),

0 = x− y + z,

0 = −βy.

Opět, jestliže je koeficient m1 nenulový, pak řešeńım této soustavy jsou symetrické rov-
novážné body S2 a S3. Nalezli jsme tedy tři rovnovážné body, a to

S1 = (0, 0, 0) , S2 =

(
−m0 −m1

m1

, 0,
m0 −m1

m1

)
, S3 =

(
m0 −m1

m1

, 0, −m0 −m1

m1

)
.

Bod S2 je definován pouze pro x > 1, podobně bod S3 je definován pouze pro x < −1.
Pro existenci bod̊u S2 a S3 je nutné, aby parametry m0 a m1 měly opačná znaménka.
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Pro hodnoty m0 a m1 uvedené na začátku této kapitoly źıskáváme S1 = (0, 0, 0),
S2 = (−1.5, 0, 1.5), a S3 = (1.5, 0, −1.5).

Nyńı se pod́ıvejme, jak by vypadaly rovnovážné body, pokud bychom analyzovali neu-
pravenou soustavu diferenciálńıch rovnic Chuova systému (2.4)–(2.6). Stejnou analýzou
jako v předchoźı části bychom dospěli ke třem rovnovážným bod̊um

S∗1 = (0, 0, 0) , S∗2 =

(
R(Gb −Ga)ε

1 +RGb

, 0, −(Gb −Ga)ε

1 +RGb

)
,

S∗3 =

(
−R(Gb −Ga)ε

1 +RGb

, 0,
(Gb −Ga)ε

1 +RGb

)
.

Vid́ıme, že tyto body jsou závislé na odporu R, tj. při změně odporu R se měńı poloha
rovnovážných bod̊u S∗2 a S∗3 .

3.2 Stabilita rovnovážného bodu S1

Nyńı se budeme zabývat stabilitou řešeńı v okoĺı rovnovážného bodu S1. K tomu nám
poslouž́ı Hartman–Grobmanova linearizačńı věta (viz Matematický aparát, věta 1.12).
Sestroj́ıme Jacobiho matici J, která je tvořená derivacemi funkćı podle jednotlivých
proměnných, tj.

J = Df(S1) =

 −m0α α 0
1 −1 1
0 −β 0

 .

Př́ıslušnou linearizaci soustavy (2.7)–(2.9) pak můžeme zapsat ve tvaru:

x′ = α(y −m0x),

y′ = x− y + z,

z′ = −βy.

Jak bylo uvedeno dř́ıve (viz Matematický aparát, věta 1.15), lze stabilitu soustavy dife-
renciálńıch rovnic posoudit pomoćı vlastńıch č́ısel př́ıslušné Jacobiho matice. Vlastńı č́ısla
λ urč́ıme jako kořeny charakteristické rovnice

P1(λ) = det(J− λI) = 0.

Tuto rovnici uprav́ıme do tvaru

λ3 + λ2(m0α + 1) + λ(m0α− α + β) + βαm0 = 0.

Protože vyjádřeńı vlastńıch č́ısel kubického polynomu v závislosti na parametrech α a β by
bylo př́ılǐs složité, sestavme Hurwitzovu matici polynomu P1(λ) (viz Matematický aparát,
věta 1.21)

H =

 m0α + 1 1 0
βαm0 m0α + β − α m0α + 1

0 0 βαm0

 .
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Aby bylo řešeńı v okoĺı hyperbolického rovnovážného bodu stabilńı, muśı podle věty 1.21
platit

m0α + 1 > 0, (3.1)

(m0α + 1)(m0α + β − α) > βαm0, (3.2)

βαm0 > 0. (3.3)

Připomeňme, že parametry α, β jsou vždy kladné. Tedy pro m0 = −1/7 neńı ne-
rovnice (3.3) splněna pro žádnou dvojici př́ıpustných parametr̊u α, β. Singulárńı bod
S1 = (0, 0, 0) tedy neńı stabilńı.

3.3 Stabilita rovnovážných bod̊u S2 a S3

Analogicky jako v př́ıpadě vyšetřováńı stability rovnovážného bodu S1 budeme vyšetřovat
stabilitu rovnovážných bod̊u S2 a S3. Sestav́ıme tedy Jacobiho matici, která má pro oba
body S2 a S3 tvar

J = Df(S2,3) =

 −m1α α 0
1 −1 1
0 −β 0

 .

Dále opět sestroj́ıme charakteristickou rovnici Jacobiho matice

P2,3(λ) = det(J− λI) = 0,

kterou uprav́ıme do tvaru

λ3 + λ2(m1α + 1) + λ(m1α− α + β) + βαm1 = 0,

a sestav́ıme Hurwitzovu matici

H =

 m1α + 1 1 0
βαm1 m1α + β − α m1α + 1

0 0 βαm1

 .

Podle věty 1.21 muśı platit

m1α + 1 > 0, (3.4)

(m1α + 1)(m1α + β − α) > βαm1, (3.5)

βαm1 > 0. (3.6)

Tyto tři nerovnice budeme řešit s hodnotou m1 = 2/7. Nerovnice (3.4) je pro danou
hodnotum1 splněna pro každé kladné α. Podobně nerovnice (3.6) je splněna pro libovolnou
dvojici (kladných) parametr̊u α a β. Z nerovnice (3.5) dostáváme úpravou kvadratickou
nerovnici

α2 +
7

2
α− 49

10
β < 0.

Jej́ım řešeńım źıskáme interval hodnot α:(
−7

4
− 7

4

√
1 +

8

5
β, −7

4
+

7

4

√
1 +

8

5
β

)
, β ∈ R+.
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Vid́ıme, že stabilita rovnovážných bod̊u S2 a S3 je pro dané hodnoty m0 a m1 zaručena
pouze pokud

α ∈

(
0, −7

4
+

7

4

√
1 +

8

5
β

)
, β ∈ R+.

Označme α∗ = −7

4
+

7

4

√
1 +

8

5
β.

Pro konkrétńı volbu β = 15 je parametr α∗ = 7. Pokud tato č́ısla dosad́ıme do př́ıslušné
charakteristické rovnice P2,3(λ) = 0, źıskáme tři vlastńı č́ısla – dvojici ryze imaginárńıch
vlastńıch č́ısel a jedno nenulové reálné vlastńı č́ıslo. Tedy α∗ = 7 je kritickým bifurkačńım
parametrem.

Ukažme nyńı, že pro libovolné kladné β je α∗ kritickým parametrem, tedy př́ıslušná
Jacobiho matice J(S2,3) bude mı́t při α = α∗ vždy dvojici ryze imaginárńıch vlastńıch č́ısel.

Budeme předpokládat, že kořenem charakteristického polynomu P2,3(λ) je ryze imaginárńı
č́ıslo ωi. Protože polynom P2,3(λ) nemá nulový kořen, lze psát ω 6= 0. Nyńı dosad’me do
polynomu P2,3(λ) za λ č́ıslo ωi, č́ımž dostaneme

−ω3i− ω2 (m1α + 1) + ωi (m1α− α + β) +m1βα = 0.

Zřejmě plat́ı: jestliže a + bi = 0, pak nutně a = 0 ∧ b = 0. Separaćı imaginárńı a reálné
části źıskáme soustavu nelineárńıch rovnic o dvou neznámých α a ω

−ω3 + ω (m1α− α + β) = 0,

−ω2 (m1α + 1) +m1βα = 0.

Jelikož je ω 6= 0, můžeme prvńı rovnici podělit ω a vyjádřené ω2 pak dosadit do druhé
rovnice. Několika úpravami pak źıskáme hledanou hodnotu α:

α = α∗ = −7

4
+

7

4

√
1 +

8

5
β.

Zpětným dosazeńım α = α∗ do P2,3(λ) dostáváme dvojici reálných č́ısel ± |ω|. Źıskali jsme
tedy dvojici ryze komplexńıch vlastńıch č́ısel

λ1,2 = ±i

√
5

4
− 5

4

√
1 +

8

5
β + β.

Nyńı použijeme např. Viètovy věty pro dopoč́ıtáńı zbývaj́ıćıho vlastńıho č́ısla λ3,

λ3 = −1

2
− 1

2

√
1 +

8

5
β.

Tedy pouze při hodnotě α = α∗ má P2,3(λ) dvě ryze imaginárńı vlastńı č́ısla λ1,2
a jedno nenulové reálné vlastńı č́ıslo λ3 , α∗ je tedy bifurkačńım parametrem. Pomoćı
Routh–Hurwitzova kritéria jsme ukázali, že pro 0 < α < α∗ maj́ı všechna vlastńı č́ısla
Jacobiho matice zápornou reálnou část, tud́ıž rovnovážné body S2 a S3 jsou pro tyto
hodnoty α typu stabilńı uzel–ohnisko, při překročeńı α∗ dojde k Hopfově bifurkaci a řešeńı
přejde ve stabilńı limitńı cykly, jak uvid́ıme v následuj́ıćı kapitole. Rovnovážné body S2,3

jsou pro α > α∗ typu sedlo–ohnisko.
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4 Grafická interpretace teoretických výsledk̊u

V předchoźı části jsme se věnovali analýze stability Chuova obvodu. Zkoumáńım vlastńıch
č́ısel jsme určili interval hodnot parametru α ∈ (0, α∗), pro které jsou rovnovážné body S2

a S3 stabilńı. Dále jsme také zjistili, že pro hodnotu α = α∗ nejsou S2 a S3 hyperbolickými
body, nebot’ dvě z vlastńıch č́ısel maj́ı nulovou reálnou část. Zde docháźı k takzvané
Hopfově bifurkaci.

V tomto odd́ıle se budeme snažit graficky interpretovat výsledky teoretické analýzy.
Nejprve vykresĺıme př́ıpad, kdy body rovnováhy S2 a S3 jsou stabilńı. Dále se zaměř́ıme
na chováńı systému při překročeńı α∗, které jsme předchoźı analýzou nebyli schopni od-
halit. K tomu využijeme bifurkačńı diagram, na němž si bĺıže poṕı̌seme vznik limitńıch
cykl̊u a chaotické chováńı Chuova systému. Zároveň také vykresĺıme trajektorie řešeńı pro
α > α∗.

Při vykreslováńı trajektoríı využ́ıváme již zmı́něných běžně už́ıvaných hodnot pa-
rametr̊u m0 = −1/7, m1 = 2/7 a nav́ıc také parametr β zvoĺıme pevně, β = 15.
Pro tyto parametry jsou rovnovážné body dány jako S1 = (0, 0, 0), S2 = (−1.5, 0, 1.5)
a S3 = (1.5, 0,−1.5).

Následuj́ıćı obrázky byly vytvořeny s pomoćı skriptovaćıho jazyka MATLAB. Použita
byla implementovaná metoda ode45, která využ́ıvá Runge–Kuttovy metody 4. a 5. řádu
s ř́ızeńım délky kroku. Protože funkce h(x) vyjadřuj́ıćı nelinearitu systému je symetrická
vzhledem k počátku (je lichá), každá trajektorie v okoĺı rovnovážného bodu S2 má sv̊uj
zrcadlový obraz v okoĺı rovnovážného bodu S3 a naopak. Následuj́ıćı obrázky tedy zobra-
zuj́ı dvojice trajektoríı s počátečńımi podmı́nkami P1 = (0.01, 0, 0) a P2 = (−0.01, 0, 0).
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Obrázek 4: Stabilńı rovnovážné body S2, S3 pro α < 7

Pro volbu parametru α < 7 očekáváme – dle předchoźı analýzy – že řešeńı v rov-
novážném bodě S1 bude nestabilńı, zat́ımco trajektorie z okoĺı S2 a S3 budou do těchto
bod̊u přitahovány. Skutečně, jak vid́ıme na obr. 4, rovnovážný bod S1 se projev́ı jako
(nestabilńı) sedlo–ohnisko. Rovnovážné body S2 a S3 jsou typu stabilńı uzel–ohnisko.

Nyńı se pod́ıvejme na hodnotu parametru α = 7. Při této hodnotě – jak již bylo
uvedeno dř́ıve – má doj́ıt k Hopfově bifurkaci (viz Matematický aparát, podkapitola 1.7),
nebot’ zde existuje dvojice ryze komplexńıch vlastńıch č́ısel a jedno reálné nenulové. Rov-
novážné body S2 a S3 ztráćı stabilitu a vzniká stabilńı limitńı cyklus. Na následuj́ıćım
obrázku (obr. 5) můžeme pozorovat ztrátu stability bod̊u rovnováhy S2 a S3.
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(a) Stabilńı rovnovážné body S2 a S3

pro α = 6.9
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(b) Nestabilńı rovnovážné body S2 a S3

pro α = 7.1

Obrázek 5: Ztráta stability rovnovážných bod̊u při překročeńı α∗

Toto chováńı lze dobře popsat prostřednictv́ım bifurkačńıho diagramu. Bifurkačńı di-
agram nám umožňuje vizualizovat chováńı systému v závislosti na ř́ıd́ıćım parametru.
V našem př́ıpadě se konkrétně jedná o závislost amplitudy stavové veličiny x na parame-
tru α (stejně tak lze vyjádřit závislost amplitud stavových veličin y a z). Je zde přitom
využita tzv. brute force metoda (neboli metoda hrubou silou), tedy po ustáleńı systému
pro každé α (respektive pro hodnoty α, které źıskáme jako uzly při rovnoměrném děleńı
na požadovaném intervalu) zaznamenáme v diagramu lokálńı maxima stavové veličiny x.
Typ chováńı se pak z bifurkačńıho diagramu určuje takto: jestliže pro danou hodnotu
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Obrázek 6: Bigurkačńı digram (xmax označuje amplitudu stavové veličiny x)

α źıskáme jediný bod, jedná se o jednoduchý cyklus, nebo je tento bod atraktivńım bo-
dem rovnováhy. Dvěma bod̊um pak odpov́ıdá zdvojený cyklus, neboli 2-periodický cyklus,
podobně čtyřem bod̊um odpov́ıdá 4-periodický cyklus, osmi bod̊um 8-periodický cyklus
apod. Postupně t́ımto zdvojováńım period źıskáme

”
nesouvislou“ množinu bod̊u, která

signalizuje kvaziperiodické nebo chaotické chováńı systému. V oblasti chaotického chováńı
pak můžeme pozorovat tzv. periodická

”
okna“ (z angličtiny periodic windows), která od-

pov́ıdaj́ı limitńım cykl̊um (nejedná se tedy o chaotické chováńı). Tento charakteristický jev
můžeme pozorovat i u jiných chaotických systémů. Bifurkačńı diagramy byly vytvořeny
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rovněž v prostřed́ı MATLAB s použit́ım klasické Runge–Kuttovy metody 4. řádu (nyńı s
pevnou délkou kroku).

Poznámka. Vzhledem k tomu, že při konstrukci bifurkačńıho diagramu použ́ıváme vždy
stejný počet amplitud, mohou se v diagramu objevovat nepřesnosti zp̊usobené vykresleńım
bod̊u před dosažeńım

”
ustáleného“ chováńı.
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Obrázek 7: Bigurkačńı digram – zdvojováńı period a přechod k chaotickému chováńı

Na obr. 5 můžeme vidět trajektorii, která je přitahována jednoduchým limitńım cyk-
lem. Pro hodnotu α = 7.1 v bifurkačńım diagramu (obr. 6) skutečně źıskáváme jediný
bod, který znač́ı právě jednoduchý limitńı cyklus.
Obr. 7 pak představuje výřez z bifurkačńıho diagramu pro hodnoty α ∈ (8.4, 9). Na tomto
obrázku můžeme bĺıže zkoumat zdvojováńı period. Např. pro hodnotu α = 8.5 bychom
měli źıskat 2-periodický cyklus. Tomu odpov́ıdá i následuj́ıćı obrázek (obr. 8).
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Obrázek 8: 2-periodický limitńı
cyklus pro α = 8.5

Obrázek 9: Chaotické chováńı při
α = 9

Daľśım zvyšováńım α pak vznikaj́ı 4, 6, 8-periodické cykly, dokud řešeńı nepřejde
do chaotického stavu. Tehdy se objev́ı chaotický atraktor (obr. 9), který je velmi po-
dobný chaotickému atraktoru Rösslerova dynamického systému, proto se v literatuře občas
setkáváme (viz např. [1]) s (chybným) označeńım Rössler̊uv atraktor.
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Obrázek 10: Typické chováńı
”
dvojitého svitku“ při r̊uzných hodnotách α

Dosud se jednalo vždy o cykly pouze v okoĺı bodu S2 nebo S3. Pokud však budeme α
nadále zvyšovat, začne vznikat takzvaný

”
dvojitý svitek“ – obr. 10(a) a 10(b). Chováńı

dvojitého svitku můžeme popsat takto: nejprve se trajektorie řešeńı vyskytuje pouze
v okoĺı jednoho z bod̊u S2 nebo S3, následně se od tohoto bodu odklońı ke druhému
a po několika oběźıch se vraćı zpět. Počet oběh̊u přitom nelze predikovat a neexistuje zde
žádná pravidelnost.

Vznik
”
dvojitého svitku“ můžeme dobře pozorovat i v bifurkačńım diagramu na obr. 6.

Všimněme si, že od určité hodnoty α se v bifurkačńım diagramu objevuj́ı i záporné hodnoty
xmax. Od této hodnoty (α ≈ 9.109) se trajektorie nevyskytuj́ı pouze v okoĺı bodu S2, ale
stř́ıdavě ob́ıhaj́ı kolem rovnovážných bod̊u S2 a S3.

Při hodnotě α = 10.45 si pak v bifurkačńım diagramu můžeme všimnout perio-
dického

”
okna“, které je vykresleno i na obr. 10(c), trajektorie řešeńı je zde přitahována

3–periodickým limitńım cyklem. Při daľśım zvyšováńı α trajektorie opust́ı invariantńı li-
mitńı množinu. Tento stav pak označujeme jako zánik

”
dvojitého svitku“, obr. 10(d).

Nyńı připomeňme podstatnou vlastnost deterministického chaosu. Dynamický systém
vykazuj́ıćı toto chováńı je charakterizován extrémńı citlivost́ı na poruchy v počátečńıch
podmı́nkách. Závislost na počátečńıch podmı́nkách je znázorněna na obr. 11. Počátečńı
stavy jsou dány jako P1 = (0.0100, 0, 0) a P2 = (0.0101, 0, 0). Pro názornost je na
obr. 11(b) vykreslena také závislost stavové veličiny x na nezávislé proměnné τ . Tra-
jektorie takového systému jsou přitahovány invariantńı limitńı množinou, tzv. podivným
atraktorem, který jsme mohli vidět na obr. 10.
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Obrázek 11: Závislost na počátečńı podmı́nce pro α = 10, P1 = (0.0100, 0, 0),
P2 = (0.0101, 0, 0)

Na závěr se ještě krátce vrat’me k neupravenému Chuovu obvodu (2.4)–(2.6). V ka-
pitole 3.1 jsme źıskali tři rovnovážné body, z nichž dva jsou závislé na ř́ıd́ıćım parame-
tru obvodu, kterým je v tomto př́ıpadě proměnný odpor R. Na následuj́ıćıch obrázćıch
můžeme vidět, jak se změna polohy rovnovážných bod̊u projevuje ve fázových portrétech.
Se zmenšuj́ıćım se odporem se body S∗2 a S∗3 přibližuj́ı k sobě, dvojitý svitek měńı na rozd́ıl
od našeho alternativńıho př́ıstupu (kde byla ř́ıd́ıćım parametrem kapacita C1 a odpor R
byl konstantńı) svou velikost, až do doby, kdy rovnovážné body S∗2 a S∗3 zcela zaniknou.
Poté existuje pouze nestabilńı rovnovážný bod S∗1 .

Tabulka 1: Běžně už́ıvané hodnoty parametr̊u Chuova obvodu

C1 10nF
C2 100nF
L 18mH
Ga −55/60mS
Gb −9/22mS
ε 1V

Následuj́ıćı obrázky byly vykresleny s použit́ım obvyklých hodnot parametr̊u Chuova ob-
vodu, které nalezneme v tabulce 1.
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Obrázek 12: Závislost polohy rovnovážných bod̊u na odporu R (bočńı pohled)
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Závěr

Ćılem této práce byl popis dynamických systémů, které vykazuj́ı chaotické chováńı. Kon-
krétně byla práce zaměřena na systémy, v nichž se vyskytuje atraktor typu

”
dvojitý

svitek“. Jako prototyp takového systému posloužil Chůuv elektrický obvod.
Prvńı kapitola byla věnována základńı teorii dynamických systémů. Zde byly zavedeny

pojmy jako jsou atraktor či bifurkace. Také zde byly uvedeny zp̊usoby posuzováńı stability
nelineárńıch dynamických systémů, těmi byly Hartman–Grobmanova linearizačńı věta,
dále Ljapunovova věta a Routh–Hurwitzovo kritérium stability.

Ve druhé kapitole byl nast́ıněn princip odvozeńı soustavy diferenciálńıch rovnic, které
popisuj́ı Chůuv elektrický obvod. Tuto soustavu jsme pak pomoćı vhodných substitućı
převedli na zjednodušený tvar, který byl závislý na čtyřech parametrech – α, β, m0 a m1.

V navazuj́ıćı kapitole byl prostor věnován analýze stability nalezených rovnovážných
bod̊u S1, S2 a S3 při pevně zvolených hodnotách parametr̊u m0 a m1. Pomoćı linearizace
a Routh–Hurwitzova kritéria stability bylo možné určit interval parametr̊u α, pro které
byly rovnovážné body S2 a S3 stabilńı. Zjistili jsme také, že bod S1 je pro libovolnou dvojici
př́ıpustných hodnot parametr̊u α a β nestabilńı. Zkoumáńım vlastńıch č́ısel Jacobiho
matice pak bylo možné určit kritický bifurkačńı parametr α∗, při jehož překročeńı došlo
k Hopfově bifurkaci, tj. došlo ke ztrátě stability rovnovážných bod̊u S2 a S3 a vzniku
limitńıch cykl̊u.

Kapitola čtvrtá byla věnována mimo jiné i chaotickému chováńı Chuova systému. Ke
znázorněńı tohoto chováńı posloužil zejména bifurkačńı diagram, na kterém byl popsán
přechod od limitńıch cykl̊u přes chaotický atraktor v okoĺı jednoho z rovnovážných bod̊u
až ke

”
dvojitému svitku“. Chováńı při r̊uzných parametrech α bylo rovněž znázorněno

pomoćı trajektoríı řešeńı. Ty byly vykresleny pomoćı skriptovaćıho jazyka MATLAB. Po-
moćı trajektoríı řešeńı a také grafické závislosti stavové veličiny x na nezávislé proměnné
τ jsme znázornili velmi podstatnou vlastnost chaotického systému, kterou je citlivá závis-
lost na počátečńıch podmı́nkách. Součást́ı této kapitoly bylo i krátké porovnáńı mezi
chováńım systému při měńıćım se odporu R, což je zp̊usob fyzikálně přirozeněǰśı ovšem
také výpočetně náročněǰśı, a chováńım systému při měńıćı se kapacitě C1 (tedy při měńıćım
se α).

Tato práce se snažila poskytnout základ pro daľśı zkoumáńı nelineárńıch dynamických
systémů. Je jistě možné navázat hlubš́ı analýzou chaotického chováńı. Z nejznáměǰśıch
metod můžeme zmı́nit např́ıklad výpočet Ljapunovových exponent̊u.
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stupné z: http://www.mat.fme.vutbr.cz/home/francu

[4] HALLIDAY, David, Robert RESNICK a Jearl WALKER. Fyzika: Vysokoškolská
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