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Abstrakt

Tato prace se zabyva zkoumanim stabilniho a chaotického chovani nelinearnich dyna-
mickych systému. Konkrétné se zaméruje na Chuuv elektricky obvod. K vySetfeni sta-
bility systému jsou vyuzity Hartman—Grobmanova véta a Routh—Hurwitzovo kritérium.
Préace je doplnéna bifurka¢nim diagramem, na kterém je popsdno mimo jiné i chaotické
chovani Chuova systému.

Abstract

This thesis analyzes stable and chaotic behavior of nonlinear dynamic systems. It is fo-
cused on Chua’s electric circuit. The Hartman—Grobman theorem and the Routh—Hurwitz
criterion are used to assess the stability of this system. Furthermore, the thesis also inclu-
des a bifurcation diagram which describes the chaotic behavior of Chua’s circuit.
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Uvod

Deterministicky chaos oznacuje velmi slozity typ chovani dynamického systému. Uvodem
je tieba Tici, Zze zde nemluvime o chaosu v bézném pojeti, nejednd se tedy o chovani
nahodné. Systém, ktery vykazuje chaotické chovani, je charakterizovan extrémni citlivosti
vzhledem k poc¢atecnim podminkam. Nelze tedy predpoveédét, jak se systém bude vyvijet,
pokud dojde k poruse v poc¢atecnim stavu, byt zndme puvodni feSeni. Vedle citlivosti na
pocatecni podminky je dalsim typickym rysem téchto systému existence tzv. podivného
atraktoru, kterym jsou pritahovany trajektorie feseni.

V této praci se budeme zabyvat dynamickymi systémy, jejichz trajektorie jsou za
urcitych podminek pfitahovany atraktorem znamym jako ,dvojity svitek“ (z anglictiny
double scroll). Takové chovani se muze projevovat u nékterych i pomérné jednoduchych
dynamickych systému, jez obsahuji nelinearni prvek. V této préci se zamétime na Chuuv
elektricky obvod, ktery je pojmenovan po védci a vynélezci tohoto obvodu — Leonu
O. Chuovi. Jedna se o oscilacni obvod skladajici se z nékolika linearnich casti a z jed-
noho nelinearniho prvku, znamého jako Chuova dioda.

Préce je ¢lenéna do ¢tyt kapitol. Prvni ¢ast je vénovana teoretickému uvodu, kde bu-
dou vysvétleny pojmy jako jsou dynamicky systém, atraktor ¢i bifurkace. Déle se budeme
zabyvat zpusoby posuzovani stability rovnovaznych bodu, konkrétné uvedeme Ljapuno-
vovu vétu, Hartman—Grobmanovu linearizaéni vétu a Routh-Hurwitzovo kritérium sta-
bility. Nasleduje sestaveni matematického modelu Chuova obvodu, kde pomoci znamych
fyzikalnich zdkonu odvodime soustavu nelinearnich diferencidlnich rovnic prvniho tadu.
Omezime se ptitom na nejjednodussi mozny model Chuova obvodu. V dalsi ¢ésti se bu-
deme vénovat analyze tohoto nelinearniho dynamického systému. Cilem bude nalézt rov-
novazné body a urcit jejich stabilitu v zavislosti na nékolika parametrech. Dale se po-
kusime urcit kritické bifurka¢ni parametry, pti jejichz prekroceni dochézi ke kvalitativnim
zménam chovani. Na tuto kapitolu navazeme numerickou, respektive grafickou simulaci
obdrzenych teoretickych vysledki. Vykreslime fazové portréty pro rizné hodnoty para-
metru i poc¢ateéni podminky a pomoci bifurka¢niho diagramu se pokusime popsat jednot-
livé oblasti chovani systému.
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1 Matematicky aparat

Nez prejdeme k samotné analyze Chuova obvodu, uvedeme teorii potfebnou ke zkoumani
vlastnosti nelinedrniho dynamického systému. V nésledujicich odstavcich zavedeme pojem
dynamického systému a budeme se zabyvat podminkami existence a jednoznac¢nosti feseni
nelinedarni soustavy obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic. Dale zavedeme pojem autonomni
soustavy, topologicky ekvivalentni trajektorie, aj.

Protoze obecné nejsme schopni fesit soustavu nelinearnich diferencialnich rovnic, vy-
slovime Hartman—Grobmanovu vétu, respektive Ljapunovovu vétu, pomoci nichz je mozné
ziskat informace o lokalnim chovani systému v okoli rovnovazného bodu x*. Dulezitymi
pojmy z oblasti dynamickych systému budou také bifurkace nebo atraktor. Na zavér této
kapitoly uvedeme Routh—Hurwitzovo kritérium, diky kterému jsme schopni posoudit sta-
bilitu systému.

Poznamenejme také, ze se v néasledujicim textu setkdme se zkratkou ODR, kterd bude
vzdy oznacovat obycejné diferencialni rovnice. Pojmy a véty uvedené v této kapitole lze
nalézt napriklad v [2], [3], [7], [8] nebo [9].

1.1 Autonomni dynamicky systém

Pojem dynamického systému se poji nejcastéji s fyzikalnimi systémy, které se urcitym
zpusobem vyvijeji v case. Presnéji, stav téchto systému je mozné za urcitych predpokladu
v kazdém ¢asovém okamziku ¢ popsat n-tici redlnych proménnych x(t) € R", tzv. sta-
vovych veli¢in. Okamzity stav systému zcela urcuje jeho vyvoj v case, tedy urcitému stavu
v piftomnosti muzeme prifadit konkrétni stav v minulosti i budoucnosti (viz [10]). Dyna-
micky systém je tedy zpusob, jak matematicky popsat vyvoj tohoto systému. V nésledujici
definici zavedeme rigorézné tento pojem.

Definice 1.1. (Spojitym) dynamickym systémem nazveme dvojici (¢, ), kde zobrazen{
v : R x Q — Q je spojité a pro Vx € () spliuje:

1. po(x) = x,
2. ws(pe(x)) = psie(x), Vs, t €R.

Pouzivame zde ptitom obvyklé znaceni ¢, (x) = (¢, x).

Pozndmka. Mnozina stavu {2 se v literatufe oznacuje pojmem stavovy prostor. V dalsich
kapitolach budeme stavovym prostorem €2 rozumét vzdy prostor R™.

V této praci se budeme zabyvat vyhradné dynamickymi systémy, které jsou dany jako
resici funkce soustavy autonomnich diferencidlnich rovnic.

Definice 1.2. Soustavu rovnic x' = f(t,x) nezveme autonomni, jestlize nezavisi na
nezavislé proménné ¢. Tedy plati £(¢,x) = f(x).

Nejcastéji jako proménnou ¢ uvazujeme cas. Jedna se tedy o jevy, pro které se s casem
neméni data tlohy — pro nelinearni ODR se tedy neméni prava strana rovnice f(x).
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Zaved me nyni poc¢atecni tilohu soustavy autonomnich diferencidlnich rovnic prvniho fddu
x' = f(x), (1.1)
x(to) = Xo, (1.2)
kde f = (f1,..., fa) : R* = R", x¢ € R". Resenim soustavy (1.1) na intervalu I C R je

kazda vektorovd funkce x = (x1,...,x,) : I — R", kterd po dosazeni do x’ = f(x) davé
identickou rovnost pro Vt € I.

Oznacéme Feeni pocatecni tlohy (1.1)—(1.2) na intervalu I(xo) jako ¢(t,xo). Pak podle [9]
je tok diferencialnich rovnic definovan nasledovneé.

Definice 1.3. Necht  je oteviend podmnozina R™ a necht f € C'(2). Déle necht
pro xo € §2 je ¢(t,xq) fesenim dané pocatecni ulohy (1.1)—(1.2) definované na maximalnim
intervalu® existence resenf I(xg). Pak pro t € I(xg) nazveme zobrazeni ¢, definované jako

vi(x0) = w(t,%0)

tok diferencidlnich rovnic nebo tok definovany diferencidlnimi rovnicemi. Casto se muzeme
setkat i s oznacenim tok vektorového pole f.

Definice 1.4. Grafem reseni x(t) : [ — R™ je kiivka {(t, z1(t),...,z,(t)) € R"™! |t € T}.

Vzhledem k tomu, Ze v prostorech tieti (nebo vyssi) dimenze nelze zobrazit graf fesent,
budou nés zajimat tzv. trajektorie Teseni. Jedna se o prumeét feseni poc¢atecni ilohy do pro-
storu hodnot feseni, tj. do stavového prostoru.

Definice 1.5. Trajektorie feseni x(t) soustavy diferencidlnich rovnic (1.1) splaujici (1.2)
je kiivka {(x1(z),...,z,(z)) € R™ | t € I}. Sipka oznacujici orientaci kiivek popisuje
pohyb hodnoty feSeni po trajektorii pti rostoucim case ¢.

Soubor trajektorii feseni x(t) soustavy (1.1) ve stavovém prostoru pro ruzné pocateéni
podminky oznac¢ime pojmem fazovy portrét. Stavovy prostor oznacujeme také jako fazovy
prostor.

Definice 1.6. Bod x* € R” se nazyva rovnovdzny bod soustavy (1.1) nebo také singuldrnt,
staciondrni ¢ kriticky bod, jestlize f(x*) = 0.

Nyni si uvedeme analogii Picardovy véty, tedy vétu o existenci a jednoznacnosti feseni
autonomnich soustav ODR prvniho fadu. Pfedtim, nez tuto vétu vyslovime, definujme
podminku lipschitzovskosti.

Definice 1.7. Necht € je oteviend podmnozina R™ a necht f : Q — R" je vektorové pole.
Reknéme, ze f spliiuje Lipschitzovskou podminku na €2, jestlize existuje kladné konstanta
L takova, ze pro vSechna x1,x9 € () plati

1) — £(x2)|| < Lllx1 — xz|. (1.3)

'Maximalnim intervalem Feseni ¢(t,x%g) soustavy diferencidlnich rovnic rozumfme takovy interval,
ktery nelze rozsitit tak, aby na tomto rozsifeném intervalu bylo ¢(t, %) opét Fesenim.
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Poznamka. Podminka lipschitzovskosti je mnohdy nahrazovana predpokladem spojitosti

parcidlnich derivaci vektorového pole f podle vsech proménnych x = (zy,...,x,), z néhoz

uz plyne lokalni lipschitzovskost. Tedy pokud existuji parcidlni derivace ga’:?, které jsou
J

spojité na 2 pro vsechna i, j = 1, ..., n, pak vektorové pole f je lokdlné lipschitzovské?, [3].

Véta 1.8 (O existenci a jednoznacnosti reseni). Necht kazdd slozka vektorového pole £
je spojita v okoli bodu xq. Pak existuje okoli bodu ty, na kterém existuje reseni pocdatecni
tlohy (1.1)—(1.2). Necht vektorové pole £ je navic i lipschitzovské v okoli bodu xo. Potom
resent X(t) pocdteéni ilohy (1.1)—(1.2) je uréeno jednoznacneé.

Ideu dukazu této véty nalezneme napiiklad v [3]. Tvrzeni zustane v platnosti i v piipadé
lokalni lipschitzovskosti vektorového pole f.

Véta 1.9. Uvazujme autonomni soustavu ODR s lipschitzovskym polem f : Q — R™.
Potom trajektorie iplného teseni x(t) (tj. resend, které nelze prodlouzit na vétsi interval)
jsou ndsledugicich tri typu:
1. singularni bod — reseni x(t) jsou konstantni,
2. cyklus, periodicky orbit — uzavrend krivka, reseni x(t) je periodické,
3. otevrend meprotinajici se krivka — trajektorie teseni predstavuje prosté zobrazeni
otevrreného intervalu I = (a,b) (véetné pripadi a = —oo nebo b = o) do fazového
prostoru.

1.2 Topologicky ekvivalentni trajektorie

V nasledujicich kapitolach se budeme zabyvat systémy, jejichz trajektorie jsou si v jistém
smyslu podobné — maji stejny pocet rovnovaznych bodu, stejného typu stability, pricemz
existuje néjaké spojité zobrazeni, které trajektorie prvniho systému prevadi na trajek-
torie druhého systému. Takové trajektorie oznacujeme pojmem topologicky ekvivalentni
trajektorie. Tento pojem si proto nyni korektné zavedeme.

Definice 1.10. Dynamicky systém (p, R"™) nazveme topologicky ekvivalentni se systémem
(1, R™), jestlize existuje homeomorfismus® h : R® — R™ ktery zobrazuje trajektorie
prvniho systému na trajektorie druhého systému, pricemz zachovava smér plynuti ¢asu.
Tedy jestlize je trajektorie prvniho dynamického systému orientovana z bodu x; do bodu
Xo, pak trajektorie druhého systému musi byt orientovéna z bodu h(xy) do bodu h(x3).

Pozndmka. Vétou 1.8 mame zarucenu pouze lokalni fesitelnost tlohy (1.1)—(1.2), avsak
u kazdé soustavy s C'-vektorovym polem lze ,preskdlovat® cas tak, Zze nové vznikla sou-
stava uz ma teseni na celé redlné ose a prislusna vektorova pole jsou topologicky ekvi-
valentni, detaily lze nalézt v monografii [9]. V tomto smyslu lze tedy kazdou autonomni
soustavu s C''-vektorovym polem f povazovat za dynamicky systém.

1.3 Linearizace

Obecné nejsme schopni fesit nelinearni ODR, ovSem je mozné lokdlné popsat chovani
nelinedrniho systému v okoli tzv. hyperbolického rovnovaizného bodu pomoci ur¢ité linearni
soustavy.

2Vektorové pole f je lokalné lipschitzovské, jestlize podminka (1.3) je splnéna na néjakém okolf libo-
volného bodu x € €.

3Zobrazeni f : X — Y nazveme homeomorfismus, jestlize je spojité, bijektivni a inverzni zobrazen{
f~1 je také spojité.
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Pozndmka. V nasledujici definici vyuzijeme vlastni ¢isla Jacobiho matice

dfr fi

8_951(X*) A (x*)
J=Df(x") = ..
(9_331(X ) ... B (x*)

Vlastni ¢isla Jacobiho matice uréime jako koteny charakteristického polynomu
P(X\) =det(J — AI) = 0.

Definice 1.11. Rovnovézny bod x* soustavy (1.1) nazveme hyperbolicky, jestlize zadné
z vlastnich ¢isel matice Df(x*) nemd nulovou redlnou ¢ést.

V dalsich odstavcich si ukdzeme, ze kvalitativni chovani soustavy (1.1) je v okoli
hyperbolického rovnovazného bodu uréeno soustavou linearnich diferencidlnich rovnic

x' = Ax

Y

kde matice A = Df(x*). Tuto soustavu rovnic nazveme linearizaci soustavy (1.1) a Ax
nazveme linedrni ¢dsti £ v bode x*.

V dostatecneé blizkém okoli hyperbolického rovnovazného bodu x* méa nelinearni systém
stejnou kvalitativni strukturu jako lineadrni systém. Jsme tak schopni vysetiit typ a sta-
bilitu tohoto hyperbolického bodu, viz néasledujici véta.

Véta 1.12 (Hartman—Grobmanova). Predpoklddejme, Ze x* je rovnovazngm bodem sou-
stavy (1.1) a matice linearizace A = Df(x*) md vsechna vlastni ¢isla s nenuloviymi
redlnymi ¢astmi. Pak existuje okoli O(x*) takové, zZe na O(x*) je dynamicky systém (1.1)
topologicky ekvivalentni se systémem x' = Ax.

Dikaz této véty nalezneme napiiklad v [9].

1.4 Stabilita rovnovaznych bodua

Stabilita feseni ODR vyjadiuje citlivost Tfeseni na zménu dat. Systém je tedy stabilni,
jestlize mald zména dat vyvold malou zménu feseni.

Definice 1.13. Reseni %(t) pocateéni tlohy (1.1)-(1.2) nazveme stabilni na intervalu
I = (tg,00) vzhledem k pocatecni podmince, jestlize pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0
takové, ze pro kazdé teseni x(t) soustavy (1.1) plati nésledujici implikace:

Ix(to) = %(to) || <0 = [Ix(t) —x(@)|| <&, Vtel

Definice 1.14. Resenf X(t) pocatecn{ tlohy (1.1)-(1.2) nazveme atraktivni pro t — oo
vzhledem k pocatecni podmince, jestlize existuje § > 0 takové, ze pro kazdé feseni x(t)
soustavy (1.1), které spliuje

|x(to) — %(to)|| <9, plati ||x(¢) —x(t)|| — 0 pro t — 0.

Hyperbolické body maji tu vlastnost, ze jsou bud asymptoticky stabilni (tj. zaroven
stabiln{ i atraktivn{), nebo nestabilni. Stabilitu hyperbolickych bodu muzeme snadno uréit
pomoci vlastnich ¢isel matice prislusné linearizace. Z Hartman-Grobmanovy véty plyne
nasledujici tvrzeni:
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Véta 1.15. Md-li matice Df(x*)
e vSechna vlastni cisla se zdapornou redlnou ¢dsti, je rovnovazny bod x* asymptoticky
stabilni,
e alespon jedno vlastni c¢islo s kladnou redlnou c¢asti, je rovnovdzny bod x* nestabilni,
e alespon jedno z vlastnich cisel s nulovou redlnou casti, jednd se o nehyperbolicky bod
a v takovém pripadé o stabilité nemiuzeme rozhodnout.

Oproti tomu nehyperbolické body mohou byt stabilni, asymptoticky stabilni, nebo
nestabilni. O jejich stabilité vsak nemtuzeme rozhodnout pomoci vlastnich ¢isel matice.
Pro vysetieni stability tedy vyuzivame nasledujici vétu.

Véta 1.16 (Ljapunov). UvaZujme soustavu (1.1) s rovnovdznym stavem x* € R"™ a necht
existuje okoli O rovnovazného stavu X* a skaldrni funkce V : O — R, kterd spliuje

1. V(x*) =0,

2. V(x) > 0 pro vsechna x € O\ {x*}.
Pak plati nasledujici tvrzeni:

1. Je-li V <0 na O\ {x*}, rovnovdzny stav x* je stabilni.

2. Je-liV <0 na® \ {x*}, rovnovdiny stav x¢ je asymptoticky stabilni.

Symbolem V (x) rozumime V(x) = f(x) - VV(x), kde VV (x) = <§7V’ cey STV)
1 n

Pozndmka. Nalezeni takové funkce V' vsak byvé casto velmi obtizné, nebot neexistuje
obecny postup, jak tuto funkci ziskat.

1.5 Klasifikace rovnovaznych bodi v R?

V této podkapitole uvedeme zakladni typy hyperbolickych rovnovaznych bodu v prostoru
R3 a vykreslime typické fdzové portréty. Typ rovnovazného bodu uréime pomoci vlastnich
¢isel Jacobiho matice J = Df(x*).

e Uzel: vSechna vlastni ¢isla Jacobiho matice jsou realna a maji stejné znaménko.
Pokud jsou vSechna tato vlastni ¢isla zaporna, jedna se o stabilni uzel a naopak,
pokud jsou vSechna kladna, oznacujeme hyperbolicky bod jako nestabilni uzel.

e Sedlo: vSechna vlastni ¢isla Jacobiho matice jsou redlna a jedno ma opacné znaménko
nez dvé zbyvajici. Sedlo je vzdy nestabilni.

e Uzel-ohnisko: Jacobiho matice méa dvojici komplexné sdruzenych ¢isel a jedno vlastni
¢islo redlné, pricemz redlné ¢éasti téchto vlastnich ¢isel maji stejné znaménko. Po-
kud jsou realné ¢asti téchto vlastnich cisel zaporné, jedna se o stabilni uzel-ohnisko
a naopak, pokud jsou vSechny realné ¢asti vlastnich ¢isel kladné, oznac¢ujeme hyper-
bolicky bod jako nestabilni uzel-ohnisko.

e Sedlo—ohnisko: Jacobiho matice ma dvojici komplexné sdruzenych ¢isel a jedno
vlastni ¢islo realné, pricemz realnd cast tohoto vlastniho ¢isla mé opacéné znaménko
nez realné ¢asti dvojice komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel. Sedlo—ohnisko je vzdy
nestabilni.
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###

) Nestabilni uzel ) Stabiln{ uzel ) Sedlo (nestabilni)
) Nestabilni uzel-ohnisko ) Stabiln{ uzel-ohnisko ) Sedlo—ohnisko

Obrazek 1: Typické fazové portréty v okoli hyperbolickych bodu v prostoru R?

1.6 Atraktor

Pod pojmem atraktor rozumime mnozinu, kterou jsou pritahovany vsSechny trajektorie
z urcitého okoli atraktoru. Trajektorie dynamického systému mohou byt pritahovany sin-
gularnimi body, periodickymi orbity nebo jinymi, komplikovanéjsimi mnozinami.

Zvlastnim piipadem atraktoru je podivny atraktor, ktery muze vzniknout u soustavy
alespon tii nelinedarnich diferencialnich rovnic.

Definice 1.17. Méjme trajektorii I' odpovidajici feseni ¢(¢,x) soustavy (x nyni tedy
povazujeme za pevné). Jestlize existuje posloupnost {t,,}°°,, lim ¢, = oo takovéd, ze
n—oo

lim p(t,,x) =y,

n—oo

pak bod y nazveme w-limitnim bodem trajektorie I'. Mnozinu vSech w-limitnich bodu
nazveme w-limitni mnoZinou trajektorie I' a oznacime ji w(I').

Definice 1.18. Podobné, jestlize existuje posloupnost {¢,}2,, lim ¢, = —oo takova, ze
n—o0

lim ¢(t,,x) = z,

n—oo
pak bod z nazveme a-limitnim bodem trajektorie I'. Mnozinu vSech a-limitnich bodu
nazveme «-limitni mnozinou trajektorie I' a oznacime ji a(I").

Definice atraktoru neni jednotna. Obecné je atraktorem uzaviend mnozina A C R”"
splnujici nasledujici vlastnosti:
1. Mnozina A je invariantni, tedy kazda trajektorie feSeni, kterd v mnoziné A za¢ina,
v ni zustava.
2. M4 tzv. oblast pritazlivosti, tedy existuje oteviend mnozina O O A takovéa, ze pro
vSechna x € O je w(I'x) C A. Tedy kazda trajektorie z této mnoziny se pro t — oo
blizi k A.
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3. Je merozloZitelnd, tj. neexistuje takova podmnozina A, ktera by spliovala predchozi
vlastnosti.

Pozndmka. V literatufe se muzeme setkat s dalsimi doplnujicimi podminkami. Jedna
z nich predpoklada, ze existuje trajektorie, kterd je v A husta.

Definice 1.19. Pokud je limitni mnozinou dynamického systému uzaviend kiivka, pak
tuto mnozinu nazveme limitni cyklus.

1.7 Bifurkace

Bifurkace je pojem, ktery oznacuje zménu vlastnosti systému v zavislosti na parametru,
respektive skupiné parametri. Méjme dynamicky systém, ktery je zavisly na parametru a

x' =f(x, ),

kde x € R" a a € R™. Zménou parametru a dostavame nové dynamické systémy, které
mohou byt topologicky ekvivalentni s puvodnim systémem nebo se jejich topologie zmeéni.

S bifurkaci tzce souvisi pojem strukturdlni stabilita. Volné feceno, vektorové pole je
strukturalné stabilni, jestlize je topologicky ekvivalentni s kazdym blizkym vektorovym
polem. Pokud vektorové pole neni strukturalné stabilni, pak ani dynamicky systém neni
strukturalné stabilni a dochézi k bifurkaci.

Definice 1.20. Rekneme, Ze vektorové pole f € C1(Q), kde Q C R, je strukturdiné
stabilni, jestlize existuje € > 0 takové, Ze pro kazdé g € C1(2), pro které plati

If —gll <e,
jsou f a g topologicky ekvivalentni na €.

Pti zkoumani vlastnosti Chuova obvodu se setkame predevsim s Hopfovou bifurkaci.
K tomuto typu bifurkace dochézi, jestlize ptislusna linearizace méa dvojici ryze kom-
plexnich ¢isel a zadné dalsi vlastni ¢islo nema nulovou redlnou c¢ast.
Rozlisujeme pritom dva druhy Hopfovy bifurkace, a to bifurkaci subkritickou a nadkritic-
kou.

o Subkritickd bifurkace: pti prekroceni kritické hodnoty bifurkacniho parametru se
meéni stabilita rovnovazného bodu a vznika nestabilni limitni cyklus.

e Nadkritickd bifurkace: pti prekroceni kritické hodnoty bifurkaéniho parametru se
meéni stabilita rovnovazného bodu a vznika stabilni limitni cyklus.

1.8 Routh—Hurwitzovo kritérium

Podle véty 1.15 je teSeni v okoli hyperbolického bodu stabilni, jestlize vSechna vlastni
¢isla Jacobiho matice maji zapornou redlnou c¢ést, tedy lezi v levé komplexni polorovineé.
V nékterych pripadech (zejména u soustav 5 a vice rovnic) nejsme schopni ur¢it presné
hodnoty vlastni ¢isel. V takovych situacich vyuzivame Routh—Hurwitzovo kritérium.
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Véta 1.21. Méjme polynom P(A) = A" + a; A" + ... + ap 1\ + ap, kde a; jsou redlné

konstanty, 1 = 0,...,n. Ddle definugme Hurwitzovu matici
ay 1 o - 0
as (05} aq 0
H = as ay az -+ 0
Aon—1 Q2p—2 A2p-3 - dpn
(koeficienty s indexem vétsim nez n klademe rovny nule). Pokud jsou hlavni rohové mi-
noryt |Hy|, i = 1,...,n, kladné, pak vsechny koreny polynomu P(\) maji zdporné rediné
casti.

4Hlavn{ rohovy minor |A;| matice A fadu n x n je determinant matice i x i vytvorené z prvnich i
raddku a prvnich i sloupcu matice A.
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2 Sestaveni matematického modelu Chuova obvodu

Chuuv obvod je matematicky popsan soustavou tii nelinearnich diferencialnich rovnic.
V této kapitole popiSseme princip odvozeni této soustavy ODR. Jelikoz fyzikalni popis
jednotlivych prvku neni predmétem naseho zkoumani, omezime se pii sestavovani mate-
matického modelu Chuova obvodu pouze na zndmé fyzikalni vztahy a zakony. Konkrétne
to budou prvkové rovnice idealnich pasivnich prvku a Kirchhoffovy obvodové zakony. Od-
vozeni téchto zakonu i jednotlivé pojmy zminéné v této kapitole lze nalézt v publikacich
uvedenych v seznamu literatury, konkrétné v [4] a [5].

Jak jiz bylo feceno v ivodu této prace, Chuuv obvod je jednoduchy elektricky obvod
skladajici se ze ctyt linearnich prvku, kterymi jsou v idedlnim pripadé dva kapacitory
s kapacitami C] a (5, induktor s indukcnosti L a rezistor s odporem R. Tyto linedrni
Chuova dioda, ktera se dale skladd z nékolika rezistoru, opera¢nich zesilova¢u a diod.
Pravé tato soucastka vnasi do modelu Chuova obvodu nelinearitu. Pro nase potieby si
vystacime s voltampérovou charakteristikou této diody, ktera graficky popisuje zavislost
mezi elektrickym proudem a napétim.

R

Obrézek 2: Schéma Chuova elektrického obvodu

Pozndmka. V obrazku 2 je pro znazornéni Chuovy diody pouzit symbol nelinearniho re-
zistoru s oznacenim Ry . Indexem N budeme dale oznacovat veliciny souvisejici s Chuovou
diodou (tedy napéti uy znaci napéti na Chuové diodé a proud iy znaé¢i proud touto diodou
prochézejici).

Veli¢inu oznac¢enou malym pismenem budeme dle bézné konvence povazovat za zavislou.
Ve vsech pripadech budou takto oznacené velic¢iny zavislé na case t.

Oznaceni jednotlivych veli¢in je nasledujici:

up ... napéti na kapacitoru s kapacitou Cf,

uy ... napéti na kapacitoru s kapacitou Cj,

3 ... proud prochézejici induktorem s indukcnosti L,
Gap - .. vodivosti popisujici chovani Chuovy diody.

Model je déle do jisté miry zjednodusen zanedbanim odporu civky, tedy predpokladame,
ze v obvodu je zapojen idealni induktor. Toto zjednodusSeni nema zasadni vliv na chovani
Chuova obvodu.
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2.1 Zakladni rovnice idealnich pasivnich prvkua

1. Prvkovd rovnice induktoru
Prvkové rovnice induktoru popisuje linedarni zavislost magnetického indukéniho toku
® na proudu ¢
b=1-1. (2.1)

Indukcnost L je jedinym konstantnim parametrem linearniho induktoru a je vzdy
kladna.

2. Prvkovd rovnice kapacitoru
Prvkova rovnice kapacitoru vyjadiuje linearni zavislost mezi nabojem ¢ a napétim
u
q=C"-u. (2.2)
Jedinym konstantnim parametrem kapacitoru je kapacita C, ktera je zavisla pouze
na geometrii elektrod kondenzatoru a je vzdy kladna.

3. Prvkovd rovnice rezistoru
Déle uvedme prvkovou rovnici rezistoru zndmou jako Ohmtv zékon
u=R-i. (2.3)
Zde je jedinym konstantnim parametrem kladny odpor R.
Nyni uvedeme dalsi dva pottebné vztahy. V obvodu stiidavého proudu se kolem induktoru
vytvari proménné magnetické pole. Toto pole pak dle Faradayova indukcéniho zdkona
vytvaii v induktoru elektromotorické napéti (viz napiiklad [4]). Toto napéti muzeme uréit
jako
do
dt’
Dosazenim prvkové rovnice (2.1) do tohoto vztahu ziskdme zavislost indukovaného napéti
na proudu, ktery prochézi induktorem,

u =

di
u=—L- Te
Zéavislost proudu na velikosti preneseného naboje je dana vztahem
- _dg
=

Pomoci tohoto vztahu a prvkové rovnice (2.2) dostavame vztah mezi napétim a proudem

na kapacitoru

) du
Z_CE

2.2 Kirchhoffovy zakony pro elektrické obvody

V dalsim budeme pouzivat Kirchhoffovy zdkony pro elektrické obvody, uved'me tedy jejich
slovni formulaci:
1. Smyckové pravidlo
Algebraicky soucet ubytku napéti pti pruchodu libovolnou uzavienou smyckou elek-
trického obvodu je nulovy.
2. Uzlové pravidlo
Soucet proudu vstupujicich do uzlu je roven souc¢tu proudu, které z uzlu vystupuji.
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2.3 Matematicky model Chuova obvodu

Pomoci smyckového pravidla a Kirchhoffova zékonu o proudech v uzlu a ze vztahu uve-
denych v podkapitole 2.1 snadno odvodime soustavu diferencialnich rovnic

duy Us Uy 1

_ w1 2.4
dt ClR ClR Clg(u1)7 ( )
dUQ ig Uo Uy

_ i3 ] 2.5
it ~ C GR ' GR (25)
d25 U9
= = = 2.6
dt L (2:6)

Jak jiz bylo feceno diive, funkce g(u;) je zaddna pomoci voltampérové charakteris-
tiky nelinedrniho prvku. Voltampérova charakteristika je grafickym vyjadrenim zavislosti
napéti na proudu. V piipadé Chuovy diody se jedné o charakteristiku po ¢astech linearni.
Tu muzeme popsat funkei g(u;)

Grur + (G — Gy )e, u < —¢,
g(ur) = Gau, — < u < g
Gour — (Gp — Gole, & < uy.

Pozndmka. Bézné ve fyzice symbolem G oznac¢ujeme vodivost, tedy prevracenou hodnotu
odporu R (odpor R nabyvéd vzdy kladnych hodnot). V tomto piipadé vsak dodrzime
znaceni pouzité v [6] a hodnoty G, respektive G, uvazujeme zaporné.

Goe | - G,

Obrazek 3: Voltampérova charakteristika Chuovy diody

Nyni zavedeme substituce, které prevedou ptedchozi soustavu diferencialnich rovnic
na zjednoduseny tvar, ktery je bézné uvadén v literatute, viz napft. [1], [6]. Tyto substituce
maji tvar

(75} t
S - — 14 RG,,
T 87 T RC2, mo +
C
y:%7 a:_Qu m1:1+RGb7
£ Ch
' R2C
:=2R, B="
€ L



Vsimnéme si, ze nové zavedené proménné x, y, z, 7,«, 3, mga my jsou bezrozmérné.
Ziskali jsme tedy autonomni soustavu tii diferencialnich rovnic, ktera je po ¢astech linearni,
s derivacemi podle proménné 7

v = oy —h()), 2.7)
Yy = x—y+z (2.8)
2 = —py. 2.9)

Funkce h(zx) je rovnéz po ¢dstech linedrni,

xmy + (my — myg), r < —1,
h(z) = ¢ xmy, -1 <z < 1,
xmy — (mp —mgp), 1 < =x.

Tato soustava diferencialnich rovnic je zavisla na bezrozmérnych parametrech o, 3, mq,
my, které jsou navzajem zavislé. Podivejme se nyni blize na znaménka téchto parametru.
7 uvedené substituce a diive uvedenych vlastnosti parametru jednotlivych idealnich pa-
sivnich prvku je ztejmé, ze o a 3 jsou kladné. O my a m; nemuzeme bez znalosti G, a G}
rozhodnout.
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3 Analyza stability Chuova obvodu

V predchozi kapitole jsme sestavili matematicky model Chuova elektrického obvodu.
Ziskali jsme tak soustavu tii diferencidlnich rovnic se ¢tyfmi parametry. Z fyzikalniho hle-
diska je nejprirozenéjsi zabyvat se pripadem, kdy je fidicim prvkem proménny odpor R.
V této praci vsak zvolime alternativni pristup a budeme vysetfovat stabilitu upraveného
systému Chuova obvodu (2.7)-(2.9). Ridicim prvkem bude v tomto pifpadé kapacita C;.
Jedinym parametrem, ktery je na C zavisly, je a. Tedy stabilitu Chuova obvodu budeme
posuzovat pravé vzhledem k tomuto parametru. Konkrétni hodnoty kapacit C, Cy, od-
poru R a indukénosti L zde nyni nebudeme uvadét. V nasledujicich oddilech vsak zminime
rozdil mezi témito dvéma piistupy.

V pripadech, kdy vySettovani stability vzhledem ke ¢tyfem parametrum je prilis slozité,
zvolime hodnoty dvou parametru pevné. Konkrétné to budou mg a mq, které volime jako
moy = —1/7 am; = 2/7

3.1 Rovnovazné body

V prvni fadé urc¢ime rovnovazné body autonomniho systému, ktery modeluje Chuuv ob-
vod, a to tak, ze derivace tohoto systému polozime rovny nule. Resime tedy soustavu
rovnic

= Oé(y—h(l')),
0 = z—y—+ =z,
0 = —py.

Funkce h(z) je po ¢dstech linearni, tudiz se tato soustava rozpada na tii ¢asti. Pro —1 <
x < 1 feSime soustavu linearnich rovnic

= a(y — moz),
= T—Y+z
0 = —fy.

7, predchozi kapitoly vime, ze koeficienty «, f jsou kladné. Jestlize je mg nenulové, pak
jedinym fesenim je nulové feSeni, tj. mame S; = (0,0,0).
Déle fesime soustavu pro x > 1, respektive x < —1,

0 = aly—mz+£ (m —my)),

0 = z—y+ 2z,

0 = —py.

Opét, jestlize je koeficient m; nenulovy, pak feSenim této soustavy jsou symetrické rov-
novazné body Sy a S3. Nalezli jsme tedy tii rovnovazné body, a to

S1=1(0,0,0), Sy = (_mo—m1707 mo—ml)’ S, = (mo—m170’ _mo—ml)‘

my my my my

Bod S5 je definovan pouze pro x > 1, podobné bod S5 je definovan pouze pro x < —1.
Pro existenci bodu S, a S3 je nutné, aby parametry mg a m; mély opacna znaménka.
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Pro hodnoty mg a m; uvedené na zacdtku této kapitoly ziskavame S; = (0, 0, 0),
Sy =(—15,0,15), a S5 = (15,0, —1.5).

Nyni se podivejme, jak by vypadaly rovnovazné body, pokud bychom analyzovali neu-
pravenou soustavu diferencidlnich rovnic Chuova systému (2.4)—(2.6). Stejnou analyzou
jako v predchozi ¢asti bychom dospéli ke tfem rovnovaznym bodum

R(Gb — Ga)é-f (Gb — Ga)€)

5i= 000, 5= ("o

S*_ _R(Gb—Ga)g 0 (Gb—Ga>€
3 1+RG, * 7 1+RG, ]

Vidime, ze tyto body jsou zavislé na odporu R, tj. pfi zméné odporu R se méni poloha
rovnovaznych bodu S5 a Sj.

3.2 Stabilita rovnovazného bodu 5,

Nyni se budeme zabyvat stabilitou feSeni v okoli rovnovazného bodu S;. K tomu nam
poslouzi Hartman-Grobmanova linearizacni véta (viz Matematicky apardt, véta 1.12).
Sestrojime Jacobtho matici J, kterda je tvorend derivacemi funkci podle jednotlivych
proménnych, tj.
—moax o 0
J=Df(S)) = 1 -1 1
0 -5 0

Piislusnou linearizaci soustavy (2.7)—(2.9) pak muzeme zapsat ve tvaru:

r = aly —mox),

l‘—y+Z,
Z = —py.

Jak bylo uvedeno diive (viz Matematicky aparat, véta 1.15), lze stabilitu soustavy dife-
rencialnich rovnic posoudit pomoci vlastnich ¢isel piislusné Jacobiho matice. Vlastni ¢isla
A urc¢ime jako koteny charakteristické rovnice

Pi(A\) =det(J — AI) =0.
Tuto rovnici upravime do tvaru
N4+ N (mga + 1) + Mmoo — o+ B) + Bamg = 0.
Protoze vyjadreni vlastnich ¢isel kubického polynomu v zavislosti na parametrech v a 3 by

bylo prilis slozité, sestavme Hurwitzovu matici polynomu P; (\) (viz Matematicky aparat,
véta 1.21)

moo + 1 1 0
H-= Bamg  moa+ —a moa+1
0 0 Bamy
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Aby bylo feseni v okoli hyperbolického rovnovazného bodu stabilni, musi podle véty 1.21
platit

moar+1 > 0, (3.1)

(moar + 1) (moa+ S —a) > PBamy, (3.2)

Bamg > 0. (3.3)

Piipomenme, ze parametry «, (3 jsou vzdy kladné. Tedy pro my = —1/7 neni ne-

rovnice (3.3) splnéna pro zaddnou dvojici pripustnych parametru «, (. Singuldrni bod
S1 =1(0,0,0) tedy neni stabilni.
3.3 Stabilita rovnovaznych bodi S; a S

Analogicky jako v ptipadé vysettovani stability rovnovazného bodu S; budeme vysetiovat
stabilitu rovnovaznych bodu S, a S3. Sestavime tedy Jacobiho matici, kterd ma pro oba
body S, a S3 tvar
—ma o 0
J = Df(Sy3) = 1 -1 1
0 -8 0

Déle opét sestrojime charakteristickou rovnici Jacobiho matice
Py 5(A\) =det(J — M) =0,
kterou upravime do tvaru
N+ N (mya+ 1) + Mmia — a+ 8) + Bam, =0,

a sestavime Hurwitzovu matici

mio+ 1 1 0
H= fam; mia+f—a ma+1
0 0 Bamy
Podle véty 1.21 musi platit
ma+1 > 0, 3.4)
(mia+1)(ma+ 8 —a) > Pamy, (3.5)
Bam; > 0. 3.

Tyto tfi nerovnice budeme fesit s hodnotou m; = 2/7. Nerovnice (3.4) je pro danou
hodnotu m; splnéna pro kazdé kladné «r. Podobné nerovnice (3.6) je splnéna pro libovolnou
dvojici (kladnych) parametru « a /3. Z nerovnice (3.5) dostdvame ipravou kvadratickou
nerovnici

7 49
2 — —_— —
« —i—2a 106<O.

Jejim feSenim ziskame interval hodnot a:

77 [ 8 77 [ 8 .
<_4_l_1 1+55, _Zl—'_l_l 1+56>, 6ER
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Vidime, ze stabilita rovnovaznych bodu S, a S3 je pro dané hodnoty mgy a m; zaru¢ena
pouze pokud

7 7 8
LY R*.
ae<0, YR +5ﬁ>, B e

T o7 /.8
Oznad *—_ 4 - /1425
znacme « 56

Pro konkrétni volbu 8 = 15 je parametr a* = 7. Pokud tato ¢isla dosadime do piislusné
charakteristické rovnice P 3(\) = 0, ziskdme tfi vlastni ¢isla — dvojici ryze imaginarnich
vlastnich ¢isel a jedno nenulové realné vlastni ¢islo. Tedy a* = 7 je kritickym bifurkacnim
parametrem.

Ukazme nyni, ze pro libovolné kladné § je a* kritickym parametrem, tedy piislusna
Jacobiho matice J(S 3) bude mit pii o = o* vzdy dvojici ryze imagindrnich vlastnich ¢isel.

Budeme predpoklddat, ze kofenem charakteristického polynomu P 3(\) je ryze imaginarni
¢islo wi. Protoze polynom P 3()\) nemé nulovy kofen, lze psét w # 0. Nyni dosadme do
polynomu P 5(\) za A ¢islo wi, ¢imz dostaneme

—wi — w? (mya+ 1) + wi (ma — a + B) +my fa = 0.

Ziejmé plati: jestlize a + bi = 0, pak nutné a = 0 A b = 0. Separaci imaginarni a realné
casti ziskame soustavu nelinearnich rovnic o dvou neznamych o a w

—w* +w(ma—a+p)=0,
—w? (mya + 1) +my Ba = 0.

Jelikoz je w # 0, muZeme prvni rovnici podélit w a vyjadienéd w? pak dosadit do druhé
rovnice. Nékolika dpravami pak ziskdme hledanou hodnotu a:

7T 7 8
ot =4 51428,
a=a 4+4 +55

Zpétnym dosazenim o = o do P 3(\) dostavame dvojici redlnych ¢isel + |w|. Ziskali jsme
tedy dvojici ryze komplexnich vlastnich ¢isel

5 5 8
=42 =2y 1+ 28+ 8.
)\1?2 :l:l\/4 1 +5ﬁ+5

Nyni pouzijeme napt. Vietovy véty pro dopocitani zbyvajiciho vlastniho cisla Ag,

Tedy pouze pii hodnoté @ = a* ma Po3(\) dvé ryze imagindrni vlastni ¢isla A;
a jedno nenulové realné vlastni ¢islo A3 , a* je tedy bifurkacnim parametrem. Pomoci
Routh-Hurwitzova kritéria jsme ukazali, ze pro 0 < o < o* maji vSechna vlastni ¢isla
Jacobiho matice zapornou redlnou cast, tudiz rovnovazné body S; a S3 jsou pro tyto
hodnoty « typu stabilni uzel-ohnisko, pti prekroceni a* dojde k Hopfové bifurkaci a feSeni
piejde ve stabilni limitni cykly, jak uvidime v nasledujici kapitole. Rovnovazné body S5 3
jsou pro a > o* typu sedlo—ohnisko.
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4 Graficka interpretace teoretickych vysledku

V predchozi ¢asti jsme se vénovali analyze stability Chuova obvodu. Zkoumanim vlastnich
¢isel jsme uréili interval hodnot parametru a € (0, «*), pro které jsou rovnovazné body Ss
a 53 stabilni. Déle jsme také zjistili, ze pro hodnotu a = a* nejsou Sy a S3 hyperbolickymi
body, nebot dvé z vlastnich éfsel maji nulovou redlnou ¢ast. Zde dochazi k takzvané
Hopfove bifurkaca.

V tomto oddile se budeme snazit graficky interpretovat vysledky teoretické analyzy.
Nejprve vykreslime ptipad, kdy body rovnovahy S a S3 jsou stabilni. Déle se zaméiime
na chovani systému pii prekroceni o, které jsme predchozi analyzou nebyli schopni od-
halit. K tomu vyuzijeme bifurka¢ni diagram, na némz si blize popiSeme vznik limitnich
cyklu a chaotické chovani Chuova systému. Zaroven také vykreslime trajektorie feSeni pro
a>ar.

Pti vykreslovani trajektorii vyuzivame jiz zminénych bézné uzivanych hodnot pa-
rametru mg = —1/7, m; = 2/7 a navic také parametr § zvolime pevné, f = 15.
Pro tyto parametry jsou rovnovazné body dany jako Sy = (0,0,0), Sy = (—1.5,0,1.5)
a S5 =(1.5,0,—1.5).

Nasledujici obrazky byly vytvoreny s pomoci skriptovaciho jazyka MATLAB. Pouzita
byla implementovand metoda ode45, ktera vyuzivda Runge-Kuttovy metody 4. a 5. fadu
s fizenim délky kroku. Protoze funkce h(x) vyjadfujici nelinearitu systému je symetrickd
vzhledem k pocatku (je lichd), kazda trajektorie v okoli rovnovazného bodu Sy ma svuj
zrcadlovy obraz v okoli rovnovazného bodu S3 a naopak. Nasledujici obrazky tedy zobra-
zuji dvojice trajektorii s pocatecnimi podminkami P; = (0.01,0,0) a P, = (—0.01,0,0).

Obrazek 4: Stabilni rovnovazné body S,, S5 pro a < 7

Pro volbu parametru a < 7 ocekdvame — dle predchozi analyzy — ze feSeni v rov-
novazném bodé S; bude nestabilni, zatimco trajektorie z okoli Sy a S3 budou do téchto
bodu pritahovany. Skutecné, jak vidime na obr. 4, rovnovazny bod S; se projevi jako
(nestabilni) sedlo—ohnisko. Rovnovazné body Sy a S3 jsou typu stabilni uzel-ohnisko.

Nyni se podivejme na hodnotu parametru a = 7. Pti této hodnoté — jak jiz bylo
uvedeno diive — ma dojit k Hopfové bifurkaci (viz Matematicky aparat, podkapitola 1.7),
nebot zde existuje dvojice ryze komplexnich vlastnich ¢&fsel a jedno redlné nenulové. Rov-
novazné body Sy a S5 ztraci stabilitu a vznika stabilni limitni cyklus. Na nasledujicim
obrézku (obr. 5) muzeme pozorovat ztratu stability boda rovnovahy Sy a Ss.
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(a) Stabilni rovnovazné body Sa a Ss (b) Nestabilni rovnovdzné body Sz a Ss
pro a = 6.9 proa=1717.1

Obrazek 5: Ztrata stability rovnovaznych bodu pii prekroc¢eni a*

Toto chovani lze dobte popsat prostrednictvim bifurka¢niho diagramu. Bifurkacni di-
agram nam umoznuje vizualizovat chovani systému v zavislosti na fidicim parametru.
V nasem pripadé se konkrétné jedna o zavislost amplitudy stavové veli¢iny x na parame-
tru « (stejné tak lze vyjadrit zavislost amplitud stavovych velic¢in y a z). Je zde pfitom
vyuzita tzv. brute force metoda (neboli metoda hrubou silou), tedy po ustéleni systému
pro kazdé a (respektive pro hodnoty «, které ziskdme jako uzly pii rovnomérném délent
na pozadovaném intervalu) zaznamename v diagramu lokalni maxima stavové velic¢iny x.
Typ chovani se pak z bifurka¢niho diagramu urcuje takto: jestlize pro danou hodnotu
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Obrazek 6: Bigurkacni digram (2,4, 0znac¢uje amplitudu stavové veliciny x)

a ziskdme jediny bod, jednd se o jednoduchy cyklus, nebo je tento bod atraktivnim bo-
dem rovnovahy. Dvéma bodum pak odpovidé zdvojeny cyklus, neboli 2-periodicky cyklus,
podobné ¢tyfem bodum odpovidd 4-periodicky cyklus, osmi bodum 8-periodicky cyklus
apod. Postupné timto zdvojovanim period ziskame ,nesouvislou“ mnozinu bodu, ktera
signalizuje kvaziperiodické nebo chaotické chovani systému. V oblasti chaotického chovéani
pak muzeme pozorovat tzv. periodickd ,okna® (z anglictiny periodic windows), kterd od-
povidaji limitnim cyklum (nejedné se tedy o chaotické chovéni). Tento charakteristicky jev
muzeme pozorovat i u jinych chaotickych systému. Bifurkacni diagramy byly vytvoreny

30



rovnéz v prostiedi MATLAB s pouzitim klasické Runge-Kuttovy metody 4. fadu (nyni s
pevnou délkou kroku).

Pozndmka. Vzhledem k tomu, ze pti konstrukeci bifurkaéniho diagramu pouzivame vzdy
stejny pocet amplitud, mohou se v diagramu objevovat nepfesnosti zptuisobené vykreslenim
bodu pred dosazenim ,ustdleného“ chovani.
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Obrazek 7: Bigurkac¢ni digram — zdvojovani period a pfechod k chaotickému chovani

Na obr. 5 muzeme vidét trajektorii, kterd je pritahovana jednoduchym limitnim cyk-
lem. Pro hodnotu a@ = 7.1 v bifurkacnim diagramu (obr. 6) skutecné ziskdvame jediny
bod, ktery znaci pravé jednoduchy limitni cyklus.

Obr. 7 pak predstavuje vytez z bifurkaéniho diagramu pro hodnoty « € (8.4, 9). Na tomto
obrazku muzeme blize zkoumat zdvojovani period. Napr. pro hodnotu o = 8.5 bychom
méli ziskat 2-periodicky cyklus. Tomu odpovida i nésledujici obrazek (obr. 8).

2

-0.4
25 y

Obréazek 8: 2-periodicky limitni Obrézek 9: Chaotické chovani pri
cyklus pro a = 8.5 a=29

Dalsim zvySovanim o« pak vznikaji 4, 6, 8-periodické cykly, dokud teSeni nepiejde
do chaotického stavu. Tehdy se objevi chaoticky atraktor (obr. 9), ktery je velmi po-
dobny chaotickému atraktoru Rosslerova dynamického systému, proto se v literatute obcas
setkdvdme (viz napf. [1]) s (chybnym) oznacenim Rdssleriv atraktor.
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(c) periodické ,okno“, a =10.45 (d) zdnik ,dvojitého svitku®, o = 11.15

Obrazek 10: Typické chovani ,dvojitého svitku“ pii ruznych hodnotach «

Dosud se jednalo vzdy o cykly pouze v okoli bodu S5 nebo S3. Pokud vsak budeme «
nadale zvysovat, zacne vznikat takzvany ,dvojity svitek“ — obr. 10(a) a 10(b). Chovéni
dvojitého svitku muzeme popsat takto: nejprve se trajektorie feSeni vyskytuje pouze
v okoli jednoho z bodu Sy nebo S5, nasledné se od tohoto bodu odkloni ke druhému
a po nékolika obézich se vraci zpét. Pocet obéhu pfitom nelze predikovat a neexistuje zde
zadna pravidelnost.

Vznik , dvojitého svitku“ muzeme dobte pozorovat i v bifurkaé¢nim diagramu na obr. 6.
Vsimnéme si, ze od urcité hodnoty « se v bifurka¢nim diagramu objevuji i zaporné hodnoty
Tmaz- Od této hodnoty (a &~ 9.109) se trajektorie nevyskytuji pouze v okoli bodu Ss, ale
sttidaveé obihaji kolem rovnovaznych bodu Sy a Ss.

Pti hodnoté a = 10.45 si pak v bifurkaénim diagramu muzeme vSimnout perio-
dického ,,okna“, které je vykresleno i na obr. 10(c), trajektorie feseni je zde ptitahovana
3—periodickym limitnim cyklem. Pti dalsim zvySovani a trajektorie opusti invariantni li-
mitn{ mnozinu. Tento stav pak oznac¢ujeme jako zanik ,dvojitého svitku“, obr. 10(d).

Nyni pfipomenme podstatnou vlastnost deterministického chaosu. Dynamicky systém
vykazujici toto chovani je charakterizovan extrémni citlivosti na poruchy v pocatecnich
podminkach. Zavislost na pocateénich podminkach je znazornéna na obr. 11. Pocatecéni
stavy jsou dény jako P, = (0.0100,0,0) a P, = (0.0101,0,0). Pro nazornost je na
obr. 11(b) vykreslena také zavislost stavové veliciny = na nezdvislé proménné 7. Tra-
jektorie takového systému jsou pritahovany invariantni limitni mnozinou, tzv. podivnym
atraktorem, ktery jsme mohli vidét na obr. 10.
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Obrézek 11: Zavislost na pocateéni podmince pro o = 10, P; = (0.0100, 0, 0),
P, = (0.0101,0,0)

Na zdvér se jesté kratce vratme k neupravenému Chuovu obvodu (2.4)-(2.6). V ka-
pitole 3.1 jsme ziskali tfi rovnovazné body, z nichz dva jsou zavislé na fidicim parame-
tru obvodu, kterym je v tomto piipadé proménny odpor R. Na nésledujicich obrazcich
muzeme vidét, jak se zména polohy rovnovaznych bodu projevuje ve fazovych portrétech.
Se zmensujicim se odporem se body S; a S5 priblizuji k sobé, dvojity svitek méni na rozdil
od naseho alternativniho pristupu (kde byla f{dicim parametrem kapacita C; a odpor R
byl konstantni) svou velikost, az do doby, kdy rovnovazné body S5 a S; zcela zaniknou.
Poté existuje pouze nestabilni rovnovazny bod S7.

Tabulka 1: Bézné uzivané hodnoty parametri Chuova obvodu

Cl 10nF

L 18mH
G. | —55/60mS
Gb —9/22 msS
€ 1V

Nasledujici obrazky byly vykresleny s pouzitim obvyklych hodnot parametru Chuova ob-
vodu, které nalezneme v tabulce 1.

(a) ,,Dvojity svitek pro R = 1850 Q (b) ,Dvojity svitek* pro R = 1620 2

Obrazek 12: Zavislost polohy rovnovaznych bodu na odporu R (boéni pohled)

33



Zaver

Cilem této prace byl popis dynamickych systému, které vykazuji chaotické chovani. Kon-
krétné byla prace zamétfena na systémy, v nichz se vyskytuje atraktor typu ,dvojity
svitek“. Jako prototyp takového systému poslouzil Chuuv elektricky obvod.

Prvni kapitola byla vénovana zékladni teorii dynamickych systému. Zde byly zavedeny
pojmy jako jsou atraktor ¢i bifurkace. Také zde byly uvedeny zpusoby posuzovani stability
nelinearnich dynamickych systému, témi byly Hartman—-Grobmanova linearizaéni véta,
dale Ljapunovova véta a Routh-Hurwitzovo kritérium stability.

Ve druhé kapitole byl nastinén princip odvozeni soustavy diferencidlnich rovnic, které
popisuji Chuuv elektricky obvod. Tuto soustavu jsme pak pomoci vhodnych substituct
prevedli na zjednoduseny tvar, ktery byl zavisly na ¢tyrech parametrech — «, 5, mg a m;.

V navazujici kapitole byl prostor vénovan analyze stability nalezenych rovnovaznych
bodu Sy, S2 a S3 pri pevné zvolenych hodnotdach parametru mg a m. Pomoci linearizace
a Routh—Hurwitzova kritéria stability bylo mozné uréit interval parametru «, pro které
byly rovnovazné body Ss a Ss stabilni. Zjistili jsme také, ze bod S je pro libovolnou dvojici
pripustnych hodnot parametri « a [ nestabilni. Zkoumanim vlastnich ¢isel Jacobiho
matice pak bylo mozné urcit kriticky bifurka¢ni parametr o*, pri jehoz prekroceni doslo
k Hopfove bifurkaci, tj. doslo ke ztraté stability rovnovaznych bodu Sy a S3 a vzniku
limitnich cyklu.

Kapitola ¢tvrta byla vénovana mimo jiné i chaotickému chovani Chuova systému. Ke
znazornéni tohoto chovani poslouzil zejména bifurka¢ni diagram, na kterém byl popsan
prechod od limitnich cykla ptes chaoticky atraktor v okoli jednoho z rovnovaznych bodu
az ke ,dvojitému svitku“. Chovani pfi ruznych parametrech a bylo rovnéz znazornéno
pomoci trajektoril feseni. Ty byly vykresleny pomoci skriptovaciho jazyka MATLAB. Po-
moci trajektorif feseni a také grafické zavislosti stavové veli¢iny x na nezavislé proménné
T jsme znéazornili velmi podstatnou vlastnost chaotického systému, kterou je citliva zavis-
lost na pocatecnich podminkédch. Soucasti této kapitoly bylo i kratké porovnani mezi
chovanim systému pii ménicim se odporu R, coz je zpusob fyzikalné prirozenéjsi ovsem
se ).

Tato préce se snazila poskytnout zaklad pro dalsi zkoumani nelinearnich dynamickych
systému. Je jisté mozné navazat hlubsi analyzou chaotického chovani. 7Z nejznaméjsich
metod muzeme zminit naptiklad vypocet Ljapunovovych exponenti.
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