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Abstrakt

Tato prace se zabyva zkoumanim stabilniho a chaotického chovani nelinearnich dyna-
mickych systému. Konkrétné se zaméruje na Chuuv elektricky obvod. K vySetfeni sta-
bility systému jsou vyuzity Hartman—Grobmanova véta a Routh—-Hurwitzovo kritérium.
Préace je doplnéna bifurka¢nim diagramem, na kterém je popsano mimo jiné i chaotické
chovani Chuova systému.

Abstract

This thesis analyzes stable and chaotic behavior of nonlinear dynamic systems. It is fo-
cused on Chua’s electric circuit. The Hartman—Grobman theorem and the Routh—Hurwitz
criterion are used to assess the stability of this system. Furthermore, the thesis also inclu-
des a bifurcation diagram which describes the chaotic behavior of Chua’s circuit.
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Uvod

Deterministicky chaos oznacuje velmi slozity typ chovani dynamického systému. Uvodem
je tfeba fici, ze zde nemluvime o chaosu v bézném pojeti, nejedna se tedy o chovani
nahodné. Systém, ktery vykazuje chaotické chovani, je charakterizovan extrémni citlivosti
vzhledem k pocatecnim podminkdam. Nelze tedy predpovédét, jak se systém bude vyvijet,
pokud dojde k poruse v po¢ateénim stavu, byt zndme puvodni feseni. Vedle citlivosti na
pocatecni podminky je dalsim typickym rysem téchto systému existence tzv. podivného
atraktoru, kterym jsou pritahovany trajektorie reseni.

V této praci se budeme zabyvat dynamickymi systémy, jejichz trajektorie jsou za
ur¢itych podminek ptitahovény atraktorem znamym jako ,dvojity svitek“ (z anglictiny
double scroll). Takové chovani se muze projevovat u nékterych i pomérné jednoduchych
dynamickych systému, jez obsahuji nelinedrni prvek. V této praci se zamérime na Chuuv
elektricky obvod, ktery je pojmenovan po védci a vynélezci tohoto obvodu — Leonu
O. Chuovi. Jedna se o oscilacni obvod skladajici se z nékolika linedrnich casti a z jed-
noho nelinedrniho prvku, zndmého jako Chuova dioda.

Préace je ¢lenéna do ¢tyt kapitol. Prvni ¢ast je vénovana teoretickému ivodu, kde bu-
dou vysvétleny pojmy jako jsou dynamicky systém, atraktor ¢i bifurkace. Déle se budeme
zabyvat zpusoby posuzovani stability rovnovaznych bodu, konkrétné uvedeme Ljapuno-
vovu vétu, Hartman—Grobmanovu lineariza¢ni vétu a Routh—-Hurwitzovo kritérium sta-
bility. Nasleduje sestaveni matematického modelu Chuova obvodu, kde pomoci znamych
fyzikdlnich zakonu odvodime soustavu nelinearnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu.
Omezime se pritom na nejjednodussi mozny model Chuova obvodu. V dalsi ¢asti se bu-
deme vénovat analyze tohoto nelinearniho dynamického systému. Cilem bude nalézt rov-
novazné body a urcit jejich stabilitu v zavislosti na nékolika parametrech. Déle se po-
kusime urcit kritické bifurkac¢ni parametry, pti jejichz prekroceni dochéazi ke kvalitativnim
zménam chovani. Na tuto kapitolu navazeme numerickou, respektive grafickou simulaci
obdrzenych teoretickych vysledku. Vykreslime fazové portréty pro ruzné hodnoty para-
metru i poc¢ateéni podminky a pomoci bifurka¢niho diagramu se pokusime popsat jednot-
livé oblasti chovani systému.
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1 Matematicky aparat

Nez prejdeme k samotné analyze Chuova obvodu, uvedeme teorii potiebnou ke zkoumani
vlastnosti nelinearnitho dynamického systému. V néasledujicich odstavcich zavedeme pojem
dynamického systému a budeme se zabyvat podminkami existence a jednoznac¢nosti reseni
nelinearni soustavy obyc¢ejnych diferencialnich rovnic. Dale zavedeme pojem autonomni
soustavy, topologicky ekvivalentni trajektorie, aj.

Protoze obecné nejsme schopni fesit soustavu nelinearnich diferencialnich rovnic, vy-
slovime Hartman—Grobmanovu vétu, respektive Ljapunovovu vétu, pomoci nichz je mozné
ziskat informace o lokalnim chovani systému v okoli rovnovazného bodu x*. Dulezitymi
pojmy z oblasti dynamickych systému budou také bifurkace nebo atraktor. Na zavér této
kapitoly uvedeme Routh-Hurwitzovo kritérium, diky kterému jsme schopni posoudit sta-
bilitu systému.

Poznamenejme také, ze se v nasledujicim textu setkame se zkratkou ODR, ktera bude
vzdy oznacovat obycejné diferencialni rovnice. Pojmy a véty uvedené v této kapitole lze
nalézt napiiklad v [2], [3], [7], [8] nebo [9].

1.1 Autonomni dynamicky systém

Pojem dynamického systému se poji nejcastéji s fyzikalnimi systémy, které se urcitym
zpusobem vyvijeji v ¢ase. Presnéji, stav téchto systému je mozné za urcitych predpokladu
v kazdém casovém okamziku t popsat n-tici redlnych proménnych x(t) € R™, tzv. sta-
vovych velicin. Okamzity stav systému zcela urcuje jeho vyvoj v ¢ase, tedy urcéitému stavu
v piitomnosti muzeme pfifadit konkrétni stav v minulosti i budoucnosti (viz [10]). Dyna-
micky systém je tedy zpusob, jak matematicky popsat vyvoj tohoto systému. V nésledujici
definici zavedeme rigorézné tento pojem.

Definice 1.1. (Spojitym) dynamickym systémem nazveme dvojici (¢, €2), kde zobrazeni
v : R x Q — Q je spojité a pro Vx € (Q spliuje:

1. SOO(X) = X,
2. ps(pr(x)) = psre(x), Vs, t €R.
Pouzivame zde ptitom obvyklé znaceni ¢, (x) = p(t, x).

Pozndmka. Mnozina stavu €) se v literatufe oznacuje pojmem stavovy prostor. V dalsich
kapitolach budeme stavovym prostorem €2 rozumét vzdy prostor R”™.

V této praci se budeme zabyvat vyhradné dynamickymi systémy, které jsou dany jako
fesici funkce soustavy autonomnich diferencidlnich rovnic.

Definice 1.2. Soustavu rovnic x’ = f(¢t,x) nezveme autonomni, jestlize nezavisi na
nezavislé proménné t. Tedy plati f(¢,x) = f(x).

Nejcastéji jako proménnou t uvazujeme cas. Jedna se tedy o jevy, pro které se s casem
nemeéni data tlohy — pro nelinedrni ODR se tedy neméni prava strana rovnice f(x).
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Zaved'me nyni pocatecni tilohu soustavy autonomnich diferencidlnich rovnic prvnfho fadu

x(to) = Xo, (1.2)

kde f = (fi,..., fn) : R" = R", xq € R™. Refenim soustavy (1.1) na intervalu I C R je
kazdé vektorova funkce x = (xq,...,x,) : I — R, kterd po dosazeni do x’ = f(x) dava
identickou rovnost pro Vt € [.

Oznac¢me feSeni pocatecni tlohy (1.1)—(1.2) na intervalu I(xg) jako ¢(t,xo). Pak podle [9]
je tok diferencialnich rovnic definovan nasledovné.

Definice 1.3. Necht Q je oteviend podmnoZzina R™ a necht f € C*(2). Déle necht
pro xg € Q2 je (t, xq) Fesenim dané pocatecni tlohy (1.1)—(1.2) definované na maximalnim
intervalu! existence feSeni I(xg). Pak pro t € I(xg) nazveme zobrazeni ¢; definované jako

¢i(x0) = (t,%0)

tok diferencidlnich rovnic nebo tok definovany diferencidlnimi rovnicemi. Casto se muzeme
setkat i s oznacenim tok vektorového pole f.

Definice 1.4. Grafem reseni x(t) : I — R" je kiivka {(¢,x1(t), ..., z,(t)) € R" | t € I}.

Vzhledem k tomu, Ze v prostorech tfeti (nebo vyssi) dimenze nelze zobrazit graf fesent,
budou nés zajimat tzv. trajektorie reseni. Jedna se o prumét reSeni poc¢atecni ilohy do pro-
storu hodnot feseni, tj. do stavového prostoru.

Definice 1.5. Trajektorie fesen{ x(t) soustavy diferencidlnich rovnic (1.1) spliujicf (1.2)
je kiivka {(zi(x),...,z,(z)) € R" | t € I}. Sipka oznacujici orientaci kiivek popisuje
pohyb hodnoty feseni po trajektorii pti rostoucim case t.

Soubor trajektorii feSeni x(t) soustavy (1.1) ve stavovém prostoru pro ruzné pocateéni
podminky oznac¢ime pojmem fazovy portrét. Stavovy prostor oznacujeme také jako fdzovy
prostor.

Definice 1.6. Bod x* € R" se nazyva rovnovdzny bod soustavy (1.1) nebo také singuldrni,
staciondrni ¢i kriticky bod, jestlize f(x*) = 0.

Nyni si uvedeme analogii Picardovy véty, tedy vétu o existenci a jednoznacnosti feseni
autonomnich soustav ODR prvniho fddu. Predtim, nez tuto vétu vyslovime, definujme
podminku lipschitzovskosti.

Definice 1.7. Necht ) je oteviend podmnozina R" a necht f : 2 — R” je vektorové pole.
Reknéme, ze f splnuje Lipschitzovskou podminku na €2, jestlize existuje kladna konstanta
L takova, ze pro vSechna x1,x9 € 2 plati

[£(x1) = f(x2)[| < Lljx1 — %z, (1.3)

IMaximalnim intervalem feseni ((t,xo) soustavy diferencidlnich rovnic rozumime takovy interval,
ktery nelze rozsifit tak, aby na tomto rozsifeném intervalu bylo ¢(t,xo) opét FeSenim.
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Pozndmka. Podminka lipschitzovskosti je mnohdy nahrazovéna predpokladem spojitosti
parciédlnich derivaci vektorového pole f podle vsech proménnych x = (x4, ..., x,), z néhoz
uz plyne lokalni lipschitzovskost. Tedy pokud existuji parcialni derivace ng;, které jsou
spojité na  pro vsechna i, j = 1,. .., n, pak vektorové pole f je lokdlné lipschitzovské?, [3].

Véta 1.8 (O existenci a jednoznacnosti fesen{). Necht kaZdd slozka vektorového pole f
je spojitd v okoli bodu Xq. Pak existuje okoli bodu ty, na kterém existuje reseni pocdtecni
ilohy (1.1)—(1.2). Nechf vektorové pole £ je navic i lipschitzovské v okoli bodu xo. Potom
resend x(t) pocdtecnt ulohy (1.1)—(1.2) je urceno jednoznacné.

Ideu dukazu této véty nalezneme napiiklad v [3]. Tvrzeni zustane v platnostii v pripadé
lokalni lipschitzovskosti vektorového pole f.

Veéta 1.9. Uvazujme autonomni soustavu ODR s lipschitzovskym polem £ : Q@ — R™.
Potom trajektorie dplného teseni x(t) (tj. resend, které nelze prodlouzit na vétsi interval)
jsou ndsledugicich ti typi:
1. singuldrni bod — eseni x(t) jsou konstantnt,
2. cyklus, periodicky orbit — uzaviend krivka, reseni x(t) je periodické,
3. otevrend neprotinajici se krivka — trajektorie reSeni predstavuje prosté zobrazeni
otevieného intervalu I = (a,b) (véetné pripadi a = —oo nebo b = o00) do fdzového
prostoru.

1.2 Topologicky ekvivalentni trajektorie

V nasledujicich kapitolach se budeme zabyvat systémy, jejichz trajektorie jsou si v jistém
smyslu podobné — maji stejny pocet rovnovaznych bodu, stejného typu stability, pricemz
existuje néjaké spojité zobrazeni, které trajektorie prvniho systému prevadi na trajek-
torie druhého systému. Takové trajektorie oznacujeme pojmem topologicky ekvivalentni
trajektorie. Tento pojem si proto nyni korektné zavedeme.

Definice 1.10. Dynamicky systém (i, R") nazveme topologicky ekvivalentni se systémem
(¢, R"), jestlize existuje homeomorfismus® h : R" — R" ktery zobrazuje trajektorie
prvniho systému na trajektorie druhého systému, pricemz zachovava smeér plynuti ¢asu.
Tedy jestlize je trajektorie prvniho dynamického systému orientovana z bodu x; do bodu
Xgq, pak trajektorie druhého systému musi byt orientovéna z bodu h(x;) do bodu hA(xz).

Pozndmka. Vétou 1.8 mame zarucenu pouze lokdlni fesitelnost tlohy (1.1)—(1.2), avsak
u kazdé soustavy s Cl-vektorovym polem lze ,preskalovat® ¢as tak, ze nové vznikld sou-
stava uz ma feseni na celé redlné ose a piislusnd vektorova pole jsou topologicky ekvi-
valentni, detaily lze nalézt v monografii [9]. V tomto smyslu lze tedy kazdou autonomni
soustavu s C'-vektorovym polem f povazovat za dynamicky systém.

1.3 Linearizace

Obecné nejsme schopni tesit nelinearni ODR, ovSem je mozné lokalné popsat chovani
nelinearniho systému v okoli tzv. hyperbolického rovnovdzného bodu pomoci urcité linearni
soustavy.

2Vektorové pole f je lokalné lipschitzovské, jestlize podminka (1.3) je splnéna na néjakém okoli libo-
volného bodu x € ).

3Zobrazeni f : X — Y nazveme homeomorfismus, jestlize je spojité, bijektivni a inverzni zobrazeni
f~1 je také spojité.
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Pozndmka. V nésledujici definici vyuzijeme vlastni ¢isla Jacobtho matice

8f1 * 8f1 *

8—2:1()() &En(x)
J=Df(x") = P s

8—2:1()() &En(x)

Vlastni ¢isla Jacobiho matice urcéime jako koteny charakteristického polynomu
P(\) =det(J — AI) = 0.

Definice 1.11. Rovnovéazny bod x* soustavy (1.1) nazveme hyperbolicky, jestlize zadné
z vlastnich ¢isel matice Df(x*) nema nulovou redlnou ¢ast.

V dalsich odstavcich si ukazeme, ze kvalitativni chovani soustavy (1.1) je v okoli
hyperbolického rovnovazného bodu urceno soustavou linearnich diferencidlnich rovnic

x = Ax,

kde matice A = Df(x*). Tuto soustavu rovnic nazveme linearizaci soustavy (1.1) a Ax
nazveme linedrni c¢asti £ v bodé x*.

V dostatecné blizkém okoli hyperbolického rovnovazného bodu x* ma nelinearni systém
stejnou kvalitativni strukturu jako linearni systém. Jsme tak schopni vySetfit typ a sta-
bilitu tohoto hyperbolického bodu, viz nasledujici véta.

Véta 1.12 (Hartman—Grobmanova). Predpoklidejme, Ze x* je rovnovdznym bodem sou-
stavy (1.1) a matice linearizace A = Df(x*) md vSechna vlastni ¢isla s nenulovymi
redlngmi ¢dstmi. Pak existuje okoli O(x*) takové, Ze na O(x*) je dynamicky systém (1.1)
topologicky ekvivalentni se systémem x' = AX.

Dikaz této véty nalezneme napiiklad v [9].

1.4 Stabilita rovnovaznych bodua

Stabilita feseni ODR vyjadiuje citlivost feSeni na zménu dat. Systém je tedy stabilni,
jestlize mald zména dat vyvold malou zménu feseni.

Definice 1.13. Reseni %X(t) pocateéni tlohy (1.1)-(1.2) nazveme stabilnf na intervalu
I = (tg,00) vzhledem k pocéateéni podmince, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0
takové, Ze pro kazdé reseni x(t) soustavy (1.1) plati nésledujici implikace:

x(to) — %(to)|| < 6 = ||x(t) —%(t)]| <&, Vtel.

Definice 1.14. Resenf X(t) pocatecni tlohy (1.1)-(1.2) nazveme atraktivni pro t — oo
vzhledem k pocateéni podmince, jestlize existuje § > 0 takové, ze pro kazdé feseni x(t)
soustavy (1.1), které spliuje

lIx(to) — %(to)|| <9, plati ||x(¢) —%(t)|| — 0 prot — .

Hyperbolické body maji tu vlastnost, Ze jsou bud asymptoticky stabilni (tj. zaroven
stabilni i atraktivni), nebo nestabilni. Stabilitu hyperbolickych bodi muzeme snadno uréit
pomoci vlastnich ¢isel matice piislusné linearizace. Z Hartman—Grobmanovy véty plyne
nasledujici tvrzeni:
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Véta 1.15. Md-li matice Df(x*)
e vsechna vlastni ¢isla se zdapornou redlnou ¢dsti, je rovnovadzny bod x* asymptoticky
stabilni,
e alespon jedno vlastni ¢islo s kladnou redlnou ¢dsti, je rovnovdzny bod x* nestabilni,
e alespon jedno z vlastnich c¢isel s nulovou redlnou c¢asti, jednd se o nehyperbolicky bod
a v takovém pripadé o stabilité nemuzeme rozhodnout.

Oproti tomu nehyperbolické body mohou byt stabilni, asymptoticky stabilni, nebo
nestabilni. O jejich stabilité vsak nemuzeme rozhodnout pomoci vlastnich ¢isel matice.
Pro vysetieni stability tedy vyuzivame nésledujici vétu.

Véta 1.16 (Ljapunov). UvaZujme soustavu (1.1) s rovnovdznym stavem x* € R"™ a necht
existuje okoli O rovnovadiného stavu x* a skaldrni funkce V : O — R, kterd splnuje

1. V(x*) =0,

2. V(x) >0 pro vsechna x € O\ {x*}.
Pak plati ndasledujici tvrzeni:

1. Je-li V <0 na O\ {x*}, rovnovding stav x* je stabilni.

2. Je-li V< 0 na O\ {x*}, rovnovdiny stav xo je asymptoticky stabilni.

Symbolem V (x) rozumime V(x) = f(x) - VV(x), kde VV (x) = (27‘/> e %) '
1 n

Pozndmka. Nalezeni takové funkce V vsak byvé casto velmi obtizné, nebot neexistuje
obecny postup, jak tuto funkci ziskat.

1.5 Klasifikace rovnovaznych bodi v R?

V této podkapitole uvedeme zékladni typy hyperbolickych rovnovaznych bodu v prostoru
R3 a vykreslime typické fdzové portréty. Typ rovnovazného bodu uréime pomoci vlastnich
¢isel Jacobiho matice J = Df(x*).

e Uzel: vsechna vlastni ¢isla Jacobiho matice jsou redlna a maji stejné znaménko.
Pokud jsou vSechna tato vlastni ¢isla zaporna, jedna se o stabilni uzel a naopak,
pokud jsou vsechna kladnd, oznac¢ujeme hyperbolicky bod jako nestabilni uzel.

e Sedlo: vSechna vlastni ¢isla Jacobiho matice jsou realna a jedno ma opa¢né znaménko
nez dvé zbyvajici. Sedlo je vzdy nestabilni.

e Uzel-ohnisko: Jacobiho matice ma dvojici komplexné sdruzenych ¢isel a jedno vlastni
¢islo realné, pficemz realné casti téchto vlastnich ¢isel maji stejné znaménko. Po-
kud jsou realné casti téchto vlastnich cisel zaporné, jedna se o stabilni uzel-ohnisko
a naopak, pokud jsou vSechny realné ¢asti vlastnich cisel kladné, oznacujeme hyper-
bolicky bod jako nestabilni uzel-ohnisko.

e Sedlo-ohnisko: Jacobiho matice ma dvojici komplexné sdruzenych ¢isel a jedno
vlastni ¢islo redlné, pricemz realna cast tohoto vlastniho ¢isla ma opacné znaménko
nez realné ¢asti dvojice komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel. Sedlo—ohnisko je vzdy
nestabilni.
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###

) Nestabiln{ uzel ) Stabiln{ uzel ) Sedlo (nestabilni)
) Nestabilni uzel-ohnisko ) Stabiln{ uzel-ohnisko ) Sedlo—ohnisko

Obrazek 1: Typické fazové portréty v okoli hyperbolickych bodi v prostoru R?

1.6 Atraktor

Pod pojmem atraktor rozumime mnozinu, kterou jsou pritahovany vSechny trajektorie
z urcitého okoli atraktoru. Trajektorie dynamického systému mohou byt pritahovany sin-
gularnimi body, periodickymi orbity nebo jinymi, komplikovanéjsimi mnozinami.

Zvlastnim pripadem atraktoru je podivny atraktor, ktery muze vzniknout u soustavy
alespon ti1 nelinearnich diferencidlnich rovnic.

Definice 1.17. Mégjme trajektorii I' odpovidajici Teseni ¢(t,x) soustavy (x nyni tedy
povazujeme za pevné). Jestlize existuje posloupnost {t,}>°,, lim t, = oo takovéd, ze
n—0o0

hm SO(tTL?X) = Y>

n—oo

pak bod y nazveme w-limitnim bodem trajektorie I'. Mnozinu vSech w-limitnich bodu
nazveme w-limitni mnoZinou trajektorie I' a oznacime ji w(I).

Definice 1.18. Podobné, jestlize existuje posloupnost {¢,}22,, lim ¢, = —oo takova, ze
n—r 00

lim (t,,x) =z,

n—oo
pak bod z nazveme «-limitnim bodem trajektorie I'. Mnozinu vSech a-limitnich bodu
nazveme a-limitni mnoZinou trajektorie I a oznacime ji o(I).

Definice atraktoru neni jednotnd. Obecné je atraktorem uzaviend mnozina A C R"
spliujici nasledujici vlastnosti:
1. Mnozina A je invariantni, tedy kazda trajektorie feSeni, kterd v mnoziné A zac¢ind,
v ni zustava.
2. M4 tzv. oblast pritazlivosti, tedy existuje oteviend mnozina O O A takova, ze pro
vSechna x € O je w(['y) C A. Tedy kazda trajektorie z této mnoziny se pro t — oo
blizi k A.
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3. Je nerozloZitelnd, tj. neexistuje takova podmnozina A, ktera by spliovala predchozi
vlastnosti.

Pozndmka. V literatuie se muzeme setkat s dalsimi dopliujicimi podminkami. Jedna
z nich predpokldda, ze existuje trajektorie, kterd je v A husté.

Definice 1.19. Pokud je limitni mnozinou dynamického systému uzaviena kiivka, pak
tuto mnozinu nazveme limitni cyklus.

1.7 Bifurkace

Bifurkace je pojem, ktery oznacuje zménu vlastnosti systému v zavislosti na parametru,
respektive skupiné parametru. Méjme dynamicky systém, ktery je zavisly na parametru «

x =f(x, ),

kde x € R" a a € R™. Zménou parametru a dostavame nové dynamické systémy, které
mohou byt topologicky ekvivalentni s puvodnim systémem nebo se jejich topologie zméni.

S bifurkaci tzce souvisi pojem strukturdini stabilita. Volné feceno, vektorové pole je
strukturalné stabilni, jestlize je topologicky ekvivalentni s kazdym blizkym vektorovym
polem. Pokud vektorové pole neni strukturalné stabilni, pak ani dynamicky systém neni
strukturalné stabilni a dochazi k bifurkaci.

Definice 1.20. Rekneme, Ze vektorové pole f € C*(Q), kde Q C R™, je strukturdiné
stabilni, jestlize existuje € > 0 takové, Ze pro kazdé g € C1(Q), pro které plati

If —gll <e,
jsou f a g topologicky ekvivalentni na §2.

P1i zkoumani vlastnosti Chuova obvodu se setkame predevsim s Hopfovou bifurkact.
K tomuto typu bifurkace dochézi, jestlize prislusna linearizace ma dvojici ryze kom-
plexnich ¢isel a zadné dalsi vlastni ¢islo nema nulovou redlnou ¢ast.
Rozlisujeme pritom dva druhy Hopfovy bifurkace, a to bifurkaci subkritickou a nadkritic-
kou.

o Subkritickd bifurkace: pti prekroceni kritické hodnoty bifurkacniho parametru se
meéni stabilita rovnovazného bodu a vznika nestabilni limitni cyklus.

o Nadkritickd bifurkace: pti prekroceni kritické hodnoty bifurka¢niho parametru se
meéni stabilita rovnovazného bodu a vznika stabilni limitni cyklus.

1.8 Routh—Hurwitzovo kritérium

Podle véty 1.15 je teSeni v okoli hyperbolického bodu stabilni, jestlize vSechna vlastni
¢isla Jacobiho matice maji zapornou realnou ¢ast, tedy lezi v levé komplexni poloroviné.
V nékterych piipadech (zejména u soustav 5 a vice rovnic) nejsme schopni uréit presné
hodnoty vlastni ¢isel. V takovych situacich vyuzivame Routh—Hurwitzovo kritérium.
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Véta 1.21. Méjme polynom P(N\) = A" + a; A" + ...+ ap_1 A + ap, kde a; jsou rediné

konstanty, i = 0, ...,n. Ddle definugme Hurwitzovu matici
ap 1 o - 0
as a9 aq s 0
H = as aq as cee 0
Ao2p—1 QA2p—2 A2p-3 --° dn
(koeficienty s indexem vétsim nez n klademe rovny nule). Pokud jsou hlavni rohové mi-
nory* |H;|, i = 1,...,n, kladné, pak viechny koreny polynomu P(X) maji zdporné rediné
casti.

4Hlavni rohovy minor |A;| matice A fadu n x n je determinant matice i x i vytvorené z prvnich i
Fddku a prvnich 4 sloupci matice A.
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2 Sestaveni matematického modelu Chuova obvodu

Chuuv obvod je matematicky popsan soustavou tii nelinedrnich diferencidlnich rovnic.
V této kapitole popiseme princip odvozeni této soustavy ODR. Jelikoz fyzikalni popis
jednotlivych prvku neni predmétem naseho zkoumadni, omezime se pii sestavovani mate-
matického modelu Chuova obvodu pouze na znamé fyzikalni vztahy a zakony. Konkrétné
to budou prvkové rovnice idedlnich pasivnich prvku a Kirchhoffovy obvodové zdkony. Od-
vozeni téchto zakonu i jednotlivé pojmy zminéné v této kapitole lze nalézt v publikacich
uvedenych v seznamu literatury, konkrétné v [4] a [5].

Jak jiz bylo fe¢eno v uvodu této prace, Chuuv obvod je jednoduchy elektricky obvod
skladajici se ze ¢tyr linedarnich prvku, kterymi jsou v idedlnim piipadé dva kapacitory
s kapacitami C; a (5, induktor s indukénosti L a rezistor s odporem R. Tyto linearni
Chuova dioda, ktera se dale sklada z nékolika rezistoru, operacnich zesilovacu a diod.
Pravé tato soucastka vnasi do modelu Chuova obvodu nelinearitu. Pro nase potieby si
vystacime s voltampérovou charakteristikou této diody, ktera graficky popisuje zavislost
mezi elektrickym proudem a napétim.

R

Obrézek 2: Schéma Chuova elektrického obvodu

Pozndmka. V obrazku 2 je pro znazornéni Chuovy diody pouzit symbol nelinearniho re-
zistoru s oznacenim Ry. Indexem N budeme déle oznacovat veliciny souvisejici s Chuovou
diodou (tedy napéti uy znaci napéti na Chuové diodé a proud iy znaéi proud touto diodou
prochézejici).

Veli¢inu oznacenou malym pismenem budeme dle bézné konvence povazovat za zavislou.
Ve vsech pripadech budou takto oznacené velic¢iny zavislé na case t.

Oznaceni jednotlivych veli¢in je nasledujici:

uy ... napéti na kapacitoru s kapacitou Cf,

us ... napéti na kapacitoru s kapacitou Cs,

i3 ... proud prochéazejici induktorem s indukcénosti L,
Gap ... vodivosti popisujici chovani Chuovy diody.

Model je déle do jisté miry zjednodusen zanedbanim odporu civky, tedy predpokladame,
ze v obvodu je zapojen idedlni induktor. Toto zjednoduseni nema zasadni vliv na chovani
Chuova obvodu.
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2.1 Zakladni rovnice idealnich pasivnich prvku

1. Prvkova rovnice induktoru
Prvkova rovnice induktoru popisuje linearni zavislost magnetického indukéniho toku
® na proudu 7
®=1L-i. (2.1)
Indukénost L je jedinym konstantnim parametrem linedrniho induktoru a je vzdy
kladn4.

2. Prvkovd rovnice kapacitoru
Prvkova rovnice kapacitoru vyjadiuje linearni zavislost mezi nabojem ¢ a napétim
u
q=0C-u. (2.2)
Jedinym konstantnim parametrem kapacitoru je kapacita C', ktera je zavisla pouze
na geometrii elektrod kondenzatoru a je vzdy kladna.

3. Pruvkovd rovnice rezistoru
Déle uvedme prvkovou rovnici rezistoru zndmou jako Ohmtv zakon

u=R-1i. (2.3)

Zde je jedinym konstantnim parametrem kladny odpor R.

Nyni uvedeme dalsi dva potiebné vztahy. V obvodu stiidavého proudu se kolem induktoru
vytvari proménné magnetické pole. Toto pole pak dle Faradayova indukcéniho zdkona
vytvaii v induktoru elektromotorické napéti (viz napiiklad [4]). Toto napéti muzeme urcit
jako

do

dt’
Dosazenim prvkové rovnice (2.1) do tohoto vztahu ziskdme zavislost indukovaného napéti
na proudu, ktery prochézi induktorem,

u =

de
uw=—L- TR
Zéavislost proudu na velikosti preneseného naboje je dana vztahem
. dg
=

Pomoci tohoto vztahu a prvkové rovnice (2.2) dostdvame vztah mezi napétim a proudem

na kapacitoru

du
=C - —.
! i

2.2 Kirchhoffovy zakony pro elektrické obvody

V dalsim budeme pouzivat Kirchhoffovy zdkony pro elektrické obvody, uved me tedy jejich
slovni formulaci:
1. Smyckové pravidlo
Algebraicky soucet ubytku napéti pri pruchodu libovolnou uzavienou smyckou elek-
trického obvodu je nulovy.
2. Uzlové pravidlo
Soucet proudu vstupujicich do uzlu je roven souc¢tu proudu, které z uzlu vystupuji.
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2.3 Matematicky model Chuova obvodu

Pomoci smyckového pravidla a Kirchhoffova zakonu o proudech v uzlu a ze vztahu uve-
denych v podkapitole 2.1 snadno odvodime soustavu diferencidlnich rovnic

du1 U2 U1 1

_ B 1 2.4
i .k~ iR Y (1), (2:4)
dusg 13 Uo Uq

_ i3 2.5
& C,  GR T GoR (2:5)
dig U2
dis _ _uwp 2.6
i I (2:6)

Jak jiz bylo feceno diive, funkce g(u;) je zaddna pomoci voltampérové charakteris-
tiky nelinearniho prvku. Voltampérova charakteristika je grafickym vyjadrenim zavislosti
napéti na proudu. V pripadé Chuovy diody se jedna o charakteristiku po ¢astech linearni.
Tu muzeme popsat funkei g(u;)

Gyuq + (Gb — Ga)f-f, u; < —g,
g(ul) = Gaub —€ S Uy S €,
Gbul — (Gb — Ga)g, e < up.

Pozndmka. Bézné ve fyzice symbolem G oznacujeme vodivost, tedy prevracenou hodnotu
odporu R (odpor R nabyva vzdy kladnych hodnot). V tomto piipadé vsak dodrzime
znaceni pouzité v [6] a hodnoty G, respektive G} uvazujeme zaporné.

G | - G

Obrazek 3: Voltampérova charakteristika Chuovy diody

Nyni zavedeme substituce, které prevedou predchozi soustavu diferencidlnich rovnic
na zjednoduseny tvar, ktery je bézné uvadén v literatufe, viz napft. [1], [6]. Tyto substituce
maji tvar

Uq t
_ - =1+ RG,,
x - T RCy’ mo +
C
y:%> Oé:_z, m1:1+RGb,
€ Ch
ig R202
:—R pr— .
e b L



Vsimnéme si, ze nové zavedené proménné x, vy, z, T,q, [3, mg amy jsou bezrozmérné.
Ziskali jsme tedy autonomni soustavu t¥i diferencialnich rovnic, kterd je po ¢astech linedrni,
s derivacemi podle proménné 7

o = oy —h(z)), (2.7)
"= r—y+z, (2.8)
2 = —PBy. (2.9)

Funkce h(z) je rovnéz po c¢astech linearni,

rmy + (my —mg), v < -1,
h(z) =< xmy, -1 < z < 1,
xmq — (mg —mg), 1 < =z

Tato soustava diferencidlnich rovnic je zavisla na bezrozmérnych parametrech «, 3, my,
m1, které jsou navzajem zavislé. Podivejme se nyni blize na znaménka téchto parametru.
Z uvedené substituce a difve uvedenych vlastnosti parametri jednotlivych idealnich pa-
sivnich prvku je ziejmé, ze a a 3 jsou kladné. O mg a m; nemuzeme bez znalosti G, a Gy,
rozhodnout.
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3 Analyza stability Chuova obvodu

V predchozi kapitole jsme sestavili matematicky model Chuova elektrického obvodu.
Ziskali jsme tak soustavu ti{ diferencialnich rovnic se ¢tyimi parametry. Z fyzikalniho hle-
diska je nejptirozenéjsi zabyvat se pripadem, kdy je fidicim prvkem proménny odpor R.
V této préaci vsak zvolime alternativni ptistup a budeme vySetiovat stabilitu upraveného
systému Chuova obvodu (2.7)-(2.9). Ridicim prvkem bude v tomto piipadé kapacita C;.
Jedinym parametrem, ktery je na C' zavisly, je a. Tedy stabilitu Chuova obvodu budeme
posuzovat pravé vzhledem k tomuto parametru. Konkrétni hodnoty kapacit Cy, Csy, od-
poru R a indukcnosti L zde nyni nebudeme uvadét. V nasledujicich oddilech vsak zminime
rozdil mezi témito dvéma piistupy.

V pripadech, kdy vySetfovani stability vzhledem ke ¢tyfem parametrum je prilis slozité,
zvolime hodnoty dvou parametru pevné. Konkrétné to budou mg a mq, které volime jako
mo=—1/7Tam; =2/7.

3.1 Rovnovazné body

V prvni fadé uréime rovnovazné body autonomniho systému, ktery modeluje Chutuv ob-
vod, a to tak, ze derivace tohoto systému polozime rovny nule. Resime tedy soustavu
rovnic

= a(y — h(z)),
0 = z—y+ 2z,
0 = —py.

Funkce h(z) je po cdstech linedrni, tudiz se tato soustava rozpada na tii éasti. Pro —1 <
x < 1 feSime soustavu linedrnich rovnic

= O‘(y—m0$)>
= z-y+z
0 = —By.

7. predchozi kapitoly vime, ze koeficienty «, 8 jsou kladné. Jestlize je mg nenulové, pak
jedinym fesenim je nulové feseni, tj. mame S; = (0,0,0).
Déle fesime soustavu pro x > 1, respektive z < —1,
0 = aly—mx =+ (my—myg)),
= T—-y+z,
= —PBy.

Opét, jestlize je koeficient m; nenulovy, pak feSenim této soustavy jsou symetrické rov-
novazné body Sy a Ss. Nalezli jsme tedy tfi rovnovazné body, a to

S1=(0,0,0), S = (_mo—m1’ 0 mo—m1)’ Sy = (mo—ml’ 0. _mo—ml).

ma ma ma ma

Bod S5 je definovan pouze pro x > 1, podobné bod S3 je definovan pouze pro x < —1.
Pro existenci bodu Sy a S3 je nutné, aby parametry mg a m; mély opacna znaménka.
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Pro hodnoty mg a m; uvedené na zacitku této kapitoly ziskdvame S; = (0, 0, 0),
Sy =(—1.5,0,1.5), a S3=(1.5,0, —1.5).

Nyni se podivejme, jak by vypadaly rovnovazné body, pokud bychom analyzovali neu-
pravenou soustavu diferencidlnich rovnic Chuova systému (2.4)—(2.6). Stejnou analyzou
jako v predchozi ¢asti bychom dospéli ke tfem rovnovaznym bodum

R(Gb — Ga)€ (Gb — Ga)g)

St =1(0,0,0), S5 = (W>0,— 1T RG,

g — _R(Gb — Ga)a? 0 (Gb — Ga)a?
3 1+ RG, 7 1+RG, )’

Vidime, ze tyto body jsou zavislé na odporu R, tj. pfi zméné odporu R se méni poloha
rovnovaznych bodu S5 a Sj.

3.2 Stabilita rovnovazného bodu 5;

Nyni se budeme zabyvat stabilitou Tfeseni v okoli rovnovazného bodu S;. K tomu nam
poslouzi Hartman—Grobmanova linearizacni véta (viz Matematicky aparat, véta 1.12).
Sestrojime Jacobtho matici J, kterda je tvorend derivacemi funkei podle jednotlivych
proménnych, tj.
—moax a 0
J=Df(S)) = 1 -1 1
0 -8 0

Ptislusnou linearizaci soustavy (2.7)—(2.9) pak muzeme zapsat ve tvaru:

"= aly —mox),

/

r—1Yy+z,

/

Z = =py.

Jak bylo uvedeno dfive (viz Matematicky aparat, véta 1.15), lze stabilitu soustavy dife-
rencialnich rovnic posoudit pomoci vlastnich ¢isel ptislusné Jacobiho matice. Vlastni ¢isla
A uréime jako kofeny charakteristické rovnice

Pi(\) = det(J — AI) =0.
Tuto rovnici upravime do tvaru
A+ N2 (moa + 1) 4+ M(moea — o+ B) + Bamgy = 0.
Protoze vyjadieni vlastnich ¢isel kubického polynomu v zavislosti na parametrech « a 3 by

bylo prilis slozité, sestavme Hurwitzovu matici polynomu P; () (viz Matematicky aparat,
véta 1.21)

moo + 1 1 0
H= Bamg  moa+ 6 —a moa+1
0 0 Bamy
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Aby bylo feseni v okoli hyperbolického rovnovazného bodu stabilni, musi podle véty 1.21
platit

moa+1 > 0, (31)
(moar + 1)(moa + B — ) > Bamy,
Bamg > 0.
Pripomenme, ze parametry «,  jsou vzdy kladné. Tedy pro mo = —1/7 neni ne-

rovnice (3.3) splnéna pro zadnou dvojici pripustnych parametru «, (. Singuldrni bod
S1 =1(0,0,0) tedy neni stabilni.

3.3 Stabilita rovnovaznych bodi S; a S5

Analogicky jako v pripadé vysettovani stability rovnovazného bodu S; budeme vysetiovat
stabilitu rovnovaznych bodu S, a S3. Sestavime tedy Jacobiho matici, kterda mé pro oba
body S5 a S3 tvar
—mia o 0
J = Df(Sy3) = 1 -1 1
0 -5 0

Déle opét sestrojime charakteristickou rovnici Jacobiho matice
Py3(\) =det(J — AI) =0,
kterou upravime do tvaru
N+ N (mpa + 1) + Amya — a+ B) + Bamy =0,

a sestavime Hurwitzovu matici

mio + 1 1 0
H= Bam; ma+6—a ma+1
0 0 Bamy

Podle véty 1.21 musi platit

ma+1 > 0,
(ma+ D)(ma+8—a) > Bam;,
Bamy, > 0.

Tyto tfi nerovnice budeme fesit s hodnotou m; = 2/7. Nerovnice (3.4) je pro danou
hodnotu m; splnéna pro kazdé kladné or. Podobné nerovnice (3.6) je splnéna pro libovolnou
dvojici (kladnych) parametru a a 8. Z nerovnice (3.5) dostavame upravou kvadratickou
nerovnici

7 49
2 —_— —_— —
Q —|—2a 105<0.

Jejim TeSenim ziskame interval hodnot a:

77 [ 8 7 7 [ 8 N

27



Vidime, ze stabilita rovnovaznych bodu Sy a Ss je pro dané hodnoty mg a my zarucena
pouze pokud
7T 7 8
—— 4+ 4 /1+= R
o€ <0, 4+4\/ +55>, pe
7T 7

/ 8
Oznac¢me o = 1 + 1 1+ gﬁ.
Pro konkrétni volbu 8 = 15 je parametr o = 7. Pokud tato ¢isla dosadime do ptislusné
charakteristické rovnice P 3(\) = 0, ziskdme tii vlastnf ¢isla — dvojici ryze imagindrnich
vlastnich ¢isel a jedno nenulové redlné vlastni ¢islo. Tedy a* = 7 je kritickym bifurkaénim
parametrem.

Ukazme nyni, ze pro libovolné kladné 3 je a* kritickym parametrem, tedy prislusna
Jacobiho matice J(S3 3) bude mit pii @ = o* vzdy dvojici ryze imagindrnich vlastnich ¢isel.

Budeme ptredpokladat, ze kofenem charakteristického polynomu Ps 5(\) je ryze imaginarni
¢islo wi. Protoze polynom P 3()\) nemé nulovy kofen, lze psét w # 0. Nyni dosadme do
polynomu P 3(\) za A ¢islo wi, ¢imz dostaneme

—w’i — W (ma + 1) + wi(mia — a + B) +my Ba = 0.
Ziejme plati: jestlize a + bi = 0, pak nutné a = 0 A b = 0. Separaci imaginarni a realné
casti ziskame soustavu nelinearnich rovnic o dvou neznamych a a w
—w? +w(ma—a+p)=0,
—w? (mia + 1) +mBa = 0.

Jelikoz je w # 0, mUZeme prvni rovnici podélit w a vyjadiené w? pak dosadit do druhé
rovnice. Nékolika ipravami pak ziskame hledanou hodnotu a:

7T 7 8
—ar=-t4 L1438
a=a«q 4—|—4 +55

Zpétnym dosazenim o = o do P 3()) dostavame dvojici redlnych ¢isel & |w|. Ziskali jsme
tedy dvojici ryze komplexnich vlastnich ¢isel

5 5 8
=+t 2 -2 1+ 25+ 8.
A2 il\/4 1 +55+5

Nyni pouzijeme napi. Vietovy véty pro dopocitani zbyvajicitho vlastniho ¢isla Az,

)\3——5—5 1—}—55.

Tedy pouze pii hodnoté a@ = a* mé Py3(\) dvé ryze imaginarni vlastni ¢isla Aq
a jedno nenulové realné vlastni ¢islo A3 , o je tedy bifurkacnim parametrem. Pomoci
Routh—Hurwitzova kritéria jsme ukazali, ze pro 0 < a < o* maji vSechna vlastni ¢isla
Jacobiho matice zapornou realnou c¢ast, tudiz rovnovazné body Sy a S3 jsou pro tyto
hodnoty « typu stabilni uzel-ohnisko, pti prekroceni a* dojde k Hopfové bifurkaci a reSeni
piejde ve stabilni limitni cykly, jak uvidime v ndsledujici kapitole. Rovnovazné body S5 3
jsou pro a > o typu sedlo—ohnisko.
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4 Graficka interpretace teoretickych vysledku

V predchozi ¢asti jsme se vénovali analyze stability Chuova obvodu. Zkoumanim vlastnich
¢isel jsme urcili interval hodnot parametru a € (0, o*), pro které jsou rovnovazné body Sy
a S3 stabilni. Dale jsme také zjistili, ze pro hodnotu a = a* nejsou Sy a S3 hyperbolickymi
body, nebot dvé z vlastnich ¢éfsel maji nulovou redlnou ¢ast. Zde dochdzi k takzvané
Hopfove bifurkaci.

V tomto oddile se budeme snazit graficky interpretovat vysledky teoretické analyzy.
Nejprve vykreslime ptipad, kdy body rovnovahy Ss a S3 jsou stabilni. Déle se zaméiime
na chovani systému pii prekroceni o, které jsme predchozi analyzou nebyli schopni od-
halit. K tomu vyuzijeme bifurka¢ni diagram, na némz si blize popiseme vznik limitnich
cyklu a chaotické chovani Chuova systému. Zaroven také vykreslime trajektorie feSeni pro
a>ak.

Pii vykreslovani trajektorii vyuzivame jiz zminénych bézné uzivanych hodnot pa-
rametru mo = —1/7, m; = 2/7 a navic také parametr S zvolime pevné, 5 = 15.
Pro tyto parametry jsou rovnovézné body dény jako S; = (0,0,0), Sy = (—1.5,0,1.5)
a Sy = (1.5,0,—1.5).

Nasledujici obrazky byly vytvoreny s pomoci skriptovaciho jazyka MATLAB. Pouzita
byla implementovand metoda ode4b, ktera vyuzivda Runge-Kuttovy metody 4. a 5. fadu
s fizenim délky kroku. Protoze funkce h(x) vyjadfujici nelinearitu systému je symetrickd
vzhledem k pocatku (je lichd), kazda trajektorie v okoli rovnovéazného bodu S mé svuj
zrcadlovy obraz v okoli rovnovazného bodu S3 a naopak. Nasledujici obrazky tedy zobra-
zuji dvojice trajektorii s poc¢ateénimi podminkami P, = (0.01,0,0) a P, = (—0.01,0,0).

Obrazek 4: Stabilni rovnovazné body Sy, S3 pro a < 7

Pro volbu parametru a < 7 oc¢ekdvame — dle predchozi analyzy — Ze feseni v rov-
novazném bodé S; bude nestabilni, zatimco trajektorie z okoli Sy a S3 budou do téchto
bodu pritahovany. Skutecné, jak vidime na obr. 4, rovnovazny bod S; se projevi jako
(nestabilni) sedlo-ohnisko. Rovnovézné body Sz a S3 jsou typu stabilni uzel-ohnisko.

Nyni se podivejme na hodnotu parametru o = 7. Pfi této hodnoté — jak jiz bylo
uvedeno diive — ma dojit k Hopfové bifurkaci (viz Matematicky aparat, podkapitola 1.7),
nebot zde existuje dvojice ryze komplexnich vlastnich éisel a jedno redlné nenulové. Rov-
novazné body S, a S3 ztraci stabilitu a vznika stabilni limitni cyklus. Na nésledujicim
obrazku (obr. 5) muzeme pozorovat ztratu stability bodu rovnovahy Sy a Ss.

29



o4

2 02 2 T oos
T Yy Yy

(a) Stabilni rovnovdzné body S2 a S3 (b) Nestabilni rovnovazné body Sa a Ss
pro a = 6.9 proa=717.1

Obrazek 5: Ztrata stability rovnovaznych bodu pii prekroceni o

Toto chovani lze dobte popsat prostiednictvim bifurkacniho diagramu. Bifurkacni di-
agram nam umoznuje vizualizovat chovani systému v zavislosti na fidicim parametru.
V nasem pripadé se konkrétné jedna o zavislost amplitudy stavové veli¢iny x na parame-
tru « (stejné tak lze vyjadrit zavislost amplitud stavovych velicin y a z). Je zde pritom
vyuzita tzv. brute force metoda (neboli metoda hrubou silou), tedy po ustaleni systému
pro kazdé a (respektive pro hodnoty «, které ziskdme jako uzly pii rovnomérném déleni
na pozadovaném intervalu) zaznamendme v diagramu lokalni maxima stavové veliciny x.
Typ chovani se pak z bifurka¢niho diagramu urcuje takto: jestlize pro danou hodnotu
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Obrézek 6: Bigurkacni digram (x4, oznacuje amplitudu stavové veliciny x)

a ziskdame jediny bod, jednd se o jednoduchy cyklus, nebo je tento bod atraktivnim bo-
dem rovnovahy. Dvéma bodum pak odpovidé zdvojeny cyklus, neboli 2-periodicky cyklus,
podobné étyfem bodum odpovidd 4-periodicky cyklus, osmi bodum 8-periodicky cyklus
apod. Postupné timto zdvojovanim period ziskdme ,nesouvislou“ mnozinu bodu, kterd
signalizuje kvaziperiodické nebo chaotické chovani systému. V oblasti chaotického chovani
pak muzeme pozorovat tzv. periodicka ,okna“ (z angli¢tiny periodic windows), ktera od-
povidaji limitnim cyklim (nejedna se tedy o chaotické chovani). Tento charakteristicky jev
muzeme pozorovat i u jinych chaotickych systému. Bifurka¢ni diagramy byly vytvoreny
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rovnéz v prostiedi MATLAB s pouzitim klasické Runge-Kuttovy metody 4. fadu (nyni s
pevnou délkou kroku).

Pozndmka. Vzhledem k tomu, ze pti konstrukei bifurkaéniho diagramu pouzivame vzdy
stejny pocet amplitud, mohou se v diagramu objevovat nepfesnosti zpusobené vykreslenim
bodu pred dosazenim ,ustaleného“ chovani.
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Obrazek 7: Bigurkacni digram — zdvojovani period a prechod k chaotickému chovani

Na obr. 5 muzeme vidét trajektorii, kterd je ptritahovana jednoduchym limitnim cyk-
lem. Pro hodnotu o = 7.1 v bifurka¢nim diagramu (obr. 6) skuteéné ziskdvame jediny
bod, ktery znad¢i pravé jednoduchy limitni cyklus.

Obr. 7 pak predstavuje vytez z bifurkaéniho diagramu pro hodnoty a € (8.4, 9). Na tomto
obrazku muzeme blize zkoumat zdvojovani period. Napr. pro hodnotu o = 8.5 bychom
meli ziskat 2-periodicky cyklus. Tomu odpovida i nésledujici obrazek (obr. 8).

Obréazek 8: 2-periodicky limitni Obrézek 9: Chaotické chovani pri
cyklus pro a = 8.5 a=9

Dalsim zvySovanim « pak vznikaji 4, 6, 8-periodické cykly, dokud feSeni nepiejde
do chaotického stavu. Tehdy se objevi chaoticky atraktor (obr. 9), ktery je velmi po-
dobny chaotickému atraktoru Rdsslerova dynamického systému, proto se v literatuie obcas
setkdvame (viz napt. [1]) s (chybnym) oznacenim Rdéssleruv atraktor.
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(b) ,dvojity svitek“, o = 10

(c) periodické ,okno“, a = 10.45 (d) zénik ,dvojitého svitku“, a = 11.15

Obrazek 10: Typické chovani ,dvojitého svitku* pfi ruznych hodnotach «

Dosud se jednalo vzdy o cykly pouze v okoli bodu Sy nebo S3. Pokud vsak budeme «
naddle zvySovat, zacne vznikat takzvany ,dvojity svitek* — obr. 10(a) a 10(b). Chovani
dvojitého svitku muzeme popsat takto: nejprve se trajektorie feSeni vyskytuje pouze
v okoli jednoho z bodu S5 nebo Ss, nasledné se od tohoto bodu odkloni ke druhému
a po nékolika obézich se vraci zpét. Pocet obéhu pritom nelze predikovat a neexistuje zde
zadnd pravidelnost.

Vznik ,,dvojitého svitku“ muzeme dobfe pozorovat i v bifurka¢nim diagramu na obr. 6.
Vsimnéme si, ze od ur¢ité hodnoty « se v bifurkaénim diagramu objevuji i zaporné hodnoty
Tmaz- Od této hodnoty (a &= 9.109) se trajektorie nevyskytuji pouze v okoli bodu Sy, ale
stridavé obihaji kolem rovnovaznych bodu Sy a Ss.

Pii hodnoté o« = 10.45 si pak v bifurkaé¢nim diagramu muzeme vSimnout perio-
dického ,okna“, které je vykresleno i na obr. 10(c), trajektorie feseni je zde pritahovéna
3-—periodickym limitnim cyklem. Pfi dalsim zvySovani « trajektorie opusti invariantni li-
mitni mnozinu. Tento stav pak oznacujeme jako zanik ,dvojitého svitku®, obr. 10(d).

Nyni pfipomenme podstatnou vlastnost deterministického chaosu. Dynamicky systém
vykazujici toto chovani je charakterizovan extrémni citlivosti na poruchy v pocatecnich
podminkach. Zavislost na pocateénich podminkach je znazornéna na obr. 11. Pocéateéni
stavy jsou dany jako P, = (0.0100,0,0) a P, = (0.0101,0,0). Pro nézornost je na
obr. 11(b) vykreslena také zavislost stavové veli¢iny x na nezavislé proménné 7. Tra-
jektorie takového systému jsou pritahovany invariantni limitni mnozinou, tzv. podivnym
atraktorem, ktery jsme mohli vidét na obr. 10.
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(a) Trajektorie Feseni (b) Zévislost stavové veliciny x na 7

Obrézek 11: Zavislost na pocateéni podmince pro a = 10, P, = (0.0100, 0, 0),
P, = (0.0101,0,0)

Na z4vér se jesté kratce vratme k neupravenému Chuovu obvodu (2.4)-(2.6). V ka-
pitole 3.1 jsme ziskali tii rovnovazné body, z nichz dva jsou zavislé na fidicim parame-
tru obvodu, kterym je v tomto pripadé proménny odpor R. Na nasledujicich obrazcich
muzeme vidét, jak se zména polohy rovnovaznych bodu projevuje ve fazovych portrétech.
Se zmensujicim se odporem se body S5 a S3 priblizuji k sobé, dvojity svitek méni na rozdil
od naseho alternativniho pristupu (kde byla fidicim parametrem kapacita Cy a odpor R
byl konstantni) svou velikost, az do doby, kdy rovnovézné body S a S3 zcela zaniknou.
Poté existuje pouze nestabilni rovnovazny bod S7.

Tabulka 1: Bézné uzivané hodnoty parametru Chuova obvodu

4 10nF
Cy 100 nF
L 18mH
G | —55/60 mS
Gy | —9/22mS
€ 1V

Nasledujici obrazky byly vykresleny s pouzitim obvyklych hodnot parametru Chuova ob-
vodu, které nalezneme v tabulce 1.

x10° X107

(a) ,Dvojity svitek” pro R = 1850 Q (b) ,Dvojity svitek* pro R = 1620 2

Obrézek 12: Zavislost polohy rovnovaznych bodu na odporu R (boéni pohled)
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Zaver

Cilem této prace byl popis dynamickych systému, které vykazuji chaotické chovéani. Kon-
krétné byla priace zameérena na systémy, v nichz se vyskytuje atraktor typu ,dvojity
svitek“. Jako prototyp takového systému poslouzil Chuuv elektricky obvod.

Prvni kapitola byla vénovana zakladni teorii dynamickych systému. Zde byly zavedeny
pojmy jako jsou atraktor ¢i bifurkace. Také zde byly uvedeny zpusoby posuzovani stability
nelinedrnich dynamickych systému, témi byly Hartman—Grobmanova linearizaéni véta,
dale Ljapunovova véta a Routh—-Hurwitzovo kritérium stability.

Ve druhé kapitole byl nastinén princip odvozeni soustavy diferencialnich rovnic, které
popisuji Chuuv elektricky obvod. Tuto soustavu jsme pak pomoci vhodnych substituci
prevedli na zjednoduseny tvar, ktery byl zavisly na ¢tyrech parametrech — «, 8, mg a m;.

V navazujici kapitole byl prostor vénovan analyze stability nalezenych rovnovaznych
bodu Sy, Sp a S3 pri pevné zvolenych hodnotach parametru mg a m,. Pomoci linearizace
a Routh—Hurwitzova kritéria stability bylo mozné uré¢it interval parametru «, pro které
byly rovnovazné body Sy a S3 stabilni. Zjistili jsme také, ze bod Sy je pro libovolnou dvojici
pripustnych hodnot parametru « a [ nestabilni. Zkoumanim vlastnich ¢isel Jacobiho
matice pak bylo mozné urcit kriticky bifurka¢ni parametr o*, pri jehoz prekroceni doslo
k Hopfové bifurkaci, tj. doslo ke ztraté stability rovnovaznych bodu Sy a S3 a vzniku
limitnich cyklu.

Kapitola ¢tvrta byla vénovana mimo jiné i chaotickému chovani Chuova systému. Ke
znazornéni tohoto chovani poslouzil zejména bifurka¢ni diagram, na kterém byl popsan
prechod od limitnich cyklu pres chaoticky atraktor v okoli jednoho z rovnovaznych bodu
az ke ,dvojitému svitku“. Chovani pfi ruznych parametrech a bylo rovnéz znazornéno
pomoci trajektorii feSeni. Ty byly vykresleny pomoci skriptovaciho jazyka MATLAB. Po-
moci trajektorii feseni a také grafické zavislosti stavové veli¢iny x na nezavislé proménné
T jsme znazornili velmi podstatnou vlastnost chaotického systému, kterou je citliva zavis-
lost na pocatecnich podminkach. Soucéasti této kapitoly bylo i kratké porovnani mezi
chovdnim systému pii ménicim se odporu R, coz je zpusob fyzikdlné prirozenéjsi ovSem
se ).

Tato prace se snazila poskytnout zaklad pro dalsi zkoumani nelinearnich dynamickych
systému. Je jisté mozné navazat hlubsi analyzou chaotického chovéani. Z nejznaméjsich
metod muzeme zminit napiiklad vypocet Ljapunovovych exponentu.
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