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Abstrakt

Témou tejto bakalarskej prace st matematické modely, ktoré vyuzivame v modelovani epi-
demologickych chordb. Cielom prace bolo zostavenie a popis Kermacovho-McKendrickovho
zakladného epidemologického modelu a jeho néslednd analyza. V neposlednom rade sa ve-
nujem analyze stability venerickych ochoreni a to konkrétne ochoreniu AIDS spojenym s
liecebnou terapiou.

Summary
The subject of this bachelor’s thesis is mathematical modelling in the epidemiological
study of infectious diseases. The primary goal was to construct, characterize and analyze of
the Kermack-McKendrick epidemic model. Furthermore, the stability of venereal disease
models is analyzed, with focus on Acquired Immunodeficiency Syndrome (AIDS) and its
treatment.
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1. Uvod

Infekéné ochorenia a ich epidémie trapili ludstvo od ddvnej histérie a spdsobovali obrovské
skody. Napriklad v 14. storo¢i v Eurépe zapricinil mor smrf asi jednej tretiny obyvatelstva.

Stidium epidémii si vyZiadalo mnohé matematické modely popisujiice dynamiku epi-
démii, vysvetlujice ich prepuknutie a predpovedajice priebeh vyvoja. Tieto modely sa
dnes vyuzivaju napriklad pri hladani sposobu ako obmedzit toho, aby sa epidémia sirila
dalej a taktiez pomahajua urcit preventivne opatrenia.

Zaciatkom 20. storocia sa matematici zacali zaoberat modelovanim infekénych ocho-
reni. Hamer a Ross vyuzili matematické modelovanie k studiu Sirenia infekénych chorob.
Dvojica matematikov - Kermac a McKendrick objavili podmienku sirenia ochorenia [3].
Ich zékladny epidemologicky model (SIR) a dalsie druhy modelov predstavime v tejto
praci. Jej stuktira je nasledujtca:

V druhej kapitole je uvedeny zakladny prehlad matematického aparatu, ktory sa tyka
hlavne teorie z oblasti stability stustav diferencialnych rovnic.

Tretia kapitola sa zaobera uz vyssie spominanym zakladnym epidemologickym mode-
lom a tym je Kermacov-McKendrickov model SIR.

V nasledujicej stvrtej kapitole sa zameriame na modely venerickych (pohlavne pre-
nosnych) chor6b a popiSeme zdkladny krizovy model, ktory je charakteristicky pre hete-
rosexualny prenos choroby.

V kapitole piatej si podrobne rozoberieme jednu z pohlavne prenosnych chorob - AIDS.
V uvode tejto kapitole popiseme zdkladni charakteristiku tohto ochorenia a virus HIV,
ktory toto ochorenie sposobuje. Na zaver sme pridali konkrétnu realizaciu modelu AIDS
z experimentalych dat ziskanych v San Francisku zo 70. az 80. rokov minulého storocia.

V dalsej Siestej kapitole predstavime najjednoduchsi model HIV, ktory popisuje ako
rychlo klesé koncentracia virusu hned po nasadeni antiretroviralnej liecby.

V poslednych kapitolach sa venujeme uz len vyhradne ochoreniu AIDS spolu s lieceb-
nou terapiou.

Konkrétne kapitola siedma sa zaobera modelom, ktory zahfna virusovi produkciu, to
znamena, ze bunky po infikovani sa stavaju producentami castic HIV virusu.

Vo 6smej kapitole sa venujeme modelom s lie¢ebnou terapiou a to konkratne liecba RT
inhibitorom a inhibitorom proteazy. Cielom liecby je spomalenie rozmnozovania virusu a
tym padom aj zabranenie tplneho narusenia imunitného systému ¢loveka. Specidlne tu
analyzujeme kombinovanu lie¢ebnt terapiu, to znamend aky vplyv ma kombinacia vyssie
spominanych lie¢iv na organizmus.

V zaverecej kapitole uvedieme zhrnujice pozamky k tejto praci.
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2. Matematicky aparat

V tejto kapitole uvedieme vlastnosti a pojmy s ktorymi budeme nasledovne pracovaf.
Zameriame sa hlavne na definiciu autonémneho systému, stabilitu rovnovaznych bodov a
Routh-Hurwitzove kritérium [2].

2.1. Autonémny systém

Dynamika pohybu v ramci dynamického systému je zvycajne urcend stustavou diferencial-
nych rovnic.

Sustava diferencidlnych rovnic y’=f(y) sa nazyva autonémna, ak nie je zavisld na neza-
visle premennej t.

Majme autonémnu stustavu ODR1 s pociatoc¢nou tilohou nasledujiceho tvaru:

y =1f(y),  vy(0)=aq,
kde funkcia f je definovana a spojita v oblasti G C R", pricom a € G.
Graf rieseniay: I — G je krivka v R"™! presnejsie, mnozina vsetkych bodov (¢, y1(t), ..., yn(t)),
kde t € I je parameter krivky.
Trajektoria je priemet rieSenia y(t) do fazového priestoru G.
*

Rovnovadzny bod je trajektériou konstantného (staciondrneho) rieSenia y(t) = y™.

Cyklus (uzavretd krivka) je trajektériou nekonstantného periodického riesenia y(¢).

2.2. Stabilita rovnovaznych bodov

Stabilita rovnovaznych bodov je vlastnost, ktora zarucuje predpovedanie spravania sa
systému v okoli tychto bodov.

Nech y* € R” je singularny bod ststavy diferencialnych rovnic
y = f(y), (2.1)
to znamena plati f(y*)=0.

Rovnovazny bod y* nazveme stabilng ak ku kazdému okoliu O bodu y* € R" existuje
okolie O; C O bodu y* € O také, ze pre kazdé rieSenie y(t) s vlastnostou y(0) = y* €
O, plati y(t) € O pre vsetky ¢ > 0.

Ak naviac plati lim;_,, y(t) = y* tak singuldrny bod y* nazveme asymptoticky stabilngm
bodom.

Stabilita singuldrneho bodu y* ststavy (2.1) ide urcit pomocou redlnych casti vlastnych
¢isel matice dynamiky - jedna sa o tzv. Jacobiho maticu:



2.3. ROUTH-HURWITZOVO KRITERIUM

0 * o) *
Ly - SRy
Laly) - F2 )
kde fi,..., fn st zlozky f a y, ..., y, su zlozky y.

Pre konkrétny rovnovazny bod zostavime Jacobiho maticu a vypocitame jej vlastné cisla
A, ktoré su riesenim nasledovnej charakteristickej rovnice:

0=[J—AI

Y

kde I je jednotkovd matica a symbol | - | znamena prislusni hodnotu determinantu.

Hyperbolicky rovnovazny bod je taky, ktorého vsetky vlastné ¢isla Jacobiho matice maju
nenulovi realnu cast.

Nehyperbolicky rovnovazny bod je taky, ktorého aspon jedno vlastné ¢islo ma nulovi realnu
cast.

Pri skiimani bodov nelinedarneho systému (2.1) sa obvykle pouziva lineariza¢na veta [2):

Ak je rovnovazny bod linearizovaného systému hyperbolicky, tak je fdzovy portrét neline-
arneho systému v okoli tohoto bodu kvalitativne ekvivalentny s jeho linearnym portrétom.
Linearizdacia v nehyperbolickyjch bodoch nedava Ziadnu informdciu ohladom chovania neli-
nedrnych systémov.

Z tejto vety plynie nasledujtce:

Ak st vsetky vlastné cisla Jacobiho matice so zapornou realnou castou, tak rovnovazny
bod y* je asymptoticky stabilng.

Ak aspon jedno vlastné ¢islo Jacobiho matice ma kladni redlnu cast, tak rovnovazny bod
y* je nestabilny.
2.3. Routh-Hurwitzovo kritérium

Routh-Hurwitzovo kritérium (struéne RH kritérium) ndm poméha posudzovat asympto-
ticku stabilitu rovnovaznych bodov dynamického systému.

Majme nasledovny polyném stupna n:
PO = A"+ a N an )+ a,

kde koeficienty a; (i = 1,2, ...,n) st redlne konstanty.
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Teraz zostavime Routh-Hurwitzovu maticu (strué¢ne RH maticu) z tychto koeficientov:

1 aq 1 0
ay
H1=(<11)7H2=<& a>’H3: a3 azy 1],
3 Q2
as a4 ag
a obecnd RH matica je potom tvaru
a 1 0 0 - 0
as Qo 1 ag -+ O
H, = as ay as as - 0 ’
ao2pn—1 Q2n—2 0A2p—3 d2p—4 *°° Qp

kde a;, =0 ak k > n.

Potom vsetky korene polynému P(\) st zaporné, alebo maji zdpornt redlnu cast préve
vtedy, ked vsetky subdeterminanty matice H, su kladné, tzn.

|Hi| > 0, k=1,2,.. n.

2.3.1. Dosledok RH kritéria do dimenzie 2

Ak méame polyném stupna 2, tak RH matica ma tvar

[ 1
HQ_ (0 CLQ) ’

Vidime, Ze prvy subdeterminant bude kladny ak a; > 0.
Druhy subdeterminant (samotny determinant matice Hs) bude kladny ak plati ay > 0.

Z toho sa da usudit, ze korene charakteristického polynému P(\) stupna 2 st zaporné,
alebo maju zaporé realne casti prave vtedy, ked plati a; > 0 a as > 0.

2.3.2. Dosledok RH kritéria do dimenzie 3

Ak méame polyném stupna 3, tak RH matica ma tvar

aq 1 0
Hs = |as ay a;
0 0 as

Vidime, ze opat bude prvy subdeterminant kladny ak plati a; > 0.

Druhy subdeterminat bude kladny ak plati ajay > as.

A v poslednom rade bude treti subdeterminat (samotny determinat matice Hs) kladny
ak ag(ajas —az) > 0. Vyraz v zatvorke bude kladny ak druhy subdeterminat bude kladny
a musi dalej platit, ze ag > 0.

Z toho sa da usudit, ze korene charakteristického polynému P()\) stupna 3 st zadporné,
alebo maju zadporné realne casti prave vtedy, ked plati a; > 0 a ajay > az > 0.



3.

Model SIR

3.1. Zakladny koncept

Predpokladajme, ze pocet jedincov (ozn. N) sa v danom ¢asovom okamihu nemeni, tj.
N = konst.

Populadciu moézeme s ohladom na dant chorobu rozdelit do troch tried [6] :

S(t)
1(t)
R(t)

.. pocet nachylnych osdb (susceptible people);
.. pocet infikovanych os6b (infectious people);
... poc¢et uzdravenych /iminnych oséb (recovered people).

Dalej predpokladajme, ze:

choroba sa $iri medzi infikovanymi a zdravymi (ohrozenymi jedincami);
choroba nema latentny cas, tj. choroba sa zacne vyvijat bezprostredne po infikovani;

populécia je homogénna, tj. vSetci ohrozeni jedinci st rovnako ohrozeni a vsetci infi-
kovani st rovnako infekéni a pravdepodobnost stretnuti akychkolvek dvoch jedincov
v populdcii je rovnaka;

populécie je autonémna, tj. ma konstantnu velkost - nepredpokladé sa ani narodenie
novych jedincov, ani migracia a vsetci zomreli st zahrnuti do skupiny osob R(t),
ktoré uz presli chorobou. Plati teda, ze [5]:

S(t)+ I(t)+ R(t) = N = konst. > 0.

3.2. Popis modelu

Jednym zo zakladnych epidemologickym modelov je matematicky Kermackov-McKendric-
kov model definovany tromi diferencidlnymi rovnicami popisujicimi dynamiku jednotli-
vych kategorii osob.

Predpoklady [4]:

uzdraveni jedinci v triede R(t) sa uz nemdzu nakazit (ziskand imunita je perma-
nentnd);

populécia je konstantna a nemennd v cCase;

narast infikovanych jedincov je imerny poctu ohrozenych a infikovanych jedincov,
tj. je rovny BS(t)I(t), kde 5 > 0 je konstantou timernosti;

ohrozenych osob ubida rovnakou rychlostou;
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o rychlost s akou ubuda pocet infikovanych jedincov (napr. vylie¢enim, dmrtim) je
umerna poctu infikovanych osob, tj. je rovna vI(t), kde v je konstantou timernosti.

o inkubacna doba je zanedbatelna;
» populécia je tak velka, ze vyvolané zmeny povazujeme za spojité.

Nasledujuci diagram popisuje dant modelovu situaciu:

Obr. 3.1: Blokova schéma modelu SIR

Kermackov-McKendrickov model SIR definovany tromi diferencialnymi rovnicami popi-
sujicimi dynamiku jednotlivych kategorii vyzera nasledovne [6]:

dsS
% = pBSI —viI (3.2)
% s (3.3)

[ a v st kladné parametre, 3 je miera infekcie (pravdepodobnost ndkazy) a v je miera
uzdravenia (vyjadruje, ¢i sa dand choroba lahko prenédsa alebo je obtiazne ju ziskat).

S(t),I(t), R(t) st stavové premenné modelu s pociatoénymi podmienkami:
S(O):So>0, I(O):]0>0, R(O):ROZO
Dalej plati nasledujtica rovnica:

So+ Iy = N.

Rovnicu (3.2) mdézeme pomocou jednoduchej dpravy (vytknutim ) prepisat na tvar:

dl
— =1(B8S —v).
=155~ v)
Po dosadeni pociatoénych podmienok dostavame tvar:
dl
%(0) = 1o(8So — V). (3.4)

Z predoslej rovnice plynie, Ze stav kategérie infikovanych osob klesa alebo rastie v zavislosti
na hodnote vyrazu v zatvorke.
Zistujeme ¢i
v v
Sop < — alebo Sp> —.

B B



3.2. POPIS MODELU

V pripade, ze plati Sy = %, tak vyraz v zatvoreke by bol rovny nule, ¢o by v nasom
pripade znamenalo konstantny pocet infikovanych (je to velmi nepravdepodobné).

Z rovnice (3.1) plynie, ze % <0,teda S<5=5<0.

Ak teda plati, ze Sy < %, tak funkcia I(t) je v tomto pripade nerasttica pre vsetky ¢ > 0,
presnejsie Iy > I(t) — 0 pre t — oo.

Zmamena to, ze infekcia odznieva a epidémia tym padom neprepukne.

Na druhej strane, ak Sy > % potom funkcia I(t) najskor rastie, teda infekcia sa zacina sirit.

v
B
sa nazvyva infekéna kontaktna miera.

Kriticky parameter % sa niekedy nazyva aj ako relativna miera vyliecenia a jeho prevra-

B

14

tend hodnota o =

Dalej zavedieme tzv. zdkladni reprodukéni konstantu. Je to prahova hodnota, ktord ma
zasadny vplyv na prepuknutie epidémie. Zakladné reprodukéna konstanta odpoveda po-
¢tu sekundarnych infekcii sposobenych jednym infekénym jedincom v nachylnej populécii,
pricom infekcia sa zacne sirif, ak je splnend podmienka Ry > 1.

Pre zakladny SIR model je zakladné reprodukénd konstanta rovnd vyrazu

_ 5%

v

Ry (3.5)

Ak aplikujeme SIR model na epidémie roznych infekénych chordb, bude sa 1iSit tato zé-
kladna reprodukéna konstanta, pretoze kazda epidémia je svojim sposobom Specificka a
tym padom ma aj iné parametre [6].

Z rovnice (3.5) vidime, ze pokles konstanty Ry moézeme docielit nasledovnymi sposobmi:
« zmensSenim paramtera ( (miera infekcie);
e zvaCSnim parametra v (miera uzdravenia);
 zmensSenim velkosti ndchylnej populacie (.Sp).

Uzitoénymi prostriedkami na zmensenie velkosti nachylnej populacie st napriklad:

vakcinacia, alebo izolacia nainfikovanych jedincov na prislusnych nemocniénych oddele-
niach (zabrani sa tym prenos choroby).



3. MODEL SIR
3.3. RiesSenie ststavy rovnic (3.1) - (3.3)

Sustavy rovnic (3.1)-(3.3), predstavuji systém 3 diferencidlnych nelinedrnych rovnic. Vy-
pocet pozostava z dvoch krokov - vyjadrenie spravania sa modelu SIR v rovinach SI a RS

[5],16].

3.3.1. Riesenie v rovine SI

Z pomeru rovnic (3.2) a (3.1) dostavame nasledovny vztah
dI  BSI—vI
ds BSI

Rovnicu (3.6) pravou prepiSeme na tvar, pricom vyraz % si oznacime ako p

dl v dl p
R LA .
as +t 357 s s (3.7)

Integraciou rovnice (3.7) dostavame

I =-S5+ pln(S) +c. (3.8)

Pre ziskanie konstanty ¢ dosadime pociato¢né podmienky do rovnice (3.8), t;
Iy = —So -+ pln(So) +c=c=1y+ S(] — pln(So)

Partikularne riesenie ma teda nasledovny tvar

I =—S5+pln(S) + Io + So — pIn(Sp).
Jednoduchou tpravou dostavame koneény tvar partikularneho rieSenia, tj.

I = [() + S(] - S+ plnﬁ (39)
So

Ak epidémia prepukne, je uzitocné vediet, aky je maximalny pocet infikovanych.

I(t) bude maximalne pri % = 0.
Ak poloZime vyraz df rovny nule, tak dostavame tvar

dl

=10 [8S(1) ] =0. (3.10)
Dostavame 2 riesenia, jedno z nich je trividne (ak I(¢f) = 0) a to by znacilo, ze ziadna
epidémia sa nevyskytovala, dalSie riesenie je tvaru S = % Vyraz % si oznacime p.

B
Ak dosadime ttto hodnotu do rovnice (3.9), tak dostavame nasledovny tvar

I(max) = Iy + Sp — p—i—plns
0
Jednoduchou tpravou (N = Iy + Sp) predchddzajicu rovnicu upravime na tvar

I(max) = N — p+plnS
0



3.3. RIESENIE SUSTAVY ROVNIC (3.1) - (3.3)

N

Obr. 3.2: Fazové trajektorie rieSenia v rovine SI

Pre hociaké pociatoéné hodnoty Iy a Sy (Sp > p) zacina stavova trajektéria na priambke,
ktord spaja dva body, a to bod [N, 0] a bod [0, N| a sttipa k vyssi hodnotam I(t).

Ak je naopak, v podiato¢nej podmienke Sy < p, pre rastiicu hodnotu ¢ je hodnota I(t)
klesajtica, to znamend, Ze sa epidémia neobjavi [0].

3.3.2. RieSenie v rovine RS
V stavovej rovine RS plati

as S
22 (3.11)
dR P
Rovnicu (3.11) upravime, zintegrujeme (postup rovnaky ako pri rovine SI) a néasledne
dostaneme obecné riesenie v tvare

R
P

S =ce (3.12)

Ak do rovnice (3.12) dosadime pociatoéné podmienky, ziskame hodnotu konstatnty c,
hodnota ¢ nam potom vyjde rovna hodnote Sp.

Partikularne riesenie je tvaru

R
S = 5’087;.

V praxi sa ale niekedy velmi tazko ziskavaji tidaje o tom, aky je prirastok mnozstva infi-
kovanych jedincov I(t), ale docela zndme st tidaje z kategérie rezistentnych R(t).

Plati:
% = VI(t) = v [N — R(t) ~ S(0)] = v [N — B(t) — S 5] (3.13)

Ttato rovnicu nevieme riesit analyticky, na vypocet pouzijeme numericky postup.

Nasledovny obrazok popisuje chovanie modelu SIR pri chripkovej epidémii.
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3. MODEL SIR

pocet osob
8 & 2 2 =] 2
(=] (=] =] o o (=]

n
Q
=]

100+

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Cast [den]

Obr. 3.3: Zavislost poc¢tu nachylnych, infikovanych a uzdravenych jedincov na case

8]
3.4. Dalsie modely v skratke

3.4.1. Model SI

Je to nejjednoduchsi model Sirenia infekénych choréb. Pouziva sa pri modelovani choroby,
po ktorej prekonani uz neziska uzdraveny jedinec imunitu (napriklad zapal mozgovych
blan, opar, kvapavka). Tento model neobsahuje triedu iminnych oséb R(t), ale uzdraveny
jedinec sa automaticky pripoji k triede ndchylnych oséb S(¢) [9].

3.4.2. Model SIRS

Pouziva sa pri modelovani choroby, ktora poskytuje imunitu len na ur¢iti dobu, to zna-
mena, ze jedinci ktori si uzdraveni sa po ¢ase mozu nakazit znovu. Jedinci z triedy
iminnych R(t) sa ¢asom presuni do triedy nachylnych jedincov S(t) [10].

3.4.3. Model SEIR

V modele SIR sme uviedli, Ze infikovany jedinec sa automaticky stava infekénym. Avsak
nie je to tak u kazdej choroby. Maldria mé latentné stadium (inkubacénii dobu) v drioch,
AIDS dokonca v rokoch (znamend to, ze AIDS sa po nakazeni virusom HIV méze objavit
az po niekolkych rokoch od nakazenia, pricom jedinec v tom ¢ase nepozoruje u seba ziadny
priznak choroby). V tomto pripade je nutné do modelu zahrnit dalsiu triedu, tzv. triedu

jedincov v latentnom stadiu choroby - ozn. E(t) (z angl. exposed - vystaveny nebezpeciu
choroby) [L1].

Je potrebné dodaf, ze vyssie uvedené modely su len zjednodusenim skutocnosti a sku-
toénému priebehu choroby a epidémie. Kazda choroba je jedinecna a vyzaduje si vlastné
ststavy diferencidlych rovnic, ktoré popisuju jej dynamiku [4],[5].

11



3.4. DALSIE MODELY V SKRATKE

Obr. 3.4: Grafické znazornenie modelov SI, SIRS a SEIRS

V modeloch SIRS a SEIRS nam vystupuji nasledovné konstanty [10],[11]:

e ¢ ... miera toho, ako sa uzdraveni jedinci vracaju naspat do triedy néchylnych osob
v dosledku straty imunity;

e 0 ... miera inkubacie - miera toho, ako sa jedinci v latentnom obdobi stani infekc-
nymi.

12



4. MODELY VENERICKYCH CHOROB
4. Modely venerickych choréb
4.1. Zakladny koncept

Sexudlne prenosné ochorenia (napriklad syfilis, kvapavka, AIDS) predstavuju celosvetovy
problém. Na rozdiel od beznych infekénych ochoreni, tieto maji niektoré odlisné vlast-
nosti, napriklad [6], [4], [5]:

e ochorenia si obmedzené len na sexualne aktivnu cast populacie;

e prenasaci choroby su casto asymptomaticki, tj. bez viditelnych prejavov choroby,
castokorat az do neskorych stadii ochorenia;

e mneposkytuju imunitu.

4.2. Popis modelu

Pri tvorbe tohto modelu budeme vychadzat z nasledovnych predpokladov:
o heterosexualny prenos chorobys;
» rovnaké promiskuitné spravanie zien aj muzov.

Nasledové grafy nam ilustruju rozdelenie populécie do dvoch tried a dalsi graf charakte-
rizuje zakladny krizovy model.

Sa(t)
() L
N

Sp(t)
(L
T Ro(t)

Obr. 4.1: Rozdelenie populacie do troch tried
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4.3. ANALYZA MODELU

N

L Iolt)

M=

Sa(t) Ba 1a(t)

K./

Obr. 4.2: Zakladny krizovy model

V pripade, zZe je ziskand imunita zanedbatelna, nemusime uvazovat skupinu rezistentnych
osdb. Po vylieceni sa osoby vracaju naspat do kategorie S(t) zdravych a zdroven ohroze-
nych jedincov.

Nasledovné 4 diferencidlne rovnice nam popisuji chovanie modelu podla predoslej schémy
zakladného krizového modelu [6]:

ds,

T —BpSpla + vply (4.1)
% = BpSpla — v, (4.2)
dd_S;z = —BaSalp + vala (4.3)
% = BaSaly, — valg, (4.4)

kde By, vp, B4, vq st kladné redlne konstanty.
Pricom platia pociatocné podmienky:
Sp(0) = Spo; L,(0) = I,0; Sa(0) = Sqo; 1;(0) = Iy.
Dalej predpokladédme, Ze:
Sy(t) + I,(t) = N, = konst. > 0;

Sa(t) + I4(t) = Ny = konst. > 0.

4.3. Analyza modelu

Rovnice (4.1)-(4.4) sa daju zredukovat na nasledovny tvar[6], [5], [4]:
dI,

—L = BN = L~ w1, (4.5)
dI
d—td = B4[N — L)L, — valy. (4.6)

14



4. MODELY VENERICKYCH CHOROB

Rovnovazne body

Sustava predchadzajicich dvoch rovnic méa nasledujiice rovnovazne body:

NpNa = pppa. 7o NolNa = pppa

I=15=0  I'y= : -
pl dl d2 N, + pa

_ , AT
p2 Nd i pp ( )

kde oznacime
Vp Vq

Pp = ) Pd = 5 -
P Bp Bd
Kladné rovnovazne stavy existuju len, ked je splnena prahova podmienka vzniku epidémie:

(4.8)

NaNp > pppa.
Téato podmienka po uprave vyzera nasledovne:

NNy _ (&M) (5de) o1 (4.9)

PpPd Vp Vd

Analyza stability rovnovaznych bodov

Linearizdciou systému rovnic (4.5) a (4.6) v okoli rovnovazneho stava I, = I3 = 0
dostéavame (vid. kapitola 2) maticu dynamiky:

—Vp  BpNp
A= (5de _Vd>. (4.10)

Jej vlastné ¢isla uré¢ime ako korene charakteristickej rovnice

0= |~ A BNy
BaNg —Vg— A

b

teda plati:
(—Vp — A)(—Vd — )\) — ﬁprﬁde =0.
Charakteristickd rovnica je teda tvaru:

N, N,

A2+ N, + vyg) + vyrg —
(W + va) vt PpPd

Vpvg = 0. (4.11)

Diskriminant rovnice (4.11) sa rovna

N, N,
D= (l/p—i—l/d)2+4upud( pd 1).
PpPd

A vlastné ¢isla matice (4.10) su:

—(vp +va) £ \/[(Up +vy)2+ 4ypyd(]:jzi\;d — 1)]

2

)\17)\2 -
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4.3. ANALYZA MODELU

Ak je splnend prahova podmienka NyN, > p,pq, tak vlastné éisla spliiaji: Ay < 0a Xy > 0
a bod (0; 0) je nestabilny.

Ak nie je splnend prahova podmienka, tak vlastné ¢isla spfﬁajﬁ: A <0aX <0abod

(0; 0) je stabilny. V tomto pripade kladny rovnovazny bod (1, I7,) neexistuje.

Ked kladny rovnovazny bod existuje (tzn. je splnend prahova podmienka), tak linearizacia
sustavy rovnic (4.5) a (4.6) v okoli tohto rovnovazneho stavu vedie na nasledovni maticu
dynamiky:

v, — B,I% BN, —B,1
A= Vp — Bplin  BpNp plp) 412
(ﬁde — Pala —va— /3dI;2> (4.12)

Pre jej vlastné ¢isla plati:

0=

—Vp — Bpliy — A BpNp — Bpl
BalNa — Bala —Vqg — Bd[;2 — Al

¢o vedie na riesenie kvadratickej rovnice:
AN +BA+C =0, (4.13)
kde konstanty A, B, C' st nasledujtce:

A=1;
B = (I/p + vg + BPIZZZ + ﬁd];Q);
C = [WaBplys + vpBalyy + BpBalalNy + I,Na) — vpva — BpBaNyNal.

Nésledne pouzijeme RH kritérium (vid. kapitola 2) na vypocet znamienka redlnej casti
vlastnych ¢isel kvadratickej rovnice (4.13). Podla toho kritéria plati, Ze v pripade kvadra-
tickej rovnice staci overit, ze ak B > 0 a C' > 0, tak st redlne casti oboch vlastnych cisel

zdporné a rovnovazny bod (I, I3,) je stabilny.

Overenie B > 0:

Ako sme vyssie uviedli, pre konstantu B plati:
B = (vp +va+ Bplyy + Balyy)- (4.14)

Dosadenim rovnovdznych bodov Ij, a I}, (vid 4.7) a vyrazov (4.8) do rovnice (4.14)
dostdvame:

Po tprave rovnice (4.15) dostavame:

B = By(pp + I3z) + Balpa + 152)-

Pretoze je splnena prahova podmienka (4.9), tak plati, ze vyrazy v zatvorke st vacsie ako
nula, tym padom plati aj, ze B > 0.
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4. MODELY VENERICKYCH CHOROB
Overenie C' > 0:
Ako sme vyssie uviedli, pre konstatntu C plati:
C = vabpliy + vpPalyy + BpBallaNp + I, Na) — vpra — BpfaNpNal.
Ak dosadime za v, a v, vyrazy (4.8), dostaneme:
C = BapaBplin + BpppBalyy + BpBa(lalNy + I,Ng — NpyNg) — ppBppala-
Po vynati 343, dostdvame:
C = Bafp(palde + pplys + 1aNy + I,Na = NpyNa = pppa).

Pretoze plati prahovd podmienka (4.9) a dalej plati, Ze [, > 0 a I}, > 0, s vyuzitim, ze
B > 0 musi platit, ze C' > 0.

Plati teda, ze redlne ¢asti oboch vlastnych ¢isel si zaporné a rovnovazny bod (17,; I3,) je
stabilny.
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5. Modely sirenia AIDS v
homosexualnej populacii
5.1. AIDS a HIV

AIDS (z angl. Acquired Immune Deficiency Syndrome) - syndrém ziskanej imunitnej ne-
dostatocCnosti je infekéna choroba virusového typu.

AIDS je charakteristicky postupnym oslabovanim imunitného systému, ktorého funkénost
nakoniec poklesne tak, ze st mu nebezpecné aj také typy infekcii, ktoré sa u zdravého clo-
veka vObec nevyskytuju.

Povodcom choroby st dva kmene virusu Iudskej imunitnej nedostatocnosti (HIV, z angl.
Human Immunodeficiency Virus), patriace k retrovirusom - HIV-1 a HIV-2.

HIV sa prendSa pri styku telesnych tekutin obsahujicich virusové castice darcu (krv,
spermie) s krvnym obehom prijemcu. K prenosu najcastejsie dochadza nechranenym po-
hlavnym stykom a pouzivanim spolo¢nych injekénych striekaciek. Dnes uz vdaka testom
skoro vobec nedochadza k infekcii transfiziou krvi. Najvhodnejsia ochrana proti Sireniu
HIV je vyhybanie sa ndhodnym pohlavnym stykom. Vhodnou pomdckou proti Sireniu
HIV a tiez proti nechcenému tehotenstvu je pansky prezervativ. Proti nakazeniu pro-
strednictvom krvi je najdolezitejsie nepouzivat veci sivisiace s krvou, ktoré uz pouzil
niekto iny. Nebezpecenstvo sa moze objavit aj pri davani piercingu a podobne. K pre-
nosu virusu HIV nedochadza beznym fyzickym kontaktom s infikovanou osobou, taktiez
ho nemoze prendsat hmyz (napriklad komére). Pritomnost virusu HIV v organizme je
mozné diagnostikovat pomocou krvnych testov (napr. Western blot, ELISA). Najcastejsie
sa zistuje pritomnost protilatok proti virusu HIV v krvi. Pozitivny vysledok testu zna-
mena, ze organizmus proti virusu vyraba protilatky a bol nim infikovany. Protilatky sa
vsak v dostatoc¢nom mnozstve vytvoria az urc¢it dobu po ndkaze. Pocas tejto doby, tzv.
imunologického okna dlhého tri tyzdne az Sest mesiacov, najcastejsie vsak 2 — 3 mesiace,
nie je mozné uvedenym sposobom pritomnost virusu v tele zistit.

Prvé priznaky HIV infekcie st lahko zamenitelné s chripkovym ochorenim a objavuju
sa 2 az 3 tyzdne od infikovania. Avsak clovek nakazeny virusom HIV nemusi mat dlha
dobu, napriklad niekolko rokov, vobec ziadne zdravotné problémy. Tomuto obdobiu sa
hovori bezpriznakové nosi¢stvo virusu HIV. Uz v tomto obdobi moéze nakazeny clovek
preniest infekciu na dalSie osoby. Pritom sam vyzera a citi sa celkom zdravy. Len pri
laboratérnom vysetreni na pritomnost HIV protilatok je u testovaného zisteny pozitivny
nalez, ¢lovek je "HIV pozitivny”. Podla stucasnych poznatkov nemozno s urcitostou po-
vedat, ¢i sa u vSetkych HIV nakazenych osob ochorenie prejavi. U vacsiny z nich ddjde
k rozvoju priznakov v priemere za 10 - 11 rokov po nakazeni. Ako rychlo alebo neskoro
ddjde k rozvoju ochorenia AIDS ovplyvniuje cely rad faktorov, ako je pdvodnd tiroven ob-
ranyschopnosti, zivotny styl, vyrovnavanie sa so stresovymi situdciami, vyzivové navyky
a mnoho dalsich podmienok. Kazdé, i Tahké, ochorenie predstavuje pre organizmus zataz.
K prepuknutiu choroby AIDS zo stadia HIV pozitivity moze tiez prispiet tzv. reinfekcia,
teda prijem dalSej davky virusu do organizmu [13].
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5. MODELY SIRENIA AIDS V HOMOSEXUALNE.J POPULACII
5.2. Model Sirenia AIDS

S modelom AIDS je spojenych viacero nejasnosti a vlastnosti, ktoré sa tykaji tohto ocho-
renia, napriklad [6], [5]:

« latentné diZka je nejasné (mozu to byt mesiace, roky);

e socialne tabu pri ziskavani novych informacii a dat potrebnych na vyskum.

Model je zalozeny na predpoklade, ze do populacie prichadza z vonkajsieho prostredia
mnozstvo B novych (doteraz zdravych) jedincov.

Nech X (t) predstavuje pocet zdravych osdb, Y (t) predstavuje pocet infikovanych osob,
A(t) pocet Tudi, majicich AIDS a Z(t) uddva pocet séropozitivnych osob.

Umrtnost nespdsobend chorobou AIDS vyjadruje rjchlostna konstatnta .

Umrtnost sposobend chorobou vyjadruje rychlostna konstanta d (typicky je doba choroby
1/d priblizne 9 az 12 mesiacov).

Nasledovny graf (tzv. postupny graf) popisuje modelovi situaciu.

POZNAMKA:
Je to tzv. Andersenov model, z roku 1986 - popisuje vyvoj epidémie AIDS v homosexualnej
populdcii. Je to jeden z prvych modelov tejto epidémie [6].

:

Xt) |——
cA
YIt} | B
s
PR () iy |

E

Obr. 5.1: Andersenov model
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5.2. MODEL SIRENIA AIDS

Popis modelu

Nasledovné nelinearne diferencidlne rovnice popisuji model sirenia AIDS:

dX

ay
i AcX — (v+p)Y (5.2)

dA
- = prY — (d+p)A (5.3)

az
— = (1 —=pY — uZ. (5.4)

dt

Naviac predpokladame, ze:

X@t)+Y(t)+ Z(t)+ A(t) = N = konst. > 0. (5.5)

Ak dosadim rovnice (5.1) az (5.4) do rovnice (5.5), tak po uprave dostavame vyraz cha-
rakterizujuci zmenu celkovej populacie:
dN

2 _B_uX —dA 5.6
o 0 (5.6)

Vysvetlenie konstant:

.. novi nachylni (doteraz zdravi) jedinci;

.. umrtnost nespésobenda chorobou AIDS;

.. umrtnost spdsobenda chorobou;

.. pravdepodobnost ziskania infekcie od partnera (A = Y /N);

.. pravdepodobnost prenosu virusu;

.. poc¢et sexualnych partnerov;

.. Cast séropozitivnych osob, které su taktiez infekcéné;

.. rychlostnad konstanta prepuknutia zaverecného stadia choroby (jej prevratend hod-
nota je rovné inkubacnej dobe choroby).

W O > AT iy

BY

<57 ale pre hodnotu A plati: A << N.

Parameter A ma presnejsiu hodnotu: A =

Stanovenie prahovej podmienky choroby

Epidémia vznikd, ak je zdkladny reprodukény pomer (prahova podmienka) Ry > 1.

Na pociatku sledovania plati, Zze pocet zdravych os6b X () je rovny celkovému poctu os6b
N(t) (v ¢ase t = 0), takze plati:

X(0) = N(0).
Tym padom mdzeme rovnicu (5.2) prepisat na tvar (pri podmienke ¢t = 0):
dY X
%zﬁf\[ Y — (w4 )Y = (Be—v — )Y, (5.7)
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5. MODELY SIRENIA AIDS V HOMOSEXUALNE.J POPULACII

Vyraz p moézeme v predoslej rovnici zanedbat (pretoze v >> pu, resp. 1/v << 1/u),
kde: 1/v je inkuba¢na doba a 1/u je ocakavand dlzka zivota zdravych osob.

Rovnicu (5.7) potom je mozné aproximovat rovnicou

ay

E = (BC - V)Y = V(RO - 1)Y, (58)
kde Ry = 2.
Riesenim rovnice (5.8) je

Y (t) = Y (0)e" Pl = y(0)e™, (5.9)

kde
Yy ... podiatocnd hodnota infikovanych jedincov;
r =v(Ry—1) ... skutonéd miera rastu.

Ak do rovnice (5.3) dosadime za Y vyraz (5.9) dostaneme rovnicu

dA

i prY (0)e™ — (d + p)A. (5.10)
Na zaciatku epidémie plati: A(0) = 0 (na Gplnom zaciatku neméme ziadneho infikovaného)
a rieSenim rovnice (5.10) je

et — ef(d+,u)t

At =Y O

(5.11)

Rovnovazne body

Na ziskanie rovnovaznych bodov polozime vzdy pravé strany rovnic (5.1) az (5.4) rovné
nule, a po dosadeni hodnoty 5Y /N namiesto A dostaneme:

B —pX — BWYCX =0 (5.12)
BWYCX —(v+p)Y =0 (5.13)
prY —(d+p)A=0 (5.14)
(1 —-pvY —uZ =0. (5.15)
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5.2. MODEL SIRENIA AIDS

Postupne si rovnice (5.12) - (5.15) upravujeme:

B cBY\
X(E‘“_T>_O
Y(chX_V_/O —0
A Z%—d—u) =0

Z((l—;)l/Y_ﬂ) _

Po zaciatku epidémie sa populacia vyvija do rovnovazneho stavu daného rovnicami:

o WA mNT
c ’
yr — [d+p)(B—pN7),
pvd ’
o (L=p)(d+p)(B — pN™)
pdp ’
A=

Stabilita rovnovaznych bodov

Ak linearizujeme popis chovania systému v okoli rovnovazneho stavu, ide ukazat, ze sta-
vové premenné (X, Y, Z, A) smeruji k tlmenym oscildcidm k ustalenému stavu (X*, Y*, Z* A*)
s periodou zavislou na parametroch modelu, ktord je pre redlne parametre 30 az 40 rokov

dlha [6).

5.2.1. Konkrétna realizacia modelu AIDS

Konkrétna realizacia vyssie popisaného modelu AIDS bola uskutocnena pre data ziskané
experimentalne, ktoré popisovali sirenie a vyvoj AIDS v skupine bisexualnych a homose-
xudlnych muzov (1978 - 1985, San Francisko). Hodnoty parametrov boli nasledovné [6]:

B = 13333 rok !

v =0,2 rok™*

S =0,5rok*

p = 0,03125 rok "
c=2

p=20,3
d=1rok™*

X(0) = 100000; Y (0) = 1; A(0) = 1; Z(0) = 0, N(0) = 100000
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(1)

Alt)

5. MODELY SIRENIA AIDS V HOMOSEXUALNE.J POPULACII

c=2

Y(t)

Alt)

c=4

Obr. 5.2: Konkrétna realizacia modelu AIDS

Napriek tomu, ze model bol jednoduchy, tak jeho vysledky st zrovnatelné so skuto¢nostou.
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6. Najjednoduchsi model HIV
spojeny s liecbou
Popis modelu

Nasledovna rovnica popisuje chovanie mnozstva virusu HIV po tom ako pacient podstupil
liecbu.

av
— =P —cV. d
o cv. (6.1)

Vysvetlenie konstant a neznamych:

P ... funkcia popisujica rychlost virusovej produkcie;
c ... konstanta, ktori nazvyvame tzv. ¢istiaca rychlost zbavenia sa virusu;
V' ... mnozstvo virusu.

Rychlost virusovej produkcie kladieme rovnu nule, ak liecba tplne zablokuje produkciu
virusu.

Tym padom ak P = 0, tak rovnica (6.1) prejde na tvar:
dVv
— = —cV. 6.2
o ¢ (6.2)
Riesenie
Riesenim diferencidlnej rovnice (6.2) je:
V(t) = Voe . (6.3)

Z rovnice (6.3) je vidiet, ze mnozstvo virusu klesa exponencialne.
Vo znadi pociato¢ni podmienku pre t =0 (V(0) = Vj).

Pred zaciatkom terapie bol pacient v tzv. kvazi-stabilnom stave, ¢o znaci, ze:

V = konst. = ﬂ = 0.
dt

Potom by sme mohli vypocitat (ak vieme konstantu ¢ a Vj) virusovi produkciu P pred
zahajenim liecebnej terapie, vznikne nam vyraz:

P =cVj.

Zaver

V tomto modele sme ale predpokladali, ze pouzijeme pre pacienotv tzv. perfektni liecebni
terapiu. Napriek tejto jednoduchosti ndm model podava dostatoéne dobré informacie,
ktoré su zékladom pre dalsie modely [1], [6].
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7. DALSIE MODELY ZAHRNUJUCE VIRUSOVU PRODUKCIU
7. Dalsie modely zahrnujtce
virusovua produkciu
7.1. Zakladny model

Virus HIV infikuje bunky, ktoré nest protein CD4 buniek. Hlavnym cielom infekcie HIV
je CD4+ bunka (ozn. pre jednoduchost T°) [1], [6].

Popis modelu

Model popisujici dynamiku 7" buniek je nasledovny:

dT T
— = s+4T (1 - Tm> —d,T. (7.1)

Vysvetlenie konstant a neznamych:

T ...poc¢et neinfikovanych buniek;

s ... rychlostna konstanta - rychlost, ktorou st vytvarané nové 1" bunky;

p ... maximéalna miera proliferdcie bunky (proliferacia = rozmnozovanie buniek);
1oz maximalne mnozstvo 1" buniek, pri ktorom uz nenastava proliferacia;

d, ... amrtnost bunky na jednu 7" bunku.

Rovnovazne stavy

Rovnica (7.1) ma jeden rovnovazny bod, ktory v nasledujicom odstavci vyriesime.
Najprv polozime pravi stranu rovnice (7.1) rovnd nule

T
T1-— —d, T =0,
o b ( Tmaz)
a nasledne upravime:
pT?
T~ T(p—d;)—s=0. (7.2)

Rovnicu (7.2) riesime ako klasicki kvadraticku rovnicu a pre rovnovazny bod T* plati:

T 4ps
T = —d;) + —d,)? . 7.3
2 -y flo - a2 (73)
Analyza stability
Pomocou RH kritéria overime stabilitu tohto bodu.
Rovnicu (7.2) prepiSme na tvar
dT - Tma:c Tmax
72l =P e Tnae _ (7.4)
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7.2. MODIFIKOVANY MODEL

Oznacme si:

a/l — (dT_pp)Tmacc;
T
Qg = —s=maz,
2 p

Plati, ze: a; > 0 a ay < 0, tym padom je rovnovazny bod 7™ podla RH kritéria nestabilny.

7.2. Modifikovany model

Predchadzajici model mierne zmodifikujeme. Predpokladame, Ze infekcia sposobend viru-
som V interaguje s neinfikovanymi bunkami 7', a tym sposobuje stratu 7' buniek. Strata
T buniek je timerna vyrazu —kV'T. Zatial ¢o virus V spoOsobi v opacnom pripade zase
nérast infikovanych buniek 7' rychlostou VT [1].

Popis modelu

Nasledovné nelinearne diferencialne rovnice popisuju zmodifikovany model:

dT T

o spr(1- AT —kVT .
7 =5 +p ( Tma:p) d, kEV (7.5)
dT _

— =kVT =0T .
7 \% (7.6)
dv -

Vysvetlenie konstant a neznamych:

k ... miera infekcie;
0 ... umrtnost na jednu 7" bunku;
N ... celkovy pocet virusovych castic produkovanych bunkou.

Dalej platia nasledovné vztahy:

- priemernd zivotnost infikovanej bunky: %.
- priemerna miera produkcie virionu: 7 = NJ.

Analyza

Analyzu modelu spravime za dvoch predpokladov.
1. Pred zacatim liecby prepokladame, ze:

o virusova koncentracia sa nemeni, je konstantna, tj. V = konst. = % = 0;

« pocet infikovanych buniek sa nemeni, je konstantny, tj. 7' = konst. = % =0.
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7. DALSIE MODELY ZAHRNUJUCE VIRUSOVU PRODUKCIU

Takze platia nasledovné vztahy:

d _
d—‘t/ _ 0= NoTy = Vi, (7.8)
dT _

Do rovnice (7.8) namiesto vyrazu 6T, dosadime z rovnice (7.9) vyraz kVyTp.

Vznikne nam tak rovnica a po malej tprave dostavame tvar:

NkTy = c. (7.10)

2. Teraz sa budeme zaoberat situdciou, v ktorej je T' = konst. = Ty a infikované bunky (7))
a mnozstvo virusu (V') sa menia v zavislosti, ktora popisuju diferencidlne rovnice (7.6) a

(7.7).

Z rovnic (7.6) a (7.7) si zostavime maticu dynamiky:
(=6 KT,
A= <5N —c) ’

—0—X KT
ON  —c— )|’

a pre jej vlastné ¢isla plati:

0=

Zostavime si charakteristick(l rovnicu:

(=6 — A)(—c — \) — (KTyN§) = 0.

Ktora jednoduchou tupravou prejde na tvar:
N+ A +c¢) +0(c— KTyN) = 0.

Pre jej vlastné ¢isla predoslej rovnice plati:

—(0+c) £/ (6+c)2—45(c— kTON).

)\17)\2 - 9

Zaver

Ak ¢ < NEkT;, potom:
e Mi>0aXM< 0;
 ststava je nestabilné;

o virusova koncentracia bude rast - virus nevyhynie.
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7.2. MODIFIKOVANY MODEL
Ak ¢ > NET, potom:

e A1 <0a X <0;

e sustava je stabilna;

» virusova koncentracia nebude rast - virus vyhynie.

ak ¢ = NET, potom:
U /\1:—<(5+C) a)\QZO;
o sustava nie je asymptoticky stabilna.
V dalsej kapitole budeme skiimat narusenie tohto dvoj-rozmerného systému. Narusenie

bude sposobené tym, ze aplikujeme liecebnu terapiu s takymi liekmi, ktoré vyrazne ovply-
nujua replikaciu virusov.
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8. MODELY S LIECEBNOU TERAPIOU
8. Modely s lieCebnou terapiou

8.1. Biologicky tvod

HIV je RNA virus, ktory sposobuje tibytok obranyschopnosti organizmu. Posledné sté-
dium HIV infekcie sa oznacuje chorobou AIDS.

HIV a ochorenie AIDS nie je mézné vyliecif. Daju sa ale zmiernit ich priznaky. Cielom
lieCebnej terapie je potlacit rozmnozovanie virusu a tym spomalif tiplne poSkodenie imu-
nity organizmu.

Na liecbu sa najcastejSie pouzivaju:
 blokétory reverznej transkriptizy (RT);
 inhibitory proteazy.

Pouzivanim kombinécie liekov sa méze ¢lovek dozit beznej dizky Zivota. Kombinovand
antiretroviralna liecba patri v sucastosti za najdolezitejsi pokrok v historii liecby AIDS
[12].

8.2. Liecba RT inhibitormi

Zakladny model popisany v podkapitole 7.2 bol nasledovny:

T T
C;—t:s+pT(1— )—dTT—kVT (8.1)
dT _
— =kVT =T 8.2
av —
— = NT — V. :
pn 0T — V. (8.3)

RT inhibitory blokuju infekciu, tym padom redukuju konstantu & (miera infekcie). Ak
predpokladame v tomto modele dokonaly inhibitor, tak konstantu £ polozime rovna nule
(k=0).

Vznikne nam nasledovny model [1], [6]:

dT T

— = T(1— —d. T 4
o S+p < Tmm) d, (8.4)
dT _

— = =0T 8.5
dV _

— = NOT — V. )
o 0T — V. (8.6)

Rovnice (8.4) - (8.6) uz nezavisia na dynamickom parametre k. Naviac podla vyssie uve-
deného predpokladu sa mnozstvo T" buniek sa vrati do stavu pred infekciou (7" = konst. =
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8.2. LIECBA RT INHIBITORMI

Ty). Infikované bunky (ozn. T) sa uz viac negeneruju a ich pocet klesa exponencialne. Z
riesenia rovnice (8.5) plati teda, ze:

T(t) = Te ™.

Mnozstvo virusu (ozn. V') sa tiez rozpadne a to dvojitym exponencidlnym poklesom, z
riesenia rovnice (8.6) plati teda, ze:

N&Ty

c—90

V(t) = Voe ™ + (e7% — ™).

RT inhibitory su ale v skuto¢nosti nedokonalé (k # 0), preto si popiSeme model, ktory
lepsie zodpovedd skutocnosti a rovnice (8.1) az (8.3) zmodifikujme:

Popis modelu

dT T

= =5 +pT(1 -~ Tm> — d. T — (1 — grr)kVT (8.7)
dar _

— = (L= nar)kVT — 6T (8.8)
A _

~ = NOT — V. 8.9
= c (8.9)

Konstanta ngr sa nazyva efektivita RT inhibitorov a plati, ze: ngr € (0; 1).

o ak nrr = 1 potom model charakterizuje popis liecenia so 100% inhibitorom - model
(8.4) az (8.6);

e ak nrr = 0 potom model sa zmeni na typ modelu bez liecenia inhibitoru - model

(8.1) az (8.3).

Predpokladédme, ze ihned po zacati terapie sa populdcia T buniek nemeni (7' = konst. =
7o) a tym padom prejdi rovnice (8.8) a (8.9) na nehomogénne linearne diferencidlne rov-
nice a analyzujeme ich nasledovne.

Analyza stability
Z rovnic (8.8) a (8.9) si zostavime maticu dynamiky:
A _ —5 (1 — nRT)kTO
ON —c ’
a pre jej vlastné cisla plati:

—5 — )\ (]. — nRT)kTO
ON —c— A

0=

Zostavime si charakteristickt rovnicu:
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8. MODELY S LIECEBNOU TERAPIOU

(=0 = N)(=c—=A) = [(1 = nrr)kToN6] = 0,

ktora jednoduchou upravou prejde na tvar:
M4 AS+¢)+0[c— (1 —npr)kTyN] = 0. (8.10)

Riesime charakteristicki rovnicu (8.10) a pre jej korene plati:

0+c

A, Ag = — i%\/(5+c)2—45 [c — (1 — ngr)KTyN]. (8.11)

Predpokladali sme, Ze pacient bol v kvazi ustalenom stave pred liecbou, potom podla
rovnice (7.10) plati, ze:
NETy = c. (8.12)

Rovnicu (8.11) pre vypocet vlastnych ¢isel potom mézeme prepisat na zjednoduseny vyraz:

0+c
2

>\17>\2 = -

1
+ 5\/(5 + 0)2 — 45677RT'

Zaver

Pretoze (6 +c)? > 4dcnrr, tak obe vlastné ¢isla si redlne, a naviac zaporné. Plati teda, 7e
sustava je asymptoticky stabilnd (vzhladom k jej linearite je aj kazdé jej rieSenie asymp-
toticky stabilné).

Dalej overfme stabilitu aj pomocou RH kritéria.

Vychadzame z rovnice (8.10). Oznacme si:

a; =90+ ¢

as = 6 [c — (1 — nrp)kTyN], kde kToN = c.

Vidime, ze a; > 0, treba overit a,.

Upravou dostavame:
ag = NRroc.

Pretoze nrr € (0, 1), tak plati, ze as > 0.
Na zaver z tejto uvahy plynie, ze ststava rovnic (8.8)-(8.9) je asymptoticky stabilna (a

vzhladom k jej linearite je kazdé riesenie asymptoticky stabilné) a virusova koncentracia
nebude rast.

8.3. Liecba inhibitormi proteazy

Inhibitory protedzy sposobuju, ze bunky, ktoré su infikované tak produkuju viriony, ktoré
napriek infekénosti bunky zostavaju neinfekéné [1], [6].
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8.3. LIECBA INHIBITORMI PROTEAZY

Pri liecbe inhibitoru proteazy rozliSujeme 2 typy virusovych castic:
o neinfec¢né viriény - ozn. Viy;
o infekéné viriény - ozn. V7.

Pre celkovy pocet virusov plati: V = Vyy + V7.

Popis modelu

Po tom, ako pouzijeme na liecbu inhibitor so 100% ué¢innostou, rovnice modelu vyzeraju
nasledovne:

dT T
— = T(1- —d, T — kV,T 1
7 =5 +p ( Tmax) d, EVr (8.13)
dT _
dv;
d—tf = —cV; (8.15)
d _
Z;“ = NOT — ¢V (8.16)

Hned po zacati terapie plati, ze:
e T =konst. =1y ;
o Vi(0) =V = Vi(t) = Voe .

Ak nahradime v rovnici (8.14) vyraz V; vyrazom Vye | dostaneme nehomogénnu linedrnu
diferencialnu rovnicu, ktorej rieSenim je:

_ _ 1
T(t) =T(0)e % + mk:VOTO(e‘Ct —e ). (8.17)
Upravou (T'(0) = kVyTy/6) prechadza rovnica (8.17) na tvar:
- 1 [ ce % — e
T(t) =kWIH|=| —— | |- 8.18
0 =wita 5 (=5 )| (5.18)

Dosadenim vyrazu (8.18) do rovnice (8.16) dostdvame dalsiu nehomogénnu linedrnu dife-
rencidlnu rovnicu, ktorej riesenie je:

Vni(t) =

Vo c (
c—0lec—9

Pre celkovy pocet virusovej populacie plati:

e—5t o e—ct) o 5te—ct:| )
V(t) = Vni(t) + Vi(t).
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8. MODELY S LIECEBNOU TERAPIOU

Po dosadeni dostavame:

Vo c —6t
=90 c—5<e

—e ) — ote™ | + Voe .

Inhibitory protedzy, rovnako ako aj RT inhibitory nie st dokonalé. Preto si rovnice (8.13)
az (8.16) zmodifikujeme a zohladnime v nich efektivitu (ozn. np;) inhibitorov protedzy.

Popis modelu

% = +pT(1 —~ T:) —d, T —kV,T (8.19)
Z_f — kV;T — 6T (8.20)
% = (1 —np;)NOT — cV; (8.21)
d‘g L — pN6T — V. (8.22)

Analyza stability

Tento model analyzujeme za predpokladu, ze T' = konst. = Tj.

Zostavime si maticu dynamiky:

—J Ely O
A= 5N(1 - T]p[) —C 0
(5an] 0 —C

: (8.23)

a pre jej vlastné ¢isla plati:

—0—A kT 0
0= 5N(1—77p[) —c— A 0
5N77p[ 0 —c— A\

Zostavime si charakteristick rovnicu:

(=0 = A)(=¢ = A)(=c=A) = [FToN(1 = npr)(—c = A)] = 0.

Predosla charakteristicka rovnica postupnymi tipravami prejde na tvar:

(=c =M (=0 = A)(=c=A) = (KToNo(1 = nps)] -

Po néslednej uprave (¢ = kTyN) dostavame findlny tvar pre charakteristicku rovnicu:
(=c—=X) [N+ X6 + ¢) + denpr] = 0.
Pre vlastné ¢isla matice dynamiky (8.23) plati:
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8.4. KOMBINOVANA LIECEBNA TERAPIA

0+c
2

1
/\2, /\3 = — + 5\/((5 + 6)2 — 450’!7]3[.

Zaver

Vidime, ze A\; < 0 a kedZe vyraz (6 + ¢)? > 4dcnp; mdZzeme na zdver usidit, Ze aj Ay < 0
a A3 < 0.

Plynie z toho, zZe stistava je stabilna a virus sa postupne straca.

Analogicky sa ukaze, ze aj pomocou RH kritéria plati, ze vlastné ¢isla st obe redlné a
zaporné.

Ak budeme viac obecnejsi a budeme predpokladat, ze pacient hned po zacati liecby nie
je v kvazi ustalenom stave, tak ¢ # kTyN.

Tento predpoklad nam dava obecnejsi tvar charakteristickej rovnice, ktorej vlastné hod-
noty su:

d+c
2

/\27/\3 = -

+ %Wa — )2+ 4(1 — npr) NKTH6.

C

Ak ¢ = NETy(1 — npy) alebo npr =1 — NhTo? tak pre tieto stavy dochadza k rozdeleniu
intervalu stability.

e AKnpr > 1— Nz Potom st vSetky vlastna cisla zaporné a tym padom sa virus

postupne straca.

c . e, S .
o AKnpr <1 — Nz botom liecba nie je u¢inna a virus nadalej rastie.

8.4. Kombinovana liecebna terapia

Antiretrovirdlne lieky st i¢innym nastrojom pri liecbe infekcie HIV. Ked sa niekolko liec¢iv
(obycajne 2 az 4) uziva v kombindcii, tak tento postup nazyvame vysoko-aktivna antiret-
roviralna terapia (z angl. HAART - Highly Active Antiretroviral Therapy).

Hlavnym cielom liecby je zastavenie reprodukcie virusu. Kratky zivotny cyklus virusu HIV
(1,5 diia) ma za nésledok, ze virus mutuje vysokym tempom a vysledkom je postupna
genetickd roznorodost HIV. Cim je viac tychto virusovych képii (modifikécii), tak tym je
vacsia pravdepodobnost, Ze sa objavi rezistencia na antiretroviralne lieky.

Vtedy je potrebnd HAART, ktord tym, Ze pouziva kombinaciu lie¢iv (tzv. dvojity kok-
tejl), tak pomaha bojovat proti rezistencii (blokuje uréité kroky pri mnozeni HIV). Ak sa
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8. MODELY S LIECEBNOU TERAPIOU

vyskytne mutéacia, ktora je odolna na jeden typ lieku, tak ten dalsi liek potlaca jej repro-
dukciu. Jeden typ liekov vSak nedokaze potlac¢it na dlhsiu dobu virus, preto sa pouziva

tato kombinovana liec¢ba.

Avsak tato terapia ma aj svoju temnu stranku a to je ndkladna terapia, ktort si mnoho

Iudi s tymto ochorenim nemoze dovolif.

Pozn.: V celej tejto podkapitole sa opieram o poznatky [12], [6], [1].

8.4.1. Popis modelu

Nasledovny nelinedrny model obsahuje rovnice dynamiky pre neinfikované bunky (ozn. T'),
infikované bunky (ozn. T'), infekéné virusy (ozn. V) a neinfekéné virusy (ozn. Vi) [6], [1]:

O — (1~ mr)WViT T
% — (1= npr)NOT — oV
d‘;“ = nprNOT — cVyy.

Vysvetlenie konstant:

s ... rychlost vytvorenia novej bunkys;

p ... maximalna miera proliferdcie (= rozmnozovanie) bunky;

Traz .-~ maximalne mnozstvo T-buniek, pri ktorom uz nenastava proliferacia;
d, ... amrtnost na jednu neifikovani bunku;

0 ... imrtnost na jednu infikovani bunku;

Nrr -.. efektivita RT inhibitora;

npr ... efektivita inhibitora proteazy;

k ... miera infekcie;

c ... "¢istiaca”rychlost zbavenia sa virusu.

8.4.2. Analyza modelu
Model (8.24) - (8.27) ma dva rovnovazne stavy:

(8.24)

(8.25)
(8.26)

(8.27)

o neinfikovany stav (neobsahuje Ziadne virusy ani infikované bunky), tj. V; = 0, T = 0;

o infikovany stav.

Neinfikovany stav

Model mé jeden neifikovany stav (77 0;0;0).
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8.4. KOMBINOVANA LIECEBNA TERAPIA

Hodnotu 77 sme pritom ziskali ako koren rovnice

pT?

Tmam

s+pT — —d, T =0.

Z predoslej rovnice si vyjadrime nezndmu 7" a dostavame neinfikovany stav (plati naviac,
ze TF > 0):

* Tmam 4pS
T = ((p —d,) + \/(p —d)?+ o ) . (8.28)

Neinfikovany stav - stabilita

Matica dynamiky pre tento stav ziskand z modelu (8.24) - (8.27) je nasledovna:

p(l— 21) —d, 0 — kT 0
0 5N(1 — 7’]13[) —C 0 ’
0 5N77p[ 0 —C

a pre jej vlastné cisla plati:

p(1— 2 — dT] —A 0 KTy 0
0= 0 —J—A k‘Tl*(l — 77RT) 0
0 (5N(1—77p[) —c— A 0

0 5N7]p[ 0 —c— A

Pomocou Laplaceovho rozvoju determinantu a riesenim vzniknutej charakteristickej rov-
nice 4. stupna sme vypocitali nasledovné vlastné ¢isla:

2T}
Al:p(l_T L )_d77
+0 1
Aoy A = — 5~ £ V(e +0)? = 4oc + WORTTN(L —npr) (1~ nar);
)\4 = —C.

Suéin (1—nps)(1 —ngrr) mézeme nahradit vyrazom (1—1,) , kde konstanta 7. sa oznacuje
ako celkova efektivita kombinovanej liecby.

Néasledne overime stabilitu modelu: ak plati, ze vSetky vlastné hodnoty st zaporné, tak
model je asymptoticky stabilny.

36



8. MODELY S LIECEBNOU TERAPIOU

e Overenie A\ < 0:

pl—2)—d, <0 <=>p— 20 —d, <0=>

(p - dT)Tmax
> ——. 8.29

P> L (329)

Nerovnost (8.29) je jasné z rovnice (8.28) a plati, ze A; < 0.
e Overenie \y < 0:
—<2 4+ 1 /(c+0)? — 45c + 40kTFN (1 — 1) < 0 <=>
—46c + 40kTYN(1 —n.) < 0.

Postupnymi tpravami dostaneme tvar:

TNe >1-— (830)

NET;

e Overenie A\3 < 0 a \y < 0 nie je potrebné, ich zapornost je jasna.

Podla predpokladu 7' = Tj (ustaleny stav pred liecbou) plati, ze ¢ = NkTy. A ak napr.
pouzijeme len liecbu inhibitorom protedzy (ngr = 0) potom (podla rovnice (8.30)) plati:

POZNAMKA:

Pocet T-buniek u zdravého cloveka je priblizne 1000/mm?, z toho plynie, Ze T} = 1000/mm?.
Predpodkladéme, Ze chor{ pacient ma pocet zdravych buniek napr. Ty = 200/mm3. Z toho
dévodu potrebujeme efektivitu liecby az vyse 80%. Ak by sme predpokladali, Ze pacient
m4 Ty = 500/mm? tak potrebuje efektivitu lie¢by len okolo 50%. Preto je velmi dolezité
zacat véasnu liecbu.

Infikovany stav

Model (8.24) - (8.27) ma nasledovny infikovany stav: ( T3, Vi, T*, Vi),
kde

T = m (8.31)
Vi-im (p<1 - i) - dT> ; (8:32)
= ﬁ; (8.33)
Vi, = Jif—;/;) (8.34)

Predoslé vyrazy pre infikované stavy sme dostali z rovnic (8.24) - (8.27), ktorych pravé
strany sme polozili rovné nule a néasledne vyjadrili stavové nezname.
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Infikovany stav - stabilita

Matica dynamiky pre tento stav ziskana z modelu (8.24) - (8.27) je nasledovna:

p(l— ) —d. — KV} 0 KTy 0
A— (1= nrr)kVy —0 kT5(1 = nrr) O
0 (SN(l — 77p]) —C 0 7
0 5N7]p[ 0 —C
a pre jej vlastné cisla plati:
p(l— 22) —d, — Vi — A 0 —kTy 0
0— (1 = ngr)kVY —6—XA  KI5(1—nrr) 0
0 5N(1—77p[) —c— A 0
0 5N77p[ 0 —c— A

RieSenim tohto determinantu dostaneme charakteristicki rovnicu:

2T}
(p(l — ) = de = RVF - )\) [(c+X)(04+A) = kT3 6N (1 —n.)] — KV KTy 6N (1 —1n.) = 0.

Predchadzajicu rovnicu postupne upravime:

2T
(p(l— T 2 )—dT—k;VI*—)\) [N+ A+ )] — kVed = 0.

Roznéasobenim a dpravou dostavame findlny tvar charakteristickej rovnice 3. stupna:

N4 XN (z+d+c)+ M x(d+c) +kV/ied =0. (8.35)

V predoslej rovnici sme si vyjadrili:

2pT5
:czjf) 2 —p+d;)+kVy
A=zx+0d+c
B =2z(6+c);
C = kV/co.

Rovnica (8.35) ndm potom prejde na tvar:
N+ NA+AB+C =0.

Presny vypocet vlastnych hodnét nepotrebujeme, preto pouzijeme RH kritérium na zis-
tenie znamienka vlastnych hodnot.

Dosledok RH kritéria do dimenzie 3 nam hovori, ze ak A > 0, C' > 0, AB — C' > 0 tak
potom vlastné hodnoty maji zaporna redlnu cast a su stabilné.

Overenie, ze C' > 0, nie je nutné, obsahuje iba kladné konstanty.
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Overenie, ze A > 0:
V rovnovaznom stave plati, ze:

T*Z
s+ pTy — Z; 2 4, Ty — VP = 0.
Plati, ze s > 0 (rychlost vytvorenia novej bunky), potom rovnicu upravime na tvar:
T*
(p—d,) < 773 2 1 kv (8.36)

Vyssie sme uviedli, ze A = x + § + ¢, ak si to rozpiSeme, vznikne nam tvar:

2p T

Ak zoberieme do uvahy vztahy (8.36) a (8.37), mézeme usudit, ze A > 0.
Overenie vztahu: AB — C > 0:

A=60+c+

— (p—d.) + KV} (8.37)

A=z+0+¢
B =z(0 + ¢);

AB=z(6+c)* +22(6 +¢) > kVjed = C.

Na zaver z toho plynie, Ze infikovany stav je asymptoticky stabilny.
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9. Zaver

Cielom tejto prace bolo zostavenie matematickych modelov, ktoré nasli svoje uplatne-
nie v epidemologii infekénych chordb.

Dynamika modelov infekénych ochoreni sa opiera hlavne o zdkladny matematicky
model tykajuci sa epidemologie a tym je Kermackov-McKendrickov model SIR. V tivodnej
casti bakalarskej prace sme sa prave tomuto modelu venovali, zostavovali a skiimali ho
z hladiska stability. Dalej sme zistovali fazu ochorenia, pri ktorej funkcia pre infikované
osoby dosiahne svojej maximélnej hodnoty. Riesenie samotnych rovnic modelu SIR sme
spravili v dvoch stavovych rovinach, a to v rovine SI a RS. Ku konci kapitoly tykajicej
sa modelu SIR sme sa pokusili o stru¢ny prehlad modifikacii tohto modelu.

V dalsej casti bakalarskej praci sme sa venovali stidiu venerickych ochoreni. V tivode
popisujeme zakladny krizovy model, ktory je charakteristicky pre heterosexualny prenos
choroby a analyzujeme systém diferencialnych rovnic, ktoré popisuju tento model.

Hlavna cast tejto prace sa ale zaoberala problematikou ochorenia AIDS. Tejto téme
si venované kapitoly pat az osem. V piatej kapitole sme v tivode rozpracovali analyzu
tzv. postupného grafu, inak nazyvany aj Andersenov model ochorenia AIDS, ktory nam
nazornym sposobom ilustruje ako sa ochorenie siri naprie¢ populaciou. Graf nam dopiﬁajﬁ
nelinearne styri diferencialne rovnice. Na konci kapitoly sme model AIDS ilustrovali kon-
krétnou realizaciou modelu.

Nasledovnd kapitola sa venovala modelu HIV po tom ako pacient podstipil tzv. per-
fektnu liecebnt terpiu. Napriek svojej jednoduchosti je tento model dostatoénym zakladom
pre dalsie modely.

V zavere bakalarskej prace sme sa zaoberali problematikou modelov s liecebnou te-
rapiou. Na liecbu AIDS sa najcastejsie pouzivaju blokatory reverznej transkriptézy, tj.
RT inhibitory a dalej inhibitory protedzy. Nasledne sme analyzovali tieto modely z hla-
diska stability za predokladu liecenia s vyssie spominanymi typmi liec¢iv. V iplnom zévere
poslednej kapitoly sme sa venovali kombinovanej liecebnej terapie, ktora je zalozena na
kombinacii lie¢iv. Ak sa napriklad vyskytne mutacia odolna na jeden typ lieciva, tak druhy
liek mé za ulohu potlacit jej reprodukciu. Tato terapia ma aj svoj nedostatok a tym je
nakladna liec¢ba.

Téma tejto bakalarskej prace ide rozvyjat v niekolkych smeroch. Jednym z nich je
zahrnutie faktoru casového oneskorenia do uvazovaného modelu (latentny ¢as). Odpove-
dajice rovnice popisujice tento model st tak diferencidlne rovnice s oneskorenim. Iny
smer vysSetrovania ponikaju diskrétne epidemologické modely, kde namiesto diferencial-
nych rovnic uvazujeme diferencné rovnice (¢as teda pokladame za diskrétnu, nie spojiti
velicinu).
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