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Anotace

Préace navazuje na mou bakalafskou praci na t¢éma Mnoziny bodl s danou vlastnosti a
téchto vybranych rovinnych kiivek. U kazdé kiivky jsou uvedeny zakladni informace,
které jsou nasledné dale popisovany, piipadn€¢ odvozovany. Také jsou feSeny v kazdé
kapitole zajimavé ptiklady, jak muze dana kiivka vzniknout. Prace v programu GeoGebra

provazi celou tuto praci.
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Annotation

This thesis follows up on the bachelor thesis with the topic of Loci of given properties
and expands it with more difficult curves than conic sections. The thesis is focused on the
properties of these selected plane curves. There is also basic information to each curve
which are then further described and possibly derived. Interesting samples are solved in
every chapter as to how the curve can be made. The program GeoGebra is used through

out this thesis.
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Uvod

Vzdy jsem méla v oblibé geometrii, proto jsem se rozhodla psat jiz svou
bakalarskou praci na geometrické téma, konkrétné na téma Mnoziny bodi danych
vlastnosti. V této bakalarské praci byla ovSem hledanou mnozinou ve vétsiné piipada
kuzelosecka. Diplomovou praci navazuji na praci bakalarskou a rozsifuji ji o sloZité;si
ktivky, nez jsou kuzelosecky.

Celou mou diplomovou praci provazi prace s dynamickym softwarem GeoGebra.
Tento program pouzivam ke snazsi identifikaci jednotlivych mnozin a pro kontrolu
vypocti pii odvozovani rovnic jednotlivych kiivek.

Prace je rozdélena do nékolika hlavnich kapitol. V prvni kapitole se zabyvam
hypocykloidni mnozinou kiivek. Uvadim definici hypocykloidy a odvozuji jeji
parametrické rovnice. Tato kapitola obsahuje dale n¢kolik podkapitol, podle poctu
vybranych kiivek. Kazdou kfivku popisuji stejnym zpiisobem. Nejprve piedstavuji
nazorny obrazek, dale pisi o historii dané kiivky, a také uvadim zékladni informace o
ktivce, jako je definice a rovnice v kartézském systému, nebo parametrické rovnice. Tyto
rovnice se dale snazim ve vétsiné piipadii odvozovat.

V druhé kapitole se zabyvam epicykloidni mnozinou kiivek. Stejné jako u predchozi
kapitoly uvadim definici a odvozuji parametrické rovnice. Podkapitoly jsou clenény také
stejnym zpisobem jako v pfedchozi kapitole.

Tteti kapitola o pericykloid€ neni tak obsahla jako ob¢ piedchozi kapitoly, ale vracim
se zpét k ptikladu zptedchozi kapitoly a piSi zde o zajimavém propojeni mezi
pericykloidou a epicykloidou.

Ctvrta kapitola pojednava o cykloidg.

Pak dale dvé kapitoly nasledujici jiZ nepatii k cykloidnim kiivkdm. Jedna se o Kappa
ktivku a Strofoidu.

Ve vsech ptipadech zminénych vyse, fesim i ulohy vedouci k témto kiivkam.

Za cil své prace povazuji uvedeni struéného ptehledu vlastnosti u vybranych kiivek,

ale hlavné bych rada seznamila ptipadného ¢tenare se vztahy mezi cykloidami.



1. Hypocykloida

Nekteré ulohy, kterymi se budu pozd¢ji zabyvat, vedou ke kfivkadm, které patii do
mnoziny kifivek zvanych epicykloidy, hypocykloidy a pericykloidy. Nyni vSak
K hypocykloidé.

Hypocykloida vznikne, kotali-li se kruznice s polomérem r, uvnit pevné kruznice s
polomérem r;, kde (r, < r;).[srov. 1,s.1]
V této cCasti diplomové prace se budu zabyvat piiklady, které vedou k asteroidé a

Steinerové kiivce (deltoidu), které patii mezi hypocykloidy.

Obrazek 1.-1. Hypocykloida 2 = %
1

Na obréazku 1.-1. je vyobrazena hypocykloida, pro kterou plati: = = % Nyni odvodim
1

rovnici hypocykloidy zminéné v ptedchozim textu, jejiz ¢ast je zobrazena na obrazku.

Nejprve si vyjadiim soutradnice bodu P vzhledem k bodu O, viz nasledujici obrazek.



Obrazek 1.-2. Odvozeni soufadnic bodu P vzhledem k bodu O

Soufadnice bodu P vzhledem k bodu O jsou:
xp(0) =TyC08€

yp(0) = —1,sine
Znaménkem minus zohlediuji zapornost ypsilonové soutadnice.

Vzhledem Kk tomu, Ze se mens$i kruznice kotali po vétsi kruznici, musi mit oblouky
PoP'o a PP'0 stejnou velikost. Jejich délku jsem oznacila s. Uhly t,, t, vyjadiim pomoci

oblouku s (v radianech):
S S 1

1= T, 2=
Nyni vyjadiim thel &:
1 rn—r
E=t—ty=t;——t; = 't
17l =hmoth ™ 1

Dosazenim do soufadnic bodu P vzhledem k bodu O ziskam

r, —

T
xp(0) =r,cos L2, ty

10



rn—n

yp(0) = —r,sin ty

4]

Nyni vyjadiim soufadnice bodu O vzhledem k bodu S (nasledujici obrazek)

Obrézek 1.-3. Odvozeni soufadnic bodu O vzhledem k bodu S

)

Yo(S)

t, ()

Xo(S)

Obrazek 1.-4. Odvozeni souiadnic bodu O vzhledem k bodu S - detail

SOl =1 — 1,
Xo(S) =|SO|cost; = (ry — 1) costy
Yo(S) =|50]| costy; = (r; — 1) sint,

11



Podle nasledujiciho obrazku plati pro soufadnice bodu P vzhledem
bodu S nasledujici
xp(S) = Xp(0) + Xo(S)
Vp(8) =Y, (0) +Y4(S)
Jedna se vlastné 0 posunuti 0 vektor

Nyni dosadim a mohu psat finalni parametrickou rovnici hypocykloidy

ry—nr;

xp(§) =1, cos ‘t+(ry—ry)cost

r1—7r2

Yp(8) = —rysin “t+ (ry —ry)sint [srov. 1,s.8]

r2

Obrazek 1.-5. Odvozeni soufadnic bodu P vzhledem k bodu S

12



1.1. Asteroida

Obrazek 1.1.-1. Asteroida

1.1.1. Historie

Asteroida patii mezi cykloidni kiivky. Jako prvni ji zacal studovat v roce 1674 dansky
matematik a astronom Ole Romer, dale se ji v roce 1691 zabyval §vycarsky matematik
Jean Bernoulli, a poté v roce 1715 Leibniz a v roce 1748 D'Alembert.

Nazev ,,Asteroida‘ jako prvni pouzil rakousky astronom Joseph Johann von Littrow v
roce 1838. [2]

1.1.2. Zékladni informace
Asteroida je specialni ptipad hypocykloidy, kde pro polomér kruznice kotalejici se

et Ty ) 3 . et s
uvnitf vetsi kruznice, plati r, =~y ,kde 7, je polomér vétsi kruznice. [2]

13



_ 3

Obrazek 2.1.2.-1. Hypocykloida = = -
1

Rovnice asteroidy Vv kartézskych soufadnicich:

Va2 + 3y = Ja?
Rovnice asteroidy v parametrickém vyjadteni:
x = a cos3u

y = —a sinu [2]

14



1.1.3. Parametrické rovnice asteroidy

Nyni z parametrického vyjadieni hypocykloidy odvodim parametrické

asteroidy.
Parametrické vyjadieni hypocykloidy:

=T
! 2-1:+(r1—r2)cos1:

X =1, COS
2

n—n

y = —T1,sin “t+ (rp —ry)sint

)

, 3
Dosadimzar, =aar, = e

4 %a
3 a—%a 3
y——Za-sin 3 -t+(a——a)sint
Za
Po Upravé
3 1
xzza-cos§-t+zacost
3 1 1
yz—Za-51n§-t+Zasmt
Provedu substituci
t
“=3
3
x=Za-cosu+Zacos3u
3
y=——a-sinu+Zasin3u

Pro cos 3u plati
cos 3u = cos3u — 3 cos sin®u =
= cos3u — 3 cosu(1l — cos?u) =
= cosu — 3 cosu + 3cos’u =

= 4cos3u — 3cosu
15

rovnice



Pro sin 3u plati

sin3u = 3 sinu — 4sin3u

Mohu tedy psat
1
x=Za-cosu+za(4cos3u—3cosu)
3 : : 5
y=—Za-smu+Za(351nu—4sm u)
3 N 5 3
X =-—a-cosu+ acos’u——a-cosu
4 4
3 : +3 : 4
y=-ga-sinut_a-sinu—asin‘u

Parametrické vyjadteni asteroidy je
x = a cos3u

3u

y = —asin
(Pro tento ptipad je ypsilonova soufadnice zaporna, protoZe se bod pfi kotaleni vnitini

kruznice nachazi ve ¢tvrtém kvadrantu viz pfedchozi obrazek 1.1.2.-1.)

16



1.1.4. Rovnice asteroidy v kartézskych soufadnicich

Jelikoz uz mam parametrické rovnice asteroidy, vyjdu z nich.

x = a cos3u
3 (X
cosu= |-
a

y = asin3u

. 3|y
sinu = [~

a

X = acos’u-cosu
x = acosu(l — sin’u)
3 yz

x=acosu|l-— —
a

x = Vxa? — xy?

L V17 3 , . .
Celou rovnici vydélim /x a mohu psat obecnou rovnici asteroidy:

17



1.1.5. Piiklad 1. vedouci k asteroidé

Priklad si rozdélim na dvé podkapitoly. V prvni podkapitole budu dokazovat, ze se

jedna o asteroidu pomoci jeji obecné rovnice, v druhé casti pomoci parametrickych

rovnic.

Zadani:

Necht je dana kruznice k, bod C, ktery je bodem kruznice, ptimka X a pfimka y K této
pfimce kolma. Z bodu C jsou spustény kolmice k pfimkam x a y a paty kolmic jsou
pojmenovany N a D. Necht dale existuje ptimka m, kolma k tise¢ce ND a prochazejici
bodem C. Pata této kolmice je pojmenovana M. Ukolem je uréit, jaka je mnozina bodt

M, pfi pohybu bodem C po kruznici k. [3]

Obrazek 1.1.5.-1. Zadani ptikladu

1.1.5.1. Reseni pomoci obecné rovnice asteroidy
Reseni provadim analytickym zptisobem. Stfed S kruznice k jsem umistila do po&atku
soustavy soufadné. Bod N lezi na ose x a bod D na ose y. Kolmici k useéce DN,

prochazejici bodem C, jsem pojmenovala m.

18



Nejprve potiebuji zjistit souradnice bodu M, ktery urcuje hledanou mnozinu bodi.
Proto potiebuji urc€it rovnici pfimky m a rovnici ptimky, na které lezi tsecka ND. Tuto

pfimku pojmenuji h.

D [0; b]
N [a; 0]
Cla b]
M [p; a]
Nejprve uréim parametrickou rovnici piimky h
s,=N-D
sn = (a;—Db)
Parametricka rovnice piimky h je
Xx=a+at
h: {y =0-—bt

Nyni vyjadiim rovnici pfimky m v obecném tvaru
Sh =T
N, = (a;—b)
m:ax —by+c=0
Protoze ptimka m prochazi bodem C
aa—b-b+c=0
c=b?—-a?
Takze rovnice ptimky m je

ax —by+b*—a?=0

Nyni mohu ur¢it prasecik primek m a h, tedy bod M

a(a+at)—b(0—bt)+b*—a?=0
a’ + a?t + b%*t = a? — b?
—p?

t = ———
a? + b2

19



Takze soufadnice bodu M jsou

ab? _ b3
a2+ b2 a? + b2

a-

Upravim

a3 b3
M ;
Iaz + b2’ a2 + bzl

Pro M [p; q] je

a
P=2 1 b2
b3
1= 21 p2
Také plati
a’+b?=r?
Pak

b =3/qr?

Po dosazeni za a, b

V2t + Pt =17
VrtCl? +gd) = Vre
Vo2 + g7 = r?
pex
qey
Zaver:
Vysledna rovnice Vx2 + 3/y2 = V72 je rovnici asteroidy, proto mnoZina viech bodii

M je asteroida.

20



Obrazek 1.1.5.1.-1. Hledana mnoZina bodu

1.1.5.2. Reseni pomoci parametrické rovnice asteroidy
Na nasledujicim obrazku je ttvar SNCD obdélnik. Uhel NSC si oznagim jako t,
shodné uhly s thlem t budou rovnéz tuhly DNS, DCS a NDS.

Obréazek 1.1.5.2.-1. Obdélnik SNCD a uhly t

21



Dale souhlasny thel k uhlu DNS je thel DMMy, takze také bude mit velikost t.
Zbyva mi odvodit velikost thlu MCN. Tento trojahelnik je pravouhly, rameno CM je
kolmé na rameno ND, rameno CN je kolmé na rameno SN, takze velikost ahlu MCN je

stejnd, jako velikost thlu sviraného rameny ND a SN, coz je t.

Obrazek 1.1.5.2.-2. Uhel t v trojithelniku MCN
Nyni mohu z jednotlivych pravouhlych trojuhelnika zapisovat:

Z trojihelniku MyMD je jasné, ze
|SMx| = |[MyM| = cost |MD|
Z trojuhelniku CDM
|[DM| = cost|CD|
Z trojuhelniku SND
|CD| = |[NS| = acost

|SMx| = |MyM| = cost |[MD|
IDM| = cost |CD]| x = |SMx| = a cos3t
|CD| = |NS| = acost

22



Z trojuhelniku MxNM
|SMy| = |MxM| = sint [MN|
Z trojuhelniku MNC
[MN| = sint |NC|

Z trojthelniku DNC
INC| = asint
|ISMy| = |MxM| = sint [MN|
I[MN| = sint |NC]| y = |SMy| = a sin3t

INC| = asint
Zaver:

Vysledna rovnice x = a cos3t; y = a sin3t je rovnici asteroidy, proto mnoZina

vSech bodu M je asteroida.
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1.1.6. Priklad 2. vedouci k asteroidé

Zadani:

Piesvédéte se, ze body Pi, P2a P3 na kruznici o poloméru 3R/4, které tvoii
rovnostranny trojuhelnik, opisuji tutéz kiivku (asteroidu), jestlize se kruznice kotali po

vnitiku pevné kruznice o poloméru R. [3]

Resent:

Bez jmy na obecnosti volim poloméry kruznicr; = 4a r, = 3

Obrazek 1.1.6.-1. Kruznicer; = 4 a %2 =3

Dosadim poloméry do parametrickych rovnic hypocykloidy, které jsou

T —
x,(8) =1, cos

2
“t+ (rp —mry)cost
2

Yp(8) = =13 sin ‘t+ (ry —1ry)sint [1, st. 8]

r1—T2
T2

Takze pro bod P; asteroidy plati

1
X = 3cos§t+cost

1
y = —3sin§t+sint

24



Néslednou substituci a vhodnou upravou, jak je jiz jednou zminéno V Gvodu této

kapitoly, ziskdm parametrické rovnice asteroidy.

1
= seos’(5¢)
x cos™ |3

y = —4 sin3 (1 t>
3
Perioda funkci na pravych stranach parametrickych rovnic je 6. Pokud bych chtéla
timto zpusobem vykreslit pomoci bodu P; celou kiivku (a uzavfit ji), musela bych s
parametrem t obsahnout cely interval (0; 6rr). Pokud bych pracovala s parametrem t
vintervalu t € (0; 2m), opise bod P; pii svém pohybu pouze ¢ast asteroidy, konkrétné jeji

ptesnou tetinu, jak je vidét na nédsledujicim obrazku.

ol () = 138°

Obrazek 1.1.6.-2. Ttetina asteroidy a bod P pro tthel 138°

Nyni bych rdda dokazala, Ze bod P;(dalsi vrchol zadané¢ho rovnostranného
trojuhelniku) pokracuje, a opiSe dalsi tetinu této asteroidy.
Dale pouziji koncovy bod této casti asteroidy, bod P;. ProtoZze se jedna o jednu

tietinu, dosadim za parametr t = 2r. Tento bod bude mit tedy nasledujici soutadnice

21
= 4 cos3 <_)
X cos 3

4 sin? (Zn)
= —4sin° | —
y 3

Takze

25



Obrazek 1.1.6.-3. Bod P; jako koncovy bod tietiny asteroidy a jako vrchol

rovnostranného trojuhelniku

Bod P; vznikne z bodu P; otoéenim o thel 120° kolem stfedu kruznice k.

Z nésledujiciho obrazku se zamétim na thel ¢.
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Obrazek 1.1.6. — 4. Odvozeni soufadnic bodu P;

@ =180°—120°—¢
@ =60°—¢
Nyni zapisi soufadnice bodu P; vii¢i bodu O

Xp, = —T,COS @

Yp, = —Tpsing
Xp, = —T, €0s(60° — &)
Yp, = —T,sin(60° — ¢)

Pfipomenu, Ze

n—-n

g1
gztl_tzztl_r_-tlz 7
2 2

Coz je uvedeno jiz v tvodu kapitoly o hypocykloide¢.
Takze

t

! t
E==
3
Soufadnice bodu P; vuci bodu S, pfi pouziti piedchozich rovnic a posunuti o vektor

(viz uvod kapitoly o hypocykloid¢€), budou
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1
Xp, = —3 cos (60° —§t> + cost

3
: 1 :
Yp, = —3sin (60° - §t> +sint

Nyni mi zbyva ovéfit, ze jsou tyto rovnice rovnicemi asteroidy

Upravim argument a zavedu substituci
600 — cp =180 ¢
3 3
180° —t
u=—3—
3u =180°—t
t =180°—3u
Dosadim a upravim
Xp, = —3cosu + cos(180° — 3u) =
= —3cosu + cos 180° cos 3u + sin 180°sin3u =
= —3cosu—1cos3u+0sin3u =
= —3cosu — €os cos 2u + sinsin 2u =
= —3 cosu — cos(cos?u — sin®u) + sin 2 sin u cosu
= —3 cosu — cos(2cos?u — 1) + 2sin®ucosu =
= —3cosu — 2cos3u + cosu + 2 (1 — cos?u) cosu
= —2cosu — 2cos3u + 2 cosu — 2cos3u =

= —4cos3u

Nyni pro soufadnici y
1
Yp, = —3sin (60° ~3 t> +sint
Stejné jako o soutradnice x zavedu substituci
1 180°—t

60°—-t =
3 3

180°—t
U="3

3u=180°—t¢
t =180°—3u
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Dosadim a upravim
yp, = —3sinu + sin(180° — 3u) =
= —3sinu + sin 180° cos 3u — cos 180°sin 3u =
= —3sinu+0cos3u + 1sin3u =
= —3sinu + sinu cos2u + cosusin2u =
= —3sinu + sinu(cos?u — sin®u) + 2 sin ucos?u =
= —3sinu + sinu (1 — 2sin®u) + 2 sin u(1 — sinu) =
= —3sinu + sinu — 2sin3u + 2 sin u —2sin3u) =
= —4sin3u
Zavér:
Podatilo se mi odvodit souradnice bodu P, které jsou:
xp, = —4cos*u
yp, = — 4sin’u
Z toho vyplyva, ze i bod P; opisuje asteroidu, konkrétné jeji druhou tietinu. Stejné

tak 1ze dokazat, ze i bod P, opisuje zbyvajici tfetinu asteroidy, ¢imz je uloha vyiesena.
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1.2. Steinerova kiivka (deltoid)

Obrazek 1.2.-1. Steinerova kiivka (deltoid)

1.2.1. Historie

Poprvé tuto kiivku studoval Leonhard Euler jiz v roce 1745 a dale Jakob Steiner roku
1856. Kiivka byla brzy zatazena mezi hypocykloidy, a proto je ¢asto oznacovana jako
Steinerova hypocykloida. Nazev deltoid ziskala tato kiivka diky svému tvaru
pfipominajici fecké pismeno delta. [4]

1.2.2. Zékladni informace
Deltoid je specialni ptipad hypocykloidy, kde pro polomér kruznice kotalejici se

e et 1 s , 2 1 . s g
uvnitt vétsi kruznice, plati r, = 3N nebor, = 3N kde r; je polomér vétsi kruznice. [4]

30



Obrazek 1.2.2.-2. Deltoid pror, = g 2

Rovnice deltoidu v kartézskych soufadnicich:
(x? +y2)?2 + 8ax(3y? — x?) + 18a?(x? + y?) — 27a%* = 0
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Rovnice deltoidu v parametrickém vyjadieni:
X =acos2u+ 2acosu

y =a sin2u — 2asinu [4]
1.2.3. Parametrické rovnice deltoidu

Nyni z parametrickych rovnic hypocykloidy odvodim parametrické rovnice deltoidu.

Parametrické rovnice hypocykloidy jsou

n—-n

X =1, COS “t+ (rp —1ry)cost

2
n—-n

y = —1,sin “t+ (rp —ry)sint

Dosadimzar, =3aar, = 2a

3a a
x=2a-cosT-t+(3a—2a)cost

a
‘t+ (3a—2a)sint
2a

y = —2a - sin

1
x=2a-cos§-t+acost

1
y = —2a-sin§-t+asint
Parametrické rovnice deltoidu pro pfipad r; = 3aar, = 2a jsou

1
x=2a-cosi-t+acost

1
y=—2a-sinE-t+asint
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Nynidosadimzar; = 3aar, =a

3a—a
X = a-cos

t+ (3a—a)cost

3a—a

y = —a- sin ‘t+ (3a—a)sint

X =a-cos2t+ 2acost

y =—a- sin2t + 2asint

x=a-(cos2t+ 2cost)
y=—a-(sin2t + 2sint)

Parametrické rovnice deltoidu pro piipad r; = 3aar, = 2a jsou

x=a-(cos2t+ 2cost)
y=—a-(sin2t+ 2sint)

Nyni ukaZzi, ze parametrické rovnice v obou vySe uvedenych piipadech jsou
rovnicemi pro deltoid

1
x=2a-cos§-t+acost

1
y=-2a- sinz-t+asint

Provedu substituci



t=2u

X =acos2u+ 2acosu

y =asin2u — 2asinu

Pti kotaleni mensi kruznice proti sméru hodinovych rucicek se sledovany bod deltoidu
rozpohybuje do Ctvrtého kvadrantu, ve kterém je sinus zédporny, musim zohlednit tuto
skutecnost zapornym znaménkem. Jinak jsou parametrické rovnice pro oba vyse uvedené

ptipady totozné.
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1.2.4. Rovnice deltoidu v kartézskych soufadnicich

Vyjdu z parametrickych rovnic odvozenych v piedchozi kapitole
X =acos2u + 2acosu
y =asin2u — 2asinu
Pro zjednoduseni za a dosadim jednicku a provedu upravy a substituce
cost=c
sint=s
cos 2t = cos?t — sin?t = ¢? — s?
sin2t = 2sintcost = 2sc
Budu vyuzivat nasledujici tii rovnice. Potfebuji eliminovat parametry sa c, abych
ziskala hledany vztah mezi proménnymi X a'y.
(1) x=c*—s*+2c
(2) y=2s—2sc
(3) 1=c?+s?
Nejprve jsem eliminaci FeSila za pomoci vyhledavace WolframAlpha. Do vstupniho

okna jsem zadala ptikaz k eliminaci, ptesné podle nasledujiciho obrazku

3% Wolfram

Eliminate[{x-(c"2-5"2)-2 ¢ == 0,y+2cs-2s==0,5"2+c*2-1==0}, {c,s}] =] ‘

Obrazek 1.2.4.-1. Eliminace s pomoci WolframAlpha

Ziskam tuto rovnici
Result
x*osx’ s x? 2y +18)+24xy* = -y - 18y* + 27

Obrazek 1.2.4.-2. Result

Po upravé ziskam hledanou rovnici deltoidu v kartézskych soutadnicich

(x? +y2)?2 + 8ax(3y? — x?) + 18a?(x? + y?) — 27a%* = 0
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Nyni provedu stejnou substituci, jako pti feSeni problému pomoci WoframAlpha.
cost =c
sint =s
cos 2t = cos?t — sin?t = ¢? — s?

sin2t = 2sintcost = 2sc

(1) x=c?2—s%+2c
(2) y=12s—2sc
(3) 1=c?+s?
Seétu rovnice (1) a (3), pfi¢emz ziskdm vztah pro x + 1 a c2.
(4) x+1=2c*+2c

x+1
2

Umocnim rovnici (2) na druhou a ze ziskaného vztahu vyjadiim s2.

y? =4s%(1 —¢)?

(5) c*=

—C

2

©) 5 =35y
Vztahy (5) a (6) dosadim do rovnice (3) a upravim roznisobenim spolecnym
jmenovatelem.
x+1 2
— ¢ + ﬁ =1
2= 1?*(x+ 1) —4c(c—1D*+y?>=4(c—1)?
2c = 1D*(x+1) —4c(c - 1D?> —4(c - 1)* = —y?

2c—1?*(x+1—-2c—2) = —y?

(7) 2(c—1D*(x—2c—1) =—y?
Vratim se ke vztahu (4) a doplnim jej na uplny ctverec.

x+1=2c%+2c

CZ+C=x+1

2
qeqrtoxtl
4 4 2
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(+1>2_x+1+1
“T2) T2 e
1)2_2x+3

® <C+E 4

Odmocnim vztah (8) pro x € <—§; +00) (prava strana je nezaporna a mohu ji
odmocnit). Uvazim situaci pro ¢ € <—%;+00) = (—%;1), protoze € je cost. Tim

. , T , 1
vybiram z absolutni hodnoty po odmocnéni levé strany vyraz ¢ + -
2

+1_\/2x+3
‘T2T T2
VZ2x+3-—-1
(9 c="2"—
2
S ohledem na vztah (7) odvodim z rovnice (9) vyraz 2(c — 1)% a 2c.
V2x +3-3
c—1="o-——""
2
( 1?2 2x+3—-6V2x+3+9 x+6-—-3Vv2x+3
C— = =
4 2

(10) 2(c—1)2= x+6—3vV2x +3
(11) 2c=vV2x+3-1

Vztahy (10) a (11) dosadim do (7).
(x+6—-3V2x+3)[x - (V2x +3—1) = 1] = —y?
(x + 6 —3vV2x +3)(x — V2x + 3) = —y?

Roznasobim levou stranu piedchozi rovnosti a osamostatnim vyraz s odmocninou na

levé strané.
x%2 —xV2x + 3+ 6x — 6vV2x +3 — 3xV2x + 3 +3(2x + 3) = —y?
V2x +3(—4x —6) = —x2 —y? —12x -9

Umocnim posledni rovnost na druhou, ¢imz vracim do defini¢éniho oboru x €

()

(12) (2x+3)4(2x +3)? = (x®> + y2 + 12x + 9)?
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Rovnice (12) je jiz implicitni rovnice deltoidu. V dalSich krocich ji upravim na tvar
uvedeny v predchozi kapitole. Na levé strané pouziji binomicky vzorec (a + b)3, na
pravé strané zase tento vzorec

(a+b+c+d)?=a?+b?+c?+d?+ 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd.

Leva strana
4(8x3 + 36x2 + 54x + 27)
Prava strana:
x*+y* + 144x% 4+ 81 + 2x%y? + 24x3 + 18x% + 24xy? + 18y? + 216«
Porovnam ob¢ strany a obdrzim
x* —8x3 + 2x%x?% + 18x% + 24xy? + y* +18y2 - 27 =0
Coz se shoduje s vystupem eliminace z vyhledavace WolframAlpha v piedchozi
kapitole. Tento vyraz miizeme upravit (Uprava uvedena v predchozi kapitole) na tvar
(x? + %)% + 18(x% + y?) — 27 = 8x(x? — 3y?)
Poznémka:
Ulohu jsem fegila pro ¢ € (—%; 1). Pokud bych pracovala s ¢ € (—1; —%) musela

bych dosazovat ¢ + % = - 2§+3. Vypocet by probihal analogicky, proto uvedu pouze

zménéné klicoveé vztahy, které budu znacit Carkou u ¢isla rovnic.

(10) 2(c—-1)%*=x+6+3V2x+3
(11) 2c=-Vv2x+3-1
V2x +3(4x+6) = —x?—y2—12x—9

Dalsi vypocty se jiz shoduji s predeslymi.
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1.2.5. Piiklad vedouci ke Steinerové kiivce

Presvédcte se, ze diametralné protilehlé body Mz a Mz kruznice o poloméru 2R/3,
ktera se kotali po vnitiku pevné kruznice o poloméru R, opisuji tutéz kiivku. Tato kiivka

se nazyva Steinerova krivka. [3]

Resent:

Bez Gjmy na obecnosti volim poloméry kruznicr;, =3a rp, =2

Obrazek 1.2.5.-1. Pfo poloméfy kruznicry =3a r, = 2

Vyjdu ze soutadnic pro bod P a pro bod O

1 1
P ZCOSE't+COSt;—2 sinz-t+sint

Z pravouhlych trojuhelnikii uréim soufadnice bodu O
Nejprve souradnici X bodu O z trojihelniku SEO
O, =1cost
Nyni soufadnici y bodu O z trojihelniku OFS
0, = 1sint
Takze
O[cost;sint]

Bod P’ je diametralné protilehly bodu P, to znamend, Ze musi spliiovat rovnici
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P+ P

Bod P’ m4 soufadnice
1

1
P’|lcost —2cos—=-t;sint + 2 sinz-t

Ukolem je dokazat, e bod P’ nalezi Steinerové kiivce.

Uhel ¢ z néasledujiciho obrazku mohu vyjadfit rovnosti

Sztz_tl_ﬂ'

Obrazek 1.2.5.-2. K odvozeni soufadnic bodu P’

Déle pro uhly t,, t; plati

(r—13)
tz—t1=#'t1+7f
T2

Nyni mohu pro soufadnici X bodu P’ vzhledem k bodu O psat
(Z obrazku 1.2.5.-2., vychazim z trojuhelniku X pOP")
xp(0) = —1r,cos €
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Znaménko minus volim z toho divodu, Ze se bod P nachazi ve druhém kvadrantu,

kde je cosinus zaporny.
xp(0) = —1r,cos e
x'p(0) = —1rycos(ty, — t; — )
S vyuzitim souctovych vzorcl
x'p(0) = —1ry[cos(t, — t;) cos + sin(t, — t;) sinm]
x'p(0) =13 cos(t; — t1)
Dosadim za t, — t;

=T
xp(0) =1, cos <¥ t; + n)
2

- r,—T
X'p(0) =1, [cos (Q t1> cos T + sin (g . tl) sin nl
2 2

, (= 1,)

x'p(0) = —1, cos <¥ “ty
2

Po dosazeni zar; = 3,1, = 2 a s vyuzitim rovnosti t; = ¢

1
xp(0) =-2 coszt

Protoze soutadnice X bodu O je cost, mohu psat vyslednou soufadnici x bodu P’

vzhledem k bodu S
1
X' p(S) = -2 coszt + cost

Stejnym zptisobem dokazi totéz i pro soutadnici y

Pro soufadnici y bodu P’ vzhledem k bodu O mohu psat

(Na obrazku 1.2.4.-2. vychazim z trojuhelniku Y'p-OP")
y'p(0) =nrysine

Bod P’ se nachazi ve druhém kvadrantu, kde je sinus kladny.
y'p(0) =1ysine

y'p(0) =rysin(t, — t; —m)
S vyuzitim souctovych vzorct
y'p(0) = —ry[sin(t, — t;) cos + cos(t, — t;) sin 7]
y'p(0) = =1y sin(t; — t1)
Dosadim za t, — t;
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=T
y'p(0) = —1rysin <(1r—2) “t; + n)
2

y'p(0) = -1, Isin <(7‘1;—7‘2) . t1> cos T + cos (M . t1> sin nl

2 )

y'p(0) =1, sin <@ ' t1>

2

Po dosazeni zar; = 3,1, = 2 a s vyuzitim rovnosti t; =t
, 1

xp(0)=2 smEt

Protoze soutadnice y bodu O je sint, mohu psat vyslednou soutadnici y bodu P’

vzhledem k bodu S
1
yp(S)=2 sinzt +sint

Zaveér:

Soufadnice bodu P’ vychazeji:
1
x'p(8) =-2 coszt + cost

1
yp(§) =2 sinzt + sint

Coz jsou parametrické rovnice Steinerovi kiivky. Dokazala jsem tedy, Ze bod P’ lezi

na této kiivce.
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2. Epicykloida

Uvazujme pevnou kruznici k;(S) s polomérem r; a kruznici k,(0) kterda ma
polomérr, a kotali se po k;. Bod P kruznice k, opisuje kiivku, ktera se nazyva
epicykloida. [srov. 1, s.4]

V této Casti diplomové prace se budu zabyvat ptiklady, které vedou ke kardioid¢ a

nefroidé, které patii mezi epicykloidy.

Obrazek 2.-1. Epicykloida

Pruvodi¢ stiedu kruznice k,, tedy privodi¢ bodu O, a tedy i bodu Po’ svira s osou X tihel

tlzt.
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Obrazek 2.-2. Odvozeni soufadnic bodu P vzhledem k bodu O

Zapisi rovnice pro soufadnice bodu P vuci bodu O, tedy rovnice pro
x; = xp(0)
y2 = yp(0)

Xy = T COS P

Y2 = —Tpsing@

X, = 1y cos[m— (t; +t,)]
Y, = —1ysin[m— (¢ + t5)]
S vyuzitim souctovych vzorct
X, = 1y cos[m— (t; +t,)]
X, = ry[cosmcos(ty + t,) +sinmsin(t; + t,)]

X, = =1y cos(ty + t3)
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Y2 = rpsin[m— (t; + t;)]
Yy = Ty[sinmcos(t; + t,) — cosmsin(t; + t;)]
Yy, = —1ysin(t; + t)
TakZe soufadnice bodu P vuci bodu O jsou
Xy = —Tycos(t; +t;)
Yo = —Tysin(t; + t,)
Nyni zapisi rovnice pro soutfadnice bodu O vici bodu S (také z predchoziho obrazku),
tedy rovnice pro
x1 = %0(S)
y1 = Yo(S)

x1= (r; + ;) cost;y

y1= (1 + 1) sinty

Obrazek 2.-3. Odvozeni soufadnic bodu P vzhledem k bodu S

Dale uvedu konec¢né parametrické rovnice bodu P viici bodu S
x(t) =x1 +x, =(ry + 1) cost; —rycos(ty + ty)

y(t) =y, +y, =(ry + 1) sint; — ry sin(t; + t;)

45



Jelikoz se kruznice k, kotali po kruznici k; bez prokluzovani, plati
S1 =S,

Na zakladé toho odvodim vztah mezi Ghly t;a t,
S1 =52

i = o1,
41
t, =—t
2 T, 1
Nyni zjednodus$im argument t;+t¢,
41
t1+t2 = tl + _tl
T2
Po vytknuti
41
t1+t2 - tl (1 + _>
T2
Mohu psat zavérecné rovnice epicykloidy
r1

x(t) = x4 + x5 =(ry +7ry)costy — 1, cos [ ty (1 + r_>]
2

y(@t) =y t+y; =(rq +13)sint; —r; sin [ Ly (1 + :_:)]
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2.1. Kardioida

Obrazek 2.1.-1. Kardioida

2.1.1. Historie

Poprvé byla Kardioida studovana jiz vroce 1674 danskym matematikem a
astronomem Olem Christensenem Romerem. Dale pak matematikem Vaumeslem roku
1678. Nazev kardioida (,,ve tvaru srdce®) byl poprvé pouzit matematikem Johannem
Castillonem roku 1741. [6]

2.1.2. Zakladni informace

Kardioida je specialni pfipad epicykloidy, kde pro polomér kruznice kotalejici se po

druhé kruZznici plati, Ze ob€ kruZnice maji stejny polomér, tedy r; = 1,
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Obrazek 2.1.2.-1. KruZnice maji stejny polomér, r; = 1,

Rovnice kardioidy v kartézskych soufadnicich:
(x2 + y? + 2ax)? = 4a%(x% + y?)

Rovnice kardioidy v parametrickém vyjadfeni:

x =1(2cost— cos2t)

y =r(2sint — sin 2t)
Polarni soutadnice kardioidy:

g(t) = 2a(1 —cost)

[6]

2.1.3. Parametrické rovnice kardioidy

2.1.3.1. Parametrické rovnice vychazejici z epicykloidy
Nyni z parametrickych rovnic epicykloidy odvodim parametrické rovnice kardioidy
Parametrické rovnice epicykloidy jsou

T
x =(r; + 1) cost — 1, cos [t (1 + r_1>]
2

r
y =(ry + 1) sint — 1, sin [t (1 + r_l)]
2
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Pro kardioidu platir; =1,
X =2rcost —rcos2t
y =2rsint —rsin 2t
Parametrické rovnice kardioidy jsou
x =1(2cost— cos2t)

y =r(2sint — sin 2t)

2.1.3.2. Pfimé odvozeni parametrickych rovnic
Kdyz si uvédomim, Ze kruznice | se kotali po kruznici k bez prokluzovani, je ziejmé,
Ze oblouky RT a TA maji stejnou velikost. Z toho vyplyva, Ze i thly RSQ a TQA jsou

shodné.

Obrazek 2.1.3.2.-1. Shodné oblouky RT a TA

Dale thly RST a TQD jsou stfidavé na rovnobézkach, proto |£RSQ| = |4DQS]|
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Obrazek 2.1.3.2.-2. |4RSQ| = |4DQS|

Nyni se budu snazit ziskat souradnice bodu A V zavislosti na thlu t a poloméru
kruznice k.
Z pravouhlého trojuhelniku ACQ vidim Ze

|AC| = a-sinu

Pticemz
u=m-—2t
Dosadim
|AC| = a - sin (m — 2t)
|AC| = a(sinm cos 2t — cos 7 sin 2t)
Protoze sint =0 a cosm = —1
|AC| = a - sin 2t
Stejné tak pro

|QC| =a-cosu
|QC| = a - cos(m — 2t)
|QC| = a(cosm cos 2t — sinm sin 2t

|QC| = —a - cos 2t
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Z pravouhlého trojuhelniku SQD je zfejmé, ze
|QD| = 2a - cost
|SD| = 2a - sint
Nyni z toho, co jiz vim, uréim soufadnice bodu A[x, y]
x = |SB| = |QD| + 1QC|
X = 2a-cost —a-cos2t

x = a(2cost — cos 2t)

y = |BC| - |AC|
y = |SD| - |AC]
y=2a-sint—a-sin2t
y =a(2sint — sin2t)
Zavér:
Kardioida ma toto parametrické vyjadieni:
x = a(2cost— cos2t)

y =a(2sint — sin2t)

2.1.4. Odvozeni polarnich soufadnic kardioidy

Nyni budu hledat rovnici kardioidy v polarnich soufadnicich. Pro zjednoduSeni jsem
oproti pfedchozi uloze posunula stied kruznice k, takze kruznice jiz nema stfed v pocatku

soustavy soufadné, ale v bodé S[—a; 0], pficemz a je polomér obou kruznic K i I.
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Obrazek 2.1.4.-1. Posunuti stfedu kruznice k do bodu S[—a; 0],

Budu se snazit vyjadiit polohu libovolného bodu A Kardioidy V polarnich
soufadnicich, tedy pomoci délky priivodice v zavislosti na thlu, ktery svira tento privodi¢
S OSOU X.

Nyni vymodeluji v programu GeoGebra ktivku, jejiz rovnici budu pozdéji hledat.

2o lu 3miz2 2m
R\ t(vrad):

Obrazek 2.1.4.-2. Graf kardioidy v polarnich soutfadnicich

Bod A je bod, ktery vytvaii kardioidu kotalenim kruznice | po kruznici k. Use¢ku AR

pojmenuji g. Uhel t vyjadiim v radianech a tuto hodnotu poté vynesu na osu X. Délku
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privodice bodu A (tedy délku usecky g) poté vynasim na svislou osu. Tim ziskam bod N,

ktery opisuje kiivku, jejiz rovnici v polarnich soufadnicich hledam.

O jakou kiivku se jedna?

Pokud bych funkci posunula o dvé jednotky dolti, nezacinala by v poc¢atku soustavy
soufadné, z toho diivodu jsem usoudila, Ze se nebude jednat o funkci sin t ale o obracenou
a posunutou funkci cost. Tedy —cost + 2. Dale jsem si vSimla, ze obor hodnot této
funkce je (0,4), toho docilim tim, Zze funkci vynasobim dvéma, takze

g(t) =—2cost+2

po upravé
g(t) =2(1 —cost)
AT TN
2 ‘\\\ ‘/’
® f(x) = —cos(x) , \‘\\ P J,’;
® s(x) = 2 cos(x)+2 ,”\\ _/'“\
® h(x) = -2 cos(x)+2 ° ,,”/’2 m 3”}&\\ am
~d - -

Obrazek 2.1.4.-3. Prabéh funkce

Tuto hypotézu bych nyni rada dokazala.

PouZiji podobny obrazek jako pfi odvozovani parametrické rovnice kardioidy.
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v
S

Obrazek 2.1.4.-4. K odvozeni rovnice v poldrnich soufadnicich

Nejprve se zaméfim na useCku RA a uhel, ktery tato tUsecka svira
sosou X. Trojuhelnik RAT je rovnoramenny, protoze oblouky RT a TA maji stejnou
délku. Osa tohoto trojuhelniku S je kolma na tsecku SQ (jedna se o spole¢nou te¢nu
kruznice k a kruznice 1), takze tseCka RA je rovnobézna s useckou SQ a utvar QSRA je

rovnoramenny lichobéZnik. TakZe tihel pti vrcholu R je shodny s tthlem pf#i vrcholu S.

Obrazek 2.1.4.-5. Rovnoramenny lichobéznik QSRA
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Nyni se zaméfim na velikost usecky RA

Trojuhelnik ALQ se zakladnou AL je rovnoramenny. Jeho ramena maji velikost a.

Obrazek 2.1.4.-7. K odvozeni rovnice v polarnich soufadnicich, polomér r = |RA|
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Pak musi platit

|AL|
U9
sing = ——
u
|AL| = 2asin=
2
- 180° -2t
|AL| = 2a sin———
2
|AL| = 2asin(90° — t)
|AL| = 2acost
Z obréazku je také ziejmé, Ze plati
IRL| = 1SQ|
a
1SQ| = 2a

Pak pro |AR| musi byt
|AR| = 2a — 2a cost
|AR| = 2a(1 — cost)

Zaver:

Kardioida ma tuto rovnici v polarnich soufadnicich
g(t) = 2a(1 —cost)

Tento vysledek odpovida hypotéze ziskané v GeoGebie v ivodu této kapitoly.

2.1.5. Kardioida v kartézskych soufadnicich

V této kapitole nejprve vyjdu z parametrickych rovnic kardioidy a pomoci nich uréim
rovnici kardioidy v kartézskych soufadnicich, dale pak v druhé ¢asti této kapitoly vyjdu
z polarni rovnice kardioidy a stejné tak pomoci ni ur¢im rovnici kardioidy Vv kartézskych

soufadnicich.

2.1.5.1. Z parametrického vyjadieni do kartézskych soutadnic
Parametrické vyjadreni kardioidy:
x = a(2cost — cos 2t)

y =a(2sint — sin2t)
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Nejprve upravim rovnici pro X

x = a(2cost — cos2t)
x = a(2cost — cos?t + sin?t)
x = a(2cost —cos?t+ 1 — cos?t)
x=a(2cost—2cos®*t) +a
x = 2a(l—cost)cost+a
Déle upravim rovnici pro y
y =a(2sint — sin2t)
y=a(2sint —2sintcost)
y = 2a(l —cost)sint
Pro zjednoduseni nyni posunu kardioidu o a vlevo
x = 2a(l —cost)cost+a—a

y = 2a(l —cost)sint

2a(1 —cost)cost
y = 2a(l —cost)sint

Umocnim na druhou

x? = 4a%(1 — cost)?cos?t

y? = 4a?(1 — cost)?sin?t
Rovnice seCtu

x% 4+ y% = 4a?(1 — cost)?
Po odmocnéni

Vx? +y? = 2all — cost|

Absolutni hodnotu psat nemusim, protoze 1 — cost > 0,Vt € R
Jx%2+y?2 =2a—2acost

/x2_|_ 2
cost=1——y

2a
Toto nyni dosadim zpé&t do této rovnice

x = 2a(1l —cost)cost
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2a 2a

; JTy(l m)
X = 2a -

2ax = +/x% + y? (Za —x%2+ yz)
2ax = 2a,/x? + y? — (x% + y?)
x2 +y? + 2ax = 2a./x% + y?

Po umocnéni na druhou, ziskdvam rovnici kardioidy v kartézskych soutradnicich

(x% + y* + 2ax)? = 4a%(x? + y?)

2.1.5.2. Z polérnich soufadnic do kartézskych soufadnic
Pfi odvozeni rovnice kardioidy v kartézskych soufadnicich, vyjdu z ptedchozi

kapitoly, tedy z rovnice kardioidy v polarnich soufadnicich.

Obrazek 2.1.5.2.-1. Graf kardioidy v polarnich soufadnicich

g(t) = 2a(1 —cost)
Pouziji substituci z polarnich do kartézskych soutadnic
g=~x*+y?
cost ==
g
X
VX2 +y?=2a (1 ——) /- x? + y?
VX% +y?

x% +y% =2ax? +y?% — 2ax
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x? +y? + 2ax = 2a./x? + y?
Nyni umocnim na druhou
(x%? + y* + 2ax)? = 4a%(x? + y?)

Toto jsou rovnice kardioidy v kartézskych soutadnicich.
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2.1.6. Priklad 1. vedouci ke kardioidé

Zadéani:
Presvédcte se, Ze kardioida je mnozinou vSech pat kolmic vedenych danych bodem A

k te¢nam kruznice, ktera prochazi bodem A [3]

Obrazek 2.1.6.-1. K zadani

2.1.6.1. Geometricky dukaz
Narysuji si kruznici d se sttedem v bodé Q, pfi¢emz bod Q je stfed usecky AS.

Obrazek 2.1.6.1.-1. K dikazu - kruznice d se sttedem v bod¢ Q
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Nyni narysuji pfimku m, rovnobéznou s 0sou x, a bod S, tak aby vznikl kosoctverec
SAS'T.

Obrazek 2.1.6.1 -2 kosoétverec SAS'T

Narysuji si usecku TA a prusecik kruznice d a usecky TA pojmenuji L. Kruznice d je
Thaletova, sestrojena nad tise¢kou SA. Uhloptic¢ky v kosodtverci jsou na sebe kolmé a

jejich prusecik L tedy nalezi kruznici d.

Obrazek 2.1.6.1.-3. Bod L nalezi kruznici d

Stejné¢ tak i1 kruznice d' sestrojena nad S'T bude ze stejnych divodi prochazet

prasec¢ikem uhlopticek kosoctverce, tedy bodem L, ktery se stdvda bodem dotyku
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kruznic dad'. Dale Bod P je vrcholem pravothlého trojuhelniku S'TP. Nalezi tedy

kruznici d', ktera je kruznici Thaletovou.

Obrazek 2.1.6.1.- 4. Thaletova kruznice d ¢

Nyni vim, ze bod P je bodem kruznice d . Kdyz povedu bodem A piimku rovnobéznou
s pfimkou PT, vznikne mi obdélnik APTK, bod L je prusecikem thlopii¢ek tohoto
obdélniku, z toho diivodu musi byt trojuhelnik APL rovnoramenny, a proto jsou oblouky
AL a PL shodné. Dale pak jiz viz pfedchozi kapitola zabyvajici se parametrickymi

rovnicemi kardioidy.

Obrazek 2.1.6.1. — 5. Shodné oblouky AL a PL
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Zaver:
Z vyse uvedenych divodi bod P opisuje pii kotaleni kruznice kardioidu, je tedy
bodem kardioidy.

2.1.6.2. Analyticky dikaz
V piedchozi kapitole jsem dokézala, Ze je hledanou kiivkou kardioida geometricky.

Nyni se totéz pokusim dokazat analyticky.

Zadani:
PresvédcCte se, ze kardioida je mnozinou vSech pat kolmic vedenych danych bodem A

k te¢nam kruznice, ktera prochazi bodem A.

Na obrazku nize je zobrazena kardioida ziskana kotalenim kruznice | po pevné
kruznici k (obé maji poloméra), pricemz stied kruznice kje v pocatku soustavy
soufadnic.

Usecky RT a AP jsou kolmé k teéné t, takze jsou rovnobézné. Uhly svirané témito
useckami s osou X jsou tedy shodné. Bodem P vedu rovnobéZzku s osou X a prisecik této
rovnob&zky s usetkou RT pojmenuji L. Uhel, ktery svira piimka AP s piimkou PL, je
souhlasny s uhlem, ktery svird AP s osou x. V pravouhlém trojuhelniku LPT ozna¢im

uhel pfi vrcholu P jako u.

Obrazek 2.1.6.2.-1. Obrazek k ptikladu
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Pro velikost uhlu u plati:
u=180°—-1t—90°
u=90°—-t
Nyni se budu snazit ziskat velikost tisecky AP.
Velikost tsecky SQ je stejnd jako RT a to 2a, ptfi¢emz a je polomér obou kruznic.
Také velikost RA je 2a, stejné tak velikost LP. Vyjdu z pravouhlého trojuhelniku PTL viz
obrazek 2.1.6.2.-1.

|AP| = |RT| — |LT|

|LT| = 2a sinu
|LT| = 2a sin(90° —t)
|AP| = 2a — 2a sin(90° — t)
|AP| = 2a(1 — sin(90° —t))
|AP| = 2a(1 — cost)

Obrazek 2.1.6.2.-2. K uréeni soufadnic bodu P

Souradnici X vyjadiim pomoci tse¢ky SU a soutadnici y vyjadiim tseckou PU.

_lpul
sint = AP
|PU| = sint |AP|

64



|PU| = sint (2a(1 — cost))
|PU| = 2a sint (1 — cost)

,_lau
cost = AP
|AU| = cost |AP|

|AU| = cost (2a(1 — cost))
|AU| = 2a cost (1 — cost)

|SU| = |SA| + |AU|
|SU| =a+ 2acost (1 —cost)
|SU| = a+ a(2cost — 2 cos?t)
|SU| = a + a(2cost — cos? t — cos? t)
|SU| = a+ a(2cost — cos?t — (1 —sin?t))
|SU| = a+ a(2cost —cos?t — 1+ sin?t)
|SU| = a(2 cost — (cos? t — sin? t))
|SU| = a(2cost — cos 2t )

|PU| = 2asint (1 — cost)
|PU| = a(2sint — 2sint cost)
|PU| = a(2sint — sin 2t)
Soufadnice bodu P[p; q] jsou
p=a(2cost—cos2t)
q = a(2sint — sin 2t)

Coz jsou parametrické rovnice kardioidy, bod P je tedy bodem kardioidy.
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2.1.7. Priklad 2. vedouci ke kardioidé

Zadani:

Je dana kruznice d o poloméru r a na ni pevny bod A. Bodem A vedeme piimku .

Prasecik piimky | a kruznice d ozna¢ime Q (Q a A). Naneseme-li na kazdou piimku | od

pruseéiku Q tsecku QM délky 2r, vytvoii body M spolu s bodem A kardioidu. [3]

Obrazek 2.1.7.-1. Obrazek k zadani

Do pocatku soustavy soufadnic umistim bod S,

stfed kruznice d S polomérem r. Bez

Ujmy na obecnosti umistim bod A do bodu [r;0]. Na kruznici d zvolim bod Q a sestrojim

ptimku QA s nadzvem |. Sestrojim kruznici m se stiedem Q a polomérem 2r. Pfimka |

protne tuto kruznici ve dvou bodech M a M°. Chci dokazat, ze tyto body, jsou body

kardioidy (viz Obrazek 2.1.7.-1.)
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Obrazek 2.1.7.-2. Kruznice m

Narysuji si kruznici m se sttedem L o poloméru r tak, aby se dotykala kruznice d v
bod¢ dotyku T. Ma-li byt bod M bodem Kkardioidy, musi byt oblouk AT shodny s
obloukem TM, to znamena, ze tthly TSA a MLT musi mit stejnou velikost. Budu se tedy

snazit dokdzat, ze vySe zminéné thly maji stejnou velikost.

Obrazek 2.1.7.-3. Oblouky TSA a MLT
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Nejprve si musim uvédomit, ze usecka QM ma délku 2r, proto je ¢tyfuhelnik MQSL
kosodélnik. Pfimka prochazejici body Q, M je tedy rovnobézna s ptimkou prochdzejici
body L, S, proto je thel, ktery svira ptimka prochazejici body Q a M stejny jako je uhel
AST. Uhel QAS musi mit také stejnou velikost jako vyse zminény uhel, jelikoZ se jedna o
dvojici vrcholovych whli. Trojuhelnik QAS je rovnoramenny, proto ma i uhel AQS
stejnou velikost. Protilehlé uhly v kosodélniku maji stejnou velikost, tzn. tihel AQS je

shodny s thlem MLT. Je tedy tthel MLT stejny jako AST, coz bylo dokézat.
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2.2. Nefroida

Obrazek 2.2.-1. Nefroida

2.2.1. Historie

Nazev nefroida byl poprvé pouzit Proctorem roku 1878. Nefroida si vyslouzila sviij
nazev diky svému tvaru podobnému ledving. Tato kiivka byla studovéna jiz v 17. stoleti.
Nejprve Christiaanem Huygensem Ehrenfriedem, dale také Waltherem von

Tschirnhausem roku 1679 a také Jacobem Bernoulliem roku 1725. [7]
2.2.2. Zékladni informace

Nefroida je epicykloida, pti¢emz pevna kruznice ma polomér r; = 2a a kotalejici se

kruznicer, = a,a €R +
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Obrazek 2.2.2.-1. Nefroida jako epicykloida

Rovnice nefroidy v kartézskych soufadnicich:
(x2 +y% — 4a?)3 = 108a*y?
Rovnice nefroidy v parametrickém vyjadteni:
x = a(3 cost— cos 3t)

y = a(3sint — sin 3t) [7]

2.2.3. Parametrické rovnice nefroidy

Nyni z parametrickych rovnic epicykloidy odvodim parametrické rovnice nefroidy
Parametricka rovnice epicykloidy

T
x =(ry + 1r,) cost —r, cos [t (1 + 1"_1)]
2

r
y =(ry + 1) sint — 1, sin [t (1 + r_l)]
2

Pro nefroidu platir; = 2a, r, = a
x =3acost— acos 3t

y =3asint — asin 3t
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Parametrické rovnice nefroidy jsou
x = a(3 cost — cos 3t)

y = a(3sint —sin 3t)
2.2.4. Rovnice nefroidy v kartézskych soutadnicich

Vyjdu z parametrickych rovnic nefroidy, které jsou
x = a(3 cost — cos 3t)
y = a(3sint — sin 3t)
Budu postupovat tak, Ze se pokusim z parametrickych rovnic nefroidy eliminovat
parametr t.
Nejprve si upravim rovnici pro soufadnici y. Budu k tomu potiebovat vzorec pro
sin 3t.
sin 3t = 3sint — 4sin3t
Nyni upravim rovnici pro y a vysledek si ozna¢im jako rovnici (1), protoZe se k ni
budu pozdéji vracet.
y = a(3sint — sin 3t)
y = a(3sint — 3sint + 4sin3t)
(1) y = 4asin3t
Déle umocnim rovnice pro x i pro y na druhou a sectu je
x2+y? = a?[9cos?t — 6 cos t cos 3t + cos?3t + 9sin?t — 6 sin t sin 3t + sin?3t]
Vytknu a dale pouziji tento vzorec

cos?3t +sin?3t =1

x2+y? = a?[9(cos?t + sin’t) + 1 — 6(cos t cos 3t + sin t sin 3t)]
Nyni pouZziji souctovy vzorec
x%2+y? = a*[9 + 1 — 6 cos(t — 3t)]
Protoze je cosinus funkce sudd, minus v argumentu nepisi
x2+y? = a?(10 — 6 cos 2t)
x%2+y? = 10a? — 6a%(cos?t — sin’t)
x24+y2 = 10a? — 6a?(1 — sin?t — sin®t)

x%+y? = 10a? — 6a*(1 — 2sin®t)
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x24+y? = 10a®? — 6a® + 12a®sin’t
x%+y? = 4a? + 12a®sin’t
x2+y? — 4a? = 12a®sin’t
Nyni umocnim tuto rovnici na tieti
(x2+y? — 4a?)3 = 123absin®t
(x2+y? — 4a?)3 = 123a5sin®t
(x2+y? — 4a?)? = (108a*)(16a?sin®t)

Vratim se k rovnici (1)
y = 4asin3t
Umocnim ji na druhou
y? = 16a?sin®t
Nyni se vratim zpét k této rovnici
(x%+y? — 4a®)3 = (108a*)(16a?sin®t)
Dosadim za y? a vysledkem je rovnice nefroidy v kartézskych soutadnicich

(x2+y? — 4a?)? = 108a*y?
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2.2.5, Priklad vedouci k nefroidé

Zadéani:

Piesvédéte se, ze body P; P, P; na kruznici o poloméru 3R/2, které tvofi rovnostranny
trojuhelnik, opisuji tutéz kiivku (nefroidu), jestlize se kruznice kotali po vnéjsku pevné

kruzZnice o poloméru R. [3]
Tento priklad mé dovedl k napadu, Ze zpracuji i1 kapitolu o pericykloidé, jelikoz se

VvV tomto piipadé nejednd o epicykloidu. Proto se nyni odkéazi na nésledujici kapitolu,

konkrétné kapitolu 3.1., kde se tomuto piikladu vénuyji.
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3. Pericykloida
Necht existuji dvé kruznice, které maji vnitini dotyk. Vnitini z nich bude pevna, vetsi
z nich se bude kotalet kolem mensi. Ktivka, kterou pii tom opiSe bod kotalejici se

kruZnice, se nazyva pericykloida. [1, s. 11]

Obrazek 3.-1. Kruznice k, se kotali kolem kruznice k; Bod P opisuje pericykloidu

Nyni odvodim parametrické rovnice pericykloidy.
Zaméefim se na trojuhelnik POD na nésledujicim obrazku a zapisi soufadnice bodu P

vuci bodu O.

Obrazek 3.-2. K odvozeni soufadnic bodu P vic¢i bodu O
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xp(0) =1, cose =1, cos(ty — ty)
Vp(0) = 1ysine = 1y sin(t; — t3)

S vyuzitim vztahu mezi Ghly pfepisi tyto rovnice

S
tl =
L]
Sy
tz - —
)
Protoze
Sl = 52
Pak
L]
t, =—t
2 T 1

Lt
xp(0) =1, cos( " tl)

. (T2 T
yp(0) =1, sm( " t1)

Nyni odvodim soufadnice bodu O vici bodu S

Obrazek 3.-3. K odvozeni soufadnic bodu O vici bodu S

Zaméfim se na pravouhly trojuhelnik OSE a zapisi parametrické souradnice bodu O

vuci bodu S.

75



x0(S) = —(r, — 1) cos ty
Yo(§) = —(r; —my)sinty
Jelikoz uz méam soufadnice bodu P vici bodu O, stejné tak jako mém souradnice bodu

O vici bodu S, mohu psat sectenim vektort hledanou polohu P vici bodu S.

T —1
xp(0) =1, cos ( tl)
2

T, —T
yp(0) =1, sin( Zr 1t1>

2

x0(8) = —(r; —m) costy

Yo(S) = —(r; —my)sinty
Takze

r,—1T
xp(8)=—(r, —ry)cost +r,cos ( - t)
2

yp(8) = —(r, —ry)sint + r, sin (% t) [srov. 1, s.11]

3.1. Piiklad vedouci k nefroidé

O tomto ptikladu jsem si zminovala jiz v kapitole o nefroidé samotné, ale netesila
jsem ho, pouze jsem se odkazovala na toto misto, protoze svym obsahem nezapadal do
kapitoly o epicykloidé, nybrz sem, do kapitoly o pericykloid¢.

Nyni jiz k ptikladu

Zadani:
Piesvédcte se, ze body P; P, P; na kruznici o poloméru 3R/2, které tvofi rovnostranny
trojuhelnik, opisuji tutéz kiivku (nefroidu), jestlize se kruznice kotali po vnéjsku pevné

kruznice o poloméru R. [3]
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Obrazek 3.1.-1.Nefroida jako pericykloida

Na obréazku je pevnd kruznice k; podbarvena Sedivé, kruznice k, se kolem ni kotali
podle ptedpokladt tlohy. Bod P opisuje pericykloidu. Jedna se o nefroidu a tato kiivka
je znazornéna Cerveng.

Z parametrickych rovnic pericykloidy, které jsem odvodila v kapitole 3., vyplyva

Lt
xp(S§) = —(r, —1y)cost + 1, cos( " t)
2

: . (T2—T
yp(§) = —(r, — 1) sint+ n, sm( " t)
2

Ptepisi parametrické rovnice pericykloidy pro tuto situaci, to znamena pro situaci kdy

= 2a,1, =3a

1
x(t) = —acost + 3acos <§ t)

1
y(t) = —asint + 3sin (§ t)

Z rovnic vyplyva, ze ma-li byt timto zplisobem vykreslend cela nefroida, musi se
kruznice k, kolem kruznice k, kotalet tfikrat, protoze perioda funkce pro obé soutadnice
je 6m. Nyni zavedu substituci t = 3u, takze se perioda funkce zméni na 27.

x(t) = —acos3u+ 3acosu

y(t) = —asin3u + 3asinu
77



K této substituci a rovnicim se dale vyjadiuji v nasledujici kapitole 3.2.

Reseni ulohy provedu ve dvou krocich. V prvnim kroku odvodim soufadnice bodu P,
(vybraného vrcholu rovnostranného trojuhelniku) a ve druhém kroku dokazi, ze tento bod
nalezi nefroid¢.

1. krok — odvozeni soufadnic bodu P,

Staci, kdyz se zamé&fim pouze na jeden vrchol rovnostranného trojihelniku. Vybrala

jsem si vrchol P,. Pro vrchol P; bych postupovala analogicky.

Obrazek 3.1.-2. K odvozeni soufadnic vrcholu P,

Nejprve zapisi souradnice bodu P, vii¢i bodu O, stfedu kruznice k,. Souradnice bodu
P, jsou na obrazku vykresleny pomoci usecek p, @ pas.

JelikozZ jsou si délky oblouki s;a s, rovny, plati vztah pro uhly

ity = 1pt;

]

t, =—t

2 =3 h
bo—t, =t — ¢
E=— L =001 ——14
4



=—t
€73

Nyni na zaklad¢ obrazku 3.1.-2. mohu psat:

P21 = —T12CO0SQ
2T
p21 == —T'2 COoS (T[ - ? - 8)

P21 = —T15 COS (g - e)

_ 3 (n t>
P21 = —3acos(z—3

P22 = T2 Sin@
) 2m
p21 = rzsln(ﬂ_?_g)

Dy1 = Ty Sin (g - s)

— 3gsi (T[ t)
P21 = dasin 3 3

Nyni zapisi souradnice bodu O vii¢i bodu S (detailné na nasledujicim obrazku)
xo(S) = —(r, — 1) cost
Yo(S) = =(r, —my)sint
Takze
0(S) = [—acost;—asint]

A konecné mohu psat soufadnice bodu P, vuci bodu S

T t
xp,(5) = —3acos (§_§) —acost

(S) = 3asi (n t) int
sz = 54 SIn 3 3 a sin
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Obrazek 3.1.-3. Soufadnice bodu O vici bodu S (detail)

2. krok — ovéfeni, Zze bod P, je bodem nefroidy

V ptedchozim kroku jsem dospéla k t€émto rovnicim

T t
xp,(8) = —3acos (§ —§) —acost

5= sasin (% L) ~asine
yp,(S) = 3asin 3 ~3)asin

Budu pokracovat tim, ze zavedu substituci

<= Tt
3 3
Takze
t=m—3s
Pak
xp,(§) = —3acoss — acos(m — 3s)

¥p,(S) = 3asins — asin(mw — 3s)

Pouziji souctové vzorce pro

cos(m — 3s) = cosm cos 3s + sinm sin 3s = — cos 3s
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sin(m — 3s) = sinm cos 3s — cos wsin 3s = sin 3s
Takze
xp,(§) = —(3acoss — acos 3s)
yp,(8) = 3asins — asin3s
Oznacim-li
3acoss —acos3s=m
3asins —asin3s =n
Pak pracuji s bodem P, = [—m; n]
Daéle vim, Ze parametrické rovnice nefroidy jsou
x =3acost— acos 3t
y =3asint —asin3t
Stejné jako ptedchozi rovnice je piepisi do tvaru
3acost —acos3t =m
3asint —asin3t=n
Tim padem pro tento pfipad je
X=m
y=n
Nefroida je kiivka, ktera je osové symetricka, a to jak podle osy X, tak podle osy vy.

Takze pokud je bodem nefroidy bod [m; n], musi byt bodem nefroidy i bod P, = [—m; n]
3.1.1. Geometricka interpretace substituce

O nefroid¢ jsem jiZ psala v pfedchozi kapitole jako o epicykloid¢. Na nasledujicim

obrazku je tedy vyobrazena nefroida jako epicykloida.
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Obrazek 3.2.-1. Nefroida jako epicykloida

Pro pfipomenuti:
Nefroidu ziskam jako epicykloidu, pokud nastavim polomér pevné kruznice r; na2a a

polomér kotalejici se kruznice r, na a, kde a je kladné realné cislo.

&1
)
1
2

Vezmu jiz diive odvozené rovnice epicykloidy

x(t) =(ry + r,) cost; — r, cos [ t, (1
|

+
y(t) =(ry + rp)sint; —rysin| t; (1 + :—)]
A dosadim za poloméry
x(t) =3acost — acos 3t
y(t) =3asint — asin 3t
Tyto rovnice jsou identické s rovnicemi v piedchozi kapitole, kde jsem zavad¢la
substituci.
x(t) = —acos3u + 3acosu
y(t) = —asin3u + 3asinu

Zajimalo by mne, jak tato substituce parametrll ovlivni vykresleni nefroidy
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Narysuji do jednoho obrazku pericykloidu a epicykloidu soucasné

Obrazek 3.2.-2. Nefroida jako epicykloida i pericykloida v jedné konstrukci

Zajimavé je, ze oba body (bod P epicykloidy i bod P pericykloidy) opisuji stejnou
nefroidu, ale kazdy jinak rychle.
KruZznicové oblouky s4, 5, S3 maji vSechny stejnou délku, takze plati
S1 =52 =83
rity =1ty =133
JelikoZ bych rada ukézala, Ze bod P epicykloidy opisuje nefroidu rychleji nez P

pericykloidy, hledam vztah mezi t5 a t,

Tty = 1383
ts 1,
t, 13

A protoze r; = 2a, r, = a ary = 3a mohu psat
t; a 1

t, 3a 3
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Jinymi slovy mohu fici, Ze pokud pracuji s bodem P pericykloidy s parametrem t, po
substituci bude stejna kiivka opisovana, ale jako epicykloida se substitu¢nim parametrem

u. [srov. 1, s.11]

84



4. Cykloida

Cykloida je ktivka, kterou opisuje bod B kruznice K, ktera se kotali po ptimce p.

Obrazek 4.-1. Cykloida

Perioda cykloidy je uréena obvodem kotalejici se kruznice. Pokud ma tato kruznice
polomér r, je perioda cykloidy 27ur.

Piikladem cykloidy je brachystochrona, trajektorie mezi dvéma body tihového pole
Zemé¢, po které se hmotny bod z jednoho tohoto bodu piesune do druhého za nejkratsi

mozny ¢as. [8]
4.1. Odvozeni parametrickych rovnic cykloidy

Pfi odvozeni parametrickych rovnic cykloidy zapiSi nejprve soufadnice

bodu P cykloidy vucéi stiedu kotalejici se kruznice O.

Obrazek 4.1.-1. Soutadnice bodu P vuéi bodu O
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xp(0) = —rcos
yp(0) =rsing
Piicemz
T

p=t—3

Mohu piepsat rovnice pomoci souctovych vzorct

xp(0) = —rcos (t — %)

vp(0) = rsin (t — %)

T o
xp(0) = —r (cos t cos > + sint sin E)

0)=r (sin t cos r_ cost sin z)
yP - 2 2

xp(0) = —rsint
yp(0) = —rcost
Dale pro oblouk s plati

Obrazek 4.1.-2. Soutadnice bodu O vuci bodu S
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TakZze souradnice bodu O vic¢i bodu S mohu vyjadfit takto
xo(S)=rt
yo(S§) =1
A konec¢n€ mohu psat souradnice bodu P vii¢i bodu S, coZ jsou vysledné parametrické
rovnice cykloidy
x(t) = x0(S) + xp(0)
y(#) =yo(S) +yp(0)

x(t) =rt—rsint

y(t) =r —rcost

x(t) =r(t—sint)
y(t) =r(1—cost) [9]

4.2. Rovnice cykloidy v kartézskych soutadnicich

Z parametrickych rovnic odvodim rovnici cykloidy v kartézskych soufadnicich.
Parametrické rovnice cykloidy

x(t) =r(t —sint)

y(t) =r(1 —cost)

x -
—=t—sint
T

——t=—sint
T
—=1-cost
r
X—lz—cost
T

Obé rovnice umocnim na druhou a vyuzitim vzorce sin?t + cos?t = 1 mohu psat

E-t) +(E-1) =1

Vynasobim celou rovnici 72
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(x—1rt)l+(y—-r)i=r?
A upravim

(x—rt)2=—-r2+r2+y%—2yr
(x—1t)? =y(2r-y)

Figuruje zde i parametr t, ktery také musim vyjadrit v kartézskych soufadnicich

é‘xp(t) P

Obrazek 4.1.-3. K odvozeni vztahu pro parametr t

Z pravouhlého trojuhelniku POH

. |OH|
cost' = ——
T
-r
cost’ = Y
T
Také plati
t'=m—t
Takze

cost” = cos(m — t)
Pomoci souétového vzorce

cost"=cosmcost +sinmsint

cost’ = —cost
Takze mohu psat
‘r' —
cost = Y
”" —
t = arccos
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Vysledné vyjadieni cykloidy v kartézském systému tedy je

— 2
: y) =y(@2r-y)

(x — rarccos

89



5. Strofoida

Obrazek 5.-1. Strofoida
5.1. Historie

Strofoidu poprvé objevil Isaac Barrow, ucitel Isaaca Newtona, v roce 1669. Nazev

strofoida pochazi z feckého slova ,,strophos (,,krouceny pas®) a navrhl jej Montucci v
roce 1837. [10]

5.2. Zakladni informace

Uvazujme svazek kruznic jejichz spole¢nou te¢nou je osa X a spoleCnym bodem
dotyku je pocatek. Zvolime-linaose x bod A = [a, 0] a vedeme-li jim priméry ke vSem

kruznicim svazku, potom krajni body téchto primérti jsou body kiivky, kterou nazyvame
strofoida. [11]

90



Obrazek 5.2.-1. K definici

Rovnice strofoidy v kartézskych soufadnicich:
x(x?+y?) = a(x*-y?)
Rovnice strofoidy v parametrickém vyjadieni:
_a(1-t?)
o 1+1¢t2
_at(1-t?)
o 14¢2
Rovnice strofoidy v polarnich soufadnicich:

cos 2¢

r=a
cos @
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5.3. Rovnice strofoidy v polarnich soutradnicich

Oznacim thel @ a a podle nésledujiciho obrazku.

/
!

Obrazek 5.3.-1. Zavedeni thlu ¢ a «

Trojtihelnik OB,S je rovnoramenny, proto je velikost thlu pfi vrcholu B, rovna a.

Obrazek 5.3.-2. Vlastnosti uhlu 1
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Trojuhelnik B, B, 0 je pravouhly, protoze kruznice K je jeho Thaletova kruznice. Plati
tedy
Bra=90C=¢p+a=>L=¢

Trojuhelnik SB;0 je rovnoramenny, proto plati e = f = ¢.

Obrazek 5.3.-3. Vlastnosti uhlu 2

S ohledem na stfidavé uhly plati rovnost <SOB; = «C;B;0, znageno f3. Uhel w je
sttedovy thel k obvodovému thlu ¢, takZe plati
w=2=20=2¢
Ukolem je najit vztah mezi Ghlem ¢ a délkou privodice s.
Z trojuhelniku OC,B, mohu vycist

0G|
(1) cose = S

= |0C,| = scos¢
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Obrazek 5.3.-4. K trojuhelniku SPB,

Trojuhelnik ASPB, je podobny s trojuhelnikem ASOA, takze

PB,| _ |04
|SB,|  |SA|
|PBZI = |0C2|

|SA| = a? + r2

) |0C,| _ a
T V@t
Ze vztaht (1) a (2) postupné dostanu
|0C,| = scos¢
SCOSQ a
r V@i
r
(3) scosp = a\/aZ:-l-rz
Z ASOA vyplyva, ze
B |0S] B r
TS T Yzt e



r

(4) cos2¢ = \/aZ:-i-rz
Ze vztaht (3) a (4) vyplyva, ze
SCOS@Q = acos2¢
_ cos2¢

s = a
cos @

Posledni rovnice je rovnice strofoidy v polarnich soufadnicich. [11]
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5.4. Rovnice strofoidy v kartézskych soutradnicich

Z posledniho obrazku (Obrazek 5.3.-4.) vyjadiim soufadnice bodu B, V kartézskych
soufadnicich takto
X =Scosq@
y =ssing
5= JxTTy?
Upravim rovnici strofoidy v polarnich soutadnicich
_cos2¢  cos’p —sin’p ;C_j - i]_j 2 _y2

s = a= a= a= a
cos ¢ cos ¢

©ulR
95}
b

s?x = (x? = y?a
(x*+y>)x = (x*—-yHa

Posledni rovnice je rovnici strofoidy v kartézskych soufadnicich.
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5.5. Ptiklad vedouci ke strofoidé

Zadani:
Necht’ je dana kruZnice k a na ni bod C. Kruznice ma polomér AB. Ukolem je uréit

mnozinu bodi, po které se pohybuje ortocentrum O trojuhelniku ABC. [3]

........... S,
P T -
4

3

Obrazek 5.5.-1. K zadani

Reseni:

Reseni provadim analytickym zptisobem. Na nasledujicim obrazku (Obrazek 5.5.-2.)
je vidét, Ze bod A jsem umistila do pocatku soustavy soufadné a bod B na osu x. Pracuji
s vyskou trojuhelniku prochazejici bodem B, pojmenovanou s a vyskou prochazejici

bodem C, pojmenovanou r. Vysky vyjadiim obecnou rovnici
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3 ( ; [u:_L b2 —rt”]

6 -4 -3 -2 -1 1] A[0,0] 1 2 3

Obrazek 5.5.-2. Volba soufadnic

A [0;0]
B [b;0]
C: Jelikoz bodem C pohybuji po kruznici k, ozna¢im si soufadnici X bodu C jako
proménnou a. Zménou této proménné a, bude bod C ménit polohu na kruznici k.
Z obecné rovnice kruZnice
(x—m)? + (y —m)? =r?
Vim, Ze rovnice kruznice K je
x2 +y2 = b?

Odtud

y= =
Bod C ma soufadnice

[a; £/ b? — a?]

I: ptimka r je kolma na osu X, proto

rx=a
Pfimka s:
— —
Sp = Ng
s, =C—A



3‘7,’=(a;i bz—a2)=7_1;’

siax + \/my +c=0
Protoze piimka s prochazi bodem B
abtb?—-a?-04+c=0
c=—ab
TakZe rovnice piimKy s je
ax ++b?—a?y—ab=0
O: Bod O je ortocentrem trojihelniku ABC a jeho soutadnice jsou uréeny pruseé¢ikem
pfimky r a ptimky s.
rx=a
stax +b?—a?y—ab=0
Za x dosadim a

a’?++b2—a%y—ab=0

_a-(b—a)
VD2 — @2
Bod O ma soufadnice
[ a-(b- a)l
0|a,————=
iw/bz — az
Nyni provedu zaménu a < x
_x- (b —x)
i,/bz —XZ
+ b2 — x2 = m
y

Jak se bod C pohybuje po kruznici (v jednotlivych kvadrantech) maji vyrazy na levé

1 prave strané stejné znaménko, takze mohu umocnit
b2 2 = x*(b — x)?
y2
Rovnici vydélim (b — x)
(b +x)y? = x2(b —x)

b(y? - x?) = —2* — xy?
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b(y? —x?) = —x(x* + y?)
Vysledna rovnice je rovnici strofoidy, tudiz draha, po které se pohybuje bod O je

strofoida.

3 o [u.; 44/B2 — (12]

ﬁ -4 -3 -2 -1 0;0]! 2 3 LH B[b; 0] &

Obrazek 5.5.-3. Kontrola v programu GeoGebra
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6. Kappa kiivka

Obrézek 6.-1- kiivka kappa

6.1. Historie

Jako prvni se kiivkou kappa zabyval matematik Gérard van Gutschoven v roce 1662,
proto je téz nazyvana Gutschovenova kiivka. Dale se touto kiivkou zabyval Barrow
v roce 1672 a Sluse v roce 1862. Sviij nazev Kappa si kiivka vyslouzila svym vzhledem

ptipominajici fecké pismeno » (kappa). [12]
6.2. Zakladni informace

Kappa je geometrické misto bodii dotyku tecen, sestrojenych z bodu O ke kruznici,
jejiz stied se pohybuje po ptimce, ktera prochazi bodem O. [12]

Vyse zminované geometrické misto je vyobrazeno na obrazku.
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Obrazek 6.2.-1. Geometrické misto bodu kappa

Rovnice kiivky kappa Vv kartézskych souradnicich:
x2(x? + y?) = y2a?
Rovnice kiivky kappa v parametrickém vyjadfeni:
x =asint
y=asinttgt
Rovnice kfivky kappa Vv polarnich soufadnicich:
r = altg ¢|
[12]
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6.3. Rovnice kiivky kappa v kartézskych soutadnicich

V této Casti kapitoly odvodim implicitni rovnici kiivky kappa.

Obrazek 6.3.-1. K odvozeni implicitni rovnice

Soufadnice bodu S jsou [0,y,] kde y, je vzdalenost bodu O od stfedu kruznice S.
Vyjadiim tuto vzdalenost y, z trojihelniku OTS a OTM:

Z trojihelniku OTS je jasné
Yo’ =a’ + |0T|?
Z trojthelniku OTM
|0T|? = x? + y?
Z téchto rovnic vyplyva

Yo = a? + x% + y?

Dale z trojtithelniku TSM
|ISM|? = a? — x?
A také
ISM| =y, —y
Odtud

(o —y)? =a® —x*
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Yo' = 2yoy +y* = a* — x*

Nyni vy$e uvedenou rovnici upravim za pomoci této rovnice yo% = a? + x? + y?
dosazenim za y,?
a’ + x% +y?—2y,y + y? = a? — x*
2yoy = 2(x* +y?)
Po vyd¢€leni dvéma a umocnéni na druhou ziskam
Yo'y? = (x* +y%)?
Opét dosadim za y,?
(2 +yH)? =y*(a® +x* +y?)
(? +yH)? —y*(x? +y?) = y*a’
Nyni vytknu (x2 + y?) na levé strané rovnice
(x* +y)(x? +y* — y?) = y*a?
2(x% +y2) = y2a?

Toto je hledana implicitni rovnice mnoziny kappa.

Tuto rovnici mohu dale upravit na vyjadieni explicitni:
x* + x%y? = y2a?
x2y? — y2a? = —x*
y2(a? — x?) = x*
4

2 X

y aZ_xZ

2

X
lyl = ——=
vaz — x2

Mnozina kappa ma dv¢ svislé asymptoty o rovnicich x = a, x = —a

;X € (—a;a)
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6.4. Parametrické rovnice kiivky kappa

V piedchozi ¢asti této kapitoly jsem odvodila implicitni rovnici mnoziny kappa. Nyni

odvodim parametrické rovnice. Vyjdu z nésledujiciho obrazku.

Yo

Obrazek 6.4.-1. K odvozeni parametrickych rovnic

Z trojuhelniku TSM je vidét, ze

_ X

sint = —

a

x =asint

A z trojahelniku OTM

loM| y
tgt = ==
8= mT T x

y=xtgt

A dosadim za x z piedchozi rovnice
y=asinttgt
Parametrické mnoziny kiivky kappa jsou:
x =asint

y=asinttgt
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6.5. Polarni soutadnice kiivky kappa

Vyjadiim bod T pomoci uhlu ¢ a délky r

Obrazek 6.5.-1. K odvozeni polarnich soutadnic kappa kiivky

Dosadim za 'y

sin?
= (i)
cos“ @

_ |, (1—cos’p +cos?e
= cos?¢@
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cos?¢
x
r= |cos <p|
Navic z trojihelniku MTS pro X plati:
X =asing
Proto
_|sin go‘
cos @
r = altg ¢|

Coz je vyjadienim kiivky kappa v polarnich soufadnicich.
6.6. Priklad vedouci ke kiivce kappa

Zadéni:

Uvazujme useCku OAa k ni kolmou piimku p, prochazejici bodem A. Zvolte
bod N na piimce p a sestrojte na usecce ON bod M ve stejné vzdalenosti od O jako je
vzdalenost N od A. Vysetfete mnozinu vsech bodii M v zavislosti na pohybu bodu N po
ptimce p. [12]

Reseni:

Nejprve v GeoGebie zobrazim celou situaci popsanou v zadani tlohy viz nasledujici
obrazek.

Bod M dané ktivky sestrojim jako prisecik usecky ON s kruznici m se stiedem O a

polomérem b = |AN].
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Obrazek 6.6.-1. Rozbor ulohy v GeoGebie

K bodu M jsem sestrojila bod M osové soumérny podle osy y, ¢imz jsem doplnila
mnozinu bodi zminénou v zadani tlohy na kiivku, kterd ma tvar mnoziny kappa.

Pokusim se dokdézat, ze jde skute¢né¢ o mnoZzinu kappa.

Co chci dokézat?

Bodem M vedu kolmici nk tsecce ON a sestrojim bod P v prisecikuns osouy.
Vzhledem Kk definici kiivky kappa ma byt bod M bodem dotyku kruznice m (se

sttedem P a polomérem u) s tiseCkou ON.

Staci tedy dokazat, ze u = a

108



Obrazek 6.6.-2. Obrazek k feSeni

Provedeni:
Zvolim thel t = <xAON a @ = «ONA v pravouhlém trojuhelniku NOA. Protoze je
uhel @ = ¥ONA sttidavy s thlem <M OP, plati, ze <MOP = «

: \ - . /

... d ¥
B o
;

.
¥.M

Obrazek 6.6.-3. Rozkresleni vySe zmiflovanych uhli
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Trojuhelniky NOA a OPM jsou tudiz shodné podle véty (usu). Shodnou stranou je
odvésna b = |NA| = |OM|, coz plyne pifimo z definice zkoumané mnoziny bodi.
Ze shodnosti trojuhelnikl plyne
|OA| = |[MP|=u=a
Coz bylo dokazat.
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Zavér

Ve své diplomové praci jsem vychéazela z vybéru zajimavych piikladi, které mi byly
doporuceny vedoucim diplomové prace, a které¢ vedly K riznym kifivkam. Brzy jsem si
vSimla, Ze tyto kiivky vétSinou vznikaji pfi kotaleni jedné kruznice po druhé kruznici.
Proto jsem rozdélila svou praci do ¢tyf hlavnich kapitol, plus dvé dalsi kiivky, které ale
nejsou cykloidniho typu.

V prvni kapitole jsem se vénovala hypocykloidé a dvéma dalsim kiivkam, konkrétné
asteroidé¢ a deltoidu, coz jsou kiivky hypocykloidniho typu, kde se mensi kruznice kotali
uvnitf vétsi kruznice. Odvodila jsem parametrické rovnice hypocykloidy a s jejich
vyuzitim nasledn¢ i asteroidy a deltoidu. Také jsem v obou piipadech odvodila implicitni
rovnici a dale jsem se vénovala ptikladim, jak dané kfivky jest¢ mohou vzniknout.

Ve druhé kapitole jsem se zabyvala epicykloidou, u které se kruznice kotali vné dané
kruznice. Do této kapitoly jsem zafadila kiivky kardioidu a nefroidu, které opét detailngji
rozebiram a na zaklad¢é odvozenych parametrickych rovnic epicykloidy odvozuji i jejich
konkrétni parametrické rovnice. Déle pak i konkrétni implicitni rovnice a opét feSim
ptiklady, jak tyto kiivky vznikaji.

Tteti kapitola pojednava o pericykloidé. Pericykloida vznikne, kdyz se vetsi kruznice
kotali kolem mensi kruznice, ktera lezi uvnitt vétsi. Odvodila jsem zde parametrické
rovnice pericykloidy a dale jsem rozebirala ptiklad tykajici se nefroidy. Také jsem si
v§imla zajimavého propojeni mezi nefroidou jako pericykloidou a nefroidou jako
epicykloidou.

Ctvrta kapitola o cykloidé uz je jen doplitkem k pfedchozim kapitolam, aby byly
zkompletovany kiivky cykloidniho typu. V této kapitole jsem odvodila rovnice cykloidy
Vv kartézském systému a parametrické rovnice cykloidy.

V poslednich dvou kapitolach jsem se vénovala kiivce kappa a strofoidé, které jiz
nepatii mezi kiivky cykloidniho typu, proto jsou umistény samostatné.

Myslim, Ze cil své prace, za ktery jsem povazovala uvedeni stru¢ného piehledu
vybranych kiivek, je naplnén, nehledé na to, Ze jsem si rozsifila obzory v té oblasti

geometrie, ktera me bavi a zajima.
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