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Abstrakt

Tato prace se zabyva kvadratickym prirazovacim problémem. Prvni ¢ast predstavuje prira-
zovaci problémy véetné zakladni aplikace. Po vymezeni problematiky a zakladni konvence
znaceni jsou popsany zvolené metody Teseni tohoto problému. V tieti ¢asti jsou srovnany
metody Teseni implementované v jazyku Julia s vyuzitim resice Gurobi.

Summary

This bachelor thesis is focused on quadratic assignment problém. In first part are in-
troduced assignment problems, include basic application. After description of problem
and marking convention follows introducing of selected solution metods. In third part are
compared solution metods, which are implemented i Julia language with solver Gurobi.

Kli¢ova slova

Optimalizace, kvadraticky pritazovaci problém, reformulace, linearizace, dolni meze, jazyk
Julia, Gurobi

Keywords
Optimization, quadratic assignment problem, reformulations, linearization, lower bounds,
Julia Language, Gurobi

LISKA, O. Kvadraticky pritazovaci problém — reformulace a dolni meze. Brno: Vysoké
uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2019. 40 s. Vedouci bakalarské prace
RNDr. Pavel POPELA, Ph.D.






Cestné prohlaseni
Prohlasuji, ze svou bakalarskou praci na téma ,, Kvadraticky pritazovaci problém — re-
formulace a dolni meze“ jsem vypracoval samostatné pod vedenim vedouciho bakalarské

prace a s pouzitim odborné literatury a dalsich informacnich zdroji, které jsou vSechny
citovany v praci a uvedeny v seznamu literatury na konci prace.

Ondrej Liska






Podékovani

Timto bych rad podékoval nejen vedoucimu mé bakalarské prace RNDr. Pavlu Popelovi
Ph.D. za metodické rady k zpracovani problematiky. Podékovani nélezi predevsim Ing.
Jakubu Ktdelovi za cenné odborné rady a jeho cas pii konzultacich. Dale bych chtél po-
dékovat Mgr. Kateriné Havrankové Ph.D. za pomoc pri korekture prace. Dékuji také své
rodiné a pratelim za neustalou podporu.

Ondrej Liska






Obsah

11

Uvod

Formulace problému

1.1 Motivace . . . . . ... ...

1.2 Pritazovaci problém . . . . .. . ..
1.2.1 Linearni pritazovaci problém

1.3 Kvadraticky pritazovaci problém . . .
1.3.1  Ekvivalentni formulace . . . .

Metody reseni

2.1 Linearizace . .. ... ... .....
2.1.1 Frieze-Yadegar linearizace . .
2.1.2 Adams-Johnson linearizace .
2.1.3 Kaufman-Broeckx linearizace

22 Meze . . . ... ...
2.2.1 Gilmore-Lawler mez . . . . .
2.2.2  Meze pomoci vlastnich ¢isel .
2.2.3 Relaxace. . .. ... ... ..

Srovnani metod

3.1 Softwarova implementace . . . . . . .

3.2 ReSené problémy . . ... ......
3.2.1 Linearizace . . .. .. .. ..
3.22 Meze. .. ... .. .. ....

Zavér

Seznam pouzitych zkratek a symbolia

12

13
13
14
15
16
17

18
18
18
19
20
21
22
23
24

25
25
26
26
28

33

35



L d

Uvod

Jako kvadratické pritazovaci problémy je oznacena skupina specifickych optimalizac-
nich kombinatorickych problémi. Jejich specifikum je s nariistajici instanci vyrazny na-
rust obtiznosti problému. Jak bude vysvétleno v textu, tyto problémy spadaji do katego-
rie NP-tézky. Predevsim tato charakteristika prisuzuje tomuto tématu jeho pritazlivost.
Navzdory desitkdm let vyzkumu neexistuji algoritmy, jenz by dokazaly tyto problémy
obecné spolehlivé resit. K tomu, aby byl kvadraticky prifazovaci problém i s dnesnimi
metodami nefesitelny, staci aby mél pouhych 30 prvki. Mnoho optimalizac¢nich fesi¢a vi-
bec kvadratické pritazovaci problémy neumi fesit. Nejedna se o problém uméle vytvoreny.
Kvadraticky pritazovaci problém je aplikovatelny pfi optimalizaci rozmanitych struktur
a procesu. Z ekonomického pohledu velmi zajimavou aplikaci je optimalizace rozmisténi
riznych stroju v tovarnich halach z pohledu vzajemného toku soucastek mezi stroji.

Motivace pro studium tohoto problému neni maléd a vidina moznosti posunout schop-
nosti soucasnych algoritmi je lakava. Drive nez lze pomyslet na nové metody feseni, je
potfeba porozumét soucasnym metodam. Jak je obecné v matematice bézné, i v pii-
padé kvadratického pritazovaciho problému jsou prvni na fadé ivahy o prevodu tohoto
problému na jiny, jiz fesitelny problém. Dalsi logickou volbou v pripadé, ze problém se
jevi jako neresitelny, je odhad Teseni. V této praci se dotkneme obou zminénych moz-
nosti. Zavérem srovname jednotlivé metody feSeni pomoci implementované v jazyku Julia
v kombinaci s fesicem Gurobi. Zvlasté zajimavé bude srovnani dvou zminénych moznosti
pri feseni kvadratického pritazovaciho problému ,, pouze“ s algoritmy Gurobi.
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1 Formulace problému
1.1 Motivace

V hodindch matematiky na zakladni Skole je nejoblibenéjsi otazkou pokladanou zaky
»A k ¢emu je to dobré 7. Mnoho lidi si zvyk pokladat tuto otazku, a predevsim mate-
matikiim, uchova i v dospélosti. V zadném piipadé nelze zakum ani dospélym tento zvyk
vycitat, i kdyby byla otazka sebevic provokativné formulovana. Naopak je skoda, pokud
nevime na tuto otazku odpovéd. Prestoze nase prace je zamérena pouze na metody reseni
problému, je vhodné uvést tento problém s prikladem praktické aplikace. Diky uvedeni
nasledujici motiva¢ni tlohy budeme schopni pouzité pojmy mnohem lépe ilustrovat. Pri
vybéru motivacni tlohy jsme se inspirovali slavnym problémem rozmisténi budov v kam-
pusu Virginia Polytechnic Institute and State University [1].

CAMPUS
VIRGINIA POLYTECHNIC INSTITUTE
AND STATE UNIVERSITY

Obrazek 1.1: Navrh na rozmisténi budov v kampusu Virginia Polytechnic Institute and
State University [1]

Motivacéni tloha

Predstavme si, Ze mame za kol navrhnout rozmisténi budov v planovaném univerzitnim
kampusu. Mame dan pocet budov danych funkeci, které maji byt v kampusu postaveny.
Pocet volnych stavebnich parcel odpovida poctu planovanych budov. Nasim tkolem je
vybrat takové rozmisténi budov, které je z pohledu zadanych kriterii nejvhodnéjsi. Re-
sime tedy tlohu idedlniho usporadani budov na stavebni parcely. Z pohledu optimalizace
se jedna o tzv. prirazovaci problém viz 1.2. K tomuto oznaceni pozdéji pridame dalsi
privlastky podle zvolenych kritérii.
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Nejcastéjsim kritériem pri optimalizaci je cena. Problém nastava pii rozhodovani
o tom, kterd cena je zde dilezitd. V navrhu lze zohlednit naklady na vystavby areali,
ale také naklady na provoz. Z pohledu porizovaci ceny miizeme uvazovat napiiklad, ze
stavebni parcely maji obecné jinou troven inzenyrskych siti, kvalitu podlozi, povolnou
maximéalni vysku vystavby a nebo jsou ovlivnény tzemnim planem meésta. Rizné druhy
budov maji rozdilné pozadavky na kvality stavebnich parcel. Naptiklad pro plavecky ba-
zén lze ocekavat pozadavek na inzenyrské sité, ale pravdépodobné zde nebude problém
s omezenim vysky budovy. U plaveckého bazénu také nevadi rusné ulice v okoli, ale napfti-
klad u knihovny by to znamenalo dalsi prodrazeni v dusledku pozadavku na odhlu¢néni.
Pokud na nékteré z parcel jiz stoji budova, lze uvazovat o jeji prestavbé na objekt naseho
kampusu. Prestavba na u¢ebny by mohla byt relativné levné feseni, ale umisténi sportovni
stavebni parcely serfadit podle dodatecnych nakladi pro jeji vystavbu. Nasim cilem vsak
neni najit idedlni stavebni parcelu pro jednu budovu, ale najit ideadlni kombinaci budov
a stavebnich parcel. Chceme tedy najit prirazeni, které minimalizuje soucet dodatecnych
naklad pro postaveni vSech budov. Takto zadanou tlohu lze modelovat jako linedrni
prirazovaci problém viz 1.2.1.

Pti planovani kampusu, mizeme také vzit v potaz, jak bude dané rozmisténi budov
vyhodné z pohledu pohybu osob v arealu. Predpokladejme, Ze mezi riznymi budovami
bude za den proudit rozdilné mnozstvi lidi. Vzdalenosti mezi stavebnimi parcelami se
rovnéz lisi. Budeme tedy usilovat o to, aby dvojice budov, mezi nimiz oc¢ekavame velky
pohyb lidi, byly k sobé co nejbliz. Naopak vzdéalenost mezi budovami, kde proudi mensi
mnozstvi lidi, mtize byt velkd. Nasim vysledkem by mélo byt rozmisténi, které bude pro
vSechny budovy minimalizovat soucet soucini vzdalenosti budov s mnozstvim lidi, kteri
mezi danymi budovami za den projdou. Vidime, jak nestastny je v tomto pripadé slovni
popis, ve kterém se snazime o exaktni vyjadreni. Zde se projevuje sila matematiky, kdy
dany problém elegantné popisujeme jako tzv. kvadraticky prirazovaci problém viz 1.3.

Namisto parametrii. které souvisely s jednim objektem, uvazujeme jiz pti druhém
pohledu parametry, které jsou urceny dvéma objekty. Jednoduse feceno, dodatecné na-
klady jsou zalezitosti jedné konkrétni budovy, ale vzajemna vzdalenost dava smysl jen pro
dvojici budov. Takto lze vagné popsat rozdil mezi linearnim a kvadraticky pritazovacim
problémem. Nema smysl zde uvadét dalsi pojmy bez exaktni definice téchto zakladnich.
K nasemu modelu se budeme nadéle odkazovat.

1.2 Prirazovaci problém

Pod pojmem prirazovaci problém rozumime v matematice otazku, jak priradit n objektu
z jedné mnoziny k n objekttim z jiné mnoziny. Konkrétni zptisob, jakym jsou tato ob-
jekty prirazeny, oznacujeme jako prirazeni. V matematice existuje vice zpusobu jak lze
pritazeni vyjadrit. Prirazeni lze chapat jako bijekci ¢ mezi dvéma koneénymi mnozinami
U a V o n prvcich. Pro reprezentaci je praktické divat se na prirazeni jako na permutaci.
Poté, co prvky v mnozinidch U a V' doplnime indexy, je mozné ¢ : U — V zapsat takto

( 1 2 ... n )

p(1) »(2) ... o)

Pokud tedy naptiklad ¢(4) = 6 znamend to, Ze ¢tvrty prvek z mnoziny U je pritazen
k Sestému prvku z mnoziny V. Kazdou permutaci lze zapsat pomoci permutac¢ni matice.
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Definice 1.1. 2] Necht X = (x;;) je matice n x n. Matici X nazveme permutacni matice,
pokud plati nasledujici podminky

Zn:lxij:L 1< <n,
fjg;isz 1<i<n, (1.1)
Z;E{O,l}, 1<i, 7 <n.

MnoZinu vsech n x n permutacnich matic oznacime symbolem [,

Véta 1.2. [3] Ke kazdé permutaci ¢ na mnoziné {1,2,...,n} ezistuje jedna a prdvé jedna
n X n permutacni matice X, takova Ze plati

riy; =16 (i) = j,
(1.2)
zij =0 o(i) # J.

Rikdme, Ze matice X odpovidd permutaci .

Prirazovacim problémem rozumime obecné otazku nalezeni permutace splinujici jisté
podminky. Obecné tak miizeme vzit takika libovolné podminky. Naptiklad v nasi moti-
vacni tuloze bychom mohli pozadovat, aby budovy byly od zapadu k vychodu serazené
podle velikosti. Z matematického pohledu se snazime rozdélit podminky na takzvand kri-
téria, ktera rozhoduji o vhodnosti feseni a na podminky omezujici vybér feseni. Omezujici
podminky budeme oznacovat slovem omezeni. Matematicky zapis kritérii do vyrazu ozna-
¢ime jako tcelovou funkei'. V nasi motivacni iloze jsme nejprve hledali pfifazeni, které
bude minimalizovat celkovou cenu. Uéelova funkce pro tuto tlohu by mohla vypadat né-
sledovné

min Celkovacena(p,U, V). (1.3)
pESH
Kde S,, je mnozina vSech permutaci {1,2,...,n} a Celkovacena() je funkce zavisla na

prifazeni a na mnozinach U, V', mezi kterymi je prifazeni realizovano. Takto obecné vyja-
dreni celkové ceny neni praktické a proto vyjadiime celkovou cenu jako soucet dil¢ich cen
za postaveni jednotlivych budov.

1.2.1 Linearni prirazovaci problém

Definice 1.3. [2] Necht C = (c;j) je matice nxn. Matici C nazveme matice ndkladi. Hod-
nota c;; jsou ndklady na prirazent i-tého prvku z U k j-tému prvku 2 V. Oznacme S, jako
mnoZinu vsech mozniych permutaci {1,2,...,n}, pak Tesenim Linedrniho prirazovaciho

problému rozumime
n

iR D Gt 49

V pripadé nasi motivacni ilohy rozumime U mnozinu vsech budov a V' mnozinu vsech
stavebnich parcel. Déle ¢;; jsou naklady na postaveni ¢-té budovy na j-tou stavebni par-
celu.

Wice o ticelové funkci a zakladech optimalizace napifklad v [4]
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1.3 Kvadraticky prirazovaci problém

Na rozdil od linearniho pritazovaciho problému, v ptipadé kvadratickém fesSime minima-
lizaci hodnoty, kterd je ovlivnéna parametry nalezicimi dvojici prvki z jedné mnoziny.
Tato dvojice je pak obvykle prirazovana k dvojici z druhé mnoziny. Jednoznacné urceni
prifazeni dané dvojice k dvojici z jiné mnoziny je zajisténo dvéma pritazenimi. V nasi mo-
tivacni tloze odpovida kvadraticky prirazovaci problém rozmisténi budov s ohledem na
mnozstvi lidi, ktefi budou mezi danymi budovami chodit. Vybereme libovolné pritazeni,
a budeme chtit urcit, jak velkou vzdalenost urazi lidé z menzy do knihovny. Nestac¢i nadm
pouze urcit, na kterou stavebni parcelu pritazuje dané prifazeni menzu, ale musime také
zjistit, kam prifadi toto prifazeni knihovnu a teprve poté muzeme dohledat vzdéalenost
téchto mist. Zdivodnéni volby slova kvadraticky bude patrné z (1.8).

Definice 1.4. [2, 3] Necht A = (ay),B = (bj1),C = (c;j) jsou n x n matice. Nazveme
A, B matice koeficientii. Kde a;y je tok* mezii-tym a k-tym prvkem U. Ddle by, je vzddlenost
od j-tého k l-tému prvku z V. Hodnota c;; jsou ndklady na prirazenti i-tého proku z U k j-
-tému proku z V. Oznacme S, jako mnoZinu vsech permutaci {1,2,...,n}, pak resenim
zobecnéného kvadratického prirazovaciho problému rozumime

min DD awbptinetr) + D Cioti) (1.5)
=1

i=1 k=1

Pokud (c;;) = 0,Vi,j pak mluvime pouze o kvadratickém prirazovacim problému. Dadle

’Uy/’l az
i y y 1 .
nelunl E E azkb<p(z)<p(k) ) ( 6)

i=1 k=1
budeme zkrdcené oznacovat jako QAP(A,B)?. Ddle necht

Z(A,By@) =Y Y aunbgoem), (1.7)

i=1 k=1
pak funkci Z(A, B, @) nazveme ucelovd funkce QAP(A,B).

Definici zobecnéného kvadratického problému jsme uvedli pouze pro tiplnost, ale v na-
sem textu se nadale budeme zabyvat pouze QAP(A B).

Instance problému Velikost problému je uréena velikosti vstupnich matic koeficienti.
Vsechny vstupni matice koeficientt musi byt ¢tvercové a pro dany problém stejné velké.
Velikost matice koeficientii je znacena n. Hodnotu n budeme nadéle oznacovat jako in-
stance problému nebo jako wvelikost problému.

Symetricky kvadraticky prifazovaci problém [2] Pri feSeni problému hraje dilezi-
tou roli jeho symetrie. Jako symetricky oznacime QAP(A,B) tehdy, pokud alespon jedna
z jeho matic koeficienti A, B je symetricka. V opa¢ném pripadé oznacime problém jako
nesymetrickiy.

2V naSem motiva¢nim problému rozumime a;;, mnozstvi lidi, jenz za sledované obdobi projde z i-té
do j-té budovy. Podobné b;; je vzdalenost od j-té k [-té stavebni parcele
3Zkratka QAP(A,B) pochézi z anglického oznac¢eni Quadratic Assignment Problem.
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1.3.1 Ekvivalentni formulace

Formulace 1.6 nejlépe vystihuje strukturu problému, coZ je hlavnim duvodem, proc je
vyuZivdina nejcastéeji [2]. Dalsi formulace ziskavaji na hodnoté v pripadé, ze chceme pro
feseni vyuzit naptiklad celociselné programovani.

Véta 1.5. [3] Necht X odpovidd permutaci ¢, viz (1.2). QAP(A,B) odpovidd nasledujicimu
minimalizacnimu problému

=
5
NE
M=
NE

s
I
—
<
Il
—
£
Il
—
o~
Il
—

aikbjlxijxkla

5.1 i =1 1 <5 <n,
Z-:zn:l ! (1.8)
Yoxyy=1 1<i<n,
j=1
l'ijE{O,l}, 1§Z,j§n

Takto definovanou ulohu budeme nazyvat Koopmans-Beckmann formulace.

Dalsi moznosti jak formulovat Kvadraticky prirazovaci problém je vyuziti stopy matice.
Pripomenme nejprve jak je stopa matice definovana

Definice 1.6. [2, 3] Pro kaZdou n x n matici M plati.
i=1

Kde tr(M) je funkce oznacovand jako stopa.

Véta 1.7. [2]* Necht X ndlezi do mnoZiny [],. QAP(A,B) odpovidd ndsledujicimu mini-
malizacnimu problému
min tr(AXBTXT). (1.10)

z€l ],

Takto definovanou tlohu budeme nazjvat Trace® formulace.

40proti pivodnimu textu jsme definici trace formulace upravili tak, aby platila i pro nesymetrické
dlohy.
57 anglického oznadeni pro stopu matice jako , trace®
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2 Metody reseni

V predchozi kapitole jsme se kratce vénovali aplikaci Kvadratického pritazovaciho
problému. Je vsak zfejmé, Ze se nespokojime s pouhou matematickou formulaci naseho
problému, ale budeme pozadovat také nalezeni optimalniho feseni.

Vypocetni slozitost [5] Jiz v ivodu bylo zminéno, ze kvadraticky pfitazovaci problém
je NP-tézky. Do t¥idy problémi NP fadime takové problémy, u nichz je mozno verifikovat
feseni v polynomialnim case. Jako NP-tézky oznacujeme problémy, které jsou minimalné
je mozno Tesit v polynomialnim ¢ase. Na rozdil do kvadratického pritazovaciho problému
je linedrni pritazovaci problém tiidy P. Linearni pfitazovaci probléme je snadno Tesitelny
napiiklad pomoci Madarské metody'. Reseni QAP(A,B) instance 30 miiZe trvat desitky
hodin nebo se nemusi podafit vitbec? . Ve srovnani kvadratickymi, jsou linedrni pfifazovaci
problémy Tesitelné, i pokud dosahuji velikosti v Tadu tisict prvki

2.1 Linearizace

Jednou skupinou metod teseni kvadratického pritazovaciho problému jsou metody ozna-
cované jako reformulace. Reformulace spociva v transformaci tlohy do podoby jiné tlohy,
kterd bude mit v jistém smyslu podobné reseni. Oznacenim podobné rozumime, ze bude
existovat zpétna transformace, ktera feseni transformované tlohy prevede na feseni tilohy
puvodni. Jako nejjednodussi priklad reformulace mizeme uvést zménu tlohy zadané po-
moci Koopmans-Beckmann formulace na trace formulaci. Cilem reformulace je prevedeni
na takovy tvar, ktery je pii znamych algoritmech feseni mnohem snaze teSitelny. Mezi
reformulace patii i tvz. linearizace. Linearizaci je myslen prevod ulohy kvadratické na
ulohu linearni. Pri linearizaci znacné narusta pocet proménnych, ale i pres to byva takto
preformulovand tloha snéze tesitelna.

2.1.1 Frieze-Yadegar linearizace

Jako prvni si predstavime z jistého pohledu nejnazornéjsi linearizaci. Budeme vycha-
zet z Koopmans-Beckmann formulace. Myslenkou Frieze-Yadegar linearizace je nahrazeni
souc¢inu dvojice prvki jednim prvkem. Nadefinujeme nové n* pole konstant D.

diji = airbji, (2.1)
a nové n* pole proménnych Y takto
Yijkl = TikTji- (2.2)

Pole konstant skutecné vyrobime tak, jak je popséno v (2.1). V piipadé pole pro-
ménnych Y jiz nemizeme jednotlivé prvky polozit souc¢inu prvka z X, jak je popsano

! Anglicky Hungarian metod, tato metoda je jednoduse vysvétlena napifklad v [6],komplexn&jsi popis
metody v puvodnim ¢lanku [7]
2Mezi doposud nevyiesené patif tloha Tai30a [8] ktera je fddu 30
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v (2.2). Vyménili bychom pouze kvadraticky tvar ac¢elové funkce za kvadraticky tvar ome-
zeni. Z pohledu Teseni by takovato uprava neposkytovala vyhodu. Vztah (2.2) je pouze
navodny, ale pozadovaného propojeni X a Y docilime pomoci vétsiho mnozstvi omezeni.

Véta 2.1. [3] Necht pro n* pole D plati d;jy = aibj, poté QAP(A,B) odpovidd ndsledu-
jicimu minimalizacnimu problému:

NERINE
-
=[]z

— NM3

s
Il
—

=
&
Il

NE
3
<

I
\’F—‘

j=1

z;; € {0,1},
n

Z Yijkl = Tkl,
i=1

n

Z Yijkl = Tkl,
j=1

n

> Yijkl = Tij
k=1

n

Z Yijkl = Tij,
=1
0 <wim <1,

dijklyijkl

1 <i,j,0<n,

1<,k <n,

1<i,j<n.

Formulace (2.3) obsahuje n? redlnych proménnych,n? bindrnich pomérnych a n'+4n®+
2n omezeni plus omezeni nezdpornosti proménné y;;;. Formulaci (2.3) budeme nazyvat

Frieze-Yadegar linearizace.

2.1.2 Adams-Johnson linearizace

Linearizace podle Adamse a Johnsona navazuje na Frieze-Yadegar. Pole koeficientu D je
vytvoreno podle (2.1). Pole proménnych Y ma4 i zde reprezentovat souéin prvki z X, jak
je popséno v (2.2). S vyuZitim Kroneckerova souc¢inu® jsou odvozeny vztahy, jenZ popisuji

strukturu Y s vyuzitim mensiho poc¢tu omezeni.

3Vice o Kroneckerovu souéinu v [3] (strana 213)
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Véta 2.2. [3] Necht pro n* pole D plati d;jy = aibj, poté QAP(A,B) odpovidd ndsledu-
jicimu minimalizacnimu problému:

min Y>>0 dijuYijn ;
T TR
st > wiy =1, 1<j<n,
i=1
Yox =1, 1<i<n,
=1
> Yigkl = Tk, 1< gk, 1<, (2.4)
i=1

> Vi = T, 1< ik, 1 <n,
j=1

xij € {07 1}7 1 S 27] S n,
Yijki = Ynlij 1<14,5,k 1 <n,
0 < Yiji, 1<i,5<mn.

Daéle budeme v textu (2.7) nazyvat Adams-Johnson linearizace. Adams-Johnson li-
nearizace obsahuje n* redlnych proménnych, n? bindrnich pomérnych a n* + 2n® + 2n
omezeni plus omezeni nezdpornosti promeénné y;;x [3]. Pocet omezeni v Adams-Johnson
linearizaci je oproti Frieze-Yadegar o 2n® mensi. Na feSitelnosti ma jesté vyraznéjsi vliv
také piftomnost pozadavku na celo¢iselnost proménné x;;. Reseni takto reformulovaného
problému je vsak stale velmi obtizné.

2.1.3 Kaufman-Broeckx linearizace

Na rozdil od predchozich, je Kaufman-Broeckx linearizace jednou z nejmensich linearizaci
z pohledu poc¢tu omezeni. Vyhodou této linearizace je také to, ze funguje i pro zobecnény
Kvadraticky pritazovaci problém. V linearizaci vystupuje n x n matice proménnych Y.
Pro prvky matice pozadujeme splnéni nasledujici rovnosti:

Yij = Tij Z Z Qikbji Tk (2.5)

k=1 I=1
Véta 2.3. [2] Pro y;; definované podle (2.5) plati:
Z Z Z Zaikbjlxijxkl = Z Zyija 1 <i,j,k 1l <n. (2.6)
i=1 j=1 k=1 I=1 i=1 j=1

Reformulace naznacend v (2.6) neni vhodné z analogického duvodu jako v pripadé
pole proménnych Y ve Frieze-Yadegar linearizaci. Pouziti (2.5) by znamenalo pfitomnost
nelinearnich omezeni. V Kaufman-Broeckx linearizaci vystupuji omezeni, jenz implikuji
splnéni rovnosti (2.5) bez pouziti kvadratickych omezeni.
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Véta 2.4. 2, 3] QAP(A,B) odpovidd ndsledujici formulaci s n® redlngmi proménnymi,
n? celociselnymi proménnymi a n® + 2n omezenimi:

) n o n
min ZZ?/@Q? )

i=1j=1

n n
st digrig+ Y Y awbjrn —yiy < diy, 1<4,5<n,
k=1i=1

0 < Yijnt, l<ij=m, (2.7)
Z%’j:l, 1<j<n,

i=1

Zl’ij:l, 1§z§n,

j=1

Tij € {07 1}7 1< 27] < n,

kde di, = Y > a;jbji pro vSechny i, k.
j=11=1

Formulaci (2.7) budeme nazyvat Kaufman-Broeckz linearizace. I ptes fadové mensi po-
¢et omezeni v pripadé vétsich instanci, i nejsilnéjsi metody Teseni linearnich celociselnych
problému nefunguji uspokojivé. Obecné celoc¢iselnost problému je nejvétsi prekazkou pri
feseni. Na misté jsou tvahy, zda-li neni mozné pozadavek na celo¢iselnost odstranit. Tyto
uvahy déle rozvedeme v sekci 2.2.3

2.2 Meze

Jak jsme vidéli v predchozi kapitole, tak metody Teseni vyuzivajici linearizace operuji s ce-
lo¢iselnym programovanim. Rychlost naznacenych metod se i pro malé? instance problému
muze pohybovat v fadu hodin. V horsim pripadé se mizeme potkat s problémem, jenz
diky kombinaci velikosti a struktury je stale neresitelny. Respektive i s nejmodernéjsimi
algoritmy a vypocetni technikou nejsme schopni pro nékteré problémy najit optimalni
feseni. Zadani problémt, které jsou obecné znamé, ale stale nebylo nalezeno jejich TesSeni,
najdeme napriklad v [8]. Nastésti ne vzdy potfebujeme najit optimalni feseni, ale mize
nam stacit i ,,dostatecné dobré reseni“. Budeme tedy pozadovat nalezeni odhadu reseni.
Prirozeny zptisob odhadu Teseni, je nalezeni dolni a horni meze problému.

Horni a dolni mez Jako horni mez rozumime hodnotu, jenz je s jistotou horsi nebo
rovna optimalnimu feseni®. Nejéastéji jako horni mez bereme nejleps$i znamé feseni pro-
blému. Pojmem dolni mez rozumime takovou hodnotu, ktera je s jistotou lepsi nebo rovna
optimalnimu feseni. Pro dolni mez vétsinou nezname teseni, pti kterém je této hodnoty
dosazeno. Navic casto bereme jako dolni mez hodnotu, ktera je lepsi nez feseni optimalni,
tudiz neexistuje pripustné reseni, kterym lze takové hodnoty dosdhnout. Dale v textu
budeme jako mez oznacovat dolni mez.

4Problémy malé instance rozumime n < 25
SFormulace "hors{/lepsi”je obecna, v piipadé QAP (A,B), kde ti¢elovou funkci minimalizujeme, bereme
jako lepsi reseni to mensi a jako horsi to vétsi.
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GAP V pripadé, ze se hodnoty horni a dolni meze rovnaji, znamena to, Ze jsme nalezli
optimdln{ feseni. Jako GAP® ozna¢ime hodnotu vyrazu ((horn{ mez - dolnf mez)/ hornf
mez). Na snaze postupného zmensovani GAP, tedy nachazeni lepsich hornich a dolnich
mezi, je zaloZzena podstatna cast optimalizacnich algoritmu.

2.2.1 Gilmore-Lawler mez

Nazev Gilmore-Lawler mez je odvozen z historického vyvoje. Gilmore formuloval roku 1962
tuto mez pro QAP(A,B), o rok pozdéji rozsiril Lawler tuto mez na zobecnény kvadraticky
problém.

Hlavni myslenka Zakladem pfi vypoctu Gilmore-Lawler meze je vytvoreni lokalné op-
timélniho feseni pro kazdou dvojici prvku z V' pritazeného do U. Lokélni feseni vzhledem
k jednomu prifazenému prvku rozumime prirazeni, které bere v potaz pouze vztahy s da-
nym prvkem. Vztahy ostatnich prvkia mezi sebou nebereme pii hledani lokalniho optima
v potaz. Napiiklad pro zvolené pfifazeni a; na b; tedy hledame takové prifazeni ¢, které

ziskame TeSenim:
n n
min g g Aikbjer (k) (2.8)
pLeES™ £
=1 k=1
Lokalni feSeni obecné neni feSenim globalnim, ale minimalizuje pifspévek dvojice a;,b;
k hodnoté ucelové funkce. Témito minimalnimi prispévky muzeme pro kazdou dvojici
vytvorit novou matici nakladi na prifazeni. Resenim takto vytvoreného pritazovaciho
problému bude hodnota, ktera je obecné lepsi nebo rovna, nez je hledané optimalni reseni
puvodniho kvadratického prirazovaciho problému. Rovna bude pouze v pripadé, ze prira-
zeni ¢y, bude stejné pro vsechny vybrané dvojice. Obecné tedy takovyto postup generuje
dolni mez pro zadany kvadraticky prifazovaci problém.

Algoritmizace Takto popsany postup je dobry spise pro predstavu o principech, na
kterych metoda stoji. Nyni uvedeme nékolik definic, diky kterym nasledné popiseme po-
stup exaktnéji.

Definice 2.5. [2] Necht U,V jsou vektory dimenze n. Pak skaldrni soucin oznacime (U, V')
a definujeme:

(U, V) = Zuz% (2.9)

Definice 2.6. [2] Necht U,V jsou vektory dimenze n. Oznaéme U jako vektor U uspo-

radany vzestupné podle velikosti. Vektor V' usporddany sestupné podle velikosti oznacme
VY. Pak definujeme (U, V)~ a definujeme:

(U, VY™ = (U, V). (2.10)

Pricemz (U, V)~ nazgvame minimdlni skaldrni soucin.

67 anglického vyrazu gap ktery lze prelozit jako mezera.

22



[3] Necht A,B jsou matice dimenze n vystupujici ve QAP(A,B). Pro kazdé i oznacme
a; jako vektory dimenze n— 1, ktery vytvorime z prvku i-tého radku matice A mimo prvek
a;;. Analogicky pro kazdé j oznacme Z;j jako vektory dimenze n—1, ktery vytvorime z prvki
j-tého Tfaddku matice B mimo prvek b;;. S vyuzitim predchoziho znaceni nadefinujeme
novou matici nakladi L = [;; nasledovné:

lij = Cij + aiibjj + <dz, l;j>_. (211)

Véta 2.7. [2] Necht L je matice n x n spliugjici 2.11 pro QAP(A,B). Pak plati:

n

p=min 3 L) Smin > aubeien: (2.12)
j=1 i=1 k=1

Hodnotu z nazveme Gilmore-Lawler mez.

2.2.2 Meze pomoci vlastnich cisel

Mezi hodnoty, které do jisté miry charakterizuji matici, patii také vlastni ¢isla matice.
Prirozené se tedy nabizi myslenka vyuzit vlastni ¢isla matic koeficientt pro odhad TeSeni.
P1i odvozeni mezi vyuzivajicich vlastni ¢isla je vyuzivana trace formulace.

Vlastni ¢isla

Definice 2.8. Necht A je n X n matice. Ezistuje cislo A a vektor x dimenze n takovy, Ze

plati
Az = Az, (2.13)

pak A nazveme vlastni ¢islo matice A a x vlastni vektor prislusny vlastnimu cislu .

Pocet vlastnich ¢isel matice je roven jeji dimenzi. Obecné tato vlastni ¢isla nemusi byt
rizna. Pro vypocet vlastnich ¢isel existuje mnoho numerickych metod jejichz efektivita
se lisi podle struktury matice.

EV mez [2] Pro tuto metodu pozadujeme, aby matice A,B byly symetrické. Diky sy-
metrii matic bude zaruceno, ze jejich vlastni ¢isla budou redlna. Necht Aq, Ao, ..., A\, jsou
vlastni ¢isla matice A a i, po, ..., yn jsou vlastni ¢isla matice B. Dale vytvorime néasle-
dujici diagonalni matice A; = diag(A, A2, ..., \n) a Ao = diag(p1, o, . . ., fin) 7. Dolni mez
ziskand metodou EV je rovna hodnoté vyrazu (A, As)~. Tato metoda je pouze zakladni
ukazkou toho, jak lze vlastni ¢isla vyuzit pri vypoctu dolni meze. Existuje mnohem vice
metod zalozenych na vlastnich ¢islech, které jsou propracovanéjsi a davaji vyrazné lepsi
meze viz naptiklad [9].

"Diagondlni matice je takova matice, kterd mimo svoji diagondlu obsahuje pouze nulové prvky. Necht
v je vektor dimenze n, pak oznacenim diag(v) rozumime ¢tvercovou matici fadu n, kterd mé na diagonéle
slozky vektoru v. Naptiklad pro v = [1,3,5] :
0
0 (2.14)
5

1 0
diag(v)=| 0 3
0 0
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2.2.3 Relaxace

Vynechani podminek celociselnosti v zadani celoc¢iselného optimaliza¢niho problému na-
zyvame relaxace daného problému. V pripadé prifazovaciho problému nebude feseni re-
laxované tlohy dévat smysl. Pteci jen prifazeni naptiklad poloviny plaveckého bazénu
na jedno misto a druhé poloviny na misto jiné smysl prilis nedava. Takové Teseni vsak
bude mit hodnotu ziejmé lepsi anebo stejnou jako mé optiméalni feSeni ptivodni tlohy®.
Relaxaci libovolné z celociselnych linearizaci ziskavame metodu pro vypocet dolni meze.
Reseni relaxované tlohy je fadové rychlejsi nez u ptvodni celo¢iselné formulace.

8Je zfejmé, ze viechna celodiselnd feseni jsou podmnozinou feseni s redlnymi éisly, tedy i optimélni
feSeni je obsazeno v mnoziné piipustnych feseni, ze kterych vybirdme optimum relaxované tlohy.
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3 Srovnani metod

V této kapitole se budeme vénovat rozboru feseni dosazenych jednotlivymi metodami.
Jednotlivé metody budeme porovnavat predevsim v kontextu jinych metod nami spocita-
nych. Metodika srovnani metod je inspirovana [10].

3.1 Softwarova implementace

Implementace metod popsanych v pfedchozi kapitole byla provedena v jazyku Julial.
Hlavni naplni bylo predevsim preformulovani ilohy a nasledné feseni pomoci fesice Gu-
robiZ. Pro sestaveni modelu v jazyku Julia jsme pouzili balicek JuMP.jl3, ktery je urcen
pro optimalizaci obecné. Pro komunikaci s fesicem Gurobi jsme vyuZili balicek Gurobi.jl*.
Déle jsme také vyuzili bali¢ek LinearAlgebra’, ktery obsahuje funkce linearni algebry jako
napriklad skalarni soucin a nebo funkci na urceni vlastnich ¢isel matice. Zdrojové kody
implementovanych funkci a spoustéci skript jsou obsazeny v priloze k elektronické verzi
prace.

Julia

Pro kratké predstaveni jazyka Julia uvddime ¢ast ¢lanku Pavla Tisnovského. [11]Jednd se
o programovact jazyk, ktery byl navrZen takovym zpusobem, aby dokdzal nahradit takové
nastroje, jakymsi jsou Matlab, R, GNU Octave ¢i Python s knihovnami Numpy a SciPy a
soucasné dokdzal prekladat programy do optimalizovaného kédu, ktery by mohl konkurovat
Cécku ¢i (dokonce) Fortranu. Divod je jednoduchy — tvirci jazyka Julia pouZivali pro svou
praci (numerickd matematika a statistika) rizné ndstroje, z nichZ kazdy byl specializovdn
pro urcitou oblast (Matlab pro vgpocty s maticemi), R pro statistické vypocty apod.), ovsem
kooperace mezi temito nastroji nebyla idedlni. Obecné jazyky typu Ruby ¢i Python byly zase
(opét podle minéni autori jazyka Julia) pomalé, zejména pri porovndni s klasickym céckem,
ale i s Javou.

[11]Snahou pivodniho autora Stefana Karpinského bylo wvytvorit novy programovaci
jazyk zaloZeny na ve své dobé nejnovejsich technologiich typu LLVM a soucasné pouZivajici
to nejlepsi ze svetu imperativnich i funkciondlnich programovacich jazyku. Vysledkem mel
byt jazyk, ktery by byl snadno pouZitelny (zejména pro amatérské programdtory), robustni,
skdalovatelny a soucasné i dostatecné rychly, aby mohl soutézit s C' ¢i Fortranem. Nawvic
mel jazyk Julia nabizet mozZnost snadné kooperace s knihovnami vytvorenymi prdve v C ¢i
Fortranu.

Gurobi

Pro teseni 1loh jsme pouzili akademickou licenci, kterd je z pohledu poc¢tu proménnych
neomezenda. Volbu metod jsme ponechali v Pro srovnani jsme vSechny ulohy ftesili také

LJuliaPro 1.0.3.1 viz https://juliacomputing.com/products/juliapro
2Gurobi 8.1.1 viz http://www.gurobi.com

3JuMP.jl v0.18.5 viz http://www.juliaopt.org/JuMP.jl/v0.18/
4Gurobi.jl v0.5.9 viz https://github.com/JuliaOpt /Gurobi.jl

Sviz https://github.com/JuliaStdlibs/Linear Algebra.jl
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v puvodni kvadratické formulaci pomoci zminéného tesice gurobi. Reseni provedené bez
jakékoliv reformulace jsme oznacili jako GUR.

Hardware

Vsechny prezentované vysledky byly dosazeny na stolnim pocitaci s procesorem Intel(R)
Core(TM) i3-4160 CPU @ 3.60GHZ a velikosti RAM 12GB (1600MHz). Po dobu vypocti
byl pocitac¢ odpojen ze sité a nebyly provadény jiné operace.

3.2 Resené problémy

Pro testovani s srovnani implementovanych metod jsme zvolil asi nejznameéjsi databazi
kvadratickych pfifazovacich problémt zvanou QAPLIBS([8]. Mezi zde uvedenymi tilohami
jsme vybrali nékolik skupin problému rozdélenych podle autorti. Prvni t¥i pismena v nazvu
problému odkazuji na autory, ktefi dany problém uvedli. Dale nasleduje ¢islo oznacujici
instanci problému. Posledni pismeno rozlisuje jednotliva zadani v pripadé, ze dany autor
uvedl vice problému stejné velikosti.

Tabulka 3.1: Autori zadani

zkratka autor/autofi [8]

els19 A.N. Elshafei

chrXX  N. Christofides a E. Benavent

nugXX C.E. Nugent, T.E. Vollmann a J. Ruml
scrXX M. Scriabin a R.C. Vergin

taiXX  E.D. Taillard

hadXX S.W. Hadley, F. Rendl a H. Wolkowicz

Vétsina zadani mé specifickou strukturu matic koeficientii, kterd az na vyjimky je
v ramci skupiny problémiti podobna. Ocekavame jinou efektivitu metod v zavislosti na
strukture problému. Pti vyhodnoceni metod rozdélime fesené problémy do skupin podle
autoru jak je naznaceno v tabulce 3.1.

3.2.1 Linearizace

Jako prvni uvedeme feSeni problémii pomoci linearizace tlohy danymi metodami’. Pro
Cas TeSeni byl nastaven limit 1000 sekund. Hodnoty GAP byly zaokrouhleny dolu, aby
se podtrhl rozdil mezi dosazenim malého a zddného pokroku. Pripomenme, ze GAP je
oznaceni hodnoty vyrazu ((horni mez - dolni mez)/ horni mez).

60znaceni QAPLIB je zkratkou anglického: A Quadratic Assignment Problem Library
"GUR~Koopmans-Beckmann formulace bez reformulace fesena pomoci Gurobi, KBL-Kaufman-Bro-
eckx linearizace, FYL-Frieze-Yadegar linearizace , AJL.—Adams-Johnson linearizace,
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Tabulka 3.2: Linearizace

Cas|s] GAP[]

GUR KBL FYL AJL GUR KBL FYL AJL
els19 60.91 1000 1000 1000 0 0.25 1 1
chrl2a | 1.86 8.67 3.6 3.44 0 0 0 0
chrl2b | 0.83 1.28  4.36 5.6 0 0 0 0
chrl2c | 18.32 59.46 6.18 4.59 0 0 0 0
chrlba | 43.38 173 391 275 0 0 0 0
chrlsb | 3.41 59.2 112 120 0 0 0 0
chrlbe | 577 379.8 23.3 1294 | 0 0 0 0
chrl8a | 430.55 1000 1000 1000 0 0.53 1 1
chr18b | 1000 5.23 1000 1000 0.67 0 1 0.47
chr20b | 1000 1000 1000 1000 0.84 0.007 1 1
chr22a | 1000 1000 1000 1000 0.07 042 1 1
chr25a | 1000 1000 1000 1000 0.61 0.56 1 1
10) 461 426 504 493 0.2 0.13 045 04
nugl2 940 313 1000 1000 0 0 0.09 0.08
nugl4 1000 1000 1000 1000 0.46 036 0.08 0.08
nugld 1000 1000 1000 1000 0.69 0.33 1 1
nugl6a | 1000 1000 1000 1000 0.67  0.35 1 1
nugl6b | 1000 1000 1000 1000 0.67  0.35 1 1
nugl7 1000 1000 1000 1000 0.81 0.63 1 1
nugl§ 1000 1000 1000 1000 0.92 0.83 1 1
nug20 1000 1000 1000 1000 0.93 091 1 1
nug21 1000 1000 1000 1000 0.93 0.92 1 1
nug22 1000 1000 1000 1000 0.96 093 1 1
nug24 1000 1000 1000 1000 0.99 094 1 1
nug25 1000 1000 1000 1000 0.99 0.96 1 1
nug27 1000 1000 1000 1000 0.99 097 1 1
nug28 1000 1000 1000 1000 0.98 097 1 1
nug30 1000 1000 1000 1000 0.99 097 1 1
0] 996 954 1000 1000 0.8 0.7 0.87 0.87
scrl2 2.045 12.12 1000 820 0 0 001 0
scrlb 36.5 181 1000 1000 0 0 0.05 1
scr20 1000 1000 1000 1000 0.36  0.36 1 1
0] 346 398 1000 940 0.12 0.12 0.35 0.66
tail2a | 1000 1000 73.6 68.3 0.18 048 O 0
tail2b | 435 360 1000 840 0 0 048 0
tailba | 1000 1000 1000 1000 0.75 086 0.14 0.1
tail7a | 1000 1000 1000 1000 0.86  0.92 1 1
tai20a | 1000 1000 1000 1000 0.95  0.99 1 1
tai20b | 1000 1000 1000 1000 0.99 094 1 1
0] 776 766 724 701 0.53 060 0.51 0.44
had12 1000 1000 511.48 647.58 | 0.13 0.15 O 0
had14 1000 1000 1000 1000 0.5 0.41 0.02 0.02
hadl6 1000 1000 1000 1000 0.66  0.89 1 1
had18 1000 1000 1000 1000 0.87 094 1 1
had20 1000 1000 1000 1000 0.93 094 1 1
0] 1000 1000 902 930 0.62 0.67 0.6 0.6




Na prvni pohled vidime, Ze pro vyraznou ¢ast problému jsou vSechny metody vzhledem
a hadXX. Naopak velmi dobrych vysledki bylo dosazeno u problému chrXX a scrXX.
Pri prozkoumani matic koeficienti téchto problémi pozorujeme souvislost mezi ridkosti
matice a TeSitelnosti problémt. Tuto souvislost ovSsem nemtzeme generalizovat, jak do-
kladé srovnani tail2a s tail2b, kde druhd jmenovand je vyrazné ¥idsi nez tail2a. Ridkost
jedné z matic koeficientl neni jedinym parametrem, ktery ovliviiuje rychlost feseni. Dle
ocekavani je v ziskanych datech ziejma souvislost mezi velikosti problému a Casem Te-
seni. Pozorujeme ze tato zavislost neni linedrni. Toto odpovida tvrzeni, ze kvadraticky
pritazovaci problém je NP-tezky. Nékteré problémy vyrazné porusuji trend néarustu vy-
pocetniho c¢asu s velikosti problému. Nejlepsim prikladem je tloha chrl8b fesend pomoci
Kaufman-Broeckx linearizace za 5.23 sekundy, coz je druhy nejrychlejsi ¢as dosazeny touto
metodou.

Metoda Kaufman-Broeckx linearizace obecné dosahuje prekvapivé dobrych vysledki.
Pro podstatnou c¢ast problému je nejrychlejsi anebo bylo pomoci ni dosazeno nejvétsiho
pokroku v feseni. V ptipadé Frieze-Yadegar a Adams-Johnson linearizaci pozorujeme vét-
sinou dva scénare. Pro jednodussi problémy je tloha za dany ¢as vyTesena nebo k jejimu
feseni nezbyva mnoho. V opacéném pripadé je dosazeny pokrok takika zadny, presnéji
nedochazi k zmenseni hodnoty GAP. I tyto linearizace jsou vsak schopny dosdhnout pro
jisté tulohy nejlepsiho vysledku. Vidime, Ze lepsiho vysledku nez univerzalni algoritmus
od Gurobi dosahuji u jinych tloh nez Kaufman-Broeckx linearizace. Jak uvidime pozdéji,
neni vhodné vysledky hodnotit bez kontextu metod odhadujicich dolni mez problému.

3.2.2 Meze

Vysledky prezentované v tabulce 3.2 nas utvrzuji v pozadavku na rozumny odhad reseni
v redlném case. V nasledujici tabulce uvadime pouze prvnich 10 problému a odhad jejich

, d ;. t d ‘8.
mezl danymi metodami Tabulka 3.3: Meze

cas [s] Hodnota meze
EV GLB KBLr AJLr |EV GLB KBLr AJLr
els19 6.5E-4 5.0E-3 29E-2 216.22 | -2639E+5 11971949 0 9806505
chrl2a | 4.2E-4 3.0E-3 23E-2 248 -135327 7245 0 3581
chrl2b | 3.2E-4 2E-3 3.0E-3 2.16 -136734 7146 0 5693.5
chrl2c | 3.3E-4 2.3E-2 3.0E-3 2.62 -127514 7976 0 2573.5
chriba | 5.1E-4 3.0E-3 2.1E-2 14.29 | -190769 5625 0 1702.2
chrlbb | 4.4E-4 3.0E-3 4.0E-3 14.89 | -196658 4653 0 3249.072
0
0
0
0

chrlbc | 4.5E-4 4.0E-3 4.0E-3 69.8 -186404 6165 1599.5
chrl8a | 8.7E-4 4.0E-3 7.0E-3 58.18 | -241984 6779 4189.7
chrl8b | 6.7E-4 5.0E-3 1.2E-2 61.24 | -10945 1534 936
chr20b | 7.6E-4 2.4E-2 8.0E-3 401.14 | -30995 2196 827

Z tabulky 3.3 je dostatecné vidét diametralni rozdil mezi kvalitou zvolenych mezi.
Vzhledem k nezapornosti koeficient v zadani problému musi byt i optimalni feseni kladné.

8GLB - Gilmore-Lawler mez, KBLr — Relaxace metody Kaufman-Broeckx linearizace, AJLr — Relaxace
metody Adams-Johnson linearizace
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U metody EV je zfejma naprosta nepouzitelnost ziskané meze. Podobny soud si dovolime
i v pripadé relaxace Kaufman-Broeckx linearizace. Relativné rozumné hodnoty mezi ob-
drzime relaxaci Adams-Johnson linearizace. Ziejmou nevyhodou této meze je doba jejiho
vypoctu, kterd je fadové podobnd metodam hledajicim presné feseni. Mala rychlost by se
dala omluvit v pripadé kvality hodnot meze. Bohuzel pro vSechny zadané problémy byla
tato hodnota horsi nez pro Gilmore-Lawler mez. Tato metoda je navic fadové rychlejsi,
a proto je jedind ze zvolenych metod, kterou lze oznacit jako smysluplnou. Pro lepsi de-
monstraci pouzitelnosti této meze provedeme jeji srovnani s metodami pro presné reseni.

Kvalita mezi v metodach resSeni

Pripomenme, ze ptivodni Kaufman-Broeckx formulace, stejné jako formulace ziskané li-
nearizaci, jsou reseny algoritmy fesi¢e Gurobi. Tyto algoritmy vyuzivaji zlepsovani mezi
nejen pro nalezeni optiméalniho feseni, ale predevsim pro dokazani optimality nalezeného
reseni. V nasledujici tabulce uvedeme nejlepsi algoritmem dosazené dolni a horni meze pro
jednotlivé metody. Dolni meze porovname s Gilmore-Lawler mezi a horni meze porovname
s optimalni hodnotou®.

Tabulka 3.4: Meze v metodach presného reseni

horni mez dolni mez

opt GUR KBL FYL AJL GLB GUR KBL FYL AJL

chrl2a | 9552 9552 9552 9552 9552 7245 9552 9552 9552 9552
chrl2b | 9742 9742 9742 9742 9742 7146 9742 9742 9742 9742
chrl2c | 11156 11156 11156 11156 11156 | 7976 11156 11156 11156 11156
chrlba | 9896 9896 9896 9896 9896 5625 9896 9896 9896 9896
chrl5b | 7990 7990 7990 7990 7990 4653 7990 7990 7990 7990
chrlbc | 9504 9504 9504 9504 9504 6165 9504 9504 9504 9504

chrl8a | 11098 11098 11496 68402 68402 | 6779 11098 5392 0 0
chrl8b | 1534 1534 1534 2926 2926 1534 498 1534 0 1534
chr20b | 2298 2432 2298 8390 8390 2196 388 2283 0 0
chr22a | 6156 6156 6156 13978 13978 | 5924 5710 3510 0 0
chr25a | 3796 4062 4400 18804 18804 | 2765 1564 1904 0 0
nugl2 | 578 578 078 586 o978 493 078 078 531 526
nugld | 1014 1030 1052 1014 1014 852 550 666 923 923
nuglb 1150 1186 1168 1492 1492 963 364 7 0 0
nugl6a | 1610 1638 1654 2184 2184 1314 5932 806 0 0
nugl6b | 1240 1240 1268 1676 1676 1022 406 814 0 0
nugl? | 1732 1734 1790 2334 2334 1388 318 662 0 0
nugl8 1930 2000 1936 2602 2602 1554 158 313 0 0
nug20 | 2570 2826 2628 3444 3444 2057 194 231 0 0
nug?1 2438 2468 2572 3474 3474 1833 158 187 0 0
nug22 | 3596 3686 3684 5030 5030 2483 112 223 0 0
nug24 | 3488 3706 3600 4622 4622 2676 20 197 0 0
nug2b | 3744 4222 3902 4838 4838 2869 42 145 0 0
nug27 | 5234 5322 5484 7392 7392 3701 38 137 0 0
nug28 | 5166 5458 5434 7010 7010 3786 88 128 0 0
nug30 | 6124 6624 6430 8060 8060 4539 14 137 0 0

pokracovani na dalsi strance

9opt — optiméalni hodnota feseni podle[8] GLB — Gilmore-Lawler mez, GUR-Koopmans-Beckmann for-
mulace bez reformulace fesena pomoci Gurobi, KBL-Kaufman-Broeckx linearizace, FYL-Frieze-Yadegar
linearizace , AJL—Adams-Johnson linearizace.
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Tabulka 3.4 — pokracovani z predchozi stranky
horni mez dolni mez

opt GUR KBL FYL AJL GLB GUR KBL FYL AJL

scrl2 31410 31410 31410 31410 31410 | 27858 31410 31410 30988 31410
scrld 51140 51140 51140 52340 98416 | 44737 51140 51140 49265 O
scr20 110030 110676 111100 199318 199318 | 86766 70462 70458 0 0
tail2a | 224416 230704 224416 224416 224416 | 195918 188712 116286 224416 224416
taildba | 388214 401382 407356 413366 393052 | 327501 99540 53432 352891 352917
tail7a | 491812 506860 505358 629294 629294 | 412722 66780 40033 O 0
tai20a | 703482 755124 744782 888940 888940 | 580674 31440 1084 0 0
had12 | 1652 1660 1654 1652 1652 1536 1436 1394 1652 1652
hadl4 | 2724 2744 2744 2724 2724 2492 1368 1610 2669 2668

had16 | 3720 3776 3734 4058 4058 3358 1248 405 0 0
had18 | 5358 5422 5432 6086 6086 4776 652 277 0 0
had20 | 6922 6952 6982 7690 7690 6166 456 378 0 0

Z tabulky 3.4 je patrné, ze hlavnim problémem pri urcovani optimélniho feSeni neni jeho
nalezeni, ale dokazani jeho optimality. Predevsim v metodach Frieze-Yadegar a Adams-
-Johnson linearizaci neni horni mez prilis vzdalend optimalni hodnoté, ale v pripadé dolni
meze nebylo za 1000 sekund uc¢inéno zadného pokroku. Podobné metody GUR a KBL
mohou urcit hodnotu, ktera je optimélni, ale nemohou to potvrdit, nebot nemaji poza-
dovanou dolni mez. Bez dokéazani optimality se mtze i optimalni feSeni zdat bezcenné.
Podobné teseni, které je optimalni hodnoté relativné blizko, mtize byt oznaceno za nepo-
uzitelné v dusledku spatné dolni meze.

Korekce GAP pomoci GLB V pripadé, ze zkombinujeme horni mez linearizaci ¢i
metody GUR s dolni mezi GLB, ziskdme mnohem lepsi predstavu o kvalité nalezeného
feSeni. V nasledujici tabulce budeme rozliSovat hodnotu GAP, kterou budeme chéapat
jako hodnotu vyrazu ((horni mez(metody) - dolni mez(metody))/ horni mez(metody)).
Zavedeme novou hodnotu gap jako v jistém smyslu redukovanou hodnotu, neboli hodnotu
kombinujici nalezené feseni a dolni mez urc¢enou GLB. Hodnota gap odpovida vyrazu
((horni mez(metody) - dolni mez(GLB))/ horni mez(metody)).

Tabulka 3.5: Modifikované hodnoty GAP

GUR KBL FYL AJL

GAP gap | GAP gap | GAP gap | GAP gap
els19 0 0.3 1025 03 |1 0.59 |1 0.59
chr12a |0 0.24 | 0 0.24 | 0 0.24 |0 0.24
chri2b | 0 0.26 | O 0.26 | 0 0.26 | 0 0.26
chr12c |0 0.28 | 0 0.28 | 0 0.28 | 0 0.28
chrlba |0 0.43 |0 0.43 | 0 0.43 |0 0.43
chrlbb | 0 04110 04110 0410 0.41
chrl5c | 0 0.35 |0 0.35 |0 0.35 |0 0.35
chrl8a | 0 0.38 | 0.53 0.41 |1 09 |1 0.9
chr18b | 0.67 0 0 0 1 0.47 | 0.47 0.47

pokracovani na dalsi strance
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Tabulka 3.5 — pokracovani z predchozi stranky

GUR KBL FYL AJL

GAP gap | GAP gap | GAP gap | GAP gap
chr20b | 0.84 0.09 | 0 0.04 |1 0731 0.73
chr22a | 0.07 0.03 | 0.42 0.03 |1 0571 0.57
chr2ba | 0.61 0.31 | 0.56 0.37 |1 0851 0.85
0] 0.19 0.25/0.13 025|045 049 |04 0.49
nugl2 |0 0.14 0 0.1410.09 0.15|0.08 0.14
nugld | 0.46 0.17]0.36 0.190.08 0.15]|0.08 0.15
nugls [0.69 0.18 033 0.17 |1 0.35 |1 0.35
nugl6a | 0.67 0.19 | 0.51 0.2 |1 0.39 |1 0.39
nugl6b | 0.67 0.17 035 0.19 |1 039 |1 0.39
nugl7 0.81 0.19]0.63 022]1 04 |1 0.4
nugl8 [0.92 0.22]083 0.19]1 04 |1 0.4
nug20 093 0.27]091 02111 04 |1 0.4
nug2l 093 0.25]092 028]1 047 |1 0.47
nug22 [ 0.96 0.32]093 032]1 05 |1 0.5
nug24 [0.99 027094 0251 042 |1 0.42
nug25 [0.99 0.32]096 0.26 |1 04 |1 0.4
nug27 [0.99 03 |097 0321 049 |1 0.49
nug28 [0.98 03 [097 03 |1 045 |1 0.45
nug3d0 099 0.31]097 0291 043 |1 0.43
0] 0.79 0.24|0.7 0.23 1087 0.38]0.87 0.38
scrl2 0 0.111]0 0.11 [ 0.01 01110 0.11
scrlh 0 0.12 |0 0.12 [ 0.05 0.14 |1 0.54
scr20 0.36  0.21 1036 0.21 |1 0.56 | 1 0.56
0] 0.12 0.140.12 0.14 035 027]0.66 04
tail2a | 0.18 0.15|048 0.12 |0 0.12 |0 0.12
tail2b | 0 0.75 10 0.751048 0.77 |0 0.75
tailba | 0.75 0.18 | 0.86 0.190.14 0.2 |0.1 0.16
tail7a | 0.86 0.18 1092 0.18 |1 034 |1 0.34
tai20a | 0.95 0.23 099 022]1 0341 0.34
tai20b [ 0.99 0881094 0881 0.96 | 1 0.96
0] 0.62 039|069 0.39|0.6 0.45]0.51 0.44
had12 | 0.13 0.07 | 0.15 0.07|0 0.07 [0 0.07
hadl4 | 0.5 0.09 [ 0.41 0.09 | 0.02 0.08 | 0.02 0.08
hadl6 |0.66 0.11 0.89 0.1 |1 0.17 |1 0.17
had18 | 0.87 0.11 {094 0.12 |1 0.21 |1 0.21
had20 [0.93 0.11]094 0.11 |1 0.19 |1 0.19
[0) 0.61 0.09 066 0.09|0.6 0.14 ] 0.6 0.14




Jak se nyni ukazalo, u mnoha metod je ve stanoveny cas nalezeno Teseni, které je
mnohem bliZze optimu, nez by se mohlo zdat podle hodnot GAP. V pripadé pouziti kori-
Na druhou stranu neni tato tprava vhodna pri snaze odhadnout, kolik ¢asu by bylo tfeba
pridat k limitu feseni, aby dana metoda nalezla optimalni feSeni. Neni mozné obecné tici,
jaka metody ¢i kombinace je idedlni. Dokonce omezime-li se na jednu oblast problémii,
tak je vybér metody obtizny a nelze jej provést bez zohlednéni velikosti daného problému.
Pro zptehlednéni vysledkti naseho srovnani metod uvedeme tabulku doporuc¢enych metod
pro dané skupiny problému.

Tabulka 3.6: Doporucené metody reseni
zkratka Doporucené metody

els19 GUR

chrXX  Kaufman-Broeckx linearizace
nugXX Kaufman-Broeckx linearizace
sccXX  GUR (ptipadné KBL)

taiXX  AJL (pfipadné GUR!?)
hadXX AJL/FYL(pfipadné GUR)

Bereme-li v potaz pouze metody zminéné v této praci, tato tabulka mize byt navodem
pro prvni volbu pfi hledéni idedlni metody. Moderni metody zahrnuji i dalsi moznosti
feseni, které v této praci neuvazujeme.

10V pifpadé vétsich instanci se zda pravdépodobnéjsi ze GUR dojde vysledku, oproti Adams-Johnson
linearizaci, kde vidime tendenci vyraznéjsiho poklesu tspésnosti pfi naristu velikosti problému.

32



I v
Zaver

V teoretické Casti prace bylo popsano pozadované mnozstvi metod reseni kvadratic-
kého pritazovaciho problému. Jako neuspokojivy se jevi vybér metod pro odhad dolnich
mezi. Predevsim v pripadé metod zalozenych na vlastnich c¢islech nevystihuje vybrana
metoda potencidl této skupiny metod. Naproti tomu, vysledky linearizaci jsou uspokojivé
i pfes pouziti méné efektivni formulace Adams-Johnson linearizace. Ve srovnani s meto-
dou GUR nepouzivajici reformulaci byla pro kazdou skupinu problému nalezena alespon
tivni. Z provedeného srovnani plyne, Ze pri feseni kvadratického pritazovaciho problému je
vhodné posoudit strukturu matic koeficienti. Podle charakterizace problému se nasledné
stale vyplati vybrat konkrétni metodu feseni a nepouzivat pouze obecny algoritmus od
Gurobi. V pripadé, ze nepozadujeme nalezeni optimalniho, ale pouze dostatecné dobrého
feseni, se jevi jako dobra volba kombinace linearizace a metody na odhad dolni meze.
Pravé neefektivni odhad dolnich mezi je stale pozorovatelnou slabinou algoritmu na Te-
seni kvadratického prirazovaciho problému od fesice Gurobi. Naptiklad v tloze chrl8b
nezvladl Gurobi za 990 sekund ovérit optimalitu nalezeného feseni, kde shodou okolnosti
je Gilmore-Lawler mez rovna optimalnimu reseni. Vzhledem k neznalosti algoritmu, ktery
Gurobi vyuziva, neni ale fér tento algoritmus kritizovat, nebot je pravdépodobné zatizen
snahou o univerzalnost.
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Seznam pouzitych zkratek a symboli

n
Sn
QAP(A,B)
Z(A,B,p)
M

tr(M)

D

Y

@L

GUR
KBL
FYL
AJL
GLB
KBLr
AJLr

s.t.
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Ptifazeni (reprezentované permutaci)

Permutacni matice

Sumacni indexy

Mnozina vsech n x n permutacnich matic

Mnoziny ptitazovanych prvki/Vektory

Matice nakladi

Matice koeficientu (matice toki)

Matice koeficienti (matice vzdalenosti)

Velikost matic A, B, C, instance problému

Mnozina vSech permutaci radu n

Kvadraticky prirazovaci problém s maticemi koeficienti A, B
Hodnota téelové funkce QAP(A,B)pro prirazeni .
Obecna ¢tvercova matice radu n

Stopa matice M

Pole/matice substitucnich koeficienti

Pole/matice substitu¢nich proménnych pii linearizaci
Pritazeni pouzité pti hledani lokdlniho optima
Matice lokalnich feSeni (matice nakladu)

Vlastni ¢islo matice

Koopmans-Beckmann formulace (metoda feseni bez reformulace)
Kaufman-Broeckx linerizace

Frieze-Yadegar linerizace

Adams-Johnson linerizace

Gilmore-Lawler mez

Relaxace Kaufman-Broeckx linerizace

Relaxace Adams-Johnson linerizace

Oznaceni omezujicich podminek z anglického subject to



