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ABSTRAKT

Tato prace je zamérena na popis LTI SISO systémil se zlomkovym fadem pomoci zo-
becnénych Laguerrovych funkci. Jsou zde popsany vlastnosti zobecnénych Laguerrovych
funkci a je zde graficky zobrazena ortogonalni baze téchto funkci. Dale je vysvétlen po-
jem zlomkovych derivaci. Posledni Cast této prace se zabyva popisem LTI SISO systémii
se zlomkovym fadem pomoci zobecnénych Laguerrovych funkci. Pro demonstraci vhod-
nosti pouziti téchto funkci k popisu LTI SISO systémii bylo vyfeseno nékolik prikladi.

KLICOVA SLOVA

Zlomkova derivace, Riemann-Liouvilleova zlomkova derivace, Caputova zlomkova de-
rivace, Laplaceova transformace, Laguerrovy polynomy, Laguerrovy funkce, LTI SISO
systémy se zlomkovym tadem, Impulzni charakteristika, Aproximace.

ABSTRACT

This paper concentrates on the description of fractional order LTI SISO systems using
generalized Laguerre functions. There are properties of generalized Laguerre functions
described in the paper, and an orthogonal base of these functions is shown. Next the
concept of fractional derivatives is explained. The last part of this paper deals with the
representation of fractional order LTI SISO systems using generalized Laguerre functions.
Several examples were solved to demonstrate the benefits of using these functions for
the representation of LTI SISO systems.
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UVOD

V této praci se zabyvam pouzitim zlomkovych derivaci k popisu systému se zlomko-
vym fadem.

systémil se zatim pouzivaly jen ziidka. V této praci se zabyvam reprezentaci systémui
v podobé impulzni charakteristiky a tim, jak tuto charakteristiku ziskat, kdyz zname
zlomkovou diferencialni rovnici systému. Porovnavam zde dvé metody, jak se dobrat
této charakteristiky. Prvni metoda je prima zpétna Laplaceova transformace, ktera
vede na TeSeni v podobé Mittag-LefHerovych funkci, a druha metoda je pomoci
aproximace impulzni charakteristiky zobecnénymi Laguerrovymi funkcemi.

Tato prace je ¢lenéna do nékolika kapitol. Na zacatku uvadim zakladni pojmy,
které budu dale v praci vyuzivat. Vénuji se zde ve velké ¢asti i zobecnénym Laguerro-
vym polynomim a odvozuji z nich zobecnéné Laguerrovy funkce. V dalsich dvou ka-
pitoldch se vénuji samotnym zlomkovym derivacim (vénuji se Riemann-Liouvilleovu
a Caputovu pristupu ke zlomkovym derivacim). Na nékolika piikladech ukazuji, jak
vypadaji zlomkové derivace elementarnich funkci. Od ¢tvrté kapitoly se vénuji po-
pisu systémii se zlomkovym radem a moznosti aproximovat jejich impulzni charak-
teristiku pomoci zobecnénych Laguerrovych funkci. V predposledni kapitole ukazuji
moznost implementace algoritmi pro ziskani aproximace impulzni charakteristiky
z operatorového prenosu systému. A v posledni kapitole demonstruji na nékolika
prikladech vhodnost pouziti aproximace impulzni charakteristiky pomoci zobecné-
nych Laguerrovych funkci a srovnavam dosazené vysledky s pfimym feSenim, které

je v podobé Mittag-Lefflerovych funkci.



1 ZAKLADNI POJMY

1.1 Skalarni soucin

Definice 1 Necht jsou funkce f(x) a g(z) integrovatelné s kvadrdatem na intervalu

(a,b), potom vztah
b
< fig>= [ fyg(e)de (1)
nazveme skaldrni soucin funkci f(x) a g(x) [1, [2].

Definice 2 Necht f;(x) je konecny nebo spocetny systém funkci integrovatelnijch

s kvadratem na intervalu {(a,b). Pokud pro tento systém funkci plati

0 proi#k

. (1:2)
C proi=k, CeR,

< fi(@), fulz) >= /b

aw@wmwﬁme:{

rekneme, Ze tento systém je ortogondlni na intervalu (a,b) s vahou w(x) [1, [Z].

Definice 3 Necht f;(x) je konecny nebo spocetny systém funkci integrovatelnijch

s kvadratem na intervalu {(a,b). Pokud pro tento systém funkci plati

0 proi#k

1.3
1 proi=k, (13)

< fi@). filw) >= |

a

bwunmwn@mx:{

rekneme, Ze tento systém je ortonormdlni na intervalu < a,b > s vahou w(x) [1,[2].

1.2 Laplaceova transformace

Informace o Laplaceové transformaci jsou cerpany z [1, 3]. Laplaceova transformace

priradi transformované funkci obraz v oblasti operatoru p.

Definice 4 Laplaceova transformace spojité nebo po castech spojité funkee f(t) na in-

tervalu (0, 00) je definovdina vztahem
Fls) = Z{f(O} = [~ B dt, (14)
kde F(s) je Laplacetiv obraz funkce f(t) a s je komplexni ¢islo, pokud dany integrdl

konvergugje pro alespon jedno s.
Véta 1 Laplaceova transformace je linedrni, tudiz plati
L {af(t) +bg()} = aZ {F(1)} + b {g(t)} (15)
kde a a b jsou konstanty.
Véta 2 Tzv. veta o posunuti
F(s—a) =2 {e"f(t)}, (1.6)

kde a je konstanta.
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1.3 Taylorova rada

Informace o Taylorové fadé jsou ¢erpany z [II, 4]. Taylorovu fadu ziskdme rozvojem

funkce v daném bodé.

Definice 5 Rozvoj redlné funkce f(t) v bodé t = a je dan vztahem

@(q 3 (q o £k (g
7 = fa)+ 1@ -a)+ LD e LW g S gy

2! 3! = k!
(1.7)
Pro a = 0 se tato fada nazyva Maclaurinova. Taylorovu fadu miizeme také zapsat
jako radu
f(t) = Z CTk(l’ — a)k, (18)
k=0
kde "
a
Cry = S a) k;‘( ) (1.9)

Velmi zndmy je rozvoj funkce e' do Taylorovy rady

ootk

eh=> o (1.10)

k=0

1.4 Gama funkce

Informace o funkci gama jsou ¢erpéany z [1, 5, 6]. Funkce gama je zobecnéni faktorialu

do oboru komplexnich ¢isel. Je definovana vztahem
D(z) = / o= Letdy. (1.11)
0

Gama funkce pro realné hodnoty argumentu je na Obr. [L.1]

11



Gama(x)
o
)

Obr. 1.1: Gama funkce

Funkce gama ma nékteré dilezité vlastnosti, tyto vlastnosti a nékteré hodnoty

jsou:
L. T'(z+1) =2(x), xeRT,
2. I'(z)=(z—-1)!, zeN,
3. T(1)=0!=1,
1 T() = V7,
5. T(2)=1=1

1.5 Mittag-Leflerovy funkce

Podle [0 [7] jsou definovany vztahem

Eap(z) = éiF(ak:Jrﬁ)' (1.12)

Pokud za a a 8 dosadime a =1 a § = 1, dostaneme

[e'¢) Zk
E1,1(Z) = - (113)
2 T )

S vyuzitim prvni a druhé vlastnosti gama funkce (|1.4) muzeme predchozi vztah

upravit do tvaru
o0 k oo Lk

z z
N (1.14)
LT 2R
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Porovnanim se vztahem ([1.10]) si mizeme vsimnout, Ze pro koeficienty « = 1a =1

Mittag-Lefflerovy funkce ptechazeji v Taylortiv rozvoj exponencialni funkce, neboli
Ey1(z) = €. (1.15)

Tudiz Mittag-LefHlerovy funkce jsou zobecnénim exponencialni funkce. Nékteré Mittag-
Lefflerovy funkce jsou na Obr. [I.2]

Mittag-Lefflerovy funkce
—E11(p=¢"

— E2,1(b)

l——E3,1(8
——EL3(Y

J—E2,3(t)

Ea,B(t)
IS

E3,3(t)

Obr. 1.2: Mittag-Lefflerovy funkce

1.6 Laguerrovy polynomy

1.6.1 Vlastnosti Laguerrovych polynomi

Definice 6 Zobecnéné Laguerrovy polynomy jsou podle [2] definoviny vztahem

Lo(z) = i(—n'ﬁ(?;fg)”];, a € Ny. (1.16)

k=0

P1i a = 0 prejdou zobecnéné Laguerrovy polynomy v klasické Laguerrovy polynomy.

Véta 3 Zobecnéné Laguerrovy polynomy jsou ortogondlni na intervalu (0,00) s vd-

hovou funkei xe™* [2].

Véta 4 Pro zobecnéné Laguerrovy polynomy plati Rodriguesiv vztah

_ e"r ¢ ﬁ (

L (x) n! dzn

2"t ") [8). (1.17)
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Véta 5 Pro zobecnéné Laguerrovy funkce také plati rekurentni vztah

2n — 1 — —1
Lﬂ@:a+7u xuﬁl—“fZLﬁQ 2 O (1.18)

Véta 6 Laplaceova transformace zobecnéngch Laguerrovych polynoma je

Ma+n+1)s"

g{xaeix[/z(x)} - n'(s + 1)a+n+1

7. (1.19)

Podle [11] plati u zobecnénych Laguerrovych polynomii symetrie mezi ¢asovou a ope-
ratorovou oblasti. To znamena, ze spektrum vypoctené v casové oblasti bude stejné
jako spektrum vypoctené v operatorové oblasti.

Zobecnéné Laguerrovy polynomy maji nékteré zajimavé vlastnosti pro hodnotu

a = 1. Jsou to tyto:

d
L} =——17L, 9, [11], 1.20
L) ==+ L() B0 (1.20)
%@:@@-f@@[m. (1.21)
x
Jelikoz Laplaceova transformace klasickych Laguerrovych polynomu je
(s — 1)

lze pouzitim vyse uvedenych vztahii odvodit Laplaceovu transformaci zobecnénych

Laguerrovych polynomii s o = 1 ve tvaru

2@y =0 ()T m (1.23)

S

Prvnich pét zobecnénych Laguerrovych polynomi pro o = 1 je:
1. Li(z)=1

2. Li(z)=2—=x

3. Li(z) = 12® — 32 +3

4. Li(z) = —ga® + 22 — 6z + 4

[

. Li(z) = ot — 22¥ 4+ 522 — 10z + 5

a jsou zobrazeny na Obr. [L.3]

14



Zobecnene Laguerrovy polynomy radu n, alpha=0

” /

A /

n=0

Ln(x)
o

n=1
-10} -\_\\
n=2

n=3

n=4

-20
o]

Obr. 1.3: Laguerrovy polynomy

1.6.2 Laguerrovy funkce

Jelikoz jsou zobecnéné Laguerrovy polynomy ortogonalni na intervalu (0, 00) s va-

xT

hovou funkei w(x) = 2%~ *, plati pro né vztah

n! x =2\t
Ly L (z ——— 2% "LY(x) LY (x)dx = =
(Ly (), Fn+a+1) n () Ly, (x) Qe — 2\
H(2At)>
- nl( R VaNe ™ MLA(2A) - V2he ML (208t
'n+a+1)
(1.24)
Zobecnéné Laguerrovy funkce mizeme potom definovat jako vyraz
12(2Xt) = V2 e M L2 (2A). (1.25)

Prvnich pét Laguerrovych funkef je na Obr. [1.4]

15



Zobecnene Laguerrovy funkce radu n, alpha=1

0.5

In(x)
o

-0.5

Obr. 1.4: Laguerrovy funkce

Pro takto definované zobecnéné Laguerrovy funkce plati

n!(2Xt)®
'n+a+1)"

0 pron#m

I e (M)dt = { X (1.26)

pron =m.

Jelikoz zobecnéné Laguerrovy funkce tvoii ortogondlni bazi na intervalu (0, c0), je
mozné je pouzit k aproximaci funkei. Pro koeficienty spektra dané funkce f(t) v bazi

zobecnénych Laguerrovych funkei plati vztah

nl(2At)~

i+ a LT H OO0 (1.27)

Z takto ziskanych koeficienti 1ze ziskat aproximaci fadu N funkce f(t) podle vztahu
N

= alr(A). (1.28)
n=0

Laplaceova transformace zobecnénych Laguerrovych funkei pro oo = 1 je podle [11]

2L 20)) = \;;_A (2 - i) | (1.29)

Ze vztahu ([1.29)) je vidét, ze Laplaceiuv obraz zobecnénych Laguerrovych funkci mé
n + 1 ndsobny pol v bodé —\. Z toho vyplyva, ze by zobecnéné Laguerrovy funkce

mohly byt vhodné pro aproximaci systémi s dominantni ¢asovou konstantou.

16



1.6.3 Implementace zobecnénych Laguerrovych funkci v pro-

gramu Matlab

Pro generovani Laguerrovy baze jsem vytvoril funkei, kterd vraci zobecnénou La-
guerrovu funkci fddu n podle vztahu (1.25). K ziskan{ dané funkce je potfeba nejprve
vygenerovat zobecnény Laguerriv polynom stupné n. K ziskani potiebného poly-
nomu vyuzivim rekurentn{ vztah (L.18)). Zde je kod funkee:

Vypis 1.1: Funkce generujici Laguerrovy funkce

function L2=LaguerreFuncN( n, alpha, lambda, X )

pocetX=1length (X);
Li=zeros (1,pocetX);L2=ones (1,pocetX);

for i=1:n

LO=L1;
L1=L2;
L2=((2.*xi-1+alpha-(X.*lambda)) .*L1-(i-1+alpha).*L0)./1i;
end
L2=L2.*(exp(-lambda.*X/2).*sqrt (lambda));
end

17



2 ZLOMKOVE DERIVACE

2.1 Seznameni se zlomkovymi derivacemi

Jak se uvadi v [B], prvni zminky o zlomkovych derivacich se objevuji v roce 1695
v korespondenci Guillaume Frangois Antoina, Marquise de I'Hopital a Gottfrieda
Wilhelma von Leibniz. V tomto dopise Leibniz zna¢i n-tou derivaci linearni funkce
f(x) = z jako dd%m, coz inspirovalo ’Hospitala k otazce, jaky by byl vyznam vyrazu,
pokud by n = %? Na to Leibniz odpovédél:

"Thus it follows that dzz will be equal to x\/dxz. This is an apparent paradoz from
which, one day, useful consequences will be drawn."

Od té doby prisli matematici s riaznymi feSenimi tohoto problému. Nejpouziva-
néjsi je Riemann-Liouvilleova definice zlomkové derivace a Caputova definice zlom-

kové derivace, které se vzajemné lisi poradim derivace a integrace.

Definice 7 Zlomkovy integrdl ridu o, « € Rt funkce f(x) integrovatelné na inter-

valu {(a,b) je definovin ve tvaru

Dy (@) = g [ @ =0 ar [ (2.1

Definice 8 Prom € Z takové, Zem—1 < a <m ax > 0 je podle [3,[12] Riemann-

Liouvilleova zlomkovd derivace Tddu o funkce f(z) definovdna takto:

dm 1 e _ IOl m—1l<a<m
RLDof(2) = o [r<m—a> Jo Gt } (2.2)
T (x) a=m [j.

Definice 9 Pro m € Z takové, Zem — 1 < a < m a x > 0 je podle [I2] Caputova

zlomkova derivace rddu o funkce f(x) definovdna takto:

Lz M) _
CDgf(l‘) _ { 1:1(;'11—&) Ja (ac—t)‘”l’mdt m—1< C: <m (2.3)
Zdroj [12] uvadi vztah mezi Caputovou a Riemann-Liouvillovou derivaci. Tento
vztah je
n—1 k—a

O _ RLpa z (k) :
D = "D - ) = 0) [12]. 2.4
2w = M - ¥ gy YO 24)

Dale budu pouzivat Riemann-Liouvilleovu zlomkovou derivaci. Pokud se v textu
déle vyskytne symbol D¢ f(z) bez levého horniho indexu, je tim automaticky mys-

lena zlomkovd derivace ve smyslu Riemann-Liouvilleovy zlomkové derivace XD f(x).
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2.2 Aplikace zlomkovych derivaci

2.2.1 Tautochrona

Podle [5], 13] se prvni pouziti zlomkového kalkulu datuje do roku 1823, kdy Niels
Henrik Abel tesil problém tautochrony. Tautochrona je takova krivka, ze doba se-
stupu hmotného bodu po této kiivee vlivem gravitace nezavisi na pocatecni poloze

na ktivce. Tautochrona je popsana rovnici
k= / (z — )% f(1)dt, (2.5)
0

kde k je konstanta a f(t) je hledana funkce. Po tpravach lze dospét k rovnici
1
Dk =/mf(x). (2.6)

2.2.2 Zlomkova difizni rovnice

Jak uvadi autorka v [5], v poréznich strukturdch nebo pii pfenosu néboje v amorf-
nich polovodicich dochazi k tzv. subdifiznimu procesu. U subdifiizniho procesu je
zavislost mezi rozptylem difundujicich ¢éstic a ¢asem mocninna. Z toho vyplyva,
ze diferencialni rovnice popisujici subdiftizni proces bude zlomkového radu. Rovnice
subdiftizniho procesu je
Ou(w,t) _ Dé;aa%(:c,t)’ 2.7)
ot ’ 0x?

kde u(z,t) popisuje koncentraci difundujici latky a symbol Dé;a je znakem derivace
fadu 1 — a podle ¢ na intervalu (0,b), b € R. Reseni této rovnice a dalsi informace
jsou v [5].

Podle [13], 14] bylo vyuzito zlomkové derivace k aproximaci zvukovych signali
a v provedeném srovnani s modelem vyuzivajicim celé derivace bylo dosazeno mensi
chyby aproximace.

Zlomkové derivace nachézeji uplatnéni v sirokém spektru odvétvi, od fyziky pres
elektrotechniku ¢i aproximaci systému az po zpracovani obrazu (napr. vylepSeni

detektort hran). Vice aplikaci zlomkovych derivaci je uvedeno v ¢lanku [13].
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3 UKAZKA DERIVACE VYBRANYCH
ZAKLADNICH FUNKCI

V této kapitole bych chtél ukazat zlomkové derivace nékterych zakladnich funkei.

3.1 Zlomkova derivace konstanty

Pro derivovani konstanty jsem zvolil a = 0 a « € (0, 1), z toho vyplyva, ze m = 1.

DiC = i [le— o) A @ _igi)+1—mdt] - & lm - a) 8 @ c t)adt]

Nyni zavedu substituci ¢t = x — us.

t =z —ua
dl 1 / C dt]: dt = —2u="du :d[ C /udu]
dz |[I'1—a) Jo (z—1t)~ r —0 dz |al'(1 — «) Jo
0 —a“
¢ d[us=]" C d e c . C
F(l—oz)da:[l—oz] :F(l—oz)ﬂl—azf(l—a)x :a:O‘F(l—oz)

Vysledné zlomkova derivace konstanty je

C

Do¢ = °T(1—a)

(3.1)
Z vysledku je patrné, zZe zlomkova derivace konstanty neni nulova, jak jsme zvykli

u derivaci celoc¢iselného radu. Graf zlomkové derivace konstanty pro rtizné hodnoty
radu derivace « je na Obr. B.1]
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Derivace konstanty
T

alpha=-1,5

— alpha=-0,5
alpha=-0,1

alpha=0

alpha=0,1

alpha=0,5

a=1,5

Obr. 3.1: Zlomkova derivace konstanty (C=1)

3.2 Zlomkova derivace linearni funkce

Pro derivovéani linedrni funkce jsem zvolil a = 0 a « € (0,1), z toho vyplyva,

zem=1.

L R B T A 1
Az [F(m —a) / (@ — t)a+1—mdt1 e [m — ) I (o= t)adt]

Nyni zavedu substituci t = x — uw.

[ —
Dy =

1

t =x— ue
df[ 1 / L) | dt= —Ly St du |
de [T(1—-a)Jo (x—t)> | |z =0 a
0 —a®
d 1 z* 1, 1-2a
—— - — Uue o dul| =
dz laF(l —a) /0 (@ —ueu u]

@

d 1 z 1—2a 2—2a
T dx [al“(l—a)/o (Fue” —ue )du] B

@

1 d xu%_u% ’ _ 1 d :1:2_’1_332_6“ _
l-a 2-a| Tl-a)dz|l-a 2-a

T T(l-a)dz

21



CT(1—a)

Vztah upravime vyuzitim vlastnosti gama funkce zI'(z) = I'(x + 1).

1 (2 — a)z!~™ —a) =
( l-a ° ) T 1—al(l—a)

l.lfa xlfa

(1-a)l(1-a) T(2-a)

Vyslednd zlomkova derivace linearni funkce je

$1_a
r2-a)
Graf zlomkové derivace linedrni funkce pro rizné hodnoty rfadu derivace « je na

Obr. B.2L

Dz = (3.2)

Derivace x
10 T
alpha=-1,5

alpha=-0,5

8 alpha=-0,1
alpha=0

alpha=0,1

alpha=0,5

=
= a=1,5
4
2%
0 I | 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obr. 3.2: Zlomkova derivace linearni funkce

3.3 Zlomkova derivace kvadratické funkce

Pro derivovani kvadratické funkce jsem zvolil @ = 0 a a € (0, 1), z toho vyplyva,

zem=1.

D+ = o [F(ml— o) A @ _{fgzmdﬁ] - & [m - a) I8 @ . t)adt]

Nyni zavedu substituci t = x — us.
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t =x— U~

1 x 2 ] dt = — Ly du
/ dt| = a -
0o (x—t)

r—1t z — 0
0 —z“

d 1 z 1,9 1-2a
= — | — — o o d —
dz laf(l —a) /0 (z = u)u u]

o

d 1 T g 1=2a 2—2a 3—20
- - s —22u |
dz [aF(l — ) /o o o T u}

1 d = e oo
B [2u _qu +u _

T T(l-a)dz | 1-a 2—« 3—a0
B 1 d ‘,EBfa 21.3704_'— I.?;fa B
" Il—-a)dz\l—-a 2-a 3-a)
B (3—a)a:2_°‘< 1 2 N 1 )_

Nl—a) \1-a 2—-a 3—-a/

21.2704

2—a)(1—a)l'(1l-a)
Vztah upravime vyuzitim vlastnosti gama funkce xzI'(x) = I'(z + 1) dvakrét

za sebou.

2‘@2701 21.2704 21.2704

2—-a)1-a)(1-a) (2-a)2-a) TI(3-a)

Vysledna zlomkova derivace kvadratické funkce je

21,2701
Dga? = . .
b TG a) (3.3)

Graf zlomkové derivace kvadratické funkce pro rizné hodnoty radu derivace «

je na Obr.
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Derivace x*2
10 / I
6 / /

— alpha=-0,5

—

alpha=-1,5

alpha=-0,1

alpha=0

2 alpha=0,1
alpha=0,5
a=1,5

T i

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obr. 3.3: Zlomkova derivace kvadratické funkce

3.4 Zlomkové derivace goniometrickych funkci

Pro derivovani funkei sin(z) a cos(x) bylo zvoleno a = —c0 a a € (0,1), z toho
vyplyva, ze m = 1. Pro derivace funkei sin(z) a cos(x) se mi bohuzel nepodafilo
odvodit vztahy, a tak jsem vyuzil slovnik zlomkovych derivaci v knize [7], s. 309-

311]. Derivace funkce sin(x) je

D® __sin(x) = sin <:z; + m) [ (3.4)
n
Derivace funkce cos(z) je
D®__ cos(x) = cos (x + m) [1. (3.5)
n

Graf zlomkové derivace funkei sin(z) a cos(x) pro rizné hodnoty radu derivace «

jsou na Obr. [3.4]a Obr. 3.5

24



0.5

-0.5[

0.5

Derivace sin(x)

alpha=-1,5
alpha=-0,5
— alpha=-0,1

alpha=0

alpha=0,1
alpha=0,5

a=1,5

Obr. 3.4: Zlomkova derivace sin(z)

Derivace cos(x)

,/'

alpha=-1,5

alpha=-0,5

alpha=-0,1

alpha=0

alpha=0,1
alpha=0,5

a=1,5

Obr. 3.5: Zlomkova derivace cos(z)
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3.5 Zlomkové derivace exponencialy

Pro derivovani funkce e” bylo zvoleno a = 0 a a = —o0, a o € (0, 1), z toho vyplyva,
ze m = 1. Pro derivace funkce e* jsem také vyuzil slovnik zlomkovych derivaci

v knize [7, s. 309-311]. Derivace funkce e® pro a = 0 je

xk—a

Die* =x "E1 1 o(x) = — 1. 3.6
Oe x 1,1 (.1') I;)F(k,_a_'_l) [ ] ( )

Derivace funkce e pro a = —oo je
D " =¢e” [1]. (3.7)

Ze vztaht a je vidét, ze volbou dolni integrac¢ni meze ovlivnime vysledek
zlomkové derivace funkce. Pokud dolni mez zvolime vhodné, bude zlomkova derivace
tvarem odpovidat celo¢iselnému radu derivace. Graf zlomkové derivace funkce e* pro
a = 0 a pro ruzné hodnoty fadu derivace « je na Obr. [3.6]

Derivace e”x (a=0)

)

8 /
6 /
= / alpha=-1,5
— alpha=-0,5
n

alpha=-0,1

alpha=0
/ alpha=0,1

0 0.5 1 1.5 2 25 3

alpha=0,5

a=15

Obr. 3.6: Zlomkova derivace e® pro a = 0
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4 SYSTEMY SE ZLOMKOVYM RADEM

4.1 Laplaceova transformace systémi se zlomko-
vym radem

V [6] autorka uvadi, ze Laplaceova transformace Riemann-Liouvilleovy zlomkové

derivace je

n—1

Z{HDgf(1)} (s) = /0 ™ REDS f(1)dt = s°F(s) — Z D)
(4.1)
kden—-—1<a<n,néeN.
Pro Caputovu zlomkovou derivaci plati podle [6, I1] vztah
00 n—1
Z{DO} () = [ e Difn)at = sTF(s) = Y R0), (42)
0 k=0

kden—1<a<n,néeN.

4.2 Popis systémi se zlomkovym radem

I kdyz je pojem zlomkovych derivaci znam pomérné dlouho, v popisu systémi se za-
tim pouziva jen vyjimecné. V této kapitole vychdzim z ¢lanku [I1]. Pfedpoklddejme

systém ve tvaru
N M
> a, Dy (t) = Y by “DEmult), (4.3)
n=0 m=0

kde u(t) je vstupni funkce, y(t) je vystupni funkce a fady derivaci jsou g, = ngq
a ¢n = mq. Po provedeni Laplaceovy transformace podle (4.2) mizeme prenos
vyjadrit jako

Y(s) Z%:o b,,s™4

G(s) = = . 4.4
)= 5 Yonlo ans" #4)
Tento vztah se da rozlozit na soucet parcidlnich zlomku ve tvaru
K
— r=1,2,3... (4.5)
(57— wy

Pro parcialni zlomky v tomto tvaru je mozné spocitat zpétnou Laplaceovu trans-
formaci, ale tento postup vede na feseni pomoci Mittag-Lefflerovych funkci, coz je
zobecnéni exponencialy pomoci nekonecnych rad. Pro snadnéjsi zpétnou Laplaceovu
transformaci autor ¢lanku [I1] navrhuje pouzit aproximaci pomoci zobecnénych

Laguerrovych polynomt pro o = 1.
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Aby bylo mozné aproximovat impulzni charakteristiku g(t) pomoci Laguerrovych

polynomt, musi platit
/ 2%e~|g(z)|2dz < oo [, (4.6)
0

kde z%e™* je vahova funkce Laguerrovych polynomu. Potom je mozné impulzni cha-

rakteristiku vyjadrit jako radu Laguerrovych funkci
g(t) = clli(t) = V2xe ™D ¢/ LI (2)\), (4.7)
i=0 =0

kde 11(t) je Laguerrova funkce viz (1.25)) [II]. Koeficienty c! je mozné spocitat
ze vztahu skalarniho souc¢inu Laguerrovych polynomii a impulzni charakteristiky.
Laplaceova transformace vztahu (4.7)) je podle [11]

o R
6o =2 ) =3 2o (17) (15)

Pouzitim bilinearni transformace ve tvaru
1+ 2
11—z

s= A\

muzeme vztah (4.8) upravit na tvar
—1

G(z) :imc}zi“ [11]. (4.10)

Na vztah (4.10) se mizeme divat jako na rozvoj G(z) do Maclaurinovy fady (Tay-
lorova fada v bodé nula), s koeficienty fady

Crinn = Lot = 1[4 o (4.11)
T TG T k! [de ] |
Pokud z predchoziho vztahu vyjadiime koeficient ¢}, dostaneme
_\/ﬁ Jit+1
;= : 11]. 4.12

Timto je mozné se vyhnout pocitani pomérné komplikovaného integralu skalarniho
soucinu Laguerrovych polynomii a dané impulzni charakteristiky. Po vypocteni ko-
eficient ze vztahu (4.12) lze vypocitat vyslednou impulzni charakteristiku uzitim
vztahu (4.7). Pro aproximaci impulzni charakteristiky g(¢) volime jen nékolik prvnich
Laguerrovych polynomt, a tak vztah pro vyslednou aproximaci impulzni charakte-
ristiky je
N
gn(t) = cli(t), (4.13)
i=0

kde N je nejvyssi fad Laguerrovych polynomi.
Béhem implementace jsem zjistil, ze ve vztahu (19) v ¢lanku [I1] autorovi chybi
zaporné znaménko, mnou uvadény vztah (4.12)) jiz tuto chybu neobsahuje.
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5 IMPLEMENTACE

Pro ovéreni postupti popsanych v predchozi kapitole jsem v programu Matlab vy-
tvoril funkci, kterd vypocte aproximaci impulzni charakteristiky zadaného systému.

K vypoctu vyuzivam vztahu (4.12). Funkce je ve vypisu

Vypis 5.1: Funkce pro vypocet aproximace impulzni charakteristiky

function [su c¢] = tf2g(num, den, q, n, lambda, x)

%tf2g vraci koeficieny spektra a aproximaci funkce pomoci LF

%hnum - citatelovy polynom

%den - jmenovatelovy polynom

%»q - zakladni rad zlomkove derivace
%»n - pocet koeficientu

%lambda - koeficient lambda

hx - vektor casove osy

hsu - vysledna aproximace

%hc - koeficienty spektra

if length(num) < length(den)
bil = @(x) (lambda.*x(1.+x)./(1.-x));
[r, p, k] = residue (num, den);
e=zeros(1,length(p));
for i=1:1length(p)
rad=0;
for j=1:1i
if(p(j) == p(i))
rad=rad+1;
end
end
e(i)=rad;
end
e=e’;
numPol=length(r);

c=zeros (1,n);

for i = 1:numPol
Fs{i} @(s) ( r(i)./(s.”q -p(i))."e(i) );

end

for i=1:n
d=(0-0.005-0.004%1i):0.00001:(0+0.005+0.004x*1i);

for j=1:numPol
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a=polyfit(d,(Fs{j}(bil(d))) ,1i);

der=factorial (i)*a(1);

c(1,i)= c(1,i)-sqrt(2xlambda)*der/factorial (i);
end

end

su=zeros (1,length(x));
for i=1:mn
L(i,:)=LaguerreFuncN(i-1,1,2*lambda,x);
su=su+L(i,:).*xc(1,i);
end
else
su=Nal; c=Nal;
end

end

Na zacatku funkce vypoctu ze zadaného operatorového prenosu jednotlivé parci-
alni zlomky pomoci interni funkce residue. Nasledné ve for-cyklu pocitam jednotlivé
koeficienty spektra. Uvnitt tohoto for-cyklu je vnoren druhy for-cyklus, ve kterém
nejprve vypoctu koeficienty spektra pro jednotlivé parcialni zlomky a nasledné tyto
diléi koeficienty sectu, ¢imz ziskam vysledny koeficient. Toto je mozné diky tomu, ze
Laplaceova transformace je linearni transformace. Vyslednd aproximace je ziskana
podle vztahu , kde jednotlivé zobecnéné Laguerrovy funkce generuji pomoci
funkce LaguerreFuncN popsané vyse (viz Vypis . P1i implementaci byl nejvétsi
problém numericky vypocitat n-tou derivaci funkce v bodé 0. Vypocet pomoci funkce
diff (vypocet derivace pomoci diferenci) neni dobte pouzitelny, protoze s rostoucim
radem derivace roste i Sum a od cca 5. fadu jsou vysledky zcela nesmyslné. Proto
jsem zkusil jiné feseni. Funkci na kratkém, kolem nuly symetrickém intervalu, apro-
ximuji polynomem n-tého radu pomoci funkce polyfit a nasledné n-krat analyticky

zderivuji tento polynom. Jelikoz plati

daz™ il

= anz™ ",
d?ax™

_ o 1 n—1

4z~ oln— Dt (5.1)

de

R

dx ’

kde a a ¢ jsou konstanty, mtizeme odvodit, ze n-ta derivace polynomu radu n je

A2 anz”

P = nla,. (5.2)
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Tudiz staci vzit prvni koeficient z vektoru, ktery vrati funkce polyfit, a vynéasobit
jej n!. Problém této metody je urcit délku intervalu kolem nuly. Tuto délku jsem
urcil experimentalné. Pro nékteré parcialni zlomky bylo mozné dosdhnout stability
az do cca 12. fadu, coz je vyrazné vice nez pri pouziti funkce diff. Déale jsem pfti
praktické ukazce zjistil, Ze jiz pomérné nizky fad zobecnénych Laguerrovych funkci

dava dobré vysledky.
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6 PRAKTICKA UKAZKA APROXIMACE

V této kapitole se budu vénovat praktickym ukézkam ziskdni impulzni charakte-
ristiky systémi se zlomkovym tadem. A tim se pokusim demonstrovat vhodnost

pouziti vyse uvedenych metod.

6.1 Ukazka prvniho systému

Jako prvni ptiklad jsem vybral jednoduchy systém, ktery je popsan nasledujici di-
ferencidlni rovnici
Dy y(t) + Ty(t) = u(t), (6.1)
kde wu(t) je vstup systému a y(t) je jeho vystup, a ktery ma nulové pocéateéni pod-
minky. Cilem je ziskat jeho impulzni charakteristiku.
Tento systém budu fesit nejprve analyticky a poté pomoci aproximace zobecné-

nymi Laguerrovymi funkcemi.

6.1.1 Spolecna cast reseni

Pomoci vztahu (4.2)) 1ze transformovat rovnici sytému do operdtorové oblasti. Po

transformaci bude rovnice vypadat takto:
Y(s)(s"? +7) = U(s). (6.2)

Po upravé ziskdme vysledny operatorovy prenos ve tvaru

Y(s) 1
U(s) s34T7

G(s) =

Jak je vidét, prenos jiz je pfimo ve tvaru parcidlniho zlomku.

6.1.2 Analytické reseni

V knize [7] autor uvadi vztah pro Laplaceovu transformaci Mittag-Lefflerovych

funkeci
klse—h

Tohoto vztahu je mozné vyuzit k urceni zpétné Laplaceovy transformace tohoto

/ oStk A1 g0y ape)dr — (6.4)
O b

operatorového prenosu. Po aplikaci tohoto vztahu bude vyslednd impulzni charak-

teristika vypadat takto:
—7)kgL3k+03

1) = t93E 54 a(=Tt"3) = 3 (—.
g(t) 13:1.3( ) ZF(1,3k+1,3)

k=0

(6.5)
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Na Obr. je zobrazena takto ziskana impulzni charakteristika pro rizny pocet
¢lentt aproximace (40, 80 a 120 clent). Jak je vidét, se zvysujicim se mnozstvim
clent, se bod, od kterého jiz takto ziskana impulzni charakteristika neodpovidéa

skutecnosti, posouva smérem k nekonecnu.

Analyticky vypoctene g(t) systemu
0.5

0.4

) \ #
=)
g 02 \ f
0.1
\ // —— N=40
0
— N=80
— N=120
0.1
0

Obr. 6.1: Vypoctené g(t) pro rizny pocet clent

6.1.3 ResSeni pomoci aproximace zobecnénymi Laguerrovymi

funkcemi

Ted zkusim vyTesit tento systém pomoci aproximace zobecnénymi Laguerrovymi
funkcemi. Impulzni charakteristiku budu aproximovat prvnimi péti zobecnénymi
Laguerrovymi funkcemi s koeficientem \ = 6, 5. Nejprve na tento operatorovy prenos

aplikuji bilinearni transformaci podle vztahu (4.9))

1 B (1—2)t3
(6.502) 47 650+ +7(1— =)

G(z) = (6.6)

Nyni je potieba zjistit derivace tohoto vyrazu v bodé z = 0.
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GG _ g 761072
dz |,_, ’ ’
d?i(;): _ =ha 1072,
dgigz)_ _=non 1072, (6.7)
dﬁiz)_ =28 107,
dii«(j)_ _ = 107",

Nyni muzu spocitat koeficienty spektra pomoci vztahu (4.12)):

00:\/11'_38,76 1072 =3,16-10"",

€1 = \2/'1_35 44-107% = —9,81- 1072,

Cy = ;/‘1_37 01-1072 = —4,21-10"2, (6.8)
cy = ‘2—3237 1071 =3,56-1072,

= _;/!1_34 18-107' = —1,26 - 1072,

Vyslednou aproximaci ziskame podle vztahu . Tato aproximace je zobra-
zena na Obr. [6.2] a porovnani vysledki obou metod je na Obr. [6

Aproximace g(t) systemu
0.5 T

0.3[ \

0.1

g(t)

-0.1
0

0.5 1 15 2 2.5 3

Obr. 6.2: Vypoétené ¢(t) pomoci zobecnénych Laguerrovych funkei
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Porovhani vysledku vypoctu g(t)
0.5

04
03 \
0.2

0.1

g(t)

Analyticky

——— Aproximace

-0.1
0

0.5 1 15 2 25 3

Obr. 6.3: Provnani metod

7 obrazku je vidét, ze obé impulzni charakteristiky ziskané obéma metodami jsou

témér identické az na oblast, kde charakteristika reprezentovana Mittag-Lefflerovymi

funkcemi za¢ind byt nestabilni (viz Obr. [6.1).

6.2 Ukazka druhého systému

Predstavme si, ze mame systém zlomkového radu s nulovymi pocateénimi podmin-
kami popsany diferencidlni rovnici (6.9), kde u(t) je vstup systému a y(t) je jeho
vystup:

“Dyty(t) + 14 “Dy*y(t) + 61 “DyPy(t) + 84y(t) = “Dy u(t) + 3 Dy Cu(t) +2 u(?),
(6.9)
a chceme ziskat impulzni charakteristiku.
Impulzni charakteristiku lze ziskat bud analyticky v podobé Mittag-Lefflerovych
funkci nebo pomoci aproximace zobecnénymi Laguerrovymi funkcemi. Dale ukazi
oba zptlisoby a porovnam je.

v b4 rd

6.2.1 Spolecna cast reseni

Pomoci vztahu (4.2)) 1ze transformovat rovnici sytému do operatorové oblasti. Po

transformaci bude rovnice vypadat nasledovné:

Y (s)(s"® + 1455 + 615" + 84) = U(s)(s"? + 35%° + 2). (6.10)
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Po upravé ziskame vysledny operatorovy prenos ve tvaru

Y (s) sh? 4 3500 + 2
G(s) = =3 ™ 06 : (6.11)
U(s) s'8+ 14512 4 61s%6 + 84

Takto ziskany operatorovy prenos rozlozime na soucet parcialnich zlomkt

05 2 25
50,6+3 SO’6+4 80,6+7'

G(s) = (6.12)

A7 doposud byl postup pro obé metody stejny, dale se bude lisit.

6.2.2 Analytické reseni

Vzhledem k tomu, ze Laplaceova transformace je linedarni, je mozné pri analytic-
kém feseni provést zpétnou Laplaceovu transformaci kazdého parcialniho zlomku
zv1&st a tato jednotliva TeSeni seéist. V knize [7] autor uvadi vztah pro Laplaceovu

transformaci Mittag-LefHerovych funkei

00 a—p
—st ka+8—1 (k) « o k!s

Tohoto vztahu je mozné vyuzit k urceni zpétné Laplaceovy transformace jednotli-
vych parcialnich zlomki. Po aplikaci tohoto vztahu bude vysledna impulzni charak-

teristika vypadat takto:
1 _ _ o,
g(t) = §t 0’4E0’6;0’6(—3t0’6) — 2t 0’4E076;0’6<—4t0’6) -+ it 0’4E0,6;0’6(—7t0’6). (614)

Tento vyraz se da rozepsat a upravit do podoby

% {(_3)k (=) 4 5(_7)k] £0,6k-0,4
9t) = kz:% 21(0, 6k + 0, 6)

(6.15)

Jelikoz neni mozné spocitat vsechny c¢leny funkce, musime se spokojit pouze s apro-
ximaci pomoci N prvnich ¢lentt fady. Na Obr. je zobrazena impulzni charakte-
ristika pro prvnich 40, 80 a 120 ¢lent tady. Jak vidime, pomérné brzy zacne byt
takto ziskana charakteristika "nestabilni".To je zptisobeno tim, ze pouzivame pouze
kone¢ny pocet ¢lenti. Se zvysujicim se poc¢tem c¢lent se bod, od kterého se toto za-
¢ne dit, posouva na c¢asové ose smérem k nekonec¢nu. U tohoto prikladu se tomu déje

mnohem diive nez u prikladu prechazejiciho.
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Analyticky vypoctene g(t) systemu
15 T

0.5

—— N=40

—— N=80

—— N=120
-0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

g(t)

Obr. 6.4: Vypoctené g(t) pro rizny pocet clent

6.2.3 Reseni pomoci aproximace zobecnénymi Laguerrovymi

funkcemi

Nyni ten samy priklad vyfesim pomoci zobecnénych Laguerrovych funkei. Vyslednou
impulzni charakteristiku budu aproximovat pomoci prvnich 5 zobecnénych Laguer-
rovych funkci s A = 6. Opét budu transformovat postupné po jednotlivych parcial-
nich zlomcich. Za¢nu prvnim parcidlnim zlomkem a provedu bilinearni transformaci

podle vztahu (4.9)). Potom bude

0,5 0,5(1 — 2)%6
Gi(z) = 06 = 56 ) e (6.16)
(6:£2)" +3  [6(1+2)]" +3(1 —2)*
Nyni je potieba zjistit derivace tohoto vyrazu v bodé z = 0:
dG,(2) ]
[1('2) — —5,00-1072,
dz | __,
2 ()
ﬁ = —7,07-107%,
L dz? 42=0
_dgGl(Z)-
——=  =-6,40-10"" 6.17
I dZ3 1.0 ? ? ( )
G ()]
714(,2) — —3,66-10%,
L d2t ],
- :
M =—5,84-107%.
L dz® 42=0
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Nyni mizu spocitat koeficienty spektra pro prvni parcialni zlomek ze vztahu

(14.12)):

V12

0=
V12

cL1 = 77’ 07-107*=1,22-
V12

Cro = T6,40 -1072 = 3,69 -
V12

Cl3 = T3,66 21073 =5,22-
V12

Cla= T5,84 -107'=1,69-

5,00-1072=1,73-

1071,
1073,
1072, (6.18)
107,

1072,

Analogicky jsem vypocetl koeficienty i pro zbyvajici parcialni zlomky a takto zjisténé

koeficienty jsem secetl podle vztahu

5
Cp = Z Cn,i-
k=1

(6.19)

Vyslednou aproximaci ziskdme podle vztahu (4.13). Tato aproximace je zobrazena
na Obr. [6.5] a porovnani vysledkii obou metod je na Obr. [6.6]

15

Aproximace g(t) systemu

o

g(t)

-0.5
o]

0.2

04

0.6

0.8 1

Obr. 6.5: Vypoétené g(t) pomoci zobecnénych Laguerrovych funkei
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Porovnani vysledku vypoctu g(t)
15

N

g(t)

Analyticky

——— Aproximace

-05
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obr. 6.6: Porovnani metod

7 Obr. je vidét, ze oba prubéhy jsou si dost podobné, ovsem impulzni charak-
teristika ziskand analyticky zacind byt zhruba od bodu 1 nestabilni, coz je zptisobeno
tim, ze je mozné spocitat pouze koneény pocet ¢leni (v tomto pripadé 120). Lepsi
aproximace impulzni charakteristiky zobecnénymi Laguerrovymi funkcemi by bylo
mozné dosdhnout spravnou volbou koeficientu A, ktery ovliviiuje presnost aproxi-
mace. Optimalni volba tohoto koeficientu neni soucasti této prace, avsak v budoucnu
bych se na metodu volby této konstanty zamérit chtél. Chybu aproximace jsem zde
nepocital, protoze bych pocital chybu aproximace viici jiné aproximaci, ne vici pti-

vodni funkei.

6.3 Ukazka tretiho systému

Timto prikladem se pokusim ukéazat, ze zminéna metoda ziskani impulzni charakte-
ristiky pomoci aproximace zobecnénymi Laguerrovymi funkcemi je dobie pouzitelna
i pro systémy s celoc¢iselnym radem. Jako systém jsem vybral systém, ktery je popsan

diferencidlni rovnici
Y@ () + Ty (t) + 16y (1) + 12y(t) = u@ (1) + 5uD(t) + 4u(?), (6.20)

kde wu(t) je vstup systému a y(t) je jeho vystup, a ktery ma nulové pocéateéni pod-
minky:.

Impulzni charakteristiku vypoctu nejprve klasicky pomoci slovniku Laplaceovy
transformace a poté také vypoctu jeji aproximaci pomoci zobecnénych Laguerrovych

funkci. Nésledné obé feSeni porovnam.
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6.3.1 Spolecna c¢ast reseni

Rovnici systému (6.20)) budu transformovat do operatorové oblasti. Po transformaci

bude rovnice vypadat nasledovneé:
Y (5)(s® + 7s* + 165 + 12) = U(s)(s* + 5s + 4).

Po upravé ziskdme vysledny operatorovy prenos ve tvaru

Y (s) s +5s+4
U(s) 83+ 7s2+ 165+ 12

Takto ziskany operatorovy prenos rozlozime na soucet parcialnich zlomku

3 2 2
s+2 (s+2)? s+3

G(s) =

Nyni se zacnou postupy metod opét rozchazet.

6.3.2 Analytické reseni

(6.21)

(6.22)

(6.23)

Vzhledem k tomu, ze Laplaceova transformace je linearni, je mozné pti analytickém

reseni provést zpétnou Laplaceovu transformaci kazdého parcidlniho zlomku zvlast a

tato jednotliva reseni secist. S vyuzitim slovniku Laplaceovy transformace uvedeném

v [3] jsem vypocetl impulzni charakteristiku jako
g(t) = 372 — 2e73" — 2t

Tato impulzni charakteristika je na Obr. [6.7]

Analyticky vypoctene g(t) systemu
15 T T

-0.5

Obr. 6.7: Impulzni charakteristika systému

40

10

(6.24)



6.3.3 Reseni pomoci aproximace zobecnénymi Laguerrovymi

funkcemi

Nyni ten samy priklad vyTesim pomoci zobecnénych Laguerrovych funkei. Vyslednou
impulzni charakteristiku budu aproximovat pomoci prvnich 5 zobecnénych Laguer-
rovych funkci s A = 2, 3. Opét budu transformovat postupné po jednotlivych parcial-
nich zlomcich. Za¢nu prvnim parcialnim zlomkem a provedu bilinearni transformaci

podle vztahu (4.9). Potom bude

3 B 3(1—2)

G = = ) 6.25
1(2) 2,372 +2  2,3(1+2)+2(1—2) (6:25)
Nyni je potieba zjistit derivace tohoto vyrazu v bodé z = 0:
A2 ;s 10t,
dz |, _,
- :
TG g oy 107!,
L sz d2=0
—dSGl(Z)_
=-2,18-107" 2
L d23 d2=0 ’ ’ (6 6)
.- -
TG g os-1072,
L dZ4 d2=0
- -
TGE) 7107,
dzb | __,

Nyni mtzu spocitat koeficienty spektra pro prvni parcidlni zlomek ze vztahu
@19):

V4,6
clo = 1—"7, 46 - 1071 = 1, 60,

cr = ;’61,04 107 =—-1,12- 107,

Clo = \/;L;_62,18 1072 =17,79-1073, (6.27)
L3 = \ﬁm& 08-107% = —5,44- 107,

Cry = \/4’_62 17-107% = 3,88 -107°.

51

Analogicky jsem vypocetl koeficienty i pro zbyvajici parcialni zlomky a takto zjisténé

koeficienty jsem secetl podle vztahu

5
=Y . (6.28)
k=1
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Vyslednou aproximaci ziskame podle vztahu (4.13]). Tato aproximace je zobrazena

na Obr. [6.8 a porovnani vysledki obou metod je na Obr.

Aproximace g(t) systemu
15 T T

205

-0.5
0

Obr. 6.8: Vypoctené g(t) pomoci zobecnénych Laguerrovych funkei

Porovnani vysledku vypoctu g(t)
15

=)
35 05

Analyticky

—— Aproximace

-0.5
0

2 4 6 8 10

Obr. 6.9: Porovnani metod

6.3.4 Vypocet chyby aproximace

Jelikoz u tohoto piikladu jsem ziskal presny popis impulzni charakteristiky (neni

vyjadiena fadou), rozhodl jsem se vypocitat kvadratickou chybu aproximace. Tuto
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chybu poc¢itam podle vztahu

L Jalo(t) —g(t)at
J2 lg(t)[2dt

kde g(t) je analyticky vypoctend impulzni charakteristika a g(t) jeji aproximace.

100 [%), (6.29)

Takto vypoctend chyba na intervalu (0,10) vysla e = 9,64 - 1073%. CoZ je zane-
dbatelna chyba. Z tohoto prikladu je vidét, ze aproximaci impulzni charakteristiky
pomoci zobecnénych Laguerrovych funkci lze s vyhodou vyuzit i pro popis systému

s celistvym radem.

6.4 Shrnuti

Domnivam se, ze jsem v této kapitole ukazal, ze ziskat impulzni charakteristiku
pomoci aproximace zobecnénymi Laguerrovymi funkcemi je velmi vhodné. Pokud
vyuzijeme reprezentaci impulzni charakteristiky pomoci Mittag-Lefflerovych funkei,
musime pouzit radové desitky az stovky ¢lentt abychom dostali dostatecné dlouhy
usek, ktery odpovida skutecné impulzni charakteristice. OvSem pfi vyuziti reprezen-
tace pomoci zobecnénych Laguerrovych funkei ziskame velmi dobrou aproximaci jiz
pti nizkém Fadu aproximace (v ukdzce priklada bylo pouzito vzdy prvnich pét zo-
becnénych Laguerrovych funkei). Pfesnost aproximace pomoci zobecnénych Laguer-
rovych funkci lze zlepsit, pokud vhodné zvolime koeficient . Toto nebylo soucasti

prace a bylo by dobré se na to v budoucnu jesté zamérit.
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7 ZAVER

Hlavnim cilem této prace bylo ovérit moznost popisu systému se zlomkovym radem
pomoci zobecnénych Laguerrovych funkei. Tento cil se mi podafilo splnit. V prvni
kapitole jsem definoval zakladni pojmy. Z velké c¢asti jsem se vénoval vlastnostem
zobecnénych Laguerrovych polynomi a z nich jsem odvodil zobecnéné Laguerrovy
funkce. Déle jsem zde uvedl skript napsany v programu Matlab, pomoci kterého je
mozné generovat jednotlivé zobecnéné Laguerrovy funkce. Tento skript pak vyuzi-
vam v dalsi ¢asti prace. Laguerrovy funkce i polynomy jsem graficky reprezentoval.

Déle jsem se vénoval samotnému pojmu zlomkovych derivaci. Uvedl jsem zde
dva nejcastéjsi pristupy, a to Riemann-Liouvilleiiv a Caputiv pristup. Déale jsem
spocital zlomkové derivace nékolika elementarnich funkci. Tyto spoctené derivace
jsem i graficky reprezentoval.

V posledni ¢asti jsem se vénoval hlavnimu cili této prace, a to popisu systému
se zlomkovym Fadem pomoci zobecnénych Laguerrovych funkeci. V teoretické casti
jsou uvedeny vztahy, jak ziskat aproximaci impulzni charakteristiky systému po-
moci zobecnénych Laguerrovych funkci, kdyz zname diferencidlni rovnici. Daéle je
uvedena implementace funkce v programu Matlab, pomoci které je mozné vypocitat
tuto aproximaci ze zadaného operatorového prenosu. Pii implementaci jsem narazil
na problém, jak resit numericky derivaci vyssiho fadu funkce v bodé nula. To jsem
vyTesil aproximaci funkce polynomem n-tého fadu v symetrickém intervalu kolem
nuly a nasledné n-tou derivaci takto ziskaného polynomu.

Vhodnost vySe popsané metody jsem ukazal na trech ptikladech (dva systémy
zlomkového tadu a jeden celoéiselného radu). Z prikladu vyplyvd, Ze zobecnéné La-
guerrovy funkce jsou velmi vhodné pro popis systémi se zlomkovym radem. Dobrych
vysledkl aproximace se dd dosahnout jiz pro maly fad zobecnénych Laguerrovych
funkei. (U piikladu jsem pouzival prvnich pét zobecnénych Laguerrovych funkei,
to znamend, ze nejvyssi rfad pouzitych Laguerrovych funkei byl ¢tvrty.) U systému
s celo¢iselnym faddem byla kvadratickd chyba aproximace 9,64 - 1073%. Piiklady
jsem tesil 1 pomoci primé zpétné Laplaceovy transformace, kde feseni bylo v podobé
Mittag-Lefflerovych funkei (v podobé nekoneénych fad). Pro rozumné vysledky bylo
potifeba pocitat s nékolika desitkami az stovkami ¢lenii. Zde je vidét vhodnost po-
uziti zobecnénych Laguerrovych funkci oproti Mittag-Lefflerovym funkcim.

Jediny problém u zobecnénych Laguerrovych funkci je, jak zvolit volitelny pa-
rametr A, ktery vyrazné ovliviiuje presnost aproximace. Tomuto problému bych se

chtél jesté v budoucnu vénovat.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

(a,b)
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< f(x),9(x) >
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skalarni soucin funkei f(z) a g(x)
kombinacni ¢islo n nad k

n-té derivace

n-ta derivace

zlomkova derivace fadu «
Laguerruv polynom stupné n
zobecnény Laguerrtiv polynom stupné n
Laguerrova funkce
Mittag-Lefflerovy funkce

funkce Gama

realnd cisla

cela cisla

prirozena cisla

operator Laplaceovy transformace
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A NAPROGRAMOVANE FUNKCE V MATLAB
2015

Vsechny skripty byly ptivodné implementovany v prostiedi GNU Octave a nésledné
upraveny tak, aby byly funkéni i v prostfedi Matlab 2015. Na prilozeném CD jsou
kédy ulozeny ve slozce src v podslozce Matlab (k6dy funkéni v programu Matlab) a
podslozce Octave (kédy funkéni v GNU Octave). Zde vypisuji jen verze pro program
Matlab.

A.1 Skript pro vykresleni gafi

Vypis A.1: Skript, ktery vykresli vSechny grafy z této prace
clear all; close all; clc;
sizeTitle=20;
sizelegend=20;
sizeX=20;
sizeY=20;
osy=20;

Q=-5:0.0001:5;

Q2=gamma (Q) ;

figure (01);
plot(Q,Q2,’b-’,’LineWidth’ ,2);
ylim ([-10 10]1);

x1im ([-5 51);

xax=xlabel (’x’);

yax=ylabel (’Gama(x)’);

grid on;
set (yax, ’fontsize’, sizeY)
set (xax, ’fontsize’, sizeX)

set (gca, ’fontsize’, osy)

set (gca,’XTick’, [-5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5]);
set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

X=0:0.01:15;
LP(1,:)=LaguerrePolN( 0, 1, 1, X );
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LP(2,:)=LaguerrePolN( 1
LP(3,:)=LaguerrePolN( 2
LP(4,:)=LaguerrePolN( 3,
LP(5,:)=LaguerrePolN( 4
for i = 1:5

LF(i,:)=LP(i,:).*xexp(-X./2);

end

-

-

e
N e e
e T T -]

figure (11);

plot (X,LP,’LineWidth’,2);

grid on;

ylim ([-20,20]) ;

x1im ([0,14]1);

xax=xlabel (’x’);

yax=ylabel (’Ln(x)’);

tax=title(’Zobecnene Laguerrovy_ polynomy,radu n,yalpha=0’);

lax= legend(’n=0’,’n=1’,’n=2’,’n=3",’n=4’,’location’,’
southwest’) ;

set (yax, ’fontsize’, sizeY)

set (xax, ’fontsize’, sizeX)

set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)

set (lax, ’fontsize’, sizelLegend)

set (gca, ’fontsize’, osy);

set (gca,’xcolor’, [0 0 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 01);

figure (12);

plot(X,LF,’LineWidth’ ,2);

grid on;

ylim([-1,11);

x1im ([0,14]);

xax=xlabel (’x’);

yax=ylabel (’1n(x)’);
tax=title(’Zobecnene Laguerrovy funkce radu,n, alpha=1’);
lax=legend(’n=0’,’n=1’,’n=2’,’n=3",’n=4");
set (yax, ’fontsize’, sizeY)

set (xax, ’fontsize’, sizeX)

set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)

set (lax, ’fontsize’, sizelegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)

set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);
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set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

x=0:0.01:2;
MLF(1,:)=zeros(l,length(x));
MLF(2,:)=zeros(l,length(x));

MLF (3,:)=zeros(1,length(x));

MLF (4,:)=zeros(1l,length(x));

MLF (5,:)=zeros(l,length(x));
MLF(6,:)=zeros(l,length(x));

for k=0:1:100

MLF (1,:)=MLF(1,:)+x. k/gamma(k+1);
MLF (2,:)=MLF(2,:)+x. k/gamma (2*xk+1) ;
MLF (3,:)=MLF(3,:)+x. k/gamma (3*xk+1) ;
MLF (4,:)=MLF(4,:)+x. k/gamma (k+3) ;
MLF (5,:)=MLF(5,:)+x. k/gamma (2*k+3) ;
MLF (6,:)=MLF(6,:)+x. k/gamma (3*xk+3) ;
end

figure (13)

plot (x,MLF,’LineWidth’ ,2);

grid on;

xax=xlabel (’t’);

yax=ylabel (’E\\alpha,\\beta(t)’);

tax=title(’Mittag-Lefflerovy, funkce’);

set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

l=legend (’E1,1(t)=e"t’,’E2,1(t)’,’E3,1(t)’,’E1,3(t)’,’E2,3(t)
> ,’E3,3(t)’,’location’,’northwest’);

set (yax, ’fontsize’, sizeY)

set (xax, ’fontsize’, sizeX)
set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)
set (1, ’fontsize’, sizelLegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)

alpha=[-1.5 -0.5 -0.1 0 0.1 0.5 1.5];
X=0:0.01:10;

Ex=zeros (7, length(X));

for i=1:7
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Const(i,:)=X."(-alpha(i))./gamma(l1-alpha(i));
X1(i,:)=X."(1-alpha(i))./gamma(2-alpha(i));
X2(i,:)=2.%X.7(2-alpha(i)) ./gamma(3-alpha(i));
Sx(i,:)=sin(X +(alpha(i)) .*pi/2);
Cx(i,:)=cos(X +(alpha(i)) .*pi/2);
for k=0:100

Ex(i,:)=Ex(i,:) + (X. (k-alpha(i))./gamma(k-alpha(i)+1));
end

end

figure (21) ;

plot (X,Const,’LineWidth’ ,2);

grid on;

ylim([-2,2]1);

xax=xlabel (’x’);

yax=ylabel (*f(x)’);

tax=title(’Derivace konstanty’);

set(gca,’XTick’, [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10]);

set (gca,’xcolor’, [0 O 01);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

l=legend (’\\alpha=-1,5",’\\alpha=-0,5",’\\alpha=-0,1",7\\
alpha=0’,’\\alpha=0,1’,’\\alpha=0,5’,’\alpha=1,5","
location’,’southeast’);

set (yax, ’fontsize’, sizeY)

set (xax, ’fontsize’, sizeX)

set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)

set (1, ’fontsize’, sizelegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)

figure (22);

plot(X,X1,’LineWidth’ ,2);

grid on;

ylim ([0,101);

xax=xlabel (’x’);

yax=ylabel (*f(x)’);

tax=title (’Derivace x’);

set(gca,’XTick’, [0 1 2 3 45 6 7 8 9 10]1);
set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

92



l=legend (’\\alpha=-1,5",’\\alpha=-0,5",’\\alpha=-0,1",’\\
alpha=0’,’\\alpha=0,1’,’>\\alpha=0,5",’\\alpha=1,5","
location’,’northwest’);

set (yax, ’fontsize’, sizeY)

set (xax, ’fontsize’, sizeX);

set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)

set (1, ’fontsize’, sizelegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)

figure (23);

plot (X,X2,’LineWidth’,2);

grid on;

ylim ([0,10]);

xax=xlabel (’x’);

yax=ylabel (*f(x)’);

tax=title(’Derivace x"2’);

set(gca, ’XTick’, [0 1 2 345 6 7 8 9 101);

set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

l=legend (’\\alpha=-1,5’,’\\alpha=-0,5’,’\\alpha=-0,1",’\\
alpha=0’,’\\alpha=0,1’,’>\\alpha=0,5",’\\alpha=1,5","

location’,’southeast’);
set (yax, ’fontsize’, sizeY)
set (xax, ’fontsize’, sizeX)

set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)
set (1, ’fontsize’, sizelLegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)

figure (24);

plot(X,S8x,’LineWidth’,2);

grid on;

ylim([-1,1]1);

xax=xlabel (’x’);

yax=ylabel (’f(x)’);

tax=title(’Derivacesin(x)’);

set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 0 0]);

l=legend (’\\alpha=-1,5’,’\\alpha=-0,5’,’\\alpha=-0,1",7\\
alpha=0’,’\\alpha=0,1’,’\\alpha=0,5",’\\alpha=1,5");

set (yax, ’fontsize’, sizeY)

set (xax, ’fontsize’, sizeX)
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set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)
set (1, ’fontsize’, sizelLegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)

figure (25) ;

plot (X,Cx,’LineWidth’,2);

grid on;

ylim([-1,1]1);

xax=xlabel (’x’);

yax=ylabel (’f(x)’);

tax=title(’Derivacecos(x)’);

set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

l=legend (’\\alpha=-1,5’,’\\alpha=-0,5’,’\\alpha=-0,1",’\\
alpha=0’,’\\alpha=0,1’,’\\alpha=0,5’,’\\alpha=1,5");

set (yax, ’fontsize’, sizeY)

set (xax, ’fontsize’, sizeX)

set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)

set (1, ’fontsize’, sizelegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)

figure (26) ;

plot (X,Ex,’LineWidth’ ,2);

grid on;

x1im ([0,3]);

ylim ([0,10]1);

xax=xlabel (’x’);

yax=ylabel (*f(x)’);

tax=title(’Derivace e x,(a=0)");

set (gca,’xcolor’, [0 0 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

l=legend (’\\alpha=-1,5",’\\alpha=-0,5",’\\alpha=-0,1",’\\
alpha=0’,’\\alpha=0,1’,’\\alpha=0,5",’\\alpha=1,5","

location’,’southeast’);
set (yax, ’fontsize’, sizeY)
set (xax, ’fontsize’, sizeX)

set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)
set (1, ’fontsize’, sizelLegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)
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x=0:0.01:5;
ZLT=zeros (1,length(x));
ZLT1=zeros (1,length(x));
ZLT2=zeros (1,length(x));
lambda = 7;
for k=0:1:120
if (k==40)
ZLT1(:)=ZLT (:) ;
elseif (k==80)
ZLT2(:)=ZLT(:);

end

ZLT=ZLT+0.5.x( ( (-3).7k
+0.6))+2.5.%x( ( (-7).
k+0.6)) -2.%x( ( (-4).

k+0.6));
end
ZLT (ZLT>100000) =100000;
ZLT1(ZLT1>100000)=100000;
ZLT2 (ZLT2>100000) =100000;
ZLT (ZLT<-100000) =-100000;

ZLT1(ZLT1<-100000)=-100000;
ZLT2(ZLT2<-100000)=-100000;

.*%(x.7(0.6.%xk-0.4))) ./gamma (0.6%k

"k .*(x.7(0.6.%xk-0.4))) ./gamma (0.6%
"k .x(x.7(0.6.%k-0.4)))./gamma (0.6%

[su cl=tf2g([1 3 2],[1 14 61 84],0.6,5,1lambda,x);

clear tmp;

tmp (1,:)=ZLT1;
tmp (2,:)=ZLT2;
tmp (3,:)=ZLT;

figure (31)

plot(x,tmp,’LineWidth’ ,2);

grid on;

ylim ([-0.5 1.51);
x1lim ([0 1.1]1);
xax=xlabel (’t’);
yax=ylabel (’g(t)’);

tax=title(’Analyticky,vypoctene g(t) systemu’) ;
set (gca,’xcolor’, [0 0 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);
l=legend (’N=40’,’N=80’,’N=120",’location’,’southeast’);

set (yax, ’fontsize’, sizeY)
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set (xax, ’fontsize’, sizeX)
set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)
set (1, ’fontsize’, sizelegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)

figure (32)

plot(x,su,’LineWidth’ ,2);

grid on;

ylim ([-0.5 1.51);

x1im ([0 1.1]1);

xax=xlabel (’t’);

yax=ylabel (’g(t)’);
tax=title(’Aproximace, g(t), systemu’) ;
set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

set (yax, ’fontsize’, sizeY)
set (xax, ’fontsize’, sizeX)

set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)

set (gca, ’fontsize’, osy)
clear tmp;

tmp (1,:)=ZLT;

tmp (2,:)=su;

figure (33)

plot(x,tmp,’LineWidth’ ,2);

grid on;

ylim ([-0.5 1.51);

x1lim ([0 1.1]1);

xax=xlabel (’t’);

yax=ylabel (’g(t)’);

tax=title (’Porovnani,vysledku,vypoctu,g(t)’);
set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

l=legend (’Analyticky’,’Aproximace’,’location’,’southeast’);

set (yax, ’fontsize’, sizeY)

set (xax, ’fontsize’, sizeX)
set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)
set (1, ’fontsize’, sizelLegend)
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set (gca, ’fontsize’, osy)

x=0:0.01:10;

lambda=2.3;

[su,cl=tf2g([1 5 4],[1 7 16 12],1,5,lambda,x);
ZLT=-2%exp (-3.*%x) +3*%exp (-2.%x) -2.*xx.*exp (-2.%x);

figure (41)

plot(x,ZLT,’LineWidth’,2);

grid on;

ylim([-0.5 1.5]);

x1im ([0 101);

xax=xlabel (’t’);

yax=ylabel (’g(t)’);
tax=title(’Analyticky_ vypocteney g(t) systemu’);
set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 0 0]);

set (yax, ’fontsize’, sizeY)
set (xax, ’fontsize’, sizeX)

set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)

set (gca, ’fontsize’, osy)

figure (42)

plot(x,su,’LineWidth’ ,2);

grid on;

ylim([-0.5 1.51);

x1im ([0 101);

xax=xlabel (’t’);

yax=ylabel (’g(t)’);

tax=title (’Aproximace_ g(t) systemu’);
set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

set (yax, ’fontsize’, sizeY)
set (xax, ’fontsize’, sizeX)

set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)

set (gca, ’fontsize’, osy)
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clear tmp;
tmp (1,:)=ZLT;
tmp (2, :)=su;

figure (43)

plot (x,tmp,’LineWidth’ ,2);

grid on;

ylim([-0.5 1.5]1);

x1im ([0 101);

xax=xlabel (’t’);

yax=ylabel (’g(t)’);

tax=title (’Porovnani_vysledku,vypoctu,g(t)’);
set (gca,’>xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 0 0]);

l=legend (’Analyticky’,’Aproximace’,’location’,’southeast’);
set (yax, ’fontsize’, sizeY)

set (xax, ’fontsize’, sizeX)

set (tax, ’fontsize’, sizeTitle)

set (1, ’fontsize’, sizelegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)
ch=chyba (ZLT ,su,x(2)-x(1));

x=0:0.01:10;
ZLT=zeros (1,length(x));
ZLT1=ZLT;
ZLT2=Z7ZLT;
sigma = 6.5;
for k=0:1:120
if (k==40)
ZLT1 (:)=ZLT (:);
elseif (k==80)
ZLT2(:)=ZLT(:);
end
ZLT=ZLT+( (-7) .7k .* x.7(1.3*xk+0.3)./gamma (1.3*xk+1.3) );
end
[su cl=tf2g([1],[1 7],1.3,5,sigma,x);
ZLT (ZLT>100000) =100000;
ZLT1(ZLT1>100000)=100000;
ZLT2 (ZLT2>100000)=100000;
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ZLT(ZLT<-100000)=-100000;
ZLT1(ZLT1<-100000)=-100000;
ZLT2 (ZLT2<-100000)=-100000;

clear tmp;

tmp (1,:)=ZLT1;
tmp (2,:)=ZLT2;
tmp (3,:)=ZLT;

figure (51)

plot(x,tmp,’LineWidth’,2);

grid on;

ylim([-0.1 0.51);

x1im ([0 10]1);

xax=xlabel (’t’);

yax=ylabel (’g(t)’);
tax=title(’Analyticky,vypoctene g(t), systemu’) ;
set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

l=legend ("N=40","N=80","N=120","location","southeast") ;

set (yax, "fontsize", sizeY)
set (xax, "fontsize", sizeX)
set (tax, "fontsize", sizeTitle)
set (1, "fontsize", sizelegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)

figure (52)

plot(x,su,’LineWidth’ ,2);

grid on;

ylim([-0.1 0.51);

x1lim ([0 3]);

xax=xlabel (’t’);

yax=ylabel (’g(t)’);
tax=title(’Aproximace_ g(t)ysystemu’);
set (gca,’xcolor’, [0 O 0]);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]1);

set (yax, "fontsize", sizeY)
set (xax, "fontsize", sizeX)
set (tax, "fontsize", sizeTitle)
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set (gca, ’fontsize’, osy)

clear tmp;
tmp (1,:)=ZLT;
tmp (2, :)=su;

figure (53)

plot(x,tmp,’LineWidth’ ,2);

grid on;

ylim([-0.1 0.51);

x1lim ([0 3]);

xax=xlabel (’t’);

yax=ylabel (’g(t)’);
tax=title(’Porovnani_vysledku,vypoctu,g(t)’);
set (gca,’xcolor’, [0 O 01);

set (gca,’ycolor’, [0 O 0]);

l=legend ("Analyticky","Aproximace","location","southeast");
set (yax, "fontsize", sizeY)

set (xax, "fontsize", sizeX)

set (tax, "fontsize", sizeTitle)

set (1, "fontsize", sizelegend)

set (gca, ’fontsize’, osy)
ch3=chyba (ZLT ,su,x(2)-x(1));
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A.2 Funkce pro vypocet kvadratické chyby

Vypis A.2: Funkce pro vypocet kvadratické chyby

function [ delta ] = chyba( Original, Aproximace, h )

if length(Original) == length(Aproximace)
Q=0riginal -Aproximace;
Q=Q.*Q;
delta=trapz (Q)*h;
M=trapz (Original.”2)*h;
delta=delta*100/M;

end

A.3 Funkce generujici zobecnéné Laguerrovy

polynomy

Vypis A.3: Funkce generujici Laguerrovy polynomy

function L2=LaguerreFuncN( n, alpha, lambda, X )

pocetX=1length (X);
Li=zeros (1,pocetX);L2=ones (1, pocetX);
for i=1:n
LO=L1;
L1=L2;
L2=((2.*xi-1+alpha-(X.*lambda)).*L1-(i-1+alpha).*L0)./1i;
end

end
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A.4 Funkce generujici zobecnéné Laguerrovy funkce

Vypis A.4: Funkce generujici Laguerrovy funkce

function L2=LaguerreFuncN( n, alpha, lambda, X )

pocetX=1length (X);
Li=zeros (1,pocetX);L2=ones (1, pocetX);

for i=1:n

LO=L1;

L1=L2;

L2=((2.*i-1+alpha-(X.*lambda)) .*L1-(i-1+alpha).*L0)./1i;
end
L2=L2.*(exp(-lambda.*X/2) .*sqrt (lambda)) ;
end

A.5 Funkce pro vypocet aproximace impulzni

charakteristiky

Vypis A.5: Funkce pro vypocet aproximace impulzni charakteristiky

unction [su c] = tf2g(num, den, q, n, lambda, x)

if length(num) < length(den)
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bil = @(x) (lambda.*x(1.+x)./(1.-x));
[r, p, k] = residue (num, den);
e=zeros (1,length(p));
for i=1:1length(p)
rad=0;
for j=1:1i
if(p(j) == p(i))
rad=rad+1;
end
end
e(i)=rad;
end
e=e’;
numPol=length(r);

c=zeros(1,n);

for i = 1:numPol
Fs{i} @(s) ( r(i)./(s.”q -p(i))."e(i) );

end

for i=1:mn
d=(0-0.005-0.004*1i):0.00001: (0+0.005+0.004%*1);
for j=1:numPol
a=polyfit(d,(Fs{j}(bil(d))) ,i);
der=factorial (i)*a(1);
c(l,i)= c(1,i)-sqrt(2*lambda)*der/factorial (i);
end

end

su=zeros (1,length(x));
for i=1:mn
L(i,:)=LaguerreFuncN(i-1,1,2*lambda,x);
su=su+L(i,:).*xc(1,i);
end
else
su=Nal; c=Nal;
end

end
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B OBSAH PRILOZENEHO CD

Seznam souborti na CD:
o Tento soubor je ptfimo na CD.
o Ve slozce Matlab jsou soubory urcené pro spusténi v programu Matlab. Tyto
soubory jsou:
— demonstrace.m - Skript pro vykresleni vSech grafii pouzitych v této praci.
— chyba.m - Funkce por vypocet kvadratické chyby.
— LaguerreFuncN.m - Funkce pro generovani Laguerrovych funkeci.
— LaguerrePolN.m - Funkce pro generovani Laguerrovych polynoma.
— tf2g.m - Funkce, pomoci které lze vypocitat impulzni charakteristiku ze
zadaného operatorového prenosu.
o Ve slozce Octave jsou soubory urc¢ené pro spusténi v programu Octave. Tyto
soubory jsou:
— demonstrace.m - Skript pro vykresleni vSech grafii pouzitych v této praci.
— chyba.m - Funkce por vypocet kvadratické chyby.
— LaguerreFuncN.m - Funkce pro generovani Laguerrovych funkei.
— LaguerrePolN.m - Funkce pro generovani Laguerrovych polynoma.
— tf2g.m - Funkce, pomoci které lze vypocitat impulzni charakteristiku ze
zadaného operatorového prenosu.

Vsechny funkce byly napsany a vyzkouseny v programu Matlab 2015 a GNU Octave.
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