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ANOTACE

Teoretickacast diplomové prace se sklada ze zavedeni Riemaninéegralu,
jeho vlastnosti, zavedeni funkce vice péamych, ze zavedeni dvojného a trojného
Riemannova integralu a fyzikalnich aplikaci intégré&raktickaéast obsahuje odvozeni
obecnych vzorit pro obsah tznych geometrickych uUtvara objem #znych €les,
na rekterych gikladech jsou ukadzanyizné postupy vedouci Kk jejich ¥geni. Je zde
také obsaZeno vyuZiti Riemannova integraludeni €Zist télesa, statickych momaeint
a momeni setrv&nosti €les.

ABSTRACT

The theoretical part of the thesis includes intaiaun of Riemann integral and
its qualities, introduction of function of more \ables, introduction of double and triple
Riemann integral and physical applications of irmkgThe practical part includes
derivation of general area formulas for differettages and volume formulas for
different solids, in some examples there are shdiffierent ways of solution. The
practical part also includes the use of Riemanegira for the determination of centre

of mass, of statical moments and moments of ineft@bjects.
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1. UVOD

Ve své diplomové praci bych se é&htvénovat vyuZitelnosti Riemannova
urcitého integralu pro vypeet fyzikalnich vekin, jako jsou obsahy rovinnych Utvar
objemy ¢tles, statické momenty, momenty setivasti tles a €ziS€ télesa. Prace je

roz&klena na dv casti — teoretickou a praktickou.

V teoretickécasti uvedu dlezité Wty a definice integralniho @gtu, dale bude
prace obsahovat teorii z diferencialnih@tpofunkci vice prornnych, dvojny a trojny
Riemanriv integral. Hlavnim dvodem zavedeni integralniho ¢o funkci vice
proménnych je fakt, Ze jednoduchy Riemdanrintegral nelze vyuzit k vygtu objemu
libovolného &lesa, ale jenétes rot&nich. Potom by v praci nemohl byt obsazeninap
vypocet objemu jehlanu. Také vztahy pro vgporiznych fyzikalnich veliin, obsazené
v kapitole Fyzikalni aplikace integrdlu, vyuZivajiviceroznérnou integraci.
Predpokladam znalost integrdch metod (substituce, per-partes, ...), a pr@&o |

v teoretické&asti neuvadim.

Praktick&d¢ast bude obsahovat odvozeni viopro obsah rovinnych Gtvara
objem ¢€les. Na ®kterych gikladech ukaZzu tzné moZnostiteSeni a postup pri
vypoctech obsal a objentt pomoci Riemannova integralu. Také zde odvodimoeor
pro vypaet rekterych fyzikalnich vlastnostiles (€zist télesa, statické momenty a
momenty setrvénosti €les). Sodasti kazdeho ifkladu bude srozumitelny postup
odvozeni vzorce vobecném tvaru &tSina gikladi bude dopldna nézornym

obrazkem.

Problematiku integralniho ptu jsem si zvolil, protoZze & béhem studia
matematické analyzy zaujala a tap zejména to, Ze vzorce, které jsme sedbgnu
studia na zakladni aietini Skole muselidit nazpangt’, se daji pomoci integralniho

poctu odvodit.



2. TEORETICKA CAST

2. 1.DIFERENCIALNi PO CET

2.1.1. Pojem funkce

Definice. Neclt M je rgjakd podmnozZina mnoziny realnyaisel. Jestlize kazdému
¢islu x mnoziny M je pitazeno wtité ¢islo y, fikame, Zey je funkcix; mnozinuM

nazyvame oborem této funkce.

Funkci f maZzeme také definovat ffmo jako mnozinu dvojic, a proto uvadim

i nasledujici definici.

Definice. Funkcif rozumime mnozinu uspédanych dvojic reélnyctisel [x, y], jez ma
tuto vlastnost: Ke kazdémiislu x, existuje nejvyse jedno (tj. bto zadné nebo prév
jedno)cisloy takové, zZe dvojice[xo, y] pati do mnozinyf. Toto¢isloy nazyvame pak
hodnotou funkcé v bods x, a znaime jej znakemf (x, ). Cislax, k nimz existujeislo

y tak, Ze dvojice[x, y] pati do mnozinyf, tvori jistou podmnoziniM mnoziny reélnych

¢isel, kterou nazyvame oborem funkce

2.1.2. Véta o supremu a infimu

Definice. Existuje-li takoveécislo K, Ze pro vSechnagisla x mnoziny N plati x< K,

pak mnozinuN ozna&ime jako omezenou shora.

Véta. Je-li N neprazdna shora omezena mnozina, existujesgeano ¢islo G majici
tyto dw vlastnosti:
l. Zadnégislo zN neni &t3i neZG.
Il. Je-li G' libovolnécislo mensi nek, existuje W aspa jednocislo, jez je ¥tSi
nezG'.

Toto¢islo G se nazyva supremum mnoZiNya zn&ime jej znakensupN .
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Definice. Existuje-li takovécislo K, Ze pro vSechnaisla x mnoziny N plati x> K,

pak mnozinuN ozn&ime jako omezenou zdola.

Véta. Je-liN neprdzdna zdola omezend mnoZzina, existujespegnocislo g majici tyto
dve¢ vlastnosti:
|. Zadnécislo zN neni mensi neg.

II. Je-li @' libovolnécislo wtSi neZg, existuje v mnozié N aspa jednocislo, jez
je mensi nedy’.

Toto¢islog se nazyva infimum mnoziny a zn&ime jej znakeminf N .

2.1.3. Funkce omezené

Definice. Nech’ funkce f je shora omezend v neprazdtiéelné mnozigé M. Potom
existuje pra¥ jednocislo G majici tyto d¥ vlastnosti:
. Pro v8echna[OM je f(x)<G.
Il. Je-li G’ libovolnécislo menSi neds, existuje v mnozidM aspdi jednogislo x,
tak, Zzeje f(x,)>G'.
Toto&islo zn&ime znakensupf (x) affkdme mu supremum funkée mnoZiré M.

xOM

Definice. Neclt funkcef je zdola omezena v neprazdéiéelné mnozigé M. Potom
existuje pra¥ jednocislo g majici tyto d¢ vlastnosti:
. ProvéechnaOM je f(x)=g.
Il. Je-li g' libovolnéc¢islo wtSi nezg, existuje v mnozid M aspa jednocislo x,
tak, zeje f(x,)<g'.

Toto ¢fslo zn&ime znakeminf f(x) atikame mu infimum funkcév mnoZirg M.
X
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2.1.4. Spojitost

Definice. Rikame, Ze funkcef (x) je spojitad v bod c, jestlize ke kazdému kladnému
¢islu € existuje kladnésislo & tak, ze nerovnostf(x)- f(c)<e je splréna pro

viechny hodnoty, pro réz je|x-d<d.

Véta. Nech funkce f(x),g(x) jsou spojité v bodl c. Potom také funkcef (x),
f(x)+g(x), f(x)-g(x), f(x)o(x) jsou spoajité v bodlc. A v piipads, Ze g(c)£ 0, je
také funkce@ spojita v bod c.

g(x)
Definice. Rikame, Ze funkcef (x) je spojita v otekeném intervalu(a, b), je-li spojita

v kazdém vninim bod tohoto intervalu.

Definice. Rikame, Ze funkcef (x) je spojitd v bod c zprava (pop zleva), jestlize ke
kazdému kladnémucislu & existuje takové kladnécislo o, Ze nerovnost

[f(x)-f(c)<e je spina pro vSechny hodnotyx zintervalu (c,c+0d)

(popr.(c-J,c)).

Definice. Rikame, Ze funkcef (x) je spojita v uzakeném intervalua, by, je-li spojita

v oteweném intervalya,b) a v bod a je spojita zprava a v béd je spojita zleva.

Véty o spojitosti sloZzenych funkci:
Véta. Neclt funkce #(t) je spojitd v bod ¢ a necti funkce f(x) je spojita v bod

#(c). Potom funkcef (4(t)) je spojita v bodc.

Véta. Necht funkce ¢(t) je spojita v otekeném intervalla, 8) ; nech’ funkce f(x) je
spojita v oteveném intervalua,b). Pro kazdé z intervalu(a, ) nech’ hodnotag(t)

leZi v intervalu(a,b). Potom funkcef (¢(t)) je spojita v intervala, ).

11



Véta. Necht funkce #(t) je spojita v uzakeném intervalua, B) ; nech funkce f (x) je
spojita v uzateném intervalua,b). Pro kazdé z intervalu(a, ) nech’ hodnotag(t)

lezi v intervalu(a,b) . Potom funkcef (4(t)) je spojita v intervalya, B) .

2.1.5. Derivace

Véta (o prirastku funkce). Nechfunkcef je spojita v uzakeném intervalu/a,b) a ma

derivaci v kazdém vnihim bod tohoto intervalu. Potom existu§éslo & tak, Ze plati

a<é&<b, f(b)-f(a)=(b-a)x'(¢).

Véta. Neclht’ funkcef je spoijita v intervall a v kazdém vnitim bod intervaluJ méa

derivaci rovnou nule. Potom je funktkonstantni \J.

Véta. Nech’ f, g jsou d¢ funkce spojité v intervald, které maji v kazdém viiitim

bod intervaluJ touz derivaci f'(x): g'(x). Potom jejich rozdil je konstantniJdy tj.

existujegislo C tak, Ze pro vdechnallJ je g(x)= f(x)+C.

Véta. Necht funkce ¢(t) ma derivacig'(t)v jistém bod t; nech’ funkce f(x) ma
derivaci f'(x) v prislusném bodl x = #(t); potom funkceF(t)= f(#(t)) ma v bod t
derivaci f'(#(t)) @'(t).

Véta. Nech' funkce ¢(t) méa derivaci v intervalu(a, 8); nech funkce f(x) ma
derivaci v intervalu(a,b); nech’ pro kaZdé z intervalu (o, 8) hodnota funkceg(t)

lezi vintervalu (a,b). Potom funkce f(#(t)) ma vintervalu (a,8) derivaci

t((t) p'(t).

12



2. 2.TEORIE URCITEHO RIEMANNOVA INTEGRALU

2.2.1. Sowtova definice uritého integralu

Budiz dan interval(a,b) a budiz dana funkcef (x) omezena v intervalda,b). Je-i
dano celé kladnéislon a je-li danon + 1 bodi Xy, X, X,,...,X,, jeZ sphuji vztahy

a=%X <X <X<..<x_,<x =b,
fikame, Ze tyto body definuji &ité de1en|'intervalu<a,b>. Body Xy, X, X%,,...,X, budeme

nazyvatdelicimi body tohoto éleni; tyto body dli interval <a,b> nan casteénych

intervall (X, %), (X.%) s s (X0, %) -

y=f(x)

\ 4

a=Xp X1 X2 X3 b=xs

obr. 1: Horni sowget

13



y=f(x)

v

a=xXp X1 X2 X3 Db=Xa

obr. 2: Dolni sowet

Toto ctleni definovaneé &icimi body x,,x,X,,...,x, ozn&me pismenenD. Znakem

Ax ozn@me délkui-téhocasténého intervalu(x_j, % ); AX =X = X_, .

Danému dleniD prifadime nyni d¥ ¢isla:

éislo

s(D)= Zn: sup f(x)ax,

i=1 (Xi1,X

jez budeme nazyvdornim sodtem prislusnym k éleni D (viz obr.1), &islo

(D)= inf f(x}x,

=1 VXL Xi

jez budeme nazyvablnimsouwtem @gislusnym k éeni D (viz obr.2).

Definice. Necht D a D' jsou d¥ cileni intervalu(a,b). D&leni D' je zjemrnim

deleni D, jestlize kazdy dici bod dleni D je také dlicim bodem dleni D', D O D'.

14



Véta.
|. Dolni soget, gislusny k dleniD, je nejvySe roven hornimu stiu piislusnému

k témuz dleni,tzn.s(D)< S(D).
IIl. Je-li &sleni D' zjemrenim csleniD, plati s(D)< s(D') < S(D') < S(D).
Il Jsou-li D, D, dvé libovolna clent intervalu(a,b), plati S(D,) = s(D,).

Véta. Je-li f(x) funkce omezena v intervaKua, b>, je nejvyssi mozna hodnota horniho

SOUEtu rovnagislu supf( )db-a) , nejniz&i mozna hodnota dolniho&awovnagislu

|nf f(x)b-a).

Je-li tedyD libovolné dleni intervalu(a,b), plati nerovnosti

2nf f(x)fb-a) < s(D)< S(D )<supf( )dfo-a).

Ozname V, mnozinu viech moznycleléni D intervalu(a,b).

Definice.
l. Infimum mnoZziny hornich sa@ti pro vSechna mozn&léni D intervalu(a,b>

b
ozna&ime znakemj f(x)dx a budeme je nazyvat hornim integralem funkce
a

f(x) oda dob.

f (x)dx=inf{ S( D)| DO \}

m'—.|c-

Il. Supremum mnoziny dolnich s&t pro vS8echna moZznégleni D intervalu

<a b> ozn&ime znakemj dx a budeme je nazyvat dolnim integralem

a

funkce f(x) oda dob.

15



J 1 (x)ex=sud o{ D) DT}

Cislaa, b nazyvame mezemi horniho (dolniho) integrélalo a nazyvame dolni mezi,

¢islob horni mezi. Pismenonazyvame integeai prontnnou.

Véta. Necht a<b, funkce f(x) je omezena v interval(s,b), pak plati

b b
inf  (x)({b- asj:f j f>§d>gsupf ¥ b &

Definice. Riemannova satiova definice utitého integralu.

Rekneme, Ze funkcd (x) omezena na interval(ta, b> ma Riemandv urcity integral od
b b
a do b, plati-li J' f j x)dx (funkce f(x) je integrovatelna v intervalu

(a,b)). Spolénou hodnotu nazveme Riemannovyritym integralem funkcef (x) od

b
adob a ozndujeme ji znaker@ f (x)dx.

Véta. Nutna a postaujici podminka pro existenci Riemannova integralu.
Riemanriv uréity integral oda dob existuje, prav tehdy kdyz plati
(Oe >0)(D): s(D)-s(D)<«.

2.2.2. Integrace sowtu
Véta. Neclt a<b a funkee f,(x), f,(x) jsou omezené na intervala,b); existuji-Ii

b
integrélyj f,(x)dx, | f,(x)dx, existuje i mtegralj )+ f,(x ))dx a plati

Q — T QD e T

(1,0 + fz(x))dx:JE fl(x)dx+J; £()d>

16



Véta. Neclt a<b, funkce f(x) ma utity integral oda do b a je-li c libovolné¢islo,

b b
ma i funkcec f (x) urity integral oda dob a platichf (x)dx= c[j f( ¥ dx

Véta. Neclt a<b a funkce f,(x), f,(x),..., f, (x) maji ugity integral oda dob a jsou-li
C,,C,,...C, libovolna ¢isla, ma i funkcec, [F,(x)+c, OF,(x) +...+ ¢, OF, (x) urity

integral oda dob a plati
(c, O () + ¢, Of,( X +..+ gOf(Y)dx=

cl[ffl dx+c2[j x)dx+...+g[j2 f( Y dx

Této vlastnosti séik&linearita integralu

D C— T

Véta. Nech' a<b, funkce f(x) ma utity integral oda dob; f(x)=0 pro viechna

b
z intervalu(a,b) . Pak platij f (x)dx= 0.

Véta. Nech a<b, funkce f,(x), f,(x) maji uity integral oda dob; f,(x)= f,(x)

b
pro viechnx z intervalu(a,b) . Pak platij f,(x)dx= | f,(x) dx. Této vlastnosti stika

a

® =T

monotonie integralu

2.2.3. Integrél od adoc, vyjadiceny integraly odadob a odbdoc

Véta. Neclt a<b<c a nechi existuje mtegralj dx i mtegralj dx Potom
b c

existuje i mtegralj x)dx a platlj :j f(X) dx+j f( ¥ dx. Této vlastnosti se
a b

fika kone’na aditivita integralu vzhledem k intervalu

17



Véta. Nechv a<b, funkce f(x) ma ugity integral oda dob. Nechv (c,d) je casteny

interval intervalu(a,b) . Potom funkcef (x) ma také ufity integral odc dod.

2.2.4. Funkce spojita v (a,b) ma uréity integrél od ado b

Véta. Neclt a<b; nechlv funkce f(x) je spojitad v uzakeném intervalu(a, b>; potom

b
jf dx existuje.

Véta. Necht a<b; nech’ funkce f(x) je omezena v interval(xa,b> a ma v intervalu

(a b) kone&ny patet bodi nespojitosti; potonf dx existuje.

2.2.5. Funkce primitivni a jeji souvislost s urkitym integralem

b
Véta. Nec a<b a existuje mtegralj dx Nech’ F(x) je funkce spojita

a

v uzavteném intervalu/a,b) a v kazdém badoteweného intervalia,b) ma derivaci

F'(x) = f(x). Potom platlj x)dx= F(b)- F(a).
b
2.2.6. Definice integralu J'f(x)dx pro a=b
Prvni dodatek k definici integralu. Je-li funkdéx) definovana prax = a, definujeme

zf(x)dx=i1 f(x)dxzi f( Y dx= 0.

Druhy dodatek k definici integralu. Netha>b, potom definujeme dity integral

b a
j f(x dx rovnic = —J'f )dx jestlize ovSem mtegraj' dx existuje.

m'—,cr
—h
—~
X
~—"
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2.2.7. Vypocet obsahu rovinnych Gtvami pomoci Riemannova integrélu

Budeme vySébvat rovinné utvary (tj. mnoziny bédv roving) tohoto tvaru: Jsou dana
dvé cislaa, b (a<b) a funkce f(x), Spojith a nezaporna v interva{a, b>. Tim je
v roving definovana uiitd mnozina boil [x, y|, pro které plata< x<b, 0< y < f(x).

Tuto mnoZinu ozname znakemM (a,b, f (x)).

Definice. ObsahemP(a,b, f (x)) rovinného GtvaruM (a,b, f(x)) nazvemegislo, pro
které plati:
1. P(ab, f(x))=0
2. Je-lia<c<b a je-li funkce f(x) Spojith a nezaporna v interva{a, b>, plati
P(a,b, f(x)) = P(a,c, f(x))+ P(c,b, f(x)).
3. Necht M(a,p,6(x)), M(ab, f(x)) jsou d¥& mnoziny vySabvaného typu a
neclt M (a, B,4(x)) 0 M(a,b, f(x)). Potom platiP(a, 8, ¢(x)) < P(a,b, f(x)).
4. Je-liM(a,b, f(x)) obdéinik o stranach v, je P(a,b, f(x)) = z[v.

Véta. Necht f(x) je spojita a nezaporna v intervea,b), potom plati

f( ¥ dx.

P(ab 1(3)-

QD e T

2.2.8. Vypocet objemu rotaénich téles pomoci Riemannova integrélu

Jsou dana dvislaa, b (a<b) a funkce f (x), spojita a nezaporna v intervaja,b) .
UvaZujeme roténi tleso, které vznikne rotaci rovinného Gtvavi(a,b, f(x)) kolem
osy x. Pro mnozinu boil rotasniho tlesa[x,y,z] plati: a<x<b, y?+z%< f?(x).

Tuto mnozinu ozndme znakerK (a,b, f (x)).
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Definice. ObjememV, (&, b, f( X)) rotaniho tlesa K(a,b, f(x)) nazvemexislo, pro

které plati:

1. Vi(ab f(¥)=0
2. Je-lia<c<b a je-li funkce f(x) Spojith a nezaporna v interva{a, b>, plati

v(ab 1(A)=\(ac () v cb ( })
3. Necht K(a,B,¢(x), K(ab, f(x)) jsou d& mnoZiny vySebvaného typu a
nectt K(a, B.¢(x)) 0 K(a,b, f(x)). Pak platv, (@, 8.¢(X))< V.(ah f( %).

4. Je-liM(a,b, f(x)) obdélnik o stranach v, je V, (a, b, (X)) = 70F Dz

Véta. Necht f(x) je spojitd a nezaporna v interva(lal, b>, potom plati

vx(a,b,f(x))zfnmfz(x)dx

Véta. Nechr f(x) ma spojitou nenulovou derivaci na interva(la,b>. Objem ¢lesa

b
vzniklého rotaci plochyM (a,b,  (x)) kolem osyy je V, (a b, f(X) = ZITI XOf( ¥ d.

2. 3.FUNKCE VICE PROM ENNYCH

2.3.1. Reélné funkce vice realnych prorénnych

V diferencialnim potu realnych funkci jedné reélné prémmé jsme se zabyvali

zobrazenimi zR do R, tj. zobrazenimi, ktera realnygislim prifazuji redln&isla.
Nyni se budeme zabyvat zobrazenimi, kteraubodorostoru R" prifazuji body
néjakého prostortR®. | ttmto zobrazenim budeniikat funkce. Prop =1 budeme také
mluvit o skalarni funkcin realnych prordnnych, nebo také o realné funkci. Ppal

budeme mluvit o vektorové funkai realnych prorsnnych.
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Nejvice nas budou zajimatipady n=2, resp.n=3 a p =1, tj. realné funkce dvou,
resp. ti realnych promdnnych. V gchto pgipadech pouZzivAme obvykle ozeai

f(xy), resp.f(xy, 2.

Definice.Je-li f :D(f)D R" - R realna funkcen realnych prorannych, pak grafem

funkce f nazyvame mnozingraf f :{[x,y]DR”XR‘yz (%), X0 O f)}

2.3.2. Metrické prostory

Definice. Nectt’ je dana mnozinaP a zobrazenip PxP - R. Rikame Ze p je

metrika v P praw tehdy, kdyZzo ma nasledujici vlastnosti:

. p(xy)=0 pro vdechna yO P,

. p(xy)=0 praw tehdy, kdyzx =y,
. p(xy)=p(y.% pro vdechnax yO P,
IV. p(x2)<p(x yY+p( ¥ 3 proviechna y z0O P.

Je-li p je metrika vP, nazyvame dvojic(P,p) metrickym prostorem

Je-li (P,,o) metricky prostor, pak prvky mnozinp nazyvame body a pro kazdé dva
body x,yO P ¢islo ,o(x, y) nazyvamevzdalenosti bad x,y. Vlastnost I. a Il. se

obvykle nazyvdozitivni definitnost metriky, vlastnost lll.symetrénost metriky o ,a

vlastnost IV trojuhelnikovd nerovnost

Definice. Neclt (P,,o) je metricky prostor,all P. Sférickym okolimbodu a

o polon®ru £ >0, nebo strin¢ &€ —okolim bodu all P nazyvame mnoZinu

U(a,¢) ={xD Plo( % a)<g}.

Definice. Necht (P,,o) je metricky prostor,al]l P. Prstencovym okolinbodu a

o polomru £ >0 nazyvame mnozin®(a, ) ={ xO P‘O<,0( X, 8 <£} .
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2.3.3. Spojitost funkce

Definice.Necht N O R",al0N.Rikame, Ze bod jeizolovanym bodemnoziny N
praw tehdy, kdyz existuje okold(a) bodua tak, zeU(a) n N ={a}.

Definice. Nech’ je dana funkcef :D(f)OR" - R?, mnozinaN O D(f) a bod
alON. Rikame, Ze funkcef je spojitd v bod a vzhledem k mnozin N praw tehdy,

kdyZ bul” a je izolovany bod mnozin\N nebo jelim f (x) = f (a).
xON

Je-liN=D(f), tikdme, Ze funkcef je spojita v bod a.
Rikame, Ze funkcef je spojitd na mnozin N praw tehdy, kdyZ je spojita v kazdém
boct mnoziny N vzhledem k mnozin N . Je-li N =D( f), fikame, Ze funkcef je

Spojita.
2. 4.DVOJNY RIEMANN UV INTEGRAL

2.4.1. Dvojny Riemanniv integral na kompaktnim intervalu

Y

Y1

\4

obr. 3
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Nech’ <a, b) je kompaktni (tj. omezeny a uzawy) interval. @lenim D<a‘|D> intervalu
(a,b) budeme nazyvat kotieou posloupnostisel Xy, X, X, ....X, takovou, Ze

A= X <X <X <..<X_ <X =b;
piseme takéD,,, ={X,,%,...X,}. Body X;,%,%,....x, i interval (ab) nan

gasténych interval (X, %), (X,%), ..., (X4, %)

Nectt (c,d) je daldi kompaktni interval. &enim D, intervalu (c,d) budeme
nazyvat konénou posloupnostisel y,, v, Y,,...,y,, takovou, ze
C=Yo <Y1 <Y, << Yy <Yy =0

piseme takéD ., ={Yo, V1, ¥} - BOGY Yo,y Vsueens¥rn GRIi interval (c,d) nam

castenych interval (Yo, Y1), (Y1, Ya2)s «os (Yo Ym) -
UvaZujme dvourozemy interval | =(a,b)x(c,d).

MnozZinu viech obdélntktvaru I, =(X,_;, X )%( ¥, %) pro k=12...,n, [ =12,...m
ozna&ime D a budeme nazyvagkknim intervalul (vzniklym z dsleni D, D, )-
Budeme také psdd ={I,}.

Ozname u(l) velikost plodného obsahu obdélnika , tj. u(1)=(b-a)d-c).
Podobr (1, )= (%, = x )y, = Vi)

Definice. Diametrem (pmeérem) mnozinyM 0 R? nazvemeislo diamM , definované

predpisemdiamM = sug|x -y|[x,y OM} .

Definice. Je-li D ={I,,} libovolné a&leni intervalul 0 R?, definujemenormu @leni D

jakoislo |D|| = max{ diam, |, 0D} .

23



Definice. Necit' f je funkce dvou progmnych omezena n&. D je cleni intervalu
| uréené @lenimi D, D -

Hornim sodtem g@islusnym k dleni D nazvemeislo

S(D) = 33 supf (%, y) ik — %)y = %ia) = 3> supf (x,y) (1 )

k=1 1=1 lu k=1 1=1 lu

Dolnim sodtem gisluSnym k dleni D nazvemeislo

m

(D)= 2ot ) s = = vi)= 2 oinf 1)1

k=1 1=1 k=1 1=1 Ikl

Véta. Necht f je funkce dvou progmnych omezend n&. D je cleni intervalul

urcené @lenimi D, D, . Potom plati, Ze dolni soet, dislusny k dleni D, je

nejvy3e roven hornimu séw prisludnému k témuzsteni,tzn.s(D) < S(D).

Definice. Nectt D ={1,} a D'={l.} jsou d& dleni intervalu | . D&leni D' je

ziem@nim ctleni D, jestlize ke kazdému, D' existuje intervall 0D tak, Ze

I
I O 1.

Definice. Nech' D je ileni intervalul urcené dlenimi D, D, ;. Necl D/, je
zjemrenim ctleni D, a D/ ,, je zjem@nim dcleni D, ,,. Potom dleni D" intervalu

| urcené dlenimi D, , D, nazveme zjemimim dtleni D.

Véta. Neclt f je funkce dvou progmnych omezena n&. D je dleni intervalul ,

D' je zijemrni dileni D . Potom platis(D) < s(D') < S(D') < S(D).

Véta. Necit f je funkce dvou progmnych omezena na. D,,D, jsou libovolna
déleni intervalul . D' je spoléné zjemegni D,,D,. Potom plati

s(D,)< S(D,), s(b,)<s(D')<S(D')< S(D,).
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Ozname V, mnozinu viech moznycteleni D intervalu | =(a,b)x(c, d).

Definice.

. Infimum mnoZiny hornich sati S(D) pro vSechna mozn&leni D intervalu

| ozn&ime znakeme (x, y)dxdy a budeme je nazyvat hornim integralem

funkce f(x,y) na intervalul .

[[ f(xy)ddy=inf{ g DO| 01 \}

Il. Supremum mnoziny dolnich sut s(D) pro vSechna moZnasiéni D

intervalu | ozn&ime znakem” f(x, y)dxdy a budeme je nazyvat dolnim
N

integralem funkcef (x, y) na intervalul .

IT t(x ) drty=sof { B 0}

Véta. Nechlt’ f je funkce dvou prognnych omezena nh, pak plati

H (x, y)dxdys J._f(x,))dxd).

Definice. Jestlize H X, y dxdy= ﬂ x,))d)dy nazyvame spoteou hodnotu

dvojnym Riemannovym integralem funkde(x, y) na intervalul . Rikame, Ze funkce

f(x, y) je riemannovsky integrovatelna na intervalu Pro dvojny Riemaniv integral

budeme pouZzivat sttné oznaeni ” f (x, y)dxdy = H f.
| |
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2.4.2. Dvojny Riemannav integral na mnoziné M

Definice. Nech M O R? a nechi y,, znai charakteristickou funkci mnozinl, t.

1 pro [xyOM

funkci definovanou n&? predpisem X, y) =
predpisemy (x. ) 0 pro [x y]OR*~M.

Definice. Nectt | OR? a necti M O1 . Rikame, ZeM ma Jordan-Peariv objem

,uZ(M) praw tehdy, kdyz existuje Riematw integral funkcey,, pres interval.

16 (M) =[] X (% y) dxdy.

Definice. Necht | OR? je interval a nech M 01 ma Jordan-Pe&n objem. Je-li

f(x,y) funkce definovana alespo  na M, definujeme

H X, ydxdy H X,)b)(M X ))d)d‘ pokud integral vpravo existuje.fifdm

klademe f (x, y) x,, (% y) =0 i v téch bodech[x, y|O M, v nichZ funkcef (x, y) neni

piipadré definovana.

2.4.3. Existence dvojného Riemannova integralu spojité fukce

Véta. Nutnd a postaljici podminka pro existenci dvojného Riemannovagrélu.
Dvojny Riemaniv integral na kompaktnim intervalll 0 R® existuje, pray tehdy

kdy? plati (Je >0)(D): S(D)-s(D) <.

Véta. Postéujici podminka pro existenci dvojného Riemannovegrélu.

Nech’ funkce f(x, y) je spojitd na kompaktnim intervalud] R?. Potom Riemaniv

integral H f (x, y) dxdy existuje.
|

Véta. Neclht' funkce f(x, y) je spojitd na kompaktnim intervalul R?. Je-li {Dn}

libovolna posloupnostiieni intervalul takova, zg|D,| — 0 pron - «, pak
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jjf(x, y)dxdy=lim . § f, Q)=lim, . g f D).

2.4.4. Vlastnosti dvojného Riemannova integrélu

Mnozinu M 0O R? budeme nazyvatripustnou oblastpraw tehdy, kdyz je omezena a
jeji hranici tvai kone&né mnoho prostychikvek.

Véta. Necht M je pripustna oblast a nechf,, f, jsou funkce integrovatelné na mnaZin
M. Jsou-li c¢,c, libovolna cisla, pak také linearni kombinace f +c,f, je

integrovatelna na mnoznM a plati rovnost“'(clfﬁc2 f,) = clj f,+ czﬂ f,. Této
M M M

vlastnosti séikalinearita integralu

2.4.5. Fubiniova véta pro piipustnou oblast

by

Y1 / o)
c(y) d(y)
\a@
Yo

Xo X1

obr. 4
Véta. Neclt M je pipustna oblast, nech x,x,y, Y jsou ¢cisla a

a(x),b(x),d ), d ¥ jsou funkce popisujici tutoripustnou oblast a netlexistuje

dvojny integrél” f (X, y)dxdy.
M

27



Existuje-li jeden z integral

g(X)::j:f(x, ydy, 3( % X Wy{zjy)) { x)x 8 ¥\

pak existuje i druhy a plati

b(x

Tg(x)dxzjx} )f(x,))d%dx
Hf(x, y) dxdy= z o\ 2

“ [(yjay= |

Yo Yo C(Y)

Q.

=

(v

f( % Qd%dy

2.4.6. Vypocet objemu téles pomoci dvojného Riemannova integralu

Véta. Neclt M OR? je pripustna oblast. Bjme na mnozia M definovanu funkci

zZ= f(x, y) a pgedpokladejme, Zez>0. ObjemV télesa, jehoZz dolni podstavou je
praimét mnoziny M do roviny xy a shora jej omezuje funkce= f(x, y) ziskame

vypoitem dvojného integraly :H f(x y)dxdy.
M

2. 5.TROJNY RIEMANN UV INTEGRAL

2.5.1. Trojny Riemanniyv integral na kompaktnim intervalu

Definice trojného integralu je analogicka defingbiojného integralu. V prostoriR®

mame tirozmgrny interval | =(a,b)x(c,d)x(e f). Zavedeme &eni D intervalu | .
Rozdlime interval (a,b) body x,i=0,1,...m, interval (c,d) body y,, j=0,1,..n a
interval (e, f) body z,k=0,1,...,p tak, Ze plati

a= %< X< %<.< X, < %= b
C= Y% < %< %h<.<y,<y=d
e=%<2< z<..< g,< g= f
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Mnozinu vsech kvadr tvaru Iijk:<>q_1,>q>><<yj_l,¥>><<;_l, z) pro i=0,1,..m,
j=0,1,..n, k=0,1,...,p ozn&ime D a budeme nazyvaténim intervalu I

(vzniklym z ctleni D, , D), D, ;). Budeme také psad ={1;,} .

c,d)’

Definice. Necht’ je dana funkcef tii proménnych definovanid a omezena ha D je

Dy -

Hornim sodtem gislusnym k dleni D nazvemeislo

S( D):ZSUpf(X'y’j( . ?51)( y- j¥1)( k2™ kZ:L)'

i,jk |ijk

déleni intervalul urcené @lenimi D, ,, D 4.

Dolnim sodtem gisluSnym k dleni D nazvemeislo

S(D):Ziﬂf f(x v 3( % ?il)( v Jy—l)( 2™ )

i,j,k ijk

Véta. Necit f je funkce fi proménnych omezena na. D je ctleni intervalu |

urcené @lenimi D, . Dy, D ;. Potom plati, Ze dolni soet, gislusny k dleni D,

c,d
je nejvyse roven hornimu situ prislusnému k témuzsteni,tzn.s(D) < S(D).

Definice. Nectt D={I”k} a D'={l,} jsou d& dleni intervalu
| =(a,b)x(c,d)x(g f). Deleni D' je zjemmnim cleni D, jestlize ke kazdému

1
I rst

0D’ existuje intervall, OD tak, zel/, O1,,.

rst

D

e 1) - NEcH

Definice. Necht D je celeni intervalul urcené @lenimi D, , D,
D/, je zjemignim ctleni D, ., Dy, zjemrenim dtleni D, a D, , je zjemrénim
deleni D, . Potom dleni D' intervalu | urcené dlenimi Dy, , Di ., a Dy

nazveme zjemimim ctleni D.

Véta. Necht' f je funkce ti proménnych omezena nh. D je cleni intervalul , D’

je ziemréni dsleni D . Potom platis(D) < s(D')< S(D') < S(D).
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Véta. Neclt’ f je funkce ti promennych omezena nb. D;,D, jsou libovolna dleni

intervalul . D' je spoléné zjemeni D,,D,. Potom plati

s(D,)< S(D,), s(b,)=<s(D')<S(D)<S(D,).
Ozname V, mnoZinu véech moznycteleni D intervalu | =(a,b)x(c,d)x(e f).

Definice.

l. Infimum mnoZziny hornich sati S(D) pro vSechna mozn&leéni D intervalu

| ozna&ime znakem mf (x,y,2dxdyd: a budeme je nazyvat hornim

integralem funkcef (X, y, 2 na intervalul .

jlj_jf(x,y,z)dmlwlp if{ ¢ O oy

[I. Supremum mnoziny dolnich st s(D) pro vSechna mozna¢leéni D

intervalu | ozna&ime znakem ”j f(x y, 2 dxdydz a budeme je nazyvat
e

doInim integralem funkce (X, y, 2) na intervalul .

JIF 0y 2tz sef £ 6] 0

Véta. Nechlt' f je funkce ti promennych omezena nh, pak plati

] (o =[] o

Definice. Jestlize Jﬂ f(xy, z)d>d}dz:m f %y} &kd, nazyvame spoéaou
= |

hodnotu trojnym Riemannovym integralem funktéx, Y, z) na intervalul .
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Rikame, Ze funkcef (x, Y, z) je riemannovsky integrovateln& na intervaluPro trojny

Riemantiv integral budeme pouZivat stné oznaeni m f (x, y, z)dxdydz :J”f :
| |

2.5.2. Trojny Riemanniyv integral na mnoziné M

Definovali jsme Riemariv integral ges interval (a,b)x(c dyx(e f). Nyni tuto

definici rozSfime na integracii@s libovolnou pipustnou oblast.

MnoZinu M 0O R® budeme nazyvatripustnou oblastpraw tehdy, kdyZ je omezena a

jeji hranici tvai koneny paet prostych péastech hladkych ploch.

Definice. Neclt M OR?® je pipustna oblast a nechf je funkce definovana a
omezena na mnozinM a nechi | je interval v R® takovy, ZeM O 1 . Definujeme

f(x vy, 2 pro[ %y }0 M

funkei g predpisemg (X, v, 2) = 0 pro [xy,401- M.

Definice. Je-li  funkce ¢ integrovatelna na |, pak definujeme

J”f(x,y, z)dmijjj q xypddg. Rikame pak také, Zze funkcef je
M |

integrovatelnd na mnozirM.

2.5.3. Vlastnosti trojného Riemannova integralu

Véta. Necht M je pripustna oblast a nechf,, f, jsou funkce integrovatelné na mnaZin

M. Jsou-li c,c, libovolna cisla, pak také linearni kombinace f, +c,f, je

integrovatelna na mnozirM a plati rovnostj.ﬂ(clfﬁc2 f,) = clj” f + sz” f,. Této
M M M

vlastnosti sdikalinearita integralu
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2.5.4. Fubiniova véta pro piipustnou oblast

Véta. Nectt M je pripustnd oblast VR®, nechh x,x jsou &isla a funkce
a(x),b( X, d %y, d x ¥ popisuji hranici oblastl. Nech’
My, ={(x (%= x< x)O(4 Y= % § X},

tj. mnozinaM,, je pfimét mnozinyM do roviny xy. Nectt pro kazdéx(x,, x) je

M ={(v.2)|(a(¥< v {)O( §xys = X))
tj. M, je ptimé fezu mnozinyM rovinou rovnokZnou s rovinouyz prochazejici

danym bodenk do roviny yz. Kongn¢ nech’ existuje trojny integral

J‘”f(x, y, 2) dxdydz,

Existuje-li pro kazdé[(x, X) dvojny integrélg(x) = [[ f(x v, 2dy;,

pak existuje i mtegra!. dx a plati
Xo

J'”f(x, y, 2)dxdyd z=

a(x) %)
d(xy)
Existuje-li pro kazddx, y|O M, integralh(x, y) = j f(xy3d;
c(x )

pak existuje i integréM h(x y)dxdy a plati

M,y

I xyzdxmrwxwmy[j m)zd}dd%

b(x) d

=] |

a(x) q

(%)
fxyzdzd>dx
Y

8"—..}
x'—.x
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2.5.5. Vypocet objemu tles pomoci trojného Riemannova integralu

Véta. Neclt M 0 R? je pripustna oblast, pak pro objevh mnozinyM plati
V= I” dxdydz.
M

2. 6.FYZIKALNI APLIKACE INTEGRALU

2.6.1. Hmotnost télesa

Hmotnost je vlastnost hmoty, ktera vyjage miru setrvénych &inkt hmoty ¢i miru

gravitatnich &inka.

Uvazujeme-li s rovnogrnym rozloZenim latky v prostoru, Ize pro vyed hmotnosti
télesa pouzit vztaldm = o [dV (dm je diferencial hmotnosti v daném objerdv ,o je
hustota &lesa).

Pro hmotnost tedy platﬁ:J'JdV.
\Y

Véta. Je-li o(x,y,z) hustota dlesa aM O R® pripustna oblast, pak pro celkovou

hmotnostédlesaM plati

m(M):J‘hJA.J.J(x y, 2d>dydz

2.6.2. Statické momenty €lesa

Staticky moment télesa (hmotného bodu) vzhledem k bodiimee nebo rovig je
sowin hmotnosti ¢lesa (hmotného bodu) a jeho kolmé vzdalenosti kéoanbodu,

piimce nebo rovi&

Odvodime si vztahy pro statické momer#gsa vzhledem k rovinamy, xz a yz.
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Diskrétni rozlozeni hmoty
Pro statické momenty hmotného bodu vzhledem k jdingnym rovinam plati
Sy=mlz §= My = Mm

Pron hmotnych bod urcime celkovy staticky moment jako st statickych momefit
jednotlivych hmotnych bad VSechny statické momenty jednotlivych hmotnychiibo
se utuji ke spoléné rovire. MiZzeme pak psét

é(/)

I
M-
3

O
N
o

I
NgE
E

uy

] iy)§:

n
i
i=1 i=1 i=1

Spojité rozloZzeni hmoty
UvaZujeme-li hmotu jako spajitrozloZzenou, Ize celkovy staticky moment ziskat

integraci pes cely objemV prostoru (pop pres objem prostoru obsahujici hmotu).

Pokud navic pouzijeme vzt@zj—\r?, kde o je hustota, dostaneme
Sxy:J' zjmzj'axd\( §:J' o mj'a s/} Vy§‘—J- dx:nj'a dx
M \% M \ M \%
Véta. Je-li M O R® pripustna oblast s hustotam(x, y, z), pak pro vypeet statického

momentu Sxy(M) vzhledem k rovia xy, statického momentuS_(M) vzhledem

k roviné xz a statického momentByZ(M) vzhledem k rovia yz plati vztahy

Sy(M)=[[[ z&(xy3dug:
Se(M)=[[[ yiwr(x y 3d xd v :
Syz(M):J"J\;I X&r(xy3dxyi
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2.6.3. Momenty setrvaénosti télesa

Moment setrvatnosti je fyzikalni veltina, ktera vyjatlije miru setrvénosti €lesa i

ot&ivém pohybu. Jeji velikost zavisi na rozloZzeni hynettélese vzhledem k ose

---

setrv&nosti.

Diskrétni rozloZeni hmoty
Pri ot&ivém pohybu soustavy hmotnych liodolem nehybné osy opisuji jednotlivé
hmotné body kruZznice, jejichzietly lezi na ose atani. Uhlova rychlostw vech bod

je stejna.

Celkovou kinetickou energii time jako sotet kinetickych energii vSeam hmotnych

bodi soustavy, tzn.

kdem je hmotnost-tého hmotného bodw, je velikost jeho rychlosti.

Kdyz vyuzZijeme toho, Ze rychlost bodui kruhovém pohybu je fiimo dn€rna
vzdalenosti bodu od osy @&ni (v =cr), mizeme vztah pro kinetickou energii napsat
ve tvaru

Ek :ilm rza)z :sz(

)= lw?
= 2 ) 2

kde r; je (kolm&) vzdalenost-ttho hmotného bodu od osy &ai a vekina |

piedstavuje moment setruaosti €lesa vzhledem k ose ¢&ni.

Moment setrvénosti soustavy hmotnych bioge tak definovan vztahem

n
— 2 2 2 2
[ =mr +m,r; +...+mr° = E mr
i=1
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Spojité rozloZzeni hmoty
Je-li €leso sloZzeno z jednotlivychiastic, I1ze jeho moment setdreosti snadno it

pomoci sottu. Je-li vSak hmota rozloZzena spgjit je teba tento saiet nahradit

integralem | :Irzdn, kde se integrace provadies celé dleso o hmotnostim
M

[m=En)

Je-li o hustota, pakdm=cdV, kde V je objem &lesa a moment setr&aosti Ize

vyjadrit ve tvaru

Izjrzao\/.
\

V piipack, Ze tleso je homogenr(i0'= konst) , je mozné pedchozi vztah zjednodusit

I :erzo\/ .
\%

Véta. Je-li M OR?® pripustna oblast s hustotoa(x, Y, z), pak pro jeji momenty
setrvanosti |, (M ) vzhledem k osex, |,(M) vzhledem k osey a |,(M ) vzhledem

k osez plati

IX(M):jH(y2+zz)a(x, y, 2d>d yd z

M

Iy(M):j”(x2+zz)a(x, y, 2d>d yd z

M

IZ(M)=J'J'J‘(x2+y2)J(x, y, 2d>d yd z

M

2.6.4. Souwradnice #©zisSté télesa

Tézisté (hmotny sti‘ed) je pisobist gravitani sily pisobici nadleso. BZiS& je takovy
bod, Ze fisobeni graviténi sily na & ma stejny dinek jako gisobeni na cel&leso.
Ma-li byt téleso podefeno (nebo zasseno) v jednom badtak, aby graviténi sila byla
vyrovnana, pak svisl&znice musi prochazet bodem pofiep nebo zassu.
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Diskrétni rozlozeni hmoty

n
M¢jme soustavun ¢astic umisinych na osex, jejich celkova hmotnost jen= Z m.
i=1

Jejich €78t je v bodk 0 sotiadnici x = D3 F XY MX_ L,
=1

m m
Jsou-li ¢astice soustavy umésty v trojroznérném prostoru, je poloha jejickRZiste

uréena trojici rovnic

_1s _1g S
xt—miZ::,mzcy m;mw mzlm

Spojité rozloZeni hmoty
Jestlize pedpokladame spojité rozlozeni hmoty, musime nahsmity v rovnicich

integralem a&zist¢ definovat vztahem

=%hjdxdm y=71n£ dmy==1 yr

M

A kdyz vyjadime hmotnost pomoci hustoty, dostaneme pro vSethrgouadnice

teéZis t¢lesa vztahy

1 1 1
=— dV, =— dV, =— d\

\Y

a jednotlivé integraly izeme nakonec nahradit statickymi momenitgda vzhledem

k ptisluSnym rovinam.

Véta. Pro sotiadnice[x (M), y, (M ),z (M)] t:zis& tslesaM plati

S (= S0
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3. PRAKTICKA CAST

3. 1.OBSAHY

3.1.1. Trojuhelnik

f1(x) f,(X)

P, P>

\ 4

obr. 5

1. Pri odvozovani obecného vzorce pro obsah trojuheloi&@anacha, b, c povazuji za
nejvyhodrEjSi umistit trojuhelnik do kartézské soustavyisdnic jako na obrazku. Je

na rém dolfe vidit, Ze trojahelnik je shora ohr&en dwma riznymi funkcemi f,(x),
f,(x). Tu cast vlevo od osy ohraniuje funkce f,(x) a tu vpravo funkcef,(x).
Povazuji proto za vhodné spitat obsah levéasti P, a pravétasti P, zvlag a potom

s&ist jednotlivé obsahy.

2. Pii zjistovani fredpisu funkcef,(x) mizeme vychazet nafilad z toho, Ze prochazi
body B[—al;O] a A[O;va]. Potom uz jednoduSe dojdeme ktomu, ze funkterol

hledame, je
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f(x)=Y2ax+v,.

a
Stejre budeme postupovat i Uf,(x), kterd prochazi bodyC[a,:0] a A0;v,]
predpis je
f,(x)= —\;—2x+va.

3. Pi vypoctu obsahuP, budou integréni mezea=-a,,b=0.

0 2 0
oo T8
-3

&

Pri vypoctu obsahuP, budou integréni mezea=0,b=a,.

2 v NG * v
ST

Vysledny obsal je soktem obsah P, a P, .

R

Obecny vzorec pro obsah trojuhelnikaHe a;/a :

39

. Jeji



3.1.2. Elipsa

\ 4

Y
A

obr. 6

1. Funkci f(x) vtomto gipad odvodime z analytického redpisu pro elipsu.

2 2

V analytické geometrii jsme pro elipsu pouZivali okec X—2+§:1. Zrgj si
a

vyjadiimey a budeme znat funkce, které popisuji elipsu.

X2

f(x)=y=4b 1—¥

2. Elipsa je oso¥ symetricka podle hlavni i vedlejSi osy & pmistni na obrazku to
znamena, ze je také soéma podle osx ay. Toho nizeme vyuZit a vypitat obsah
P, ktery bude jen obsahewasti elipsy nachazejici se v prvnim kvadrantu. Eunk

2

budeme psat ve tvart (x) =bl1-X . Celkovy obsahP elipsy bude pochopitein

a2

Ctyrikrat vetsi.

3. Pri vypoctu obsahuP, budeme integrovat v mezich é@ddo a.
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a Xz a X 2
P =|b/l1-—dx= b 1-(—) dx
=yt

.. X
pouZzijeme substituct = sint
a

s
2

P, = ab| co< tdt= at{£+sm2} - 7/b
2 4 |, 4

or—nIy

Pro celkovy obsalP elipsy plati:

P=4R =400~ rab

Obecny vzorec pro obsah elipsyRfe= 7ab.

3.1.3. Kruh

x2+y2:r 2

obr. 7

1. Pfi odvozovani vzorce pro obsah kruhu budu postuposini podobg jako

uelipsy. X’ +y =r’= y= f(x) =+Jr*- x?
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2. Kruh je oso¥ symetricky podle vSechiimmek prochazejicich jehotretlem, a proto

také podle osy ay. Opst tedy odvodim jen vzorec pro obs&hcéasti kruhu nachazejici

b
se v prvnim kvadrantu a pro dosazeni do vzdab, f (x)) = I f (x)dx pouziji funkci

f(x)=~'r2 —x*. Celkovy obsalP budectyfikrat vetsi.

3. P¥i vypoctu obsahuP, budou integréni mezea=0,b=r .

- . X .
pouzijeme substituct = sint
r

2
P_2
=T

cosztcl:r")[£+5ir]2t}2:nr
2 4 |, 4

o—nly

2
P=4R=4tl=nr’

Obecny vzorec pro obsah kruhuRe= 77 2.
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3.1.4. Strofoida

obr. 8

1. V pripact strofoidy budeme hledat vzorec pro vgpbobsahu sniky této Kivky.

Funkci f(x), kterou pouZijeme ve vzorciP(a,b, f(x))=[f(x)dx, odvodime

D ey T

z analytického fedpisu pro strofoidu. Vyjatme siy ze vztahu(a— x)y? = (a+ x)x2.

atx
a—XxX

y=f(x)==

+
2. ProtoZe strofoida neni funkce, aiévka popsana dima funkcemi f,(x) = XJZ X :
- X

f,(x)=- ATX musime zjistit, ktera thto funkci popisujeast Kivky omezujici
a-x

interval <—a,0> shora. KdyzZ si zkusime dosadit zalibovolnou hodnotu z intervalu
(-a)0), vidime, Ze funkcef,(x) nabyva zapornych hodnot a funkdg(x) hodnot
kladnych. Ztoho wvyplyvd, Ze budeme pracovat sdéaink pedpisem

+ . ) y
f(x)=f,(x)=- %. ProtoZe je strofoida sownma podle osyx, miZeme pro

zjednoduseni integrovat jen horni polovinu strofadobsah nasobit dma.
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3.Za dolni mez dosazujenitslo (- a), horni mez je rovna.

0

P=2[-x/2 X
o Va-x
pouzijeme substitucy?® = arx
a-x
2—
28X, :ayz A k=, 4y dy
a—X y +1 (y +1)

__ tay’-a 4ay -y
-yl o

Vyraz v integralu pevedeme na parcialni zlomky.

y'*-y* _Ay+B Cy+D  Ey+F
3 [\,2 + 2 + 3
(2 +1) b7+t (2 +1f (7 +1)
y*—y? = Ay’ +By* +(2A+C)y® +(2B+D)y? +(A+C+E)y+(B+D +F)

y’:0=A A=0
y*:1=8B B=1
y®:0=2A+C C=0
y?:-1=2B+D D=-3
y':0=A+C+E E=0
y*:0=B+D+F F=2
y'-y*_ 1 3 2

+

(y2 +1)3 ) (y2 +1) (y2 +1)2 (y2 +1)3

P——8aj(—)dy+24azj'4d 16a2.[4dy K+L+M

oy +1
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Jednotlivé integraly si figeme oznéit K,L,M a spditat je kazdy zvI&s
1 1 )

K =-8a° (—)dy = -8a’|arctgy/|, = -278°
J(: y2 +1 [ w]0

Pro L,M pouzijeme rekurentni vzorec, ktery nam umgé mocninu ve jmenovateli

postupr snizovat o jedriku.

1 1 y 2n-3 1
.[(yz +1)n dy_zn_ZD(yz +1)n—1 +2n_2q‘(y2 +1)n—1 dy

1

= G+ X

_ o1 |1_y 1
L_24a2£(y2+1)2dy{zt-(m+§[arctg/

0

et gl Yy L3plp vy 1 _
M = 16aJ;(y2+1)3dy— 4G(71)2+4EE2E(T+1)+ 2Earctg'}
0

1

|l ¥y .3
4[(y2+1)2 8

zy +—3@rctg/ =t -
y+1) 8 2

0

_ _ 2 2 3 _ o_ .2 ma’
P=K+L+M =-2a*+ 64 +377a2—4a2—577a =2a 5

2

Obecny vzorec pro obsah stky strofoidy je P = 2a” - ﬂ; :
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3. 2.0BJEMY ROTA CNICH TELES

3.2.1. Rotaéni kuzel

f(x)=kx

\J

obr. 9

b
1. Pro odvozeni objemu pouZzijeme vzorec pro objentnith €lesV = J.ITDf 2(x)dx .

Rotani kuzel vznikne rotaci trojuhelnika na obrazkuekolosyx.

2. Potebujeme znat konkrétni tvar funkcg(x) = kx+q ohrantujici trojuhelnik na
obrazku shora. Vidime, Ze grafem funkce jémka prochazejici g@étkem soustavy
souadnic. V tomto fipact g =0 a hledana funkce bude ve tvaft(x) = kx. Smernici

k mizeme odvodit najklad nasledowé

X=5:> y=LD<:>k=L
roy v v
Predpis funkce, ktera popisujéimku na obrazku, je (x) = - .
v
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b
3. Nyni musime integrovat odvozenou funkci podle veo%:IﬂDf 2(x)dx; r,va

a

71 jsou konstanty. Pro meze plakE OQb=v.

v 2 2 37V
\l=jﬂEﬁLD<j dx=T2 X0 21y
.V vV 3] 3

Obecny vzorec pro objem r@ta@ho kuzele jev = énzv.

3.2.2. Komoly rotaéni kuzel

mﬁq

-

\4

obr. 10

1. Pro odvozeni objemu imeme vyuzit vzorce pro objem rotach ¢€les

b
V= J.ITDf 2(x)dx. K tomu potebujeme pedpis funkce proifimku, kter&ctyituhelnik na

a

obrazku omezuje shora.

2. Odvodime ho néasledow¥n

Obectt Ize linearni funkci zapsat taktd:(x) = kx+q

a7



g je posunuti grafu funkcef (x) ve sméru osyy. Vtomto gipadt to znamena
vzdalenostr, a to je polonsr horni podstavy komolého r@ét@ho kuzele. Sirnici
k chceme takeé vyj&d pomoci polongri a vySky kuzele. My vime, Ze
k=tgp="—12.
\

TakZe nyni uz rizeme napsat funkci popisujidiimku.

f (x) = m k+ r,

\

3. Protozer,,r,,va 7n jsou konstanty a pro meze platF 0,b = v, tak vyp@éet objemu

je uz snadny.

v _ 2 e V23V _ 27
V:ﬂq(_rl V—rz Ck+ rzj dx:—ﬂ(rl ") {X—} f20 ) rZ){L} +7m)*[x]; =
0 0

vV 3 v 2 |,

v
:gtﬂrf +2rf,+r 22)

Obecny vzorec pro objem komolého «oténo kuzele je/ = % Eﬁrf +2r,r, + rzz).
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3.2.3. Rotaéni paraboloid

obr. 11

1. P¥i odvozovani vzorce pro objem rétdho paraboloidu gtesa omezeného rétam

paraboloidem a rovinou kolmou k jeho ose ve vzd#gény od vrcholu paraboloidu)
b
muzeme opt vyuZit vzorce pro objem rataich tles V =IﬂDf2(x)dx . Rota&ni

paraboloid vznikne rotac¢erveré ohranteného Utvaru na obrazku kolem asy

2. VysSka rot&niho paraboloidu je tedy a polongr podstavy si miZzeme oznéit r .

Funkeni predpis pro parabolu, uméstou v kartézské soustavsodadnic jako na

obrazku, jey® = 2 px. Protoze chceme, aby ve vzorci figurovala vy$ka polongr r,

vyuZijeme toho, Ze na parabole lezi bod atadnicich[v,r] .

2 2
Yy =2pxX= I’ =2pv=> 2p:r7:> y= )):r7 >

b
3. Takto upraveny fundni predpis budeme integrovat podle vzoiMe Iﬂ[lf 2(x)dx;

r,van jsou konstanty. Pro meze platE O,b=v.
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\ 2 2 27V
y:jﬂd—D(dx= - X zl7Tr2v
5V Vv 2

Obecny vzorec pro objem rgtd@ho paraboloidu j&/ =%m2v.

3.2.4. Koule

>

obr. 12

1. Pro odvozeni vzorce objemu kouldireme opt vyuZzit vzorce pro objem rataich
téles. Vtomto pipact nam bude kolem osy rotovat milkruznice omezena osoxi

Palkruznice je ale symetricka (osbwsoungrna s osowy), a tak se riweme zardit
pouze na prvni kvadrant.

2. Funkci, kterou budeme integrovat, si odvodime zyicého edpisu pro kruznici

X* +y® =r? tak, Ze si vyjatimey.

f(x)=y=#Jr2-x?
ProtoZze nas bude zajimat jen prvni kvadranfizeme pouzit funkci ve tvaru

f(x)=+r2-x2.
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b
3. Nyni budeme integrovat odvozenou funkci podle veokC:Iﬂsz(x)dx; ra

71 jsou konstanty. Pro meze plakE Ob=r .

Obecny vzorec pro objem koulee= §n3.

3.2.5. Anuloid

X2+ (y_ a)Z: r2

v

obr. 13

1. Protoze se jedna o rétd téleso, tak pro odvozeni objemuiazeme opt vyuZzit
b

vzorce pro objem rotaich tles V = [ 770F *(x)dx. Anuloid vznikne rotaci kruznice
a

vyznaeneé na obrazku kolem ogy
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2. Vzdalenost sedu kruznice od p@tku soustavy sdadnic (jedna se vlasino
poloner anuloidu) jsem ozrd a, poloner kruznice jer. Analyticky predpis pro takto
umisgnou kruznici je x* +(y—a)2 =r?. Kruznici mizeme popsat dma funkcemi,

2

horni polovinu kruznice funkci f,(x)=a++r?-x*> a dolni polovinu funkci

2 2

f,(x)=a-vr?-x*.

Pfi vypoétu objemu se bude vlasthjednat o rozdil dvouéles, ktera vzniknou rotaci
kolem osyx. Prvni tleso bude shora ohraeio funkci f,(x) a druhédleso bude shora
ohranteno funkci fz(x). Protoze je takto umisty anuloid sourdérny i podle osyy,
muzeme poitat s mezemia=0,b=r . KdyZ ale pouzijeme tyto meze, musime objem

zdvojnasobit, protoze jinak bychom dostali jen abj&ésti anuloidu napravo od ogy

3. V tomto giipadt jsou konstanty , r ak. Pro meze platia=0,b=r .

V= 2ﬂj'(a+m)2 dx- erj( a—x/ﬂ)2 dx=
0 0
= 2nj'(a+\/r2 —x2)2 —(a—\/ r’— xz)zdx: 277Jr' 4ad/ r*— x*dx=
:8narJ: 1—(?)(jzok

- . X .
pouzijeme substituct = sint
r

Iy

2 V4 m
\1:8ﬂar2jco§td= grar’[t]z + 2rar’| sinflz =_2%r’®
0

Obecny vzorec pro objem anuloidu\e= 277°ar?.
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3. 3.DALSI ZPUSOBY VYPOCTU OBSAHU GEOMETRICKYCH
UTVARU A OBJEMU TELES

3.3.1. Obsah geometrického utvaru

Ch&l bych ukazat izné istupy vyuziti jednoduchého a dvojného integralu na

piikladu, kde mame najit ploSny obsah dtvaru, prorykiglati podminka

2y< X+ Yy < 4y.

v

obr. 14

Jedna se o mnozinu ohré&anou d¥ma kruznicemi. Prvni kruznice, oztiane si ji k;,
ma analyticky tvanc +(y—1)* =1, coz znamen4, Zze ma polani a sted v bod [0,]].

Druhéa kruznicek, ma predpis x° +( y-2)” = 4, sted v bod [0,2] a polonér 2.
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1. Vypocet pomocjednoduchéhoRiemannova integrélu

Pfi  vypoétu pomoci jednoduchého Riemannova integralu poud#vavzorec

b
P(a, b, f(x))=j f(Ydx Pro nd$ fipad se ale vzorec moc nehodi, protoze si

a

neumime jednoduSe vyjady z danych pedpigi pro kruznice.
Jak mizeme piklad vyreSit?

a) Utvar zobrazime v osové sosmosti podle osy 1.kvadrantw € y). Tvar obrazce

bude zachovan, v analytickém vyfadi to bude znamenat zé&nu proménnych x a y.

A

obr. 15

Ted plati pro kruznicek, : y =+,/1-( x—l)2 Kty =£4-(x- 2)2

Obsah utvaru je roven rozdilu obsatruhi vymezenych kruznicenk,, k, .

P="P(k,)- P( Ig)=2j:«/4—( x-2) dx qj,/ Hx)d

Oba integraly si vieSime zvlas
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PouZijeme substituck—1= sint

L
2

=TT

T

P(k)=2

—_—nly

cog td:[t+smz}

NIy

Druhy integrél spéitdme podobé&
4 4 _2 2
P(k,)=2[4-(x- 2)? dx= 1—()‘—) Y
(k) =2 fa-(x- 2 o= (%

- . X=2 .
Pouzijeme substltumz— =sint

:
[,==

us

—l Yy

P(k,)=8| cos td= {HSigz

Ny
N

P=P(k)-P(k)=4m-m=31

Obsah obrazce ohraeiného kruznicemi j&r7.

b) Oke kruznice posuneme tak, abyest kazdé z nich byl veisdu kartézské soustavy
souadnic. Tim se zgmi tvar Utvaru a analytické vyjéehi kruznic, nicméhobsah mezi

kruznicemi ZAistane zachovan a budeme schopni jégsiy.

Pro kruznice plati:

k:X+y=1= y:iwll—(x—])2 X+ Y =4 y=x 4 ( x- 2)2
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Stejre jako v redchozim fipact bude obsah Gtvaru roven rozdilu obsakruht

vymezenych kruznicemik;,k, ale narozdil od jedchoziho fikladu budeme

substituovat troSku jednodussi vyrazy, jinakggeni velmi podobné.

P= p(|<2)_ p( K):4jﬂdx—4jmdx= qr-m=_3r

2. Vypocet pomocidvojného Riemannova integralu

obr. 16

Obsah atvaru mezi kruznicemitipvypoctu pomoci dvojného integralu bude roven

dvojnasobku saitu obsal B a P, na obrazkuP=2(R+R).

Obsahy jednotlivych utvarsi sp@&itame opt zvlag.
4~(y-2)°

Pl=;f { dx dy:ZE 1—(%2jzdy
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Pouzijeme substituc}/;—2 =sint

i
2
=7
0

3 .
P1=4J'co§tct= {t_'_SII;Z
0

Nyni sp&itame obsat®,.

Va-(y-2)° 2 2
[ ax|dy=[\a-(y- 2 ay-[{ (v ¥ o=
(y-2? 0 0

1|

P2:

O =N

=2|t+

2 2

sin 2[}O ~ 1[t+ sin 2}2 _7T
_n _ 2

Obsah obrazce ohraeiného kruznicemi j&77.
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3.3.2. Objem elipsoidu

v

/
\

obr. 17

1. Odvozeni vzorce pomodnoduchéhoRiemannova integralu
Jednoduchym Riemannovym integralem lIze odvodit ezopro objem rotaiho

elipsoidu a niZzeme rozliSovat 2ifpady.

a) Rotani elipsoid vznikne rotaci elipsy kolem asypoloosaa).

V, = n.ef b? Eﬁl—:—zjdx: 27Tl | >§2 - ngz{é} :ﬂnaﬁ

2
a 0 3

Pro poloosuc plati: c=b.
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b) Rota&ni elipsoid vznikne rotaci elipsy kolem ogypoloosab).

a a 2
Vv, = ZZTDI x[F? (%) dx= ZEZTI xb;/ 1—% d>
-a 0
2

... X
pouZijeme substitudi = pe

1 2 1
v, = anb| XB;—X\/l— tdt= 277t B /I to
0 0

pouZzijeme substituai =1-t
1

v, ZZITaZb(—l)J.\/_Udu: rd t{% lﬂ} du:%'ﬂ al

O ———
Pro poloosuc plati: c=a.
2. Odvozeni vzorce pomodivojného Riemannova integralu

Rovnice, kterou je elipsoid s poloosamb,c pgopsan v kartézskych s@aadnicich, ma

tvar

Pro zjednoduSeni budeme integrovat jen hofiélipsoid, ktery je omezen rovinou

2 2

X . .- : .
z=0 a plochouz=c 1——2—§, jejiz rovnici dostaneme z rovnice elipsoidu.
a

Nesmime ale potom zapomenout, Ze objem celéhooalipsbude dvojnasobny.iiP

uréovani mezi integrélbudeme vychazet z toho, Ze podstaikelpsoidu je omezena

. NG yz
ehpsou; +F =1.
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obr. 18

Vime, Ze x maZe nabyvat hodnot-a,a). Hodnoty, kterych bude nabyvat-

sloZka jiz budou zavislé na a tuto zavislost si vyj&tme z rovnlce— +y—2 =1

2
1= y=+bQ1-=;
a

x budeme integrovat v mezich a, a)

y budeme integrovat v me2|c<h— b E{/l—— b E{/l——>

2 2
-2 -1
a> b

a’
2 2

y

ot =
a b

dy |dx

Nejdiive si spditdme integral v zavorce, theme si ho ozridt A. MiZzeme také

2
. o ox .. . , -
provest substituc 1—? =m, protoze vyraz seipintegraci podley chova jako

konstanta.
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a? 2
A= I ,/1— dy j,/ bzdy- mj 1— binj dy

2
X
—b, [1-=
az
y

pouZzijeme substitucib— =sint
m

'—:N\EI

A=bnf

2

cotdt= b j +cosZ J[H smfZT 7o
s 2
2

NIy

2
Ted’ dosadime zan zase zt odmocnmu,/l— X , protoZe budeme integrovat podle
a’®

2 a
V= ch A)dx= ﬂbcj(l——jdx:ﬂb{ >e3—X32} =%ﬂ ab
a’ a | _

Obecny vzorec pro objem elipsoidu\e= gmbc.

3. Odvozeni vzorce pomotiojného Riemannova integralu

2 2 2

Opét budeme vychézet z rovnicex—2+;/—2+z—2=1, kterou je elipsoid popsan
a C

v kartézskych saadnicich.

x budeme integrovat v mezich a, a)

y budeme integrovat v me2|<<h-bE{/1— E{/l——>

2 2 2 2
z budeme integrovat v mezi h—cE{/l—X—z—y—z,c E{/l—x—z—y—2
a® b a® b
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Trojny integral sestavime nasledévn

Pro zjednoduSeni vyptu vyuzZijeme toho, Ze elipsoid je ososymetricky podle vSech

souadnicovych os.

b1 o fr-X-Y b |1-X

a \/; a2 b a £ 2 2

v=zfl2 [ |2 | dzdydxij[}x—i}cycb
0 0

2 2
0 0 0 a~ b

Vyraz vtomto tvaru je stejny jako u dvojného intdg, takZze dale bychom uz

postupovali stej&
V= 4 yrabc
3
3.3.3. Objem kvartoidu

Plocha kvartoidu je dz'anafepjpisemz=i3(x2 + yz)z, kde a je parametr. Mame-li na
a

mysli objem kvartoidu, je to objendlésa ohrarieného touto plochou a rovinou kolmou
k ose sourérnosti kvartoidu v libovolné vyScer (vzdalenosti od vrcholu). Vrchol

kvartoidu je v péatku soustavy sdgadnic.
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obr. 19

1. Odvozeni vzorce pomodnoduchéhoRiemannova integralu

Pfi odvozovani vzorce pro objem kvartoiduibeme postupovat nasled@vriNajdeme

. - . . ] L. .1 .

jeho pfisenici s rovinou xz, takze volimey =0 a dostavame rovnicz = — X'. Jednéa
a

se o pedpis mocninné funkce, grafem jvka podobna parabole. Jako nejjednodussi

feSeni p odvozovani se nabizi vyuziti vzdrpro objem roténich tles.

b
a) Uvazujme pipad, Zedleso rotuje kolem osy, potomV = 2ﬂj x[If ( x)dx.

ProtoZze vzorec fZeme pouZzit fd vypoctu objemu rotaniho €lesa, které je omezeno

ve snéru osy z funkei f(x) a funkci z=0, musime vysledny objem gitat jako

rozdil objemuV, vélce o vy3cev a polongru Jva® a rot&niho glesa o objemu, (viz.

obrazek).

S Yvé
\/1=27TJ. x[-g—sdx; \/Z:ZTI x>
0 0
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M 4 2 \A/E
V=V, -Vi=2m | xie g de im\ri; =2raf a
5 a 2 6a’ |, 3

Obecny vzorec pro objem kvartoidu\}’e=§ﬂav\/ av.

b) Kdyz poot@&ime soustavu sdadnic o 90°, dostaneme analogickou situaci jako

v ptipadech, kdyZ jsme piali objem roténich €les rotujicich kolem osy pomoci
b
jednoduchého Riemannova integrédwjanz(x)dx.

A

X

\4

obr. 20

b
Pro tento nas ifpad si vzorec pozémime V=IﬂDf2(z)dz. Abychom mohli

integrovat, vyjatime six= f(2), tj. f(z)=%a z. Protozez bude nabyvat hodnot od

0 dov, kdev je vySka kvartoidu, fiveme do vzorce dosadit a dostavame:
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\

\_/=J:.ﬂ[é<‘/aTz)2dz: ﬂx/_é[g ;} =—§7T a/ a

0
2. Odvozeni vzorce pomotibjného Riemannova integralu

NejdilezitejSi je sprava zvolit meze, ve kterych budeme integrovat .

Xx—ova slozka nabyva hodna{t—@,m>

Pt ur¢ovani mezi —oveé sloZzky vychazime z toho, #ezem kvartoidu rovinow = v
bude kruznicex® + y? = (M)Z, takze platl'yD<—\/\/E— %;J\/ﬁ— >3>

Hodnoty z—ové soudadnice jsou omezeny zespoda plochou kvartoidu eastowinou

Z= V. zD<$(x2+ yz)z;v>.

V= J' J' I dz |dy |dx
v | - | S y?)

a

JeSt neZz se pustime do integrovani, bude vhodné sgriate troSku zjednodusit,

zavedeme substituaiva® = m a také vyuzijeme symetrie kvartoidu.
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<
1
I
o'-—.§|
o'-—.?‘
i)
c_,<
H
i/
o
<
o
X
1
e
Py
o'—:;‘
o
$
| =
—
>
+
<
N—
N
o
—_
o
)

Ly a
= 4? :vy——3 X' y- 2;(;2/3 _5_%;}0”’"5 dx=
=4Jf Vm—é %\/T_sz(m—?)?m_( m- f(f)sax/j}
—4vfmdx— 3235x4mdx— 15?
0 0 0
s 32 g l6m o 4t

15a° 15 =’

Jednotlivé integraly jsem oz&ih A, B,C. Bude jednoduSsi , kdyZz si i@gim kazdy

zvIa¥.

Jm
A= j\/m— Xd x
0
PouZijeme substituck =+/m3in t

mm

A=|mld §tdt——['[]2+ [s|n2]2__4

o'—.l\)\l{

Jm

B= I X' G/ m— Xd »

pouzijeme stejnou substituci jako ¥epdchozim pipad

Jm 3 35
B= I X' A/ m- Xd x= rﬁfsin4 ftogd tdFm?f( ¥ cos? d
0

0

\ Ny

I\)|3w

oty O—NIy

(1+2cos2+ cob O wr— j( 4 3cos2 3éos+2 tog 2=

cos2 di——J' cos# —rgji co?.@—l §int)2td

30)

dt -

=
(o]
oo|3»

ot—nly
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Prvni i integraly jsou jednoduchéfipntegraci¢tvrtého pouzijeme substituci
sin2 =k

m R 7 m
[ ]2 ——[sm 2t] 2 ——[ sin 4] 2 +_14;k__3l :_32
C= j e/ m- %d x= rﬁjsm ttos tdtz—[ }2 -_[ sin 42 _Tf'g

Nyni miZzeme dosadith, B, C a pokr&ovat ve vypotu objemu.

1%°® 32 15 16 a8

V:4Vﬂ4— 32 D(m? 16md7rﬁ 4rﬁd7_m T

Vratime se k fivodni substituci a dosadinme=+/va

3
n(\/va"’) 5
V= vad ———"—==7raw a
3a 3

| touto cestou jsme dos&ip k tomu, Ze obecny vzorec pro vyie objemu kvartoidu je

2 - . . : L .
:Ena av, alevidime, Ze pomoci vzorce pro objem wotich €les byla integrace

podstat jednodussi.
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3.3.4. Objem pravidelného étyiFbokého jehlanu

v

obr. 21

1. Pro odvozeni vzorce objemu jehlanu vyuZijeme #&bm integralu, jako
nejvyhodrjSi se jevi umighi jehlanu do soustavy staanic jako na obrazku. Vidime,
Ze u symetrického jehlanu &tavypcatitat objem ¢asti jehlanu v prvnim oktantu,

vysledny objem budéatyrikrat vetsi.

2. Budeme peitat objemV, c¢tyistnu, jehoz vrcholy jsou bod¥,L,M a paatek
soustavy satadnic.Ctyfstn je omezen rovinamk =0,y = 0,z= 0 a rovinou o, ktera
je ukena bodyK,L,M . Analytické vyjadeni roviny p miZzeme zjistit nasledujicim
zpasobem. Nejtive si vyjadime sotiadnice bod K,L,M pomoci vysky jehlanw a

délky stranya.

Nz

K=[a,0,q;L=[0a,4 M =[0,0], kdea =—-a

Po dosazeni do obecné rovnice rovai#+ by+ cz+ d=0 dostavame

d d __ d

=- 'b:——,C———

a’ a Vv
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V2

Tedy obecna rovnice roving je vx+ vy+72 az—7 aw=0.

3. ObjemV, budeme pé&itat pomoci trojného integralu, kde

X budeme integrovat v mezi<<t0;g a>

y budeme integrovat v mezi<<|0;§a— x>

2vx  2vy
Z budeme integrovat v mezi¢lo;v ———
k ‘< J2a ﬁa>
V2 fz [ v-2X_ 2w V2
28 2 V2a 2a 2 7a X
V, = dz |dy|dx= V-— jd dx=
T T 12
V2, 2, V2,
_ Zj _2uxy_ W |2 ZJ' 2 VX+\/_2V>% e
Y Tz J2a, 4 2

2,
_|1+2 vz J2vR |2 va
=| X2 avx——=+ =
4 2 6 o 12

2
v=ay=a¥d =1y
12 3

Obecny vzorec pro vyget objemu pravidelnéhgiyibokého jehlanu j& :%vaz.
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3. 4. TEZISTE TELESA, STATICKE MOMENTY

3.4.1. Elipsoid

Pomoci uvedenych vzaraniZzeme nafiklad owfit, Ze €2iS&€ elipsoidu s jednotkovou
hustotou je ve #tdu elipsoidu. ® umise&ni sf¥edu elipsoidu do Btdu kartézské
soustavy by idzist mélo byt ve stedu kartézské soustavy $adnic.

1. o(xy,z)=1

2. Ve vzorci pro sotadnice ¢lesa figuruji statické momenty a hmotnaséesa, ktera je

pro jednotkovou hustotg@lesa rovna objemulesa.
m(M)=ﬂiabc
3
3. Spaitame jednotlivé statické momentgldsa. Z&neme momentemSyz(M)

vzhledem krovid yz, kde niZzeme pouzit &které ¢asti z odvozovani objemu

elipsoidu.

Protoze integrace podl® nascéeka az nakonec, imeme x vytknout jako konstantu,
pouzit stejny postup jako u integrace samotnéhpseiliiu a navazat v méstkde

integrujeme podlex.

a N X a
S,.(M)= ﬂbc_JI x—;jd x= ﬂb% %—ELI =0

Staticky momentS,,(M) vzhledem k rovia yz je roven 0.
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Protoze pi urcovani mezi elipsoidu izeme zéit od libovolné sotadnice, umime si
integral pFipravit tak, aby integrace podle prémmé, kterd je obsaZzena ve vzorci,

nasledovala az nakonec, a potom analogicky cebgrat spoitame.

Pro statické momenty tedy plagj (M )=0, S,(M)=0, S,(M)=0.

v

4. Ted uz jen dosadime do vzdrpro sodadnice[x (M),y,(M ),z (M)] tzis& tslesa

M a plati:
_S.(M) _ _Se(M) _ _Sy(M) _
M) ) =~ LM)= 3 =0 2(0)=i=o

Souadnice #2idts elipsoidu v kartézské soustawsouadnic jsou [000], zcehoz

vyplyva, Ze £Zist elipsoidu leZi v jeho &du.
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3.4.2. Osmina koule

obr. 22

VM

z=0 a kulovou plochow’® + y*+ Z2 = r* ; pro x, y, z plati x=0,y=> 0,z> C.

1. Nejdrive odvodim pomoci trojného Riemannova integralarez pro objemétesa

M umistného v prvnim oktantu. Je tedglba uéit meze, v nichz budeme integrovat.

Zakit mazeme teba osoux, kde x mize nabyvat hodnof0,r). Pak yD<O,\/ r2 - x2>

a ZD<O,\/ r’—x*- y2>.
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0 r-—X
pouzijeme substituci—— = sint
r’—x?
2 _ 2 2 (rz_xz) sin2 H 2 _ 2\
A:(r - X ).([cosztch 5 {t+ > L :(r - X )71
r r 3 r 1
V(M)=£(A)dx:7££(r2—xz)dle—i xrz—X—Bl):iﬁ

Objem tlesaM je %nr?

2. Budeme opt uvaZovat jednotkovou hustotw(x,y,z)=1), a tak hmotnosttesa

bude rovna jeho objemu.

3. Pri vypoétu statickych momeittélesa zéneme stejé jako u elipsoidu statickym
momentem SyZ(M) vzhledem krovia yz, kde vyuZijeme postup z odvozovani
objemu a navazeme é&paz ve chvili, kdy integrujeme podbe (x se gestava chovat

jako konstanta).

7T | alxerr x4l 1
SyZ(M)ZZ_([X[ﬁrZ_XZ)dX:Z{ 5 _—:| =T67Tr4
0

Pokud bychom z#mili poradi @i urcovani mezi, analogicky bychom deégk tomu, Ze

SXZ(M):%;ﬂr“, Sxy(M)=%7Tr4.
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4. Pro sotadnice ¢ZiSt télesa M plati:

302 sS4

N
|oo IIloo
o
N
iy
=

I

3
=
=
|oo

Souadnice ¢lesaM v kartézské soustasouadnic jsou[gr,ér ,ér }

3. 5.MOMENTY SETRVA CNOSTI TELESA

3.5.1. Kvadr

c/2 /

b/2

v

obr. 23

1. Kvadr M umistime &ziStm do pa@atku soustavy sdadnic, hrany kvadru budou
rovnolEzné se saiadnicovymi osami a osy rotace se budou séasimicovymi osami

shodovat.

f dxdydz= ab

—nl o
—nlT

Pro objem kvadru plai¥ = j”dxdydz=
M

N o
IR

Nio
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2. Predpokladame, ze kvadM je homogenni(o =konst), potom pro moment

setrva&nosti vzhledem k os& plati

(§/+®dd9=x

— N
—N T
N\o'—:r\)\o

ﬂ y+z W(xy ddxdydzo

N
N o

ab ab a b
2 2 22 2 2 & > (,3y5

=0 +— | dydx= +—|d +—2 d
:[‘__[)[Zyz 31‘: i U_ja_jb( &l 12} )dXZU:[i oy 12} *
2 2 272 > 2

: 2 ch® bc

'”L(?EJ‘” B+ )= gl +¢)
2

kde m je hmotnost kvadrfm=oV =cabg.

Pro momenty setréaosti vhledem ke dalSim s@dnicovym osam plati analogické
vztahy.

Plny stejnorody kvadr ma vzhledem k navzajem kolng®am x, y, z prochézejicim

jeho stedem momenty setryaosti

IX(M):l—n;(b2+c2) Iy(M)zl—n;(a2+cz), |Z(M):T”2'(a2+ b?).

3.5.2. Koule

1. Homogenni kouliM o polonméru R ohrantenou kulovou plochow® + y*+ Z = R

umistime dtdem do p&atku soustavy sdadnic. Ze symetrie koule vyplyva, Ze

momenty setrvénosti vzhledem ke vSemem sotadnicovym osam budou stejné, proto

stasi vypositat nap. moment setrvosti 1, (M ) vzhledem k ose.

2. Integral sodtu mizeme rozepsat jako simt integrai.
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IX(M):J'J' y’o(xy, z)d>d3dzrm- o( xyd gz
= JJ-'U y?dxdydz+ Um Zdxdydz

Opet vyuzijeme toho, Ze koule je symetrickd i wré¢ovani mezi, ve kterych budeme

integrovat pipravime situaci tak, abychom integrovali vzhledémy, resp. z az

nakonec ato v mezich-R R).

|X(M):a”jy2dxdzdy+a”j Zdxdyd =

y z X zZyXx
R VR-y R-y-7 R JR-2 RP-y-7
:O'J. y? j dxdz dy+JJ' 7 j dxdyd:

-R
3. Postup @ integraci uzavorkovanyclasti je totozny jako postupiipvypoctu
pouzitém pro statické momenty osminy koule, takidst@vame

R

M:UJ yzn(Rz— yz)dy+a_f zzn( R- f)d z

R R

ZITU'[(RZ)/Z—y4)dy+ﬂUJ- RZ7- Mz

kde m je hmotnost koul{m: o= JElganj

PIna stejnorodd koule méa vzhledem k ose prochazegigm stedem moment

setrva&nosti | :émRz.
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3.5.3. Vélec

\ h/2

\ 4

obr. 24

1. Homogenni valecM o0 vySce h a polongru R umistime sedem do pé&atku

soustavy sotadnic. Z obrdzku fizeme vyist, Ze vtomto Pipact se liSi moment

setrv&nosti valce IZ(M) vzhledem k osez( ve spojitosti s momenty setkrsosti
valce je nejastji uvadiny) od momert setrvanosti |, (M) a I,(M), které jsou

totozné.

2. Pro ugeni momentu setr¢aosti homogenniho valce vzhledem k asgsem zvolil

nasledujici postup.

IZ(M)=UJBJ;J'(X2+y2)dxdydzza(j£j g [ f/d)d)d}:a( A

Ted’ sta&i vyreSit aspd jeden z integrdl za které jsem zaved| substituée resp.B,

pro druhy bude platit obdobny postup.
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VR- %

2dydd x
N

:_jRthzx/Rz—xzdx: 2hF_§R %/1—(%) d:

- .o X .
pouzijeme substituci- =sint

C— N [ T

A=o—wx2dxdydz=i

NIT
o

H . 2 hR“g
A=2hR [Tsm2 tttostd= hFé‘J'”( ¥ cos? d—T L( 4 2cos? éos) 2t
2 2 2
4 Ul 16 T

Pro integralB jen zandnime meze prg-ovou ay-ovou sodadnici

h
R 2 JR-¥
B=of[[ yddydz= | | §d>dny:”hTR4

Pro moment setr¢aosti vzhledem k ose plati

|Z(|v|):a(A+B):a(”T4+”TJ:U”hR:

1mR2
2 2

kde m je hmotnost vélceém: cV=cmrR i) :

Vidime, Ze v tomto fipact moment setrvmosti vibec nezalezi na vysce valce ale jen
na jeho polordéru a hmotnosti.

Ted’ jeS€ doplnim moment setr¢aosti valce vzhledem k stadnicové osey .

|y(M):aw(xuf)dxdydz:aw oz %dxiyljpa( A X
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Vyslednou hodnotu pro integrah mizeme pouzit ziiedchoziho fikladu, zbyva nam
uzjencC.

ERW 2 R
c:amzzdxjwlz:jj j idydxizj 2%j\/ R >d d=
M _g—R_m _2 -R

N =

Pro moment setr¢aosti valce otéejiciho se kolem osy (stejré jako pro moment

setrv&nosti vzhledem k ose&) tedy plati

hR +7ﬂ13R2
4 12

Iy(M):a(A+C):a( j=14mF$+i mh

12

PIny stejnorody valec ma vzhledem k podélné (genoké) ose moment setréaosti

I =%mR2 a vzhledem k osam prochazejicim jekibidttm, které jsou k podélné ose

kolmé, momenty setr¢aosti | :%me2 L R
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4. ZAV ER

Vysledkem meé prace je odvozeniékterych vzoré pro obsah Utvér
(trojuhelnik, elipsa, kruh, strofoida), odvozerkolika vzordi pro objem &les (rot&ni
kuzel, komoly rotani kuZel, rot&ni paraboloid, koule, anuloid, elipsoid, kvartoid a
jehlan), odvozeni vzoicpro statické momentyles (elipsoid, osmina koule) a také

odvozeni vzont pro momenty setr¥aosti tles (kvadr, koule, valec).

Pri odvozovani jsem pouZzival pouze systém kartézskpaladnic a nezavéti
jsem sowadnice polarni. Problém byl v tom, Ze&které integraly se nedaji kartézsky
dolie vyjadit, a proto jsem v diplomové praci neodvodil vzorggech atval, které
jsem pivodre zamyslel. Obrazky, které dapiji témei kazdy vypdet, jsem vytvdil
v programu Cabri Geometry Il Plus. SnazZil jsem aby z obradzk bylo dolie
pochopitelné, prdvolim dané integkai meze a jaky budagdpis funkce pro integraci.
Z davodu lepsSi orientace v textu jsogtsinou jednotlivé fiklady rozaleny na fi ¢asti.

U odvozovani vzoric pro obsah Gtvdra objem é&les jsem v prvntasti uvedl| vzorec,
ktery vyuzZijeme v integraci, obsahem druidéti bylo odvozeniiedpisu funkce, kterou

pouzijeme pro vlastni integracicasti teti.

V kapitole DalSi zpsoby vyp@tu obsali geometrickych Utvdra objend téles
jsem ukazalizné moznostieSeni jednotlivych ifkladi a je vidt, Ze rEkteré postupy
jsou zn&n¢ jednodussi nez ostatni. Proto jsem také objentnimta €les odvozoval

pomoci vzoré k tomu utenych vyuzivajicich jednoduchého Riemannova intagra

Tato diplomova prace e byt vyuzitelnd jako souhrn odvozeni zékladnich
vzorai pro obsahy a objemy, také seznateinde s rtkterymi fyzikalnimi aplikacemi
Riemannova integralu.i®dpokladam, Zze méa prace by mohla byt vhodna i juaesty,
ktefi se Ehem studia s touto problematikou setkavaji, a mblglim pomoci ve snaze
0 pochopeni integtaich postuf.
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