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Uvod

Cilem této bakalarské prace je seznamit ¢tenare s problematikou integralniho
poctu. Tato problematika je velice rozsahla a zajimava. Dalo by se Tici, Ze se s
nim setkal témeér kazdy student vysoké skoly nebo gymnézia. Integralni pocet se
vyskytuje v mnoha védnich disciplinach, jako je matematika, statistika, ekono-
mie, fyzika ... .

V této praci se podrobné sezndmime s integraly, riznymi metodami jejich
feSeni a ukazeme si vypocet integral na prikladech. Po precteni této bakalarské
prace by mél byt ¢tenar schopen podle typu integralu rozpoznat, ktera z metod
vypoctu povede k co nejjednodussimu vyteseni daného integralu.

Drtive nez prejdeme k popisovani obsahu této bakalarské prace, bylo by dobré
védet, co to integral je. Integral je jeden z tistfednich pojmt matematické analyzy
a matematiky viibec. Vznikl na zakladé dvou uloh :

1. urceni funkce na zakladé znalosti jeji derivace

2. vypocet plochy, kterd je vymezena grafem funkce f na intervalu (a,b) a osou
nezavisle proménné x.

Tyto dvé tlohy vedou k pojmu neurcitého a urcitého integralu. Vysetfovani vlast-
nosti a vypocet téchto spolu souvisejicich podob integralu je obsahem integralniho
poctu ([9]).

V prvnim oddilu se tedy budeme zabyvat neurcitym integralem, uvedeme si
zde Tadu definic a matematickych vét, které budeme aplikovat na ptikladech.
Druhy oddil je vénovany urcitému integralu. Ukazeme si rizné vlastnosti a me-
tody vypoctu urcitého integralu. Ve tretim oddilu budeme aplikovat integralni
pocet nejen v matematice, ale i ve fyzice, statistice a finan¢ni matematice.

Doufam, zZe ¢tenafr si po precteni této prace udéla predstavu o tom, co to
je integralni pocet, zjisti, Ze existuje cela fada rtznych integrald a metod jejich

feSeni.



Uvod do integralniho poétu

"Neni objevu, ktery by zptsobil v matematickych védach prevrat takovy
Stastny a takovy uplny jako infinitezimalni pocet, ktery by poskytl badatelim
prostredky takové jednoduché, pestré a Gc¢inné pii poznavani fyzikalnich zakont.”
- Lazare Nicolas Carnot : Reflexions sur la méthaphysique du calcul infitésimal
(1796).

Prvni zkuSenosti a pochybnosti s infinitezimalnimi myslenkami zacal mit ¢lo-
veék tehdy, kdyz chtél prenést poznatky z rovnych cCar, Gtvaru ¢i téles na oblé
kiivky, ttvary nebo télesa. Prvnim objektem, kterym se zacal zabyvat, byl kruh.
S velkou pravdépodobnosti jedna z prvnich tloh infiniteziméalniho poc¢tu byla
uloha urcit obsah kruhu. Touto problematikou se pravdépodobné jako prvni za-
byval Hippokratus z Chia (pfiblizné 440 let pt.n.l., tzv. Hippokratovy mésicky).
Priblizné v této dobé prichazi také Zenon z Eleje se svym paradoxem Achilla a
zelvy. Pfesny dikaz Hippokratovy tlohy nalezl Eudoxos (asi 408 az 355 pf.n.l.).
Eudoxtv dikaz se stal zakladem prvni teoretické koncepce infinitezimalniho po-
¢tu, koncepce, kterou k vrcholu ptivedl Archimédes.

Ve vyvoji kazdé teorie vznikd okamzik, kdy se shromazdéné poznatky zaci-
byt jednotlivé tlohy a prechazi se na hledani metod jejich FeSeni. Je to vlastné
pfechod k univerzalnim modeltim a poznatkum ([7]).

Infinitezimalni pocet je diferencidlni a integralni pocet dohromady. Pocatky
diferencialniho po¢tu mizeme vystopovat jiz v prvnich pracich G.W. von Leibni-
tze (1646 - 1716). Naptiklad v jeho dile Rozprava o uméni kombinatoriky. Toto
pojednani sepsal ve svych 20-ti letech. Touto problematikou se samoziejmé ne-
zabyval jen Leibnitz. Témeér soucasné a naprosto nezavisle na ném vytvoril teorii
diferencidlniho a integralniho poctu také I. Newton (1643-1727) ([8]).

V 17.stoleti byla predstava o feSeni tloh integraci méné jasna. Védélo se vsak,
Ze jsou to problémy cCasto velmi slozité. K jejich feSeni se Casto pouzivalo nahra-

zeni funkce polynomem. Takto ziskané vysledky byly alespon zcasti vyhovujici.



Intuitivné se tusilo, ze ziskané vysledky budou tim presnéjsi, ¢im bude stupen
polynomu, kterym aproximujeme danou funkci, vyssi. Dnes uz vime, zZe takovou
aproximaci je mozno provést pomoci tzv. Taylorova rozvoje ([7]).

Dalgim velmi vyznamnym matematikem 18.stoleti byl L.Euler(1707-1783).
Ten byl u zrodu dalsich dvou v té dobé novych oborii matematiky, varian¢niho
poctu a diferencidlni geometrie. Historie funkcionalni analyzy a integralniho po-
¢tu jde dale pres takové velikdny déjin matematiky, jakymi byli J.L.Lagrange,
P.S.Laplace, J.B.J.Fourier, G.F.B.Riemann, K.F.J.Gauss a mnoho mnoho dal-
sich ([8]).

A Neurcity integral - Primitivni funkce

Nejdfive se budeme zabyvat neurcitym integralem. Pojem neurcitého integralu
stoji na primitivni funkci. Pfi vypoctu urcitého integréalu lze vyuzit znalosti primi-
tivni funkce, proto by bylo dobré se nejdiive seznamit s problematikou neurcitého

integralu.

1 Pojem primitivni funkce

Zacneme jednoduchou definici, ktera bude tvorit zéklad celé kapitoly.

Definice 1. ([3], strana 253) Funkce ' : J — R, kde J C R je interval, se na-
zyvd primitiont funkce k funkci f na intervalu J, pravé kdyz pro vsechna x € J je
F'(z) = f(z). (V kragnich bodech intervalu J, pokud k nému patri, jde o derivace

jednostranné. )

Pro oznadeni neur¢itého integrilu se pouziva symbol [ f(z) dx a dale plati
[ f(z) dz = F(x)+C, kde C je libovolna konstanta. Neur¢ity integral je mnozina

vsech primitivnich funkci. Urcovani primitivni funkce fikdme integrovani.



1.1 Zakladni vzorce pro primitivni funkce

D4 se fict, ze integrovani je opac¢ny postup derivovani, ale integrovani je podstatné
primitivni funkce ndm poslouzi tyto zédkladni vzorce, (viz [11]) :

a) [a* dx = ff:ll +C,ae R\ {-1},z € RT

b) [adr=azx+ C,a,z €R

¢) [ L dx=In|z|+C,zeR\ {0}

d) [e*dz=e"+C

e) [a*dv == +C,a>0,a#1

)

f) [ sin x dv = —cos x + C
g) [cos x dx = sinz+C
h) [——de=tgaz+C

V) snrs

i) [ =5~ do = —cotgx +C
.])f\/l;_? dxr = arcsin v+ C
k) [ 152 de = arctg x4+ C

D) [ &8 de = in|f(z)| + C

1.2 Zakladni vlastnosti primitivni funkce

Drive nez prejdeme k vypoctu neurcitého integralu, uvedeme si nékteré zakladni

vlastnosti primitivni funkce.

Véta 1. ([3], strana 256) Necht funkce f : J — R je na intervalu J spo-

jita. Potom k ni existuje primitivnd funkce F : J — R.

Véta 2.(véta o linearité primitivni funkce) ([3] strana 256) Existuji-li
na intervalu J primitivni funkce k funkcim f a g a jsou-li a,b redlné konstanty,
z nichZ aspon jedna je ruznd od nuly, pak existuje téZ primitivni funkce k funkci

af +bg na intervalu J a plati [la- f(z)+b-g(x)] dv =a [ f(z) de+b [ g(x) dz.



Nyni jiz méame vSechny potiebné informace a mtzeme pfejit k vypoctu primi-

tivni funkce.

Priklad 1.

Najdéte primitivn{ funkei k funkei f(z) = [(1 + sin x + cos x) du.

Reseni: Primitivn{ funkce k funkei f(z) = [(1 + sin = + cos x) dz je funkce
F(z) = x—cos x+sin x4 C, to zjistime pomoci zakladnich vzorcti pro primitivni
funkee, protoze [1dz =2+ C,[ sinz dx = —cos x+C, [cos x dz = sin x+C
a zbytek plyne z Véty 2.

2 Integrace metodou per partes (po ¢astech)

Dalsi zpiisob vypoc¢tu primitivni funkce je vypocet pomoci integracnich metod.
Jednou z nejpouzivanéjsich metod je metoda per partes. V prekladu per partes
znamend po castech. Tato metoda vychazi z derivace soucinu a nasledné inte-
grace. PTi odvozovani metody per partes vychazime tedy z pravidla pro derivaci

sou¢inu dvou funkei: (u-v) =u - v+ u-v.
Metodu per partes shrnuje nasledujici véta :

Véta 3. ([6], strana 154) Maji-li funkce u,v v intervalu (a,b) spojité deri-
vace, pak v (a,b) plati [u(z)v'(z) do = u(z)v(z) — [v(x)d/(z) dz.

Uspéch metody per partes zavisi na tom, jak si zvolime u(z) a v'(x) ve vzorci.
Volba zévisi na nas, ale ne vzdy je nase volba spravnd a vede k vypoctu integralu.
Nékdy se nam muze stat, ze se dostaneme do horsi situace, nez ve které jsme byli
na zacatku. Bohuzel neexistuje zadny navod jak uvedené funkce volit, je tfeba se
to naucit z praxe, ¢ili z poc¢itani prikladi. Abychom si udélali predstavu o této

metodé, ukazeme si jeji aplikaci na prikladech.



Priklad 2.
Pouzitim metody per partes najdéte primitivni funkei k funkei [ In®z dz.

Reseni: I = [ in*z dz = *

Volba souéinu 1 - In2z je nejvhodnéjsi, protoze umime vypodcitat derivaci In’x

a soucasné zname integral 1. Napf. volba soucinu In x - In x nepfichézi v avahu :

Per partes
[lnz-lnzdr=|u=Ilnz =21
vV=Ilnzr v="

Vidime, Ze tato volba je nevhodnd, protoze [In x dx si opét musime rozlozit
na soucin, tedy 1-In z a znovu pouzit metodu per partes, coz se mi nezda hned
v uvodu prikladu pfilis $tastné. Navic ve vysledném integralu vznikne soucin %
- primitivni funkce k In x. Proto radé&ji volime souéin 1-In2z , coz je soucin dvou

funkci odlisného charakteru.

Per partes

x=|u=Inzx z/lenx-% :x-lnzx—2flnx-%xdx::c-ln21:—
v =1 V=21

— 2[Inxde==x

V tomto pripadé zde mame soucin dvou funkci 1 -In x, a proto mizeme po-
lozit u = In x a v = 1. Zname totiz integral 1 a umime urcit derivaci In x.
Opacna volba neni mozna, protoze opét nezname integral In x. Aplikujeme me-

todu per partes, ktera vede k vyteseni prikladu.

Per partes
x=lu=lner uv==1|=z-In*z -2z - lnz—[lde]=z-In*z —
v =1 v=2x

—2[z-lnx —x]=x-In*z — 2x-lnz+2z=x(In*z — 2-lnxz + 2)+C

10



Nyni si ukdazeme dalsi zajimavou aplikaci metody per partes.

Priklad 3.
Pouzitim metody per partes najdéte primitivni funkei k funkei [ - sin? x dz.

ReSeni: I = [ 2 sin® x dv = *

Vidime, Ze zde mame souc¢in z - sin?® x. Aplikujeme metodu per partes, pro-
toze se jedna o soucin dvou funkci odlisného charakteru. Nejdiive si spocitame
[ sin? x dz, kde se objevuje soudin, a to sin - sin x¥, z toho plyne, Ze bude

vhodné pouzit metodu per partes.

Per partes

a)/sin2xd1’— u=sinx u =cosx |=—sinzcosz+ [cos®xdr=
__ |V=sinr v=-—cosx
I
. . . 9 - . . 9
=—sinzcosx+ [(1 — sin x)d:v-—smxcosx+x—/sm x dx

| —
I

P1i vypoctu f sin*x dxr metodou per partes jsme dostali vysledek, ve kterém
se nam objevuje opét [ sin®z dx, proto si tyto integraly prevedeme na jednu

stranu rovnice, coz povede k vysledku.

2 [sin* v dr=—sinx-cosx+x

a tedy

[sin* x dv =% (— sin x cos x + z) = £ — S22
2 2 4

Nyni mtzeme pokracovat ve vypoc¢tu puvodniho integralu :

11



Per partes
*x=|lu=2z u =
vV =sin?zr wv=

1 ‘ =7 (g_sin42x)_f% dx+fsin42a: dr = %
x _ sin 2z
2

4

Dostaneme vyraz [ £22% dz, zde se ndm op&t objevuje soucin sin x - cos z?,

nebot sin 2x = 2 sin x cos x a tedy do tfetice pouZijeme metodu per partes.

Per partes

b) [sinzcoswzdr=|u=cosx u =—sinx|=—cos’z— [sinzcosuzdr
vV=sinr v=—coszx

2fsinxcosxdx:—coszx

a tedy

N 0082 X
[ sin x cos x do = — ©=
Dale vime, ze
sin2x 1 ; . _ _ cos’z
2222 de = 3 [ sin - cos x do = .

Nyni mtzeme pokracovat ve vypoctu puvodniho integralu :

. 2
- sin2x — €95 4 O

— 2 wsin2e o cos’r _ 2’ oz
*= 11 1

3 Integrace substitu¢ni metodou

Substitu¢ni metoda nam umozinuje zavedeni nové proménné, prevést integrova-
nou funkci na funkci, kterou lze integrovat snadnéji. Tato metoda je zalozena na
nasledujici véte.

Véta 4. ([6], strana 157) Necht funkce F(t) je primitivni funkci k funkci f(t)

12



v intervalu («, ). Necht funkce t = g(x) md derivaci ¢'(x) v intervalu (a,b).
Pro kazdé = € (a,b) necht hodnota g(r) patii do intervalu («, ). Pak v in-
tervalu (a,b) je funkce F(g(x)) primitivni funkci k funkci f(g(x)) - ¢'(x), .
[ flg(x)) - g'(x) dz = F(g(z)) + C.

Tento vysledek je zvykem v integralnim poctu zapisovat takto: [ f(g(x))-¢'(z) dx =
= [ f(t) dt = F(t) + C, kde t = g(z) a dt = ¢'(x) dz.

Casto metodu per partes a substituéni metodu pii vypocétu primitivni funkce

kombinujeme.
Daéle si vyzkousime aplikaci substitué¢ni metody na nasledujicim ptikladé.

Priiklad 4.
Pouzitim substitu¢ni metody najdéte primitivn{ funkei k funkei [z (1 — ) dz.

Reseni: I = fx (1 — 2)% do = x

Méme zde soucin z - (1 — x)!° . KdyZ se na tento soucéin podivame, prvni nés
napadne, Ze by bylo dost sloZité urcit integral (1 —x)'9, protoze musime umocnit
dany vyraz na desatou. Proto si zavedeme substituci, kde za ¢ dosadime vyraz
1 — z, jelikoZ integral +° umime snadno urcit, protoZe patfi mezi tabulkové in-
tegraly. Dale se ndm v ptivodnim integralu objevuje také x. To vypocitame z
vyrazu t = 1 — . Z toho plyne, ze x = 1 — t. Pfi pouziti substitu¢ni metody
musime urcit i dt. Vychazime ze zvolené substituce, ¢ili ¢ = 1 — x. Danou rovnici

zderivujeme = dt = — dx a odtud vidime, ze dx = — dt.

13



Tedy

Substituce
t=1—-r— —ax=t—1
* = r=1—t|=—[(1 - )t dt=— [(t"° — t')dt =
dt = — dx
de = — dt
11 12
-~ Tt ==

. - . o e s , o2
Po dosazeni proménné a dt do puvodniho integralu ziskame vysledek —tl—l + tl—Q

a do n€j za t opét dosadime vyraz 1 — z.

—__ (=2, (-2t
= nt 1w +tC

4 Integrace racionalni funkce

4.1 Pojem racionalni funkce

Protoze integrovani celé racionalni funkce je snadné, nebot jde o soucet integrali

tvaru [ ci -z dx, k je celé nezdporné, miizeme se omezit na integrovani racionalni

lomené funkce. Funkce f(z) tvaru f(z) = g g;,

s realnymi koeficienty, pfi¢emz stupeil polynomu P(x) je mensi nez stupeil po-

kde P(z) a Q(z) jsou polynomy

lynomu Q(x), se nazyva racionalni lomena funkce. Tato funkce mtze vzniknout
souc¢tem nékolika jednoduchych zlomki. Integrovanim racionédlnich funkci vzdy
dospéjeme ke kone¢nému poctu elementarnich funkei.

4.2 Rozklad na parcialni zlomky

Nez se pustime do rozkladu na parcialni zlomky, je tfeba definovat pojem racio-

nalni lomena funkece.

Definice 2. ([10]) Necht P,(z) je polynom stupnén a Q,,(z) je polynom stupné

14



Py PR )
m. Funkce tvaru R(z) = G—((‘Z)) se nazyvd raciondlni lomend funkce.

1- Je - lin < m, pak se R(x) nazyvd ryze lomend.

2 Je - lin>m, pak se R(x) nazgvd neryze lomend.

Zékladni myslenka je, zda se kazda ryze racionalni lomené funkce da rozlozit na

soucet jednoduchych zlomkt urcitého tvaru — budeme jim fikat parcialni zlomky;,

’ ’ . s, . /1.7 ’ F /17
které umime integrovat. Integrovani racionalni lomené funkce Qgg se provadi

takto: Neni — li % ryze racionalni lomend funkce, upravime zlomek na soucet
P(x)

polynomu a funkce ryze racionalni lomené ch), u niz jmenovatel Q(x) mé koefi-
cient u nejvyssi mocniny roven jedné. V obecném pripadé rozklad ryze racionalni

lomené funkce na parcialni zlomky vypada takto:

P(SL’) Al A2 Al Bl BQ
= + Foo+ + +
Qlz) x—x (x —x1)? (x — x9)! T — Ty (x — 29)?
Bm Mll’ -+ N1 MQQZ —+ N2
+...+ — + ... + 3 + 5 2+...—|—
(& = az)m P?+pr+q (P +pr+q)
M,x + N,
+ . ;

(22 +pz +q)”
kde
Qz)=(x —z)(x—x)™ .. (2> +pr+q) ...

(viz [1], strana 165)
Nyni si vyfesime par prikladid pomoci rozkladu na parcialni zlomky.

Priklad 5.
Rozkladem na parcialni zlomky najdéte primitivni funkci k funkei

42 +4x—11
J (2x—1)(2+x+3)(2x—5) dx.

™ v z, _ 4x2 4r—11
Reseni: I = f (2x—1)(2tc+3)(2x—5) dr

15



Rozklad na parcialni zlomky :

4
42 +4x—11 3

2
_ A B c __ _38
(2z—1)(2z+3)(2z—5) ~  2z-1 + 2z+3 + 2z—5 ~ 2z—1 2z+3 + 2z—5

Kde vypocet koeficientd A, B, C probiha takto :

4 +4r —11 = A(2zx+3)(2z —5)+ B2z — 1)(2z —5) +
+ C(2x — 1)(2z + 3)

42 + 42— 11 = (2Ar+3A)(2z —5)+ (2Bx — B)(2r —5) +
+ (2Cx — C)(2x + 3)

472 +4x — 11 = 4Az%2 —10Ax + 6Ax — 15A + 4Bx? — 10Bx — 2B+
+ 5B + 4C2?> +6Cx —2Cx — 3C

402 + 40— 11 = 4Az%2 — 4Ax — 15A +4Bz? — 12Bx + 5B +
+ 4C2? +4Cx — 3C

Porovnéni koeficient:

2 A4 =4A+4B+4C = 1=A+B+C
x4 =—4A-12B+4C = 1= —A—-3B+C
2 - —11 =-—154+4+5B—-3C

1l = A+B4+C=C=1-A-B=—=>C=14+2B—-B

—(C=1+B=3=2

1 = —A-3B+C=1=-A-3B+1-A—B
0=—24—4B
2A = — 4B
A=—2B
A=1=1%
~11 = —15A+5B—-3C
—11 = 30B+5B—-3-3B
32B = -8
B = -1=-12

16



Odtud plyne, ze

I=12)g5dr—[5mde+3 )55 da] =g [In]2e — 1] -

— |2z + 3|+ n|2x — 5% = 1 In| @& 4

4.3 Ostrogradského metoda

Pfi integraci racionalnich funkei je mozné uzit téz metody Ostrogradského, ktera
prevadi integraci libovolné ryzi racionalni funkce na integraci zlomku, jehoz jme-
novatel ma pouze jednoduché realné koreny.

Vychazime ze vzorce :

J Pla) . A@ /P2(x) da
Q(z) Q1(z) Q2()
—— ——
racionalni transcendentni
cast cast

(viz[15], strana 31)

Hledédme polynomy P;(z) a Py(z). Integrujeme transcendentni ¢ast metodou roz-

kladu na parcialni zlomky.
Abychom pochopili, jak se tento vzorec pouziva, vyfesime nasledujici priklad.

Priklad 6.

Ostrogradského metodou najdéte primitivni funkei [ Wﬁ—ﬁw.

ArtB 4 [ 2oth gy, a proto mu-

pes v 2. 2 dx v
Reseni: Chceme, aby [ - E mél podobu 7575+ [ 1500

f—2ac+2
sime dopoc¢itat A,B,a,b. Vime, Ze : Q(z) = (z2+2z+2)?. V tomto pfipadé jsme si

Q1(z), Q2(x), Pi(z) a Py(z) zvolili nésledujicim zpisobem :
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Qi(z) =224+ 22 +2,Q9(z) =2* + 2z +2 a Pi(x) = Ax + B, Po(x) = azx + b.

Tedy

_ z2 dx _ _Az+B az+b
I= f (z2+42z+2)2 — 2242242 + f 242242 dx

Abychom mohli porovnat jednotlivé koeficienty, musime celou rovnici zderivo-

vat.
Derivovanim :
22 _ A(x?+2x4+2)—(22+2)(Az+B) + az+b
(z2+422+2)2 (z2+2z+2)2 242242
2 = Ax?+2Ax +2A —2Ax%2 — 2Bx — 2Ax — 2B + ax® + 2ax2+

+ 2ax + bx® + 2bx +2b

22 = — Ax?+2A —2Bx — 2B + ax® + 2ax? + 2ax + bx? + 2bx + 2b

Porovnéavani koeficientt :

2 0 = a — 4=0

2 1 = —A+2a+0b = 1=—A+5b — b=1

2 0 = —2B+4+2a+20 — O0=—B+4+a+b =— 0=—-—B+0b
— B=1b
e B:

2 0 = 24—2B+2b — 0=A—-B+0b — 0=A—-B+B
— A=0

18



Tedy

— z2dx _ 1 1 _ 1 1 _
I= f (z2+42z+2)2 — 2242242 + f 242242 dr = 242242 + f (z+1)2+1 dr =

= 5 +arctg(z +1) + C

5 Integrace iracionalni funkce

Na zacatku této kapitoly si fekneme, co to vlastné iracionalni funkce je. Iraci-

’ ’ . ’ . s 7 m .
onalni nebo odmocninné funkce je funkce obsahujici =, kde m,n jsou nesou-
délné ¢isla. Vhodnou substituci (nebo vice substitucemi) lze pti hledani primitiv-
nich funkci nékterych funkci intergrované funkce prevést na integraci racionalnich

funkei.

. __ ax+b
5.1 Substituce t° = f:‘xm

Predpokladame, ze a, b, ¢, d € R, ad—bc # 0. V tomto pfipadé se budeme zabyvat

integraly ve tvaru [ R(z, (%)l) dx, kde s € N\ {1} a kde R(x,y) je racionélni

funkce proménnych x,y. Vypocitdme = a volime substituci x = a(t) = %,

(ad—bc)
(ct*—a)?

toho plyne, ze dv = st®~1 dt. Provedemi-li tuto substituci, vidime, Ze vy-

b ’ . , s s . v , . ,
razy «, (M—Z)l jsou nahrazeny racionalnimi funkcemi proménné t. Tedy integral
cr+d) s

[ R(, (Z;Jis)%) dx prejde touto substituci v integral funkce proménné ¢, bude mit

tedy tvar [ Ri(t) dt, kde R;(t) je racionalni lomend funkce proménné ¢, kterou

uz umime integrovat.

ax+b
cx+d

V dalsim textu si ukézeme Teseni ptikladti pomoci substituce t* =

Priklad 7.
Najdéte primitivn{ funkei k funkei [ —”;H dx.
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Reseni : [ = f@ dx
Drtive nez za¢neme hledat primitivni funkci, musime si ur¢it podminky, za kterych

ma dany vyraz smysl, protoze zde mame vyraz s odmocninou.
Podminky : 24+4>0=2 > —4

Primitivni funkci hleddme na intervalu (—4,00). Polozime t* = x + 4, vypodi-

tdme z = t? — 4 a volime x = ¢(t) = t* — 4, potom dzx = 2t dt.

I= [Vl gr=0fsbtdt=20 0 ar =2 [(5=2 + ) dt =2[[1dt +
+ 4 [ 7 di] =«
Rozklad na parcialni zlomky :
1 i B _ 11 11
(t-2)(t+2) -2 + t+2 T 4t-2 4142
1 = At+2A+ Bt—-2B

Porovnani koeficientt :

t':0=A+B=>A=-B=B=—1
t9:1=24—-2B=1=24A4+2A=4A=1=A=1

= 2ft+4-(2 [ 25— [ )] = 2(t-+Inft—2|~Inft+2]) = 2¢/F + 4+2n| YEE2 |4

+C

5.2 Eulerovy substituce

Integral [ R(x,y) dz,kde R je racionalni funkce argumentti z a y = vax? + bz + c,

vede k raciondlni lomené funkci pouzitim nékteré ze tii substituci (Eulerovy sub-
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stituce).

(viz [1], strana 171)

5.2.1 Eulerova substituce prvniho typu

Je-li a > 0, polozime vax? + bx + ¢ = +y/ax + t, vypocitdme x a volime substi-

2t—c)-(b + 2+v/at)—(t2—c)-(b + 2+/a) dt
(b £ 2V/at)?

tuci & = (1) = ;54 Déle si dopocitame také du = |

5.2.2 Eulerova substituce druhého typu

Je-li ¢ > 0, polozime v/ ax? + bx + ¢ = xt + y/c a za predpokladu z # 0 vypodi-

tame x a volime substituci x = p(t) = iif‘/fﬁ_b (ﬂ‘/gfb)'(afta:%f*/&*b)'(a*%) dt.

adr =

5.2.3 Eulerova substituce tfetiho typu

M&-li polynom az? + bx + ¢ realné kofeny (rtizné), pak az® + bx + ¢ =

=a(x —o)(r — o) avar? +br+c=|r —agl\/a =2 = |r — ay|/a =22

T—Q r—a1

Nyni si ukdzeme na prikladech, jak se tyto substituce pouzivaji.
Eulerova substituce prvniho typu

Priklad 8.

Najdéte primitivn{ funkei k funkei [ Va2 —4 dx

Reseni : [ = [ 22 —4 dx

Z tvaru jmenovatele je ziejmé, ze priklad budeme tesSit pomoci Eulerovy substi-

tuce prvniho typu.

Viz—4=—g+t=>t=a0+V2?2 -4
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Z rovnice si vyjadiime x :
2?2 —4 =22 2xt +1*

2ot =t 44
x:’fz—t4:>x:<p(t):i—t4

Pro vypocet integralu si musime vyjadiit i dx :

22t (t244)-2 _ 422428 _ 2t2-8
dr = T dt = =7 dt = =z dt

Vzniklé hodnoty dosadime za x a dr do ptivodniho integralu.

2 2_ 2_ 2_ 4_ 2
[ [0 5 2 de = [ Ot 2 = [ 2 = ) [ e

—2flatrafLdt=1.C 2.t -4 L =L -2.Injt| -2 =+

2t2 t2

Vratime se k ptvodni proménné x a za t dosadime = + /22 — 4.
* = 2(x+ Va2 —4)2 =2 Injz + Va2 — 4 ~ iR h—i—C
Eulerova substituce druhého typu

Priklad 9.

Najdéte primitivn{ funkei k funkei [ — \/xgl:jT—H
ReSeni : [ = [ —d& ___
Reseni : I = fzm
Protoze ¢ =1 > 0, polozime

Vat+2x+1=at+1
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Vyjadriime si z :

2 4+2r+ 1= +2tr+1

21—t =z-(2t—1)

2t—1
1—¢2

2t—1
1—¢2

xr =

=x=p(t)=

Déle si musime vyjadiit dz :

. — 2 — —_ _— f—
dp = 2O gy — 202202 gy

Vyjadiime také odmocninu :

Vel +l=at+1={5 t4+1 =255 = 53

Po substituci do I dostavame :

2(t2—t+1)
_ (1—¢2)2 _ 2 dt _ Valtz+1-1 _ 2vVz24az+1-2—2
I= f—%;th%1 dt = [ 24 = n|2t—1| = [n|2-EHEHEL ]| = || 2rtietloor )
1—t 1—t

+ C, kde jsme si z rovnice : Va2 +x +1=xt+ 1 vyjadiili ¢t : t = —V“QJF;”“’I
Eulerova substituce tietiho typu

Priklad 10.

Najdéte primitivn{ funkei k funkei [ Wlﬁ

5 o s T dx
ReSeni : I = [ VY o

Mutzeme rozlozit

2 +3z—4=(z—-1) (z+4)
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Potom

Va2+3z—4=t-(z—1)

a opét si vyjadiime x :

2 +3x—4=1(z—1)>

2 _ et _ et
(z—1)-(z—1) z—1

Pr—t?=x+4
- (2 —-1)=t>+4

t +4 t244

= 71

T=>x=p(t) =

Pro dalsi vypocet je nutné si vyjadrit i dx:

o 2t-(#2—1)—(t2+4)-2t _ 10
dr = ) dt = — @ gy dt

Vyjadiime také odmocninu :

2 At (1) — . (244 _ 4 244241 5t
Va2 43z —4=t-(x—1)=t- (55— 1) =t " = 55
—10t
2_1)2 2 [dt 2
I= 2(75—1) -2 2 2 = 2 — 5 — X
f (Z2+411_,’_4)t2 - ft +4+4t —4 5 t 5t

Z rovnice ¢* = £ vyjadifme ¢ : ¢ = (/2]

Navratem k ptivodni proménné x dostavame :

1+ C

= 5., [rtd 5 x+4
x—1
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5.3 Goniometrické a hyperbolické substituce

Kazdou primitivn{ funkci [ R(z, \/(ax? + bz + ¢)) dz lze algebraickymi ipravami
a linearni substituci upravit na jeden z nésledujicich typ1 :

1) [ R(t,\/a>12) dt

2) [ R(t,\/1?>~a?) dt

3) [ R(t,\/a2 + %) dt

Pomoci substituci :

1)#:a-sinu,t:a-cosu,t:a~tghu

2) t2_ta2 - co?u’t: :l:Oé'COSh U,,t:OJ'COth U
3) O‘?fﬁ = sinh u,t = a-tg u,t = a-cotg u

Prejdeme k primitivni funkei [ Ry(sin u, cos u) duresp. k [ Ro(sinh u, cosh u) du.
Protoze pouzivame substituci, tak jiz nebudeme integrovat podle proménné ¢, ale

podle proménné u. Jak se vypocita du si ukdzeme na ptikladech.

Priklad 11.

Najdéte primitivn{ funkei k funkei [ o
(1—z%)a

= v 2 ., _ dx —

ResSeni : I = f—(17x4)% *

o , . . 3 . D .
JelikoZ zde mame ve jmenovateli viraz (1 — %)%, musime si ur¢it podminky,

za kterych méa dany vyraz smysl.

Tedy
(1—aH1 =0
1—-a2t =
=1
r ==+1

Primitivni funkci hleddme na intervalu (-1, 1), volime substituci = = ¢(t) = sin t,

pak dx = cos t dt a tedy
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*:f cos t dt :fcostdt_ dt

sin t __ sin t

(1—sz‘n4t)% cos3t  — J cos?t
Priiklad 12.
. Y ) ) d
Najdéte primitivni funkci k funkci f Py o
Reseni : [ = [

dx — %
2 Vz?—1
Nejprve si ur¢ime defini¢ni obor :

240 A 22-1>0
r#0 2 >1
r>=+£1

x € (—o0,—1)U(1,00)

cos t — /1—sin?t

= \/;i

+C

2

Primitivni funkci budeme hledat na intervalu (—oo, —1), volime substituci x =

= p(t) = cosh t, pak dx = sinh t dt.

_ 1 . _ 1 . _ 1 _
* = [ ———— - sinh t dt = [ =y - sinh t dt = [ —— dt = tgh't
_ sinh t _ /1—cosh?t __ \/1—x2
" cosht cosht x + C
Priklad 13.
Najdéte primitivni funkei k funkei | dr__
(z241)2
Reseni : I = [ —42
Reseni Ik ol
Substituce :
r=1tgt
diL‘ = ﬁ dt
I = dt — dt — dt — 5 t dt =
f (tg? t+1)%-cos2 t f (zizingrl)%-coﬂ t f (sin? t+$052 t)% cos? t fCOS

cos! t

Substituce
= [cos* t-costdt= [(1—sin®t)?-costdt du — cos ¢ di

__ _du
dt = cos t
3 5

:f(l—u2)2duzf(1—2u2+u4)du:u_Q.u?_i_u _

5

26



:sint—gsm?’t—l—%sm‘r’t: ;2”“—%( = )S-I—%( z_)54+C

3

Pomocné vypocty :
$:tgt:%:>3intt:x-cost
sin?t=a%-(1—sin?t)

sin?t =% — 2% - sin?t

sin? t + 22 - sin? t = 2?

sin? t(1+ z?) = 2?

2

L2y
sin t—HxQ

x

Slnt:\/ﬁ

6 Integrace goniometrické funkce

V této kapitole se budeme zabyvat integraci goniometrické funkce. Vime, Ze go-
niometrické funkce jsou funkce sin x, cos x,tg x, cotg x. Jedna se tedy o integraly

ve tvaru [ R(sin x,cos x) dz.

6.1 TUniverzalni substituce

1) [ R(sin x,cos x) dx

Pokud z € (—m,7) polozime tg(5) = t, v tomto piipadé volime substituci
x = «ft) = 2 - arctg t, kterd vede k integrélu racionalni lomené funkce, ne-
bot
. 2 sin £ cos £ 2tg 2 ot
— 2 2 — 2 —
SINT = 503 S +cos? £ tg? 41T 1241
cos? £ — sin? 1 —tg? & 42
COS T = —u2 2= 2 _1-1
sin® 5 + cos® 5 g 5 +1 te+1
_ 2.4t
dr = 1+t2
2) R(sin x, —cos x) = —R(sin x, cos x) nebo R(—sin x,cos r) = —R(sin x,cos x
Y ) ) )
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V tomto ptipadé je vhodné pouzit substituce :

dt

sinx =t,dr = =% nebo cos v =t,dx = — =&
COoS T

sin

Uvedeme si jesté jednu substituci, kterd uz neni univerzalni, ale je také zaji-

mava a Casto pouzivana.

3)R(—sin x,—cos x) = R(sin x, cos x)
Pokud z € (-7, §) polozime tg x = t, zde volime substituci » = a(t) = arctg t,

ktera vede k integralu racionalni lomené funkce, nebot sin z = \/57, cos T =
P

_ 1 _ _dt
= 7y @ de = 115

Kromé univerzalnich substituci se pouzivaji i jiné substituce, napt. uvazujeme

22, ziskdme primitivni funkeci ve

w, v ¢ 7, pak volime substituci u = ¢(x) = sin
tvaru [ sin”(z) - cos*(x) dx. Téchto substituci existuje celd fada, ale nebudeme

se jimi nyni zabyvat.
Déle budeme aplikovat univerzalni substituce na prikladech.

Priklad 14.

Najdéte primitivni funkei k funkei [ %

Reseni :
Substituce
t=3cosx—1

_ sin x dr = __ _ 1 1 _ 1¢t72 11 _
I=J (Bcos 2—1)3 — | dt = —3sin x dx _§ft_3 dt = T3(-2) 62
dr = _335595

1
6 (3cos z—1)2 +C

Priklad 15.

Najdéte primitivn{ funkei k funkei [ cos’z da
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ResSenti :
Substituce
t=snzx

I = [cos’c dv = [(1 — sin’z) - cos = dx dt = cos x dx

__ _adt
dr = cos x

= [(1—1¢?) dtzt—%zsz’nx——“’g’x—i—(}

dt
cos x

Zde bude nejvhodnéjsi zvolit substituci t = sin x = = cos T se nam vykrati.

Priklad 16.

Najdéte primitivn{ funkei k funkei [ % dx

ResSenti :

Nejvyhodnéjsi bude zvolit 2.substituci, protoze po vyjadieni dt se nam vykrati

sin x.
Substituce
) . , t=cosx
_ sin 2z _ 2sin x cos x _ sin_ T _ _
I= f cos3z dx = f cos3z dx = 2] cos?x dx = dt = —sin ¢ dz |~
dr = — -2

sin T

=—2[5dt=21=-2+C

CcCos x

7 Integrace hyperbolické funkce

Mezi hyperbolické funkce fadime funkce sinh x,cosh x,tgh x,cotgh . Jedna se

tedy o integraly ve tvaru [ R(sinh x,cosh x) dz.

7.1 TUniverzalni substituce

Integrace hyperbolickych funkci se opét fesi pomoci univerzalnich substituci, jako

tomu bylo u goniometrickych funkci. V tomto pfipadé se jednéa o nasledujici sub-
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stituce :

1) [ R(sinh x,cosh x) dx

2t
1—t2>

2 dt
1—¢2°

cosh x = 1+t2 adr =

Polozime tgh 5 = t, dale plati sinh x =

2) R(—sinh x, —cosh x) = R(sinh x,cosh x)

t 1 dt

Polozime tgh x = t, dale plati sinh x = a2 cosh x = T @ dr = 1%5.

3) R(sinh x,—cosh x) = —R(sinh z, cosh x) nebo R(—sinh x, cosh x) = —R(sinh x, cosh x)

V tomto pripadé je vhodné pouzit substituce :

dt

sinh x =t,dx = nebo cosh  =t,dx = — =2
cosh t

sinh ©°

I v pripadé hyperbolickych funkci se pouzivaji jiné nez univerzalni substituce.
Napr. substituce ¢ = sinh x, pokud p je celé liché cislo, kde opét dostaneme
primitivni funkci ve tvaru [ sinh”(z) - cosh*(z) dz, ale témi se nyni nebudeme

zabyvat.

Pro predstavu, jak se pocitaji integraly hyperbolickych funkci a jak se pracuje s

univerzalnimi substitucemi si vyfesime nékolik piiklad.

Priklad 17.

Najdéte primitivni funkci k funkci f ( dz

1+cosh x)2
Reseni
Substituce
t=tghs
_ _dz _ 2dt 2dt _
I— f (1+cosh :E)2 - dI — 12%2 . - f (1+11Lt2) (1 t2) - f (1 t2+1+t2) (17t2) =
1+t
cosh ¢ = -
1 1 1 1 ¢ 1 x
:2‘[7(1 L (=) 2 JA=)dt =3[ dt—5 [t dt=5-t—3-5 =3-tgh—
1 3z
~ % tgh bl + C
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Priklad 18.

Najdéte primitivn{ funkei k funkei [ H?)g%

Reseni :

Substituce
I — f da _ t= tghdt:E _ f dt 1 dt _ dt
— J 4+3sinh2z = - 3.2 12— J 4—4243t2 — J 4—¢2
+3sinh’x dx - t a3, +
sinh © = —==;

Rozklad na parcialni zlomky :

1 A B 1 1
4—t2 T 2—t + 24t 4(2-t) + 4(2+t)

Porovnani koeficienti :

1=2A+4+ At+2B — Bt

tt + 0 = A—-B=A = B=A =
v .1 = 24+2B=1 4B= B =

NN

I=3[[ 55 dt — [ 557 di] = §[In]2 — t|+In|2 + ¢[] = F[In|t — 2|-In|t + 2] =

— 7111n|tgh a:—2| + C

1I1| tgh z+2

1|2
4 t+2

Priklad 19.
Najdéte primitivni funkei k funkei | CoshPz .

sinh ©

S 5
Resenlzlzf%d:p:*

Pokud mame integral v tomto tvaru, je vhodné si cosh®x vyjadfit jako

(1—sinh?z)?-cosh z. Je to vyhodné pfedevsim proto, Ze pak se ndm jako vhodna

dt
cosh x

substituce nabizi t = sinh x, potom tedy dx = , COZ se nam vykrati s

cosh x ze zadani.
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Substituce

_ [ (1=sinh?x)® cosh = _ t = sinh x _ [ (a=t?)? _
= sinh @ du dt = cosh = dx St
__ _ dt
dx = cosh x

= [ g = [Lat—2 [tdt+ [3dt =Inft| -2+ & =
=In|sinh x| —sinh%—l—%—k(]

8 Integrace exponencialni funkce

8.1 Substituce

Jedna se o integraly ve tvaru | R(e*) dx, kde R(u) je racionalni funkce proménné
u. O konstanté a predpokladejme, ze a # 0. Zavedeme substituci e*® = ¢, potom
dt = a-e™ dx. Vidime, ze dany integral je preveden na é [ R(1) %, coz je integral
racionalni funkce. Vyse uvedenou substituci budeme aplikovat na nasledujicim

prikladé.

Priklad 20.
Najdéte primitivni funkei k funkei [

dx
e2r4eT—2

3 v 2 . _ dx o
ReSeni : [ = [ 5720 — =

Vidime, ze ve jmenovateli se ndm vyskytuje exponencidlni funkce, proto pou-

Zijeme substituci t = e”.

Substituce
* = dt = edx = f (t2+t—2)t

dr = %

e.’t
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Rozklad na parcialni zlomky :

1 _ A Bt+C _ 1 t+1 1 t+1 _ri
B3+t2-2t ¢ + t2+t—2 2t + 2(t2+t—2) =L = 2 f t24+t—2 dt f t dt]

1= A2 + At —2A + Bt2 + Ct

Porovnani koeficientt :

t2 0 :A+B — B=-A — B=2:
. 0 =A+C = C=-A = (C=1

tO . 1 :—214 — A:—

N[

Pokracujeme ve vypoctu

Lo dt — [ 1 di]

t24+t—2

Pouzijeme rozklad na parcialni zlomky.

t+1 _ A , B _
t?2+t—2  t—1 + t+2 (t 1) + (t+2)

t+1=At+2A+DBt—B

Porovnéni koeficientt :

tt : 1 =A4+B = B=1-4 — p=1

9 1 =2A-B = 1=24-1+4 = 34=2 = A=3

Integral Iy bude ve tvaru :
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L=53 A d+35[5dt— [} di] =3t —1]+ gn|t + 2| — 3n|t]
Vysledny integral ziskame, kdyz za t dosadime e” :

I=3lnle® — 1| + glnje” + 2| — £+ C

B Urcity integral

Z predchozi kapitoly vime, ze zékladni tlohou integalniho poctu je nalezeni pri-
mitivni funkce k dané funkci v daném intervalu. Ukazeme si, Ze primitivni funkce
velmi tizce souvisi s celou fadou konkrétnich tloh, které se tykaji vypoctu obsahu
rovinnych atvart, objemu rotacnich téles, obsahu plasté rotacnich téles a délky
kiivky. Tyto tlohy vedou k zavedeni pojmu urc¢itého integralu. Pojem urcity in-
tegral budeme definovat na uzavieném intervalu (a,b) pomoci pojmu primitivni

funkce. Vysledkem urcitého integralu je vzdy ¢islo (viz [6], strana 161).

1 O jedné uloze vedouci k pojmu urcéitého inte-
gralu

Z elementarni geometrie umime urcit obsah neboli ploSnou miru mnohothelniki.
Je vsak dulezita téz otazka, jakou ploSnou miru mame prifadit rovinnému utvaru,
ktery nelze rozlozit na mnohothelniky. Piikladem takového geometrickyho ttvaru
muze byt obrazec ohraniceny primkami x = a,z = b,y = 0 a grafem spojité ne-

zéporné funkce f, tj. mnozina M = {(z,y) € R*};x € (a,b),0 <y < f(z)}.
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y y=f(x)

A\

0 a b x

Tento geometricky utvar budeme nazyvat kiivocarym lichobéznikem urcéenym
funkei f a intervalem (a,b) a ozna¢ime jej M (f;a,b). Chceme- li piitadit obsah
libovolnému k¥ivoc¢arému lichobézniku ( i dal$im rovinnym atvartim), je pfirozené

pozadovat, aby prifazeni
geometricky utvar M — mira utvaru M

mélo vlastnosti, které ma mira rovinnych atvari znamych z elementarni geome-
trie:

1. Jsou-li A, B dva geometrické ttvary, které maji obsahy S(A),S(B), a je-li
A C B, pak S(A) < S(B).

2. Jsou-li A, B dva geometrické utvary, které jsou disjunktni nebo maji spole¢né
nejvyse hrani¢ni body, a jsou-li S(A), S(B) jejich obsahy, pak geometricky utvar
C' = AU B mé obsah S(C) = S(A) + S(B) (tzv. aditivita obsahu ).

3. Obsah obdélnika se rovna soucinu délek jeho dvou sousednich stran.

4. Shodné geometrické itvary maji stejny obsah.

Elementarnim geometrickym tatvarem nazveme kazdou mnozinu, ktera je sjedno-
cenim konecného poc¢tu obdélnik, jejichz strany jsou rovnobézné s osami soutad-
nic. Kazdy elementarni geometricky utvar lze vyjadrit jako sjednoceni konecného
poctu nepiekryvajicich se obdélniki ( tj. obdélniki, které maji spoleéné nejvyse
hrani¢ni body ). Obsah tohoto ttvaru se pak da uréit z vlastnosti 2 a 3.

(viz [3], strana 287)
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2 Definice urcitého integralu

Diive nez budeme definovat urcity integral, zavedeme si pojmy : déleni inter-

valu a integralni soucet.

Definice 1. ([11]) Délenim uzavieného intervalu (a,b) nazgvdme jakoukoliv
konecnou mnoZinu bodi D= {xg,x1,...,x,} leZicich v intervalu {(a,b) takovou,
Zea=29g<x <Xy < - <xp1<x,=0>0 Body xg,x1,T2,...,2, Se nazyvaji
délici body intervalu (a,b); interval (x;_1,x;) se nazyvd i-ty délici interval, ¢islo
Ax; = x; — x;_q se nazyvd délka i-tého déliciho intervalu. Na kazZdém intervalu
(a,b) existuje nekoneéné mnoho riuznych délent; mnoZinu vsech déleni intervalu

(a,b) znacime jako D({a,b)).

Definice 2. ([5], strana 455) Oznacme Az, délku i-tého cdstecného inter-
valu, tj. polozme Axy = x1 — 20, Axy = T2 — 21, ..., Axy, = T, — Tp_1. ZTejmé
P Ax;=b—a. Necht &,&, .. .,&, jsou redlnd ¢isla a necht & € (o, x1),& €
(x1,29),...,& € (xp_1,1,). Cislo S;(D) = f(&)Ax1+f(&)Axat- -+ f (&) Ax, =
p

Y f(&)Ax; nazgvdme integrdlnim souctem funkce f(x) pro déleni intervalu

(a,b) a pro danou volbu ¢isel &,&s, ..., &p.

Definice 3. ([5], strana 456) Cislo I nazgvdme urcitym integralem funkce
f(z) na intervalu {(a, b, jestlize pro kazdou posloupnost { D, }°2; déleni intervalu

(a,b) a pro kaZdou volbu cisel & v integralnich souctech S¢(D,,) je

n—oo

Urcity (Riemanniv) integrél I funkce f(z) na intervalu (a, b) oznacujeme znakem

Hodnota ff f(z) dx funkce f(x) > 0 pfedstavuje geometricky obsah S ¢asti ro-

viny vymezené kiivkou y = f(z), osou x a dvéma piimkami kolmymi k ose = v
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bodech a a b.

3 Podminky integrovatelnosti

V této kapitole si uvedeme, za jakych podminek je funkce f Riemannovsky inte-
grovatelna. Dale oznaceni f € R({a,b)) znamen4, ze funkce f je Riemannovsky
integrovatelna.

Véta 1. ( Nutna a postacujici podminka ) ([11]) Necht f je omezend na in-
tervalu {(a,b). Potom f € R({a,b)) < Ve > 03D € D({a,b)) : S(f, D)-s(f, D) <
<e, kde s(f,D) =" m;-(z; —x_1) = Y iy m; - Az; nazveme dolnim souc-
tem funkce f pii déleni D a ¢islo S(f, D) =Y M; - (z;,xi1) = > o) M;- Ax;
nazveme hornim souctem funkce f pri déleni D.

Véta 2. ([11]) Necht f je monotonni na intervalu {(a,b). Pak f € R({a,b)).

Véta 3. ([11]) Necht f je spojitd na intervalu {(a,b). Pak f € R({a,b)).

Véta 4. ([11]) Necht f je omezend na intervalu {(a,b) a necht md na {(a,b)
jen koneéné mnoho bodi nespojitosti. Pak f € R({a,b)).

Véta 5. ([11]) Necht f a g jsou omezené na intervalu {(a,b) a necht f # g
jen v konecné mnoha bodech z (a,b). Potom f € R({a,b)) < g € R({a,b)).

4 Vlastnosti Riemannova integralu

Nez prejdeme k vypoctu Riemannova integralu, uvedeme si nékteré duilezité vlast-

nosti.
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Vlastnosti Riemannova integralu. Jsou-li f(z) a ¢(x) integrovatelné funkce

v {(a,b) , resp. v (a,c), je-li ¢ € {(a,b), pak plati:

a) [, f(x) dz =0

b) [} fla) dv =~ [} f(x) da

c) f: kf(z) do =k f;f(:c) dz (k je konstanta )

) [ [f (@) Fo@)] de = [ f(x) o+ [ o(2) da

e) fabf(x) de = [T f(z) dz + fcb f(z) dz

f) Jellia<ba f(x) > ¢(z), pak fabf(x) dx > fb o(z) dz

&) | J; 1) dal < [ | () dal

Uvedenych vztahti se ¢asto uziva pri vypoctu nebo pii odhadech urcitych in-
tegral (viz [1], strana 182).

5 Vypocet Riemannova integralu

5.1 Newton - Leibnitzuv vzorec

Véta 6. ([4], strana 175) Necht funkce f(x) je definovand a spojitd na uzavie-
ném intervalu (a,b) a necht F(x) je jeji primitioni funkce, tj. F'(x) = f(x). Pak
J. f(x) dz = F(b)-F(a) = [F(2)};.

Vysledkem urcitého integralu je vzdy cislo.
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S vyuzitim Véty 6 si zkusime vypocitat nasledujici dva ptiklady.

Priklad 1.

Vypoctéte pomoci Newton-Leibnitzova vzorce nasledujici urcity integral a zna-
zornéte graficky odpovidajici ¢asti roviny : fo7r sin x dx

Reseni : Nejprve zintegrujeme vyraz sin x stejné jako v pfipadé neuréitého in-

tegralu. Zde vsak musime zohlednit i meze 0 a 7, jelikoz se jedné o urcity integral.

I:foﬂsinxdx:[—cosx]g:—cosﬂ'—(—COSO)Zl—i-l:Z

i

Priklad 2.

Vypoctéte obsah ttvaru omezeného kiivkami:

fiy=2—2a?

g:y==x

Reseni : Urdity integral sestrojime tak, Ze si nejprve nalezneme meze. Meze vi-
dime v grafu a jedna se o body, ve kterych se ndm vzajemné protnou kiivky dané
v zaddni. Déle budeme postupovat tak, Ze od horni funkce ( v tomto pfipadé

funkce f ) odec¢teme dolni funkei ( funkce g ).

Nejdrive si vypoc¢teme meze, tak ze budeme pocitat priseciky funkce f a funkce
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y=x, y=2—-2*= 1=2-—22
?4+r—-2=0
D=0t —4dac=1+4-1-2=9
—btVD _ —1;:3 = {1,-2}

x1,2: 2
1 X X
S=[Ll2-a?)—a]dr=[20-% -2, =21 1) (—4+5 1) =45

Vysledek je opét cislo.

5.2 Metoda per partes

Pii vypoctu integralu funkce podle Newton — Leibnitzova vzorce potfebujeme
nalézt nejdfive jeji primitivni funkci. Jiz z pfedchoziho textu vime, ze tuto primi-
tivni funkci najdeme c¢asto pomoci metody per partes nebo substitué¢ni metody
pro urcité integraly. Uvedeme si nyni vzorce, které nam umozni pocitat tyto ur-

Cité integraly témito metodami piimo.

Véta 7. ([3], strana 312) Necht funkce u,v jsou spojité na intervalu (a,b) a maji
na tomto intervalu integrovatelné derivace u',v' (napt. u',v" jsou spojité nebo po

castech spojité na (a,b) ). Potom platif: u(x)v'(z) de = [u(x)v(z)]’- fab ' (x)v(x) d.

a
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Priklad 3.
Metodou per partes vypoctéte nasledujici urcity integral : fo% 2% - cos v dx
Reseni :

_ (27 2 _
I—fo 2% - cos x dr = %

Vidime, Ze se zde jedna o soucin dvou funkci, proto pouzijeme metodu per partes,

kde metoda per partes vede k zjednoduseni integrovatelné funkce.

Per partes

x=| u= x> u =2 = %

vVV=cosx v=sinzx

Po dosazeni do vzorce pro metodu per partes pro urcity integral dostavame opét

souc¢in dvou funkci x a sin x, proto znovu pouzijeme metodu per partes.

Per partes
. 27 .
w= 22 - sin alg" — [ 2z -sinzdr=|u=1x ' =1 = (2m)%-
vV=sinx v=—cosx

. . T 27 .
-sin2r — 0-sin 0 —2{[—x - cos |§" + [, 1- cos x dx} = 4n* - sin2w — 2 -
0-s5mn0=0

A(=27 - cos 2m + 0 - cos 0) + [sin z|3"} = 47

5.3 Substituéni metoda

Dalsi z metod vypoctu Riemannova integralu je substitu¢ni metoda. Definice
i jeji pouziti jsou obdobné jako v pripadé neurcitého integralu, ale protoze se

jedna o urcity integral, je dilezité zde zohlednit i meze.

Véta 8. ([6], strana 174) Necht g(z) je ryze monotonni funkce. Jsou-li funkce

= g(z) a jeji derivace ¢'(x) spojité v uzavieném intervalu {(a,b) a je-li zdaroven
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spojitd i funkce f(t) pro vsechna t = g(z), kde x € (a,b), pak plati fab flg(z))d (z) dx
g(b
fg(a

Pfi zméné proménné ( tj. pfi substituci ) musime upravit i integracni meze. Mu-
sime si uvédomit, ze pti vypoctu urcitého integralu nemame moznost kontrolovat
spravnost vypoctu jako pfi vypoctu primitivni funkce, kde se vzdy dodatecné
derivovanim vysledku mizeme piresvédcit o jeho spravnosti. Proto je pfi vypoctu

uréitych integrélﬁ nutna zvysena opatrnost a u substituéni metody je tato okol-

vvvvvv

Priklad 4.

Substitu¢ni metodou vypocitejte nasledujici urcity integral: fo (22 + 1)* dz
Reseni :

2 moznosti vypoctu :

a) rovnou vypocitdme uréity integral = vyhoda : neni potieba se vracet k pro-
ménné x

b) naptfed najdeme primitivni funkci, vratime se k proménné = a pak dosadime

do Newton - Leibnitzova vzorce

Substituce
t=22+1
1 dt = 2x dx /5
a) [y x- (2 +1)" do = g — 4t =Ltar =1L =12 _1y=31
2z
r=0=t=1
r=1=t=2

Substituce
t=a2+1
b) fo- (@ +D)de =], ~, o =g [thdt=5-5=x

_dt
dr = o

Nyni uz jsme nalezli primitnivni funkci ptivodniho integralu, proto se vratime
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k proménné x, kterou dosadime do t.

*:1—10-(x2+1)5

1
fox-(:c2+1)4dw:[%0-(:52+1)5]é:%-25—1—10~15:‘Z’—g—liozi’—(l]:&l

C Aplikace integralniho poctu

Uziti integralniho poctu je velmi rozmanité. Setkavame se s nim v mnoha védnich
disciplinach. V nésledujicich kapitolach se budeme vénovat konkrétnim aplikacim

integralti. Vysledky budeme pro jednoduchost uvadét bezrozmérné.
1 Vypocet obsahu rovinného utvaru

P1i vypoctu obsahu rovinného utvaru budeme vychazet ze znalosti urcitého in-
tegralu. Co to vlastné rovinny ttvar je? Jedna se o utvar, ktery je omezeny osou
x, tj. pfimkou o rovnici y = 0, dale pfimkami x = a,x = b a grafem spojité

nezaporné funkce v uzavieném intervalu (a, b).

Piiklad 1. ([6], strana 181)
Vypoctéte obsah tvaru omezeného kiivkami : y = sin x,y =0,z =0, = 27
Reseni: Nejprve si nakreslime obrazek, abychom zjistili, jakou plochu mame po-

Citat.
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11 y = sih X

7 obrazku vidime, ze budeme pocitat obsah dvou stejné velkych rovinnych utvart.
Graf funkce y = sin x protina osu x v bodech 0, 7 a 27. V intervalu (0, 7) funkce
nabyva nezédpornych hodnot, ale v intervalu (r, 27) nabyvéa nekladnych hodnot.
Pro obsah ttvaru tedy plati: S =[" sin x da — f:ﬂ sin x dr, viz [11]
Vidime, ze zde mame dva urcité integraly, které umime jednoduse vypocitat.

T _ 2

S =J; sin x dx — fjw sin x dx = [—cos x|f — [—cos x]2" = —cos ™+ cos 0 +

T

+cos2n—cosm=1+1+1+1=4

Obsah daného utvaru jsou 4.

2 Vypocet objemu u rotacniho télesa

Uvazujeme rotacni téleso, které vznikne rotaci ttvaru kolem osy x. Utvar je
ohranic¢en kiivkou o rovnici y = f(z), kterd je grafem spojité funkce v inter-

valu (a,b). Objem takto vzniklého rotacniho télesa se vypocita podle vztahu

V=mn-["f(x) dr, viz [11]
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Priklad 2.
Vypocitejte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci utvaru ohraniceného
kiivkami : 22 — y?> =4, y; = —2, 9o = 2.

Reseni: Nejdiive si nakreslime obrazek dané situace.

En o+

cn
i
I~

)
§ ]

Vidime, ze Gtvar rotuje kolem osy y. V tomto pripadé je utvar ohranicen kiivkou
o rovnici x = f(y). Objem takto vzniklého rotacniho télesa se vypocita podle

vztahu :

V= [f2(y) dy,

jestlize x = f(y),potom f?(y) = 2* a musime si dopocitat x2.
Pro vypocet 2% vychazime z rovnice :

Py =4=12=y*+4

Nyni uz jen vSechny hodnoty dosadime do vzorce pro V :

V=r [P +y?) dy = - [dy + 5]2, = BT 4 Br = o
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3 Vypocet obsahu plasté rota¢niho télesa

Uvazujme nezapornou funkei f(z) na intervalu (a, b) . Nasim tkolem bude vypo-
¢itat obsah plasté rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu této funkce kolem

osy x. Obecné se obsah rotacni plochy pocita podle vzorce

S = 27rf;f(x) /14 (f'(z))? dx

(viz [12])

Piiklad 3. ([12])
Vypoctéte obsah plasté rotacniho kuzele, ktery je vytvoren tseckou y = = pro
x € (0, 3) rotujici kolem osy x.

Reseni: Nejprve opét nakreslime obrazek, tentokrat rota¢niho kuzele.
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Pro danou tsecku y = = pro x € (0,3) dostavame

ds = /14 (y)2 de =1+ 12 de = /2 dx

Obsah plasté rotacniho kuzele bude

S =2r fo?’y ds =27 f03 aV/2 dr = 2mv/2[L ]} = 972

4 Vypoéet délky k¥ivky

Necht je v roviné dana hladka kiivka C' parametrickymi rovnicemi x = ¢(t),y =
=(t),t € («a, 5). Mame-li definovat délku kiivky C, budeme vpisovat do kiivky
lomené cary; pritom délkou lomené ¢ary rozumime soucet délek tsecek, z nichz

se lomena ¢ara sklada.
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Z obrazku je patrné, Ze pri dosti jemném déleni bude lomena ¢ara aproximovat
danou kfivku. K definici kfivky pouzijeme délky lomenych ¢ar vepsanych ktivce.
Délkou kiivky C nazyvame ¢islo

s(C) = s%p s(D)

kde s(D) je délka lomené ¢ary zor; Uz U... UL, 12, a sup je supremum mno-
ziny vsech cisel s(D) pro vSechna mozné déleni D intervalu (o, 8). Obecné délku
kiivky pocitdme podle vzorce s(C) = f: V1 + (f/(2))? de. Délku kiivky miizeme
definovat nejen pro jednoduché hladké krivky; nékteré kiivky mohou mit ovsem

délku nekone¢nou. Je-li ¢islo s(C') konecné, fikame, ze kiivka C je rektifikovatelna

(viz [3], strana 326).

Priklad 4. ([3], strana 330)

Vypoctéte délku asteroidy : z = a cos’t,y = a sint,t € (0,27),a > 0
Reseni:

Nejprve si vypocteme derivace x a y :

7' = 3a cos*t(—sin t)

y' = 3a sin’t cos t
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Vime, ze plati :

" +y? = 9a®(cost sin*t + sin*t cos®t) = 9a® cos*t sin’t

V(@2 + y'?) = 3alcos t sin t|

Délka asteroidy se vypocita podle vzorce :

s =3a fo% |cos t sin t| dt = 12a f()% cos t sin t dt = 6a fog sin 2t dt =

5 Uziti integralu ve fyzice

S integraly se ve fyzice setkavame cCasto, naptiklad pii vypoctu statickych mo-
prace,. .. Jako ukazku si uvedeme ptiklad vypoctu tlakové sily kapaliny v nadobé

na svislou sténu.

Priklad 5. ([3], strana 347)
Méame urcit velikost tlakové sily na svislou sténu ponotfenou do kapaliny ( mtize

jit napf. o sténu nadoby, v niz je kapalina ).

Reseni:

Z fyziky je znamo, ze kapalina o konstantnim tlaku p piisobi na plochu obsahu S
tlakovou silou F' = pS. Tlak kapaliny v nadobé vznika vlivem tihy kapaliny

( tzv. hydrostaticky tlak ) a v hloubce h je tento tlak p, = ~vh, kde v je mérna
tiha kapaliny. Je tedy tlak v rtiznych mistech stény rtizny a pro vypocet nelze

pouzit jednoduchy vzorec F' = pS.
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<y

Zvolme osu h kolmo k hladiné a orientovanou smérem dolti, poc¢atek zvolme
napf. v urovni horni hladiny. Ozna¢me H; minimalni hloubku stény ponofené v
kapaliné a H, maximalni hloubku této stény, 0 < H; < H,. Predpokladejme, Ze
pro kazdé h € (Hy, Hy) zname Sitku stény w = w(h) v hloubce h a Ze funkce
w(h) je spojita. ( Siika stény je délka jejtho fezu rovinou rovnobé&znou s hladi-
nou. ) Velikost tlakové sily piisobici na pas stény mezi hloubkami hq, ho(hy < hs)
ozna¢me F'((hy, hs)). Z fyziky je zndmo, Ze sila je aditivni, tj. pro hy < hy < hg
plati F'((hi, ha)) + F({hs, h3)) = F({hq, hs)), takze F je aditivni funkei intervalu.
Plosny obsah pasu stény mezi hloubkami hy, hy je S((hy, he)) = hhf w(h) dh.

V hloubce hy ptisobi na plochu obsahu S((hy, hg)) tlakova sila vhyS((hy, ha)).

Protoze je vSak uvazovan pas stény v mensi hloubce nez hq, je
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E((h1, h2)) < vhiS((ha, ha)).

V hloubce hy ptisobi na plochu obsahu S((hq, hs)) tlakova sila vhaS((hy, hs)).

Protoze je vSak uvazovan pas stény v mensi hloubce nez hs, je
F((h1, h2)) < vh2S((ha, ha)).

Plati tedy : 7 hy [, w(h) dh < F((h1, ha)) <7 ha [5> w(h) dh.
Pro velikost tlakové sily F' = F'((Hy, Hs)) plati vztah : F = 7]}_[[{12 h w(h).

Napriklad velikost F' tlakové sily na plast sudu tvaru valce poloméru R a
vysky H, ktery je zcela naplnén kapalinou o mérné tize v, je podle vzorce :

F:’yfloQWRdh:W’}/RH2.
6 Diferencialni rovnice

Nez prejdeme k prikladu,tak si fekneme néco mélo o diferencialnich rovnicich.
Diferenciélni rovnice je rovnice ve tvaru ' = f(z,y). ReSenim diferencidlni rov-
nice je funkce. Musi existovat alespon jedna derivace neznamé funkce. Pfi feseni
diferencidlnich rovnic uzivame rtzné substituce.

Pojmy ([14]) :

Rdd diferencidlni rovnice : f4d nejvyssi derivace nezndmé funkce v rovnici
Resend (integrdl ) diferencidlni rovnice : kazda funkce, ktera po dosazeni na né-
jakém intervalu vyhovuje dané diferencialni rovnici

Obecn€ reseni : obsahuje volitelné konstanty — predstavuje vSechna feseni dané
diferencialni rovnice. Napiiklad vyjde-li ndm feSeni diferencialnich rovnic ve tvaru
y(t) = C' - €' — 1, mame obecné TeSeni.

Partikuldrni resend : konkrétni ( jednoznacné feSeni ) vznikne po dosazeni za vo-
litelné konstanty

Cauchyova pocdtecni iloha ( CPU ) :

- mé&jme diferencidlni rovnici ' = f(¢,y),to, %0 € R

- CPU: hledani partikuldrniho feseni y(t) dané diferencialni rovnice, které je de-
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finovano na néjakém intervalu I(to € I) a spliiuje podminku y(tg) = yo. V nésle-
dujicim ptikladé se budeme zabyvat obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi. Zde

se vyskytuje jedna proménnd, budeme provadét obycejné derivace.

Piiklad 6.
y=t+y

Vidime, ze zde mame obycejnou diferencialni rovnici, k jejimu feSeni povede né-

sledujici substituce.

substituce : z=t+y
Z/:1+y/
y’:z’—l

Substituci dosadime do zadané rovnice.

Z—1=z
Z=z+1
dz

Jelikoz 2’ je derivace funkce z, d4 se pouzit také tvar % :

dz __

T =z2+1

Celou rovnici vydélime vyrazem z + 1, z toho plyne, ze z # —1 a dostavame,
ze z = —1 je jednim z TeSeni této diferencidlni rovnice. Po vydéleni vyrazem z+ 1

dostavame :

dz  __
zjl =dt

Celou rovnici zintegrujeme.
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L= [dt
Inlz+1|=t+in Cy,C; >0

Tento vyraz si mizeme upravit takto :
elnlz+1] — p(t+in C1)

Potom tedy dostavame :
z+1|=¢€"-C4

Odstranime absolutni hodnotu :
z+1=0Cy-e',Cy #0(Cy = ()
z2=0Cy e —1

2=C-e—-1,CeR

dosadime zpét : z =t +y
t+y=C-e' -1

y=C-e'—t—1,C € R]

7 Uzitl integralt ve statistice
Nez prejdeme k pocitani prikladt, uvedeme si par zakladnich pojmai :
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Definice ([13], strana 87) : Ndhodny vektor (X1, ..., Xi) se nazgvd margi-
nalni nahodny vektor prislusny k nahodnému vektoru X, jeho distribucni funkci
Fx, . x.. (@1, ..., Ti) nazgvame margindlnt distribucni funkci k distribucni funkci
Fx(xy,...,z,) a 0obdobné rozdélent pravdépodobnosti margindlniho ndhodného vek-

toru se nazyvd margindlni rozdelent pravdépodobnosti prislusnée k rozdeleni Px.

Nékteri autori nazyvaji rozdéleni pravdépodobnosti Py nadhodého vektoru X si-

multanni rozdéleni pravdépodobnosti.

Ve statistice se setkavame s integralnim poctem pomérné cCasto, pro predstavu

jsem zvolila nasledujici priklad.

Priklad 7.

Necht (X, YY) je spojity ndhodny vektor s hustotou ¢(z,y) = W
Najdéte obé marginalni hustoty a obé marginalni distribu¢ni funkce.
Reseni:

(#.9) = e
Nejprve najdeme marginalni hustoty fx(z) a fy(y). Budeme je hledat tak, ze

funkei f(z,y) zintegrujeme pro pfipad fx(z) podle proménné y a v piipadé fy (y)

podle proménné x.

Fx(2) = |25 mamemmm W = miren [ o T W = e ety YT =

1

m[arctg Y|, v tomto pfipadé se jednd o tzv. nevlastni integral vlivem

meze. Jedna se o zobecnéni Riemannova integralu. Nevlastni integral zavadime
proto, ze neni omezeny interval, na kterém integrujeme. Nevlastni integraly po-

¢itame tak, ze si urcity integral prevadime na pfislusnou limitu.
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%k =

I8
+
NIE
~—
Il
3

’,:

=+ =
8

B

m - (imy 00 arctg y — limy o arctg y) = m -(
relR

oo 1

Fr ) = 2wy 40 = - = sy € R

Déle si vypocitdme marginalni distribuéni funkce Fx(x) a Fy (y). V piipadé Fx(x)
vychézime z marginalni hustoty fx(z) a poc¢itdme integral, ktery méa meze —oo

a x. U Fy(y) postupujeme obdobné.
Fx(x)= [ % = du= tlarctg u]” = L(arctg z+ ),z € R

Fy)=---= %(arctg y+35)yeR

8 Uziti integrali ve finanéni matematice

Ve finan¢ni matematice se setkavame s integraly pii vypoctu intenzity financ-

nich tokt. Predpokladdme funkci o(t), coz je intenzita financénich tokd v case
€ (0,T) a predpokladame, Ze j je intenzita pfi spojitém turoceni. Za téchto

predpokladii se soucasnd hodnota PV vypocita podle néasledujiciho vzorce :

PV = fOTJ(t)e*jt dt, kde soudasnd hodnota PV je poc¢atecéni hodnota kapitdlu

bez Grok.

Priklad 8.

Intenzita finan¢nich tokil v ¢ase ¢ je funkce o(t) = t2, pfitom intenzita pfi spo-
jitém troceni je 10%. Jaka je soucasnéd hodnota investice, uvazujeme-li ¢asové
obdobi 5 let?

Reseni :

o(t)y=1t* j=01, T=5

Pouzijeme vzorecek pro soucasnou hodnotu : PV = fOT o(t)-e It dt
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a do néj dosadime prislusné hodnoty.

per partes
PV = f05 120700 g — | 4 = ¢2 v = 01t — %
u =2t v=—10-¢ 01

Nejdiive si spocitdme [e %! dt :

substituce
[e %t dt =| x=—0.1¢ =10 [e*dzx = —10- e O
der = —0.1dt

= [—1062 - e 015 — [2(—20e701) dt = [~10£2 - e O3 + [ 20e 01 dt =

per partes
=|lu=t v =—10-e % | = [—10t2 . e’o'“]g + 20 {[—10252 ce 0l 8 —
u/ =1 v = 670'”

— 100 [e %13} = —10- 25 - €7°% — 200 - 5e % — 2000e %5 + 2000 =

= ¢70%. (=250 — 1000 — 2000) + 2000 = 28.78
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ZAavér

V této praci jsem uvedla riizné druhy integrald, rizné metody jejich feseni a
vse jsem demonstrovala na prikladech, aby si ¢tenar udélal lepsi predstavu o tom,
jak se pouzivaji definice a matematické véty, které jsem v praci uvedla. Nyni by
mél byt ¢tenar schopen podle typu integralu urcit, ktera z metod vypoctu povede
k nejjednodussimu vyreseni daného integralu.

Cilem prace nebylo jen ukazat ctenafi problematiku urc¢itého a neurcitého
integralu, ale také ukézat, ze se tyto integraly vyskytuji i v jinych védnich dis-
ciplinach. K tomuto nam slouzi oddil C této prace, kde jsme si uvedli aplikaci
integralniho poc¢tu v matematice, fyzice, statistice a finan¢ni matematice.

Pti psani bakalarské prace jsem ziskala mnoho zkusenosti. Naucila jsem se
pocitat slozitéjsi typy integralti a bliZze jsem se seznamila s nékterymi metodami
jejich Teseni. Také jsem se vice seznamila s typografickym systémem TEX, kterym

je tato prace napsana.
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