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Anotace:

Hlavnim cilem mé diplomové prace na téma ,,Riemannuv integral a jeho aplikace je
vytvofit ptrehled, ktery vystihuje jednotlivé uziti Riemannova integralu. Prvni tii
kapitoly se zabyvaji historii, definici riemannova integralu a vypoctem integrace. Ve
ctvrté kapitole je piehled jednotlivych uziti (obsah rovinné oblasti, délka rovinné
kiivky, objem rotatniho télesa a obsah plaste¢ rotacniho télesa), ktery je doplnény
o tesené priklady, ptiklady jsou pro lepsi predstavu doplnény o grafické znazornéni.
V péaté kapitole je sbirka nefeSenych prikladi, k procviceni jednotlivych uziti. Sbirka je

doplnéna o vysledky, aby si ¢tenaf mohl zkontrolovat spravnost vypoctu.

Klicova slova: integrace, obsah plochy, délka kiivky, objem rotacniho tclesa, plast’

rota¢ni plochy, integral, Riemanntv urcity integral

Annotation:

The main goal of my diploma work on the topic ,,The Riemann integral and its
applications is to create an overview that describes the individual use of the Riemann
integral. The first three chapters deal with the history, the definition of the Riemann
integral and with the calculation of integration. There is the overview of the individual
use in the fourth chapter (area plane region, length plane curve, volume solid of
revolution and area lateral surface solid of revolution) that is accompanied by solved
examples, the examples are accompanied by graphical representation for a better idea.
In the fifth chapter there is a collection of unsolved examples, for practising of the
individual use. The collection is complemented by results for the reader to check the

accuracy of calculation.

Key words: integration, area surface, lenght curve, volume solid of revolution, lateral

surface of revolution, Riemann definite integral
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Uvod

Ve své diplomové praci se chci vénovat zejména Riemannovu urcitému
integralu a hlavné jeho geometrickému vyuziti. Uplné prvni véc, které se ve své praci
budu vénovat, je historie. Je az neuvétitelné jak lidé dokazali pocitat obsahy a objemy
uz ve starovéku. Uz Egyptané v devatenactém stoleti pfed nasim letopoctem provadéli
vypocCty objemil za pomoci rozdé€leni na trojuhelniky a jejich nasledné secteni. V 16.
stoleti uz lidé dokézali vypocitat objemy sudl, ¢imz se zabyval naptiklad Johann

Kepler.

Pocatky urcitého integralu pfiSly v devatenactém stoleti. Mezi piedstavitele
tohoto obdobi je zahrnovan i Georg Friedrich Bernhard Riemann, ktery roku 1854
nastolil otdzku co to vlastné je urcity integral. Postupné se z teoretického definovani
integralu, prehledu jeho vlastnosti a vypoctu integrace (Newtoniv-Leibniziv vzorec,
metoda Per Partes, substituce) dostavam k praktickému vyuziti Riemannova urcitého

integralu.

Ctvrta kapitola uz se zabyva vyuzitim, nejprve obsahem rovinnych Gtvaru, dale
délkami rovinnych kiivek, objemem rotacnich téles a v neposledni fadé povrchem
rotacnich ploch neboli obsahem plasté rotacnich téles. VSechny tyto pojmy jsou nejprve

definovany, a pak nasleduji fesené ptiklady, které jsou doplnény o grafické znazornéni.

Prace obsahuje celkové 36 feSenych piikladl, jejichz zadani jsou posbirany
Z publikaci zabyvajicich se matematickou analyzou. Grafické znazornéni je vytvoreno
vV matematickém softwaru Maple 16 a dynamickém matematickém softwaru

GeoGebra 5.

Nejen v matematice, ale i v dalSich védnich oborech jako je fyzika ¢i chemie je
mozné se setkat s illohami, k jejichZ vyfeSeni se dostaneme pomoci ur¢itého integralu.
V posledni paté kapitole uvadim sbirku netfeSenych piikladl, které jsou doplnény

o vysledky.



1 Uvodem néco z historie

Tato Gvodni pasaz je vytvoiena na zaklad¢é podkladi literatury [12], ve které je shrnut

cely vyvoj integralu.

1.1 Vypocty obsahti a objemii ve starovéké matematice

1.11 Egypt a Mezopotamie

Prvni, 1 kdyZ ne pftili§ prikazny doklad ciselného zdznamu, tzv. véstonicka
vrubovka je datovan do doby asi 30 tisic let pfed n. l. V 5. - 4. tisicileti pted n. 1. se
rozvijela vystavba zavodnovacich dél, zejména v oblastech vodnich toki a také se zacali
vyuzivat zemémeéficské pomicky. V tomto obdobi, diky vyméfovani zaplavenych ploch

byl polozen zaklad prvnich poznatkl z geometrie a vznik geometrické terminologie.

Dal$i matematické poznatky jsou zaznamenany ve dvou dochovanych
pramenech, jimiz jsou tzv. Moskevsky a Londynsky (Rhindiv) papyrus. Moskevsky
papyrus pochazejici z 19. stol. pied n. 1. je do zna¢né miry poskozen a lze z n&j vycist
25 uloh v¢etné jejich feSeni. Z Londynského papyru, ktery je asi o 200 let mladsi, je
mozné vyc¢ist viech 85 uloh s feSenim. Asi 20 z nich pojednava o vypoctu ploch poli
a objemu sipek, kde je kazdy problém feSen v konkrétnich ¢islech. Jde vzdy o navod na
feSeni dané situace bez pouziti vzorcd ¢i metod, jak je zname dnes. V tomto obdobi byl

totiz pojem proménné veli¢iny neznamy.

Egyptané provadeli vypocty obsahii ploch tak, Ze danou plochu rozdelili na
trojuhelniky, spocitali jejich obsahy a ty potom secetli. Obsahy trojuhelnikii pritom
urcovali podle znamého vzorce jako soucin poloviny zdkladny a vysky (Schwabik [12],

str. 7). Dale byl v Rhindové papyru zaznamenan postup na vypocet obsahu kruhu



2
o priméru d jako (d - g) , coz vedlo k hodnots! m = 2—516 = 3.1605. Nalezneme zde

I n€kolik postupl ¢i vzorci pro vypocet objemu, napf. krychle, rovnobéznosténu
a kruhového valce, obvykle ve zcela konkrétnim tvaru. Tyto vypocty slouzily

k urCovani objemu nadob, které se pouzivali k uchovani obili a jinych surovin.

V Moskevském papyru se objevuje také jeden =z nejpozoruhodnéjSich
egyptskych ptikladt, ve kteréem se pocita objem kolmého komolého jehlanu se

ctvercovou zdkladnou, tj. objem pyramidy. Uloha obsahuje ndcrt a slovni popis vypoctu,
ktery souhlasi s dnes pouzivanym vztahem pro objem g(a2 + ab + b?), kde a,b jsou

délky stran ctvercu zdkladen a h vyska. Tento vysledek je tim pozoruhodnéjsi, zZe
nemame doklad o znalosti Pythagorovy véty u Egyptanii, kromé nékolika nepodlozenych
povesti o ,,napinacich lan*, kteri udajné konstruovali pravy uhel provazcem, na némz

bylo 2 + 4 + 5 uzlii (Schwabik [12], str. 8).

Soucasné s matematikou ve starém Egypté se vyvijela matematika
v Mezopotamii. Texty zaznamenané v této dob¢, ukazuji vysokou uroven jak
aritmeticko-algebraickych, tak i geometrickych znalosti. V obou zemich byla
matematika pouzivana zejména jako praktickd véda, pro usnadnéni vypoCtl napf.
kalendafe, planovani sklizné, k organizaci staveb ¢&i vybirani dani. Nikde
v ni nenalezneme zadny ,,dlkaz* jakéhokoliv jejich teSeni. Nebyla podavina Zadna
argumentace, nybrz jen popis jistych pravidel typu "udélej to tak a tak” (Schwabik [12],
str. 7).

1.1.2 Recko
Na rozdil od Orientu se Reckd matematika nezabyvala pouze otazkou ,.jak?*, ale
téZ novou védecky zamétfenou otazkou ,,pro¢?*. Na zacatku 6. stol. pied n. 1. se rozviji

teoretickd stranka matematiky, kterd se jiz nezabyva pouze navody na feSeni, ale také

! Hodnota 7 je matematickou konstantou, n&kdy také nazyvanou jako Ludolfovo &islo, ktera udava pomér
obvodu jakéhokoli kruhu v euklidovské rovin€ k jeho pruméru. Déle se také jednd o hodnotu poméru
obsahu kruhu ke ¢tverci o hran€ jeho poloméru. Jedna se o iracionalni ¢islo, coz znamena, Ze nemuze byt

vyjadieno zlomkem %, kde m je celé ¢islo, n je ptirozené Eislo a nejvétsi spoleény délitel je 1. [18]



zdiivodiiovanim spravnosti feSeni. Timto dochazi k rozdé€leni teoretické a praktické

matematiky.

Soubor d¢€l, ktery dnes nazyvame "feckou matematikou", vznikl v obdobi od
roku 350 do roku 200 pred n. 1. Mezi nejstarsi dochované dila patii Euklidovy Zdklady,

ve kterych jsou shrnuty témét vSechny matematické poznatky z této doby.

Dalsi vyznam v fecké matematice ma na svédomi skupina filozoft, jejiz
zakladatelem byl Pythagoras (asi 580 - 500 pied n. 1.). Studovali zejména geometrii,
aritmetiku, astronomii a hudbu. Pythagorejci objevili nesouméfitelnost usecek a zjistili,
ze svét geometrickych veli¢in (reprezentovanych délkami usecek) je bohat$i nez svét
"¢isel". CoZz zplsobilo zhrouceni piivodni pythagorejské piedstavy o vzajemném vztahu

¢isel a geometrickych veli¢in, tento fakt je povazovan za tzv. prvni krizi matematiky.

Hlavnim cestou z krize se stala fecka geometricka algebra. Znamenala prechod
od aritmetického pohledu na veliciny k pohledu geometrickému. Veliciny prestaly byt
chapany jako prirozena ¢i racionalni c¢isla a zacaly byt chapany jako délky, obsahy
a objemy (Schwabik [12], str. 10). Byl vytvofen tzv. zakon homogenity: sc¢itat a odcitat
bylo mozno jen veliciny stejného ,,rozméru* - délky s délkami, obsahy s obsahy, objemy
s objemy (Schwabik [12], str. 10). Obsah byl definovany jako soucin délky s délkou,
objem jako soucin obsahu a délky apod. Z dneSniho pohledu vedlo odhaleni

nesoumeftitelnosti k pfechodu od diskrétniho chapani veli¢in ke spojitému.

Reckymi matematiky tohoto obdobi, ktefi se zabyvali zejména problematikou
obsahtl a objemil byli Hippokrates a Démokritos. Hippokrates ( asi 460 - 370 pted n. 1.)
vyslovil domnénku, Ze kuzel mize byt podobné "vycerpavan" jehlany s pravidelnou
mnohouhelnikovou zakladnou vepsanou do kruhové zakladny kuzele. Domnival se, Ze
objem kuzele je jedna tretina valce s toutéz zakladnou a vyskou. K tomuto vysledku
dospél podobnymi vivahami |\ Démokritos, avsak ani ten jej neopatril ditkazem. Teprve

o0 padesat let pozdéji byly tyto vysledky dokdzany Eudoxem. (Schwabik [12], str. 11)
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Démokritos z Aber (asi 460 - 370 pted n. 1.) vychazel z toho, Ze body jsou
prostorové atomy majici konecny objem (Schwabik [12], str. 11). Téchto ptedstav
vyuzival k urCovani obsahli a objemt U velkého poctu ttvart. Télesa si predstavoval,
Jjako by byla "slozena z rovnobéznych desticek" silnych jeden atom, a usuzuje z toho, Ze
dve telesa "slozena ze stejnych desticek" ve stejnych vyskach od zakladny by meéla mit

stejné objemy. Tento princip rozpracoval Cavalieri v 17. stoleti. (Schwabik [12], str. 11)
1.2 Vznik a vyvoj v 16. - 18. stoleti

1.2.1 Johann Kepler (1571 - 1630)

Ve svém dile Novd stereometrie vinnych sudit (1615) pocital objemy téles, které
vznikly rotaci casti kuzelosecek kolem osy lezici v jejich roviné (Schwabik [12], str. 23).
Podle legendy na jednom trhu byl Kepler udiven postupem prodavace, ktery aby zjistil
objem sudu, prosté strcil do otvoru po zatce mérici proutek a ze vzddlenosti tohoto
otvoru od protejsi steny vypocital objem sudu (Schwabik [12], str. 23). Nad problémem
objemu sudi Kepler premyslel a doufal, Ze objevi takovy tvar sudu, ktery by pii stejném

povrchu mél vétsi objem, nez sudy, které byly doposud pouZzivany.

Pti svych vypoctech postupoval tak, Ze té€lesa postupné rozdélil na nekonecné
mnoho malych "kusd", jejichz objem Ize jednoduSe vypoctem urcit. Napriklad pri
urcovani objemu koule pri znamém povrchu rozdélil kouli na nekonecné mnoho jehlanii

S Vrcholy ve stiedu koule a zakladnou na povrchu koule a vyskou rovnou polomeru

koule. Secetl objemy téchto jehlanii a dostal V = %Ar, kde A = 4mr? je povrch koule.

Odud ziskal objem koule V = Zmr3. (Schwabik [12], str. 23)

Podobnych tvah vyuzil k vypoctim objeml velkého mnozstvi téles. V
hlediscich diikazovych metod se rozchéazel s archimédovskym pozadavkem piesnosti.
Prohlasil, Ze Archimédovy ditkazy jsou absolutné presné, ze je vSak prenechava lidem,
kteri si chteji doprat presné ditkazy (Schwabik [12], str. 24). Dnes vSak vime, Ze

Keplerovo dilo ma velky vyznam ve vzniku modernich integra¢nich metod.
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1.2.2 Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647)

V dile Geometria indivisibilibus continuorum (1635) Cavalieri popsal objem
téles za pomoci jednoduchych vypoc¢ti. Uvedl formulaci, dnes nazyvanou "Cavalieriho
principem": Kdyz dvé télesa maji stejnou vysku a kdyz rezy rovinami, které jsou
rovnobézné s jejich podstavami a maji od nich stejnou vzdalenost, jsou takove, Ze pomer

Jejich obsahii je vzdy stejny, potom objemy téles maji tyz pomer. (Schwabik [12], str. 25)

Hlavnim principem Cavalieriho tvrzeni pii vypoctu objemi (resp. obsahi) je
v tom, ze odvozuje spravné formule, aniz by byl nucen pouzit postupu, ktery je dnes
nazyvan vypoctem limity. Cavaliertho metoda méla velky vliv na matematiky

soucasného 1 pozdéjsiho obdobi.

Nasledovnikem Cavalieriho byl John Wallis (1616 - 1703), ktery navazal tim, ze
vySel z metody fezl, ale na rozdil od Cavalieriho, jenz vyuzival geometricky ptistup,

pouzival pfistup aritmeticky.

1.2.3 Isaac Newton (1643 - 1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716)

Integralnim a diferencialnim poctem se nezavisle na sobé zabyvali dva
nejvyznamnéj$i matematici druhé poloviny 17. stol., jednd se o Isaaca Newtona
a Gottfrieda Wilhelma Leibnize. Svymi teoriemi navazali na matematiky z 16. a 17.

stoleti, ktefi se zabyvali studiem kifivek.

Na zakladé Newtonovych uvah se dostavame k dne$ni podobé definice
Newtonova integralu:
Definice 1.1: Je-li f:{(a, b) — R funkce, kterd ma primitivni funkci® F: (a, b) — R, pak
existuje Newtonuv integral (N) f: f(x)dx funkce f vintervalu (a, b) a je definovan

vztahem:

2 Primitivni funkci k funkci f jedné redini proménné x na intervalu (a, b), se nazyva libovolna funkce F,
Jjejiz derivace F'(x) pro kazdé x € (a,b) ma hodnotu f(x). (Podobné Ize definovat primitivni funkci na
uzavieeném intervalu, v krajnich bodech je vSak tieba pozadovat piislusné jednostranné derivace).
[Schwabik [12], str. 92]
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(V) [? f(x)dx = F(b) — F(a). ()

Newton vytvoiil ,,metodu prvnich a poslednich pomeéru*, jakysi prvopocatek
limit, i kdyz pojem limity v dnesnim smyslu nedefinoval, opiral se pouze o jeho intuitivné
zirejmy vyznam. Otevrel tim cestu k dalsimu rozvoji klicového pojmu matematické

analyzy. (Schwabik [12], str. 39)

Leibniz byl v matematice Gplny samouk, navzdory tomu béhem pobytu v Paftizi
objevil a popsal vlastnosti nekonecné fady, kterd je dnes nazyvana po ném. V roce 1693
ve své praci publikoval, Ze probléem kvadratur se prevadi na problém nalezeni funkce,
ktera mad dan , zakon sklonu*, tj. strany jejiho charakteristického trojuhelnika jsou

V daném pomeéru. Odvodil tedy vztah:

[ £ ax = FGo, kays D) _
0

dx
za predpokladu, ze F(0) = 0 (Schwabik [12], str. 43). Toto Leibnitzovo tvrzeni ukryva

dvé dilezita fakta a to souvislost mezi integralem® a derivaci a dale vztah pro vypocet

ur¢itého integralu jako rozdilu funkénich hodnot primitivni funkce.

Z divodu pochopeni podstaty jeho algoritmii a podpofe algoritmizace novych
poznatkd, kladl velky diraz na symboliku. Napsal, Ze bude uzitecné misto "souctu vsech
[" psat od nynéjska[ | (znak je odvozen z prvniho pismene slova summa) a Ze vznikd
novy druh poctu, nova pocetni operace, kterd odpovida scitani a nasobeni. Druhy druh
poctu vznikd, kdv: z vyrazu [l=a ziskame 1= a% (d je prvni pismeno slova
differentia). Jako totiz operace [  zvétiuje rozmér, tak jej d zmenSuje. Znak
[ znamena pak soucet, d diferenci [Schwabik [12], str. 43]. Zavedl opera¢ni symbol
pro integrovani, ale nazev integral pochéazi od Jakoba Bernoulliho (S§vycarsky matematik

a fyzik 17. stoleti).

% Pojem integral vznikl na zdkladé dvou wloh: 1) urdeni funkce na zdkladé znalosti jeji derivace,
2) vypocet plochy, kterd je vymezena grafem funkce f na intervalu {a, b) a osou nezavislé proménné x.
[Schwabik [12], str. 92]
4 Uréity integrdl je definovan bud’ jako jista limita integrdlnich souctii, nebo v p¥ipadé, Ze je dand
funkce f, ke které v intervalu (a, b) existuje primitivni funkce F, jako rozdil F(b) — F(a).
[Schwabik [12], str. 93]
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Za obdobi pusobeni Newtona a Leibnize doSlo k témto nejvyznamnéjSim

vysledkiim:

Doslo k propojeni metody integrovani a diferencovani. Diferencialni metody
byly prvotnimi, z nichZz se pii naslednych tivahach vychazelo. Integral funkce

f:{a, b) — R se zacal pocitat na zakladé vztahu:

b
™) f FOOdx = F(b) — F(a),

kde F: (a, b) = R je funkce primitivni k funkci f na intervalu {a, b).

"Staticky" urcity integral se propojil s "dynamickym" neuritym integralem
zejména pod vlivem mechanickych piedstav o pohybu.

Matematické metody byly pfimo odvozeny z potieb fyziky a byly s ni tésné
svazany.

Vytvotil se zdkladni ndzor na pojem funkce, kterd se tak stala hlavnim objektem
zkoumani nové védni discipliny (matematické analyzy).

Byla vytvofena promyslena symbolika a bohaty algoritmicky aparat.

(Schwabik [12], str. 45)

1.3 Ur¢ity integral a po¢atky teorie miry (19. stoleti)

V 19. stoleti nastava obdobi rozvoje a upfesiiovani matematické analyzy, mezi

nejslavnéjsi piedstavitele patii napi. B. Bolzano, A. L. Cauchy, G. F. B. Riemann,
N. H. Abel, P. G. L. Dirichlet a pozd&ji R. Dedekind a K. Weierstrass.

1.3.1 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866)

Jeden z matematikd zabyvajici se integraly byl A. L. Cauchy, ktery polozil

zéklady matematické analyze v takové podob¢, vjaké ji zname dnes. Pravé na

Cauchyho pak svoji praci navazal G. F. B. Riemann.
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Riemann se narodil ve vesnici Breselenz (Némecko) Vv rodin¢ kazatele.
Vystudoval filologii a teologii, avsak poslouchal i matematické predndsky (napr.
numerické reseni rovnic - Stern, zemsky magnetismus - Goldschmid, metoda nejmensich
ctvercu - Gauss, urcité integraly - Stern) (Schwabik [12], str. 58). Objevil velky sklon

k matematice a nadale ji studoval na univerzité v Berliné.

Riemannova diserta¢ni prace byla velmi uznale posouzena Gaussem. Na konci
roku 1853 odevzdal sviij habilita¢ni spis "Uber die Darstellbarkeit einer Funktion
durch eine trigonometrische Reihe" (O reprezentovatelnosti funkce trigonometrickou
Fadou) (Schwabik [12], str. 58). Po Gaussové smrti (22. tinora 1855) je do Goéttingenu
povolan Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), ktery se snazil jmenovat
Riemanna mimofadnym profesorem, av§ak neuspésné. Teprve po Dirichletové smrti byl

Riemann roku 1859 jmenovén fadnym profesorem a zvolen ¢lenem ucené spolecnosti.

B. Riemann v roce 1854 nastolil otazku, co vlastné je f;f(x)dx. Ptal se, jak ma

chdpat to, s ¢im se uz vice nez jedno stoleti pracovalo a co prindselo uzitecné poznatky

a bylo bézné uzivano ve fyzice (Schwabik [12], str. 59).

Podivejme se na pasaze z Riemannova habilitatniho spisu: Neurcitost, ktera
jeste v nekterych zakladnich bodech teorie urcitého integralu panuje, nas nuti predeslat
néco o pojmu urcitého integralu a o rozsahu jeho platnosti.

Tedy za prvé: Co se ma rozumét pod f; flx)dx?

Abychom toto stanovili, zvolme mezi a a b serazenou dle velikosti Fadu hodnot
X1, Xy, ) Xn_q1 @ 0znacme kvuli kratkosti:

x; — a znakem &1, x, — x4 znakem &, ..., b — x,_, znakem &,
a bud’ € kladny pravy zlomek. Potom hodnota souctu:
S =061f(a+&61) + 8,1 (x1 + £,8,) + 83f (xy + €383) + -+ + 8 f (1 + €,6,)
bude zaviset na volbé intervalii § a velicin €. Bude-li nyni mit (ten soucet) tu vilastnost,

Ze at jsou zvoleny § a € jakkoli, bude se nekonecné blizit k pevné hranici A jakmile

budou vsechna & nekonecné mald, pak se tato hodnota (tj. A) nazyva f: f(x) dx.
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Kdyz tuto vlastnost nemd, pak nemd f; f(x) dx vyznam. (Schwabik [12],
str. 59)

Timto bychom mohli ukoncit rekapitulaci historického vyvoje integralniho poctu

a podivat se na tuto problematiku dnesnima oc¢ima.
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2 Riemanniyv integral

Uved’'me nyni definici ur€itého Riemannova integralu, jak ji popisuje V. Jarnik ve své

praci Integralni pocet [5].

2.1 Souctova definice urcitého integralu

Definice 2.1: Necht je dan interval (a, b) . Je-li dano celé kladné ¢islo n a je-li dano
n + 1 boda (body na ¢iselné ose, ¢ili realna ¢isla) x,, x4, x5, ... , Xp, , j€Z spliuji vztah
a=x< X1 < X< < xp_1<x,=b (@)
fikdme, ze tyto body definuji uréité rozdeleni intervalu (a,b). Body xg,xq,... ,Xp
budeme nazyvat délicimi body tohoto rozdéleni; tyto body déli interval (a,b) na

n ¢asteénych interval (xg, x1) (X1, X2) ... (X1, Xn)-

Rozd¢leni, definované dé€licimi body xg, x1, X5, ... , X,, 0zna¢me pismenem D, Ax; délku

i-t¢ho ¢asteéného intervalu (x;_;, X;), tzn. polozime Ax; = x; — x;_.

Necht’ dale existuje funkce f, kterd je omezena na intervalu (a, b). Ozna¢ime znakem
M; supremum (zna¢ime sup) a znakem m; infimum?® (zna¢ime inf) funkce f v kazdém
intervalu (x;_1, x;). Danému rozdéleni D pfitadime nyni dvé ¢isla: ¢islo

S(D) = ¥, Mix;,
jez budeme nazyvat hornim souctem prislusnym k rozdéleni D (viz. obr.1) a ¢islo

S(D) = Z?:l miAxiv
jez budeme nazyvat dolnim souctem prislusnym k rozdéleni D (viz. obr.2).

o] e P
4 60
e o 77

: . T T .
6 7 8

Obr. 1 Horni soucet Obr. 2 Dolni soucet

5 Pojmy supremum a infimum funkce jsou jakymsi zobecn&nim pojmii maxima a minima funkce f. Vice
se o této problematice Ctenar docte napf. v literatuie (Jarnik [5], str. 13).
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Jestlize D, D’ jsou dv¢ rozdéleni intervalu {a, b). Rozdéleni D” je zjemnénim rozdéleni
D, jestlize kazdy délici bod rozd¢leni D je také délicim bodem rozd€leni D, D € D".

(Jarnik [5], str. 26-27)

Podivejme se nyni, co plati mezi pojmy zavedenymi v definici 2.1 sohledem na

vlastnosti funkce omezené na intervalu (a, b).

Véta 2.1: Dolni soucet, ptislusny k rozdéleni D, je nejvySe roven hornimu souctu

ptislusnému k témuz rozdéleni neboli s(D) < S(D).

Véta 2.2: Je-li rozdéleni D° zjemnénim rozdéleni D, pak plati S(D") < S(D),
s(D") = s(D).

Véta 2.3: Jsou-li D;, D, dvé€ libovolna dé€leni intervalu (a, b), plati S(D;) = s(D,).

Véta 2.4: Je-li f(x) funkce omezena v intervalu (a,b), je nejvyssi mozna hodnota
horniho souctu rovna ¢islu sup f(x) - (b — a), nejnizs§i mozna hodnota dolniho souctu
rovna Cislu inf f(x) - (b — a).

Je-li tedy D libovolné déleni intervalu {a, b), plati nerovnosti:

inf f(x) - (b —a) < s(D) <S(D) <sup f(x)-(b— a).

Definice 2.2: Infimum mnoziny hornich souc¢tl pro vSechna mozna déleni D intervalu

(a.b) ozna¢ime znakem fag f(x) dx a budeme jej nazyvat hornim integrdlem funkce

f(x)odadob.

Definice 2.3: Supremum mnoziny hornich sou¢tl pro v§echna mozna déleni D intervalu

(a.b) oznafime znakem fab f(x) dx a budeme jej nazyvat dolnim integrdalem funkce

f(x)odadob.
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Véta 2.5: Necht’ a < b, funkce f(x) je omezena v intervalu (a, b), pak plati:

inff(x):(b—a) < fabf(x) dx < fagf(x) dx < sup f(x) * (b — a).

Definice 2.4: Je-li funkce f(x) omezena na intervalu (a,b), pak fekneme, Zze ma
Riemanntv urcity integral od a do b, plati-li fab f(x)dx = fag f(x) dx (funkce f je
integrovatelna v intervalu (a, b)). Spole¢nou hodnotu nazveme Riemannovym ur¢itym

integralem funkce f(x) od a do b a oznacujeme ji znakem:

[} f(x) dx.

Poznamka: Cisla a, b nazyvame mezemi horniho/dolniho integralu; ¢islo a nazyvame
dolni mezi, ¢islo b pak horni mezi. Funkce f je integrovand funkce neboli integrand,
pismeno x nazyvame integracni promeénnou. Funkce, ktera ma urcity integral od a do b,
fikame, ze je integrace schopna v intervalu (a, b).

(Dlouhy [3], str. 330-341), (Jarnik [5], str.27-32)
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2.2 Vlastnosti riemannovsky integrovatelnych funkci
Podkapitola 2.2 je vytvofena na zaklad¢ podkladu z literatury [6] a [11] a je pfehledem

vvvvvv

opatieny celymi dikazy, ale jen zminkou, kde na n¢ ¢tenatf miize nahlédnout, nebot’

stéZejni Cast diplomové prace neni teorie Riemannova integralu, ale jeho aplikace.

Véta 2.6: Necht a,b €R, —oo<a<b<o. Necht funkce f:{(a,b) > R ma

Riemmantv integral f; f(x)dx. Potom je f omezena funkce v {a, b).

Ditkaz véty viz. (Schwabik [11], str. 12)

Véta 2.7: Necht a,b €R, —c0o<a<b <o a necht funkce f:(a,b) >R je
v intervalu {(a, b) spojita. Potom existuje Riemannav integral f; f(x)dx.

Diikaz véty viz. (Schwabik [11], str. 14)

Véta 2.8: Necht' a, b € R, —o0 < a < b < oo, Necht’ jsou dany funkee f, g: (a, b) — R,
konstanty a, 8 € R a necht’ integraly f: f(x)dx a f: g(x)dx existuji. Potom existuje
integral f:(af (x) + Bg(x))dx aplati rovnost:

[ (af ) +Bg))dx = a- [L () + B - [ g(x)dx. @3)

Tato vlastnost byvéa oznacovana jako linearita integralu.

Véta 2.9: Necht’ a,b € R, —0 < a < b < oo, realné Cislo ¢ € (a,b). Necht' funkce
f{a,b) = R je takovd, ze existuji integraly fac f(x)dx a fcb f(x)dx. Potom existuje
integral (R) f: f(x)dx aplati:

[2 fdx = £ f@dx + [ f()dx, @)

Dikaz véty viz. (Schwabik [11], str. 17)

Miuizeme zformulovat i obracenou vétu, u niz bude platit:

[$f@dx + f7 f@)dx = [} f(x)dx.
Dukaz véty viz. (Schwabik [11], str. 20)
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Véta 2.10: Jsou-li funkce f a g integrovatelné na (a, b) , ¢ € R, pak plati
a) ¢f je na{(a, b) integrovatelna a f; cf(x)dx =c f(ff(x)dx,

b) f - g je na(a, b) integrovatelna.
Duikaz véty viz. (Kopacek [6], str. 40)

Véta 2.11: Jsou-li f a g integrovatelné na (a,b) a plati f(x) < g(x) pro kazdé
x € (a, b), pak pro jejich integraly plati nerovnost:
b b
J, Feodx < [ g(x)dx, (7)
specidln€ nezdporna integrovatelna funkce ma nezaporny integral.
Dukaz véty viz. (Kopacek [6], str. 41)

Tato véta popisuje tzv. monotonii integréalu.

Véta 2.12: Je-li f integrovatelna na (a, b), pak také funkce |f]| je integrovatelna na
(a, b) aplati:
b b
|12 @) dx| < [71f ()ldx. ®)
Dukaz véty viz. (Kopacek [6], str. 42)
Pozn.: V nerovnosti (8) nastane rovnost, pokud bude funkce f na intervalu {a, b) pouze

nezapornd nebo nekladnd. Této rovnosti pak vyuZivame v aplikacnich ptikladech pfii

vypoctech obsahti ploch.

Véta 2.13: Je-li funkce f integrovatelna na intervalu (a, b), je integrovatelna i na

libovolném intervalu {c, d) takovém, ze (c,d) < (a, b).

Véta 2.14: Je-li funkce f integrovatelna na intervalech (a, b) a {c, d), je integrovatelna

také na sjednoceni téchto dvou intervald. Je-li navic {(a, b) N (c,d) = @, plati:

b d
Siapyneay fOIdx = [ fCOdx + [£ f(0dx. ©)
Dukaz véty viz. (Kopacek [6], str. 43)
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Véta (2.14) je uzitecnd pii vypoctu konkrétnich integralti, nebot’ umoziuje

rozd¢lit si mnozinu na ¢asti, na nichz budeme umét integral spocitat.

Véta 2.15: Necht je funkce f(x) riemannovsky integrovatelna na intervalu (—a, a). Je-

li funkce f(x) suda, potom:

ff(x) dx = fo(x) dx.
-a 0
Je-li funkce f(x) licha, potom:
ff(x) dx = 0.

—-a
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3 Vypocet integrace

Tato kapitola je vytvofena na zakladé podkladi z literatury [3]. Zabyva se riznymi
zpusoby vypoctu uréitého integralu a ukazkovymi postupy. Piedpoklada se, ze Ctenafi

jsou znamé zakladni pojmy a tvrzeni z teorie diferencidlniho poctu.

3.1 Newtonova-Leibnizova formule pro vypocet urcitého integralu

Jednou z cest ke konkrétnimu vypocétu ur€itého integralu je nasledujici véta, ktera je

vztahem mezi primitivni funkci a uré¢itym integralem.

Véta 3.1: Pro a < b, a,b € R, necht’ existuje integral f: f(x)dx. Budiz F funkce,
spojita v uzavieném intervalu (a, b), jeZ v kazdém bod¢ otevieného intervalu (a, b) ma
derivaci F'(x) = f(x)¢. Potom je

ff fx)dx = F(b) — F(a). (10)
Dtikaz véty viz. [Dlouhy [3], str. 347]

Existence urcitého integralu je zajiSténa vétou 2.7 na str. 20.

Priklad 1: Vypoctéte [; .

Podle véty 3.1 plati:

6 Je-li funkce f spojita v intervalu {a, b), je existence funkce F zajisténa vétou: "Ke kazdé funkci f, kterd
je v uzavieném intervalu (a, b) spojita, existuje v tomto intervalu aspoil jedna takova funkce F, Ze je
F’(x) = f(x) pro vSechna x z intervalu {(a, b). (Pro x = a rozumime znakem F’(a) derivaci zprava
v bod¢ a, znakem F’(b) derivaci zleva v bod¢ b.) Funkce F je spojitd v uzavieném intervalu (a, b)."
(Dlouhy [3], str. 347)

® Derivaci funkce rozumime: Funkce f ma v uzavieném intervalu {a, b) derivaci, jestlize m4 derivaci
v kazdém bodé x € (a, b) a v bodé a ma derivaci zprava a v bodé b ma derivaci zleva.

Definice: "Mé&jme funkci f definovanou v jistém levém, resp. pravém okoli bodu x,. Existuje-li limita
f(xo+4x)—f (x0)

Alir% . , nazyvame ji derivaci funkce f v bodé x, zleva a oznacujeme ji f_(x,). Existuje-li
x—0—
limita lim M, nazyvame ji derivaci funkce f v bodé x, zprava a oznadujeme ji f, (x,).

Ax—0+ Ax

(Dlouhy [3], str. 132)
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fdx [ -11? 1 1 1

—x= -2 = —x— :[——] = === (— = —
fxz fx dx [ T l %, > (-1 >
1 1 1

3.2 Integrace per partes pro urdcity integral

Pfi vypocCtu integrace pomoci metody per partes mizeme postupovat dvojim
zpusobem:

1. Urcime nejprve primitivni funkci (neurCity integral) integrované funkce

metodou integrace per partes’ a potom podle Véty 3.1 na str. 23 vypocéteme

urcity integral. Vypocet si ukdZzeme na piikladu:

Piiklad 2: Vypoc&téte integral | 0% x - sinx dx.
Existence integralu je zajiSténa tim, ze integrovana funkce je spojitd v celém defini¢nim
oboru (tj. (—o, )).
Reseni:
Nejprve polozime: u(x) = x,v'(x) = sinx
u'(x) = 1,v(x) = —cosx,
nyni je mozné vyuzit metody integrace per partes®

[x-sinxdx =—x-cosx — [ 1-(—cosx)dx = —x - cosx + sinx + c, poté

=1-0=1.

onN|]

2 .
fo x-sinx dx = [—x - cosx + sin x|

2. Druhé metoda je ponekud pohodingjsi, vyuzijeme metody per partes piimo na

urcity integral. To ndm umoZiuje tato véta:

Véta 3.2: Funkce u(x), v(x) necht maji v intervalu (a, b) derivace u’(x), v'(x), jez jsou
spojité v {(a, b). Potom je

f;u(x)v'(x)dx =u(b) - v(b) —u(a) - v(a) — f: u (x)v(x)dx. (11)

" Pokud to oviem lze.
8 "Necht’ funkce f, g maji v otevieném intervalu spojité derivace. Pak v tomto intervalu plati
[fx) g (x)dx = f(x)-gx) — [ f(x) - g(x)dx + c, pficemZ c je libovolna konstanta."
(Dlouhy [3], str. 278)

24



Obvykle zapisujeme vzorec (11) ve zkracené podobé takto:

[P u(v ()dx = [u®) - v0)ls - [7 w (x)v(x)dx. (12)
Duikaz véty viz. (Hruby [4], str. 354)

Vypocet si ukdzeme znovu na prikladu 2:

Vypoététe integral fog x-sinx dx.
Znovu polozime:
ulx) = x,v'(x) =sinx;
u'(x) =1,v(x) = —cosx.
Funkce u’(x) a v'(x) jsou spojité v intervalu (—oo,0), a tedy i v (0, g), vypocet tedy

muzeme provést dle vzorce (12) na strané 25.

T T

JEx-sinx dx =[—x-cosx]z— [2(—cosx)dx = 0 + [sinx]

onNd

=1.

[ 24

naptiklad tehdy, je-li nutno tuto metodu opakovat.

3.3 Substitu¢ni metoda pro urcity integral

O substituéni metod¢ lze fici totéz, co jsme tekli o metod¢ integrace per partes

v kapitole 3.2. Lze ji aplikovat dvojim zptisobem:
1. Je-li dan urcity integrdl, miZeme nejprve najit primitivni funkci (neurcity
integral) integrované funkce substitu¢ni metodou a potom podle véty 3.1 na

str. 23 stanovit urcity integral. Vypocet si ukdzeme na ptikladu.

2
Piiklad 3: Vypocitejte integral [ 1e mTt dt.
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. , . wrir vl . In?t - .
Nejprve pomoci substituce® spo¢itdme neurdity integrél [ nT dt, ten existuje v intervalu
(0, ).

v, 1 i ;g T . 1
Polozime: Int = x, ;dt = dx, ¢&imz se dostdvame k vypoctu integralu [ x%dx = §x3

2
v intervalu (—oo, o0). Proto pro t € (0, ) plati flnTtdt = §ln3t.

e n?t 1 e 1
Odtud tedy [*2tdt = [5 ln3t]1 =2

1 ¢t

2. Ke stejnému vysledku dojdeme i za pouziti substitu¢ni metody pro urcity
integral, jak ndm 0 tom pojednava véta:

Véta 3.3: Funkce ¢ necht’ ma v intervalu {a, §) spojitou derivaci ¢’, pii ¢emz slovo

"derivace™" a znak ¢’(t) necht’ pro t = a znamena derivaci zprava a pro t = 8 derivaci

zleva. Funkce f necht je spojita v intervalu (a, b) a pro kazdé t z intervalu (a, ) budiz

a < @(t) < b. Polozime-li a = ¢(a),b = @(B), je

b B
f f(x)dx = f fle®)e (®adt.

Dukaz véty viz. (Dlouhy [3], str. 364)

Vypocet si ukdZeme znovu na prikladu 3:

re e . In? o 1 o
Vypoditejte integral [ lenTtdt. Polozime: Int = x, ?dt = dx a odtud dostavame

M dt = [ x?dx. (13)

Meze urcitého integralu jsou 1 a e, to znamend, Ze integrani proménnd t probiha
interval (1,e). Substituci zavadime novou integracni proménnou, pomoci vzorce
x = Int. Probiha-li proménna t interval (1, e), probiha proménna x interval {In1,1n e).
PrepiSeme tedy (13) pro urcité integraly s tim, Ze integralu napravo dame meze In1
alne,tzn.0al.

Dostavame tedy:

e In?t 1 1 .11 1
—dt = [ x%dx = [—x3] ==
1 t 0 3 0 3

% "Funkce f budiz spojita v intervalu (a, b); funkce ¢ necht ma v intervalu (a, 8) derivaci ¢’; pro kazdé
t intervalu (a, B) necht hodnota ¢(t) lezi v intervalu (a, b). Potom plati v intervalu (a, 8) rovnice:
[ f)dx = [ f(p(t))e’(t)dt, dosadime-li do primitivni funkce, kterou nam piedstavuje integral na levé
strané @(t) za x." [5, str. 65]
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4 Uziti

Uziti integralniho poctu je velmi Siroké zejména v geometrii, fyzice ¢i fyzikalni
chemii. Pomoci ur¢itého integralu mizeme vypocitat nejen obsahy nékterych rovinnych
utvard, ale 1 objemy a povrchy rotacnich téles a délky rovinnych kiivek.

Pti feSeni geometrickych a fyzikalnich uloh postupujeme ve dvou krocich:

a) Prevedeme feSeni ulohy na vypocet urcitého integralu

b) Tento uréity integral vypocitame

4.1 Obsah rovinného utvaru

Tato kapitola je vytvoiena na zakladé podkladu z literatury [3], [4] a [15].

V elementarni geometrii se slovem obrazec neboli Gtvar rozumi mnozina bodu
v roving, ktera je sjednocenim koneéného poétu neprekryvajicich se trojithelniki.
Podle toho je obrazcem napt. obdélnik, ¢tverec, trojihelnik, pravidelny mnohotuhelnik

apod.

V geometrii se dokazuje, Ze kazdému tUtvaru lze pfifadit jediné kladné cislo,
zvané obsah tohoto ttvaru, které ma tyto vlastnosti:

1) Obsahy dvou shodnych obrazct jsou si rovny.

2) Jsou-li P, P, obsahy dvou obrazct, které se nepiekryvaji, pak P; + P, je obsah
obrazce, ktery je sjednocenim danych dvou obrazc.

3) Obsah obdélnika o rozmérech a, b je roven soucinu ab. Z této definice vyplyva
fada dasledkd. Velmi dilezity napt. tento:

4) Maji-li obrazce P4, P, po fadé obsahy P;, P,, a je-li obrazec P4 Casti obrazce

P,, pak plati: P; < P,.

10 P¥ivlastkem ,,nepiekryvajici se chceme vyjadfit, ze libovolné dva z trojithelnikd, jejichZ sjednocenim
je obrazec, majici spole¢né nejvys body obvodu.
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Na zaklad¢ této definice a na zaklade toho, ze kazdy obrazec ma jediny obsah, odvozuji
se jiz na zékladni Skole vzorce pro vypocet obsahu nejjednodussich obrazct, jako je

¢tverec, obdélnik, trojuhelnik, lichobéznik atd.

Véta 4.1: Necht je funkce f integrovatelna na intervalu (a, b) a je na ném nezaporna.
Pak pro obsah kiivocarého lichobéznika ohrani¢eného shora grafem funkce f, pfimkami

x =a,x = baosou x (viz. Obr. 3) plati:

P= [ f(x)dx. (14)

f(x)

S

P= f; flx)dx

T ’ b

Obr. 3 Obsah kfivocarého lichobéZnika pro nezapornou funkci

Z definice urcitého integralu je zifejmé, ze pro funkci f, kterd je naopak na
intervalu (a,b) nekladna tzn. (f(x) <0), bude potom integal f: flx)dx <0,

a proto obsah kfivocarého lichobéznika ohrani¢eného zdola grafem funkce f, ptfimkami

X = a,x = b aosou x (viz Obr. 4) bude poté:

P=—[; fedx = [JIf@ldx = | f() dx]. (15)

a b

P=—J"f(x)dx

fFx)

Obr. 4 Obsah kiivocarého lichobéZnika pro nekladnou funkci
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Mizeme se samoziejmé setkat i s funkci, ktera na intervalu (a, b) nabyva
kladnych i zapornych hodnot. V takovémto piipad¢ si interval rozdélime na intervaly,
ve kterych funkce nabyva nekladnych hodnot, resp. nezdpornych hodnot, a pfislusné
integraly vypocteme podle vzorca (14), (15). Tento pfipad vidime na obrazku, kdy si
interval rozd¢lime na intervaly (a, c), {c,d), (d, b) a pro vypocet obsahu daného ttvaru

tedy plati:
P= [ f@dx~ [[ fCdx + [} f(x). (16)

y
f(x)
+ +
c d h x

Obr. 5 Obsah plochy mezi osou x a grafem funkce f(x) se znaménky

Vétu 4.1 mizeme aplikovat 1 na pfipad, kdy je utvar zdola omezen dalsi
funkei g.
Véta 4.2: Necht' jsou funkce f a g integrovatelné a plati g(x) < f(x) pro kazdé
X € (a,b). Pak pro obsah kiivoc¢arého lichobéznika ohrani¢eného zdola grafem funkce
g, shora grafem funkce f a piimkami x = a, x = b (viz Obr. 6) plati:
P = [2(f(x) - g(x))dx. (17)

i) )

R P= I - gt

b

Obr. 6 Obsah plochy mezi funkcemi g(x) a f(x) naintervalu < a,b >
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V ptipadé¢ kdy grafem funkce y = f(x) je kiivka, ktera muze byt dana
parametrickymi rovnicemi x =@(t) a y=y(t) pro t€{a B). Proménou
t nazyvame parametr. Potom pro vypocet kiivocaré¢ho lichobéznika (Obr. 3)
ohrani¢ené¢ho funkci danou parametrickymi rovnicemi muzeme Vétu 4.1 upravit

nasledujicim zptisobem:

Véta 4.3: Necht' funkce f je dana parametrickymi rovnicemi x = @(t) a y = ¥(t),
pti¢emz funkce @ (t) a Y(t) jsou spojité pro t € (a, B). Je-li funkce ¢ ryze monotonni
a ma spojitou derivaci na intervalu (a, ), pticemz @(a) =a a @(B) = b, pak pro
obsah kiivocarého lichobéznika ohraniceného shora grafem funkce f, pifimkami x = a,

X = b a 0sou x plati:

P =[] w®e ], (18)
4.1.1 ReSené piiklady

41.1.1 Piiklad 1

Urcete obsah rovinného obrazce omezeného kiivkou y = cos x v intervalu <_§ ,g).

([1], str. 188)

&N\
AN
VAV
FAVAVAVAYS
%74

NN

AN

2
e,

A
'
e
.
A
El

~ A
WA= A
w

Obr.
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Vse potiebné pro vypocet uréitého integralu mame, funkce cos x je na intervalu (— g, g)

nezaporna, muzeme se rovnou pustit do vypocétu vyuzitim véty 4.1 (na str. 28) a vztahu
(10) na str. 23.
Vypocet:

NIE

: LT T
cosx dx = [sinx ] "Zsmf_sm(_§)=

o
Il
Wiﬁ\ NE)

2++/3
—

, . 2+3
Obsah zadaného obrazce je roven —

RE
2

4.1.1.2 Piiklad 2
Vypoditejte obsah mnoZiny ohrani¢ené parabolou y = x? — 5x — 6 a 0s0U x.

([4], str. 174)

Nejprve si ur¢ime praseciky paraboly
S 0SOU x, tim zjistime interval, na kterém
budeme pocitat urcity integral. Praseciky
vypocitame pies diskriminant kvadratické
funkce!! a zjistime tyto kofeny rovnice:
y=x%2-5x—-6
x2—=5x—6=0
D=25-24=1

5++1

X1,2 = >

X1 = 6, xZ = —1. Obr. 8

11 Pro kvadratickou rovnici ax? + bx + ¢ = 0 (kde a # 0) je diskriminant D = b2 — 4ac. Pokud D > 0,

. . . . o —b+VD . . .
pak ma dana rovnice pravé dva riizné realné kofeny x,;, = Py Pokud D = 0, pak ma dana rovnice
(o - e Lo b . . . .
praveé jeden dvojnasobny realny kofen x; = x, = ey Pokud D < 0, pak ma dana rovnice pravé dva
oy < . —b+ivVD
rizné komplexné sdruzené koteny x; , = 2 [13]

2a
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Obsah tedy budeme poéitat na intervalu (—1,6) z funkce y = x? — 5x — 6. Vzhledem
k tomu, Ze funkce x? — 5x — 6 je na intervalu (—1,6) nekladnd, vypocteme obsah podle

vzorce (15) na str. 28. Tedy:

6
P=—f(x2—5x—6)dx=—
-1

=—(72-90 36)+< ! 5+6
B 3 2

Obsah mnoziny je tedy roven zlomku %.

4.1.1.3 Piiklad 3
Urdete obsah rovinného obrazce ohranieného kiivkou y = x? — x a 0sou x v intervalu

(—2,2). ([4], str. 173)

Tato funkce nabyva na daném intervalu kladnych i zapornych hodnot, interval si tedy
rozdélime na intervaly, ve kterych funkce neméni znaménko.
Nejprve zjistime pruseciky kiivky s 0Sou x:
x> —x=0,
x(x—1)=0,
x,=0,x, =1.
Intervaly tedy budou nasledujici:

(—2,0), (0, 1), (1, 2) (viz. Obr. 9).

e}
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Vysledny obsah vypocteme nasledovné:

sz(x —x)dx + f 2 —xdx +f(x2—x)dx=

-4

5o f-3-G-3)-
3 2 3 2 \3 2/1

Il
—
(@]

I
I
w|
I
/N
N &
N———
N——
—

8 1] 8 1 1 164+124+14+16—-12—-2+3
=3t2+|-gl 52545 6 =
34 17
:_6:_3'

Obsah daného utvaru je g

41.1.4 P¥iklad 4
Vypoctéte obsah plochy omezené kiivkou y = x arctg x na intervalu (0, 1).
([1], str. 192)

1

0.8
szxarctgxdx 1
0 05
... 0.4
Pouzijeme metodu per partes a ]
polozime: 0.2
u=x v = arctg x
x? ’ 1 D'Uu_ 0 0.25 05 075
u =— v = . 3 3 >
2 x2 +1 %
Obr. 9
Dostavame:

1

N

1
1j‘x2d_n1
2] T+ 2% 7872

0

1
[} + 5 farctg T} =

x2
P= fx arctg x dx = I7 arctg xl
0 0

ocB I
N =
-l>l=l
I
N =
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. T 1
Obsah plochy je P

4115 Piiklad 5
Urcete obsah rovinného obrazce ohrani¢en¢ho kiivkou y = x sinx, 0sou x a pifimkami

x =0, x = 3m. ([15], str. 150)

Dany interval je tedy (0, 31), interval si rozdélime na dil¢i intervaly, ve kterych funkce

nabyva kladnych, resp. zapornych hodnot.:

Nejprve zjistime pruseciky kiivky s 0Sou x:
x sinx = 0,
X =Tmn.
Pohybujeme se v intervalu (0, 37), praseciky tedy budou:
0,m, 2m, 3m.
A dil¢i intervaly:
(0, ), (m, 2m), (2m, 3m).

Obr. 10

Vysledny obsah vypocteme nasledovné:
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21 3T

T
szxsinxdx— fxsinx dx| + fxsinxdx.

T 27T

Nasi potiebnou primitivni funkci nalezneme metodou per partes:

. u =sinx v=x .
xsinx dx = , _ .| = —xcosx + | cosx dx = sinx — xcosx.
u=-—cosx v =1

Dosadime pfislusné meze a dostdvame:
P = [sinx — xcosx]J — |[sinx — xcosx]2"|+[sinx — xcosx]3T =
=[0-(m]—|[0-(-2m) = (0 - (-m)]| + [0 — (-3m) — (0 — (2m))] =
= 1w+ |-3n| + 57 = 9.

Obsah obrazce je tedy roven 9.

4.1.1.6 Priklad 6
Vypoctéte obsah plochy ohranicené kiivkou y = +vx — 3, osou x a pfimkami x = 3
ax =5.([19], pt. 3)

5
P=j\/x—3dx
3

Pro vypocet tohoto integralu zavedeme

substituci:

x—3=t,
dx = dt. ' ' .

Ptfepocitdme meze: Obr. 11

Prox=3jet=3—-3=0,prox=5jet=5—-3=2.
7 g 3 2 —1° 2 2
1 t2
r=fa= [da [ B[ 37 -9)-La-
3 3 o 3 3
0 0 20

4
==V2
3\/_

Obsah dané plochy je 3\/5 .
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4.1.1.7 Piiklad 7
Vypocététe obsah kruhu o poloméru r. ([3], str. 429)

Stied kruhu si umistime do poc¢atku soustavy soutradnic, pot¢ nam bude stacit vypocitat
obsah ¢tvrtkruhu o poloméru r v prvnim kvadrantu (viz. Obr. 12). Vysledek obsahu
¢tvrtkruhu na zavér vynasobime ¢tyfmi a dostaneme tak obsah celého kruhu.
Rovnici kruznice zname:

r? =x?% + y2,
Vyjadiime si z ni kiivku, kterd ndm omezuje kruh v daném kvadrantu:

y =412 —x2
Pohybujeme se v intervalu:

(0,1).

Obr. 12

Nyni se mizeme pustit do samotného vypoctu:

T
P = f\/rz—xz.
0

Pro vypocet vyuzijeme substituce, kdy polozime:
x =rsint,

dx =rcost dt, kde r € R™,

meze upravime prox =0jet =0aprox =rjet =§.
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Pro cely kruh tedy dostavame'2:

4 b3
2

u n
P =4f\/r2—rzsinztrcostdt=4rzj\/1—sin2tcostdt=
0 0

T T
2 2
1 4+ cos2t
= 4r2fcoszt dt = 4r2det =
0 0
T
2 5 n
sin2t]2 T
= 2r? f(1 + cos2t)dt = 2r? [t + ] = 2r2 [— - o] = 112,
2 |, 2
0

Obsah kruhu je mr?2,

4.1.1.8 Priklad 8

Odvod'te vzorec pro obsah elipsy s rovnici E + y; = 1. ([7], str. 74)

Cela elipsa neni grafem zadné funkce. Proto se omezime pouze na jeji prvni kvadrant

(viz. Obr. 13), poté se jedna o plochu ohrani¢enou osami x a y a grafem funkce

y = %\/16 — x2, kterou jsme vyjadiili z rovnice elipsy.

2
Obr. 13

2 P¥i upravé (vypocet odmocniny V1 —sin?t = vcos2t) jsme vyuzili toho, Ze pro x € (O,g) je
cosx = 0.
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Pro vypocet obsahu tedy dostavame:

4
1
PZE[ 16 — x2 dx.
0

Pouzijeme podobné¢ jako v ptedchozim ptikladu substituci:
x = 4sint,

dx = 4costdt,

meze upravime pro x = 0jet=0apr0x=4jet=g.

Nyni pro ¢tvrtinu elipsy dostdvame:

n n
2

2
1 1
Pzi,f 16—16sin2t-4costdt=§f16 1 —sin?t-costdt =
0 0

NIES

n
2

dt=8[§+sjr;2t]0 —8[(E+0)—(0+0)] =

O — uin

8 | cos?t dt =8

j‘1+coszt
4

0
8m

==

Abychom ziskali obsah celé elipsy, musime je$té¢ obsah Ctvrtiny elipsy vynasobit

2.

Ctyfmi:
P=4-2n =8mn.
Obsah celé elipsy tedy ¢ini hodnotu 8.

4.1.1.9 Priklad 9
Vypocitejte obsah rovinného obrazce omezeného oblouky dvou protinajicich se parabol:
y1 = =3+ 8x — 2x?,
y, = 6 — 4x + x2.
([4], str. 171)

Nejprve si nejdeme priseciky parabol, abychom mohli ur€it interval, na némz budeme

obsah pocitat.:
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—34+8x—2x%= 6—4x + x?,
—3x2+12x -9 =0.
Priseciky vypocitame ptes diskriminant kvadratické¢ funkce (viz. 4.1.1.2 Ptiklad 2,

str. 31) a zjistime tyto kofeny rovnice:

D =16 - 12,
—4+ V4
RN

X1 = 3, Xy = 1.
Interval je:

(1, 3).

)

Y2

X

Obr. 14

Obsah vypocitame odeétenim obsahu plochy pod parabolou y, od obsahu plochy pod

parabolou y; na daném intervalu:
p= f13(—3 +8x — 2x? — (6 — 4x + x2))dx.

Nejprve si mnohoclen upravime a nasledné integrujeme:

3

—9x| =[-x3+6x%—9x]3 =
1

—3x3 N 12x2
3 2

3
P=f(—3x2+12x—9)dx=
1

=(=274+54-27)—(-14+6—-9) = 4.

Obsah plochy, kterou mezi sebou sviraji dvé zadané paraboly je 4.
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4.1.1.10 Priklad 10

Urcete obsah rovinného obrazce omezeného kiivkou y = sin x a pifimkou rovnobéznou

S 0sou x ve vzdalenosti % v intervalu (0, ). ([9], str. 119)

: . vr o vy e . 1
Nejprve si ur¢ime praseciky kiivek y = sinxay = p
_ 1
sinx = —.
2

, , Lok 5 N ,
Funkce sin nabyva hodnoty % v daném intervalu v bodech x = % a ?”. Urcity integral

ném tedy budou vymezovat hodnoty = a 5?” (viz. Obr 15).

0.8+

N

0.6+

0.4

5@ 1 5w T 1w V3 5t V3 1n T
<_COS6 2 6) =V3-3

= Tt tET 3

. r 14 . vr Vi3
Obsah rovinného utvaru je roven &islu v/3 — s
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4.1.1.11 Priklad 11

Vypoctéte obsah plochy obrazce popsaného nerovnostmi:

2
y<x+6y22-5 >4 ([8], str. 58)

Pokud zadané nerovnosti zakreslime do kartézské soustavy soutfadné, je patrné, Ze
obrazec ma 2 casti.

Urc¢ime si potiebné priseciky:

L ox+6=2-%2
x, =—4
2. 2 _ 43
8
x, =0
3. x+6=x3,
X3 =2

Vypocet si rozdélime do dvou kroku:

p=["|x+6-(2

_ (x+4)?

)] dxaP, = foz[x + 6 — (x3)]dx.

8

AN N NNNANNNNY

AR
R

z!
FRRR
NN

YYVY

ARAN

AAAN
¥

[

X 2

Obr.16 Obsah P4 Obr.16 Obsah P,
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Nyni spocitdme dané integraly:

8

_[PL " _{, (64+% 2@ _@+8>_n
B2 24" 2 “\37°) T

o= [x+6-(2- ) ax=[°, (5 +2x+6)dx =

P2=f[x+6—(x3)]dx= 2 >

—xt  y2 2
—+—+6xl =(—4+2+12) =10.
0

Vysledny obsah dostaneme souctem dilc¢ich obsahti:
P =P, +P,

P—32+1O—62
3 37

Obsah vyobrazeného obrazce je 63—2.

4.1.1.12 Priklad 12

Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného osou x a jednim obloukem prosté

cykloidy. ([15], str. 53)

Prostd cykloida®™ je kfivka, kterou opisuje bod pevné spojeny s kruznici
o poloméru a pii kotaleni kruznice po ptimce (viz. obr. 17a). Tato cykloida ma

parametrické rovnice:

x = a(t — sint),

y = a(1 — cost),t € R.

13 Body uvnitf kruznice by pii kotéaleni kruznice po pfimce opisovaly zkracenou cykloidu a mySlené
body vné tzv. prodlouzenou cykloidu. Cykloida se v pfirodé a technice objevuje na necekanych mistech
a v riznych zajimavych souvislostech. Napiiklad viny na vod¢ maji tvar cykloidy, s oblibou se vyuzivaji
cyklididlni ozubend kola v pfevodovkach, cykloida snese nejvétsi zatizeni, coz mé vyuziti v mostnich
a tunelovych konstrukcich, dale je uzivan cykloidialni vyfez na carvingovych lyzich.“ ([15], str. 154)
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Obr. 17a

0 1 2 3 4 5 6
Obr. 17b

Prvni oblouk cykloidy dostaneme pro parametr t € (0, 21).

Protoze dx = a(1 — cost)dt, dostaneme z véty 4.3 (str. 30):

2T 21
P = j a(1 — cos t)a(l — cos t)dt = azj (1 —cost)?dt =
0 0

21 2T
) ) ) 1+ cos 2t
=a (1 =2cost+cos“t)dt =a (1—Zcost+—2 )dt=
0 0
t sin2t1?"
a? [t—Zsint+§+ 2 ] = a?[2m + 7] = 3ma®.
0
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4.2 Délka rovinné krivky

Tato kapitola je vytvofena na zakladé podkladu z literatury [5] a [15] a pojednava

o tom, jak zjistit délku kiivky na daném intervalu.

Jenz je funkce f spojita v intervalu {(a, b). MnozZinu vSech bodu [x, y] vyhovujici
podminkam:
a<x<b, y=f(x)
budeme nazyvat ,kiivkou a oznacime ji pro kratkost pismenem C. Nasim cilem je

definovat vhodnym zptisobem délku kiivky C.

Nejprve sestrojime libovolné rozdéleni D intervalu (a,b) délicimi body
a=xy < x; <+ < x, =b,kden > 1, sestavime body:
[x0, f (x0)] = Po; [x1, f(x)] = Pys oo, [, f )] = By
znakem K (D) zna¢ime lomenou &aru, sestrojenou z useéek PoP;; P P; ..... ; P,_1PB,
(viz Obr. 18), a znakem L(D) oznaéme ,,délku* lomené ¢ary K (D), coz je soucet délek
tsetek PyP;; P,P,; ..... ; P,_1P,. Timto zplsobem je kazdému rozdéleni D intervalu
(a, b) ptitazeno urcité kladné ¢islo L(D).

Pro mnoZinu vSech téchto ¢isel L(D) (ptislusnych ke v§em moZznym rozdélenim
y D intervalu (a,b) mohou nastat tyto dva
3 piipady:

I. Budto tato mnozina neni shora
Fo omezena a potom budeme kratce fikat, Ze
kiivka C ma nekoneénou délku.*

Il. Nebo tato mnoZina je shora omezena
~tp, a potom ma jisté supremum, které oznacime
L(a,b, f(x))."* Potom budeme fikat, Ze
kiivka € ma kone¢nou délku a dislo

°of a=xo xxm x  p-y *  L(a,b,f(x)) nazveme délkou kiivky C.*°

Obr. 18 Aproximace kiivky lomenou ¢arou

14 Vyrok ,kiivka C méa nekone¢nou délku je zkracené vyjadieni okolnosti, Ze mnoZina svrchu popsana
neni shora omezena.
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V piipadé Ze kiivka C ma kone¢nou délku, podame vyjadieni této délky pomoci

urcitého integralu:

Véta 4.4: Budiz f funkce spojita v intervalu {a, b) jez ma vlastni derivaci f* ve vSech

bodech intervalu, vyjma nejvySe konec¢ného pocétu bodi. Necht' existuje Riemanntv

integral:
b 7
J, 1T+ (F(0))? dx. (19)
Potom kiivka C, definovana jako mnozina v§ech bodu [x, y], vyhovujici podminkam
a<x<bh,
y=f)

ma konec¢nou délku danou rovnici:

L(a,b,f()) = [ T+ (F ()7 dx. (20)

Kiivka nemusi vzdy byt zaddna explicitni rovnici y = f(x). Muze byt dana
rovnéz parametrickymi rovnicemi x = @(t) a y =(t) pro t € (a,B). Kiivku si
muzeme predstavit jako trajektorii, kterou urazi bod, ktrery se v case spojité¢ pohybuje
v roviné. Spojité funkce ¢ a Y udavaji x-ovou a y-ovou soufadnici pohybujiciho se
bodu. Délka takové kiivky je z fyzikalniho hlediska vlastné draha, kterou bod urazi od

okamziku a do okamziku f3.

Véta 4.5: Necht' je kiivka dana parametrickymi rovnicemi x = @(t) a y = Y (t)
pro t € {(a,f), pticemz funkce ¢ a P maji spojité derivace na intervalu

(a, B). Pak je délka této kiivky:
L= [/ loOF + W ©OF dt. 1)

15 Toto ¢islo mize zaviset pouze na a, b a na tvaru funkce f, vechny tyto tfi prvky jsou pak v oznageni
vytéeny.
16 Vé&c je velmi nazorna: délka kiivky C je supremum délek vSech lomenych ¢ar.
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4.2.1 ReSené piiklady

4.2.1.1 Priklad 1
Mame danou tGse¢ku AB. Vzhledem k tomu,
jak jsme zvolili na obrazku 19 soustavu

soutadnic, mizeme usecku AB chépat jako A y=q B

oblouk kiivky, ktery je grafem funkce

af-------=

y = f(x), x € (0,a), kde f je konstantni

funkce dana rovnici f(x) = q. Uréete délku Obr. 19

kiivky. ([3], str. 445)

Nejprve si uréime derivaci:
fx)=gq,
f(x)=0.

Podle vzorce (20) na strané 45 je délka kiivky rovna:

a
L= J\/1+02dx=[x]8=a.
0
Délka usecky AB je a.
4.2.1.2 Piiklad 2

Ur¢ete délku oblouku kiivky daného funkci f(x) =2x+ 3 na intervalu (1,2).
([1], str. 188)

Nejprve zderivujeme funkci:
f(x) =2x+3,
fx) =2
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T A2 A4 16 A8

Obr. 20

Nyni dosadime do vzorce pro vypocet délky kiivky:
2
2
L= j,/—1+ @7 dx = [V5x|' = 2V5 V5 = 5.
1

Délka daného oblouku je v/5.

Vzhledem Kk tomu, ze v Piikladech 1 a 2 je funkce piimka a jeji ¢asti je usecka, snadno
zjistime jeji délku i bez uziti Riemannova integralu. Podivejme se nyni na ptiklady, kde

funkce f uz neni linearni.

4.2.1.3 Piiklad 3
Uréete délku oblouku uréeného funkci f(x) =§\/F na intervalu (0, 3).

([2], str. 196)

Obr. 21
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Urcéime derivaci:

f&) =

fx)=

UJI[\) wIN

JiE =
3
2"

Dosadime do vzorce (20) na str. 45:

L= J1+(x) dx = [PVT+xdx. (22)
Zavedeme substituci:

t=1+x,
dt = dx.

Ptfepocteme meze:

prox=0jet=14+0=1,prox=3jet=1+3 =4.

Dosadime substituci a meze do vypoctu (22) a dostaneme:

ffdt_ m 16214

3
. .14
Délka oblouku je 5

4.2.1.4 Priklad 4

2
Vypoctéte délku kiivky dané piedpisem f(x) = %lnx -

na intervalu (1,e).
([2], str. 196)

Zderivujeme danou funkci:

2

1
f(x) =Elnx——

=

)

4
,()_11 2x 1 x 1-x?
f ) = T T 2T o
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-0.64

-0.84

Obr. 22

Nyni muzeme dosadit do vzorce (20) pro vypocet délky kiivky:
e 2 e
L—f 14 (22) 4 —f T bkl B
B 2x x= 4x2 X =
1 1
e e
_J‘ 4x2+1—2x2+x4d _J x4+2x2+1d B
B 4x2 *= 4x2 x=
1 1
e

e e e
_J (xz+1)2d_sz+1d_sz+1 1d_Jx+1 1d—
= 4xz T T T T T T T
1 1 1

2
Délka kiivky je <.
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4.2.1.5 Priklad 5

Urcete délku kiivky danou funkci f(x) = arcsinx + v1 —x? na intervalu (0, 1).
([1], str. 190)

Obr. 23

Ur¢ime potiebnou derivaci funkce:

f(x) = arcsinx + /1 — x2,

(arcsinx)’=\/1iixz,
T o (1 — a2 o (A=) = Loq ey (D) gy o 2%
1—x —((1 Xz)) (1 X)—Z(l xZ)( )(zx)_zm’
) = 1 N —2x
A TVI-x2 2/1—x%

Nyni dosadime do vzorce (20) na stran¢ 45 pro vypocet délky kiivky:

1

Oj\/ \/1—x2+2\/1_ixx2> dx_f\/ (%) dx =
1 1 .
:J\/1+$dx=fj1+(1£x;é)ix) Of 1+

:f\/1+x1++(91c_x) :f\/:dx—\/_f(1+x)2dx
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Pouzijeme substituci:
1+x=t¢,
dt = dx.
Upravime meze:

prox=0jet=1laprox=1jet=2.

Dosadime a pokracujeme ve vypoctu:

V2 f (7 dt = x/i[zé]j = V2(2VZ - 2VT) = 4 - 2V2.

Délka kiivky je rovna 4 — 2+/2.

4.2.1.6 Priklad 6
Vypoditejte délku asteroidy zadané parametrickymi rovnicemi x = acost,

y = asin3t, t € (0,2m). ([15], str. 162)

Asteroida je zvlaStnim ptipadem hypocykloidy. Hypocykloida je cyklicka
ktivka, kterou vytvofi bod pevné spojeny s kruZznici, kterd se vali (kotdli) po vnitini
strané nehybné kruZznice. Asteroidu dostaneme v ptipadé, kdy se kruznice o poloméru

a ’ v I 117 IR v Vo v
=y (na obrazku ¢ervena) kotali po vnitini strané kruznice poloméru R = a.

a

R
Q

a
Obr. 24b Asteroida

Obr. 24a Vznik asteroidy
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Asteroida je symetricka podle obou soufadnicovych os. Staci tedy urcit jeji délku
Vv prvnim kvadrantu, tj. pro te (0, g) a pak vynasobit ¢tyfmi.
Vypocteme derivace parametrickych rovnic:
x"=3acos?t (—sint),
y = 3asin®tcost.

Dosadime do vzorce (21) ze strany 45 a vypocteme:

S

Y
2

= f\/[—Sacosztsint]2+[3 asin?tcost | dt =
0

J9a2(cos* t sin? t + sin* t cos? t) dt =

o — iy

T T T
2 2 3 2
a
Saf\/sinztcoszt(coszt+sin2t)dt= 3afsintcostdt=7fsin2tdt=
0 0 0
n
_3a cosZt]Z_—Sa 0 = 3a( i 1)_3a
=5 2 1, = 4(cosn cos0) = 2 =5

Délka celé asteroidy je tedy:

D¢lka je 6a.

4.2.1.7 Piiklad 7
Vypocitejte délku elipsy, jejiz parametrické rovnice jsou x = acost, y = bsint,
t €(0,2m), a,b > 0 jsou délky hlavni a vedlejsi poloosy, vedlejsi poloosa lezi na

ose x a hlavni poloosa v ose y. ([15], str. 163)
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—a

Obr. 25 Elipsa
Elipsa je symetrickd podle obou soutfadnicovych os, budeme opét pocitat jeji ¢ast

Vv prvnim kvadrantu, tj. pro te (0, g).

Urcime derivace parametrickych rovnic:
x" = —asint,

y" = bcost.

Derivace dosadime do rovnice (21) na str. 45 pro vypocet délky kiivky:

T

2

z

L

i f\/ —asint]? + [b cost] dt—f\/a251n2t+b2coszt dt =
0

0
T

= a?sin2t + b2(1 —sin? t) dt = f\/bz — (b2 —a?)sin? tdt =

T
2
bZ_aZ
=bf\/1— b2 sin? t dt.
0

- oznatime jako k2, pak:

Zlomek
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T
2

L

Z=b v1—k?sin?t dt.
0

Délka celé elipsy bude:

T

2
f — k?sin?t dt.
0

Nyni nastavd problém, ze primitivni funkci nelze vyjadfit pomoci koneéného poctu

elementarnich funkci. Proto pro konkrétni hodnoty poloos a a b zkusme pouzit

k vypoétu vhodnou numerickou metodu.

Hodnotu si ur¢ime naptiklad pomoci Simpsonova pravidla, které zni

Jo FGdx =22 (1@ +4f (52) + £®)), [17)

V naSem pripad¢ dostavame toto:

V1 —k?sin?t dt =

T

) T

%( 1—kzsin20+4\/1—k25inzz+\/1—kzsinzz) =
T 1

= 4b-{— \/1—k2-0+4/1—k2-§+\/1—k2-1 ~

12
br ’ 1
:? 1+4 1—§k2+\/1—k2 .

Délka elipsy dle Simpsonova pravidla je %(1 + 4 /1 - %kz + V1 — k? ) kde

kz _ b2_a2
= bz

4b

o — iy
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4.3 Objem rotaé¢niho télesa

Tato kapitola je vytvoiena na zaklad¢ podkladi z literatury [3], [4] a [15].

Uvahy tykajici se obsahu obrazce bychom mohli uplatnit i v piipadé
trojrozmérného prostoru. Mohli bychom také uvést definici ,,zakladniho télesa®, dale
definovat téleso a poté uvést definici objemu télesa jakozto kladného ¢isla spliujiciho
tyto tfi podminky:

1) Objemy shodnych téles jsou si rovny.
2) Jsou-li Vy, V, objemy dvou téles, které se neprotinaji, pak V; +V, je objem
télesa, které je sjednocenim téchto dvou téles.
3) Objem kvadru o rozmérech a, b, ¢ je roven soucinu abc.
Pak bychom mohli je$té zobecnit 2) pro vétsi pocet téles a z nasi definice objemu poté
vyplyva Ze:
4) Maji-li télesa V4, V5 po fadé objemy V;, V, a je-li téleso V Casti télesa V,, pak
plati: V; < V5.
To vSe bychom mohli, kdybychom ovSem k tomu méli potfebné prostfedky. Chybi ndm
vSak dvé véci. Je to jednak pojem plochy, ktery bychom potiebovali k definici
zakladniho télesa, a pak nam chybi pocetni aparat nutny k dikazu véty o vypoctu
objemu zdkladniho télesa.
Misto obecnych tivah o vypoctu objemu télesa budeme fesit odvozeni vzorce pro
vypocet objemu rotacniho télesa.
Jedna se o téleso, které vznikne rotaci plosného ttvaru kolem osy x. Budeme
postupovat podobné jako v ptipad¢ urcitého integralu.
Uvazujeme rotaéni téleso, které vznikne rotaci utvaru U = U(a, b, f(x)) kolem
osy x. Na Obr. 26 je ptiklad takového utvaru. Ktivka o rovnici y = f(x) je grafem
spojité funkce v intervalu (a, b). Objem vzniklého rotacniho télesa oznacujeme V (U).

A naSim ukolem je vypocitat tento objem.
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fx)

0 a X b

Obr. 26 Priklad ttvaru uréeného k rotaci kolem osy x

Nejprve si vintervalu (a,b) zvolime bod x a nechame rotovat kolem
osy x utvar U, = U(a,x, f(x)). Objem takto vzniklého télesa oznaéme V(x). Vyraz
V(x) ptedstavuje funkci proménné x definovanou v intervalu (a, b). Pro tuto funkci
plati:

V(a) =0,V(b) =V ().
Nyni ukézeme, Ze pro funkci V (x) plati:
av

— = nf?(x), x € {a, b). (23)

Vztah (23) nam piipomina jiz z geometric znamy vzorec pro vypocet objemu
valce V = mr?v. Polomér takového valce by byl f(x) a vyska dx. Nyni v intervalu

(a, b) zvolime uzavieny interval (x, x + Ax) tak, jak je uvedeno na Obr. 27.

y

fx)

0 a x X+ Ax b X

Obr. 27 Zvoleni intervalu < x, x + Ax >

Intervalu (x,x + Ax) odpovida utvar, ktery nechame rotovat kolem osy x.
Objem tohoto télesa je AV =V (x + Ax) — V(x) za ptedpokladu Ax > 0. Zaroven je

AV prirustek funkce V(x) vbodé x pro Ax > 0. Protoze je funkce f v intervalu
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(x,x + Ax) spojita, nabyva zde své nejvétsi hodnoty f(x;) a své nejmensi hodnoty
f(x1), kde x4, x, € (x,x + Ax). Za té&chto ptedpokladii potom plati:

Tf?(x)Ax < AV < wf?(x,)Ax. (24)
Vyrazy mf?(x,)Ax, mf?(x,)Ax vyjadiuji objem véalce vepsaného do rota¢niho t&lesa
a objem valce opsaného rota¢nimu télesu. Z posledni nerovnosti plyne:

nf2(x)Ax < 5 < mf?(a)Ax. (25)
Jestlize nyni Ax — 0 +, potom x; —» x a podobné x, — x. Protoze funkce f?(x) je
spojita, plati:

nf2(x) < lim 2 < 7f2(x). (26)

Ax—0t Ax

Z posledni nerovnosti plyne Alirré+j—z = nf2(x). Analogicky je mozné ukézat, Ze
X—

LAV
A}{l_r)r(l)_ yrie nf“(x).

Spojenim obou vysledkti dostaneme d‘;—;x) = nf2(x) = my?. Pro objem rotaéniho télesa

tedy plati:
V=V(b)-V(a) = [ nf?(x) = [F)]5 = F(b) — F(a),

Kde F(x) je primitivni funkce k funkci f2(x) v intervalu (a, b).

Véta 4.6: Necht’ funkce f je spojita a nezaporna na intervalu {a, b). Pak rota¢ni téleso,
které vznikne rotaci utvaru U = U (a, b F (x)) kolem osy x neboli rotaci kiivocarého
lichobéznika ohrani¢eného shora funkci f, 0sou x a pfimkami x = a, x = b kolem osy
X, mé objem:

V=mnf fA(x)dx. 27)

Je-li funkce f zadana parametrickymi rovnicemi, mizeme objem rotaéniho

télesa definovat takto:

Véta 4.7: Necht’ je funkce f dana parametrickymi rovnicemi x = @(t) a y = y(t)
pro t €{a,B), pricemz funkce ¢ ma spojitou derivaci na intervalu (a,pf)
a funkce 1 je spojita a nezaporna na intervalu (e, ). Pak pro objem rota¢niho télesa,

které vznikne rotaci elementarni oblasti:
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(@) <x < o(p),
0y <yY(),
kolem osy x, plati:

v =[Fp20le@lde. (28)

Véta 4.8: Pro vypocet rotacniho télesa, které vznikne rotaci oblasti ohrani¢ené kiivkami
g(x) < f(x) kolem osy x pro x € {a, b), pouzijeme vztah:
b b b
V= nfa f?(x) dx — nfa g%(x) dx = nfa [f2(x) — g?(x)]dx. (29)
Casto se setkdvame s chybou, kdy je umocnén rozdil funkci, tento vztah je ale

nespravny.
43.1 ReSené priklady:

43.1.1 Piiklad 1
Uréete objem té&lesa, které vznikne rotaci kiivky y = +/x kolem osy x na intervalu
(0,4). ([8], str. 59)

Obr. 28a Obr. 28b

Pro vypocet potebujeme druhou mocninu funkce:
y =x,

y? = x.
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Dosadime do vzorce (27) na str. 57 pro vypocet objemu:

v=n[ray=als] =n-(E-0)= s
=1 xy—rtzo—n > = 8m.
0

Objem daného télesa je 8.

4.3.1.2 Piiklad 2
Vypoctéte objem rotaéniho télesa, které vznikne rotaci plochy ohranicené 0sou x,

grafem funkce y = x? a piimkami x = —1, x = 1 kolem osy x. ([9], str. 121)

=1 -035 0 05 1

1

Obr. 29a Obr. 29b

Vypocteme druhou mocninu funkce:
— 42

y =X,

2

y? =x*

Dosadime do vzorce pro vypocet objemu a vypocteme:
1
, f vy ] 1 ( 1) 2
=n | x*dx=n"|—| =n-|=—(—-=)])==m.
5], 5 5 5
_1 -

Objem zadaného télesa je %n.
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4.3.1.3 Piklad 3
Uréete objem télesa, vzniklého pfti rotaci kolem osy x grafu funkce y =+vx +1
v intervalu (0, 3). ([8], str. 59)

1

x Obr. 30b
Obr. 30a

Uréime druhou mocninu funkce:

y=vVx+1,
y?2=x+1.

Dosadime do vzorce (27) na str. 53 a vypocéteme:
3

x? 3 9 151
V=7tfx+1dx=n7+x =7r-(—+3—0)=—.
0

0

. . 15
Objem je roven T’T
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4.3.1.4 Priklad 4

Urcete objem rota¢niho kuzele o vySce v a poloméru podstavy r. ([3], str. 435)

Tento kuzel vznikne, otoc¢i-li se kolem osy x pravouhly trojuhelnik AOAB jak vidime na
obrazku 3la, pfi¢emz O =[0,0], A=[r,0], B=[v,r], (v>0,r>0). Kolem

osy x tedy nechame rotovat funkci y = gx.

y
B
"' _______________________
G
0 v A x
Obr. 31a
Vypoc¢teme druhou mocninu funkce:
=—X,
Y=y
2
T
2 2
==X
Yo =2

. 1 . . .
Vidime, ze objem se rovna gnrzv, COZ je vzorec znamy z geometrie.
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4.3.1.5 Piiklad 5
Pomoci integralniho poctu odvod’te vzorec pro objem komolého rotacniho kuzele

s poloméry podstav 7y, 1, a vyskou v. ([4], str. 177)

Komoly kuzel dostaneme rotaci lichobézniku kolem osy x. Lichobéznik je omezen
ktivkami y =0, x =0, x =v, y = kx + q, kde y = kx 4+ q je ptimka prochazejici
body A[0, r,], B[v, ;] jak vidime na obrazku 32a.

y =

Obr. 32a
Obr. 32b

Rovnice piimky je:

Vv ypOéteme _]e_]i druhou mocninu:
r' — r' 2 r r — r
2 (( 1 2) 2 2 2( 1 2) 2>-

x+r
v2 v 2

Dosadime do vzorce pro vypocet objemu rotacnich téles:

v
r—1y)% ry(ry — 1
V=nf<gx2+22(1—2)x+r22>dx=

v2 v

v

r, —r r,(r

(1 2) 2 2(1 ) 2+T2 —

B 2v
0
N —1,)2 r(ry —1 v 1
=nl(13—22)v3+22(12—vz)v2+r22v—01 =---=§nv(r12+r1r2+r22).
0

. . .1 1 .
Vzorec pro vypocet komolého kuzele je roven 57‘[1.7(7'12 + ry1y, + 12). Tento vzorec jiz

zname z geometrie a mizeme jej dohledat v matematicko-fyzikalnich tabulkach pro SS.
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4.3.1.6 Priklad 6

Urcete vzorce pro vypocet koule o poloméru r. ([3], str. 436)

Koule vznikne rotaci palkruhu kolem osy x. Z rovnice kruznice se sttedem v bodé [0,0]
a polomérem 7 si vyjadiime funkci, ktera odpovida danému pulkruhu:

r2 = x2 +y2,
Meze pro dany pulkruh jsou:

(=r,7).

Obr. 33a

Obr. 33b

Uréime druhou mocninu této funkce:

Y2 =12 — 52,

Dosadime do vzorce pro vypocet objemu a vypocteme:

A x3]" r3 r3
V: 2 _ Zd — 2. — . 3 _ | _,3 . —
nfr x? dx n[rx 7). n(r 3 <r+3>>
—r

2r3 4
= . 3 _ = — 3
T <2r 3) 317,'1".

. . . 4
Vzorec pro vypocet objemu koule je gm‘3.
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4.3.1.7 Piiklad 7
Odvod’te vzorec pro vypocet objemu kulové tusece, ktera je ¢asti koule o poloméru

r ajejiz vyska je v. ([4], str. 176)

Odpovidajici kruznice ma rovnici 72 = x? + y2, kulova tse¢ vznikne rotaci Gtvaru

omezeného kiivkami y = Vr? —x?, x € (r —v,r), y = 0 kolem osy x jak vidime na

obrazku 34a.
—rdw
\ 0
r—1v X r'

T T 3 T T 1
r—v 4

&

Obr. 34a Obr. 34b

Vypocteme druhou mocninu funkce y:
y =+/r2 —x2,
yz — 72 _ 52

Pro objem kulové usece tedy plati:

r x3]" r3 1
V=nm Jrz —x?dx=m rzx—? =n(r3—?—(r2(r—v) —g(r—v)3) =
r—v r—v
r3 , 1 1
=7 r3—?—r3+r v+§(r—v)3 = =g (3r — ).

’ v P |
Vzorec pro vypocet kulové usece je gnvz (3r —v).

4.3.1.8 Piiklad 8
2 2
Urcete objem télesa, které je zadano rovnici elipsy Z—G + x: = 1 a rotuje kolem osy x.

([3], str. 438)
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Elipsa je soumérna podle obou os, proto ndm staci nechat rotovat ¢ast kiivky, kterd je

Vv prvnim kvadrantu a vysledek vynésobit dvéma.

0

Obr. 35a

Obr. 35b

Meze v prvnim kvadrantu jsou:
(0,2).

Vyjadtime rovnici kiivky z rovnice elipsy:

2
X
2 x
36 4

xZ
r

y2=36-<1— >=36—9x2.

2
=1,

Déale rovnici upravovat nemusime, jeji druhou mocninu vyuzijeme pii vypoctu objemu:
9x31?
36x — T =T[(72 — 24— 0) = 48m.

V= nj36—9x2=ﬂ
S 0

Nesmime zapomenout vysledek vynasobit dvéma, abychom dostali objem celého télesa:

V =2-48m = 96m.

Objem rotujici elipsy je roven 96m.
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4.3.1.9 Piiklad 9
Vypocététe objem télesa, které vznikne rotaci oblasti ohrani¢ené kiivkami

f(x) =2—x?ag(x) = x? kolem osy x. ([15], str. 173)

Oblast je ohrani¢ena dvéma parabolami.

-1 -6.5 0 05 l'

Obr. 36a Obr. 36b

Obr. 36¢

Najdeme si jejich pruseciky:
x% =2 —x?,
2x2-2=0,
2c—-1D(x+1)=0.
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Kfivky se protinaji v bodech:

x1=_1ax2=1.

Objem daného objektu nalezneme, kdyZ vyuZijeme vétu 4.8 na str. 58 a odecteme od
objemu télesa, jehoz plast vznikne rotaci kiivky f kolem osy x objem télesa, které

vznikne rotaci obrazce pod kiivkou g, na intervalu (—1, 1).

Vyuzitim vzorce (29) na strané 58 ziskdvame:

1 1 1
V=m [2—-x)?dx—7m | (x®)?dx=m |[(2—x%)— (x?)?*]dx =
J Joron=]

x3
=7Tf[(4—4x2+x4)—x4] dx:4nf(1_x2)dx:4nlx_?l —
-1 -1 -1

—anf1-1 (1+1) =4 (2 2)—16”
- 3 3)) =" 3) =3

; . . . . “ . lem
Rotaci oblasti mezi parabolami ndm vznikne téleso o objemu -

4.3.1.10 Priklad 10
Vypocététe objem rota¢niho télesa, jehoz plast’ vznikne rotaci kiivky y = e* pro

x € (0,1) kolem osy y17. ([15], str. 178)

Funkce y = e* je prosta na defini¢nim oboru a inverzni funkce k ni bude x = Iny,

y > 0.Prox € (0,1) bude y € (1, e).

0.9

08
0.6

0.4

0.1

1 12 14 16 18 2
¥

0806
0402 508

0. {
0204060¢ ggo4 0%

Obr. 37b

Obr. 37a

17 Pro vypocet objemu rotaéniho télesa kolem osy y miZzeme postupovat tak, ze k dané funkci zvolime
funkci inverzni, pfepo¢itime dané meze a tim pfeneseme puvodni rotaci kolem osy y na rotaci kolem
osy x.
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Druha mocnina funkce je:

x=1Iny,
x? =1n?%y.
Objem vypocitame nasledovné:
e
V=mn f In? y dy.
1
Vyuzijeme metody per partes:
v=In?y

u = 1
u=y v'=(21ny);

Dosadime a dostavame:
e e
n([ylnzy]f — Zflny dy) =n([e—0] — Zflny dy.
1 1

Opét pouzijeme per partes:

Dosadime:

rt(e—Z[ylny]f+2fdy> =mn(e —2e+2[yl{) =n(e—2e+2e—-2)=
1

=n(e — 2).
Objem daného télesa je m(e — 2).

4.3.1.11 Piiklad 11
Vypoctéte objem rotaéniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného

0sou x a jednim obloukem cykloidy kolem osy x ([16], str. 87)

U cykloidy jsme jiz pocitali obsah na str. 42 priklad 12. Jiz vime, Ze jeji parametrické
rovnice jsou:
x = a(t —sint),

y = a(1 —cost).
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Prvni oblouk cykloidy dostaneme pro parametr

t € (0,2m).

0 1 2 3 4 3) 6

to—

Obr. 38a

Protoze dx = a(1 — cost) dt dostdvame dle véty 4.7 na str. 57:
21 2T
V= nf a? (1 —cost)?a(l —cost)dt = na3f (1 —cost)? dt =
0 0

21

=na3f(1—3cost+3coszt—cos3t)dt=
0

21 2m
1+ cos 2t
=mnad| [t—3sint]3" + 3f Tdt—f (1 —sin®t)costdt |=
0 0
21 21
3 o 1+ cos2t .
=mna’| [t—3sint]§™ +3 7dt— (cost —sin“tcost) dt |.
0 0
Pomoci substituce:
sint =u

zjistime, Ze primitivni funkce k [ sin? t cost je:

in3
[sin?tcostdt =2t 4.
Pak dostavame:
s 3 sin 2¢1%" _ sin3 ¢t 17" 5 5 3
na (2n+§[t+ > ] — |sint — 3 =mna’(2n + 3m — 0) = 5m°a°.
0 0

Objem té&lesa, které vznikne rotaci prvniho oblouku cykloidy je 5m2a3.
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4.4 Povrch rota¢nich ploch neboli obsah plasté rotacniho télesa

Tato kapitola je vytvoiena na zaklad¢ podkladi z literatury [3] a [15].

Definovat velikost né&jaké plochy je tukol, ktery je prostredky, jez méame
k dispozici, neproveditelny — a to ze stejnych divodd, které ndim nedovolily obecné se
zabyvat pojmem objemu télesa. Nezbyva ndm tedy nic jin¢ho, nez predpokladat pojmy
»plocha® a ,velikost plochy* za zndmé z geometrie a podrobnéji se zabyvat pouze
vypoctem velikosti pldsté rotacniho télesa.

Pti vypoctu budeme postupovat nasledovné. Uvazujme nezapornou funkci f na
intervalu {a, b). Nasim ukolem bude vypocitat obsah plasté rotaniho télesa, které

vznikne rotaci grafu této funkce kolem osy x (napt. Obr. 39).

¥

flx)

0 a b

Obr. 39 Rotace kiivky kolem osy x

Nadéle budeme postupovat analogicky jako pfi vypoctu objemu rota¢niho télesa.
Rezy kolmymi na osu x rozd&lime rotatni t&leso na n tenkych platki. (Mtzeme si
predstavit, Ze krajime na krajeci napt. Sunku. Tentokrat nas zajimé slupka jednotlivych
platkd.) Kazdy platek mizeme aproximovat jako komoly kuzel, jehoz plast vytvori
usecka A4s; rotujici kolem osy x (viz. Obr. 40). Plast i-tého komolého kuzelu bude

AS; =~ 2nf (§;)4s;.
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Obr. 40 Roziezani télesa na platky

Obsah celého plaste¢ bude piiblizn€ roven souctu plastd jednotlivych platkt
(komolych kuzelt):

S ~ Tl AS; = X, 2nf (§)ds:. (30)

Cim bude dé&leni intervalu {(a, b) jemngjsi, tim méné se bude soucet obsahil plastth

platkd )7L, AS; 1isit od obsahu plasté daného télesa. Proto obsah plasté definujeme jako

limitu tohoto souctu pro n — oo, kdyz zaroven vsechny délky 4s; — 0. Klademe:

S =2n [ f(x)ds, (31)

2
kde ds = \/dx2 +dy? = |1+ (3_3;) dx =1+ [f'(x)]%dx.

Dosazenim za ds dostaneme:

S=2n [ fo) 1+ If ()]%dx. (32)

Véta 4.9: Necht je funkce f spojita a nezaporna na intervalu (a, b) a ma zde spojitou
derivaci f’. Pak pro obsah rota¢ni plochy vzniklé rotaci oblouku kiivky

y = f(x) kolem osy x plati:

S =2n [ f()J1+If ()]%dx. (33)

Je-li kiivka zadana parametrickymi rovnicemi mizeme piedefinovat Vétu 4.9 takto:

Véta 4.10: Necht’ je funkce f dana parametrickymi rovnicemi x = @(t) a y = Y (t)
pro t €{a,B), pficemz funkce ¢ a Y maji spojité derivace na intervalu
< a,B > a funkce ¥ je nezaporna na intervalu (@, 8). Pak pro obsah plochy, ktera

vznikne rotaci grafu funkce f kolem osy x plati:

s =2n [ p(©) T OF + [’ (O]7dt. (34)
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4.4.1 ReSené piiklady:

4.4.1.1 Priklad 1
Urcete vzorec pro vypocet povrchu plasté valce, jehoz vyska je v a polomér podstavy r.

([3], str. 451) obr str. 435

Vilec s vySkou v a polomérem podstavy r vznikne, nechdme-li rotovat obdelnik
o stranach v a r (viz Obr. 41a). Tedy ttvar ohrani¢eny osou x, ptfimkami x = 0,x = v

a useckou, jiz je ¢asti konstantni funkce y = r.

% A

Obr. 41a

r
Obr. 41b

Dle vzorce (33) na stran¢ 71 sestavime integral k vypoétu obsahu plasté:
v v

S = 2nf r JTT[0) dx = znfnh T [0]2dx =

0 0

v
= 27tfrx/1 + 0dx = 2nr[x]§ = 2nrv.
0

Vzorec pro vypocet povrchu plasté je 2mrv, tak jak jej zname z geometrie.
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4.4.1.2 Priklad 2

Urcete obsah plasté rotaéniho kuzele o vysce v a polomérem podstavy r. ([3], str. 451)

Funkci f:f(x) = %x, kterou pouZijeme pro na$ vypocet jsme jiz popsali v kapitole

4.3.1.4 na stran¢ 61. Pustme se tedy pfimo do vypoctu obsahu plaste.

Derivace této funkce je rovna:

r
fx) ==

v

Dosadime do vzorce pro vypocet obsahu plasté télesa (vzorec (33), str. 71):

v v
T r12 r r2
S=2nf—x 1+ dx=27tj—x 1+—dx =
v v v v
0 0
2nrVv? + r2

v2

Ozna¢ime-li Vv? +1r? =5, kde s = OB coz je velikost povrsky kuzele, obdrzime

znamy vzorec S = 7rSs.
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4.4.1.3 Priklad 3
Urcete vzorec pro vypocet obsahu plasté rotacniho komolé¢ho kuzZele o vySce v

a poloméry podstav jsou rovny rya r,. ([3], str. 451)

y

v

Obr. 43a

Obr. 43b

Funkce f je popsana v kapitole 4.3.1.5 na str. 62 je:
flx) = rlv;rzx + 7.
Derivace této funkce je rovna:
’, _ T
oo =",

Dosadime do vzorce pro vypocet obsahu plasté (vzorec (33), str. 71):

v
S:an(r1;r2x+r1)\/1+(r1;r2)2dx:
0

B 21\ V2 + (1, — 13)?2 x?

v
) |(ry—13) ) + Tzvxl = 1(ry — 1)V V2 + (1, — 1)
0

Vzorec pro vypoCet obsahu plast¢ rotacntho  komolého  kuzele je

m(ry — )\ V2 + (1 —15)2.

4.4.1.4 Priklad 4
Vypoctéte obsah plasté rotaéniho kuzele, ktery vznikne rotaci funkce f(x) = x pro

x € (0, 3) kolem osy x. ([16], str. 88)
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x

Obr. 44a Obr. 44b

Dosadime:

b 3
S = anf(x) 1+ [ (0)])?dx = anxwll + [1]%2dx =
a 0

3
x2]° 9
=2n\/§fxdx=2m/§[71 =2T[\/_'E=9T[\/§.
0 0

Povrch plochy, ktera vznikne rotaci zadané funkce f je 9m/2.

4415 Priklad 5
Vypoctéte povrch plochy, kterou vytvoii kivka y = sinx na intervalu (0, ), otd¢enim

okolo osy x. [14]

Obr. 45a Obr. 45b
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K vypoctu potiebujeme derivaci:
y = sinx,
y' = cosx.

Dosadime do vzorce (33) ze strany 71.:

T T
S=2nfsinx 1+ cos?x dx=2nJ\/1+coszxsinxdx.
0 0

K vypoctu pouzijeme substituci:

cosx =t,
—sinx dx = dt,
dt

sinx’

dx = —
Ptepocteme meze:
prox =0jet =cos0 =1,
prox =mjet =cosm = —1.

Dosadime substituci, meze a pokra¢ujeme ve vypoctu:

-1 -1
d
an V14 t? sinx(— 'y )=—27TJ A1+ t2 dt.
1 1

sinx

Nyni plati®®:

-1 -1
—an J1+t2 dt=27tf J1+t2dt.
1 1

Vzhledem k tomu, Ze funkce je na intervalu (—1,1) sudd, mizeme podle véty 2.15 na

stran¢ 22 integral spocitat takto:
-1 1
ZHJ \/1+t2dt=2-27rj\/1+t2dt.
1 0

Nyni integral vypoc¢itame nasledovné. Nejprve vyraz rozsifime vyrazem V1 + t2. Tento

integral rozdélime na dva a druhy integral vyfeSime metodou per partes:

1
f\/1+t2dt=
0

18 Integral fab f(x)dx jsme ve vét& 2.7 na str. 20 definovali pro ptipad, ze a < b. Pro a > b utvofime
integralni soucty takto: S(f,D) = Y-y M;(x; — x;_), kde b = x, < x,_; < -+ < x; < %o = a. V tomto
ptipadé je (x; — x;_;) < 0 a tento novy integralni soucet ma opa¢né znaménko nez definovany integralni
soudet pro interval < b, a >. Definujeme proto: fff(x)dx = - fbaf(x)dx. [14]
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o
o

u=t v

¢ 1
: “ e - e+ VT + [T - [ ViR
w=1 v=y1+¢2 0 s

Posledni integral na pravé stran¢ rovnice pievedeme na levou stranu:

1
Zf\/1+t2dt=ln(1+\/§)—ln1+\/z
0
1
2-]-\/1+t2dt=1n(1+\/§)+\/§,
0

f\/l +t2dt = %(ln(l +v2) +/2).

Povrch plasté je tedy roven:

S=47rj\/1+t2dt=4n-%(ln(1+\/§)+\/§) = 2n(In(1 + v2) + v2).

Obsah plasté, ktery vznikne rotaci funkce x =sinx na daném intervalu je

Zn(ln(l + \/7) + \/7)

4.4.1.6 Priklad 6
Urcete obsah plasté rota¢ni plochy, kterd vznikne rotaci asteroidy kolem osy x.

([15], str. 188)
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Obr. 46a

Obr. 46b

Vznik asteroidy je popsan u ptikladu 4.2.1.6 Ptiklad 6 na strané 51.
Parametrické rovnice asteroidy jsou:
x = @(t) =acos3t,
y = ¥(t) = asin’t,
a>0.

Vzhledem k symetrii asteroidy se muiizeme omezit na t € (O,g). Rotaci dostaneme

polovinu rota¢ni plochy. Parametrické rovnice a jejich derivace:
¢’(t) = —3acos?tsint,
P’(t) = 3asin® tcost,

dosadime do vzorce (34) ze strany 71 a vypocéteme:

Y

s 2

5= an asin® t\/[-3acos? t sint]? + [3asin? t cost]? dt =
0

= 2ma | sin® t(3asintcost) dt = 6ma? | sin*tcost dt =

O — i3
o — iy

3
sin® t]2 B 6ma’
5 5

= 6ma’ [

0

Obsah celé rotacni plochy bude:

6ma’ B 12ma?

=2 =
S 5 5

12ma?
P

Obsah plaste, ktery vznikne rotaci asteroidy je
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5 Priklady K procviceni

Tyto ptiklady jsou vybrany =z publikaci [3], [4], [10] a [15], které se zabyvaji

matematikou analyzou.

5.1 Obsah rovinného utvaru

1)

2)

3)

4)

5)

Vypoctéte obsah rovinného utvaru, ktery je omezen osou x a kiivkou:
a) y=3x—x?

b) y =sinx, x € (0, )

Vypoctéte obsah rovinného utvaru, ktery je omezen kiivkami:
a) y=tgx,y=0,x=0,x=i7t
b) vy =x2vy%=x
) yi=x,x+y—-2=0
d y=e*sinx,y=0,x €(0,m)

Urcete obsah oblasti ohrani¢ené kiivkami:
_ 12 2
Q) y=qmy=x
b) y=Inx,y=2Inx—-1,x =e”"2
c) osax,osay, Vx+,y =3

Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem

y=x3+x%—6xpro—3 <x < 3ao0sou x.

funkce

Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného osou x a kiivkou zadanou

parametrickymi rovnicemi x = 2sint,y = 2cost, 0 <t < m.

Vysledky:

Da)P=2b)P=2r+22a)P=;In2,b)P=2c)P==d)P=

1+e™
2em’

a)P=8r-2V3 )P =ec)P=24P=215P=2m
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5.2 Délka rovinné kiivky

1) Urcete délku kiivky dané predpisem:
a) y =arcsinx —vV1—x2,x€(0,1)
b) ¥ =xvx, x €(0,3)

¢) y=In(sinx),x € (g,g)

2) Vypoctéte délku oblouku kiivky, ktera je grafem funkce y = In(cos x), a jehoz

s .7 ’ ¥ . A
krajni body maji prvni soufadnice x; = 0, x, = "

3) Urcete délku kiivky:
a y2=4x3,0<x<2,y>0

b) y =arcsinx +vV1l—-x?, -1<x<1

2
C) y=%—%,1£x£e

2+x

6
Sz Prol=x<2.

4) Vypoctéte délku oblouku kiivky y =

5) Urlete délku kiivky, ktera ma parametrické rovnice x = cost + tsint,

y =sint—tcost,0 <t < 2m.

Vysledky: 1) a) L=2v2, b) L=1§, ¢) L=Inv3, 2) L=In(1+v2),
e?-1
4

3a)L=—(VI¥-1),b)L=40)L=

,4)L:§,5)L:2n2
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5.3 Objem rotacniho télesa

1)

2)

3)

4)

5)

Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci utvaru ohrani¢ené¢ho

ktivkami: y = x, y = i y =0, x = 2 kolem osy x.

Vypoctéte objem rotaéniho télesa, které vznikne rotaci utvaru ohrani¢eného

kfivkami: x2 —y%2 =4,y = -2,y = 2 kolem osy y.

Urcete objem télesa vzniklého rotaci kiivky kolem osy x, je-li kiivka zadana
rovnici:
a)y=3x—-2,x€(0,1)
YU
b) y = cosx, x € <_E’E>

1
cosx’

0y=——x€({7)

Vypoctéte objem rotaéniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce
ohraniceného zadanymi kiivkami kolem osy x:

a) xy=4,y=0,x=1,x=4

b) y=x,y=i,x=2

C) y=sinx,y=0,x=0,x=m
Vypoctéte objem rotacniho tclesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce

ohranic¢ené¢ho osou x a danou, parametricky popsanou, kiivkou pii rotaci kolem

0sy x,x = 3sint,y=3cost,0<t <m.

2V3m

2
Vysledky: )V =2m,2)V =Zm,8)a) V=m,b)V ==, ¢) V =27, 4) a) v = 12m,

b)V=2rmc)V=mn-8In2),5V =36r

6
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5.4 Povrch rota¢nich ploch (obsah plasté rota¢niho télesa)

1) Urcete obsah rota¢ni plochy vzniklé rotaci kiivky kolem osy x, je-li kiivka dana
rovnici:
a) x2+(y—3)2=4,x€(-2,2)
b) y=3+V4—x2 x€(-2,2)
c) y=3x—2,x€(1,2)
d) 9y? =x(3-x)% x€(0,1)

2) Vypodtéte obsah rotaéni plochy, kterou vytvoii oblouk paraboly y = 2+/x pro

3 < x < 8 pfi otaceni kolem osy x.

3) Vypoctéte obsah rotacni plochy, ktera vznikne rotaci dané kiivky kolem osy x,

x=sin2t,y=ZSin2t,OStS§.

Vysledky: 1) a) S =24m?, b) S=12n%+16m, c) S=5V10m, d) S= %n,

152

2)S=T7T,3)S=4-T[2

82



6 Zavér

Cilem této prace bylo ptiblizit ¢tenafi jedno z témat matematické analyzy a to
Riemannuv ur€ity integral. Pfi psani této prace jsem si uvédomila, u kolika ploch ¢i
objektii v nasem okoli 1ze urcit obsah, objem ¢i délku. Znalosti tohoto tématu se ndm
dostdva mnoha moZznosti a Usnadnéni vypoctu danych veli¢in aniz bychom si

pamatovali vzorce, ktera nam byly ,,vtloukany* do hlavy jiz na zékladni $kole.

V této praci se dostavam k odvozeni nekterych nam jiz znamych vzorci, jako
jsou naptiklad vypocet obsahu kruhu, objemu rota¢niho kuzele a komolého rota¢niho

kuzele, objemu koule, povrchu plasté valce ¢i povrchu kuzele.
Ptedpoklddam, Ze by ma prace mohla byt vhodna pro studenty, ktefi se s touto

problematikou dostdvaji do kontaktu, a mohla by jim pomoci v pochopeni integracnich

postupti.
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