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1. Uvod

Motto mé bakalarské prace je: ,,Technologicky rozvoj dvacatého stoleti poznamenal
stejné jako socialni instituce i Skoly. Tento vliv byl zietelny ve dvou rovindach — jednak
v rovine zavadeni konkrétnich technologickych prostredkii, jednak v roviné utopickych

projektii, které se zrodily z nadseni nad velkym potencialem zmeén [1].

Tak jak jde Cas, méni se i1 zpiisob vyuCovéani. Vyucovani jednoznacné proslo
mnohaletym vyvojem. V kazdé dob¢ se snazila vychova udélat z déti kvalitniho a praktického
Pro¢ tedy v dnesni dobé pIn€ nevyuzit software pii vyuce? V sedmdesatych letech si pomalu,
ale jist¢ zacaly do Skol prorazet cestu pocitace. Od té¢ doby se staly praktickou soucasti kazdé
Skoly a dnes si jiz zadna Skola nedokdze praci bez pocitacl ani predstavit. A zrovna dnesni
doba nabizi Siroké moznosti jak ucit pomoci riznych programi. Pro¢ to tedy nevyuzit?
Ucitelé se mnohdy témto metodam vzpiraji, ale myslim si, Ze je to Skoda a bylo by velice
uzitecné pii jakékoliv vyuce pouzit moderni technologii. Jednak to usnadni studentim praci,
jednak studenti vSe lépe pochopi a hlavné se mnohem Iépe budou orientovat v dneSnim
technickém svété. To plati pro vyuku jakéhokoliv pfedmétu, obzvlasté pak matematiky a
matematické analyzy. ProtoZe sjednocenim jednotlivych znalosti z matematiky se vytvori
komplexni soubor vSech znalosti, a to by mél byt cil dneSni moderni vyuky.

Toto vSechno jsou divody, pro¢ zavést software do vyuky jakéhokoliv pfedmétu.
Pokud mém hovoftit o zavedeni softwaru do vyuky matematické analyzy, zde vSe plati
dvojnasob a vyuziti softwaru je pomalu nutnosti. Matematickd analyza je v mnoha odvétvich
velice abstraktni, proto je velice pottebné pii jeji vyuce vhodny software vyuzit. Bez pouziti
vhodného softwaru je matematickd analyza zbyte¢né sloZitd a pro studenty téZko
predstavitelna. Zavedenim daného softwaru do hodin matematické analyzy zjednodusime
praci nejen ucitelim, ale hlavné studentlim, ktefi budou matematickou analyzu mnohem lépe
chapat a vyuzivat, ale hlavn¢ je budou hodiny matematické analyzy bavit.

Pravé proto jsem si vybral toto téma pro svou bakalatskou praci. Budu se jednak snazit
vSeobecné popsat software pro vyuku, ale pfedev§im poté se zamétim piimo na jeden jediny
software, ktery dle mého nazoru patii mezi nejvhodnéjsi programy pro vyuku matematické

analyzy, a to Maple. A pravé pomoci programu Maple budu v této praci demonstrovat nékteré



vybrané kapitoly z matematické analyzy, které jsou vhodné pro pouziti programu Maple ve

vyuce matematiky.

2. Vyuziti po€itace ve vyuce

V této kapitole bych rad vSeobecné popsal vyuziti pocCitace ve vyuce a funkei pocitaci
ve vyuce. Poté chci rozebrat rozdéleni programil a nasledné popsat vyukovy software a jeho
rozdé€leni. Vyzvednu vyhody zavedeni softwaru do vyuky a samoziejmée uvedu i néktera jeho
uskali. V zavéru kapitoly rozdélim piimo matematicky software a popiSu nejznaméjsi
programy pro vyuku matematiky na zakladnich a stfednich Skolach. Podrobnéji rozepisu
programy, které se zamétuji predevSim na odvétvi matematické analyzy. Nejvice se budu
snazit vS§eobecn¢ popsat program Maple, protoZe ten je pro mou bakalafskou praci stézejni.

Jak je zfejmé, ja osobné jsem pro pouzivani vyukového software pii hodinach
matematiky, ale 1 zde plati pravidlo vSeho s mirou. Jsem toho ndzoru, Ze pfi nadmérném
pouzivani vyukového softwaru by mohlo dojit k tomu, Ze pro studenty toto téma nebude

zajimavé a nebudou se na tuto vyuku tésit. Z luxusu se mize stat standart, které¢ho si studenti

pfestanou vazit, a to je nezadouci.
VyuZiti pocitace ve vyuce Ize do vyuky zafadit dvéma zplisoby [2]:

1. Vyuka o pocitaci
V tomto ptipad¢ je pfedmétem vyuky pocitac. Vyuka je zaméfena na jeho technické

vybaveni (hardware), obsluhu a GdrZbu, a na programové vybaveni a tvorbu software.

2. Vyuka s pocitaci
Zahrnuje vSechny zpiisoby vyuZiti pocitace pro ucely vyuky. Pocita¢ je pomiickou pro
ucitele a Zdka. Timto zplsobem pojatd vyuka miZze mit uplatnéni ve vSech
vyucovacich pfedmétech. Je ovSem nutna urcitd mira znalosti prace s pocitacem.
Vyuku s pocitaci mizeme rozdelit do dvou oblasti:
e Pocitatem podporovana vyuka
- Pouziti pocitae jako dopliujiciho média v ramci celkového
fizeni vyucovani ulitelem pro dil¢i didaktické funkce slouzi
k vykladu latky, procviCovani, testovani, simulaci aj.

e Pocitatem fizend vyuka



- Pocitac je systémem, ktery zajiStuje vétSinu funkci vyucovani.
Mezi né patii napiiklad: evidence studijnich vysledki, nabidka
lekci, banka testovych uloh, generator testl, zaddvani ukold,

vyhodnocovani odpovédi apod. [2].

Vyuziti pocitact ve vyuce ma daleko vice moznosti nez klasické pomticky. Diivodem

je velké mnozstvi vSestrann¢ zaméfenych funkci pocitacl. Mezi nejdilezitéjsi funkce fadime

tyto [4]:

1.

Pocitac jako ucebni pomicka

Jednd se o nejuzivangjsi funkci, pfi které pouzivame pocitac¢ jako pomtcku pfi
programovani, obsluhy pocitace, pozndvani jednotlivych typl pocitaci. ZvysSuje
nazornost pomoci modelovani, nejriiznéjSich simulaci, grafiky a animaci. Jako uc¢ebni

pomucka je pocita¢ vyuzivan k reprezentaci ucebni latky.

Pocitac jako administrativni pracovni nastroj ucitele

Uciteli slouzi pocita¢ jako pracovni nastroj pii pfipravé a planovani pedagogického
procesu, pii fizeni a hodnoceni vyuky. Pro vedeni Skolni administrativy slouzi
nejzndméjSi program Bakalafi, ktery pokryva nasledujici oblasti: evidence zaki a
zamé&stnancl, grafické zpracovani klasifikace, tfidni knihu, propojeni Skoly s rodici

prostiednictvim webovych stranek, tematické plany a rozvrhy hodin.

Pocitac jako vnéjsi aktivni pamét ucitele

Funkce je uskutecnovana prostfednictvim e-learningu, ktery lze chépat jako formu
vzdélavaci Cinnosti, pii niz vzdélavajici a vzdélavani vstupuji do ur€itych vztahii za
aktivni Ucasti pocitace jako technického prostiedku pro dosazeni predem stanoveného

cile.

Pocitac jako didakticky prostfedek
Pocitac je vyuzivan ve vyuce s didaktickymi programy, pfi spojeni s dataprojektorem
a interaktivni tabuli. Pouze v pfedmétu informatika maji zaci moznost pracovat

samostatn¢ s pocitacem. V ostatnich predmeétech tomu tak vétSinou neni.



2.1 Software a jeho rozdéleni

Software, ktery je mozno pouZit pii vyuce se rozdéluje takto [5]:

e Edukacni software je jakékoliv programové vybaveni pocitace, které je predurceno pro

vyuziti v situacich, kdy dochazi k rozvoji osobnosti jedince.

e Vyukovy software je jakékoliv programové vybaveni pocitace, které je urceno
k vyukovym ucelim a dokaze plnit alesponi nékterou z didaktickych funkci: motivace,
expozice uciva, upevneéni osvojenych védomosti a dovednosti, kontrola ziskané Grovné

védomosti a dovednosti.

Ve své bakalafské praci budu nejdfive podrobné rozebirat vyukovy software.
K zakladnim funkcim vyukovych programu fadime: vyklad latky, procvi¢ovani latky, feSeni
problémii, simulace problémt, simula¢ni hry, opakovani a automatické kontroly [3].

Vyukovy program je ptehledny, ndzorny a umoznuje zakim se jednoduse v programu
orientovat. Da se vyuzit jednak pfimo v prezenéni vyuce, ale muze slouzit také pro

samostudium zakda.

Rozdé&leni vyukovych programi [3]:
1. programy zamétené na vyklad
- Jsou to pfedevSim textové programy, které nahrazuji tradi¢ni u€ebnice. Vyhodou
téchto programi oproti klasickym wucebnicim jsou odkazy, které propojuji

souvisejici témata v programu.

2. programy zaméfené na simulaci
- simulaéni programy zobrazi dany problém v grafické podobé, jsou nejastéji
pouzivany v matematice, fyzice nebo chemii. Jednd se o pocitacovou simulaci,

diky které si Zak sam prozkouma vzniklou situaci.

3. programy zamétené na zkouSeni a testovani
- tyto programy jsou nejrozsifenéj$im typem vyukovych programi. Jsou zaloZeny
na systému otdzek a odpovédi tak, aby Zadk ucivo co nejlépe zvladl. Programy

zaméiené na zkouSeni a testovani poskytuji okamzité zpétnou vazbu a mohou
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navrhovat 1 znamkovani. Dle Burianové (2003) v téchto programech existuji
otazky s riznymi typy odpovédi:
e otazky s vybérovou odpovédi (zak vybere spravnou odpoveéd),
e otazky s tvofenou odpovédi (zak samostatné vytvoii odpoved),
e otdzky pfifazovaci (pfifazeni spravnych odpovédi — nékolika pojmi
k sob¢),
e otdzky sefazovaci (uspotadani spravnych odpovédi dle urcitého
kritéria)

e otazky umistovaci.

4. programy zaméfené na procvicovani latky
- programy fidi procvicovani dan¢ho uciva. Funguji na principu otazek a odpoveédi.
Programy rozvijeji dovednosti zdkd a také procvicuji probirané ucivo.

Procvic¢ovani slouzi jako samostudium pro zaky.

V praxi se ovSem CcCasto setkavdme s vyukovymi programy, které kombinuji vySe

uvedené typy vyukovych programi [3].

2.2 Vyhody zavedeni software

Nyni si popiSeme fadu vyhod, které ndm vyukové programy a jejich zatfazeni do vyuky
nabizi. Pomoci pocita¢li vytvoifime vhodné prostfedi pro uceni, které studenty nestresuje a
naopak je pfitahuje a bavi. Studenti, pro které je klasicky vyklad nezajimavy, se diky
pocitaclim ve vyuce mohou pro u¢eni znovu nadchnout. Ov§em aby nedoslo k nedorozuménti,
vyukovy software neni ur€en jen pro podprimérné studenty, pravé naopak je urc¢en pro celou
Skélu studentli, 1 pro nadprimérné studenty ma své vyhody. Diky vyukovym programim
podporujeme ve studentech fantazii, kreativitu a vlastni mySleni studentd. Uceni je
interaktivni. Programy zajiStuji studentim zpétnou vazbu, kontrolu a vyhodnoceni jejich
prace, coz pti bézné klasické vyuce nemusi byt pravidlem. A pfitom zpétna vazba je nesmirné
dilezitd proto, aby si zak své chyby uvédomil a poucil se z nich. Velkou vyhodou vyukového
softwaru je nezaujaté a spravedlivé hodnoceni studentti, protoze pocitac si nevytvoii kladny ¢i
zaporny osobni vztah ke studentovi a tudiZ si na zddného studenta ,,nezasedne®. Vyukové

programy mohou studentim také poskytnout soukromi, respektuji individualitu, poZadavky,



dovednosti a tempo studenta. Diky vyuziti vyukového softwaru student neztraci béhem vyuky
koncentraci. Déle vyukové programy velice dobie pfispivaji k nazornému vyucovani, ¢imz
dochazi ke zvyseni aktivity u studentll v hodinach a diky tomu také dochazi ke zlepSovani
vysledkti u jednotlivych studentd. Vyukové programy mohou nahradit nékteré klasické
didaktické pomiicky, protoze diky vyuziti vyukového programu je vyuka Iépe
predstavitelnéjsi. Vyuka diky vyukovym programim je pro studenty zabavnd, studenti si
mnohdy ani neuvédomi, ze se uci [3].

Mohou byt také prostredkem ke zlepSeni vyuky pro studenty se specidlnimi
vzdélavacimi potifebami.

Mezi dalsi nesporné vyhody patii véci, které si clovék ani neuvédomi diky tomu, jak je
bere automaticky, pfirozené¢ a samoziejmé, napf. jiz zminéné vyuziti informacnich a
komunikac¢nich technologii v dneSnim modernim svété a zafazeni Clovéka do spolecnosti,
kterd se bez vyuziti pocitacii dnes jiz neobejde. Timto u studentli podporujeme informacni

gramotnost a celkové zafazeni do moderniho svéta.

2.3 Nevyhody a rizika zavedeni software

Je samoziejmosti, ze i pres veSkeré vySe vyjmenované vyhody, nesou vyukové
programy 1 n¢jaké nevyhody a rizika. Tyto nevyhody a rizika se pokusim nyni vice rozvést. Je
nutné si tyto nevyhody a rizika uvédomit, protoZe jedin€ tak je mozné se tomuto vyhnout,
popiipad¢ tyto aspekty co nejvice eliminovat.

Vyznamnym rizikem je pocate¢ni nadSeni a poté zklamani ucitele. Ucitel mize mit
ptilis vysoké ocekavani od vyukového programu, které pak neni naplnéno, prichazi zklamani
a ucitel se Casto vraci k tradi¢ni metod¢€ vyuky.

DalSim rizikem je, zZe vyuZiti vyukovych programli miiZze vést k negativnimu nazoru
ucitele na vyuziti t€chto programi. Ucitele mohou pfepadnout obavy, Ze je zbytec¢ny, Ze jeho
praci prevzal pocitac a ucitel tak mize ztracet motivaci.

Velkou nevyhodou pro mnoho $kol je finan¢ni stranka této véci. Nékteré licence
vyukovych programii jsou docela nakladné. Dale spousta vyukovych programi vyzaduje
kvalitni technické vybaveni. Nékteré vyukové programy vyzaduji nejen dobry hardware
pocitace, ale také jiné technologické vybaveni (napt. dataprojektor, interaktivni tabule atd.), a
to na vétSin€ Skol chybi, tudiz to miize byt problém pro zafazeni vyukovych programi do

vyuky.
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V neposledni fadé musim hovoftit o zdravotnich komplikacich spojenych s uzivanim
vyukovych programi a pocitaci ve Skolach. At uz se jednd o nadmérné vyuziti zraku,
pretizeni Slach na rukou nebo vysoka zatéz pro zada ¢i hrozba epilepsie, vzdy je potieba hlidat
¢as vyuzity pro praci s vyukovym programem tak, aby mira téchto zdravotnich komplikaci
byla co nejnizs§i a neprojevovalo se tak zde extrémni zatizeni student pii praci s t€mito

programy[3].

2.4 Rozdéleni matematickych programi

Matematickych programi, které jsou uréeny pro vyuku matematiky, je Siroka Skala.
Vétsina téchto programl je urena pro vyuku matematiky na zékladnich nebo stfednich
Skolach. Existuje fada vyukovych programt, které jsou uréeny pro vyuku ¢i procvicovani
urcité latky z matematiky. Programy pro vyuku matematiky Ize rozdélit podle toho, pro koho
jsou ur¢eny. Existuji programy urcené pro zaky na druhém stupni, programy uréené pro prvni

stupenl a dokonce jsou i programy urcené pro jednotlivé ro¢niky na zakladnich Skolach.

Programy pro vyuku matematiky se mohou také rozdélovat podle toho, pro jaké odvétvi
matematiky jsou vytvoreny. Matematické programy se pak d€li na programy urené pro
vyuku napf-:

e rovnic - jednim z programil ureny na vyuku rovnic je napf. program Mistr rovnic,

ktery je nejen urcen pro vyuku rovnic, ale 1 pro jejich procvicovani,

e geometrie - pro vyuku geometrie na Skolach je hojné vyuzivan napt. software Cabri
Geometrie II Plus. Tento program je ovSem placeny. Podobna bezplatnd verze
programu Cabri Geometrie II Plus se nazyvda GEONEXT. Dale je také pouZivan
program Corinth,

e aritmetiky — napf. program Matematika zajimaveé — Aritmetika,

e zlomkul — jedna se napt. o program Matematika zajimave — Zlomky,

e matematické analyzy — zde patii programy Graph, GeoGebra a Maple, které

podrobnéji popisu v nasledujicich odstavcich.
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241 Graph

Program Graph je velmi jednoduchy program s otevienym zdrojovym kodem pro
vykresleni grafii matematickych funkci v soufadnicovém systému. Autorem je dansky
programator Ivan Johansen. Velice jednoduSe a rychle Ize vlozit funkci do jiného programu a
grafy lze pouzit v jinych aplikacich. Je to standartni program pro operacni systém Windows.
Prostfedi programu nabizi Sirokou Skalu vlastniho nastaveni programu. Program Graph
obsahuje systémové menu a dialogy. Pomoci velice jednoduchého ovladani Ize snadno piidat
popisy grafil, stinovani a barvu tak, aby grafy byly ptehledné a dobfe rozvrzené a orientacni.

Program Graph pracuje s komplexnimi ¢isly, nabizi dal$i funkce z infinitezimalniho
poctu, jako jsou derivace a integrace funkci. Tento program neni rozsifen a pouzivan tak ¢asto
pro vyuku matematické analyzy na Skolach jako jiné programy. Nejcastéji pouzivany program
na zékladnich Skolach je GeoGebra, na stfednich Skolach se o vitézstvi déli GeoGebra a

Maple, které rozeberu v nasledujicich odstavcich [6].

2.4.2 GeoGebra

Program GeoGebra patii mezi pocitaové multiplatformni dynamické programy.
Program je pfedevSim urCen pro vyuku na Skoldch. Jeho vyvoj zacal vroce 2001.
Zakladatelem GeoGebry je Markus Hohenwarter. Program GeoGebra je dobfe usporadany,
pro studenty velice intuitivni. PouZiva se pomoci jednoduchého uZivatelského prostiedi, které
obsahuje zna¢ny pocet uzite¢nych funkci. UmoZznuje studentim lépe chapat vztahy mezi
geometrii a algebrou. GeoGebra je program v oblasti dynamické geometrie, ktery v sobé
obsahuje 1 prvky algebry a infinitezimalniho poctu.

Program GeoGebra umi z algebraického popisu objektu vytvofit geometricky objekt,
to plati 1 naopak. Program GeoGebra je velice Casto pouzivan pro geometrii, algebru, ale také
pro matematickou analyzu ve §koladch. Ma ve Skolach mnoho pfiznivci, a to nejen proto, Ze je
zdarma volnég ke stazeni, ale ma i velkou on-line podporu, jako je naptiklad webova stranka
https://geogebra.org. Je dostupny milionu uzivateld po celém svété. Mé svij vlastni kandl na
portale Youtube - https://www.youtube.com/user/GeoGebraChannel. Program ziskal mnoho

ocenéni v Evropé 1 v USA jako vzdélavaci software [7].
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2.4.3 Maple

Systém Maple je pocitacové prostiedi ur¢ené pro zjednoduSeni vypoctli v matematice a
také pro zrychleni téchto vypocti. Slouzi také k simulacim a k programovani matematickych
algoritmt.

Hlavni vyuziti tohoto programu je v feSeni matematickych problému, rovnic a vyrazi,
umoznuje symbolické i numerické vypocty, vysledkem pak mohou byt vzorce, vysledna
hodnota nebo grafy. Systém Maple obsahuje komponenty, které podporuji vyuku matematiky.
Mié pomérné velky rozsah a pfesnost zobrazeni jak v realnych, tak v komplexnich Cislech.
Vysledky Ize zobrazit pomoci zlomki, odmocnin a symbolickych konstant.

Systém byl vytvotfen spole¢nosti Waterloo Maple Ing., kterd byla zalozena v roce 1984.
Ovsem prvni koncepce Maple byla vyvinuta na kanadské univerzité Waterloo na zac¢atku roku
1980. Od té doby vznikaji kazdy rok nové verze, diky kterym je ovladani systému Maple
jednodussi, snazsi a vice téelné. Vyuziva se na mnoha vysokych $kolach v CR. Systém Maple
je k dispozici pro rizné operacni systémy a je mozné s nim pracovat riznymi zpusoby.

Samotny systém a jeho funkce zahrnuji Sirokou oblast matematiky — algebru, geometrii a
matematickou analyzu, se kterou se v této praci blize seznamime. Zakladnim kamenem prace
tohoto systému jsou symbolické operace, které¢ vyuzivaji vyhod uchovani ¢isel v presném
tvaru. Systém Maple je prvotné¢ uren pro symbolické operace, numerické vypoclty a
zobrazovani grafli, lze jej vyuzit také na vytvareni dokumentii vysoké kvality, umoZiuje
vytvaret interaktivni uZivatelské nastroje a kvalitni prezentace. Webové stranky vyrobce
systému Maple poskytuji velké mnozstvi informaci o tomto systému a také obsahuji vzoroveé
programy, které ukazuji pouzZiti systému Maple pii feSeni riznych problémil z oblasti

matematiky a techniky [15], [16].

Nejvétsimi vyhodami systému Maple je prakticky neomezena velikost a presnost Cisel,
mnoho funkci pro statistické vypocty, jednoducha prace s vektory a maticemi, zobrazeni
vysledki pomoci grafl. Samoziejmé méa 1 né&jaké nevyhody, naptf. chybi mozZnost
dokonalejSiho zobrazeni grafii ¢i export grafii do jinych programi. Ale vyhody pfevazuji nad
nevyhodami, a proto je systém Maple velice vhodny pro vyuku matematiky na Skolach. To
byl jeden z hlavnich divodd, pro¢ jsem si pro svou bakalafskou praci program Maple vybral.
Dalsim divodem bylo to, ze se jedna o nejrozsifencj$i matematicky software na svété. Navic
prace s programem je velice intuitivni, jednoducha a pro studenty lehce pochopitelnd. DalSim

dilezitym aspektem pro vybér tohoto programu pro mou bakaladiskou praci bylo, ze verze
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Maple 16 a vyssi verze nabizi matematickou aplikaci, tzv. ucebni pomiticku, ktera interaktivné
demonstruje jednotlivé ilustrace z riznych matematickych odvétvi, mezi které patii:

e algebra,

e geometrie,

e funkce,

e pravdépodobnost a statistika,

e trigonometrie,

e matematicka analyza.

Maple ndm nabizi velice kvalitni a intuitivni ndpovédu vSech jednotlivych funkei a
ptikazl, o kterych mizeme snadno a rychle zjistit vSe, co potfebujeme. V napovéde lze takeé
nalézt typové piiklady danych funkci a ptikazt, diky kterym pochopime, jak dana funkce
pracuje a jak se pouziva [15], [16].

V nasledujicich kapitolach budu demonstrovat program Maple v nékterych urcitych
odvétvich matematické analyzy, ve kterych Ize tento program nejvice vyuzit a s jeho pomoci
studentim co nejvice objasnit danou tématiku. Ve 3. kapitole se budu zabyvat derivacemi
funkci. Tuto latku poté uplatnime v nasledujicich kapitolach. Ve 4. kapitole budeme

procvicovat pribéh funkce a v 5. kapitole se seznamime s Taylorovym polynomem.

2.5 Vlastni praxe v edukaénim procesu

Absolvoval jsem praxi na zékladni $kole Jungmannova v Litovli. Skola je dobfe
vybavena. V kazdé¢ tfid¢ je dataprojektor s bilou magnetickou tabuli, na kterou je obraz ptimo
promitan. Skola vyuZivd bezplatny matematicky program GeoGebra. Na této $kole je Sest
aprobovanych pedagogi, ktefi vyucuji matematiku na druhém stupni. Kazdému z nich jsem
polozil par otazek. Jak Casto program vyuziva, piedev§im v jaké konkrétni latce matematiky.
Zda je stimto programem spokojen a jaké mi fekne vyhody ¢i nevyhody. Po téchto
rozhovorech jsem doSel k ndzoru, ze se matematicky software na druhém stupni vyuziva
pfedevsim pro vyuku a nazornou ukézku ptikladi do geometrie.

Star$i pedagogové software pro vyuku nepouzivaji viibec, a to predevsim kvili dlouhé a

narocné piipravé. Dale apeluji na to, Ze je v hodinach pfili§ malo ¢asu na prezentaci, a Ze zaci
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latce s pouzitim software stejné moc neporozumi, proto radéji preferuji tradicni nazorné
vysvétleni jen na tabuli.

Mladsi pedagogové tento program vyuzivaji nékolikrat do roka. Tito pedagogové tento
program vyuzivaji hlavné na vyklad nové latky z geometrie a nazorné ukéazky pro typové
ulohy. Na své praxi jsem m¢l to Stésti, ze jsem vid€l vyuziti tohoto programu piimo ve vyuce.
Nejvice mée zaujala ukazka vyuziti programu GeoGebra na vyuku latky osové soumérnosti.
GeoGebra zde umoznuje posouvani bodu a ptimek. Timto posunem zaci byli nadSeni a urcité

1épe porozuméli vlastnostem osové soumernosti.

3. Derivace funkce

Tato kapitola bude slouzit pfedevsim studentim jako vyukovy text. OvSem vyuzit ho
mohou i pedagogové pii vyuce dané latky. Budou se zde pouzivat ¢isla v zavorkach, ktera
oznacuji jednotlivé fadky vypoctu v programu Maple. Tyto vypocty jsou za kazdym textem
v ohranieném rdmecku a na tyto vypocty se bude Casto pro prehlednost poukazovat v textu
jednotlivych kapitol. Vysledky jsou uprostied znazornény modrou barvou, tak jako je to
pfimo v programu Maple. Stejny postup bude vyuzit i v nasledujicich dvou kapitolach.

Piimo v této kapitole si studenti procvi¢i zejména zakladni typy a pravidla derivaci a
maji zde moZnost lépe pochopit derivace funkce. Program Maple disponuje nékolika
zajimavymi aplikacemi, ovSem tyto aplikace obsahuje az verze programu Maple 16. Ja se
vSak domnivam, zZe tyto aplikace jsou pro tento program stézejni a studentim pii studiu velice
pomohou. Nejdiive si struéné piipomeneme zékladni informace a pravidla pro derivovani

funkeci.

Definice 3.10. Necht x, € D(f) Existuje-li limita Lim L2~

x-x9g X~Xo
Znacime ji f'(x,) a nazyvame derivaci funkce f v bodé x. Je-li € R, pak fikame, ze f ma
v bodé xgvlastni derivaci. Je-li f"(x,) = * oo, fikame, Ze funkce f ma v bodé x, nevlastni

derivaci.
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3.1 Vzorce a pravidla pro derivovani funkci

Zde si uvedeme zakladni vzorce a pravidla pro derivovani elementarnich funkci. Pro
snadnéjsi vypocty za pomoci derivaci by bylo dobré, kdyby se tyto vzorce a pravidla

studenti naucili nazpamét'.

e Vzorce pro derivovani zakladnich funkci

=0

(x¢) = cx¢?

(c®) = c*In(c), c>0
(e*) =&

, 1
(log.(x))" = e © >0Ac #0

o1
(In()' = -

(sin(x))” = cos(x)
(cos(x))” = —sin(x)

1

(tan(x))” = o2
(cotan(x))’ = ———
cotan(x = sinz(x)
(arcsin(x))” = —
arcsin(x = T2

(arccos(x))” = =

1

(arctan(x))” = o

1
1+x2

(arccotan(x))” =
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e Pravidla pro derivovani souctu, soucinu a podilu.
fF+9)=f+yg
(c-f)=c-f
f-9=f-g9+f-9g
(f),zf’-g—f-g'

g g°

e Derivace slozené funkce:

Véta 3.11. Uvazujme slozenou funkci F = f o g. Pfedpokladejme, Ze existuje derivace
funkce g v bodé x, a derivace funkce f v bodé uy, = g(x,). Pak i sloZzena funkce F ma

derivaci v bodé¢ x, a plati

F'(xo) = (fog)(xo) =f"(ug) g'(x0) = f,(g(xo)) - 9" (xo).

Definice 3.12. Necht' n € N. Potom n-tou derivaci (nebo derivaci n-tého fadu) funkce f

rozumime funkci, kterou oznacujeme f™ a definujeme rovnosti

f(n) = (f(n—))'.

3.2 Vypocet derivaci pomoci programu Maple

Z hlavni nabidky zvolime Tools — Math Apps a otevie se ndm nové okno, kde
zvolime Calculus, v dalsi nabidce dame moZznost Derivative Definition. Zde se mizeme
seznamit s definici derivace (obrazek 3.1). MiiZzeme si zde zkusit tuto definici ndzorn¢ ukazat
na prikladu (obrdzek 3.2), kde miiZeme neustdle ménit jak pocate¢ni hodnotu x, tak velikosti
prirGstku 4. Graf se nam automaticky ithned méni podle zadanych hodnot. Na tomto
znazornéni mohou studenti okamzité¢ vidét dany rozdil, a tim padem si uvédomit smysl

derivace.
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Derivative Definition

Main Concept

Given a function f1x). its derivative, denoted % or,f(x). is a new function describing the rate of change of fx).

The value of the derivative agf at any point xis defined by the following limit, if it exists:

lim Ffla+h) = A=)
h=0 h
af

Geometrically, s describes the slope of the tangent to the graph of f{x).

You can find an approximation to the value of the derivative by ignoring the limit

S+ h) - flx)
h

This expression is the slope of the secant from P = (x f{x)) to a nearby point such as Q= (x + & fix + /) ), and the approximation improves as /i becomes smaller.

Obrazek 3.1: (Zdroj: vlastni zpracovani dle Maple)

IDrag the sliders to change the values of x and /1. Observe what occurs when / approaches 0.
Derivative Definition
20
=
00 20 40 &0 &0 100
v 10
x= '
20 -15 -10 5 ] 5 10
-1.796
slope=
=20 -10 0 10 20
P v
-10 |_ 0
x+h

Obrazek 3.2: (Zdroj: vlastni zpracovani dle Maple)

Pokud se budeme ucit derivovat funkci, tak z programu Maple miizeme vyuZzit nastroj
pro vypocet derivaci pomoci jednotlivych krokd. Spustime jej pies hlavni menu tlacitkem
Tools — Tutors — Single Variable — Differention Methods. Otevie se ndm nové okno
(obrazek 3.3). Do policka funkce zadame funkci, kterou chceme derivovat. Do policka
Variable zaddme proménnou, podle které chceme derivaci provést a stiskneme start. Nyni uz
jen piiddvame jednotlivé kroky vypoctu pomoci tlaCitka Next Step. Tlalitkem Undo dame

krok zpét. Pokud chceme zobrazit vSechny kroky najednou, pouzijeme tlacitko A/l Steps.

d 7 . . N
Symbol —, ham znaci derivaci podle proménné x.
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i Calculus 1 - Differentiation Methods
[ Calculus 1 - Diff Methad: X
File Edit Rule Definition Apply Rule Understood Rules Help
Enter a function
Function |x~2f(x-1) Variable |x Start
l[ 2 \| o rule is applicable for this problem.
de | x-1)
d ) 2 d 3
(&) 02 ()
= - = 2 Show Hints Get Hint
(x-1)°
d o) 2 d d 3
- x-1)-x" | =—x+ —(-1
_[d\( ),‘( ) [d\' d\'( J,l
= 3
(x-1)°
d oy af d ) "
~ [F(\ ]J(\ 1)-x F\J Constant Identity
= (1) Constant Multiple
d 3 Sum Difference
[—(\1) ‘(\'—1) 2
o\ dx J Product Quotient
= 3
(x-1)° Power Chain Rule
5
_2x(x-1)-x Integral Rewrite
3
(x-1)° Exponential Natural Logarithm
<trig= ~ | <hyperbolic> ~
<arctrig> « | <archyperbolic>
Undo HiextStep | All Steps Close

Obrazek 3.3: (Zdroj: vlastni zpracovani dle Maple)

Dale si ukédzeme dalsi uzite€nou aplikaci v programu Maple, kterd nam vykresli do
jednoho grafu jak zadanou funkci, tak jeji prvni a druhou derivaci. Nazorné¢ muzeme

pozorovat, jak se grafy od sebe lisi. (obrazek 3.1).

Z hlavni nabidky zvolime tlacitko Tools — Tutors — Single Variable —

Derivatives.... Objevi se nam nové okno, kde si zaddme funkci, kterou budeme chtit
derivovat. Maple ndm ji umi vykreslit spole¢né s jeji prvni a druhou derivaci. Pii jakékoliv

zméné parametrll v tomto oknu je tfeba znovu stlacit tlacitko Display (obrazek 3.4).

V programu Maple ndm pro derivovani funkci slouzi tyto tfi ekvivalentni ptikazy: diff,

D(p), - (x).!

1 Pro prvni derivaci doporuduji pouzivat jednoduchy pfikaz D(f), f zna&i funkci. Pokud chceme vypoéitat funkéni

hodnoty, tak poZijeme tento zapis D(f)(x). Pfikaz diff(f(x),x) pouZijeme pti derivaci vy$sich Fadud. Takto se znadi
napf. vypocet treti derivace diff(f(x),x,x,x).
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Calculus 1 - Derivative ¥
File Help
. F DI Enter a function and an interval [a,b]

10 I () = %3

a=|2 b=|2
¥
5
Derivatives
-2 1 2
x | f() = 32
-3 Display f(x) in the plot

| 76 = 5%
Display £'(x) in the plot

Display Plat Options Close

DecivativePlot(x3,-2 .. 2, 'szdect=[l, 2], 'wimw'S[-2Z. .. 2., -14.4 .. 14.4]):

Maple Command

Obrazek 3.4: (Zdroj: vlastni zpracovani dle Maple)

3.3 Resené priklady

Zde nalezneme piiklady na derivace, které si rozebereme. Studenti je budou mit za
ukol vypracovat samostatné a s pomoci programu Maple ovéfit spravnost vysledku. V ptipadé
nejasnosti pii derivovani mohou studenti pouzit aplikaci Differentiation Methods (obrazek

3.3).

Priklad 3.10. Mame zjistit prvni derivaci funkce f:y = 2x° + 3x3 — 15x + 20. A vypocitat
funkéni hodnotu f'(2).

Postup: Vyuzijeme pravidla pro derivaci souctu dvou funkci. A pouzijeme vzorec

(x¢)" = cx®1. Funkéni hodnotu f7(2) ziskame tak, ze x = 2.

Pomoci programu Maple si na fadku (1) celou funkci f ptifadime zapisu f(x). Poté funkci
derivujeme (2). A v poslednim kroku ziskdme funkéni hodnotu derivace v bodé x = 2.

Vidime, Ze s programem Maple je vSe snadné a ptehledné.

f(x) == 2x°® + 3x3 — 15x + 20 1)
x—2x° 4+ 3x3 — 15x + 20
D(f)(x) 2)
12x% +9x? — 15
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D(H)(2) Q)
405

Priklad 3.11. Zjistéte tfeti derivaci funkce f:y = Xl

x=2"
. .- . . , N, _fr9-rg “r ; . .
Postup: Vyuzijeme pravidlo derivace podilu ) =T Ur¢ime prvni derivaci. A
z definice 3.13. vime, ze tfeti derivaci funkce zjistime z druhé derivace funkce.

V programu Maple zadame pouze piikaz pro tieti derivaci (2). Abychom dostali upraveny

vysledek v jednom zlomku, tak staci pouzit navic ptikaz normal (3).

flx) =22 M)
x+1
x—-2
dif f(f(x),x,x,x) ()
6 6(1 + x)
x-2?° (x-2)*
normal(dif f (f (x), x, x, x)) 3)
18
_(-2?

3.4 NeresSené priklady

Priklad 3.12. Vypoditejte prvni derivaci f” funkce f: y = 2cos®(2x). A poté ovéfte pomoci

programu Maple.

Piiklad 3.13. Vypocitejte druhou derivaci f” funkce f: y = x2sin+/x. A poté ovéfte pomoci

programu Maple.

Priklad 3.14. Vypocitejte prvni derivaci f funkce f: y = In /%’; + arctg(x). A poté ovéite

pomoci programu Maple.
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4. Vysetieni pribéhu funkce

Tato obsahla kapitola bude slouzit nejen pedagogim, ale hlavné studenttim, ktefi si
v této kapitole osvoji vysetiovani pribéhu funkce. Kapitola obsahuje feSeny piiklad, ktery
studenti méli samostatné vypracovat na papir. Program Maple jim bude slouzit pouze pro
otestovani dil¢ich vysledkti. Pokud by studentim néktery z dil¢ich vysledk vysel Spatné,
pomoci programu Maple by okamzité véde€li chybu. Takto by se mohli studenti dopracovat ke
spravnému nakresu grafu funkce. Tak jako v ptedeslé kapitole se i v této budou pouzivat Cisla
v zavorkach, kterd oznacuji jednotlivé fadky vypoctu v programu Maple. Tyto vypocty jsou
za kazdym textem v ohrani¢eném ramecku a na tyto vypocty se bude Casto pro piehlednost
poukazovat v textu. Vysledky jsou uprostfed znazornény modrou barvou, tak jako je to pfimo

v programu Maple.

Vysetiovani funkce patii mezi zdkladni ulohy diferencidlniho poctu. Pijde ndm o to
ziskat o funkci co nejvice informaci, napf. jak se funkce chova v riznych intervalech, zda je
rostouct ¢i klesajici, kde mé svoje maxima ¢i minima, jak se funkce chova v nekonecnu apod.
Zejména nam vsak ptjde o to, jak spravné vyuzit tyto informace k vykresleni grafu funkce.
Lze fici, ze vySetfovani pritbéhu funkce je nesnadny a ¢asoveé naro¢ny proces. Tento proces si
rozdelime do deviti bodu, které si nasledné popiSeme a na konkrétnim ptikladu jej budeme
demonstrovat pomoci programu Maple. K vyuce bude zapotiebi pocitatova ucebna, kde

kazdy student bude mit moZnost sdm pouzivat Maple.

V programu Maple za pomoci piikazu plot je mozné rychle zobrazit graf funkce. Nam
vSak v této kapitole neplijde pouze o to vytvoftit graf funkce, ale predevSim o cestu, jak ho

vytvofit sdm. Zaroven si touto cestou procvic¢ime vlastnosti funkci, limity, derivovani atd.

4.1 Postup pri vysSetiovani prabéhu funkce

1) Defini¢ni obor

Definice 4.10. Necht’ A c R, A neni mnoZina prazdna. Zobrazeni f mnoziny A do mnoZiny
R(f: A - R) nazyvame redlnou funkci jedné redlné proménné (déle jen funkci). Mnozina A se

nazyva defini¢ni obor funkce f a znaci se D(f).
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2) Funkce suda, licha

Definice 4.11. Funkce f se nazyva sudd, pokud pro vSechna x € D(f) plati, —x € D(f) a
f(x) = f(—x). Funkce f se nazyva licha, pokud pro vSechna x € D(f) plati, —x € D(f) a
f&x) =—=f(=x).

Graf sudé funkce je soumérny podle osy y. A graf liché funkce je soumérny podle pocatku

soustavy soufadnic.

3) Dilezité limity funkce

e Vlastni limita ve vlastnim bodé:

Definice 4.12. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, € R limitu 4 € R, jestlize ke kazdému
A € R* existuje 6§ € R takové, ze pro vSechna x € (xq — 8,x9 + 6),x # x, plati f(x) €
(A—¢,A + ¢). Piseme:

lim f(x) =A

X—Xg

e Nevlastni limita ve vlastnim bodé:

Definice 4.13. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, € R limitu +oo, jestlize ke kazdému ¢&islu
M € R existuje § € R takové, ze pro vSechna x € (xy — 8,x + 8),x # x,, plati > M
PiSeme:

lim f(x) =4 o0
X—Xg

e Vlastni limita v nevlastnim bodé:

Definice 4.14 Rekneme, Ze funkce f ma v +oo limitu A € R , jestlize ke kazdému &islu ¢ €
R* existuje ¢islo K € R takové, ze pro vSechna realnd &isla x > K plati f(x) €

(A—¢€,A+ ¢). Piseme:
lim f(x) =A
X—+o00
e Nevlastni limita v nevlastnim bodé:

Definice 4.15. Rekneme, Ze funkce f ma v +oo limitu +oo, jestlize ke kazdému &islu M € R

existuje K € R takové, Ze pro vSechna realna x > K plati f(x) > M Piseme:

lim f(x) =+

X—+0o0
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e Limita zleva:

Definice 4.16. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, € R limitu zleva rovnu A € R*, jestlize ke
kazdému okoli ¢ (A4) bodu A existuje levé prstencové okoli Y~ (x,) bodu x, takové, Zze pro
v8echna x € Y~ (x,) plati f(x) € @(A). Piseme:

lim f(x) =A

XX,

e Limita zprava:

Definice 4.17. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, € R limitu zprava rovnu A4 € R*, jestlize
ke kazdému okoli @(A) bodu A existuje pravé prstencové okoli Y¥(x,) bodu x, takové, ze

pro vSechna x € ¥ (x,) plati f(x) € @(A). Piseme:

lim f(x) =A

xX-xg

Véta 4.18. Necht x, € R, A € R*. Limita v bod¢ x,, existuje prave tehdy, kdyz v tomto bodé

existuji ob€ jednostranné limity a jsou stejné.
Véta 4.19. Funkce f ma v bod¢ x, € R* nejvyse jednu limitu.

4) Priseciky s osami

5) Vypocet prvni derivace a urceni stacionarnich bodi

Viz. Kapitola 3. Derivace funkce

Definice 4.20. Bod x, € D(f), ve kterém plati, Ze f'(x,) = 0, se nazyva stacionarni bod.
6) Lokalni extrémy, intervaly monoténnosti

Definice 4.21. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, lokalni minimum, resp. lokalni maximum,
jestlize existuje okoli Yr(xy) bodu x, takové, Ze pro vSechna x € Y(x) je f(x) = f(x,) resp.

f(x) = f(x0).

Rekneme, ze funkce f mé v bodé x, ostré lokalni minimum, resp. ostré lokdlni maximum,

jestlize existuje prstencové okoli @(x,) bodu x, takové, Ze pro vsechna x € @(xy) je

f(x) > f(x0), resp. f(x) < f(xo)-

Ma-li funkce f v bodé x, lokdlni minimum, resp. lokdlni maximum, fikdme, ze f ma v bod¢

X lokalni extrém.
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Véta 4.22. Necht funkce f ma v bod¢ x, lokalni extrém. Pak bud’ plati f"(x,) = 0, anebo

f’(xo) neexistuje.

Véta 4.23. Necht’ funkce f je spojitd v bod€ x, a ma derivaci v néjakém prstencovém okoli

@ (xp) bodu x,. Je-li

i) f'(x) <0 prokazdé x € @™ (xg) a f'(x) > 0 pro kazdé x € @*(x,), pak ma
funkce f v bod¢ x ostré lokalni minimum.
ii) f'(x) >0 prokazdé x € @ (xg) a f'(x) < 0 pro kazdé x € @*(x,), pak ma

funkce f v bod¢ x ostré lokalni maximum.

7) Inflexni body, intervaly konvexnosti a konkavnosti

Definice 4.24. Rekneme, Ze funkce f je ryze konvexni na intervalu I < D(f), jestlize pro

vSechna x4, x,, x5 € I takova, ze x; < x, < x3, plati

) = fe)

37 X1

flxz) < fxg) + (xz — x1)

Definice 4.25. Rekneme, Ze funkce f je ryze konkavni na intervalu I < D(f), jestlize pro
vSechna x4, x,, x3 € I takova, ze x; < x, < x3, plati

flxz) > fxg) +

[ G (s

3 1

Definice 4.26. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, inflexi, jestlize existuje f'(x,) ER a
funkce f je v néjakém levém okoli bodu x, ryze konvexni a v néjakém pravém okoli tohoto
bodu ryze konkavni, resp. naopak.

Ma-li funkce f v bod¢ x inflexi, pak bod (xo, f (xo)) nazyvame inflexnim bodem funkce f.

Véta 4.27. Necht’ ma funkce f v intervalu (a, b) druhou derivaci. Je-li
i) f7(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak je f ryze konvexni na (a, b),
i) f7(x) < 0 pro kazdé x € (a, b), pak je f ryze konkavni na (a, b),
iii) f7(x) = 0 v néjakém bodé x, € (a,b) adale je f kladna v néjakém levém okoli
bodu x, a zéporna v né¢jakém pravém okoli bodu x, resp. naopak, pak ma funkce

f v bodé x, inflexi.
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8) Asymptoty

Definice 4.28. Pfimka x = x(,x, € R se nazyva svisla asymptota grafu funkce f, jestlize je

alesponi jedna jednostrannd limita funkce f v bod¢ x, nevlastni, tj.

lim f(x) =t nebo lim f(x) =41
+ X—Xg

xX-xg
Pro svislé asymptoty se pouzivd ndzev asymptota bez smérnice.

Definice 4.29. Pfimka y = ax + b,a,b € R, se nazyvaji asymptota grafu funkce f v plus

nekonecnu, resp. v minus nekonecnu, jestlize plati:
liT (f(x) — (ax + b)) =0, resp. lim (f(x) — (ax + b)) =0
X—+ 00 X—>—00
Pro asymptoty v +oose nékdy pouziva ndzev asymptoty se smernici nebo Sikmé asymptoty.

Véta 4.30 Ptimka y = ax + b je asymptotou grafu funkce f +oo, pravé kdyz

lim@=a, a€R a lim(f(x)—ax)=bh, b €R
xX—>+oc0 X xX—+00

Ptimka y = ax + b je asymptotou grafu funkce f v —oo, pravé kdyz

i 1) _
im — =

X—>—0oo X

a, a€R a Ilim(f(x)—ax)=>h, b€eR
X——00

9) Graf funkce

4.2 Reseny priklad:

Priklad 4.10. Vysetiete pribh funkce f:y = 2=

-1
Nyni si v§e ukaZeme na feSeném piikladu. Jednotliva Cisla ¢i body v zavorce na pravé

stran¢ piikazu znaci fadky ptikazti. Budou nam slouzit pro lepsi orientaci.

V programu Maple si nejprve piifadime zadanou funkci pod nazvem f(x) na fadku
(1). A to nejen proto, abychom ji stdle nemuseli celou dokola opisovat, ale také proto, Ze

muzeme dosadit za x €islo a vypocitat tak jednoduse funk¢ni hodnoty.
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fa) =2 (1)

4.2.1 Definic¢ni obor

V naSem piipadé€ je urceni defini¢niho oboru jednoduché. Nesmime délit nulou. Vyraz

x — 1 # 0. Defini¢ni obor je tedy D(f) = R\ 1

Pomoci Maple zkusime otestovat funkci s funkéni hodnotou 1. V Maple se nam
zobrazi chybové hlaseni, ze nelze délit nulou (2). Tedy ndm vyplyva, Ze nula do defini¢niho

oboru nepatfi.

fQ) (¢))

Error, (in f) numeric exception: division by zero

4.2.2 Funkce licha a suda

Pro zji$téni, zda je funkce licha nebo suda vyuZijeme v programu Maple piikaz evalb.
V prvnim piipadé budeme zjiStovat, zda je funkce licha. Z definice 4.11 vime, Ze je licha za
ptedpokladu, Ze plati f(x) = —f(—x). Maple nam v ptipad¢ (3) vyhodnotil, Ze se zadané
funkce nerovnaji a tudiz funkce neni lichd. Ve druhém ptipadé¢ budeme vySetfovat, zda je
funkce sudad. Tady nam z definice plyne, Ze funkce je suda pokud plati f(x) = f(—x). Po
zadani ptikazu do programu Maple v bodé¢ (4) vidime, Ze funkce se nerovnaji. Funkce neni

sudé ani licha. Graf nebude soumérny podle osy y, ani podle pocatku soustavy soufadnic.

evalb(f(x) = —f(—x)) 3)
false

evalb(f (x) = f(—x)) C)]
false

2 Ptikaz evalb nam slouzi pro urceni rovnosti dvou funkci. Dvé funkce se rovnaji, je-li evalb vyhodnocen

na true. Pokud je vyhodnocen na false, tak se funkce nerovnaji. Kdyz se nam zobrazi fail, tak program Maple
neni schopen urcit, zda se rovnaji ¢i ne.
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4.2.3 Dulezité limity funkce

Nejdiive vysetiime limity v nevlastnich bodech. V tomto piipad¢ nas bude zajimat, jak
se graf bude chovat v too. Tyto dvé limity nalezneme v bodech (5) a (6). Dale ur¢ime vlastni
limitu v jediném bod& nespojitosti x = 1. Limita x — 1 neexistuje (7). Poté vySetiime
v tomto bod¢ jednostranné limity (8),(9). Na tomto piipad¢ se mizeme presveédCit o platnosti

véty 4.18. Pokud se nerovnaji jednostranné limity, pak limita v bodé¢ neexistuje.

limit(f (x),x = o) Q)

limit(f(x),x = —) ()

limit(f(x),x =1) )
undefined

limit(f(x),x = 1,right) ®

limit(f(x),x = 1,left) L))

4.2.4 Pruseciky s osami
Prtsecik grafu funkce s osou y ziskame tak, ze x = 0. V naSem piipadé je prisecik

v pocatku soufadnic 0[0,0] jak mizeme vidét na fadku (10). Pokud hledame prisecik s osou

. 2
X, tak y = 0. ReSime tak rovnici % = 0 a to na fadku (11).

f(0) (10)

solve(f(x) = 0) am
0

Nyni si ziskané vysledky dame do tabulky a rozlozime je na jednotlivé intervaly. Na
téchto intervalech ur¢ime, kdy je funkce kladna nebo zaporna. Zvolime vzdy libovolny bod
v daném intervalu a pokud bude vysledek kladny (resp. zédporny) funkce je rostouci (resp.

klesajici).
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f=1) (12)

-1
2
f(1/2) 13)
-1
2
f(2) (14)
4
(—00,0) (0,1) (1,00)
f(x) <0 f(x)<0 fx)>0

4.2.5 Vypocet prvni derivace a urc¢eni stacionarnich bodu

Nejdiive vypocitame prvni derivaci (15). Tuto derivaci nésledné upravime pomoci
piikazu normal® (16). Pro zji§téni staciondrnich bodii poloZime prvni derivaci rovnu nule.

Zjistime dva staciondrni body x; = 0 a x, = 2 (18).

dif f(f (%), x) as)

2x x?
x—1 (x—1)2

2

derl(x) = % — (xi1)2 (16)

2 _a?
X x—-1 (x—1)2

normal(der1(x)) a7
x(x—2)
(x — 1)?

solve(der1(x) = 0) (18)

0,2

4.2.6 Lokalni extrémy a intervaly monoténnosti

Staciondrni body xq,x, a x =1, kde funkce neni definovand, jsou podezielé¢ z

lokalnich extrémi. Tyto tfi body ndm rozd¢li redlna cisla na ctyfi intervaly. V kazdém

Ptikaz normal nam upravi vyraz do jednoho zlomku, a to v sou¢inovém tvaru.

29




intervalu si zvolime libovolny bod, abychom zjistili, zda je funkce na intervalu rostouci nebo
klesajici. Kdyz bude derivace funkce f'(x) na daném intervalu kladna (resp. zaporna), tak na
tomto intervalu funkce f(x) poroste (resp. bude klesat). Pokud funkce v intervalech bude
prechazet z rostouci na klesajici (resp. z klesajici na rostouci), tak se zde nachazi lokalni

maximu (resp. lokalni minimum).

V programu Maple na tadcich (19-22) dosazujeme libovolné body z danych intervali.
Zde nas budou vlastn€ zajimat pouze znaménka funk¢nich hodnot. Na fadku (23) vypocitame

lokalni maximum. A na fadku (24) lokélni minimum. VSechny tyto hodnoty si zapiSeme do

piehledné tabulky.

derl(—1) 19
3
4

der1(1/2) (20)
-3

der1(3/2) 21)
-3

der1(3) (22)
3
4

f(0) (23)
0

f(2) (24)
4

(=20, 0) (0,1) (1,2) (2,00)
ff(x)<0 f'(x)>0 f'(x)>0 f'x)<0
rostouct klesajici klesajici rostoucti
Lokalni maximum Lokalni minimum
[0,0] [2,4]

4.2.7 Inflexni body, intervaly konvexnosti a konkavnosti

V prvni fadé€ si ur¢ime druhou derivaci. Ziskdme ji z derivace prvni na tadku (25).

Déle urc¢ime nulové body druhé derivace a to tak, ze druhou derivaci polozime rovnu nule.
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V naSem ptipad¢ vidime, ze nulové body druhd derivace nema, protoze Citatel se nikdy
nemuZze rovnat nule. Bude nas tedy zajimat pouze jediny bod a to bod, ve kterém neni funkce
definovana x = 1. Tento bod ndm vytvofi dva intervaly, na kterych budeme zkoumat, zda je
druhé derivace kladna nebo zaporna. Z véty 4.27 vime, ze kdyz je druhd derivace f”'(x)
kladna, tak je na tomto intervalu funkce f(x) konvexni. Pokud je druha derivace f”'(x)
zéaporna, tak je na daném intervalu funkce f(x) konkavni. Inflexni bod funkce nema, protoze

neexistuje zadné x € D(f), kdy by platila rovnost f"(x) = 0.

normal(di ff(derl(x), x)) (25)

(x—1)3

der2(x) = —2 (26)

T (x-1)3

SNCIEDE

der2(0) 27
-2
der2(2) (28)
2
(=o0,1) (1,00)
f(x) <0 f (x)>0
Konkévni U Konvexni n

4.2.8 Asymptoty

Asymptota funkce je ptfimka, kdy se jeji vzdalenost od funkce limitn€ blizi k nule.
Nejdiive vytvotime svislou asymptotu neboli asymptotu bez smérnice. Graf bude obsahovat
pouze jednu svislou asymptotu a to v bod¢, kdy neni funkce definovand. Tato asymptota bude
mit rovnici x = 1.

Posledni asymptota, kterou musime vySetfit je Sikmé asymptota neboli asymptota se
smérnici. Vime, ze obecna rovnice Sikmé asymptoty je y = ax + b. Vyuzijeme vétu 4.30 a
nejdiive vypocitame konstantu a (29). A poté konstantu b. (30) Dosadime do obecné rovnice

(31). Funkce ma tedy Sikmou asymptotu danou rovnici y = x + 1.
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a = limit (B2, x = o) (29)
1
b = limit((f(x) — ax),x = ) (30)
1
y=ax+b (31
y=x+1

4.2.9 Graf funkce

Poslednim bodem této kapitoly bude vykresleni grafu funkce. Nejprve si nacrtneme

kartézskou soustavu soufadnic. Zde umistime asymptoty z predeslé kapitoly. Vyznacime

body, jako jsou priseciky s osami a lokalni minima a maxima. Déle se podivame do tabulky

v kapitole 7, na kterych intervalech je funkce konkavni nebo konvexni. A nyni uz mizeme

nacrtnout graf funkce. Graf funkce se nesmi nikdy dotykat asymptot.

V programu Maple si ovéfime graf funkce. Slouzi ndm na to jednoduchy piikaz plot’.

Do jednoho grafu funkce vykreslime asymptotu vybarvenou na zeleno, tak i funkci zbarvenou

cervené (32).

plot([f(x),x +1,],x = =5..5,y = —10..10, thickness = [2,1]) (32)

b o
=

-104

Obrazek 4.1: (Zdroj: vlastni zpracovani dle Maple)

4 Ptikaz plot ndm slouZi pro vykresleni grafi funkci. Prvnim parametrem zaddme do hranaté zavorky jednotlivé
funkce, které chceme vykreslit. DalSimi dvéma parametry uvedeme rozmezi os x,y. Parametr thickness nam

slouZi pro urceni velikosti car.
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Pokud mame graf totozny s programem Maple, tak vime, ze jsme postupovali spravné.
V této kapitole nam neslo jen o zjisténi grafu funkce, ale hlavné o postup, kde si studenti

procvici dosavadni znalosti a mohou se ujistit o praktickém vyznamu derivaci a limit.

4.3 Neresené priklady

Aby studenti zjistili, zda latku opravdu ovladaji, maji moznost si timto zptisobem sami
procvicit nasledujici nefesené ulohy. Reseny piiklad z piedchozi kapitoly miZe studenttim
poslouzit jako voditko. Navic si mohou kazdy krok ovéfit pomoci programu Maple, zda

pocitali spravng.
Priklad 4.11. Vysetiete priibsh funkce f:y = 2x3 —x%2 + 4x+ 5

Priklad 4.12. Vysetiete prub¢h funkce f:y = i—;i

x3
2_

Priklad 4.13. Vysetiete prub¢h funkce f:y =

x“-1

Priklad 4.14. Vysetiete priibéh funkce f:y = In(4 — x?)

5. Tayloriv polynom

Tato kapitola bude urcena nejen studentiim, ale také pedagogiim, ktefi za jeji pomoci
mohou lépe vysvétlit a ndzorné ukazat Taylortiv polynom a vysvétlit rozdil mezi Taylorovym
vzorcem a polynomem. Tak jako v predeSlych dvou kapitolach se 1 v této budou pouzivat
¢isla v zadvorkach, ktera oznacuji jednotlivé fadky vypoctu v programu Maple. Tyto vypocty
jsou za kazdym textem v ohraniCeném rdmecku a na tyto vypocty se bude casto pro
ptehlednost poukazovat v textu. Vysledky jsou uprostfed zndzornény modrou barvou, tak jako
je to pfimo v programu Maple.

Tato kapitola obsahuje dva feSené ptiklady. V prvnim feSeném piikladu se naucime
pouzivat Taylortiv vzorec. Program Maple ndm pomize s dil¢imi vypocty. U druhého
ptikladu si procvicime Maclauriniv polynom. Na tomto piikladu studenti vidi praktické

vyuziti
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Definice: Necht’ funkce f ma v bodé a derivace do fadu n. Pak se polynom

- (n)
nw =@+ LD LD gy SO@D g

nazyva TaylorGv polynom n-tého stupné funkce f v bod¢ a.

U Taylorova polynomu vznikéd jista chyba. Tuto chybu nazyvame Tayloriv zbytek a

ozna¢ime ji R, (x). Tayloriv vzorec ma tvar T,,(x) + R, (x). A plati

R, (x) = T,(x) = f (%)

Kdyz polozime v Taylorové vzorci a = 0 budeme mluvit o Maclaurinové vzorci.

Program Maple ve verzi 16 rovnéZ obsahuje aplikaci s ndzvem Taylor’s Theorem. Lze
Ji spustit pomoci tlacitka v kontextovém menu. Tools — Math Apps — Calculus - Taylor’s
Theorem. V prvni fadé se ndm ukéze teorie o problému. Dale zde studentim miizeme nazorné
ukazat, jak vSe funguje. Nejdiive zvolime funkci f(x) = sin(x) v bodé a = 0. Poté budeme
postupné zvysovat ¢islo u n-tého stupné a ukédzeme studentlim, jak se méni graf Taylorova
polynomu. Studenti ndzorné€ vidi, Ze postupnym zvySovanim stupné n se graf neustale vice

podoba grafu funkce f(x) = sin(x).

Taylor Polynomial Ax) =[sntd ~
2
e ’
2 1 0 1 2
vl
ordern = '
a 5 10
Play animation (order increases from 1 to 10)
- in b b b b in b
4 T2 T4 4 2 4 _1s. 1 5
; ks 3 xr + 120 X
-1
Slx)=
-2
| fx) = Taylor polynomial |
Atx =0, for the function f{x) = sin(x), a graph of /() and the approximating
Taylor polynomial(s) of degree(s) 5.

Obrazek 5.1: (Zdroj: vlastni zpracovani dle Maple)

Priklad 1:
Najdéte Taylordv vzorce funkce f pron = 3,xy = 1. fry =In(1+n),x > -1
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Reseni:

Program Maple umi tento problém vyiesSit za pomoci jednoduchého ptikazem taylor. My
budeme piiklad fesit postupné jako bychom tento néstroj neznali. Jelikoz derivovat studenti
uz umi, tak se témito dil¢imi vypocty nebudeme zdrzovat a derivace si nechame spocitat
pomoci programu Maple. Nalezneme prvni tfi derivace (2-4). Dale vypocitame funkc¢ni
hodnoty vbodé¢ x = 1(8-10). A vysledky dosadime do Taylorova vzorce (11). Zbytek

oznacime R (x).

f(x) =1In(1+x) @
X = In(1 + x)
dif (£, ) @
1
1+x
dif f(f (x), x, x) Q)
1
S (1+x)?
dif f(f(x),x,x,x) C)]
2
(1+x)3
derl(x) := i &)
1
X —
1+x
der2(x) = —ﬁ ()
1
T T A+ 22
der3(x) = —ﬁ )
2
T+ x)3
der1(1) ®
1
2
der2(1) L))
1
4
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der3(1) (10)
1

(x— (x—1)2 (x—1)3
derl(ll)! (x 1)+der2(1;!(x 1) +der3(1;!(x 1)

f+

+R(x) (11)

In(2 ! Lol 1)? ! 13 +R
n()+§x_§_§(x_ ) —ﬁ(X— ) + R(x)

Priklad 1:
Urcete ptibliznou hodnotu funkce Eulerova Cisla e pomoci Maclaurinova polynomu stupné

n==6.

Reseni:

Vyuzijeme funkci e*. Piikazem taylor’ vytvofime Tayloriv vzorec se zbytkem O(x”). Za
pomoci ptikazu convert a parametru polynom vytvotime z Taylorova vzorce polynom. Do
polynomu dosadime x = 1 a tim zjistime pfibliznou hodnotu Eulerova cisla. Ptikaz Evalf se
nam C¢islo vyjadii v desetinném tvaru. Abychom zjistili chybu, tak ndm sta¢i odecist

ptibliznou hodnotu od skute¢né hodnoty Eulerova ¢isla.

mac = taylor(e*,x =0,7) (4))

1+ x —I—lx2 +1x3 +ix4 +Lx5 —I—Lx6 +0(x7)
2 6 24 120 720

pol := convert(mac, polynom) ?2)
1 1 1 1 1
24234 A~ 5, — .6
1+x+2x +6x +24x —|—120x +720x
p1 = evalf (pol(1)) 3
2.718055556
p2 = evalf (e) “)

2.718281828
chyba == pl — p2 )

0.000226272

5 Ptikaz taylor ndm slouZi pro vytvofeni Taylorova vzorce. Prvni parametr je funkce. Ve druhém parametru
zadame bod, ve kterém Taylor(v vzorec uvazujeme. A ve tfetim zadame stupen polynomu.
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6. Zavér

Téma této bakalaiské prace jsem si vybral, protoze vyuziti modernich technologii
zaCind byt naprostym standardem v dnesnim Skolském systému, a vlastn¢ i v bézném zivoté.
Doba pozaduje informacni gramotnost po kazdém jednotlivém cloveéku a naStésti na tuto
skutecnost Skoly reaguji a je tato skutecnost podporovéna na vice a vice Skolach. Jednotlivé
Skoly zacinaji pofizovat interaktivni prostfedky a software k vyuce.

V této praci jsou na zacatku kazdé kapitoly shrnuty teoretické poznatky. Cilem této
prace bylo vytvoftit podptlirny text pro studenty. Cile bylo dosdhnuto a dokonce je mozné, ze
jeho vyuziti v nékterych pasazich najdou i pedagogové.

Po tvodni kapitole jsem se zaméfil na teoretické vyuziti pocitace pii vyuce, na
software, jeho rozdélni a hlavn€ na vyhody a nevyhody pouziti tohoto softwaru pii vyuce.
Déle jsem se zaméfil na matematické programy, které se specializuji na matematickou
analyzu. Z téchto programii mé nejvice zaujal program Maple, a to nejen diky velké
roz§ifenosti ve svéte, ale hlavné diky novym aplikacim, které jsou ve verzi 16 a slouzi ndm
pro lepsi pochopeni a kvalitn¢j$i vyuku matematické analyzy. Poté jsem se zam¢fil na vlastni
praxi v edukacnim procesu. Tuto praxi jsem v této kapitole zhodnotil.

V dalsich kapitolach své bakalarské prace jsem se zaméfil na vytvoreni studijniho
materialu s vyuzitim programu Maple. Vybral jsem si téma derivace funkce a jeji praktické
vyuziti. Z praktického vyuZiti jsem si zvolil vySetfovani pribéhu funkce a Taylortiv polynom,
které jsem popsal v kapitole ¢. 4 a €. 5.

Doufam, ze moje bakalarskéa prace by mohla byt studentim prospésna a ze i ja, jako

studentu.
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