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Uvod

Tématem mé bakalarské prace je regresni analyza s kompozi¢nimi vysvétlu-
jicimi proménnymi. Divodem jeho vybéru byl fakt, ze mé zaujala problematika
regrese. Hledal jsem néjakou oblast statistiky, kde se tento typ ulohy vyskytuje,
a nasel jsem velmi zajimavou aplikaci na kompozi¢ni data, coz jsou mnohoroz-
mérna pozorovani se specifickymi vlastnostmi. Ve své praci bych se rad zaméril
na metodiku prace s linearni regresi v ramci logratio metodiky kompozi¢nich dat,
a to v ulohach, kdy jsou kompozi¢niho tvaru pouze proménné vysvétlujici.

V prvni kapitole se seznamime s mnohonésobnou linearni regresi. Podivame
se na vyznam regresnich parametrii a uvedeme si dva testy, jejichz tkolem je
zjistit, zda jsou vybrané regresni parametry statisticky vyznamné.

V kapitole druhé predstavime pojem kompozi¢ni data véetné jejich vlastnosti,
kvuli kterym pro né vyvijime specialni postupy feseni statistickych tloh. Dozvime
se, co to jsou ortonormalni soufadnice a jak se vytvareji.

Nasledujici kapitola bude vénovana spojeni dvou predchazejicich, tedy kon-
strukci regresniho modelu s kompozi¢nimi vysvétlujicimi proménnymi. Podivame
se, jak se postupem cCasu tyto modely vyvijely. Déle se seznamime s konstrukei
regresniho modelu v ortonormalnich souradnicich, tedy s tlohou, ktera je moti-
vaci této prace. Zavérem se zminime o pfechodu na ortogonalni souradnice, coz
nam umoznuje lepsi interpretaci regresnich parametri.

Posledni kapitola teoretické casti prace se zabyva zpracovanim tlohy line-
arni regrese s kompozi¢nimi vysvétlujicimi proménnymi ve statistickém softwaru
R. Nejprve predstavime, jak R pracuje, a poté se seznamime s nejdulezitéjsimi
funkcemi pro fesSeni nasi tlohy.

Nakonec si uvedeme dva modelové priklady z praxe, na kterych si pouziti

linearni regrese s kompozi¢nimi vysvétlujicimi proménnymi nazorné ukazeme.



1. Mnohonasobna regrese

1.1. Co to je mnohonasobna regrese

V pripadé kompozi¢nich dat, kdy mame viceslozkové kompoziéni vektory, si
jiz s klasickou regresi (zévisle proménnd vysvétlend jednou vysvétlujici promén-
nou) nevystacime, proto se zde vyuziva tzv. mnohondsobné regrese, kde mame vy-
svetlujicich proménnych vice. S vétsim poctem vysvétlujicich proménnych nam sa-
moziejme i pribyva na obtiznosti najit nejvhodnéjsi regresni funkci. Tuto proble-
matiku fesime pomoci aparatu matematické statistiky, napt. statistickych testi
¢1 mér tésnosti.

My si uvedeme nejjednodussi pripad, a sice regresni funkci zavisejici na vy-
svetlujicich proménnych linedrné. Méjme tedy x4, ..., z, nase vysvétlujici pro-

ménné. Regresni funkci pro vysvétlovanou proménnou Y definujeme jako

E(Y|(I’1, R ,.Tp)) = BO +B1SL’1 + ... +Bpxp7

kde By, ..., 3, jsou nezndmé parametry, které je tieba odhadnout. V praxi to
znamend, %e pii konkrétnim datovém souboru (xi,Y7), ..., (X,,Y,) bude pro

vysledek i-tého pozorovani platit
Yi=pFo+ iza+...+Bpxip+ei, i=1,...,n,

kde x; = (z1,...,2;)" jsou i-té hodnoty p vysvétlujicich proménnych a ¢; je
nahodné chyba pri i-tém pozorovani.

Typicky se odhad vektoru regresnich parametrt provadi metodou neymensich
¢tvercii (MNC). Uvédomime-li si, Ze obecny tvar tohoto modelu mtizeme zapsat

maticoveé ve tvaru

Y = X3+ ¢,
podrobnéji
Y) Lay ...y Bo €1
=1: : : + )
Y, 1 xpy ... Tpp By €n



kde X je tzv. matice planu a € je vektor chyb, tak odhad vektoru regresnich
parametrt pomoci MNC za ptedpokladu E(e) = 0, var(e) = oI, r(X) = p+1

bude tvaru

~

B=XX)"'"XY = (bo,....0),

s charakteristikami E(8) = 3, var(8) = 0*(X'X)~, poptipadé jejich odhadem

var(B) = S%(X'X)~! pro nestranny odhad parametru o2,

g _ (Y -XB)(Y - Xp)
n—p-—1 '

Nyni, po odhadnuti vektoru regresnich parametrt 3, mtzeme zavést tzv. vy-

rovnanou hodnotu i-tého pozorovani jako
ﬁzﬁo+glxi1+...+gpmip, z:l,,n
Odhad regresni funkce je potom tvaru

?:BQ—FBl[L’l—}—...—FBp[L’p.

1.2. Vyznam regresnich parametrua

Zminme se jesté o vyznamu regresnich parametri. V pfipadé mnohonasobné
regrese se parametrim kromé absolutniho ¢lenu 5y Fika (dilci) regresni koefi-
cienty a preznacuji se: [B1,....0, = Byviiagwpr-c s epar,m, - J€JiCh
interpretace je jednoduché: uvadéji ndm, jak se zméni (primérné) vysvétlovana
proménnd Y pii jednotkové zméné vysvéetlujici proménné pred teckou za predpo-
kladu, ze vysvétlujici proménné za teckou zlistanou beze zmény.

Mame-li naméiené hodnoty v riznych jednotkach, nemizeme dost dobie po-
soudit, ktera vysvétlujici proménna ma na hodnoty proménné vysvétlované nej-
vétsi vliv. Z tohoto diivodu se zavadéji tzv. beta koeficienty, které vzniknou nor-
malizaci regresnich koeficientti. Mame-li vektor (z;1,..., %, y;) proi=1,...,n

jako vysledek i-tého pozorovani, vypocteme

n
_ 1 1 ( 7.2
:):-:—E Tij, Sg; = —E Tij — T
J n 4 - J) J n J 370
1=



n
_ 1 1 v
== v, sy=,-> Wi-7>
n 4 n <
=1 i=1
pro j = 1,...,p. Nyni provedeme normalizaci, coz je transformace, kdy dosta-
vame
. Y-y T, —
Y* = , T = =g
Sy S
pro j =1,...,p, a zavedeme beta koeficienty (zkraceny zapis: B-koeficienty)
Sz1 % Szp 2
Ble.mz,...,mp = Ble.mz,...,m,ﬂ ceey BYmp.ml,...,mp,1 = s 5Yxp.x1,...,xp,1 :
Y Yy

Potom miizeme odhad regresni funkce vyjadrit ve tvaru

U * *
Y* = BYxl.xQ,...,xpxl + ...+ Byxp.x1,...,xp71xp‘

Vysledné B-koeficienty jsou bezrozmérné, tedy nezavislé na meérnych jednot-
kach, a soucet jejich absolutnich hodnot je roven jedné. Tyto vlastnosti nam
jiz umoziuji jejich vzajemné srovnavani. Cim vétsi hodnota B-koeficientu, tim

vétsi ma prislusné vysvétlujici proménna vliv na proménnou vysvétlovanou.

1.3. Testy o regresnich parametrech

1.3.1. Vyznamnost jednoho regresniho parametru
Casto se stava, ze mame o hodnotéch regresnich parametrt (nebo jen o hod-

notach nékterych z nich), které odhadujeme, uz néjakou predbéznou predstavu.

V takovychto ptipadech nas pak zajimé, zda odhadnuté hodnoty BJ odpovidaji

nasi piedstavé (7. Tedy mame

Hy:p;=0) , Ha:B;# 0],

pro j = 0,...,p. Pokud se specidlné ptame, zda §; = 0 pro j = 1,...,p,
chceme tim zjistit, jestli viibec Y zavisi na dané proménné z; (popularné ho-

vofime o testu statistické vijznamnosti).
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Jestlize jsou splnény predpoklady pro odhad regresnich parametri pomoci
MNC, tedy E(e) = 0, var(e) = o?I, 7(X) = p + 1, miizeme piiddnim piedpo-
kladu normality, tzn. Y ~ N(Xg3,0%I), € ~ N(0,0%I), k testovani statistické
vyznamnosti jednotlivych parametri 3;, j =0, ..., p, vyuzit testovaci statistiku

B — B}

T; = ~tp_p-1, (1)
SVAXX) 1}y,

ktera se za platnosti Hy fidi Studentovym t-rozdélenim o n — p — 1 stupnich
volnosti, kde n je pocet napozorovanych hodnot, p + 1 je pocet regresnich pa-
rametri a {(X'X)7'},; znaci (j + 1)-ni diagonalni prvek matice (X'X)~!. Sta-

n oy _y2 . )
tistika S je odmocnina z S? = %, coz je nestranny odhad parametru

o?. Pro¢ se tato statistika 7j ¥idi zminénym rozdélenim, neni té7ké dokézat.
ZY ~N(XB3,0%T) , e ~ N(0,0%I) a z [3] plyne nezavislost ndhodnych veli¢in
/3 ~ N(ﬁ7 02(X/X)_1> a 52N —Xi—p'
n—p
Déle uvazujme pouze regresni parametr Bj ~ N(ﬁj, 02{(X’X)‘1}jj>, odkud nor-

movanim obdrzime

Bi — B

= - ~ N(0,1).
o {(X'X) 71}y
Vime, ze
o —p 2
S ~ Xn—p-

o2
Studentovo t-rozdéleni mé dle definice ndhodna velic¢ina

X
Y=~y

A
q
kde X mé4 normované normélni rozdéleni a Z se iidi x? rozdélenim o ¢ stupnich

volnosti. Dohromady tedy mame

Bi—B; Bi—B; ~
o IXXK) 1Y o JAXX) Y B; — 5; y
- - ~ lp—p-1,
s2mp 2 SVAXIX) 71 ’
n—p

11



coz je presné statistika 7} ze vztahu (1).
Testovanou hypotézu H, na zakladé porovnani realizace testové statistiky

s kritickym oborem
W= (—OO, _tn—p—l;l—%> U <tn—p—1;1—%> OO)

budto zamitneme, nebo nezamitneme na nami zvolené hladiné testu a (obvykle
a = 0.1, @ = 0.05 nebo a = 0.01).

Otazkou muze byt, pro¢ jsme kriticky obor zadefinovali zrovna pomoci kvan-
tild & ¢,—p—1,1—2 Studentova t-rozdéleni. Vime, Ze pro spojitou a rostouci distri-
bucni funkci Fx na intervalu (0, 1) je a-kvantil z, takové realné ¢islo, pro které
plati, ze P(X < x,) = a a soutasné P(X > z,) =1 — a. V nasem piipadé by to
bylo P(|T'| > ¢, p-11-2) = a a soucasné P(|T'| <, 11-2) =1 — . Tedy kri-
ticky obor by pokryval za platnosti Hy realizaci testové statistiky (a my bychom
ji tedy mylné zamitali) s pravdépodobnosti «, coZ je hodnota pravdépodobnosti
chyby prvniho druhu, kterou pred testovanim nastavime a s niz pak vstupujeme
do testu.

Rozhodnuti o hypotéze muzeme také provést na zakladé porovnani naseho
zvoleného « s tzv. p-hodnotou (p-value), ktera vyjadiuje pravdépodobnost (poci-
tanou za platnosti Hy), Ze pii stavajicich datech dostaneme pravé nasi realizaci
testové statistiky nebo realizaci ptiznivéjsi pro H4 (tedy piiznivéjsi pro zamitnuti
Hy). Je-li tedy p-hodnota mensi nebo rovna «, zamitame Hj na hladiné testu «,
v opacném pripadé Hy na dané hladiné nelze zamitnout. S p-hodnotami se pra-

cuje predevsim ve statistickych softwarech, kde jako vysledek testovani hypotézy

dostavame nejcastéji prave p-hodnotu.

1.3.2. Souhrnna vyznamnost regresnich koeficienti

Pomoci statistiky 7 jsme mohli testovat i Hy : 8, = 0, j = 1,...,p, tedy
je-1li regresni koeficient f3; statisticky vyznamny. Existuje ale také jiny pohled
na danou problematiku. Muize nas totiz zajimat, zda jsou vlivy vSech vysvétlu-

jicich proménnych souhrnné statisticky vyznamné. Testujeme proto vSechny re-

12



gresni koeficienty soucasné pti
Hy:p1=...=8,=0, H,:alespon jedno [3; se nerovna nule.

Pro konstrukci tohoto testu potfebujeme urcit nékolik charakteristik, a sice

celkovy soucet ctverc,

n

Se=Y (i=Y),

i=1

rezidudlni soucet ctvercii,

n

S?" = Z(Y; - }2)27

i=1

soucet ctverci vyrovnanych velicin,

a konecné koeficient determinace,
Sy Sy
RP=""=1-2,
Se Se

jenz se realizuje v intervalu (0, 1) a udava nam, jak velkou ¢ast variability dat se
nam podarilo vysvétlit zvolenym modelem.

Za predpokladu normality vektoru nahodnych chyb & nyni mtizeme zkonstru-
ovat testovou statistiku

R n-p-1

F= -
1— R? D

~ Fp,n—p—lv (2)

ktera se za platnosti H, 7idi Fisher-Snedecorovym F-rozdélenimopan —p—1
stupnich volnosti, kde n je pocet napozorovanych hodnot a p je pocet regresnich
koeficienti odpovidajicich vysvétlujicim proménnym. Hypotézu Hy zamitneme na
prislusné hladiné testu «, jestlize realizace testové statistiky I’ prekroci kvantil

van—p—l;l—oc'

13



Na zavér kapitoly se jesté vratme ke koeficientu determinace. Predpis koefi-
cientu determinace nezavisi na poc¢tu parametru regresni funkce, coz znamena,
Ze s rostoucim poctem parametrii nam obvykle roste i hodnota koeficientu de-
terminace. Z tohoto divodu byl vytvoten tzv. upraveny koeficient determinace
jako

n—1
Rl,=1— n—ip—l(l — R?),

kde n je pocet pozorovani a p + 1 je pocet parametri v modelu. Nutno ovsem

2

aaj 7€

podotknout, Ze pro velké vybéry n se oba koeficienty uz prakticky nelisi. R
vyuzit i pro hledani vhodného modelu, jelikoz po ptidani vysvétlujici proménné

do regresniho modelu (kterd model zlepsuje) se Ridj zvétsuje, a naopak.

14



2. Kompoziéni data

2.1. Co to jsou kompozic¢ni data

Pti sbéru dat nam mnohdy nejde o absolutni hodnoty proménnych, ale pouze
o relativni prispévky danych ¢asti na celku. Takovému typu dat se ¥ika kompozicni
data. Nejcastéji se vyskytuji ve formé proporci (napt. proporce jednotlivych che-
mickych slozek v napoji) nebo procent (napt. procentudlni zastoupeni politickych
stran ve vladé), ovéem mohou byt i jiného typu (ppm, ppb, mg/kg, ...).

Kompozi¢ni data potom mtzeme zapsat ve formé vektoru, ktery ma obecné
D slozek, jenz jsou kladné a nesou pouze relativni informaci. Ve vétsiné pii-
padit maji tyto slozky konstantni soucet . Nejcastéji je k = 1 (piipad proporci)
nebo x = 100 (pfipad procent). Diky této skutecnosti mizeme dale definovat dva

pojmy:
e Uzavér libovolného D-slozkového kompozi¢niho vektoru z je vektor

K- 2 K - 29 K- ZpD

C(Z) = D ) D PR D
Zi:l Zi Zi:l Zi Zi:l Zi

e Simpler je vybérovy prostor kompozi¢nich dat. Je to prostor vsech D-
slozkovych kompoziénich vektorti, kdy soucet D slozek téchto vektort je
roven konstanté k. Poznamenejme, ze dimenze takového vybérového pro-

storu je pak zfejmé pouze D — 1.

Po aplikaci uzavéru dostavame vlastné stejny vektor preskalovany tak, aby soucet
jeho slozek byl roven konstanté x (jeji hodnota zavisi na jednotkach méfeni). To
znamena, ze z kazdého libovolného vektoru s kladnymi slozkami mtizeme vytvortit
kompozi¢ni vektor v uvedeném smyslu (s predepsanym souctem slozek k). Déle

se této skutecnosti vyuzije pti definovani pojmu podkompozice, coz je pii zadané

kompozici x vektor X, na jehoz slozky (z;,, z4,, . .., z;.) aplikujeme pravé operaci
uzaveru. Indexy 11,79, . . ., 15 ndm udavaji, kterych s slozek jsme do podkompozice

vybrali. Je tedy zfejmé, Ze to nemusi byt jen prvnich s slozek.

15



2.2. Vlastnosti kompozi¢nich dat

2.2.1. Invariance na zménu méritka

Ukazme si tuto vlastnost na jednoduchém ptikladu: uvazujme, ze jedna ta-
bulka cokolddy o hmotnosti 120g obsahuje 12g bilkovin, 72g sacharidi a 36g
tukt. Kompozice slozeni je tedy vektorové a = (12,72,36). OvSem miizeme ji

také vyjadfit i v jinych jednotkéch, napiiklad v procentech, b = (10,60, 30)’,

nebo v proporcich, ¢ = (%, 16—0, 13—0)/. Ackoliv je patrné, Ze absolutni hodnoty
téchto tii vektort jsou rizné, z hlediska kompozice nehraji zadnou roli. Nas za-
jimaji pouze poméry mezi jednotlivymi slozkami a ty jsou ve vSech pfipadech

stejné, tedy kompozice jsou invariantni na zménu méfitka.

2.2.2. Invariance vuéi permutacim

Funkce je invariantni viic¢i permutacim slozek kompozice, jestlize pfi zméné
poradi slozek dostaneme stejnou funkéni hodnotu. Jedna se o dalsi z vlastnosti,
analogickych situaci v mnohorozmérné statistice, kterou budeme pro relevantni

analyzu kompozi¢nich dat vyzadovat.

2.2.3. Podkompozi¢ni soudrznost

V urcitych pripadech chceme pracovat pouze s nékterymi slozkami D-slozkové
kompozice, ¢ili vezmeme pouze jistou podkompozici. Podkompozice ptritom hraji
stejnou roli jako marginalni vektory v klasické mnohorozmérné analyze a tomu by
pak mély odpovidat jejich geometrické vlastnosti. Tento princip se nazyva pod-
kompozicni soudrznost a ma nekolik praktickych dusledki. Za vSechny si mtizeme

uvést tyto:

o Jestlize méfime vzdéalenost mezi dvéma D-slozkovymi kompozicemi, tato
musi byt vétsi, kdyz bereme v ivahu vSech D slozek, nez kdyz métime pouze
s vyuzitim jakychkoliv odpovidajicich si podkompozici. Této vlastnosti se
tikd podkompozicni dominance. Tuto podminku naptiklad standardni eu-

klidovska vzdalenost aplikovana na kompozice nespliuje.
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e Pokud mame vhodny model pro D-slozkova kompozi¢ni data, vysledky pro
sledovanou podkompozici by se nemély zménit pfidanim (odebranim) ostat-

nich slozek.

2.2.4. Ortonormalni souradnice

V predchozi podkapitole jsme si uvedli, ze euklidovskd geometrie neni vhodna
pro praci s kompozicemi. Z tohoto divodu byla vytvorena na simplexu tzv. Ait-
chisonova geometrie, jejiz vlastnosti jiz plné vyhovuji vlastnostem kompozi¢nich
dat. Byla pojmenovana po skotském statistikovi Johnu Aitchisonovi, jenz jako
prvni prisel s ivahami o vytvoreni specidlni geometrie pro kompozi¢ni data.

Navodi na prechod z Aitchisonovy geometrie na simplexu do euklidovské
geometrie v redlném prostoru (pro niz je definovana vétsina standardnich statis-
tickych metod) je hned nékolik, pro nase dalsi iivahy bude ale dilezity zejména
jeden, a to vyjadfeni kompozic v tzv. isometrickych log-ratio soutadnicich (ilr).
Myslenkou tohoto postupu je zkonstruovat ortonormalni bazi na simplexu a vy-
jadrit kompozici v soufadnicich vzhledem k této bazi. Jedna jeji konkrétni volba
vede pro D-slozkovy kompozi¢ni vektor x = (x1, 2, ...,2p)" na (D—1)-slozkovy

realny vektor z = (21, 22, ..., 2p_1)’, jehoz slozky jsou dany vztahem

/| D—i i :
i=1\5 '—ll—lln xD , i=1,...,D—1. (3)
—1 —i
D\/Hj:i—i—lxj

Z né&j vyplyva, Ze i-ta slozka vektoru z je definovana jako (normovany) logaritmus
podilu ji pofadim odpovidajici slozky x; a slozek v poradi nasledujicich. To zna-
mena, ze pouze prvni soufadnice z; obsahuje plnou relativni informaci o slozce
x1, jelikoz je tvorena logaritmem podilu mezi x; a zbylymi slozkami vektoru x,
reprezentovanymi ve formé jejich geometrického primeéru. S kazdou dalsi slozkou
vektoru z se ztraci vliv jedné slozky kompozice x.

Fakt, ze pouze prvni soufadnice z; nam podava kompletni informaci o slozce
21, neni idealni v pripadech, kdy nam jde o analyzu k-té slozky. MiZeme ovsem

zkonstruovat obdobnou ortonormélni bazi, ktera bude vychazet z ptivodniho vek-
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toru x, s permutaci slozek x*) = (z,21,...,T4_1, Tps1, ..., 2p), kde mame k-
tou slozku, k = 1,...,D, na prvni pozici. Poradi ostatnich slozek muze byt

vzhledem k dalsim téeltim nasi analjzy libovolné. Pfeznacime-li si nyni x*) =

(xgk),xék), ) ..,x,&k),x,(ﬁl, ) ..,x%))’, muzeme psat vztah (3) v obecnéj$im tvaru
jako
D (k)
A0 = - _j_lln T —, i=1...D-1 (4)
—1 D—i D
\/ ||
pro z) = (zgk),...,zgﬁ)_l), zi(l) = z;. Poznamenejme zde pro pozdéjsi ucely,

7e jednou z charakteristickych vlastnosti takovychto vektortt z*) je i jejich vzé-
jemna ortogonalita.
Pro zpétny prechod z euklidovské geometrie do Aitchisonovy lze vyuzit nasle-

dujicich vztahi:

.
exp(, / %zi

N—
~
I
—_

i—1
2j D —1 )
;=< exp| — . — + 4\ =2, 1=2,...,D—-1
’ ( — /(D—j+1)(D—)) D—z+1>
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3. Kompozic¢ni regrese

3.1. Vyvoj kompozicni regrese

Uziti standardni regresni analyzy je zcela opodstatnéné, pokud mame data
(vysvétlujici i vysvétlovanou proménnou), ktera nesou absolutni informaci. Kom-
pozic¢ni data ovSem nesou informaci pouze relativni, coz znamena, ze soucet slozek
zde nehraje podstatnou roli, a proto neni vhodné standardniho modelu vicena-
sobné regrese vyuzit.

Z tohoto diivodu byly snahy o rozsiteni regresni analyzy i pro kompozic¢ni pri-
pad. Stavebnim kamenem téchto myslenek byl fakt, Ze kompozi¢ni data mizeme
interpretovat jako pozorovéni s jednotkovym souc¢tem slozek (proporce), ktery byl
ovsem pro ucely dalsiho statistického zpracovani ponékud nevhodné povazovan
za pevné dany. To dalo vzniknout tzv. ezperimentovdni se smésmi (v anglickém
originale experiments with miztures), kdy dostavame nésledujici tvary regresni

funkece:

E(Y[x) = 5O+Zﬁm, E(Y|x) = ﬁo+2m+2 Z Biji;.

=1 j=i+1

Parametry se zde odhaduji standardni metodou nejmensich c¢tvercli, nicméné
takto vzniklé modely se obvykle vyznacuji Spatnou podminénosti.

Velkym posunem vpied v této oblasti bylo zavedeni tzv. log-kontrastu. Pod-
statou této metodiky je zakomponovani pfirozeného logaritmu do regresni funkce,
tedy pro jeji ¢ast s vysvétlujicimi proménnymi dostaneme tvar 81 Inz1+ B2 In o+

..+ BpInxp, kde musi byt splnéna podminka na parametry typu S + o + ... +
Bp = 0. Modely s vyuzitim log-kontrastu potom miizeme definovat témito vztahy

(linearni a kvadraticky model):
D 2
E(Y|x) = 5o + Zﬁi Inz;,, EY|x)=05 + Zﬁl Inz; + Z Z Bij (ln—) .
=1 i=1 j=i+1
I zde ovSem tézkosti s interpretaci parametri a jejich odhady pretrvavaly.
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3.2. Linearni regrese v ortonormalnich souradnicich

Mame-li kompoziéni vektor x = (z1, 23, ...,xp) vyjadfeny v ortonormalnich
soufadnicich jako vektor z = (z1, 29,...,2p_1), miZeme k vystavbé linedrniho

modelu pro Y a x vyuzit vektoru z. Linearni model tak bude tvaru
E(Y|z) =9 +mza+ ... +vp-12p-1.

Vektor regresnich parametrt v = (Yo, 71, - - -, Yp—1) odhadneme standardni meto-
dou nejmensich ¢tvercti. Zadné podminky na regresni parametry zde neklademe.

Bohuzel, z tohoto modelu je interpretovatelny pouze parametr absolutniho
¢lenu () a regresni koeficient v pfislusny soutadnici z;. Ostatni regresni koe-
ficienty se totiz vztahuji k souradnicim, které nenesou kompletni kompozi¢ni in-
formaci o jednotlivych slozkach. Z tohoto divodu tvorime permutaci kompozic-
nich slozek pro konstrukci vektoru z (kdy se na prvni pozici vystiida vSech D
slozek) D regresnich modelt tak, abychom postupné mohli interpretovat vliv

v8ech slozek (resp. relativni informace o téchto slozkach) vektoru x na Y pomoci

%k), k=1,...,D. Linedrni modely budou tvaru
E(Y]z) =y + 12" + .. +99) 20, k=1,...,D. (5)

Jelikoz je regresni parametr vy, pfimo spjaty s vysvétlovanou proménnou Y, tudiz
nema zadnou spojitost s vybérem ortonormalni baze na simplexu, a také diky
vzajemné ortogonalité mezi D vektory z*), ziistava stejny napii¢ véemi témito
modely.

V situaci, kdy mame k dispozici datovy soubor typu (xi1,Y1), ..., (Xn, Ys),

dostavame vysledek i-tého pozorovani pro prvni z uvazovanych modeld jako
Y;‘:’}/O—F’}/lZH—|—...—|—’}/D_1ZZ‘,D_1+€Z', zzl,,n (6)

Odhad vektoru regresnich parametrit 4 dostaneme pomoci metody nejmensich
étvercli. Za predpokladu platnosti viech podminek pro pouziti MNC popsanych

v kapitole 1.1 mtZzeme z modelu
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Y =7~y +¢,
podrobnéji
Yi 1z ... 21,D—1 0 €1
Y, 1z o0 Znpa YD-1 En
urcit vektor odhadnutych regresnich parametri
N=(ZZ)'Z'Y = Ao,...,Ap-1)"

Dale 1ze pfidanim piedpokladu € ~ N(0, 0*I) provést testy o regresnich para-

metrech. Zkonstruujeme testovou statistiku (1), v tomto pfipadé tvaru

T = V=
SV(Z'Z)}

~tn_p, j:0717"'7D_17 (7)

kde

G VT \/Y 27; Zy)

tedy S je odmocnina z nestranného odhadu o2 a {(Z'Z)~'};; znadi (j + 1)-ni dia-
gonaln{ prvek matice (Z'Z)~". Za platnosti Hy se T ¥idi Studentovym t-rozdélenim
o n— D stupnich volnosti. Tento test budeme vyuzivat zejména pro testovani sta-
tistické vyznamnosti jednotlivych regresnich parametri.

Jelikoz jedinym interpretovatelnym regresnim koeficientem je v, bude mit vy-
znam konstruovat pouze testové statistiky Ty a T za ticelem testovani parametri
Yo a 71, obecnéji g a %k), pro k= 1,..., D (pomoci odpovidajicich statistik 7j a

T fk)) Nasim cilem je urcit pomoci testu parametru %k) (prislusiciho z%k)

, jenz ob-
sahuje kompletni relativni informaci o kompozi¢ni slozce xy), zda podkompozice,
vzniklad vypusténim slozky x;, mtize plnohodnotné nahradit ptvodni kompozici
v regresnim modelu. Zde je na misté upozornit, ze test bude davat odlisné vy-

sledky, vezmeme-li celou kompozici a vezmeme-li jen néjakou jeji podkompozici.
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k)

To si 1épe uvédomime, podivame-li se na vztah (4): tvar zi( primo zévisi na tom,

které slozky jsou v podkompozici obsazeny.

Dilezitym pozadavkem je invariance testovych statistik 7j a Tl(k)

vici per-
mutaci slozek kompozice pii konstrukci ortonormélnich souradnic. Statistiku 7
jsme vyuzivali pro test Hy : v = 0vs. Hy : v # 0, pomoci Tl(k) jsme zase
testovali Hy : %k) =0vs. Hy: %k) # 0, pro k = 1,..., D. Ukazuje se, ze tato
invariance zde piitomné je. Uvedme si ji ve tvaru véty, abychom nasledné mohli

provést i jeji dikaz.

Véta 1: Mé&jme linearni model (5).

a) Testové statistiky T a Tl(k) jsou invariantni viici zméné poradi xgk), ey :)sg)

ve (4). Tato invariance pfetrvava i pro odhadnuté hodnoty regresniho mo-

delu.

b) Testova statstika T je invariantni vic¢i zméné poradi xgk), . ,x(Dk) ve (4).

Dikaz: Bez ijmy na obecnosti uvazujme k = 1, jsme tedy v situaci modelu (6)

s ortonormalnimi soufadnicemi definovanymi jako (3).

a) Zména poradi z,...,xp v (3) odpovidd zméné ortonormélni baze na sim-

plexu, tedy matice Z se vynasobi zprava ortogonalni matici fadu D,

s jednickami na prvnich dvou pozicich diagondly, s ortogonalni matici P,
Ffadu D — 2 a s nulami vSude jinde. Dostaneme tak P'P = PP’ = Ip, kde
Ip je jednotkova matice tadu D. Je dokonce i mozné vybrat k vyjadieni

podkompozice o, . .., xp téz souradnice vzhledem k néjaké bazi, ktera neni
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ortonormalni. Dtsledkem bude ztrata ortogonality matice P, ktera ovsem

neomezuje Uvahy nize. Uzitim vztahu
(ZP)ZP]| Y (ZP)Y =P Y (Z'Z) (P 'P'ZY =P '§

miiZzeme vidét, Ze hodnoty odhadtl 7y, 71 a S? zlstavaji, stejné jako prvni
dva diagondlni prvky matice (Z'Z)~!, neménné pies zminénou reguldrni
transformaci. Z toho vyplyva, ze pro statistiky 7y a Tl(k) je pozadovana
invariance splnéna. Nakonec si uvédomme, Ze plati vztah ZPP~15 = Z7,
tedy odhad vysvétlované proménné regresnim modelem je stejny bez ohledu

na ortogonalitu vybrané baze.

b) Provedeni ditkazu je stejné jako v pfedchozim piipadé, ovSem tentokrat je

matice P nahrazena matici

a-("q,).

tedy s jednickou na prvni pozici diagonaly, s ortogonalni matici Q; radu
D — 1 a s nulami vSude jinde. Matice P je tak pouze specialnim piipadem
matice Q. Invariance 7y, S?, prvniho diagonalniho prvku matice (Z'Z)!,

a tedy i invariance testové statistiky 7}, je zfejma. O

Nyni provedeme souhrnny test o regresnich koeficientech. Testova statistika
bude dle (2) tvaru

R? n—D

F: . NF_n_.
1-R2 D—1 D=1n-D

Za platnosti Hy se tedy F' fidi Fisher-Snedecorovym F-rozdélenimo D—1an — D
stupnich volnosti. Alternativni (maticovy) vypocet statistiky F' by byl

1 oy s ~
F= m’)’*{(z Z) Y1 -1 (8)
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kde ¥, = (M1, ..., 9p-1) a {(Z'Z)~'}_1,-1) znadi, Ze prvni fddek a prvni sloupec
byly z matice (Z'Z)~! vytiaty.

Také zde mame pozadavek na invarianci testové statistiky vici permutaci
slozek kompozice pfi konstrukei ortonormalnich soufadnic (4). Znovu se ukazuje,

Ze tato invariance pritomna je. Opét si tedy uvedme pfislusnou vétu i s dikazem.

y , . . . f oo s (K k
Véta 2: Testova statistika F' je invariantni vici zméné poradi :)sg ), e ,xs:,)

ve (4).

Dutikaz: Postup dilkazu je analogicky jako u véty 1. Matice Z je vynasobena

zprava regularni matici Q, tedy z (8) dostaneme vztah

’A)’;Qlel{(Z,Z)_l}(—l,—l) Q) 'QA. = ﬁ;{(zlz)_l}(—l,—nf)’*»

¢imz je invariance dokéazana. O

3.3. Linearni regrese v ortogonalnich souradnicich

Prestoze predchozi regresni modely v ortonormalnich soutradnicich jsou teore-
ticky velmi dobte zdivodnitelné, normalizacni konstanta i pfirozeny logaritmus
jako takovy tsti v pomérné slozitou interpretaci regresnich parametrii. Resenim
by mohl byt prechod na ortogonalni soutadnice, kde neztracime zadnou z vyse
zminénych vlastnosti, pricemz zaroven dostavame velké zjednoduseni interpretace
parametri. Uvazujme ortonormélni souradnice tvaru (4). Ortogonélni souradnice

potom budou tvaru

(k)

* €; .
zz-(k) = log, . oL i1=1,....,D—1,
_i/1TD
’ V ||
kde £ = 1,...,D. Jak mizeme vidét, zména se projevila v tom, zZe jsme vy-

pustili normaliza¢ni konstantu a pfirozeny logaritmus jsme nahradili logaritmem

binarnim (dvojkovym).
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Nyni se podivejme, jak se projevi zména ortonormalnich soufadnic na ortogo-
nalni v modelech z predchozi kapitoly. Méjme tedy linearni regresi s kompozi¢nimi
vysvétlujicimi proménnymi. Z vlastnosti MNC odhadu a ze vztahu mezi logaritmy

o riznych zakladech dostaneme, Ze

D - ]_
70 =% a 7§ ) = 111(2) 7§ )a (9)

T Y e NN S B S ) B
o n(2) D_ix1 =hes :

Analogické vztahy plati i mezi odhady téchto parametri.

obecnéji

Takze co mizeme Fici o interpretaci regresnich koeficientt ted - v této podobé?
’ v s ;o vs o v o . k)x Ve s 1 s s .
Vime, zZe jednotkovy prirtistek v souradnici z§ )* 1ze za uziti bindrniho logaritmu
vyjadrit pomoci pivodni kompozice x, a sice vztahem

xgk) xgk)

w2 T !
— D - D
D—1 szzxj D—1 szzxj

(k)=

Koeficient ;" ma potom vyznam piirtistku u vysvétlované proménné Y pfi

zvysSovani z%k)* o 1 (tj. zdvojnasobeni podilu slozky x; viéi priméru ostatnich

AZ%k)* - 10g2

slozek v kompozici), za predpokladu zachovani konstantni irovné vSech ostatnich
soutadnic.

Zavérem poznamenejme, ze i pro linearni regresi v ortogonalnich soutradni-
cich plati tvrzeni véty 1 a véty 2. Tedy i pro tento pripad regresniho modelu
miizeme provést jak testy o jednotlivych regresnich parametrech, tak souhrnny

test o regresnich koeficientech.
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4. Kompozic¢ni data v R

4.1. Co je to R

Pti praktické praci nejen s kompozi¢nimi daty, ale i obecné pfi statistické ana-
Iyze, je k vypoctiim prislusnych charakteristik vhodné vyuzit nékterého ze sta-
tistickych softwart. V dnesni dobé je pro analyzu dat jednim z nejpouzivanéjsich
ale i fakt, Ze ma otevieny zdrojovy kod. Pracuje na bazi tzv. knihoven, které obsa-
huji zdrojové kody prislusnych pocetnich operaci a funkci, které se tykaji tématu,
jemuz je knihovna vénovana. Konkrétni knihovnu, kterou dany uzivatel zrovna
potfebuje, si mize stdhnout jednoduchou cestou piimo v rozhrani R. Pro doko-
nalou orientaci obsahuji knihovny také sviij vlastni help list, kde jsou podrobné
rozepsany vSechny jejich funkce (jejich vstupy, vystupy, mozné argumenty, pii-
klady). Nékteré z knihoven dokonce obsahuji i rtizné soubory dat, na kterych si
miuizete prislusné vypocty a funkce vyzkouset. Tohle vSechno déla z R kvalitni

a velmi uzivatelsky prijemny statisticky software.

4.2. Knihovna robCompositions

Jelikoz se zabyvame kompozicnimy daty, bude nas zajimat, co v tomto ohledu
R nabizi. V této praci je uzita knihovna robCompositions, kterda poskytuje po-
trebné funkce k provadéni statistické analyzy kompozi¢nich dat. Jejich seznam si

je mozno prohlédnout, jestlize do R zadame ptikaz

‘ > help(package = "robCompositions") ‘

Poznamenejme, Ze v dalsim textu bude takova tabulka znacit prostfedi R, znak
> bude oznacovat pfikaz. Knihovna robCompositions vyuziva také nékolik dal-
sich knihoven, ze kterych importuje vybrané funkce. Jsou to knihovny car, MASS,

robustbase, rrcov a utils.
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4.2.1. Funkce ImCoDaX

Funkce, kterou budeme z knihovny robCompositions primarné vyuzivat, se
nazyva 1mCoDaX. Abychom s ni mohli pracovat, musime si nejprve tuto knihovnu

stahnout, a poté ji nacist prikazem

‘ > library(robCompositions) ‘

Nyni jiz néco o této funkci samotné. VSechny potfebné tudaje o ni, jeji vstup,

vystup, argumenty, aj., si mizeme precist v help listu, ktery vyvolame zadanim

‘ > help(1lmCoDaX) ‘

Ve zkratce feknéme, Ze je to funkce, kterd nam vraci jako vystup kompozicéni li-
nearni regresi matice X hodnot kompozi¢nich vysvétlujicich proménnych na vektor
Y hodnot vysvétlované proménné. A to dvéma zpusoby: bud robustné pomoci
metody nejmensich useknutych ¢tvercti (LTS), anebo klasicky pomoci MNC. My
se vydame cestou klasickou, tedy vyuzijeme MNC, jelikoz budeme chtit pro od-
hady regresnich parametri vyuzit vSsechna namérené data.

Méjme tedy data - matici X (vysvétlujici proménné) a vektor Y (vysvétlo-

vana proménnd). Po aplikaci funkce 1mCoDaX ve tvaru

‘> 1mCoDaX(y, X, method = "classical") ‘

dostaneme jako vystup jednak tabulku s odhady regresnich parametri, a dale dvé
souhrnné tabulky regresni analyzy (jednu tabulku vychézejici z ptivodnich dat,
jednu tabulku vychazejici z dat vyjadirenych v ortonormalnich soutadnicich - ta
nas bude zajimat primarné). Uvedeny souhrn pfitom obsahuje v prvni fadé mini-
mum, maximum, median a horni i dolni kvartil odhadnutych hodnot vysvétlované
jednotlivych regresnich parametrii v podobé prislusnych p-hodnot, souhrnou vy-
znamnost regresnich koeficientti, koeficient determinace i upraveny koeficient de-
terminace. Tohle vSechno ndm pomuze urcit, jak moc bychom méli byt s regresi

spokojeni. Kompozi¢ni regresi v R si nazorné ukazeme na dvou prikladech.
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5. Piiklady

5.1. P¥iklad 1: Umrti na zhoubné nadory

V prvnim prikladé méame tuto situaci: v rdmci sledovani dlouhodobého vyvoje
zhoubnych nadort u 4 vybranych organt (mocovy méchyt, slinivka bfisni, tlusté
stfevo, zaludek) jsme ziskali z 25 stati Evropy ro¢ni data (2004) absolutnich
¢etnosti imrti na tyto jednotlivé nadory. Nasim tikolem je zjistit, jak stredni délka
Zivota v nasich statech zavisi na relativnich pfispévcich jednotlivych nadort.

Zacneme nactenim dat [2], kterda jsou v excelovském souboru abs_Cet.csv
(ulozili jsme je s pfiponou *.csv proto, abychom je mohli spé$né nadist pii-
kazem read.csv2). Ten R tspésné vyhleda pouze v piipadé, jestlize pracujeme
ve slozce, ve které je dany soubor umistén. To si mizeme v R lehce nastavit po-

moci File — Change dir... — nase slozka. Nacteni provedeme zadanim

‘ > abs_cet = read.csv2("abs_Cet.csv", row.names = 1) ‘

Argument row.names nam udava piritomnost sloupce s nazvy radkt, jeho hod-
nota 1 potom ukazuje na prvni sloupec. Vidime, ze data, ktera byla nactena, jsme
ulozili pod nazvem abs_cet. Od této chvile ndm bude vzdy stacit zadat pouze
ptikaz abs_cet a R nam zobrazi pfislusnou datovou mnozinu (viz tabulka 1).

V dalsim kroku si vytvorime vektor vysvétlovanych proménnych, coz jsou
stfedni délky Zivota v jednotlivych statech [1]. Vyhleddme si pfislusné hodnoty
a sefadime je tak, aby jejich poradi odpovidalo potfadi statt v datové mnoziné

abs_cet. Tedy

> vek = c(78.88, 72.56, 75.72, 77.49, 78.68, 71.91, 78.20, 79.04,
79.87, 80.16, 72.03, 71.96, 72.65, 79.10, 79.18, 74.85, 77.67,
71.59, 77.21, 73.96, 78.71, 80.50, 78.75, 79.84, 75.52)

Vektor vysvétlovanych proménnych jsme si ulozili pod nazvem vek.
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> abs_cet

mechyr slinivka strevo =zaludek
Belgie 797 1305 2230 841
Bulharsko 464 948 1255 1500
Ceska republika 786 1711 2557 1409
Dansko 583 813 1360 365
Némecko 5552 13008 19420 11473
Estonsko 107 184 255 348
Irsko 149 380 617 305
Recko 1016 1274 1898 1325
Span&lsko 4496 4549 9803 5811
Francie 4613 7861 12394 5110
Lotyssko 146 330 410 571
Litva 222 417 451 797
Madarsko 840 1683 3092 1938
Nizozemsko 1126 1971 3466 1546
Rakousko 527 1317 1622 1125
Polsko 2795 3923 6093 5716
Portugalsko 666 976 2337 2404
Rumunsko 1150 2321 2573 3992
Slovinsko 125 242 339 363
Slovensko 251 555 933 771
Finsko 255 908 568 573
Svédsko 597 1454 1769 833
Velka Britanie 43818 7063 10327 5877
Norsko 390 622 1170 408
Chorvatsko 297 537 858 967

Tabulka 1: Datovd mnoZina abs_cet

Nyni jiz mtzeme pristoupit k provedeni samotné regresni analyzy. Tedy
po vzoru kapitoly 4.2.1 vyuzijeme funkci 1mCoDaX, ktera je soucasti knihovny
robCompositions. Pfed kazdou praci s jeji libovolnou funkei je tieba ji nejprve

nacist, coz provedeme jiz zndmym prikazem

‘> library(robCompositions)

Ted uz nam nic nebrani provést pozadovaou regresni analyzu. Zadame

‘ > 1mCoDaX(vek, abs_cet, method = "classical")
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a vystupem dostaneme tabulku odhadi regresnich parametri nasledovanou dvéma
souhrnnymi tabulkami regresni analyzy. Pro nds ma vyznam pfedevsim posledni

tabulka - regresni analyza s vyuzitim ortonormalnich soufadnic (viz tabulka 2).

$ilr
Call:
Im(formula =y ., data = 4d)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-3.9983 -1.6390 0.4432 1.6729 3.6668

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 77.023 2.189 35.184 < 2e-16 ***
X.mechyr 1.676 2.643 0.634 0.533
X.slinivka 1.405 2.297 0.612 0.547
X.strevo 2.468 2.692 0.917 0.370
X.zaludek -5.548 1.129 -4.914 7.34e-05 ***
Signif. codes: O ye0.001 ™’ 0.01 ’*’ 0.05 .’

0.1 2> 1

Residual standard error: 2.187 on 20 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5531, Adjusted R-squared: 0.4892
F-statistic: 8.663 on 3 and 21 DF, p-value: 0.0006186

Tabulka 2: Vystup regresni analyzy prvniho piikladu

Zkusme interpretovat vysledky obsazené v tabulce 2: v poslednim sloupci
Pr(>|t|) méame tudaje o p-hodnotach testi o statistické vyznamnosti jednot-
livych regresnich parametri. Muzeme vidét, ze funkce nam oznacila absolutni
¢len (Intercept) a koeficient X.zaludek jako statisticky vyznamné, a to do-
konce i pro nejpiisnéjsi uzivanou volbu hladiny spolehlivosti @ = 0.01. U abso-
lutniho ¢lenu to znamend, Ze regresni piimka neprochazi pocatkem. U regres-

niho koeficientu X.zaludek vysledek znaci, Ze pravé tento koeficient rozhodné
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neni roven nule, a tedy ma vyznamny vliv na podobu regresni primky. U ostat-
nich regresnich koeficientti jsme vzhledem k vysokym p-hodnotam jejich nulovost
zamitnout nemohli. Déale se podivejme na test o souhrnné statistické vyznam-
nosti regresnich koeficienti. Opét budeme usuzovat z jeho p-hodnoty, tedy sle-
dujeme p-value u F-statistic. Je to hodnota velmi malé, takze je zfejmé,
ze hypotézu o nulovosti vSech regresnich koeficient soucasné budeme zamitat.
To ale neni nic prekvapivého vzhledem k tomu, Ze jsme jiz zamitli nulovost ko-
eficientu X.zaludek. Podivejme se jesté na koeficient determinace (Multiple
R-squared) a jeho upravenou podobu (Adjusted R-squared). Velkoryse miizeme
fici, ze v obou pripadech se jeho hodnota pohybuje kolem 0.5, tedy nasim mode-
lem se ndm podarilo vysvétlit okolo 50% celkové variability dat. To by se na prvni
pohled mohlo zdat ponékud malo, ovSem vezmeme-li v potaz, Ze jsme vychazeli
z realnych dat, mizeme byt s touto hodnotou spokojeni.

Vytvorme si také prehlednou tabulku, kde shrneme odhady regresnich ko-
eficientii regresni analyzy vychazejici z ortonormalnich souradnic, ortogonalnich

soufadnic (s vyuzitim (9)) a piislusné B-koeficienty.

ortonormalni | ortogonalni | B-koeficienty
X.mechyr 1.676 1.006 0.115
X.slinivka 1.405 0.843 0.092
X.strevo 2.468 1.481 0.174
X.zaludek - 5.548 - 3.330 - 0.720

Tabulka 3: Prehled regresnich koeficientii pro prvni priklad

Diky této tabulce se ndm nabizi dalsi moznosti interpretace. Z hodnot odhadt
regresnich koeficientti pro data vyjadrena v ortogonalnich souradnicich je patrné,
Ze vysvétlovand proménnd se se zvySenim hodnoty u mechyr o 1 (aneb zdvoj-
nasobenim podilu rakoviny méchyte vii¢i ostatnim druhtim rakoviny v primeéru)
zvysi jen o 1.006. Podobné nepatrné prirtstky pii jednotkovém zvyseni prislu-
sné proménné evidujeme u souradnic slinivka a strevo. Naproti tomu u pro-

ménné zaludek se pri jejim jednotkovém zvysSeni vysvétlovand promeénna snizi
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o celych 3.330 a ma tedy z uvazovanych vysvétlujicich proménnych nejvétsi vliv
na stiedni délku zivota ve zkoumanych zemich. Dodejme, Ze tato interpretace
plati pouze v pripadé, kdy jsou ostatni soufadnice fixni v ramci daného orto-
gonalniho systému soutadnic. Hodnoty B-koeficienti nas potom jenom utvrzuji
v tom, Ze nejvétsi vliv na vysvétlovanou proménnou mé souiadnice zaludek, je-
likoz 0.720 znac¢né prevysuje vSechny B-koeficienty z ostatnich regresnich modeli
(zdporné znaménko zde mé pouze vyznam urceni sméru vlivu).

Na zavér prvniho prikladu si ukazme graf, kde proti sobé postavime ptivodni
stfedni délky zivota a jejich vyrovnané hodnoty tak, jak jsme je obdrzeli pomoci
uvazovaného regresniho modelu. Z néj mtizeme vidét, ze regresni model kvalitné
zachytil vztahy mezi vysvétlujicimi veli¢inami a veli¢inou vysvétlovanou a také

néktera odlehld pozorovani (DNK, PRT, ...).

Regrese v ortonormalnich
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5.2. Priklad 2: Struktura vyvozu zbozi stati OECD

Ve druhém piikladu vénujme pozornost spolecnosti OECD (Organizace pro
hospodétskou spolupréci a rozvoj), jez ¢ita momentalné 34 zemi svéta. Budeme
sledovat ro¢ni data (2012) exportu statit OECD v jednotlivych kategoriich zbozi
do celého svéta [10]. Tyto kategorie dle oficidlniho ¢lenéni OECD jsou polotovary,
domaéci spotteba, kapitadlové (primyslové) zbozi, nejednoznacéné zbozi (zboZi,
které je zafaditelné do vice kategorii soucasné) a ostatni (zbozi, které nelze za-
fadit do zadné kategorie). Hodnoty exportu jsou uvedeny v tisicich americkych
dolarti. Nasi vysvétlovanou proménnou zde bude HDP na hlavu v jednotlivych
statech [4]. Ptame se tedy, jak HDP na hlavu ve statech OECD zavisi na relativ-
nich prispévcich sledovanych kategorii exportu.

Jelikoz je postup vypoctu prakticky totozny jako v prvnim piikladé, bez dal-

sich komentait provedeme jiz znamé kroky:

‘ > export = read.csv2("export.csv", row.names = 1) ‘

> hdp-na_hlavu = c(67524.8, 48348.2, 44827.7, 52409.2, 15245.5,
19670.4, 57636.1, 17102.2, 47243.7, 40908.3, 43931.7,
22494 .4, 12784.3, 44221.7, 48391.3, 32514.6, 35132.5,
46679.3, 24454, 106022.8, 9817.8, 49128.1, 38678.4,
99635.9, 12876.5, 20732.6, 17151.2, 22488.4, 28992.6,
57134.1, 83295.3, 10660.7, 41053.7, 51495.9)

Z dtvodu velkého rozsahu uvadime vychozi data export v priloze. Déle:

‘ > library(robCompositions) ‘

‘ > 1mCoDaX(hdp_na hlavu, export, method = "classical") ‘

Obratem obdrzime tabulku regresni analyzy nasi tlohy s vyuzitim ortonormélnich

souradnic (viz tabulka 4).
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$ilr

Call:
lm(formula = y ., data = 4d)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-29514 -9085 -1340 6271 57342

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 38076 13386 2.844 0.00808 **
X.polotovary 12697 7572 1.677 0.10432
X.domaci -11288 5516 -2.047 0.04986 ~
X.kapitalove -6225 6938 -0.897 0.37693
X.nejednoznacne -2631 5006 -0.526 0.60320
X.ostatni 7447 2487 2.995 0.00557 **
Signif. codes: O yee0.001 ™’ 0.01 °’*” 0.056 .’

0.1 7 1

Residual standard error: 20420 on 28 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.3489, Adjusted R-squared: 0.2591
F-statistic: 3.885 on 4 and 29 DF, p-value: 0.01204

Tabulka 4: Vystup regresni analyzy druhého piikladu

Také pro tento ptiklad srovname hodnoty regresnich koeficientd pfi regresni

analyze v ortonormélnich a ortogonalnich soufadnicich spolu s B-koeficienty.

ortonormalni | ortogonalni | B-koeficienty
X.polotovary 12697 7871.755 0.304
X.domaci - 11288 - 6998.218 - 0.386
X kapitalove - 6225 - 3859.311 - 0.161
X.nejednoznacne - 2631 - 1631.140 - 0.106
X.ostatni 7447 4616.914 0.474

Tabulka 5: Prehled regresnich koeficientti pro druhy ptiklad
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Interpretujme vysledky druhého ptikladu: v tabulce 4 vidime, ze dle testu
statistické vyznamnosti je nejvyznaméjsi koeficient X.ostatni. Dale se ukazal
jako vyznamny koeficient X.domaci, jehoz p-hodnota jen velmi tésné neptekrocila
hladinu spolehlivosti o« = 0.05. Za povsimnuti také stoji p-hodnota u koeficientu
X.polotovary, ktery nam sice R neoznacil jako statisticky vyznamny pro zadnou
rozumnou volbu «, nicméné hodnotu a = 0.1 prekrocila prislusné p-hodnota jen
velmi tésné. Koeficient determinace, resp. upraveny koeficient determinace, nam
vysel okolo 0.35, resp. 0.26. Fakt ze nas regresni model dokéazal vysvétlit mini-
malné 26% celkové variability dat je znovu vzhledem ke skutecnosti, ze data jsou
realného charakteru, pomérné uspokojivy. Obdrzena p-hodnota testu o souhrnné
statistické vyznamnosti regresnich koeficienti ndm opét napovida, ze s vysokou
pravdépodobnosti nebudou vsSechny regresni koeficienty rovny nule soucasné. Co
se tyCe B-koeficienti, jejich hodnoty odrazeji skutecnost, kterou jsem jiz nasti-
nil vyse pri testech statistické vyznamnosti parametri. A sice to, Ze nejvétsi
vyznam na tvaru regrese ma koeficient X.ostatni (potazmo piislusna sourad-
nice), nasledovany koeficientem X.domaci, ovSem i koeficient X.polotovary ma
nezanedbatelny vliv. Z toho nam plyne ponauceni, abychom striktné neodsuzo-
vali koeficienty, jejichz p-hodnota testu vyznamnosti prekroci stanovenou hladinu
testu, ale abychom si také vsimali, jak moc ji prekroci.

Jako posledni vystup z druhého prikladu tu méame opét porovnani hodnot vy-
svétlované veli¢iny s hodnotami vyrovnanymi pomoci regresniho modelu v orto-
normalnich soufadnicich. Mtizeme si pfitom povSimnout nékolika odlehlych hod-
not (CH, LUX, NOR), jejichz postaveni v ramci studovaného problému by jisté

stalo za hlubsi reflexi prislusnymi odborniky.
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Na tplny zaveér jesté jedna poznamka k B-koeficienttim: v kapitole 1.2 jsme si
tekli, Ze soucet absolutnich hodnot B-koeficienti v modelu je roven jedné. Jak ale
vidime, u druhého piikladu je tato vlastnost porusena. Vse se da ovSem jednoduse
vysvétlit, uvédomime-li si, jak se zde tyto B-koeficienty tvori. Z kapitoly 3.2 vime,
zZe konstruujeme D regresnich modeli tak, aby v kazdém z nich byla na prvni po-
zici jiné vysvétlujici proménnd (kompozi¢ni slozka), jejiz regresni koeficient (resp.
ptislusnd ortonormélni soufadnice) je v tom piipadé jediny interpretovatelny.
V kazdém z téchto D modelii je soucet absolutnich hodnot B-koeficient skute¢né
roven jedné, ale napti¢ modely toto neplati. Do nasi tabulky pak vypisujeme jen
B-koeficienty piislusné danym 7{*)| které jsou tedy viechny z odligngch model.
Tento fakt se neprojevil na prvnim prikladu, kde absolutni hodnoty B-koeficientti

byly v souc¢tu priblizné rovny jedné, coz bylo ovSem pouze dilem nahody.
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Zavér

V préaci jsme se zabyvali tim, jak si nejlépe poradit s tilohou linearni regrese
v pripadé, kdy mame vysvétlujici proménné kompozi¢niho typu. Po ivodnim se-
znameni se s teorii regresni analyzy jsme si fekli, co jsou to kompozicni data a jaké
maji vlastnosti, véetné moznosti vyjadrit je v ortonormélnich souradnicich (vzhle-
dem k Aitchisonové geometrii na simplexu). Tato vlastnost se nasledné ukazala
jako velmi dilezité pro konstrukci regresniho modelu s kompozi¢nimi vysvétluji-
cimi proménnymi. Diiraz jsem kladl na interpretovatelnost regresnich koeficientt,
k ¢emuz se kromé znamych B-koeficientt jevila jako vhodna téz volba ortogonal-
nich soufadnic v regresnim modelu; odhady regresnich parametrt pak dostaneme
jako nasobky odhadt parametrii z modelu v ortonormalnich soutadnicich. Dalsi
vyhodou je i skutecnost, Ze s ortogonalnimi souradnicemi neztracime moznost
testovat vyznamnosti regresnich parametri. Jelikoz jsou veskeré vypocty casové
naroc¢né, predstavil jsem moznost provést uvedenou regresni analyzu pomoci sta-
tistického softwaru R, coz jsem nasledné nazorné predvedl na dvou ptikladech.

Této praci vdécim za rozsiteni védomosti v oblasti regresni analyzy, zejména
ale za seznameni se s pojmem kompozi¢ni data, coz bylo pro mé naprosto nové
téma. Také jsem ziskal cenné zkusenosti ohledné prace v R a v TEXu, jez jsem
predtim znal jen velmi okrajove. Nejtézsi pro mé pfitom bylo osvojit si teorii
kompozi¢nich dat, zvlasté pak jejich vyjadfeni v ortonormélnich souradnicich.
Pti pohledu zpét rozhodné nelituji vybéru tohoto tématu, i kdyz jsem o ném na
zacatku prilis védomosti nemél.

Doufam, Ze se mi podatilo vysvétlit vse srozumitelné a ze tato prace dokaze
pomoci vnést svétlo do problému regresni analyzy s kompozicnimi vysvetlujicimi

proménnymi tém, ktefi se rozhodnou touto problematikou zabyvat.
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