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konvexni analyze v R". Tfet{ ¢dst se soustfedi na teorii linedrniho programovani. Ctvrté
cast se zabyva metodami feSeni linearniho programovani a posledni pata cast je sbirka 1iloh
vyTeSenych pomoci metod feseni.
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Uvod

Linearni programovani je soubor metod umoznujici vybér optimalni varianty pii daném
kritériu optimality a danych omezujicich podminkach. M4 dlouholetou historii. Jeho pocatky
sahaji az do prvni poloviny 19. stoleti. Za tu dlouhou dobu si ziskalo Siroké uplatnéni pti
feSeni nejruznéjsich problémi, setkdme se s nim v mnoha oblastech védy i techniky, v ne-
posledni fadé i v ekonomii.

Diplomova préce je rozdélena na ¢ast teoretickou a praktickou. Teoretickd cast je pre-
zentovana Ctyimi kapitolami, z nichz ve ¢tvrté jsou uvedeny ilustrativni ptiklady. Jsou
zde popsany postupy, se kterymi se muzeme v oblasti linearniho programovani setkat. V
teoretické ¢asti je nejvice ¢erpano z [3], [6], [7], [10], [11], [13], [15] a v praktické z [1], [4],
[5], [14]. Obréazky, které jsou v diplomové praci zobrazeny, jsou zkonstruovany v programu
GEOGEBRA. Praktickou ¢ast tvoii sbirka resenych piikladu.

Cilem prace je prehledné zpracovat zakladni pojmy konvexni analyzy v R™ potiebné
pro definovani tlohy linearnitho programovani, zabyvat se geometrickou a simplexovou
metodou linearntho programovani a vytvorit sbirku prikladi zamérenou na geometrickou
a simplexovou metodu.



Kapitola 1

Uvod do linearniho programovani

1.1 Prehled historie

Matematické uvahy vztahujici se k linearnimu programovani se objevily uz pocatkem
19. stoleti. Napiiklad v pracich Fouriera, ktery v roce 1827 pfisel s algoritmem pro feSeni
soustav linearnich nerovnic. Jednim ze zakladu teorie linearniho programovani byla teorie
soustav linedrnich nerovnic, kterou vypracoval madarsky matematik Farkas na pfelomu
19. a 20. stoleti. Vyzkum v této oblasti probihal intenzivné zejména mezi lety 1870 az 1930
a kromé Farkase se mu vénovala fada matematiki, napiiklad Minkowski ¢i Carathodory.

Ve 30. letech 20.stoleti byl feSen ptitazovaci a dopravni problém, coz jsou z dnesniho
pohledu specialni tlohy linearniho programovani. Tyto metody byly zalozeny spise na kom-
binatorickych tdvahéch, stejné tzv. madarskd metoda vytvoiend v roce 1954 H. Kuhnem,
pojmenované na pocest madarskych matematikii Koniga a Egervaryho, na které ve své
préaci navazoval. Obecnou metodu pro feseni dopravniho problému vytvoftil az v roce 1941
Ameri¢an Hitchcock.

Obecna tloha linearniho programovani byla pfedmétem intenzivniho vyzkumu az v
dobé druhé svétové valky a zejména tésné po ni. Bylo to zptusobeno nutnosti efektivniho
fizeni a planovani valeénych a povaleénych ekonomik. V té dobé se timto problémem
zabyvala fada znamych osobnosti matematiky i ekonomie, napt. Kantorovi¢, T. Koopmans,
J.von Neumann, W. Leontiev a dalsi. Kantorovic¢ pti studiu specialni podilohy linearniho
programovani pro optimalni alokaci zdroju v centralné tizené ekonomice jiz v roce 1939
vytvoril algoritmus pro jeji feseni. Rozvoj teorie a aplikaci linedrniho programovani v tomto
obdobi vytstil v obecnou formulaci ulohy linearniho programovani a v navrh algoritmu
pro jeji feseni tzv. simplerovou metodu, oboji vytvorené Dantzignem v roce 1947. Tato
dodnes pouzivana metoda zcela nezpochybnitelné dominovala v linedrnim programovani
po dobu 40 let. Piinos Kantorovice a Koopmanse byl v roce 1975 ocenén Nobelovou cenou
za ekonomii, paradoxné Dantzig se Nobelovy ceny nikdy nedockal.

Prestoze byly obcas zkouseny i metody jiného typu, zadna nedokazala efektivitou kon-
kurovat simplexové metodé, ktera v pripadé realnych problému pocita velmi efektivné a
obvykle vyzaduje takovy pocet iteraci, ktery je pouze malym nasobkem dimenze problému.



K vyvoji novych algoritmu pro tlohu linedarniho programovani proto paradoxné nevedlo
praktické nasazeni simplexové metody, ale jeji teoretické vlastnosti v oblasti vypocetni
slozitosti. Je sice zndamo, ze pocet iteraci je vzdy koneény, ale v nejhorsich piipadech tento
pocet muze zaviset na dimenzi ilohy exponencialné. Dodnes neni zndmo, zda existuje vari-
anta simplexové metody s polynomidlni vypocetni slozitosti (pro vétsinu variant jsou znamy
piiklady s exponencidlni vypocetni slozitosti). Tato vlastnost vedla v 70.letech 20. stoleti
k zaméreni badani na nalezeni metody s polynomialni vypocetni slozitosti.

Prvni takovou metodu publikoval L. Kchachian v roce 1979. Ani jeho elipsoidovd me-
toda se ovsem simplexové metodé nedokazala ani zdaleka priblizit v efektivité vypoctu pro
praktické ulohy, proto hledani pokracovalo. Prilom znamenala teprve Karmarkarova me-
toda vnitinich bodu zverejnéna v roce 1984, jejiz autor avizoval 50krat vetsi rychlost nez
u simplexové metody (pro nékteré velmi velké tlohy). Tento objev odstartoval intenzivni
vyvoj fady metod tohoto typu.

Desetileti trvajici dominance simplexové metody kontrastuje s oblasti nelinearniho pro-
gramovani, kterd se zacala rozvijet v 50.letech 20.stoleti. V této oblasti byla vyvinuta
cela fada znacné odlisnych metod. V 60. letech se zdjem soustiedil zejména na penalizac¢ni
a bariérové metody zalozené na prevodu optimalizacni tdlohy s omezenimi na tlohu bez
omezeni. V 70.letech 20.stoleti se pozornost presunula napt. k tzv. sekvencialnimu kvad-
ratickému programovani, které je zalozeno na teSeni posloupnosti uloh kvadratického pro-
gramovani aproximujicich puvodni ulohu. Od 60. let byly také studovany ulohy nehladké
optimalizace, k jejichz feseni se pouzivaji subdiferencidly a zobecnéné derivace.

Dalsim rozdilem je to, ze zejména z historickych duvodu simplexova metoda pouziva
specidlni terminologii a ¢asto byla (¢i byva) také vykldadana jinym zpusobem (tabulkovy
vypocet) nez ostatni optimaliza¢ni metody. A prestoze simplexovd metoda patii mezi me-
tody aktivni mnoziny (kterd se v jiné formulaci pouziva pro ulohy kvadratického progra-
movani), tak dusledkem tohoto vyvoje bylo jakési rozstépeni oblasti optimalizace s ome-
zenimi na dvé odlisné oblasti, na linedrni programovani a nelinearni programovani, pricemz
kazda z téchto oblasti pouzivala vlastni terminologii.

Tuto mezeru aspon ¢astecné preklenuly az metody vnitinich bodu, které byly totiz
na rozdil od simplexové metody zobecnény pro 1lohy nelinedarniho programovani. Brzy se
totiz ukazala pribuznost této metody s jiz zavrzenou bariérovou metodou. V soucasnosti
jsou metody vnitinich bodu pro linedrni a nelinearni optimaliza¢ni lohy zkoumany radou
matematiku zabyvajicich se optimalizacnimi metodami.[15]

1.2 Co je to linearni programovani

Linearni programovani je aplikovand matematicka disciplina, kterda je pomérné mladé a
vznikla z predevsim ekonomické praxe. Ma Siroké uplatnéni pii védeckém rizeni podniku i
celého narodniho hospodarstvi. Vyrobni program zavodu je obvykle zalezitost mnoha fak-
toru, prevazné omezujicitho charakteru. Tato omezeni nejdou vsak nikdy tak daleko, aby
neponechala moznost vybéru z celé fady variant. Nyni jde o to vybrat tu, kterd optimalné
zarucuje plnéni daného cile: dosazeni maximalniho zisku nebo minimalnich vyrobnich
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nakladt, nejveétsi usporu surovin, energie apod. Optiméalni feseni je pak vysledkem slozitych
myslenkovych konstrukci, které pouzivaji pii feSeni matematické metody.

V praktickych tlohach tohoto a podobného charakteru je typické velké mnozstvi ome-
zeni a parametru, na nichz feseni zavisi. V této souvislosti vystupuje jako prvorady dulezity
ukol tzv. matematicka formulace tlohy, ktera vytvori matematicky model dlohy. Je dulezité,
aby obsahoval vSechny pro fesSeni dulezité prvky a svou formou byl vhodny pro pouziti ma-
tematickych metod pri feSeni.

Matematicka disciplina, ktera fesi problémy podobné povahy jako ve vySe vybraném
prikladé, se nazyva matematické programovdni. I kdyz se praktické tlohy této discipliny tesi
nejcastéji za pouziti poéitacu, slovo ,,programovani® znamend spise nalezeni efektivniho po-
stupu pro Teseni nez sestaveni programu pro pocitac. Obsahem a cilem matematického pro-
gramovani, které je soucasti operacni analyzy, je vybudovat teorii a vypracovat vypocetni
postupy, jez by slouzily k praktickému feseni tiidy iloh. Pottebujeme nalézt vazany extrém
funkci vice proménnych, tj. maximum ¢i minimum funkce. Bude se tedy jednat o extrémy
linedrnich funkci vazanych podminkami ve tvaru linedrnich rovnic a nerovnic. [13]

1.3 Motivace

Uvedme si nyni slovni zaddni jednoduché slovni tlohy, na které si ukaZeme, jak ziskat
matematickou formulaci lohy.

Priklad 1.1. V tovarné chtéji vyrobit dva druhy hracek. Na vétsi hracku je potieba 4 dm?
preklizky a 50 ml ndtérové barvy. Na mensf hracku jsou potieba 3dm? pieklizky a pouze
20 ml natérové barvy. Na skladé maji 1 800 dm? pieklizky a 161 ndtérové barvy. Jak mohou
zkombinovat pocet vyrobku vétsi a mensi hracky?

Reseni 1.1. Necht z1 a @y znadi pocet vétsich a mensich hracek, které budou vyrobeny.
Pak je pozadavek na pieklizku je 4z, + 325 dm?. ProtoZe je k dispozici 1 800 dm? pieklizky,
musi platit:
Obdobné omezeni pro natérovou barvu:

5021 + 2029 < 16 000,

coz po zkraceni dava

Protoze x; a x5 jsou nezaporna mnozstvi, musi jesté platit

1'120,1'220
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Kapitola 2

Zakladni pojmy

2.1 Konvexni analyza v R”

Prevazna vétsina tvrzeni v této podkapitole plati v libovolném vektorovém prostoru. My
se v8ak omezime pouze na prostor R”. Je tomu tak proto, ze pii budovani teorie linedrniho
a nelinedarniho programovéani se budeme pohybovat pouze v tomto prostoru.

Definice 2.1. Nechtf A C R™. Mnozina A se nazyva konvezn, jestlize pro viechna z,y € A
a pro kazdé A € (0,1) je A\x + (1 — Ny € A.
Pozndamka 2.1. Prazdna mnozina také vyhovuje definici a je tedy konvexni mnozinou.

Poznamka 2.2. Konvexni mnozina s kazdymi dvéma svymi body obsahuje i celou tsecku,
ktera je spojuje. Priklady je mozné vidét u Obrazku 2.1.

-

Obrazek 2.1: Piiklady konvexnich mnozin (nahofe) a mnozin, které konvexni nejsou (dole).
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Piimo z definice konvexni mnoziny plynou nasledujici tvrzeni:

Véta 2.1. Necht I je libovolnd indexovd mnoZina a mnoZiny X; jsou konvexni pro kazdé
i € 1. Pak prunik mnozin X;,i € I, () X; je konvexni mnoZina.

iel
Diikaz. Necht z,y € () X;. Potom z,y € X; prokazdéi € I, atedy plati Az + (1 — \)y € X;
iel
pro kazdé A € (0, 1), protoze X; je konvexni. Z definice mnozinového pruniku vsak plyne,
ze \Xx + (1 — Ny € ) X;. To znamen4d, ze mnozina [ X; je konvexni. O
iel iel

Véta 2.2. Necht X4, ..., X,, jsou konvexni mnoZiny a o, ..., o, € R. Pak linedrni kombi-
nace téchto mnoZzin

oo Xy + ...+ o X, = {x ER":x = Zaﬂi,% € Xi}

i=1
je také konvexni mnoZina.
Diikaz. Oznacme Y = {z € R"|z = > ayz;,z; € X;}. Necht plati predpoklady véty a
i=1
dale necht z,y € Y, € (0,1). Pak existuji z; € Xy,...,x, € X,,, tak, ze v = > ayx; a
i=1

m
y1 € Xq, .o, ym € X tak, ze y = > auy;, a tedy muzeme psat
i=1

m

Art+(1=N)y = A ot (1-0)Y gy = > (st (1-Nasys) = Z a(Azi+(1=N)yy),

i=1 =1 i=1

kde z;,y; € X; a (A\x; + (1 — Ny;) € X;.

Ozna¢me z; = A\x; + (1 — N)y;. Potom 2; € X;, nebot X; je konvexni, z ¢ehoz plyne, Ze

zjlai()\xi + (1= Ny;) = Z:laizi €Y, atedy Y je konvexni. O
Véta 2.3. Necht A C ]R” je konvexni mnozzna Potom pro kazZdé k eN, ay,a9,..,ap € A
a A, Ay, A €0, 1],2/\ 1 je bod Z)\ a; € A. (Viraz Z)\ a; je tzv. konvexni
kombinace.) -
Diikaz. Provedeme indukei.
1. Prok=1je A=1, poté \a=a € A.
2. Pro k = 2 tvrzeni plati, jedna se ptimo o definici konvexnosti mnoziny:
M+ A =1
A=1—-X)\
Aar + Aas = Mag + (1 —Aaz € A
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3. Necht je tvrzen{ jiz dokdzano pro k € N. Vezméme a4, as, ..., a1 € A a

k k
A Ags o Aepr € (0,1), 20 Nas € A, YN =1
i=1 i=1

k+1
e Pokud Mgy =1, pak > Na; = apqq € A.

=1

e Pokud A\, < 1, pak muzeme psat

k+1

k
Z Aia; = Z it + Aprap1 = (1 — Apgr)

i=1 =1

— 0+ )\k—f—lak—i-l .

Eﬂw

>\k+1

Uvédomme si, ze

=1
=1
I — Ayt
I e
— 1= A
Proto pouzitim indukéniho predpokladu dostaneme, Ze ) — )\;H a; € A.
i=1

Studovany bod je tedy konvexni linearni kombinaci dvou bodu z mnoziny A.
Oznacme 17;\\;“ =, kdei=1,... k.

k k
Tedy (1 — >\k+1) l—i\\i a; + /\k+1ak+1 = (1 — )\k—i-l) Z pia; + )\k+1ak+1.
=1
k1
A protoze Z pia; € A, agyq € A, proto Z Aia; € A.

Ukéazali j Jsme tedy, ze tvrzeni plati i pro k + 1.
]

Véta 2.4. Necht A, B C R"™ jsou konvexni mnoZiny a o € R. Potom oA a A + B jsou
také konvexni mnoZiny.
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Definice 2.2. Necht A C R". Pak konvexnim obalem mnozZiny A nazveme nejmens{
konvexni mnozinu obsahujici A, zna¢ime conv(A).

Véta 2.5. Konvexni obal mnoziny existuje vZdy.

Diikaz. Berme A C R™ a polozme M = {C' : A C C C R",C je konvexni mnozina}.

Mnozina M je neprazdnd nebot R™ € M. Pak podle véty 2.1 je [ C opét konvexni
ceM
mnozinou obsahujici mnozinu A. Tudiz je nejmensi konvexni mnozinou obsahujici A, tj.

konvexnim obalem A. O

Véta 2.6. Konvexni obal mnoziny A C R"™, conv(A), je roven mnoziné vSech konvernich
kombinaci konecné bodu A, tj.

k k
conv(A) = {Z Ai@i sy, ., a, € AN >0, A > O’Z)‘i =1,ke€ N} .
i=1 i=1

Dikaz. Oznacme M mnozinu vSech konvexnich kombinaci kone¢né bodu z A. Mnozina M
T '

je konvexni, nebot vezmeme-li dva body z,y € M, x = > Na;, a; € A, D\ =1
i=1 i=1

y=> pbj,b; €A > p;=1aac(0,1), pak dokdzeme, ze plati:
j=1 j=1

ar+ (1 —a)y € M.

Vezmeme konvexni kombinaci x a y:

r4s

sz Aia; + (1 — «) Z(pjbj = Za)\iai + Z(l —a)p;b; = Zpici.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Coz je opét konvexni kombinace konecné bodu z A.
r+s
Ukézeme, ze Y p; = 1

i=1

r+s

Zpi:ZaAH—Z(l—a)goj :aZ)\i—i—(l—a)Zgoj:omL(l—a) = 1.
i=1 i=1 j=1 i=1 1

j=

Pro libovolnou konvexni mnozinu B D A plati, ze B D M D A podle véty 2.3.
Tudiz M = conv(A).
O

Véta 2.7. (Caratheodory) Necht A C R" a x € conv(A), pak existuje nejuyse n + 1 bodii
z A takovijch, Ze bod x je jejich konvexni linedrni kombinact.

Diikaz. Zajemce odkazuji na [10]. O
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Obrazek 2.2: Simplex v R je tsecka.

Obrazek 2.3: Simplex v R? je trojthelnik.

Definice 2.3. Mnozina A C R" se nazyva

e konvexni polyedrickda mnozina, existuje-li konecny pocet uzavienych poloprostort

k
Hl,HQ, ,Hk CR” tak, ze A= n Hl

=1

e konvexni polyedr (mnohothelnik), existuje-li konetnd mnozina S C R™ takové,
ze A = conv(S). Prikladem konvexniho polyedru je mnozina piipustnych feseni na
obrazku 4.1.

Definice 2.4. Nechf A C R” je konvexni{ mnozina. Rekneme, ze bod s € A je krajnim
bodem A, jestlize neexistuji body =,y € A,z # ya0 < A < 1 takové, aby s = Ax+(1—\)y.

Definice 2.5. Mnozina A C R" je simplex, jestlize je konvexni polyedr a kazdy jeji bod
lze vyjadrit jako jednoznacné uréenou konvexni linearni kombinaci jejich krajnich bodi.

Piiklad 2.1. Urcete simplexy v R, R? a R3.

Resent 2.1. Na nésledujicich obrazcich jsou uvedeny pifklady simplexu ze zadéni. Na
Obrazku 2.2 je simplex v R, na Obrazku 2.3 simplex v R? a na Obrazku 2.4 simplex v
R3.
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Obrézek 2.4: Simplex v R? je ctyistén.

Definice 2.6. Mnozina A C R" se nazyva

e kuzel (s vrcholem v pocatku), jestlize 0 € A a pro kazdy bod s € A a a > 0 je
as € A. Viz obrazek 2.5.

e kuzel s vrcholem v bodé p, kde p € R", kdyz A — p je kuzel.
e konvexni kuzel, kdyz je kuzel a zaroven také konvexni mnozina.

Véta 2.8. Necht A C R" je konvexzni kuZel. Potom pro kazdé k € Ny, ai,as,....,ar € A a
k

>\1 Z 0, )\2 Z O,...,)\k Z 0 je bod Z )\Z‘CLi S A.
i=1

k 0

=1 =1

k k
2. Kdyza=> A\=0,pak Ay =X =... =X =0a)> Na;=0¢€ A
=1 =1
3. Kdyz fA>o akiAi 1asg s My
: 7 o= i : — = —>0,—>0,....— >0.
Y i=1 b i=1 & « « «
ko)
Pak z konvexnosti A plyne, ze > ~a; € A.
i=1 &

k DY
MnoZina A je také kuzel, a tak Y Na; = a ) —a; € A.

=1 =1
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Obrazek 2.5: Piiklad kuzele s vrcholem v pocatku

Definice 2.7. Necht A C R", pak nejmensi konvexni kuzel, ktery obsahuje mnozinu A, je
konvexni kuzel generovany mnozinou A. Zna¢ime jej pos(A).

Veéta 2.9. Konvexni kuZel generovany mnoZinou existuje vZdy, tj. je dobre definovdn.

Diikaz. Berme A C R™ a polozme M = {C: A C C C R",C je konvexni kuzel}. Mnozina

M je neprazdna, nebot R™ € M. Pak podle véty 2.1 je (] C konvexni kuzel obsahujici
CeM
mnozinu A. Tudiz je nejmensim konvexnim kuzelem obsahujici A, tj. konvexnim kuzelem

generovanym A. ]

Véta 2.10. Konvezni kuzZel generovany mnozinou A C R™ je roven mnoziné vsech nezdpornych
linedarnich kombinaci konecné bodu z A, tj.

k
pos(A) = {Z A ay,.,ap € AN >0, >0,k € No} )

Dikaz. Ozna¢me M mnozinu vSech nezapornych linedrnich kombinaci koneéné bodu z
A. Mnozina M Je evidentné kuzel Mnozina M Je konvexni, nebot vezmeme-li dva body
xyEMx—Z)\al,aleA Z)\ _1y_2<pjbj,b € A, Zgoj_laaE(Ol)
=1
pak dokazeme, ze plati:
ar+ (1 —a)y € M.
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Déle je dukaz analogicky dukazu véty 2.6 ]

Definice 2.8. Mnozina K C R” se nazyva konvexni polyedricky kuzel, existuje-li
koneénd mnozina A C R™ takové, ze K = pos(A).

Pozndmka 2.3. Nejmensim kuzelem a zaroven také nejmensim konvexnim kuzelem i nejmensim
konvexnim polyedrickym kuzelem je kuzel pos(0)) = {0}.

Definice 2.9. Nechf A C R” je konvexni kuzel. Rekneme, ze bod s € A, s # 0 je krajnim
smérem A, viz obrazek 2.6, jestlize neexistuji body z,y € A, z,y & pos({s})aA > 0,0 >0
takové, aby s = Az + ¢y.

Obréazek 2.6: Krajni smér
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Veéta 2.11. Konvexni polyedr md konecnyj pocet krajnich bodu a je jejich konvernim oba-
lem.

Diikaz. Necht P = conv(S), kde S C R" je konetnd mnozina.

Z mnoziny S budeme postupné vylucovat body tak, ze dostaneme posloupnost mnozin
S=5 D25 D8 D..DS,abody s; € 5;_1 tak, ze S; = Si_l\{si}. Bod s; € S;_1
vybereme tak, aby byl konvexni linearni kombinaci ostatnich bodu z S;_;. Pokud takovy
bod neexistuje, konstrukce kon¢i, tj. i — 1 = k.

1. Uvedomme si, ze plati conv(Sy) = conv(S1) = conv(Sy) = ... = conv(Sk) = P.
Piesvédcime se o tom konecnou indukei.

e Pro i = 0 tvrzeni plati, nebot Sy = S.

e Predpokladejme, ze pro 1 <i < k plati conv(S;_1) = P.
Vezméme = € P. Z indukéniho predpokladu a z vybéru bodu s; vime, ze
r= Y XS, S = Y. @ss, plati pro vhodna A > 0,¢ > 0,

s€Si—1 SES;
Yoo =1,> ps=1.
SES; 1 s€S;
Tudiz
T = Z NS = Z AsS + Ay, Z DS = Z(As + s, ps5)8 € conv(S;).
sES;_1 SES; SES; SES;

2. Nyni ukazeme, ze mnozina Sy je pravé mnozina vSech krajnich bodt mnoziny P.

e Ukazme, ze zadny z bodu mnoziny P\S neni krajnim bodem P.
Vezméme bod x € P\Si. Pak existuje konvexni linedrni kombinace takova, ze

=Y A

SES
Jisté existuje 5 € Sy takovy, ze 0 < A\; < 1, jinak by x € Si. Pak
. As
T =MX5+ (1= X;) Z
s€SK\{3} y
. L As . As
Z konstrukce mnoziny Sy vime, ze § € P, > seP, §# > s
seSsy L — As sessy L — As

a tudiz bod z neni krajni bod P.

e Jesté zbyva ovérit, ze body z mnoziny Sy jsou krajnimi body.
Predpokladejme proto, ze § € Sk neni krajni bod mnoziny P. Pak existuji body

y:Z)\SSGP, Z:ZQDSSEP, yFz

SESk s€ESk

O<axl

20



takové, ze

S=ay+(l—a)z= Z(ax\s + (1 — a)ps)s.

seS),

Nyni rozlisme dva ptipady:
— Necht a); + (1 —a)ps = 1. Potom A\; = ¢z = 1, coz je spor s tim, ze y # z.
— Necht aX; + (1 — a)ps < 1. Potom ale

_ aXs + (1 — a)ps
°T Z 1—04/\§+(1—a)g055'

s€5,\{5}

To je spor s tim, ze zadny z bodi mnoziny Sy nelze zapsat jako konvexni
linearni kombinaci ostatnich bodu z Sj.

Ukazali jsme, ze mnozina Sy je mnozinou vsech krajnich bodu konvexniho
polyedru P a P = conv(S).

]

Veéta 2.12. Mnozina A C R" je konvexni polyedr tehdy a jen tehdy, kdyZ je omezend
konvexni polyedricka mnoZina.

Véta 2.13. Kdyz A C R"™ je konvexni polyedricky kuZel, pak je konvexni polyedrickd
mnozina.

Veéta 2.14. Konvexni polyedricky kuzel ma konecény pocet krajnich smeéri a je roven kuzelu,
ktery je jimi generovan.

Bylo by potieba definovat mnoho dalsich pojmu a odvozeni, coz je v ramci této prace
zbytecné. Uviadime tyto véty proto bez dukazu. Zajemce odkazuji na [11].
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Kapitola 3

Teorie linearniho programovani

V této kapitole budeme pouzivat vektory, matice a jejich podvektory a podmatice.
Uvazujme obecné koneéné indexové mnoziny I, .J :

e Vektorem rozumime a € R! a jeho podvektor ag = (a;,7 € S) € R® pro S C I.

e Matici rozumime A € R a jeji podmatici Agxr = (a;;,i € S,7 € T) € R¥*T pro
Scl,TclJ

e Pokud I = {1,2,...m},J = {1,2,...,n}, pak budeme R’ a R?*’ zkracovat na R™ a
Rmxn‘

Necht a € R*, A € R™" a s € R, pak vyrazy a < s,a > s,a = s budeme chépat ve
smyslu:
a<s&a; <s,

a>s&<a; > S,

a=s&a; =S,
pro vSechny ¢ = 1, ..., n.
A vyrazy A < s,A > s, A= s budeme chapat ve smyslu:
A<s&a;; <s,

A>s&a,; > s,

A=s&a;; =s,

pro vsechny ¢ =1,....m, 7 = 1...n.

22



3.1 Formulace a zapis ulohy
Uloha linedrniho programovdni (LP):

min{CTX - ]R . A11><JX Z bIl’AIQXJX S bIQ,A[3><JX = bI3,XJ1 Z 0,XJ2 S O,X € RJ}, (31)
maX{CTX ceR: A[lXJX Z prAngJX S bIQ;AlngX = b[3,XJ1 Z O,XJ2 S O,X - RJ}, (32)

kdec € R/, b € RI, A e RV card(I) = m, Iy, I, Is C I jsou disjunktnia [y U [, U I3 = I,
card(J) =n, Ji, Jo, Js C J jsou disjunktni a J; UJ,UJs = J. Funkce z(z) = ¢! x se nazyva
ucelova funkce.

Oznatme A = (a;;) matici soustavy (3.3) typu (m,n),b = (b;) m-slozkovy vektor
pravych stran, ¢ = (¢;) a * = (x;) n-slozkové vektory koeficientt v ucelové funkci z(x) =
c’x a proménnych. Ulohu linedrniho programovani ve standardnim tvaru zapiSeme mati-
COve:

minimalizovat (nebo maximalizovat) c’'x

za podminek Ax = b

x>0
Nékdy je vyhodné vyuzit zapisu po slozkach:
minimalizovat (nebo maximalizovat) Z CjT;
jed
za podminek Zai7j$j > b;,pro kazdé i € I,
jeJ
Zammj = b;,pro kazdé i € I3, (3.3)
jet

x; > 0, pro kazdéj € Ji,
x; < 0,pro kazdéj € Js,
reR’

Budeme tikat, ze tloha linearniho programovani je ve

e standardnim tvaru, jestlize I, = 0,1, =0, J, = 0, J5 = 0;

e tvaru nerovnosti, jestlize bud I, = 0, Iy = 0, J, = 0, J3 = 0 nebo I} = 0,
-[3:®7 ‘]2:®7 ‘]3:®

e smiSeném tvaru v ostatnich pripadech.

V tloze linearniho programovéani lze jednoduchymi transformacemi prevadét rovnosti
na nerovnosti, nerovnosti na rovnosti, nezapornost proménnych na nekladnost, atd. Témito
transformacemi jsou:
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vynasobenim koeficientu v icelové funkci —1 l1ze zaménit minimalizaci za maximali-
zaci a opacneé;

vynasobenim nerovnosti koeficientem —1 1ze ,otacet” nerovnosti;
vynasobenim proménné —1 lze nekladnost proménnych ménit na nezdpornost a opacné;

nerovnost . a;;r; > b; zménime na rovnost zavedenim doplikové (skluzové)
jed
promeénné

E Q; ;T — V= bi, (% Z 0.
jet
V tcelové funkcei této nové proménné pritadime nulovy koeficient.
nerovnost . a;;r; < b; zménime na rovnost zavedenim doplinkové (skluzové)
jed
promeénné
5 a; jr; +v="b;, v >0.
jeJ

V tcelové funkcei této nové proménné pritadime nulovy koeficient.

rovnost Y a;;x; = b; lze ekvivalentné vyjadrit jako dvé nerovnosti
jeJ

g a; ;r; > by, a; ;5 < by,
JjeJ jedJ
které musi byt splnény soucasné;

kazdou proménnou z; pro j € J; muzeme zaménit rozdilem dvou nezapornych
proménnych
zi=wt —w ,wt >0,w" > 0;

vsechny uvedené transformace lze pouzit také obracené.

Pomoci téchto transformaci lze prevadét jednotlivé typy tlohy linearniho programovani
jeden na druhy.

Definice 3.1. Mnozinu

M ={x €R™: A xjx > br,, Anyxsx < br,, A xsx = br,, x5, > 0,x5, <0,x € R’}

budeme nazyvat mnozinou piipustnych reseni tlohy (3.1).
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3.1.1 Struktura mnoziny pripustnych reseni

Véta 3.1. Mnozina M = {x € R";Ax = b,x > 0}, kde A € R™" b € R™, je konvexni
polyedricka mnozZina. Specidlné je konvexni a uzavrend.

Diikaz. Zajemce odkazuji na [3]. O

Véta 3.2. MnozZina
K={xeR":Ax=0,x>0,} (3.4)

je konvexni polyedricky kuZel.

Diikaz. Zajemce odkazuji na [3]. O
Definice 3.2. Pro z € M zavedeme mnozinu N, = {i = 1,2.... ,n: x; = 0}, které fikdme
mnozina nulovych soufadnic a mnozinu P, = {i = 1,2....,n: z; > 0}, tzv. mnozina

kladnych soutradnic.

Definice 3.3. Bod = € K nazveme zakladni smér, jestlize h(A;xp,) = card(P;) — 1.
Pripustné feseni x € M nazveme zakladni feSeni, jestlize h(A;xp,) = card(P,).

Definice 3.4. Zakladni feseni nazveme nedegenerované, ma-li pravé h(A) nenulovych
slozek. Uloha linearniho programovani ve standardnim tvaru se nazyva nedegenerovana,
jestlize kazdé jeji zakladni feseni je nedegenerované.

Véta 3.3. Uloha linedrniho programovdani
min{c’x: Ax= b,z > 0,z € R"} (3.5)
md optimalni resent tehdy a jen tehdy, kdyz
o M ={xeR": Ax=b,x> 0} #0.
o 'y>0prokazdé ye K ={x€R": Ax=0,x>0}.
Mad-li iloha 3.5 optimdlni Tesent, pak se ho nabyvd v zdkladnim resend této wulohy.

Diikaz. Odkazuji na [3]. O

3.2 Farkasova véta

Mnozina v8ech piipustnych feseni tlohy (3.1) muze byt prazdna i tehdy, plati-li predpoklad
h(A) = m jak ukazuje nésledujici piiklad:

Priklad 3.1. Minimalizujte funkci z = 21 + 22 s mnozinou piipustnych reseni

M:{xER4:x1+x2+x3:1, 201 + 3xe — x4 = 6,21 > 0,29 > 0,23 > 0,24 > 0}
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1 +22<1

221+ 322 > 6

0.5

Obréazek 3.1: Mnozina ptipustnych feseni Piikladu 3.1

Resent 3.1. Pro grafické znazornéni si povsimnéme toho, ze obé rovnice mohly vzniknout
pomoci transformaci, s kterymi jsme se seznamili jiz dfive. Vzhledem ke tvaru ucelové
funkce lze proménné x3, x4 interpretovat jako doplinkové proménné. Prvni dvé slozky libo-
volného pripustného feseni vyhovuji tedy soustavé nerovnosti

T+ <1

2£L’1+3£L’226
1 20, x2>0.

Z Obrazku 3.1 je jasné, ze tato soustava nerovnosti nema feseni. Mnozina ptipustnych
feseni M = (), prestoze h(A) = 2 a pocet proménnych je vétsi nez pocet rovnic.

Nutnou a postacujici podminku k tomu, aby mnozina pripustnych feseni byla neprazdna
iika Farkasova véta:

Veéta 3.4. Necht A € R™" je matice a b € R™ je vektor. Pak md soustava Ax = b
nezdporné resend tehdy a jen tehdy, kdyz pro vsechna u € R™ splriuji podminku ATu > 0
plati b'u > 0.

Diikaz. Zajemce odkazuji na [3]. O

Tvrzeni Farkasovy véty udava, Ze bud mé soustava Ax = b nezdporné feseni, nebo
lze nalézt takovou linearni kombinaci rovnic soustavy, ze na levé strané vznikne vyraz s
nezapornymi koeficienty a na pravé strané zaporné ¢islo.

Piiklad 3.2. Vratme se k pifkladu 3.1:
Minimalizujte funkci z = 1 4+ 22 s mnozinou pripustnych feseni

M:{xER4:x1+x2+x3:1, 201 + 3xe — x4 = 6,21 > 0,29 > 0,23 > 0,24 > 0}
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~T1+l’2+l’3:1,
2x1 4+ 3r9 — x4 = 0.

Resent 3.2. Vynasobime-li naptiklad prvni rovnici tfemi a ode¢teme-li od ni druhou rovnici,
dostaneme
T+ 31’3 + x4 = —3.

Tudiz vektor (3, —1)7 porusuje podminku z Farkasovy véty 3.4.
Soustava proto nema nezaporné feseni.

Pozndmka 3.1. Samotnd Farkasova véta vSak jeSté nefesi otdzku existence optimalniho
feSeni piikladu 3.1. Snadno zkonstruujeme piiklad, kdy je mnozina pfipustnych feSeni
neprazdna, ale optimalni feSeni tlohy neexistuje.

Piiklad 3.3. Resme tlohu

minimalizovat zZ = X1 + o,
za podminek 201 — 19 — 13 = —2,
—$1+2$2—ZB4:—1,

21 20,20 > 0,23 > 0,24 > 0.

Reseni 3.3. Pti grafickém znazornéni lze x3, x4 opét interpretovat jako doplnkové proménné,
takze prvni dvé slozky libovolného pripustného feseni vyhovuji soustavé linearnich nerov-
nosti

2$1 — T2 Z -2
—X1 +2.T2 Z —1
x1 2> 0,29 2 0.

Mnozina Feseni této soustavy je neomezend (viz Obrézek 3.2 ) a funkce x4 x5 na ni nabyva
libovolné velkych hodnot. Pritom vsak nékteré jiné tcelové funkce na uvazované mnoziné
M nabyvaji konecného maxima.

Véta 3.5 (Existence optimdlnfho fesen{). Necht mnoZina
M={xeR": Ax=b,x> 0} #0. (3.6)
Kdyz existuje redalné cislo v tak, Ze pro libovolné x € M plati
x>, (3.7)
pak existuje optimalni resent ulohy

min{c’x: x € M}.
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Obrazek 3.2: Mnozina piipustnych feseni Piikladu 3.3

Diikaz. Oznacme 9 = inf{c"x : x € M}.
Z platnosti (3.6) a (3.7) vime, ze ¥ € R, specidlné ¥ > ~.
Pomoci Farkasovy véty ukazeme neprazdnost mnoziny

Q={xeR": Ax=b,c"x=19, x>0}

Mnozinu @ mizeme zapsat takto Q = {x € R" : Dx = d,x > 0}, kde D = (A", )" a
d= (b, 7.

Ovétrime podminku z Farkasovy véty 3.4.
Vezméme proto v = (uT t)T € R™™ kde u € R™ a t € R takové, 7e

D"v=A"u+tc>0.
Kazdé x € M je nezaporné a Ax = b. Proto pro né plati
0< xTATy + xTte = b"u + x"tc.

Pak také
0<buttinf{x"c:xec M}y=b"u+td=d"v.

Matice D a vektor d splnuji podminku z véty 3.4.
Tudiz mnozina @) # (), coz znamen4, Ze uvazovand tloha mé optimalni feseni.

O

Pozndamka 3.2. Historie Farkasovy véty
Farkasova véta je soucasti teorie linearnich nerovnosti zpracované na pocatku 20. stoleti
mad arskym matematikem J. Farkasem. Dodnes je pravem pocitdna k zdkladnim vétdm
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linedrni algebry. Jeji pomoci jsme ukazali prvou existencni vétu, véta 3.5, pro ulohu
linedrniho programovani ve standardnim tvaru. Neni vSak snadné ovéfit podminky (3.3) a
(3.4). Dosud také nemame zadnou predstavu, jak optimélni feseni tlohy nalézt. Musime
proto hloubéji prostudovat strukturu mnoziny piipustnych feseni.

3.3 Princip duality v linearnim programovani
Budeme se zabyvat dvojici dualnich tloh linearniho programovani

min{c?x € R : Az xyx > br,, AyxsX < br,, Arxsx = br,, x5, > 0,x5, <0,x € R}, (3.8)
maX{bTy eR: ACIFXJ1y < CJ17A?><J2.y > CszA?ngy =CriYn > O7y12 <0,xe€ RI}? (39)
kdec e R7,b e RI, A e R card(l) =m, I, Iy, I3 C I jsoudisjunktnia Iy U LU I3 = I,
card(J) =n, Jy, Jo, J3 C J jsou disjunktni a J; U Jo U J3 = J.
Povsimnéme si, ze k zadané loze linearniho programovani je jednoznacéné prirazena tloha,
ktera s ni tvori dvojici dudlnich tloh. Toto vSak neni jediny vztah mezi témito dvéma
ulohami. Daleko dulezitéjsi je, ze vyreSenim jedné z nich, nalezneme také feseni druhé
ulohy z tohoto paru. Na této vlastnosti je zalozena simplexova metoda, ktera umoznuje
efektivni numerické feSeni 1loh linedrniho programovani. Kazda z téchto tdloh také vy-
povida o stabilité optimalniho feseni druhé tlohy.
Jeden typ tloh linearniho programovani lze prevadét na jiny typ uloh, proto sta¢i uvazovat
pouze dvojici tzv. symetrickych dualnich 1loh.

min{c’x : Ax > b,x > 0,x € R'}, (3.10)
max{b’y : ATy <c,y >0,y € R'}. (3.11)

Poznamka 3.3. Zavedeme oznaceni

v =inf{c"x € R: Ax > b,x > 0,x € R},
6 =sup{b’y e R: ATy < c,y >0,y e R'},
M ={xeR’: Ax > b,x > 0},
N={yeR':Aly <cy>0},
M*={x:c"x=+"Ax>b,x>0,x € R'},
N ={y:b'x=0"Aly <cy>0xecR}
Véta 3.6 (o slabé dualité). Je ddna dvojice symetrickijch dudlnich iloh (3.10) a (3.11)

s mnoZinami z pozndmky 3.3. Pokud x € M a 'y € N, pak c"x > b'y. Pricem# rovnost
nastava pouze tehdy, kdyz plati tzv. podminky komplementarity

(V"A—cx=0, (3.12)
y'(Ax—b) = 0. (3.13)
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Podminky (3.12) a (3.13) maji ekvivalentni vyjadfeni.
Lemma 3.1. Necht # € M a y € N. Pak plat{ nésledujici ekvivalence:
(312)evVieJ: (yTA-c")x;j=0<Vje J:bud (y'A—c')x=0,nebo x; =0,
(313) e Viel:yl(Ax—b);=0<Vicl:bud y"(Ax —b)=0,nebo y, =0.
Diikaz. Odkazuji na [3]. O

Véta 3.7 (o dualite). Pokud M # 0 a N # 0, pak maji obé dlohy (3.10) i (3.11) optimdlni
resend.

Dikaz. Kdyz maji obé ulohy pripustné feseni, pak vzhledem k vété 3.6 jsou jejich ucelové
funkce omezené na prislusnych mnozinach piipustnych feseni.
Pak tloha

min{c’x: Ax —v=b, x>0,v>0,xcR" veR"} (3.14)

ma ucelovou funkci zdola omezenou na své mnoziné pripustnych teseni, ktera je neprazdna.
podle vety 3.5 existuje (X, v) optimalni feseni (3.14). Pak X je optimdlni feseni (3.10).
Déle také uloha

min{-b"y : ATy +u=b, y>0,u>0ycR" ucR"} (3.15)

ma ucelovou funkci zdola omezenou na své mnoziné pripustnych feseni, ktera je neprazdna.
Podle vety 3.5 existuje (y, &) optimalni feseni (3.14). Pak y je optimalni feseni (3.11). O

Véta 3.8 (o silné dualite). Uloha (3.10) md optimdlni Feseni tehdy a jen tehdy, kdyz
tloha (3.11) md optimdlni reseni. Pokud jedna z téchto iloh mad optimdlni resent, pak plati
rovnost y* = 0.

Diikaz. Vétu staci ukdzat za predpokladu existence optimélniho feseni tilohy (3.10). Druhy
pripad se ukaze analogicky.
Pak tloha

min{c’x: Ax —v=b, x>0,v>0,xcR" veR"}

ma optimalni feSeni. Podle véty 3.3 je
{x:Ax—v=0b x>0,v>0,xeR" veR"} £,

c’z>0 prokazdé ze{y:Ax—v=0,x>0,v>0,x€R", veR"}

7 véty 3.6 vime, ze b’y < ~* pro kazdé y € N.
Nasim cilem je ukazat neprazdnost mnoziny

{y: ATy <c,b'y>~"y >0,y e R"}. (3.16)

30



To je ekvivalentni s tim, ukazat neprazdnost mnoziny

{(y,uyw): ATy +u=c, b’y —w=+"y>0,u>0,w>0,y € R", ucR" wec R}.
(3.17)

Pro tuto mnozinu ovérime Farkasovu podminku z véty 3.4.
Vezméme proto p € R™ a v € R takové, ze Au+vb >0, > 0,—v > 0.

1. Necht v = 0.
Pak Ap > 0,0 > 0. Tudiz p lezi v kuzeli prislusném k (3.10). Tato tiloha mé optimdalni
fesen{ a tak podle véty 3.3 plati ¢¥'p > 0. V tomto piipadé tedy c?'p +~v*v > 0.
2. Necht v < 0.
Pak Au+vb >0, > 0, neboli Aﬁ > b, > 0. To znamena, ze ﬁ e M.
Uloha (3.10) m& optimalni feseni a v* je jeji optimélni hodnota.
Proto cT|"7‘ > ~*. Odtud 'y — v*|v| = cTu+~*v > 0.
Podle véty 3.4 je mnozina (3.17) nepréazdnd. Proto také (3.16) je neprazdna.
Tim jsme ukazali, ze tiloha (3.11) m4 optimAlni feseni a v* = §*. ]

Véta 3.9 (o komplementarité:). Necht x € M a y € N. Pak x je optimdlni resent tilohy
(3.10) a y je optimdlni reSeni ulohy (3.11) tehdy a jen tehdy, spliuji-li podminky komple-
mentarity:

(Y'A—c)x=0,
y'(Ax— b) = 0.

Dikaz. Pokud x € M a y € N, pak véta 3.6 tika, ze splnéni podminek komplementarity
je nutné a postacujici k tomu, aby v € M* ay € N*. ]

Shrinme zjisténa fakta do jedné véty a formulujme ji pro obecnou dvojici duélnich 1loh:

Véta 3.10. Pro danou dvojici symetrickych dudlnich iloh (3.8), (3.9) nastdvd prdvé jedna
ze Ctyr moznosti:

1. Ani jedna z iloh (3.8), (3.9) nemd pripustné resent, tj. M = ), N = (), v* = +00,0* =
—00.

2. Uloha (3.8) md pripustné teseni, ale nemd optimdlni eseni a tloha (3.9) nemd
pripustné tesent, tj. M # 0, N = (,v* = §* = —o0.

3. Uloha (3.8) nemd pripustné reseni a uloha (3.9) md pripustiné resent, ale nemd op-
timdlnd resent, tj. M = 0, N # 0,v* = §* = 4o0.

4. Obé dlohy (3.8), (3.9) maji optimdlni TeSent, jejich optimdlni Fesent spliuji podminky

komplementarity (3.12), (3.13) a jejich optimdlni hodnoty jsou si rovny, tj. M #
0, N #£0,v = e€R.
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Diikaz. Odkazuji na [3].

]

Piiklad 3.4. K dané tloze linedrnfho programovani ptifadte pifslusnou tlohu do dudlni

dvojice:

minimalizovat

z =211 — x9 + 313

za podminek 3z + 6xo — x3 > 4,
2x1 — 319 + 223 < 3,
r1 — 2x9 + 43 = 2,
1> 0,20 > 0,23 € R

(3.18)

Resent 3.4. K obecné tloze linedrniho programovéni je jednoznaéné piirazena tloha, kterd
s ni tvoii dvojici dualnich tloh. Sestaveni ptislusné ilohy lze délat zcela mechanicky. Vhod-
nou pomuckou k tomu muze byt sestaveni tabulky:

i i) I3
>0[>0|€eR
3 6 —1 > 4
2 -3 2 < 3
1 -2 4 = 2
max
2 —1 3 | min

Do tadku omezeni piridame dudlni proménné a pomoci pravidla, ze pii min prevadime
> > < <, =+¢ €R, apfi max prevadime < < >, > « <, € R « =, tabulku

doplnime:

T i) I3

>0 >0]€eR
yi | =>01] 3 6 —1 > 4
ya | <0 | 2 -3 2 < 3
ys | €eR| 1 -2 4 = 2

< < = max

2 —1 3 | min

Cteme-li tabulku po sloupcich, dostdvdme tlohu:

maximalizovat

kterd je dudlni tlohou k tloze (3.18).

z =4y +3y2 + 2y3
za podminek 3y, + 2y, + y3 < 2,

6y1 — 3y2 — 2y3 < —1,
— 1+ 2ys + 4y3 = 3,
1 207y2 §07y3 ER,
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Pozndmka 3.4. Dualita tloh linedrniho programovani a Farkasova véta jsou ekvivalentni.
Uvédomme si, ze nasledujici piiklady jsou ekvivalentni:

e Existuje nezaporné teseni ulohy Ax = b.
e Uloha min{07x : Ax = b,x > 0} ma optimalni fedeni.
e Uloha max{07x : Ax = b,x > 0} m4 optimdln{ feseni.

Zapojenim Farkasovy véty a duality tyto priklady doplnime jesté o dalsi tii tulohy, které
jsou s nimi ekvivalentni:

e Pro vsechna y € R™ spliujici ATy > 0 musi byt b’y > 0.
e Uloha max{b’y : ATy < 0,y € R™} mé optimaln{ feeni.

e Uloha min{b’y : ATy > 0,y € R™} m4a optimalni feseni.
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Kapitola 4

Metody resSeni

4.1 Geometricka metoda reseni

V pripadé jednoduché tlohy obsahujici pouze dvé proménné muzeme k teSeni pouzit
tzv. grafickou metodu. Je urcena pro TeSeni tlohy linedrniho programovani se dvéma
proménnymi nebo dvéma omezujicimi podminkami neni piilis aplikovatelnd, nebot v praxi
se velmi mélo vyskytuji tak jednoduché problémy. Jeji vyznam je jednak historicky, nebot
s velkym zjednodusenim bylo mozno nalézt optimalni feseni alespon nékterych praktickych
problémi, jednak teoreticky, nebof poddvé ndzorny pohled pro pochopeni zdkonitosti
linedrnich modelu a jejich feseni.

4.1.1 Grafické reSeni v prostoru reseni

Prostorem tesSeni nazyvame prostor, ve kterém lezi vSechna piipustnd feseni problému.
Chceme-li v ném tesit linedrni optimaliza¢ni ilohu, musime zobrazit jak mnozinu ptipustnych
reSeni, tak vhodnym zpusobem ucelovou funkci a jeji chovani.

Grafické nalezeni mnoziny piipustnych feSeni: Mnozina piipustnych feseni ilohy linedrniho

programovani je prunikem poloprostoru, které predstavuji jednotlivé omezujici podminky.
Protoze poloprostor je konvexni mnozina, je jejich prunik také konvexni mnozina. Je-

li omezend, nazyva se konvexni polyedr (viz definice 2.3). Je-li neomezend, nazyva

se konvexni polyedrickd mnozina (viz definice 2.3).

Pro dvé proménné tedy sestrojime mnozinu piipustnych feSeni tak, ze zobrazime
hrani¢ni piimky jednotlivych polorovin, které predstavuji jednotlivé omezujici podminky.

Grafické zobrazeni ucelové funkce: Graficky je linearni funkce predstavovéana v piipadé
jedné proménné piimkou, v piipadé dvou proménnych rovinou a v pripadé vice
proménnych nadrovinou.

Rovinu zobrazujici linearni funkci dvou proménnych muzeme zobrazit bud pomoci
svazku rovnobéznych primek, nebo pomoci smérnice téchto primek.
Zobrazime-li tuc¢elovou funkci pro ruzné konstanty zp,k = 1,...,r jako soustavu
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smér rustu ucelové funkce
e

Obréazek 4.1: Grafické feseni ulohy linedrniho programovani

linearnich rovnic
2r)=c'x=2z, k=1,...,n

dostaneme soustavu rovnobéznych piimek, pro které plati, ze ve sméru jejich normaly
hodnoty konstant z, odpovidajici jednotlivym primkam rostou a ve sméru opacném
klesaji.

Ucelovou funkei je mozno také zobrazit pomoci jejiho gradientu. Gradient ucelové
funkce je vektorem jejich prvnich parcidlnich derivaci, je tedy shodny s vektorem c.
Tento smér je kolmy na zobrazené piimky. Ve sméru gradientu (smeérnice) hodnota
ucelové funkce roste, ve sméru opacném klesa.

Nalezeni extrému ticelové funkce: Aby bylo nalezeno reseni optimalizacni tlohy, musime
najit takovou piimku zobrazujici ic¢elovou funkci ve sméru rustu nebo poklesu jeji
hodnoty, kterd ma s mnozinou ptipustnych feseni aspon jeden spolecny bod. Takovy
bod je vzdy na hranici mnoziny piipustnych feseni (ve vrcholu nebo hrané).
Soutadnice téchto bodu jsou hledané hodnoty proménnych optimalniho feseni. Op-
timalni hodnota ucelové funkce se ziskd dosazenim optimalnich hodnot proménnych.

Optimalni Feseni: Ucelova funkce nabyva své optiméaln{ hodnoty v krajnim bodé mnoziny
pripustnych feseni ulohy linedrniho programovani. Jestlize ucelova funkce nabyva op-
timalni hodnoty ve vice krajnich bodech mnoziny piipustnych feseni ulohy, potom
optimalni hodnoty nabyva i v kazdém bodé konvexni kombinace téchto krajnich
bodu.

Optimélni Feseni je takové piipustné reseni, které optimalizuje ucelovou funkci (tj. ve
kterém nabyvé tucelova funkce minima, piipadné maxima). Ucelova funkce nabyva
své optimalni hodnoty vzdy v nékterém krajnim bodé mnoziny pripustnych feseni.
Resenfm je vzdy konvexni mnozina (bod, tsecka,konvexni polyedr,. .. ).
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Pokud ma tloha optimélni feSeni, je to jeden z vrcholu predstavujicich zdkladni
pripustna feSeni.

Piiklad 4.1. Resme graficky

maximalizovat z = 3z1+229
za podminek x1 4 225 <6
201 + 19 <8

-1+ x5 <1
Ty < 2
x1 > 0,29 > 0.

Resent 4.1. Model obsahuje dvé rozhodovaci proménné a étyfi omezujici podminky, proto
je nutné pro zobrazeni zvolit prostor feseni.

Nejprve musime vymezit prostor pripustnych feseni. Ten tvoii geometricky utvar, ktery
vznikne jako prunik grafického znazornéni omezujicich podminek v I. kvadrantu.

Pozndmka 4.1. Omezujici podminka ve tvaru nerovnice je reprezentovana polorovinou.
Pokud ji chceme zakreslit, musime ur¢it hrani¢ni primku a vymezit spravnou polorovinu.
Hraniéni ptimka je spojnice dvou bodu, pro které je omezujici pitimka splnéna jako rovnice.

Pro konstrukei hraniéni primky muzeme pouzit dva libovolné body, které splnuji vyse
uvedenou podminku. Nejcastéji se pouzivaji pruseciky hledané hrani¢ni primky s obéma
osami soufadnic.

Zakreslime tedy hrani¢ni pfimku omezujici podminky

T1 + 229 < 6.

Pokud polozime z; = 0, z rovnice 2z = 6 zjistime, ze prvni prusecik ma soufadnice (0, 3).
Pokud polozime xo = 0, z rovnice x1 = 6 zjistime, Ze druhy prusec¢ik mé soutadnice (6,0).
Nyni musime uré¢it, kterd z polorovin vymezenych hrani¢ni piimkou obsahuje piipustna
feSeni tlohy. Obvykle je vyhodné dosadit do omezujici podminky pocatek souradnic, bod
(0,0). Pro nasi podminku dostaneme vyraz 0 < 6, coz plati. Proto vSechny body, které lezi
v poc¢atku soutadnic, dané omezujici podmince vyhovuji.

Stejnym zpusobem postupujeme pii zakresleni ostatnich podminek.

Celou mnozinu piipustnych feseni tvoti konvexni polyedr, ktery je zobrazen na obr. 4.2.
Nyni je jiz pouze potieba urcit, ktery bod z mnoziny ptripustnych feSeni méa nejlepsi hod-
notu pro maximalizaci ucelové funkce z = 31 + 2x».

K tomu jsou potieba dva kroky. Nejprve zakreslime libovolnou pfimku ucelové funkce,
coz je spojnice vSech bodu (x1,z5) (kombinaci proménnych), které vykazuji stejnou hod-
notu ucelové funkce. Potom nalezneme takovou jeji rovnobézku, ktera bude co nejdale od
pocatku soutadnic, ale kterd bude mit s mnozinou pripustnych feSeni spolecny alespon
jeden bod.
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Pozndmka 4.2. Pokud chceme zakreslit néjakou primku tucelové funkce, dosadime za z
libovolnou hodnotu a pfimku zakreslime.

Tedy polozme napt. z = 4, tedy
4 = 3$1 + 2LL’2.
Pruseciky s osami maji souradnice (0,2) a (3,0).
Nyni je jiz snadné najit rovnobézku primky tucelové funkce, ktera je nejdale od pocatku
(chceme jeji maximalni hodnotu, pfi minimalizaci bychom ji pozadovali nejblize pocatku)
a ktera ma stale s mnozinou pripustnych feseni spoleény alespon jeden bod.
Na zavér je potieba stanovit hodnoty proménnych v optimélnim feseni.

Pozndmka 4.3. Pokud chceme stanovit hodnoty proménnych v optimalnim feseni z grafu,
podivame se, na kterych piimkach omezujicich podminek tento bod lezi. Hodnoty proménnych
potom vypocteme jako feseni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych.

N4&s bod optima ., lezi na piimkéch
T+ 2]32 =6

21’1 + 19 = 8.

Po vyteseni této soustavy linearnich rovnic dostaneme, ze x, = % a ry = %.

Dosazenim tohoto bodu do ptredpisu ucelové funkce dostaneme jeji hodnotu, tedy:

10 4 33
=3. — 2. — = —.
® 5 74373

10 4\"
Odpoveéd’: Funkce nabyvd maximum v bodé (?’ §> a hodnota 1ucelové funkce v

3
tomto bodé je 3
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6
z=14
5
Zopt
—x14+ 29 <1

4

21+ 222 <6
3

Ty < 2 Topt

1
0

4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
» 21 + 29 < 8
-2

Obréazek 4.2: Mnozina ptipustnych feseni z prikladu 4.1

4.2 Simplexova metoda reSeni

Ulohy linedrniho programovani, které obsahuji vice nez dvé proménné, nelze tesit geomet-
rickou metodou feseni. Existuji i jiné metody, které si poradi s vétsim poc¢tem proménnych.
Jedna z nejznaméjsich je tzv. simplexova metoda.

Pokud chceme k fesent tlohy linearniho programovani pouzit simplexovou metodu, potiebujeme,
aby:

1. dloha byla v rovnicovém tvaru,
2. ¢isla b;, kde © = 1,...,m na pravé strané rovnic byla nezaporna,

3. matice A typu mxn dané soustavy rovnic obsahovala jednotkovou submatici rozméru m.

Poznamka 4.4. Submatici typu A rozumime matici, kterd vznikne z A vynechanim
nékterych radku a sloupct.

Jak splnéni téchto pozadavku zafidime:

ad 1. Vsechny podminky zadané nerovnicemi prevedeme na rovnice pomoci tzv. sklu-
zovych proménnych.

ad 2. Pokud méa néktera rovnice na pravé strané zaporné ¢islo, vynasobime ji ¢islem —1.

ad 3. Neobsahuje-li matice A soustavy jednotkovou submatici (ani po pridani skluzovych
proménnych), doplnime uméle do rovnic tzv. pomocné proménné, které jsou nezaporné,
tak, abychom jednotkovou submatici vytvorili. Tohoto kroku vyuzivame ve dvojfazovém
simplexovém algoritmu.
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V této kapitole se sezndmime s algoritmy, které umoznuji vytesit danou ulohu linedrniho
programovani v koneéném poctu kroku. Budeme uvazovat tlohu LP ve standardnim tvaru:

min{c’x : Ax = b,x > 0,x € R’}, (4.1)
kde c e R/, Ac R/ b c R
Navic pozadujeme, aby matice A méla plnou Fadkovou hodnost, tj. h(A) = card(I).

Kazdou obecnou tlohu linedrniho programovéni lze prevést na tvar (4.1) a pokud mé
pripustné feseni, ale matice A nema plnou radkovou hodnost, pak lze vynechanim vhodnych
radku docilit plné fadkové hodnosti.

K tloze (4.1) piislusi tzv. dudlni dloha

max{b’y : ATy < c,y >0,x € R’} (4.2)
Definice 4.1. Necht tloha (4.1) spliuje h(A) = card(I) a L C J.
1. L se nazyva bdaze ulohy (4.1), jestlize matice Ay, je regularni.

2. Kdyz L je baze, pak vektor x;, € R” splitujici N(xz) = J—L, Aj;xrxp = b nazveme
primdrné pripustnd feseni (tlohy (4.1) prislusné bazi L.)

3. Kdyz L je baze a x, je pripustnym feSenim ulohy (4.1), tj. x; > 0, pak fikdme, ze L
je primarné pripustna baze.

4. Kdyz L je béze a xp, je optimdlni feseni ulohy (4.1), pak fikdme, ze L je optimalni
baze.

5. Kdyz je L baze, pak vektor y; € R splitujici A;py; = cr, nazveme bazické dualni
fesSeni (tlohy (4.1) piislusné bazi L.).

6. Kdyz je L baze a y; je pifpustnym fesenim tlohy (4.2), tj. A'y, < ¢, pak ffkdme,
ze L je dualné pripustna baze.

Uvédomme si, ze baze L jednoznacné urcuje jak bazické priméarni feSeni x, tak i bazické
dudlni feseni y;. Je tomu tak proto, ze obé jsou fesenim soustavy rovnic s regularni matici
soustavy.

Lemma 4.1. Necht tloha (4.1) spliuje podminku plné fddkové hodnosti matice A a x €
R’. Pak x je zdkladnim feSenfm tlohy (4.1) tehdy a jen tehdy, existuje-li L primarné
pripustnd baze ulohy (4.1) takova, ze x = xp.

Véta 4.1. Necht je tiloha (4.1) nedegenerovand. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
1. Uloha (4.1) md optimdln{ Fesent.

2. Existuje optimdind bdze tlohy (4.1).
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3. Ezistuje bdze ulohy (4.1), kterd je primdrné i dudlné pripustnd.
Diikaz. Zajemce odkazuji na [10]. O

Predchozi pozorovani ndm umoznuje vytesit zadanou tlohu linedrniho programovani (4.1).
Hlavni myslenky tohoto postupu pojmenujeme jako simplexova metoda:

1. Nalezeni primarné ptipustného bazického feseni.

2. Postupné po hrandch mnoziny ptipustnych feseni prechazime od jednoho primarné
pripustného bazického teseni ke druhému. Postupujeme tak, aby hodnota tucelové
funkce klesala.

3. Postup se po konecné krocich zastavi s primarné pripustnym bazickym fesenim, jehoz
béaze je zaroven dualné pripustna. Nalezli jsme tedy optimalni bazické reSeni tlohy
(4.1).

Nebo dualné:
1. Nalezeni dualné pripustného bazického teSeni.

2. Postupné po hranach mnoziny ptipustnych feseni dualni ilohy pirechazime od jednoho
primarné ptipustného bazického teseni k druhému. Postupujeme tak, aby hodnota
ucelové funkce dudlni tlohy vzrustala.

3. Postup se po koneéné krocich zastavi s dudlné pripustnym bazickym fesenim, jehoz
béze je zaroven primarné pripustna. Nalezli jsme tedy optimalni bazické feseni ilohy
(4.1).

4.2.1 Simplexovy algoritmus

Nyni se seznami s algoritmem, ktery fesi ulohu (4.1).

Simplexovy algoritmus

KROK 0: Najdeme Ly C J primarné piipustnou bazi tlohy (4.1) a jdeme na KROK 1.
Pokud zadna primarné pripustné baze tlohy (4.1) neexistuje, pak neexistuje piipustné
reSeni.

KROK 1: Mg¢jme primarné piipustnou bazi L,, C J. Spocteme
6T = (con) T (A7t )A—cT e R,

Pokud je 47 < 0, pak je vektor xr, optimalnim feSenim tlohy (4.1). Jinak po-
kracujeme na KROK 2.
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KROK 2: Najdemeindex j € J takovy, ze ; > 0, a spocteme vektor p = (Alen)_lAIX{j}.
Uréime slozku, ktera bude zavedena do nové béaze. Této slozce baze odpovida ma-
ximalni rozdil zj, — ¢ = max(z; — ¢;). V piipadé existence vice maximélnich rozdilu
zj — ¢; lze vybrat kterykoli z nich. Kdyz ¢ < 0, pak tcelova funkce neomezené klesa.
Jinak pokroc¢ime na KROK 3.

KROK 3: Nalezneme index i € L,,, o; > 0 takovy, ze

(I'Ln)i :miﬂ{M; Qu>O7UELn}-
Qi

u

Provedeme zménu béze L, 1 = L,U{j}—{i}. Pak je L,,+1 primarné pripustna baze.
Zvysime n :=n + 1 a prejdeme na KROK 1.

Véta 4.2. Pokud je iloha (4.1) nedegenerovand, pak se simplezovy algoritmus po konecné
krocich zastavi. Bud' zjisti, Ze tiloha (4.1) nemd pripustné fesent, nebo najde optimdlni bdzi
ilohy (4.1), pripadné zjisti, Ze ucelovd funkce neomezené klesd.

Diikaz. Zajemce odkazuji na [10]. O

Simplexovy algoritmus muzeme realizovat v tabulce:

J
L, | (Arxp,) A (Arxr,)~'b
o7 (CLn)T(A[XLn)_lb— cr (CLn)T<A[><Ln)_1b

Ptechod od jedné béaze ke druhé neni pak nic jiného, nez Gaussova eliminace s podminkami,
jak vybrat klicovy prvek, podle néhoz se tabulka transformuje.

Pozndmka 4.5. Podminky simplexového algoritmu vyplyvaji z Gaussovy elimina¢ni me-
tody a z testu optimality (KROK 2) i pripustnosti (KROK 3) .

Test optimality: Nejjednodussi forma kritéria optimality feseni fika, ze v daném kroku
vypocitame pro nebazické proménné vsechny rozdily (zx — ¢x) a z nich vybereme nejmenst,
resp. nejveétsi podle sméru optimalizace — maximalizace, resp. minimalizace. Pokud nejmensi
hodnota (25 — ¢s)min je mensi nez nula, resp. nejvetsi hodnota (zs — ¢5)maz je vetsi nez nula,
nalezené feseni neni optimalni a hodnota proménné x, by méla byt nenulova, proménna x
by méla byt zafazena do baze. Déle jen z; — ¢;. Odvozeni testu optimality a piipustnosti
viz [2].

Poznamka 4.6. Moznosti ukoncéeni simplexového algoritmu pro minimaliza¢ni
ulohu:
1. V 1celové funkci jiz neni proménna se zapornou relativni cenou. Posledni nalezené

bazické piipustné feseni je optimalni.
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2. V 1ucelové funkci je proménna se zapornou relativni cenou, ale v piislusném sloupci
matice neni prvek s kladnou hodnotou. Posledni nalezené bazické piipustné teseni
tedy neni optimalni. Dalsi bazické pripustné reSeni vSak vypocitat nemuzeme. Op-
timdalni feSeni v tomto pfipadé neexistuje, a to z diuvodu neomezenosti mnoziny
piipustnych feseni.

3. Ve vysledné ticelové funkci je nékterd z relativnich cen nebazickych proménnych rovna
nule. Pokud bychom tedy piislusnou nebazickou proménnou zvolili za novou bazic-
kou proménnou a dopocitali bychom nové bazické piipustné feseni, hodnota tucelové
funkce by zustala stejna. V tomto piipadé ma tloha nekoneéné mnoho optimalnich
reseni.

4. Muze dojit k zacykleni vypoctu, tj. pro nové bazické pripustné feseni dostaneme
stejné bazické proménné, které uz jsme méli v nékterém z predchozich bazickych
pripustnych feSeni. Tento pripad muze nastat, pokud se v prubéhu vypoétu vyskytne
tzv. degenerované bazické resent, tj. feSeni v némz hodnoty jedné nebo vice bazickych
proménnych jsou rovny nule. K zabranéni zacykleni existuji ruzné pravidla (viz [10]).
My si zde uvedeme jedno z nich:

Poznamka 4.7. Pravidlo nejmensich index:

Zvolime-li vzdy ze vSech moznych nebazickych proménnych z za novou bazickou
proménnou tu s nejmensim indexem s a nahradime-li s ni ze vS§ech moznych bazickych
proménnych z, tu s nejmensim indexem 7, pak k zacykleni nedojde.

Vratme se nyni k Piikladu 4.1 z geometrické metody feSeni a vyiesme ji metodou
simplexovou:

Piiklad 4.2. Reste tlohu simplexovou metodou:

maximalizovat z = 3z;+22x,
za podminek x4+ 2x9 <6
2x1 + 19 < 8 (4.3)
—x1+1x9 <1
Ty < 2
x1 > 0,29 > 0.

Reseni 4.2. Po zavedeni ¢tyt skluzovych proménnych si, so, s3, 54 dostavame ulohu:

maximalizovat z = 3x1 4+ 2x9 4+ 051 4+ 055 + 053 + 034
za podminek x1 4+ 2x9+ s =6
201 + 29+ 59 =8 (4.4)
—T1+ a2+ s3=1
To + 84 = 2

X1,T2, 51, 52,83, 54 Z 0.
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Tato 1loha je maximaliza¢ni ilohou LP ve standardnim tvaru. Muzeme ji vyfesit pomoci
simplexového algoritmu.
Do pocatecni baze zaradime skluzové promeénné sq, ss, S3, S4.

Poznamka 4.8. Pokud zadani nerovnic obsahuje <, znamend to, ze skluzové proménné
pritadime znaménko +. Pokud je v zadani nerovnic >, skluzové proménné priradime
znaménko —. Odvozeni viz [2].

Sestavime vychozi simplexovou tabulku. Do prvniho sloupce zapiseme slozku cen ba-
zickych proménnych cg, do druhého jejich néazvy xp. Do zdhlavi tabulky zapiSeme nazvy
vSech proménnych a jejich ceny. Zvoleny prvek v rozhodovacim radku se voli dle indexu j
v KROK 2 a klicovy prvek je zvolen podle KROK 3.

Sloupce odpovidajici skluzovym proménnym maji vzdy jednu 1 a jinak samé 0. Takovéto
sloupce se nazyvaji zdkladni sloupce a odpovidajici proménné zakladni proménné v simple-
xové tabulce.

Cilem naseho postupu je najit optimalni zédkladni pfipustné feseni. Uvedenou konstrukei,
ktera vyuzila skluzové proménné, jsme vytvorili vychozi zakladni pripustné feseni.

Poznamka 4.9. Pokud chceme testovat vyhodnost zatazeni nebazické proménné do baze,
vypocteme skalarni soucin slozky cen bazickych proménnych a slozky prislusné proménné
v matici soustavy. Od vysledku odec¢teme cenu testované proménné.

Vysledky zapiseme do fddku z; — ¢;, viz KROK 1.

3 2 0 0 0 010

Ccp Tp Ty Xy S; Sg S3 S84 | b
0 S1 1 2 1 0 0 016
0 S9 2 1 0 1 0 0]8
0 S3 -1 1 0 0 1 0]1
0 Sy 0 1 0 0 0 112
zj—¢ | =3 =2 0 0 0 0]0

Prvni zédkladn{ pifpustné feseni je (0,0,6,8,1,2)7 a hodnota ticelové funkce z je z = 0.

Poznamka 4.10. Pokud chceme zjistit, zda je aktualni feseni optimalni, podivame se na
hodnoty testu optimality. Pokud jsou pii maximalizaci vSechny hodnoty nezaporné (pii
minimalizaci nekladné), feseni je optiméalni.

Nase vychozi teSeni optimalni neni. Pokud bychom zatradili do béaze kteroukoliv z
proménnych x1, 9, obdrzime feseni s lepsi hodnotou ucelové funkce.
Hodnotu tucelové funkce také nalezneme na kriteridlnim radku (v pravém dolnim rohu ta-
bulky). Vypocita se jako skaldrni soucin slozky cen bazickych proménnych a slozky hodnot
pravych stran b.
Nésleduje vybér proménné pro zarazeni do baze.
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Pozndmka 4.11. Chceme-li zjistit, kterou proménnou zaradit do baze, podivejme se na
absolutni hodnoty proménnych. Z téchto proménnych vybereme tu, ktera ma nejvyssi
absolutni hodnotu testu optimality.

V nasem ptipadeé test optimality jednoznacné urcil, Zze do baze mé byt zarazena proménna
1 podle KROK 2.
Pokud jednu proménnou do baze zaradime, jina musi bazi opustit. Neni mozné vytadit
proménnou libovolné, nebot by mohlo dojit k poruseni poZzadavku na nezdpornost pravych
stran v novém feseni. K tomu se pouziva test pripustnosti nového reseni podle KROK 3.

Pozndmka 4.12. Jestlize chceme zjistit, kterou proménnou z baze vytadit, jednotlivé slozky
pravych stran vydélime hodnotami z matice soustavy, které se nachézi ve sloupci zarazované
proménné. Z baze vytradime proménnou, pro niz vyjde hodnota tohoto podilu minimalni.
Uvazujme pritom pouze ty fadky, na kterych je ve sloupci zarazované proménné kladna
hodnota.

V nasem ptipadé je tedy nutno vytradit proménnou sy, protoze pro ni vychazi hod-
nota podilu minimalni. V béazi tedy proménna x; nahradi proménnou s,. Ke zméné baze
pouzijeme jeden krok Gaussovy eliminacni metody s klicovym prvkem, ktery lezi na pruseciku
klicového (prvniho) fadku a zékladniho (druhého) sloupce. Dostavame tabulku:

32 0 0 0 010

CRB Tp T To S S99 Sz S4| b
0 s |0 2 1 -1 0 0|2
3 oz |1 4+ 0 L 0 014
0 s |0 2 0 1 1 0]5
0 s [0 1 0 0 0 1|2
zi—¢ | 0 —5 0 3 0 0]12

Pro toto zdkladni ptipustné feseni (4,0,2,0,5,2)” dostavame z = 12. Ale protoze je koe-
ficient u o zaporny, neni nalezeno optimalni feseni. Nyni se jiz cely postup opakuje.
Test optimality urcuje pro vstup do baze proménnou x, dle KROK 2, test pripustnosti
z baze vyrazuje proménnou s; dle KROK 3. Pro prechod k nové bazi pouzijeme jeden
krok Gaussovy elimina¢ni metody s klicovym prvkem, ktery lezi na pruseciku klicového
(prvniho) fadku a zdkladniho (druhého) sloupce. Dostaneme tabulku:

3.2 0 0 0 0]0

cp Tp Ty Ty ST Sy S3 S4| b
2 x, |0 1 2 —2 0 0|3
3 xm |1 0 — 2 0 0%
0 s |0 0 -1 1 1 0]3
0 s« [0 0 -2 & 0 1]2
zi—¢ |0 0 & 32 0 0%




Simplexovym algoritmem jsme nasli optimélni Fesen{ (¥, 3,0,0,3,2)” pro tdlohu (4.4). To
znamend, ze puvodni tloha (4.3) ma optimélni fesent %)T, jelikoz v posledni tabulce
jsou zakladni proménné x1, xs.

Protoze vsechny koeficienty v simplexové tabulce jsou kladné, nemuzeme dostat zvétSovanim
nezakladnich proménnych vétsi hodnotu funkce z.

Hodnota % je proto optimalni.

AT
Odpovéd': Maximaln{ hodnotu nabyvé funkce pro (;, §> a hodnota ucelové funkce
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Pozndmka 4.13. Moznosti simplexového algoritmu pro maximalizaéni tlohu:

1. V ucelové funkci jiz neni proménna s kladnou relativni cenou. Posledni nalezené
bazické piipustné feseni je optimalni.

2. V 1celové funkci je proménnd s kladnou relativni cenou, ale v prislusném sloupci
matice neni prvek s kladnou hodnotou. Posledni nalezené bazické pripustné feseni
tudiz neni optimalni. Dalsi bazické pripustné feseni vSak vypocitat nemuzeme. Tedy
optimalni feseni v tomto pripadé neexistuje, a to z diivodu neomezenosti mnoziny
pripustnych teseni.

3. Stejné jako u tlohy minimalizac¢ni.

4. Stejné jako u ulohy minimalizaéni.

4.2.2 Dvojfazovy simplexovy algoritmus

Problémem simplexového algoritmu je nalezeni pocéateéni baze v KROK 0. Jednou z
moznosti je sestaveni pomocné tlohy a jeji vyfeseni pomoci simplexového algoritmu. To je
tedy v ptripadé, ze néktera souradnice feseni simplexové tabulky bude zaporna a pouzijeme
tzv. dvoufazovou metodu.

1. faze: Nejdrive fesime pomocnou ilohu

min{Zpk:Ax+Qp:b,xZO,pZO,XGR‘],zeRK}. (4.5)

keK

Pomocné proménné p a matice Q jsou pridény, aby vznikla béze V = {v;,i € I} C JUK
s vlastnosti, ze pro kazdé i € I je (A|Q)v, = sign (b;)l1x i

Ulohu (4.5) vytesime simplexovym algoritmem. Jako pocéateéni bazi pouzijeme bazi
V.

Vime, ze tloha (4.5) mé piipustné feseni a hodnota jeji ucelové funkce je nezaporna
pro viechna piipustna feeni. Proto podle véty (3.5) ma tloha (4.5) optimalni feseni.
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Simplexovy algoritmus proto nalezne optimélni bézi tilohy (4.5). Nyni jsou dvé moznosti.
Bud je optimdlni hodnota kladnd nebo nulova.

Kdyz je optimélni hodnota kladnd, pak tuloha (4.1) neméa piipustné reseni a algorit-
mus timto zjisténim konéi.

Kdyz je optimdlni hodnota nulové, pak tloha (4.1) m4 piipustné feseni a algoritmus
pokracuje na druhou fazi.

2. faze: Pokud je tloha (4.5) nedegenerovand, pak simplexovy algoritmus v prvni fazi

nalezne optimalni bazi W, ktera neobsahuje zadnou pomocnou proménnou p. Pokud
by totiz nékterd pomocna proménnd zustala v optimalni bazi, pak by méla kladnou
hodnotu a optimélni hodnota tlohy (4.5) by byla kladna.
Pokud je tloha (4.5) degenerovand, pak simplexovy algoritmus v prvni fazi nalezne
optimalni bazi, ktera muze obsahovat nékterou z pomocnych proménnych p. Hodnota
téchto proménnych je vsak nutné nulova. Pak, diky pfedpokladu o plné sloupcové
hodnosti matice A, lze pro kazdou takovou proménnou p vzdy najit proménnou z
J, kterd méa v tadku prislusejicim p nenulové ¢islo. Tuto proménnou zaradime do
béze misto p. Vznikne tak W optimalni baze tlohy (4.5), ktera jiz zdédnou pomocnou
proménnou neobsahuje.

Nyni simplexovym algoritmem vyfesime tlohu (4.1). Jako poc¢atecni bazi pouzijeme
béazi W. Uvédomme si, ze prakticky za¢iname s tabulkou, kterou jsme ziskali v prvni fazi
algoritmu. Pouze jsme vyskrtli sloupce piislusejici pomocnym proménnym a koeficienty v
ucelové funkci pomocné tlohy jsme nahradili koeficienty v icelové funkei ulohy (4.1).

Pro ilustraci si spoc¢teme priklad:

Piiklad 4.3. Resme dvoufdzovym simplexovym algoritmem tlohu

minimalizovat — x; — 323+ x4
za podminek x1 + 2x9 + 323 =15
221 + x9 4+ dxg = 20
Ty + 2209 + 23 + 14 = 10
1> 0,29 > 0,23 > 0,24 > 0.

Resent 4.3. V prvni fazi fesime pomocnou tlohu

minimalizovat p; + po
za podminek x1 + 2x9 + 3x3+p; =15
221 + 9 4+ dxg 4+ po = 20
T+ 229 + 13 + 14 = 10
212 0,22 20,23 > 0,24 >0,p1 > 0,p2 > 0.

Do béze zafadime proménné pq, po, r4. Sestavme tabulku a pocitejme.
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O 0 0 O 1 110

CB B Ty Ty T3 Ty p1 p2| b
1 2} 1 2 3 0 1 0/]15
1 P2 2 1 5 0 0 1120
0 T4 1 2 1 1 0 0/]10
zj—¢; |3 3 8 0 0 0135

0 0O 0 0 1 110

CB TB Ty Ty T3 Ty p1 p2 | b
mo|-—+ £ 0 0 1 —2|3

3 2 1 1 0 0 ;|4

4 22 0 1 0 1|6
Zi—¢ |- £ 0 0 0 -%|3

0 0 0 0 1 1 0

¢ Tp Ty Ty ®3 Ty p1 P2 | b
no[+ 10 0 3 3

mo| 30 10 3oz

mo |80 0 1 -3 4
zi—c¢; | 0 0 0 0 -1 =10

Zjistili jsme, ze optimalni hodnota pomocné tlohy je nulova. Prvni faze dvoufazového
simplexového algoritmu skonéila nalezenim piipustného feseni puvodni tlohy. V nalezené
optimalni bazi pomocné tulohy se nevyskytuji zadné pomocné proménné p. Mame tedy
piipustnou oblast puvodni tlohy a muzeme pokracovat druhou fazi algoritmu.

-1 0 -3 1|0
CB Tp Ty X9 T3z X4 b
0 x |-+ 1 0 o0 2
-3 3 20 1 0] 2
1 4 g0 0 1|2
zi—c¢ |2 0 0 0|-%
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-1 0 -3 1 0

cp Tp T1 Xy T3 T4 b

0 o 1 0 3| 2

-3 T3 0O 0 1 —% g

-1z 1 o o I | 3
zj—¢; | 00 0 —% —10

Y

T
, ,0) a hodnota ucelové funkce je

Do | Ut
N | Ot
N | Ot

Odpovéd': Optimélni feseni zadané dlohy je (
z = —10.

4.2.3 Uskali simplexové metody

Cyklus: Pri teseni simplexové metody se muzeme dostat do cyklu — hodnota tucelové
funkce neklesa a po nékolika krocich se vratime k puvodnimu zadéni. Tuto situaci
fesi tzv. Blandovo anticyklické pravidlo, jenz upravuje volbu klicového prvku
tak, aby k zacykleni nedoslo:

e Jako klicovy sloupec bereme ten, ktery ma v poslednim fadku kladnou hodnotu

s/

e Pokud neexistuje jednoznacna volba, ktery sloupec opusti bazi, vybereme ten,
ktery ma nejnizsi index.

Degenerace: Bazicka soutadnice feseni je rovna 0, tj. jednomu vrcholu mnoziny piipustnych
hodnot odpovida vice kroku simpexové tabulky. Specialné zde muze dojit k zacykleni.
Znamen3 to, ze néktera omezeni jsou zbytecnd, ale nepozname ktera.

Vice optimalnich feSeni: Nebazicky koeficient ve spodnim fadku je roven nule ve vystupni
simplexové tabulce. Pokud s proménnou piislusnou tomuto koeficientu vstoupime do
béaze, prislusné feseni bude rovnéz optimalni.

Neomezené teseni: Vsechny hodnoty ve vstupnim sloupci v nékterém optimalizaé¢nim
kroku jsou nekladné, tedy neexistuje zadna kladna zména pro dany sloupec.

Mnozina pripustnych feSeni je prazdna: V prvni fazi dvoufazové metody je optimélni

hodnota kladna.

4.2.4 Dualni simplexova metoda reSeni

Vratme se nyni k podkapitole 3.3 a vypoéitejme Pifklad 4.1 pomoci dudlni simplexové
metody.
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Piiklad 4.4. Reste tilohu dudlni simplexovou metodou:

maximalizovat z = 3z1+2%-

za podminek x4+ 2x9 <6
201+ 19 <8
—r1+xp <1
To < 2
1 > 0,20 > 0.

Reseni 4.4. K obecné tloze linedrniho programovani je jednoznaéné piifazena tiloha, kterd
s ni tvoii dvojici dualnich tuloh. Sestaveni ptislusné ulohy lze délat zcela mechanicky. Vhod-
nou pomuckou k tomu muze byt sestaveni tabulky:

Ty T
>01]1>0
1 2 < 6
1 < 8
-1 1 < 1
0 1 < 2
min
3 2 | max

Do tadku omezeni priddme dudlni proménné a pomoci pravidla, ze pfi min prevadime
> > < <, =+ €R, apfi max prevadime < < >, > < <, € R + =, tabulku

doplnime:
T i)
>01]1>0
p >0 1 | 2| <] 6
v |20 2 | 1 | < | 8
ys |20 —1] 1 | < | 1
v >0 0 | 1 | < | 2
> > min
3 2 | max

Cteme-li tabulku po sloupcich, dostavame tlohu:

minimalizovat 2z = 6y; + 8ys + y3 + 2y,

za podminek y; + 2ys —y3 > 3,

201 + Yo +ys +ys > 2,

Y1 ZOMUQ 207?/3 20794 207
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kterd je dudlni tlohou k tloze (4.6).
Nyni dany ptiklad vyfeSme pomoci simplexové metody.
Po zavedeni dvou skluzovych proménnych a dvou pomocnych, feSme pomocnou tlohu:
minimalizovat p; +ps =0
za podminek vy + 2ys —y3 — 1 + p1 = 3,
2+ Y2+ ys T ya —s2+p2 =2,
Y1, Y2, Y3, Ya, S1, S2, p1, P2 = 0.

Sestavme tabulku a pocitejme.

o 0 0 0 O 0 1 110

cB Tp|T Ty T3 Ty S S2 p1 p2 | b
1 pm|1 2 -1 0 -1 0 1 03
1 p|2 1 1 1 0 -1 0 2
0 0 0 0 0 —1 —-110

0O 0 0 0 O 0 1 110

CB TB Ty ry T3 Ty S Sz p1 p2 |0

1 D1 1 2 -1 0 -1 0 1 013

1 D2 2 1 1 1 0 -1 0 2

zi—¢ |3 3 0 1 -1 -1 0 015

Nyni v bazi nahradi proménna x; proménnou ps.

0o 0 0 0 0 0o 1 110

CB TB Ty ™y x3 Ty S Sz p1 p2 | b

mo |03 14111 i

0 m |1 1 % 3 0 b 3|
5oo]0 3 -3 -3 -1 1 0 3]

Nyni v bazi nahradi proménnd x5 proménnou p;

0 0 0 0 0 0 1 110

CB B Ty Ty T3 Xy S1 S22 p1 pa | b

m |0 1 -t -} -F 3 1 -1
U I N

zi—c; | 0 0 0 0 0 0 -1 —-110




Zjistili jsme, ze optimalni hodnota pomocné tlohy je nulova. Prvni faze dvoufdzového
simplexové algoritmu skonéila nalezenim pripustného teseni puvodni tlohy. Mame tedy
pripustnou oblast puvodni ulohy a muzeme pokracovat druhou fazi algoritmu.

0O 0 0 0 0 0

CB TB Ty T2 I3 Xy S1 S2

Wl
| |wim win | o | ©

o |0 1 -1 -1 2
o |10 1 2 1 2
5—6|0 0 =3 -3 -3 —3

Timto jsme nalezli optimalni feseni v bodé(%, %, 0,0)” pro pomocnou tilohu. Ptvodn{ tiloha
m4 optiméln{ feSenf (3, 3)” a hodnota tcelové funkce z v tomto bodé je 22.
Pokud se podivame na feseni simplexové metody tohoto piikladu u Prikladu 4.2, vidime,

ze presné tyto hodnoty jsou hodnoty si,ss, s3,s4 v ucelové funkci simplexové metody a
hodnota tcelové funkce z je stejna.

AT

Odpovéd': Maximalni hodnotu nabyva funkce pro (5’ §) a hodnota ucelové funkce je
38
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Kapitola 5

Sbirka tloh

5.1 Geometricka metoda
Piiklad 5.1. Resme graficky

maximalizovat z = 2z + 29
za podminek x1 + 2z < 20
3x1 + 4xy > 12
T <8
x1 > 0,29 > 0.

Reseni 5.1. Model obsahuje dvé rozhodovaci proménné a tii omezujici podminky, proto je
nutné pro zobrazeni zvolit prostor reseni.

Nejprve musime vymezit prostor piipustnych feseni. Ten tvoii geometricky utvar, ktery
vznikne jako prunik grafického znazornéni omezujicich podminek v I. kvadrantu.

Pozndmka 5.1. Omezujici podminka ve tvaru nerovnice je reprezentovana polorovinou.
Pokud ji chceme zakreslit, musime urc¢it hrani¢ni primku a vymezit spravnou polorovinu.
Hrani¢éni primka je spojnice dvou bodu pro které je omezujici ptimka splnéna jako rovnice.
Pro konstrukci hraniéni primky muzeme pouzit dva libovolné body, které splnuji vyse
uvedenou podminku. Nejcastéji se pouzivaji pruseciky hledané hrani¢ni pfimky s obéma
osami soutadnic.
Zakreslime tedy hrani¢ni primku omezujici podminky

T+ 21’2 S 20.
Pokud polozime xz; = 0, z rovnice 2x, = 20 zjistime, Ze prvni prusecik ma soufadnice
[0, 10].

Pokud polozime x5 = 0, z rovnice x; = 20 zjistime, ze druhy pruse¢ik ma soutadnice
20, 0].
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Nyni musime urcit, kterd z polorovin vymezenych hrani¢ni piimkou obsahuje piipustna
feseni tlohy.

Stejnym zpusobem postupujeme pii zakresleni podminky 3x; + 4z, > 12.

Tiet{ omezujici podminka je specifickd, nebot obsahuje pouze jednu proménnou. V takovém
piipadé je hrani¢ni piimka rovnobézna s jednou z os souradnic.

V nasem piipadé tieti omezujici podminka

1’1§8

je tedy rovnobézna s osou xs a osu x; protind v bodé x; = 8. Piipustna polorovina je
polorovina pocatku soutadnic. Celou mnozinu ptipustnych feseni tvori konvexni polyedr,
ktery je zobrazen na obr. 5.1.

Nyni je jiz pouze potieba urcit, ktery bod z mnoziny ptripustnych feSeni ma nejlepsi hod-
notu pro maximalizaci ucelové funkce z = 2z; + x».

K tomu jsou potieba dva kroky. Nejprve zakreslime libovolnou pfimku téelové funkce,
coz je spojnice v8ech bodu [z1,xs] (kombinaci proménnych), které vykazuji stejnou hod-
notu ucelové funkce. Potom nalezneme takovou jeji rovnobézku, kterd bude co nejdéle od
pocatku soutadnic, ale ktera bude mit s mnozinou ptipustnych feSeni spoleény alespon
jeden bod.

Pozndmka 5.2. Pokud chceme zakreslit néjakou piimku tucelové funkce, dosadime za z
libovolnou hodnotu a ptimku zakreslime.

Tedy polozme napt. z = 10, tedy
10 = 221 + x».

Pruseciky s osami maji souradnice [0, 10] a [5,0].

Nyni je jiz snadné najit rovnobézku piimky tcelové funkce, ktera je nejdédle od pocatku
(chceme jeji maximalni hodnotu, pii minimalizaci bychom ji pozadovali nejblize pocatku)
a kterd ma stale s mnozinou pripustnych feseni spoleény alespon jeden bod.

Na zavér je potieba stanovit hodnoty proménnych v optimélnim feseni.

Pozndmka 5.3. Pokud chceme stanovit hodnoty proménnych v optimalnim feSeni z grafu,
podivame se, na kterych piimkach omezujicich podminek tento bod lezi. Hodnoty proménnych
potom vypocteme jako feseni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych.

N&s bod optima z,,; lezi na piimkéch

1+ 21’2 = 20,

$1:8.

Po vyteseni této soustavy linearnich rovnic dostaneme, ze z1 = 8 a x5 = 6.
Dosazenim tohoto bodu do predpisu ucelové funkce dostaneme jeji hodnotu, tedy:

z2=2-846=22

Odpoveéd': Funkce nabyvd maximum v bodé (8,6)7 a hodnota ticelové funkce v tomto
bodé je z = 22.
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31+ 4ay > 12

1+ 2xs < 20

Obrazek 5.1: Grafické feseni prikladu 5.1

Piiklad 5.2. Reste graficky:

minimalizovat Z =T — %o,
za podminek 201 + 29 > 2,
—3x1 4+ 229 <6,
T1 +x9 < 4,
x1 > 0,290 > 0.

Reseni 5.2. Tuto tlohu vyfesime graficky(viz obr. 5.2).

Funkce 2z nabyva svoji nejmensi hodnotu nad piipustnou oblasti K v krajnim bodé (%, %)T,
jenz zaroven minimalizuje funkci f. Tento bod ziskame jako prusecik primek —3z;+2x, = 6
ax, +axy =4 Ucelova funkce z splyva s hrani¢ni ptimkou z; + xo = 4. Hodnota funkce z

v tomto bodé je

2 18 16
=2 —Xy=—— — = ——.
T s 5
. P (2 18\" e
Odpoveéd’: Funkce nabyva minimum v bodé O a hodnota tucelové funkce v tomto
16
bodé je z = 5
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Zopt  z(x)~= 29

-3y + 229 < 6
mopt

2(z) = 212

Obrazek 5.2: Grafické feseni prikladu 5.2

Piiklad 5.3. Reste graficky

maximalizovat z = x1 + 29
za podminek 1 + 2z < 14
S5x1 + 4z > 40
Sr1 —4xy <0
1 > 0,20 > 0.

Reseni 5.3. Ulohu vyfesime graficky (viz obr. 5.3)
Funkce z nabyva svoji nejvétsi hodnotu nad pifpustnou oblasti K v bodé (4,5). Tento
bod ziskdme jako prusecik ptimek x; 4+ 2z = 14, bz + 4x5 = 40 a 5xy — 4z, = 0. Hodnota
funkce z v tomto bodé je

z=x1+29=4+5=09.
Odpoveéd’: MnozZina piipustnych feseni je v tomto pifpadé tvofena pouze jedinym bodem,
tedy tiloha m4 jedno optimdln{ fesen{ z,,; = (4,5)” a hodnota icelové funkce v tomto bodé
je z=29.

Piiklad 5.4. Reste graficky

maximalizovat 2z = bz + 229
za podminek x1 4+ x5 < 10

201 +4x9 > 8

1 > 0,29 > 0.

95



Obrazek 5.3: Grafické teseni prikladu 5.3

T+ 29 < 10

Obrazek 5.4: Grafické feseni prikladu 5.4
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4 + 1225 < 12

Obrazek 5.5: Grafické teseni prikladu 5.5

Resend 5.4. Ulohu vyfesime graficky (viz obr. 5.4)

Funkce z nabyva svoji nejvétsi hodnotu nad ptipustnou oblast{ K v krajnim bodé (10, 0)7,
jenz zaroven maximalizuje funkci z. Tento bod ziskame jako prusecik piimek x; + x5 = 10
a ro = 0. Hodnota funkce z v tomto bodé je

z =511 + 229 = 5.10 + 0 = 50.

Odpovéd: Funkce nabyvd maximum v bodé (10,0)7 a hodnota ucelové funkce v tomto
bodé je z = 50.

Piiklad 5.5. Reste graficky

minimalizovat 2z = 2x; + 29
za podminek — x; +4x9 > 6
3r1 — 229 < 4
dr1 4+ 1225 < 12
1 > 0,29 > 0.

Resend 5.5. Ulohu vyfesime graficky (viz obr. 5.5)
Odpovéd’: Mnozina pifpustnych feseni je prazdna.
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8 z2(z) /= 2z

z(z) ==

4
—3x1 + 10z > —15

-2

x1—x220/

Obrazek 5.6: Grafické reseni prikladu 5.6

201+ 22 >3

Piiklad 5.6. Reste graficky

maximalizovat z = 3x; — 29
za podminek — 3x; + 1025 > —15
Ty — 29 >0
201+ 19 > 3
x1 > 0,20 > 0.

Resent 5.6. Ulohu vyfesime graficky (viz obr. 5.6)

Zakreslime mnozinu piipustnych feseni. Dale zakreslime ucelovou funkei, kdy za 2z volime
napi. 2z = 3 = 21,2 = 6 = 29,2z = 20 = z3. Kritérium funkce je maximalizacni, spravny
posun je tedy od nizsi hodnoty z; k vyssi hodnoté tucelové funkce z3.

Odpovéd': Mnozina pifpustnych feseni je neohranicend a tcelovou funkei posouvame ve
smeéru neohranic¢enosti této mnoziny. Proto tloha nema koneéné optimalni feseni.

Piiklad 5.7. Reste graficky

minimalizovat 2z = 26x; + 414
za podminek x1 —x9 >4

3x1 + 2x9 > 32

1 > 0,29 > 0.

Resend 5.7. Ulohu vyfesime graficky (viz obr. 5.7)
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“* 321+ 229 > 32

Obrazek 5.7: Grafické feseni prikladu 5.7

Funkce z nabyva svoji nejmensi hodnotu nad pifpustnou oblasti K v krajnim bodé (8, 4)7,
jenz zaroven minimalizuje funkci z. Tento bod ziskame jako prusecik piimek x; — x5 = 4
a 3r1 + 2z = 32. Hodnota funkce z v tomto bodé je

2 = 2611 + 4xo = 26.8 + 4.4 = 208 + 16 = 224.

Odpoveéd’: Funkce nabyvd minima v krajnim bodé (8,4)7 a hodnota ticelové funkce v
tomto bodé je z = 224.

Piiklad 5.8. Reste graficky

minimalizovat 2z = 4x1 + 84
za podminek x; 4 225 < 14
5x1 + 4x9 < 40
T+ 229 > 8
3r1 + 225 > 12
1 > 0,29 > 0.

Reseni 5.8. Ulohu vyfesime graficky (viz obr. 5.8)

Ucelova funkce 2 splyva s hraniéni piimkou z; + 2x5 = 8. Optimalni hodnoty nabyva
ucelova funkce ve dvou krajnich bodech mnoziny ptipustnych feseni x,,: a xzopt.[jéelové
funkce musi nabyvat optimalni hodnoty i v kazdém bodé jejich konvexni kombinace. Kon-
vexni kombinaci dvou bodu jsou v8echny body lezici na tsecce spojujici tyto dva body.
Bodu na tsecce je nekonecné mnoho.
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1+ 2x9 > 8

T+ 229 < 14

4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3x1 + 2z > 12

Obrazek 5.8: Grafické teseni prikladu 5.8

Vsechna optimalni feseni tlohy budou body konvexni kombinace bodit 1,1 & Zaepi:
Bod 210y je prusecikem piimek:

T+ 2.’1)2 =8
3%1 + 21[)2 =12
a tedy bod 1., ma souradnice (2, 3)7.
Bod 294 je prusecikem pifmek:
T+ 2(L‘2 =8
xr1 = 1

a bod Za.y m4 souradnice (6,1)7.
Urcéime konvexni kombinaci bodt Z1op: & Tagpt:

Lopt = A1T10pt + Q2T 20pt
ar +ar=lia,a0 > 0= aq,00 € (0,1)
Lopt = (xlopta x2opt)T
T T T
(mlopty x2opt) = 041(2, 3) + (1 - al)(67 1)
Tiopt = 6 — 4051
Toopt = 1 4 203 a; € (0,1)

Odpoveéd': Uloha mé nekoneéné mnoho optimélnich fesSeni, optiméalnimi feSenimi jsou
vSechny body ., lezici na tsecce danou dvéma body @1opt, Togp. VSechna feSent lze tedy
vyjadiit jako konvexni kombinaci (viz véta 2.3) bodl Z1ept, T20pt. Hodnota ucelové funkce
optimalnich feSeni je z = 32.
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5.2 Simplexova metoda

Budeme tesit vSechny piiklady, které jsme vytesili grafickou metodou. Ukazeme si, jak se
v ruznych situacich simplexova metoda chova.

Piiklad 5.9. Resme simplexovou metodou piiklad 5.1

maximalizovat 2z = 2x; + x9
za podminek 1z 4 225 < 20,
3xq1 + 4ay > 12,
Ty <8,
r1 > 0,29 > 0.

Reseni 5.9. Po zavedeni tii skluzovych proménnych a jedné pomocné, feSme pomocnou
ulohu:

minimalizovat p; =0
za podminek x4+ 2x9 4+ 51 = 20,
3x1 + 4x9 — S9 + p1 = 12,
r1+ 53 =38,
21 20,29 20,5 > 0,50 > 0,53 >0,p; > 0.

Sestavme tabulku a pocitejme:

CB T |1 T2 S1 S22 S3 DN

0O s (1 2 1 0 0 01]20
1 m|3 4 0 -1 0 12
0 ss({1 0 O 0 1 0

0o 0 0 0 0 -1

Nyni pricteme p; k ucelové funkci:

o 0 0 O 0 110

CB IB Ty T2 S1 S22 S3 DM
0 S1 1 2 1 0O 0 0120
D1 3 4 0 -1 0 1|12
0 Ss3 10 0 O 1 0|8
zj—c¢; |3 4 0 -1 0 0112
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Zakladni sloupec je o, zakladni tadek p;.

0O 0 0 0 0 1 0

CB B Ty T2 S1 S22 S3 P1
0 s |—-3 0 1 L 0 —5|14

Ty 510 -3 0 1%

S3 1 0O 0 O 1 0
zj—¢; 1 00 0 O O =110

Zjistili jsme, ze optimalni hodnota pomocné tlohy je nulova. Prvni faze dvoufazového
simplexového algoritmu skonéila nalezenim pripustného feseni puvodni ulohy. Mame tedy
pripustnou oblast puvodni tilohy a muzeme pokracovat druhou fazi algoritmu.

2 1 0 0 00
Ccp rp X1 T2 S1 S2 83
0 s |—-3 0 1 5 0]14
T 51 0 -3 0
0 3 1 0 0 0 1
zi—c¢ | =2 0 0 -1 0

2 1 0 0 00

CB B X1 X2 S1 So S3
st |0 2 1 3 01]16

v |15 0 —3 0

ss |0 —3 0 3 1
zi—¢ |0 2 0 —%2 018

Optimalni feseni nalezeno neni. Zvolime zékladni sloupec s, a zakladni radek ss.

2 1 0 0 010

cg  xp | T1 T2 S S2 53
0 51 0 1 0 —-1}]12
T 1 0 0 8
0 S9 0 —4 1 3 |12
zj—c; | 0 —1 0 16




Ani v tomto ptipadé optimélni feseni nalezeno neni. Zvolime zékladni sloupec x5 a zakladni
radek s;.

2 1 0 0 0160

CB Tp r1 T2 S1 S S3 b
1 To 0 1 % 0 —% 6
2 1 1 0 0 0 1 8
0 59 0o 0 2 1 1 136
zj—c; | 00 % 0 % 22

Funkce z nabyva svoji nejvétsi hodnotu nad pifpustnou oblasti K v bodé (8,6,0,36,0)T
pro pomocnou tlohu. Pivodni tloha mé optimdln{ fegeni (8,6)7 a hodnota funkce z v

tomto bodé je 22.
Odpovéd: Funkce nabyvd maximum v bodé (8,6)7 a hodnota téelové funkce v tomto

bodé je z = 22.
Pi#iklad 5.10. Resme simplexovou metodou pifklad 5.2
minimalizovat z = x; — 29
za podminek 2xy + z9 > 2,
— 321 + 229 <6,
r1 + 2y < 4,
r1 > 0,29 > 0.

Resent 5.10. Po zavedeni tif skluzovych proménnych a jedné pomocné, fesme pomocnou
ulohu:
minimalizovat p; =0
za podminek 2x7 + x9 — 51 + p1 = 2,
— 31 + 229 + 59 = 6,
r1+ T9 + 53 =4,
1 2 0,29 20,81 20,80 20,83 >20,p; > 0.

Sestavme tabulku a pocitejme:

0 0 0 0 0 110

cg Tp|x1 T2 S S2 S3 pi | b
D1 2 1 -1 0 0 1 |2

S | =3 2 1 0 6

S3 1 1 0 1 4

0 0 0O 0 0 —-1|0
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Nyni pticteme p; k ucelové funkci:

0O 0 0O 0 0 1710

cg B Ty Ty S1 Sy S3 p1|b

D1 2 1 -1 0 0 112

S9 -3 2 0 1 0 016

S3 1 1 0 1 014

Zj—cj| 2 1 -1 0 0 012
Zakladni sloupec je 1, zakladni fadek p;.

o 0 0 0 0o 110

CB IB Ty Ty S1 S2 S3 p1 | b

0 = |1 & -2 0 0 L1

ss |0 I =32 1 0 219

S3 0 % % 0 1 —% 3

zj—c¢; 100 0 0 0 —-1/0

Zjistili jsme, ze optimélni hodnota pomocné tlohy je nulova. Prvni faze dvoufdzového
simplexového algoritmu skoncila nalezenim pripustného feseni puvodni ilohy. Mame tedy
piipustnou oblast puvodni tlohy a muzeme pokracovat druhou fazi algoritmu.

1 -1 0 0 010

CB B 1 To S1 Sz S3|b
1 1 1 % —% 0 01
S % —% 1 019

S3 1L 0 113
zj—cj | =1 1 0 0 010

Optimalni feseni nalezeno neni. Proto zvolime zakladni sloupec x5 a zakladni fadek z;.

1 -1 0 0 0O

cp rp Ty X9 ST Sy S3| b
-1 Zo 2 1 -1 0 0| 2
S9 -7 0 2 1 0] 2

S3 -1 0 0 1] 2
zj—c¢j | =3 0 I 0 0|2




Optimalni feseni nalezeno neni. Zvolime zékladni sloupec s; a zakladni radek ss.

1 -1 0 0 00
CB Tp ry o S Sy S3| b
-1 oz -2 1 0 1 o0]3
ss |-y 0 1 1 0] 1

S3 20 0 —3 111
zi—c¢| 5 0 0 —3 0]-3

Ani v tomto pripadé optimalni feSeni nalezeno neni. Zvolime zakladni sloupec x; a
zakladni radek ss.

1 -1 0 O 0 0
Cp B I ) S1 S9 S3 b
1 3 18
17 12
0 S1 0 0 1 —5 5 5
12 2
5—¢|0 0 0 % —5 /-8
Funkce z nabyva svoji nejvétsi hodnotu nad piipustnou oblasti K v bodé (%, %, %, 0,0)7
pro pomocnou ulohu. Puvodni uloha ma optiméalni feseni (%, %)T a hodnota funkce z v
tomto bodé je —%.
o o (2 18\ o
Odpovéd’: Funkce nabyva minimum v bodé 0 a hodnota tucelové funkce v tomto
16
bodé je z = —

Pi#iklad 5.11. Resme simplexovou metodou piiklad 5.3

maximalizovat 2z = 27 + 9
za podminek x4 2x9 < 14,
ox1 + 4xy > 40,
5x1 — 4ay <0,
x1 > 0,290 > 0.

Reseni 5.11. Po zavedeni tii skluzovych proménnych a jedné pomocné, feSme pomocnou
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ulohu:

minimalizovat p; =0
za podminek xq + 2z9 + 51 = 14,
511 + 4xe — 59 + pp = 40,
5x1 — 4day + s3 =0,
r1 20,29 20,81 20,82 >0,83 >20,p1 > 0.

Sestavme tabulku a pocitejme.

CB T |T1 T2 S1 S22 S3 D1

0 s |1 2 1 0 0 0|14
1 p |5 4 0 -1 0 40
0 s3/5 -4 0 0 1 010

O 0 0 0 0 —-1/0

Nyni pricteme p; k ucelové funkci:

o o0 o0 o0 o0 110

cg T | T1 Ty S1 Sy S3 p1| b
0 $1 1 1 0O 0 0|14
1 m 5 4 0 —1 0 1140
0 S3 5 —4 0 0 1 01]0
zj—c¢j| 5 4 0 -1 0 0 |40

Jelikoz je teSeni degenerované, vezmeme jako zakladni tadek treti fadek a protoze méme
minimalizovat, zédkladnim sloupcem bude zahrnovat maximélni kladny prvek z tcelové
funkce. V bazi tedy nahradi proménna x; proménnou ss.

o o0 0 0 0 110

CB B ry T2 S1 S22 S3 D1
0 s |0 ¥ 1 0 —f 0|14
i 0 8 0 —1 —1 1[40
0 x |1 -3 0 + 010
zj—c¢; 10 8 0 =1 —1 040

Nyni v bazi nahradi proménna x, proménnou p.
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0 0 0 O 0 1 10

CB IR 1 T2 S1 S9 S3 b1 b
51 0 0 1 5 = —510

z [0 1 0 —f —f & |5

X 1 0 0 —% % 5 |4
zi—c; | 0 0 0 0 0 —-110

Zjistili jsme, ze optimalni hodnota pomocné tlohy je nulova. Prvni faze dvoufdzového
simplexového algoritmu skonéila nalezenim pripustného feseni puvodni ulohy. Mame tedy
pripustnou oblast puvodni tlohy a muzeme pokracovat druhou fazi algoritmu.

1 1.0 0 010
CB Tp|T1 X2 S1 S2 s3 | b
0 s |0 0 1 £ 210
1 2|0 1 0 —3 —315
I |1 0 0 —F & |4

0 0 0 —% —%19

Optimalni feseni nalezeno neni. Zvolime zékladni sloupec s, a zakladni radek s;.

1 1.0 0 0 [0
cg Tp|®1 T2 S Sy S3 | b
0 s[0 0 2 1 2 10
1 |0 1 2 0 —-4|5
1 = |1 0 2 0 i |4

0 0 2 0 419

Funkce 2 nabyva svoji nejvétsi hodnotu nad ptipustnou oblast{ K v bodé (4, 5,0,0,0)7
pro pomocnou tlohu. Pivodn{ tloha m4 optimdln{ fesenf (4,5)?. Hodnota funkce z v tomto
bodé je 9.

Odpovéd': Mnozina pifpustnych feseni je v tomto pifpadé tvofena pouze jedinym bodem,
tedy uloha ma jedno optimdln{ fesen{ (4,5)7 a hodnota ticelové funkce v tomto bodé je
z=0.

Piiklad 5.12. Resme simplexovou metodou piiklad 5.4

maximalizovat 2z = bx; + 229
za podminek x4+ x5 < 10,

221 + 4x9 > 8,

x1 > 0,29 > 0.
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Reseni 5.12. Po zavedeni dvou skluzovych proménnych a jedné pomocné, feSme pomocnou
ulohu:

minimalizovat p; =0
za podminek x4+ x5 + 51 = 10,
221 + 4wy — s+ p1 = 8,
21> 0,29 > 0,51 > 0,89 > 0,p; > 0.

Sestavme tabulku a pocitejme:

0 0 0 O 110
CB Ip |T1 T2 S1 S22 D1
0O s |1 1 1 0 0 |10
1 ;|2 4 0 -1 8
0O 0 0 0 -—-110
Nyni pficteme p; k ucelové funkci:
0O 0 0 0 110
cg Tp |x1 T2 St S2 pi| b
0 S1 11 1 0 0110
D1 2 4 0 -1 1718
Zj — € 2 4 0 —1 0 8
Zakladni sloupec je zo, zakladni fadek p;.
0O 0 0 0 110
CB B Ty Xy S Sy p1 | b
s1 10 1 1 —118
0 xz |3 1 0 -1 112
zi—c¢; |0 0 0 0 =110

Zjistili jsme, ze optimalni hodnota pomocné tlohy je nulova. Prvni fize dvoufazového
simplexového algoritmu skonéila nalezenim piipustného feseni puvodni ulohy. Mame tedy
piipustnou oblast puvodni tlohy a muzeme pokracovat druhou fazi algoritmu.
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5 2 0 0|0

Cp TpB T Xy S So | b
0 s 0 1 1 /8
To % 0 —}l 2
zi—ci | =4 0 0 —1/4

5 2 0 010

CB Tp T Xz S So | b
s |0 -1 1 5|6

5 x| 1 2 0 —3|4
zi—c |0 8 0 =220

Optimalni feSeni nalezeno neni. Zvolime zakladni sloupec s, a zakladni radek s;.

5 2 0 010

cB TB rr X2 S1 S2
S 0 -2 2 112
1 1 0 |10
zj—c; | 03 5 0150

Timto jsme nalezli optimalni feseni. Funkce z nabyva svoji nejvétsi hodnotu nad pripustnou
oblast{ K v bodé (10,0,0,12)" pro pomocnou tlohu. Puvodni tiloha mé optimaln{ feseni
(10,0)” a hodnota funkce z v tomto bodé je 50.

Odpovéd: Funkce nabyvd maximum v bodé (10,0)7 a hodnota ucelové funkce v tomto
bodé je z = 50.

Piiklad 5.13. Resme simplexovou metodou piiklad 5.5

minimalizovat z = 2x; + 29

— 21 + 4wy > 6,
3x1 — 219 < 4,
4oy + 1229 < 12,
r1 > 0,29 > 0.

za podminek
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Reseni 5.13. Po zavedeni tii skluzovych proménnych a jedné pomocné, feSme pomocnou
ulohu:

minimalizovat p; =0
za podminek —x; +4x9 — 51 + p1 = 6,
3x1 — 229 + 89 = 4,
dxy + 1229 + 53 = 12,
212> 0,29 > 0,5, > 0,50 > 0,553 >0,p; > 0.

Sestavme tabulku a pocitejme.

o 0 O 0 o0 110

CB T | T1 T2 S1 S22 S3 DN b

p|—1 4 -1 0 0 6

ss | 3 =2 1 0 4

s3 | 4 12 0 1 12

0 0 0 —-1]0

Nyni pficteme p; k tcelové funkei:

o 0 0 0 0 1]0
cg Tp | T1 Ty S1 S2 Sz pi| b
D1 -1 4 -1 0 0 1|6
So 3 =2 1 0 0|4
S3 4 12 0 0 1 0]12
zj—c¢; | -1 4 -1 0 0 0] 6

Nyni v bazi nahradi proménna x, proménnou ss.

0 0 0 0 0 1|0

g Tp | T Tz S Sz S3 p1|b
I p |2 0 -1 0 —f 1]2
s2 | 5 0 1 & 0|6

T ;1 0 & 011
zi—¢|—2 0 -1 0 —3 0]2

V tomto kroku jiz neni mozno urcit vstupujici proménnou, protoze v fadku pomocné
ucelové funkce jsou vsechny koeficienty zaporné. Nasli jsme tedy minimum pomocné tcelové
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funkce, které je ale vétsi nez nula. Pomocnd proménna p; = 2 ma tedy stale kladnou hod-
notu. Puvodni tdloha proto nema ptripustné feseni a jeji optimum tedy neexistuje.
Odpovéd': Mnozina pifpustnych feseni je v tomto pifpadé prazdna.

Piiklad 5.14. Resme simplexovou metodou piiklad 5.6

maximalizovat z = 3x; — 29
za podminek — 3z + 1029 > —15,
Ty — 22 20,
2x1 + 29 > 3,
r1 > 0,29 > 0.

Resent 5.14. U prvni podminky nastdvd problém — nikdy na pravé strané nemuze byt
zaporné ¢islo. Tedy vynasobime nerovnost ¢islem —1. Dostavame:

3$1 — 101'2 S 15.
Potom po zavedeni tii skluzovych proménnych a dvou pomocnych feSme pomocnou tlohu:

minimalizovat p; + ps =0
za podminek 3x; — 102y + 51 = 15,
Ty — 2 — S2+p1 =0,
211 + T — S35+ p2 = 3,
x1 20,22 20,81 20,80 > 0,83 >20,p1 > 0,p2 > 0.

Sestavme tabulku a pocitejme.

0 0 0 O 0 1 110

CB I | T1 T2 S1  S2 3 P11 P2
0 0 0 0 |15

3 1
mo| 1 0
1 poj2 1 0 0 -1 0 1|3
0O 0 O

Nyni k tcelové funkei pricteme slozku baze z; — ¢;.

0 0 0 O 0 1 110
CB B ry T2 S1 S22 83 P11 P2
0 S1 3 —10 1 0 0 0 0115
1 D1 1 -1 0 -1 1 0
1 D2 2 1 o 0 -1 0 1
zi—c¢j| 3 0 0O -1 -1 0 013
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Jelikoz je feseni degenerované, vezmeme jako zakladni fadek druhy radek, a protoze mame
minimalizovat, zakladnim sloupcem bude zahrnovat maximalni kladny prvek z ucelové
funkce. V bazi tedy nahradi proménnd z; proménnou p;.

o o0 0 0 0 1 1,0

CB B r1 T2 S1  S2 3 P11 P2
0 S1 -7 3 0 -3 0115
0 1 —1 -1 0 1 0

0 1
1 0
Do o 3 0 2 -1 -2 1
zj—cj | 0 o 2 -1 -3 0|3

Jelikoz je opét feseni degenerované, vezmeme jako zakladni fadek druhy fadek, a protoze
mame minimalizovat, zékladnim sloupcem bude zahrnovat maximalni kladny prvek z ucelové
funkce. V bazi by tedy méla proménna x5 nahradit proménnou x; a klicovy prvek by mélo
byt ¢islo —1, coz nelze.

Odpoveéd’: Uloha nem4 konecné optimélni feseni.

Piiklad 5.15. Resme simplexovou metodou piiklad 5.7

minimalizovat 2z = 26x; + 424
za podminek x; —x9 > 4,

3x1 + 2z > 32,

x1 > 0,290 > 0.

Reseni 5.15. Po zavedeni dvou skluzovych proménnych a dvou pomocnych, fesme pomoc-

nou ulohu:

minimalizovat p; + ps =0
za podminek x1 — x9 — s1 + p1 = 4,
311 + 229 — S9 + py = 32,
21> 0,29 20,5 20,8 >0,p1 >0,p2 > 0.

Sestavme tabulku a pocitejme.

CB IB | T1 X2 S1 S22 D1 P2
1 m 1 -1 -1 0 1 0 4
1 p | 3 2 0 -1 0 1 |32




Nyni k ucelové funkci piicteme slozku béze z; — c;.

0o 0 0 0 1 110
CB B Iy T2 51 S22 P11 P2
1 P1 -1 -1 0 1 0] 4
1 D2 2 0 -1 0 1132
2 — ¢ 1 -1 -1 0 0|36
Nyni v bazi nahradi proménna x; proménnou p;.
o 0 0 0 1 110
CB rp ry T2 S1 S22 P11 P2
0 T 1 -1 =1 0 1 0| 4
1 D2 o 5 3 -1 -3 1120
Zj —Cj 5 —1 —4 0 20
Nyni v bazi nahradi proménna x, proménnou ps.
0O 0 0 0 1 110
cpg T | X1 Ty St S» p1 Py | b
2 18 1
zn |10 =5 -5 5 5|8
3 1 31
2 |0 1 5 -5 —§5 5 |4
zj—c¢; | 0 0 0 0 -1 —-11]0

Zjistili jsme, Ze optimalni hodnota pomocné tlohy je nulova. Prvni faze dvoufédzového
simplexového algoritmu skonéila nalezenim piipustného feseni puvodni tlohy. Mame tedy
pripustnou oblast puvodni tlohy a muzeme pokracovat druhou fazi algoritmu.

26 4 0 0 0
CB TB T1 Ty 81 S b
2 1
4 @ |0 1 2 —ll4
Zj — Cj 0 0 -8 —6 | 224

Timto jsme nalezli optimalni feseni. Funkce z nabyva svoji nejvétsi hodnotu nad pripustnou
oblasti K v bodé (8,4,0,0)T pro pomocnou tlohu. Ptvodn{ tloha m4 optimalni feseni

(8,4)T a hodnota funkce z v tomto bodé je 224.
Odpoveéd’: Funkce nabyvd minimum v bodé (8,4)7 a hodnota tcelové funkce v tomto

bodé je z = 224.
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Piiklad 5.16. Resme simplexovou metodou piiklad 5.8

minimalizovat z = 4x1 + 8x4
za podminek x4 225 < 14,
5xq + 4xy < 40,
T1 + 229 > 8,
3x1 + 229 > 12,
1 > 0,29 > 0.

Resent 5.16. Po zavedeni ¢ty skluzovych proménnych a dvou pomocnych, fesme pomocnou
ulohu:

minimalizovat p; +ps =0
za podminek x1 + 2x9 + 51 = 14,
511 + 4xo + 59 = 40,
1+ 2x9 — S3+p1 =38,
311+ 229 — 54+ po = 12,
1> 0,290 > 0.

Sestavme tabulku a pocitejme.

0O 0 0 0 O 0 1 1 0
Cp Tp | Ty T2 S1 S22 S3 S4 P11 P2
0O s |1 2 1 0 0 | 14
0 s |5 4 0 1 0 |40
1 ;v 1 2 0 0 -1 0 | 8
1 p 3 2 0 0 0 -1 0 1 |12
0O 0 0 0 O 0O -1 =110

Nyni k tcelové funkei pricteme slozku béaze z; — ¢;.

0O 0 0 0 O 0 1 110

CB TB r1 T2 S1 S22 83 S4 D1 D2
0 S1 1 2 1 0 0 0|14
0 S 5 4 0 1 0 0 |40
1 P1 1 2 0 0 -1 1 0|8
1 Do 3 2 0 0 0 -1 0 1/]12
zj—c¢; 14 4 0 0 -1 -1 0 0120
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Nyni v bazi proménna z; nahradi proménnou ps.

0o 0 0 0 0 0 1 110
CB B ry T2 S1 S22 S3  S4 P11 P2
0 s |0 3 1 0 s 0 —3]10
0 s |0 2 0 1 20 -2]20
1 p |0 3 0 0 -1 3 1 —
0O =« |1 2 0 0 0 -3 0 3
zi—¢ |0 3 0 0 -1 & 0 —3

Nyni v bazi proménné x, nahradi proménnou p;.

o0 0 0 0 0 1 11,0

CB TB Ty T2 S1 S22 83 S4 P1 P2
0 s |0 0 1 0 1 0 -1 016
0O s |0 0 0 1 1 3 -1 -3/18
0 2 |0 1 0 o -3 1 3 _1}3
0O = |1 0 o o 4 -1 -1 1792
zj—¢; |0 0 0 0 0 0 -1 —=1]0

Zjistili jsme, ze optimalni hodnota pomocné tlohy je nulova. Prvni faze dvoufazového
simplexového algoritmu skonéila nalezenim pripustného feseni puvodni ulohy. Mame tedy
pripustnou oblast puvodni tlohy a muzeme pokracovat druhou fazi algoritmu.

4.8 0 0 0 010
CB rB r1 Ty S So S3 Sy
0 s |0 0 1 0 1 0]6
0 s |0 0 0 1 5 2118
8 'z |0 1 0 0 -3 4
4 oz |1 0 0 0 5 —3|2
zji—¢; |0 0 0 0 —4 0 |32

Timto jsme nalezli optimalni feSeni, ale neni jediné. U skluzové proménné s, je hodnota
rovna nule. Znamena to, ze hodnota této proménné nezméni hodnotu ucelové funkce. Exis-
tuje tedy dalsi optimalni feseni:
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4 8 0 0 0 010

cp Tp Ty Lo S1 Sy S3 Sa| b

0 51 0 0 1 0 1 0] 6

0 s |0 0 0 2 &+ 1]12

8 T 0 1 0 —% —% 010
4 1 1 0 0 % % 0

zj—c¢; 100 0 0 —4 032

Vidime, ze TeSeni je opét optimalni a hodnota ticelové z se nezménila, ale hodnoty proménnych
jsou jiné. Vypocetli jsme tedy dvé optimdln{ fesent: z1,y = (2,3)7 a za,, = (8,0)7.
Vsechna teseni lze vyjadrit jako konvexni kombinaci:

Topt = Q1T 10pt T A2T20pt
ap+ay =1;01,00 > 0= g, a3 € (0,1)
Lopt = (xlophIZopt)T
($1opt,Izopt)T = a1(2, 3)T + (1 —a1)(8, O)T
Tiopt = 8 — 6oy
Toopt = 31 ap € (0,1)

Odpovéd': Tato tiloha m4 nekoneéné mnoho optimdlnich feseni. Vsechna fesen{ 1ze vyjadrit
jako konvexni kombinaci (viz véta 2.3) bodt 14ps, Za0p- Hodnota ticelové funkcee optimalnich
feSeni je z = 32.

5.3 Prehled zakladnich typui modela z praxe

Linearni programovani ma velmi Siroké pouziti. Mezi nejcastéji se vyskytujici ilohy tohoto
typu se radi:

e problém skladby sortimentu (planovani vyroby)
e tlohy o vytvareni smési (smésovaci problém)
e fezny problém (tloha o déleni materidlu)

e dopravni problém.

5.3.1 Problém skladby sortimentu

Priklad 5.17. Podnik vyrabi tfi vyrobky a ma omezeni ve tfech surovindch. Potieba suro-
vin na jednotku jednotlivych vyrobkiu, disponsibilni mnozstvi surovin a ceny jednotlivych
vyrobku jsou uvedeny v nasledujici tabulce:
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Surovina Potteba surovin na jednotku vyrobku | Disponsibilni mnozstvi surovin
Vi|Va Vs
S 2 |1 3 600
S 111 2 1200
S 2| 2 1 800
Cena jednotky vyrobku | 20 | 25 30

Stanovte vyrobni program tak, aby hodnota odbytu byla maximalni.
Reseni 5.17. Sestaveni matematického modelu:

e Stanoveni proménnych:
Proménné v této tloze budou tii a budou odpovidat tfem typum vyrobku. Budou
vyjadrovat pocet vyrobku piislusného typu. Tento idaj bude uvadén v kusech.
Pouzité proménné udavajici pocet kusu jednotlivych vyrobku V; oznac¢ime x; pro
1=1,...,3.

e Ucelové funkee (kritérium):
Hodnota odbytu méa byt maximalni. Budeme tedy hledat maximum ceny vyrobku.
Cena vyrobku V; je 20Ke¢, V5 je 25 Ké a Vi je 30 Ke. Ucelova funkce vyjadcuje cel-
kovou cenu vyrobku.

z(z) = 2021 + 25x4 + 3073,

e Omezujici podminky:
Omezujici jsou v tiloze zasoby jednotlivych surovin, podnik nemtuze na vyrobu spotiebovat
vice suroviny nez mnozstvi, které ma k dispozici.
Na vyrobu jednoho kusu vyrobku V; se spotiebuje 2 kg suroviny S;. Na vyrobu vsech
vyrobku V; (kterych je x1) se tedy spotiebuje 21 kg suroviny S;. Na v8echny vyrobky
V3 se spottebuje 1x, kg, na vyrobky V3 3x3 kg. Celkové spotifebované mnozstvi suro-
viny S; nesmi byt vétsi, nez je zdsoba této suroviny (600kg).
Podminka pro celkovou spotiebu suroviny Si:

2x1 + w2 + 323 < 600.

Obdobné sestavime dalsi omezujici podminky tykajici se spotieby surovin:
Podminka pro celkovou spotiebu suroviny Ss:

1 + 22 + 223 < 1200.
Podminka pro celkovou spotfebu suroviny Sj:

2x1 4+ 229 + x3 < 800.
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e Podminky nezapornosti proménnych:
VsSechny proménné vyskytujici se v této tloze musi splitovat podminku nezapornosti.

Protoze proménné vyjadiuji pocet kustu vyrobenych vyrobku, budou vsechny proménné
i celociselné:
xizO,xiEZ, kde Z:1,,3

Vysledny matematicky model wilohy:

maximalizovat z = 20x; + 25x9 + 30z3
za podminek 2z + x9 + 3z3 < 600,
1+ 29 + 223 < 1200,
221 + 229 + x3 < 800,

Ty, T, T3, > 0.
Po zavedeni tii skluzovych proménnych sq, s5, s3 dostavame tlohu:

maximalizovat z = 20x; + 25z5 + 30z3
za podminek 2z, + x5 4 3x3 + 51 = 600,
1+ 29 + 223 + 5o = 1200,
2x1 + 2x9 + x3 + s3 = 800,

T1, 22,3, 51,52,S53 Z 0.

Zapisme vysledny matematicky model pomoci simplexové tabulky a pocitejme:

20 25 30 0 0 0 0

cp Tp T To T3 S1 Sy S3 b
0 S1 2 1 3 1 0 0| 600
S9 1 1 2 0O 1 0 ]1200
S3 2 2 1 0O 0 1] 800

zj—c¢j | =20 =25 =30 0 O O 0

Dostavdme bazické feseni zp = (0,0, 0,600, 1200,800)7 a hodnotu tcelové funkce z = 0,

které neni optimalni.

20 25 30 0 0 0] 0
cp rp 1 T9 XT3 S1 Sy 83 b
30 g 3 1 5 0 0/ 200
ss |- 3 0 =2 1 0| 800
S3 2 0 -+ 0 1/ 600
zj—c;| 0 =15 0 10 0 0 |6000
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Nynf je bazické feseni xp = (0,0, 200, 0,800, 600)7 a hodnota tcelové funkce z = 6000, coz
neni optiméalni feSeni.

20 25 30 0 0 0 0

CR B X1 X2 X3 S1 So2 S3

30 s 2 0 1 2 0 —%1| 80

0 s |—-2 0 0 -2 1 -] 680

25 @ 1 0 -1 0 2| 3060
Zi—ci 12 0 0 7 0 9 | 11400

Bazické feseni je x5 = (0,360,80)7 a hodnota ticelové funkee je z = 11400. Redeni, které
jsme ziskali je optimalni.
Zjistili jsme, ze vyrabét budeme vyrobek V5 v mnozstvi 360 ks a V5 v mnozstvi 80 ks
(x2 = 360 a x3 = 80 z posledni simplexové tabulky). Vyrobek V) se vyrdbét nebude
(proménnd x; je nezdkladni proménnou, a proto nulova) a usetiime 680 jednotek suroviny
Sy (s2 = 680).

Odpoveéd’: Optimélni hodnota odbytu ¢ini 11400 Ke.

5.3.2 Smeésovaci problém

Priiklad 5.18. Podnik m&a vyrobit smés, ktera by obsahovala alespon 160g latky L; a
alespon 500 g latky Lo. Jeden kilogram smési S; obsahuje 1g latky Ly, alespon 1g latky
Ly a stoji 30 Ké. Jeden kilogram smési Sy obsahuje 2 g latky Ly, alespon 5g latky Ly a
stoji 50 K. Ukolem je stanovit slozeni vysledné smési tak, aby naklady na jeji pofizeni,
byly co nejmensi.

Reseni 5.18. Sestaveni{ matematického modelu:

e Stanoveni proménnych:
x; ... mnozstvi zakoupené smeési S;, 1 =1, 2.
Kvuli zjednoduseni predpokladejme, ze vyrobni naklady jsou tvoreny pouze cenou
zakoupenych mnozstvi jednotlivych smési.

e Ucelové funkee (kritérium):

V zadani ilohy je stanovena potizovaci cena jednotlivych slozek. Kritériem tedy bude,

s

Ucelova funkce vyjadiuje celkovou potizovaci cenu vsech slozek smési:

minimalizujte 30x; + 50x,.
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e Omezujici podminky:

T+ To 2 160,
2x1 + 5xy > 500.

latka
latka

Lll
LQ:

e Podminky nezapornosti proménnych:
Vsechny proménné vyskytujici se v tloze musi spliovat podminku nezapornosti:

12 2> 0.

Vysledny matematicky model ilohy:

minimalizovat 2z = 30x; + 50z5
za podminek x1 + x5 > 160,
2.731 + 53?2 > 500,

x1,x2 = 0.

Po zavedeni dvou skluzovych proménnych s, s a dvou pomocnych proménnych, dostavame

ulohu:

minimalizovat 2z = p; + po
T+ Xy — S +p = 160,
2x1 4+ dxo — So + p2 = 500,

T1,Xg, 81, S2,p1,p2 = 0.

za podminek

Zapisme vysledny matematicky model pomoci simplexové tabulky a pocitejme:

0O 0 O 0 1 1 0
CB Tp |1 X2 S1 S22 P1 P2 b
1 pp|1 1 =1 0 1 0 | 160
1 p| 2 5 0 -1 0 1 1500
0 0 O 0 -1 —-1] 0
Nyni k tcelové funkei piicteme slozku baze z; — ¢;
o 0 0 0 1 1|0
CB B Ty T2 851 S22 P1 P2 b
1 P1 1 1 -1 0 1 0]160
1 D2 2 5 0 -1 0 1500
zj—c¢; |3 6 -1 =1 0 0 |660
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Nyni v bazi nahradi proménna xy proménnou ps.

0 0 O 0 1 1 0
CB TB 1 T2 S S22 P11 P2 b
D1 20 -1 ¢ —3 | 60
0 x |2 0 —3 0 & ]100
Zi—¢ |2 0 -1 + 0 —=%]60
Nyni v bazi nahradi proménna x; proménnou p.
0 0 0 0 1 1 0
cg T |T1 Tz s S22 p1 p2 | b
x| 10 =2 3 2 —1]100
z |0 1 2 —1 =2 1|60
zi—c¢; |0 0 0 0 -1 —1|0

Zjistili jsme, zZe optimalni hodnota pomocné tlohy je nulova. Prvni faze dvoufédzového
simplexového algoritmu skoncila nalezenim pripustného feseni puvodni tlohy. Mame tedy
pripustnou oblast puvodni tlohy a muzeme pokracovat druhou fazi algoritmu.

30 50 0 0 0
cB TR r1 T2 81 S92 b
30 x 0 -2 3 | 100
5 a |0 1 2 —1 | 60

zi—c¢ | 0 0 =% —216000

Bazické tegeni je zp = (100,60)7 a hodnota ticelové funkce je 6000. Reseni, které jsme
ziskali, je optimalni.

Odpoveéd': Slozeni vysledné smési je, Ze musi obsahovat 100 g smési S; a 60g smési Sy,
aby naklady na jeji porizeni, byly co nejmensi.

5.3.3 Rezny problém

Priklad 5.19. Firma, kterda vyrabi parkety, potiebuje z 300 ks vychoziho materidlu o
délce 70 cm nafezat maximélné 260 parket dlouhych 20cm a alespon 400 parket délky
15cm. Odpad, ktery vznikne pfi fezani kazdého kusu vychoziho materialu pritom nesmi

byt vétsi nez 5cm. Firma chee, aby byl celkovy odpad minimalni. Jak ma firma vychozi
material nafezat?

Resent 5.19. Protoze se jednd o fezny problém, je potieba si nejprve sestavit fezné schéma.
Kusy vychoziho materialu délky 70 cm muzeme na parkety roziezat ¢tyimi zpusoby, které
jsou i spolu s odpadem uvedeny v tabulce:
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Rezny plan Ry | Ry | Ry | Ry
Pocet tyci délky 20 cm (ks) | 3 | 2 | 1 | O
Pocet tyci délky 15 cm (ks) | O | 2 | 3 | 4
Odpad (cm) 10,0 |5 |10

Ze zadani vsak pripadaji v uvahu pouze zpusoby roziezani Rs, R3, protoze je pozadovano,
aby odpad z kazdého kusu vychoziho materidlu nebyl vétsi nez 5 cm.
Oznacime-li:

x1 ...pocet ks materidlu roziezanych zpusobem Rj
Ty ...pocet ks materidlu roziezanych zpusobem Rj

z...celkovy odpad (v cm),
muzeme tlohu linearntho programovani zapsat:

minimalizovat 2z = 5x9
za podminek 2z + xo < 260,
2x1 + 3x9 > 400,
r1 + xo < 300,

x1, e > 0.

Vytesme tuto tlohu simplexovou metodou:
Po zavedeni tii skluzovych podminek a jedné pomocné, feSme pomocnou ulohu:

minimalizovat p; =0
za podminek 2xq + x5 + s; = 260,
221 + 3x9 — S9 + p1 = 400,
1+ 22 + 53 = 300,

x1, 9 2 0.

Zapisme vysledny matematicky model pomoci simplexové tlohy a pocitejme:

o 0 0 0 0 1|0

cg Tp|x1 T2 S1 Sy S3 p1 | b

0O s (2 1 1 0 0 0 |260
p|2 3 0 -1 0 1 |400

0 ss(1 1 0 0 1 0 |300
o o0 o o0 0 —-1] 20

Nyni k tcelové funkei pricteme slozku béaze z; — ¢;.
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0O 0 0 0 O 0

CB B Ty X2 S1 S22 S3 N b
0 51 2 1 1 0 0 260
D1 2 3 0 -1 0 400

0 S3 1 1 0 0 1 300
zi—¢ |2 3 0 =1 0 400

Nyni v bazi nahradi proménna x, proménnou p;.

0O 0 0 0 O 0

CB B Ty T2 S1 S22 S3 D1 b
W |50 1 10 |
mo|3 10 —po |
R N R R -
zj—¢; |00 0 0O 0 =10

Zjistili jsme, Ze optimalni hodnota pomocné tlohy je nulova. Prvni faze dvoufédzového
simplexového algoritmu skoncila nalezenim pripustného feseni puvodni ilohy. Mame tedy
piipustnou oblast puvodni tlohy a muzeme pokracovat druhou fazi algoritmu.

0 5 0 0 0] 0
CB TB Iy T2 S1 S22 S3
0 s |3 0 1 + 0|33
ss |3 0 0 3 1|30
zi—¢ ¥ 0 0 =2 0%

Optimalni feseni nalezeno neni. Proto zvolime zakladni sloupec x;

a zakladni radek s;.

0 5 0 0 0] 0
CcB rp rr T2 S S2  S3
0 X 1 0 % %‘ 01 95
za |0 1 —3 —% 0|70
0 s3 |0 0 —1 1 1]135
zj—c; | 0 0 =2 =5 0350
Resent, které jsme nalezli je optimalni. Toto Feseni je (95,70,0,0,135)” pro pomocnou

tilohu. Pro piivodni tlohu je feseni (95,70)7. Hodnota ticelové funkce je 350.
Odpovéd': Firma musi naiezat 95 kust materidlu druhym a 70 kusi materidlu tfetim
zpusobem, aby zbylo minimélni mnozstvi odpadu, coz je 350 cm.
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5.3.4 Dopravni problém

Priklad 5.20. Ze skladu Sy, Ss, S3 a Sy je treba rozvézt zbozi do prodejen Py, Py, Ps, Py
a P5. V nésledujici tabulce jsou uvedeny néklady na distribuci jedné jednotky zbozi mezi
jednotlivymi sklady a prodejnami, dale tabulka obsahuje idaje o kapacitach vsech skladu
a pozadavcich prodejen:

Sklady\Prodjeny P P Py P, Ps; | Kapacity skladu (ks)
Sh 6 10 ) 8 7 800
Sy 4 8 12 6 9 400
S 11 15 10 9 5) 600
Sy 8 6 2 8 14 200
Pozadavky prodejen (ks) | 200 500 400 300 600

Urcete, jak ma byt zbozi distribuovano do prodejen.
Reseni 5.20. Sestaveni matematického modelu:

e Stanoveni proménnych:
Proménné u dopravniho problému budou vyjadfovat mnozstvi zbozi prepraveného
mezi jednotlivymi sklady a prodejnami. Vyskytuje-li se v dloze m dodavatelu (v
nasem piipadé skladu) a n spottebitelu (prodejen), bude mit tiloha m-n proménnych.
Pouzité proménné:

x;j . .. mnozstvi zbozi prepravené ze skladu S; do prodejny P;(ks),

kdei=1,...,4;7=1,...,5.

e Ucelové funkee (kritérium): Ucelové funkce bude vyjadiovat celkové prepravni naklady
na rozvoz zbozi od vSech dodavatelu vSem spotiebitelum. Tyto naklady pozadujeme

s

Ze skladu S; se do prodejny P; prepravuje x1; jednotek zbozi. Naklady na prepravu
viech jednotek zbozi ze skladu S; do prodejny P; tedy budou 6zq; (K¢), nédklady na
prepravu vsech jednotek zbozi ze skladu S; do prodejny P, budou 10z15 (K¢) atd.
Ucelové funkce:

6211 + 10219 4 0713 + 814 + 7215 + 4291 + 8Tz + 12793+
61324 + 9%25 + 111’31 + 15.’1}32 + 103733 + 91’34 + 5.’1}35 + 851341+
62742 + 21‘43 + 82744 + 142745.

minimalizujte 2z =

e Omezujici podminky:
Omezujici jsou v uloze kapacity skladu a pozadavky prodejen.
Podminka pro kapacitu skladu S;:

11 + 212 + 13 + T4 + 215 = 800
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(Ze skladu S; se do prodejny P; prepravi x1; ks zbozi, do prodejny P se prepravi
x12 ks zbozi atd. Kapacita skladu S; je 800 ks zbozi.)
Podminka pro kapacitu skladu Ss:

To1 + Tog + Tag + Ty + To5 = 400.

Podminka pro kapacitu skladu S3, 5S4 je obdobna podminkam pro Sy, .Ss.
Podminka pro pozadavek prodejny P;:

11 + To1 + T31 + Ty = 200.
Podminka pro pozadavek prodejny P»:
T19 + Tog + T30 + Ty = 500.

Podminky pro pozadavky prodejen Pj, Py, P5 jsou obdobné podminkam pro Py, Ps.

e Podminky nezapornosti:
VsSechny proménné vyskytujici se v tloze musi spliiovat podminku nezapornosti.
Protoze proménné vyjadiuji pocet kusu prepravovaného zbozi, budou vsechny proménné
i celociselné.
zi; >0, kde i=1,...,4;5=1,...,5.

Vysledny matematicksy model ilohy:

minimalizovat 2z = 6x11; + 10212 + dx13 + 814 + 7215 + 491 + 8x95 + 12293+

6294 + 9195 + 1137 + 15239 + 10233 + 9234 + S35 + 841+
6249 + 2143 + 8xyq + 14x45.

za podminek x1; + 212 + 213 + 14 + 215 = 800
o1 + Xog + Taz + Tog + To5 = 400
31 + X3 + T3z + Taq + T35 = 600
Ty + Tag + Ty3 + Tag + 245 = 200
T11 + o1 + x31 + 241 = 200
T12 + Too + X390 + 140 = 500
713 + T2z + w33 + 143 = 400
T14 + Tog + X34 + 144 = 300
T15 + Tos + X35 + T45 = 600
2;; >0, kde 1=1,...,4;5=1,...,5.

Resen{ tloh typu dopravnd problém je specificky a mé své vlastni metody feeni, které jsou
nad ramec této prace.
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Z.aver

V diplomové praci byly vysvétleny zakladni pojmy pro definovani tlohy linedarniho progra-
movani. Snahou bylo, aby prace byla prehledné a ¢tenér se v ni dobie orientoval. Ve sbirce
uloh byly nejprve ukazany piiklady fesené geometrickou a poté simplexovou metodou. Byly
uvedeny ruzné typy piikladu, které se mohou v ramci tloh linearntho programovani vy-
skytovat. V posledni ¢asti byly ukazany ruzné typy prikladu z praxe a napi. sméSovaci
problém, ktery by mohl byt piinosem napi. pro ucitele chemie.
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