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Abstrakt

V této bakalaiské praci se zaméfime na matematicky popis dopfedné kinematiky v trojroz-
mérném prostoru pomoci ortogonalnich transformaci a teorie matic. Uzitim nabytych zna-
losti fesime piiklad metodou pohyblivého repéru, kdy mezi jednotlivymi bazemi pieché-
zime pomoci matice pfechodu a ptiklad implementujeme v prostiedi programu MATLAB.
Néasledné hledame hlubsi souvislosti s exponencialnimi funkcemi a rozsitime teorii o teorii
Lieovych grup a algeber. Zvlasté si v§imame specialni ortogonalni grupy SO(3). Nakonec
teorii obohatime o homogenni transformaci a specialni Eukleidovskou grupu.

Summary

In this thesis we focus on the mathematical description of the forward kinematics in
three-dimensional space using orthogonal transformations and matrix theory. Applying
the acquired knowledge we solve an example using the method of moving frame. Between
bases we pass using the passage matrix and we implement the example in the MATLAB
environment. Consequently, we focus on deeper relation with exponential functions and
extend the theory by the theory of Lie groups and algebras. Especially, we take notice
of the special orthogonal group SO(3). Finally, we enrich the theory with homogeneous
transformation and special Euclidean group.

Klicova slova
rotace, zména bazi, pohyblivy repér, Lieova teorie, specialni ortogonalni grupa, exponen-
cidlni funkce, homogenni transformace, polopfimy soucin

Keywords
rotation, change of basis, moving frame, Lie theory, special orthogonal group, exponential
function, homogeneous transformation, semi-direct product
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1. UVOD

1. Uvod

Obliba robotickych systému dnes stoupa. Roboti za nas mohou délat monoténni tikkony
pii pasové vyrobé, navic s pfesnosti, které lidé nejsou schopni. Vyuzivaji se také v ne-
bezpeénych a tézko pristupnych mistech, at se jedna o prizkum zficenych budov nebo
vesmiru. Svoji nezastupitelnou roli maji také ve zdravotnictvi a armadé. Vétsina téchto
robotii ma rizna robotickd ramena - analogie lidskych koncetin a pravé ta nas budou v
tomto textu zajimat.

Robotické rameno pfedstavuje mechanismus. Casti, z nichz je tento mechanismus
tvoren a které jsou vzajemné pohyblivé spojeny, se nazyvaji kinematickymi cleny. Dva
¢leny, které jsou vzajemné spojeny a pohybuji se vzhledem k sobé, se nazyvaji kinema-
ticka dvojice. Pohyblivé spojeni se u robotl nazyva kloub. Kinematicky c¢len, ktery se
nepohybuje a je pevné spojen s prostiedim, se nazyva rdam. Podle néj se obvykle voli
zakladni soutadny systém. Takovy mechanismus se také nazyva kinematicky retézec. Vza-
jemna poloha dvou ¢lenti vazanych kloubem je jednoznac¢né stanovena urcitym poctem
udaji, nejmensi pocet téchto tdajiu udava pocet stuprid volnosti kinematické dvojice.
Kinematické dvojice, z nichz jsou sestavena ramena primyslovych roboti, jsou témeér
vyhradné tvofeny ¢leny spojenymi rotacnimi nebo translacnimi (prizmatickymi) klouby,
které maji jeden stupen volnosti.

P,=P;

Obréazek 1.1: Priklad robotického ramena

Z mechaniky je zndmo, Ze poloha a orientace télesa v prostoru je charakterizovana Sesti
udaji. Vétsinou jsou to hodnoty [x,y, z] soufadnic néjakého referencéniho bodu télesa v
zékladnim kartézském souradném systému a thly [a, 3, ] natoceni néjakého referenéniho
systému, pevné s télesem spojeného, vzhledem k tomuto zakladnimu soufadnému systému.
Rikédme, Ze volné téleso ma v prostoru 6 stupiiti volnosti. Je tedy ziejmé, Ze manipulator
musi mit nejméné 6 volné a snadno nastavitelnych veli¢in - proménnych. Aby uchopeny
predmét dokézal volné polohovat, musi mit rovnéz 6 stuprid volnosti. To je mechanicky
zajistovano osami - klouby, které jsou pohanény ¢i nastavovany pohony. Poznamenejme,
Ze u roboti je zvykem pouzivat pojem kloub a u obrabécich stroji pojem osa.

I kdyz méa rameno 6 kloubt, nemusi byt schopno s uchopenym predmétem volné ma-
nipulovat v prostoru. Sest kloubtl je tedy pouze podminka nutné, nikoliv postacujici pro
volnou - plnou manipulovatelnost s predmétem. Klouby ziejmé musi byt vhodnym zpt-
sobem usporadany. Dalsi omezeni pohybu mohou byt zptisobena dorazy a geometrickymi
rozméry ramena. Tato omezeni stanovuji pracovni prostor ramena.

Je zfejmé, ze znalost kloubovych soufadnic ndm umoznuje jednoznac¢né urcit hodnoty
soufadnic koncového ¢lenu manipulatoru v kartézském prostoru. Oznacime-li si vektor
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kloubovych soufadnic ¢ = [q1, g2, q3, ¢4, @5, 6] 1 robota s vhodné zvolenymi Sesti klouby
a vektor pozice koncového ¢lenu robota - chapadla P = [x,vy, 2, a, 3,7]T, pak existuje jed-
noznac¢né zobrazeni z prostoru kloubovych soutadnic do prostoru kartézskych soutradnic
P = f(q), coz pfedstavuje 6 rovnic, které jsme schopni sestavit na zdkladé geometrie.
Nalezeni téchto rovnic je doprednd kinematickd tuloha. Pohyb robota tedy muzeme napro-
gramovat v prostoru kloubovych soutadnic a robot vykona piislusny pohyb v kartézskych
souradnicich. Nékdy ovSem musime fesit obracenou ulohu, tj. ze znalosti pozice P umét
vypocitat hodnoty kloubovych soufadnic, to je inverzni kinematicka uloha. Tato tloha je
mnohem slozitéjsi, nez piima tloha kinematiky a mtze mit nekone¢né mnoho feseni.

Zaméiime se na matematicky popis dopfedné kinematiky v trojrozmérném prostoru,
kdy zname parametry robota a ptame se na polohu koncového chapadla. Musime si uveé-
domit, ze kdyz pootoc¢ime jednim kloubem, tak to ovlivni polohu vSech néaslednych prvkii,
zatimco predeslé zlistanou nezménény. Polohu chapadla vyjadiime v konkrétnim sourad-
ném systému. K tomu budeme vyuzivat transformaci soufadnic mezi zvolenymi sourad-
nymi systémy.

V kapitole Matematické zaklady si pripomeneme potiebné zéklady linearni algebry,
predevsim teorii matic, protoze rotace lze popsat ortogonalnimi maticemi. Pomoci naby-
tych znalosti vyTesime vzorovy piiklad metodou pohyblivého repéru. Nasledné budeme
hledat souvislosti s exponencidlnimi funkcemi a teorii Lieovych grup.
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2. MATEMATICKE ZAKLADY

2. Matematické zaklady

V této kapitole se seznamime s poznatky z dopredné kinematiky robotického ramena a
potfebnymi definicemi. Nalezneme pohyby v prostoru zachovavajici délky a tuhly, kterym
se obvykle fika shodnosti. Tyto vlastnosti jsou velmi dulezité, protoze zaruci, ze jednotlivé
kinematické ¢leny v nasem matematickém modelu nebudou ménit velikost a tvar stejné
jako v realném svété. Budeme pfi tom vyuzivat vlastnosti ortogonalnich matic, zavedeme
rizné vztazné soustavy pro popis robota a budeme mezi nimi prechazet pomoci matic
prechodu. Poznatky budou ukazany na nazornych ptikladech. Nasledujici kapitola vychazi
z [3] a [11], kde je tvod do problematiky pfehledné zpracovan a vyuziva poznatku linearni
z algebry [6] a [9]. V citované literatute lze dohledat pfipadné chybéjici diikazy uvadénych
tvrzeni.

2.1. Shodnosti

Predpokladejme takovou linearni transformaci, ktera zachovava délky a ihly. Uvidime,
ze jsou to takové transformace, jejichz matice je ortogonalni a takové transformace se
nazyvaji ortogondini transformace. P¥ikladem takové transformace v R? je rotace kolem
osy prochézejici pocatkem.

Nyni si kratce pfipomeneme vlastnosti linearni transformace. Ackoliv poznatky plati
obecné v R", tak nas bude zajimat predevsim ptipad R? a nékdy pro jednoduchost jeho
podprostor R2.

Poznamka. Soutradnice vektoru v budeme znacit sloupcovou matici n x 1 jako [v] pokud
se jedna o soufadnice vektoru ve standardni bazi nebo [v],, kde B znaci konkrétni bazi.
Pozdéji tento zapis budeme vyuzivat pii zménach bazi. Pro jednoduchost a bez jmy na
obecnosti vSak ze zacatku vyuzivame pouze standardni bazi.

Véta 2.1. Necht T : R® — R" je linedrnd transformace, jinymi slovy transformace splriu-
jict nasledugici vlastnosti:

T(v+w)
T(aw)

Tw)+T(w), Yv,weR™
aT'(v), Vv € R" Va € R.

1. Ezistuje jedind matice A typu n X n takovd, Ze soutadnice T'(v) ve standardni bazi
jsou dany Alv] pro Vv € R":
[T'(v)] = Alv].

2. Transformacni matice A je zkonstruovana tak, Ze sloupce A jsou souradnice obrazi
vektord standardni bdaze R™ ve standardni badzi.

Diikaz. Nejprve dokazeme druhou ¢ast tvrzeni. Standardni bazi tvori vektory

€1 :(1,0,0,...,0),
€9 :(0,1,0,...,0),
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2.1. SHODNOSTI

Spocitame [T'(eq1)]:

aiy -+ Qip 1 ar

Qg1 -+ Q2p 0 az1
Tlegl=| ="

Ap1 *  Qpn 0 Qn1

a stejny postup opakujeme pro vSechny vektory standardni baze a vidime, Ze matice A je
tvofena sloupci obsahujicimi soufadnice [T'(e;)]. Je zfejmé, ze plati prvni ¢ast tvrzeni tj.
T(v)] = A,
Skutecnost, Ze sloupec matice obsahuje soutadnice [T'(e;)], které jsou dény jednozna-
¢né, zajistuje jednoznacnost matice A.
U

Definice 2.2. 1. Necht A = (a;j) je matice typu n xn. Matice transponovand k matici
A je AT = (bw’), kde

bij = aji-

2. Matice A je ortogondlni jestlize jeji inverzni matice se rovnd transponované, tj.
jestlize AT = A™1 nebo ekvivalentné

AAT = ATA =1,
kde I je jednotkovd matice n X n.

3. Linearni transformace je ortogonalni jestlize je jeji matice ve standardni bdzi orto-
gondlni.

Definice 2.3. Necht R" je vektorovy prostor. Skaldrni soucin dvou vektoriv = (xq,. .., x,)
aw=(Yi,...,yn) 2R definujeme jako

<’U,’UJ> = 11 R LnlYn-

Definice 2.4. Necht R™ je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem ( , ). Prov € V
poloZime
[vll = v/ (v, v).

Cislo ||v|| se nazgvd norma nebo délka nebo nékdy téZ velikost vektoru v.

Definice 2.5. Necht R™ je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem ( , ). Uhel o dvou
vektoriu v, w € R™ definujeme jako

(v, w)

Cos @ = .
[[o][[lw]l

Tvrzeni 2.6. 1. Jestlize A je matice typu m X n a B matice typu n X p, pak plati
(AB)T = BT AT,
2. Pro skaldrni soucin dvou vektori v,w € R™ plati

(v, w) = [v] "w].
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2. MATEMATICKE ZAKLADY

Definice 2.7. Necht R™ je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem ( , ). MnoZina
{e1,...,em} je ortogondini jestlize

1. ¢, #(0,...,0) pro kazdé i € N, 1 <i <m,
2. (e;,ej) =0 pro vsechna i,j € N,1 < i, <m,i# j.
Jestlize plati © dalsi podminka

3. || ei||l=1 pro kazdé i € N;1 <i <'m,

nazyvd se mnozina {ei, ..., ey} ortonormdlni mnozina.

Definice 2.8. Baze ey, ..., e, se nazyvd ortogondlni resp. ortonormadlni jestlize mnoZina
{e1,...,e,} je ortogondlni resp. ortonormdini.

Véta 2.9. 1. Matice n xn je ortogonalni prave tehdy, kdyz jeji sloupcové vektory tvori

soutadnice ortonormdlni baze v R™.

2. Linearni transformace T : R™ — R™ zachovavad délky a uhly prave tehdy, kdyzZ je jeji
matice ortogondlnd.

Dikaz. 1. Pfipomenme, Ze sloupce A jsou dény X; = Ale;],i = 1, ..., n, kde X; jsou
n x 1 matice. PiSeme
A=(X1 Xo - Xp)

Potom transpozice X{,..., XTI jsou fadkové 1 x n matice. kdyZ vyjadiime matici
AT dostavame

Xt

AT = :
T

n

Nyni provedeme soucin matic AT A

o xr'x, xTx, - xIx,
. 1 XI'x, XI'X, - XIX,

X7 : : . :

n XTx, XTX, - XTX,

Necht T je linedrni transformace s matici A. Potom méme
XX = (Alea])" Alej] = [T(e)]"[T(e5)] = (T(e:), T(ey))-

Matice A je ortogonalni pravé tehdy, kdyz A”A = I. To znamend, Ze ¢&isla na
diagonéle jsou samé jednicky a tudiz skalarni soucin kazdého vektoru 7'(e;) se sebou
samym je roven jedné. A protoze skalarni soucin je roven druhé odmocniné délky
vektoru, tak muzeme prohlasit, ze vektory T'(e;) maji délku jedna. Ostatni ¢isla
mimo diagonélu jsou nuly pravé tehdy, kdyz (T'(e;),T'(e;)) = 0 pro ¢ # j. Tudiz
matice A je ortogonalni pravé tehdy, kdyz vektory T'(e;), ..., T (e,) jsou ortogonalni
a kazdy ma délku jedna, proto tvori ortonormalni bazi v R™.
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2.2. ORTOGONALNI MATICE

2. Nejprve zacneme dokazovat opacny smeér, ktery tvrdi, ze jestlize T je linearni trans-
formace s ortogonalni matici, potom 7" zachovava thly. Podle dikazu prvni c¢asti
tvoii obrazy vektort standardni baze ortonormalni bazi. Mizeme se snadno pfe-
sveédcit, ze linearni transformace zachovava délky a thly praveé tehdy, kdyz zacho-
vavé skalarni soudin, tj. (T'(v), T (w)) = (v, w) pro vSechny vektory v, w. Pozorujme,
Ze skalarni soudin je zachovéan, jestlize A je ortogondlni:

(T(v), T(w)) = (Al])" (Afw]) = ([o]"A")(Afw]) =

= [o] (AT A) [w] = [o]" Iw] = [o]" [w] = (v, w).

Protoze délka i thel je definovany pomoci skalarniho soucinu, vidime, ze ortogonalni
transformace zachovava délky a uhly.

Druhy smér vychazi z predpokladu, ze T' zachovava délky a tuhly. Predpokladejme,
ze A'A = b;;. Necht v = ¢; a w = ¢;. Pak mame [T'(v)] = Afv] a [T'(w)] = Afw].
Dale

(v,w) = (T(v), T(w)) = (A[v])" (Aw]) = ([v]" (AT A))[w] = (bix, - ., bin) W] = bys.

Protoze (v,w) = [v]T[w] = dostavame [v]"[w] = b;;. CoZ je ekvivalentni s tvrzenim
ATA = 1. Proto A je ortogonalni.

2.2. Ortogonalni matice

Nyni se pokusime ortogonalni transformaci 7" popsat pomoci geometrickych pojmii.
Pfi pohledu na matici A je tézké si predstavit pohyb v R™. Vime jen, Ze matice je or-
togonalni a tedy transformace zachovava thly a délky. Dulezitym nastrojem pro zjisténi
chovéni T je diagonalizace matice A. Kdyz provadime diagonalizaci matice, tak vlastné
ménime bazi linearni transformace na systém, ve kterém jsou koeficienty jednodussi a
chovani transformace snadnéji pochopitelné. Nez provedeme s matici potiebné tpravy,
zavedeme odpovidajici definice.

Definice 2.10. Necht T : R® — R" je linedrni transformace s matici A. Cislo A € C
je vlastni ¢islo T (nebo matice A) jestlize existuje nenulovy vektor v € C" takovy, Ze
T(v) = Av (nebo Alv] = A[v]). Kazdy vektor v s touto vlastnosti se nazgvd vlastni vektor
vlastniho cisla \.

Véta 2.11. Necht T : R® — R" je linedrni transformace s matici A.

1. Vlastni cisla linearni transformace jsou stejna jako vlastni ¢isla jeji matice trans-
formace a nezdlezi na volbé baze. Stejné tak vlastni vektory.

2. MnoZina vlastnich vektoru vlastniho cisla A tvori linedrni podprostor prostoru R",
nazyvany vlastni podprostor vlastniho cisla X.

18



2. MATEMATICKE ZAKLADY

3. Vlastni cisla jsou koreny polynomu
P(X\) =det(N — A)

stupné n. Polynom P(\) se nazgvd charakteristicky polynom transformace T (nebo
matice A).

4. Necht v € R\ {0}. Pak v je vlastni vektor A\ pravé tehdy kdyZ [v] je TeSenim homo-
genniho systému linedrnich rovnic:

(M — A)[v] =0.

Poznamka. Pro symetrickou matici A existuje ortonormalni matice podobnosti ) takova,
7e matice
D =QTAQ

je diagonalni. Pricemz

Ar = x <= Dy=M\y, x=CQy.
Tedy i-ty sloupec ¢; matice Q = (q1,qa, - - -, ¢n) je vlastnim vektorem matice A pFislusnym
k vlastnimu ¢islu d; matice D = diag(dy,ds, ..., d,). Této skutecnosti se d& vyuzit pii
vypoctu vlastnich ¢isel a vektort symetrickych matic. Vice o dané problematice napt. v
[2].

Priklad 2.12. Necht T je ortogonélni transformace s matici

1/3 2/3  2/3
A= 2/3 —2/3 1/3
2/3 1/3 —2/3

O jeji ortogonalité se presvéd¢ime snadno

1/3 2/3  2/3 1/3 2/3  2/3 100
AAT = | 2/3 —2/3 1/3 2/3 —2/3 1/3 | =010 |=1
2/3 1/3 —2/3 2/3 1/3 —2/3 00 1

Abychom diagonizovali A, za¢neme s vypoctem charakteristického polynomu
A—1/3 —=2/3 —2/3
P\ =det(\[—A)=| —-2/3 AX+2/3 —1/3
—2/3  —1/3 A+2/3
Méame
PN =N+ -A-1=A+1)72*\-1).

7Z toho vidime, Ze matice mé dvé vlastni ¢isla 1 a —1.
Vlastni vektory nalezejici vlastnimu ¢islu A = 1:

Abychom je nasli, potfebujeme vyfesit systém (I — A)[v] = 0. Proto pfevedeme matici
I — A na schodovity tvar. Pouzijeme Gaussovu eliminaci

2/3 —2/3 —2/3 2/3 —2/3 —2/3
I—-A=| -2/3 53 —-1/3 |~ 0 1 -1
—2/3 —1/3 5/3 0 -1 1
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2.2. ORTOGONALNI MATICE

1 -1 -1 1 0 -2
~10 1 -1 |~101 -1
0 0 O 00 O

Vidime, zZe vSechna FeSeni jsou nasobky vlastniho vektoru v; = (2,1, 1).

Vlastni vektory nalezejici vlastnimu ¢islu A = —1:
Jsou fesenim systému (—I — A)[v] = 0, ktery je ekvivalentni systému (I + A)[v] = 0.
Abychom je nasli, pfevedme matici opét na schodovity tvar

4/3 2/3 2/3 2 1 1

I+A=1[2/3 13 1/3|~[000

2/3 1/3 1/3 000
Tady je feSenim rovina generovand dvéma vektory vy = (1,-2,0) a v3 = (1,0,—2). A
protoze je uzitec¢né pracovat s ortonormalnimi bazemi, nahradime vektor vs vektorem
vy = (2,9, 2), ktery je kolmy k vy a lezi v roviné generované témi dvéma vektory. Proto

musi splinovat 2x + y + z = 0, aby byl vlastnim vektorem —1 a aby byl kolmy s v, tak
musi spliiovat  — 2y = 0. ReSenim soustavy

2x+y+2z = 0
r—2y =

je vi = (2,1, —5). Aby béze byla ortonormalni, podélime kazdy vektor jeho délkou

= w1, W2, w = T =y =T = ) =y T = ) ) )
b V6 V6 v6) \\V5 V5 V30 V30 V30
Tato ortonormalni baze dava matici

2/vV6  1/\/5 2/v/30
P = ([wi], [wo], [ws]) = | 1/v6 —2/v5 1/v30
1/v6 0  —5/4/30

a matice transformace 7' je dana

1 0 0
[T)s=P"AP=10 -1 0
0 0 -1
Geometricky mame T'(w;) = wy, T(wy) = —we a T(ws) = —ws. Vidime, Ze tato

transformace je osova soumérnost podle podle osy w; nebo na ni mizeme také nahlizet
jako rotaci kolem osy w; o thel 7. Vidime, Ze nam diagonalizace miize pomoci porozumeét
transformaci.

Tvrzeni 2.13. 1. Necht A je matice typu n X n. Pak
det AT = det A.

2. Necht A a B jsou matice typu n X n. Pak
det(AB) = det A det B.
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2. MATEMATICKE ZAKLADY

Véta 2.14. Ortogondlni matice md vZdy determinant roven +1 nebo -1.

Dikaz. 7 tvrzeni 2.13 mame
det(AAT) = (det A) (det AT) = (det A)?

Navic pro ortogonalni matici plati AAT = I z &ehoz plyne det(AAT) = 1 a proto
(det A)2=1=det A =+1 O

Shodnosti, pro které je det A = 1 se nazyvaji pfimé. Rotace a v afinnim rozsifeni i po-
sunuti je shodnost pfimé (pfevadi pravotocivé baze do pravotocivych). Je-li det A = —1
nazyva se shodnost neptimou. Prikladem je osova soumérnost. Nepiima soumeérnost orien-
taci prostoru méni a pohybem nelze prevést pravotocivou bazi na levotocivou. Prikladem
miize byt odraz ruky v zrcadle. Dale se budeme zabyvat jen pfimymi shodnostmi, tj.
shodnostmi s det A = 1.

Vlastni ¢isla ortogonalnich transformaci vsak nemusi byt nutné pouze realna, obecné
jsou komplexni.

Piipomenuti komplexnich cisel

e Komplexni ¢isla jsou tvaru z = x + 11y, x,y € R.

Sdruzenym c¢islem ke komplexnimu ¢islu z = x + iy je komplexni ¢islo z = z — y.

Kdyz z; a 23 jsou komplexni ¢isla, tak plati

Z1+20 = 1+ 2

Z1Z2 = Z1%32.

Cislo z je realné pravé tehdy, kdyz z = z.

Absolutni hodnota, také nazyvana norma nebo modul komplexniho ¢isla z = x + iy

je |zl = Va2 +y? = V2Z.

Tvrzeni 2.15. JestliZe A je redlnd matice a A = a+1ib s b # 0 je komplexni vlastni cislo
matice A s vlastnim vektorem v, pak A = a —1b je také vlastni cislo A s vlastnim vektorem
v.

Diikaz. Necht v je vlastni vektor komplexniho ¢isla A, tj. A[v] = A[v]. Vezméme sdruzeny

vyraz Afv] = Afv] = A[0] = \[T]. Protoze A je redlna, méme A = A. Z toho plyne
Alv] = A[1],

coz ukazuje, 7e \ je vlastnim &slem A s vlastnim vektorem T, pFiemz vlastnost [v] = [7]
plati pro standardni bazi trivialné. O

Nasim cilem je ukazat, ze kazda 3 x 3 ortogonalni matice s determinantem 1 odpovida
rotacim o néjaky uhel kolem néjaké osy. Prvné rozebere pfipad 2 x 2 ortogonalnich matic.

21



2.2. ORTOGONALNI MATICE

Tvrzeni 2.16. Jestlize A je ortogonalni matice typu 2 x 2 s det A = 1, pak A je matice
rotace o tuhel 0
A [ cos 6 —sinf
~ \sinf cosf )’

pro 6 € (0,27). Vlastni ¢isla jsou \y = a+1b a Ay = a —ib kde a = cos€ a b =sinf. Obé
jsou redalnd prave tehdy kdyz 6 = 0 nebo 0 = w. V pripadé 6 = 0 obdrzime a=1,b=0 a
A je jednotkovd matice. V ptipadé 0 = w obdrzime a = —1, b =0 a A je matice rotace o
thel m (dostaneme stredovou soumeérnost podle pocatku,).

A:<§§)‘

Pak, protoze AAT = I, pro kazdy sloupcovy vektor musi platit a? + b?> = 1 a miZeme
zavést

Diikaz. Necht

a = cosf
b = sinf

Protoze jsou oba sloupcové vektory ortogonalni, plati ¢ cos + d sin# = 0 a dostavame

¢ = —(Csinf
= (Ccosf

pro C € R. Jelikoz druhy sloupcovy vektor je také jednotkovy, tak z ¢ 4+ d?> = 1 plyne
C? =1, tzn. C = £1. Nakonec méme det A = C z ¢ehoz plyne C' = 1.
Charakteristicky polynom matice A je det(A\ — A) = A2 —2a\+1 s kofeny a++/a2 — 1 =

a+Vecosh —1=a+/—(1—cosb?) =a+isinf=a=+ib

Ul
Tvrzeni 2.17. Viechna redlna vlastni ¢isla ortogondlni matice A jsou rovna +1.

Dikaz. Necht X\ je redlné vlastni ¢islo a necht v je odpovidajici vlastni vektor. Necht
T je ortogonélni transformace s matici A. Protoze T zachovava délky a thly, mame
(T(v),T(v)) = (v,v). Ale T(v) = M, proto (T'(v),T(v)) = (v, ) = A\*(v,v). Nako-
nec \2 = 1. O

Tvrzeni 2.18. Jestlize A je ortogondlni matice typu 3 x 3 s determinantem 1, potom 1
je vidy vlastni c¢islo matice A. Navic vSechna komplexni vlastni ¢isla X = a + ib maji
normu 1.

Diikaz. Charakteristicky polynom matice A, det(Al —A), je tietiho stupné. Proto ma vzdy
alespon jeden redlny kofen A;, ktery muze nabyvat (podle pfedchozi véty) jen hodnoty 1
nebo —1. Zbyla dvé vlastni ¢isla Ay a A3 jsou bud obé realnd nebo komplexni sdruZené.
Determinant je soucin vlastnich ¢isel, proto 1 = AjAxA3. Jestlize Ay a A3 jsou redlné,
potom A1, Ao, A3 € {1,—1}. Aby byl jejich soucin roven jedné, musi byt vSechna rovné
1 nebo dvé rovna —1 zbylé rovno 1. Z toho vidime, ze vzdy je jedno vlastni ¢islo rovno
jedné. Kdyz A a A3 je komplexni pak Ay = a +ib a A3 = Ay = a — ib z éehoz plyne, Ze
)\2)\3 = |)\2|2 = (12 + b2. Jestlize 1 = )\1)\2)\3, pak )\1 =1la (12 + b2 =1

O
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2. MATEMATICKE ZAKLADY

Véta 2.19. Jestlize A je ortogondlni matice typu 3 X 3 s determinantem 1, potom A je
matice rotace T o uhel 0 kolem osy rotace. Jestlize A neni jednotkova matice, potom osa
rotace koresponduje s vlastnim vektorem pridruzenym k vlastnimu ¢islu 1.

Diikaz. Necht T je ortogonélni transformace s matici A a nechf v; je jednotkovy vektor
vlastniho ¢isla 1. uvazujme podprostor kolmy k v;:

E = {w € R¥ (v, w) = 0},

coz je podprostor dimenze 2. Protoze T' zachovava skalarni soucin mame 7'(v) = vy, a
kdyz w € E pak (T'(w),v1) = (T'(w), T(v1)) = (w,v1) = 0 a tedy T(w) € E. Muzeme
uvazovat zzeni T, transformace 7' na E. Necht B' = {vy,v3} je ortonormalni baze
podprostoru E a uvazujme matici B ortonormdlni transformace Tx v bézi B":

bao  ba3
B pu—
( bsy b33 ) ’

T'(v2) = bagva + bsavs
T(U3) = 5231)2 + b33U3 )
Protoze Tg zachovava skalarni soucin, pak B musi byt ortogonalni matice a uvazujme

matici [T']g transformace T vyjadiené v bazi B = {vy,ve,v3}, kterd je ortonormalni bézi
3.
z R”:

tedy

1 0 0
Tls=1 0
0 B

Determinant této matice je roven determinantu submatice B a determinant matice se
nezmeéni zménou baze. Proto det B = det A = 1. Z véty 2.16 navic vyplyva, Ze matice B
je matici rotace, z ¢ehoz plyne

1 0 0
[Tls=1| 0 cosf —sinf
0 sinf cosf

O

Poznamka. Pokud A je jednotkova matice, jedna se o rotaci o nulovy thel a tedy identitu
A=1.

Véta 2.19 tika, ze ortogonalni matice A s det A = 1 je matici rotace. Pro vypocet ihlu
rotace miizeme vyuzit stopu matice.

Definice 2.20. Necht A = (a;;) je matice n x n. Stopa matice A je rovna souctu jejich
prvkid na diagondle
tr(A) =ai1+ -+ Gy -

Véta 2.21. Stopa matice je rovna souctu jejich vlastnich cisel.
Idea dukazu. Matice jsou diagonalizovatelné nad C a na diagonale takové matice lezi

vlastni ¢isla. Blize napt. [2]. O
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Véta 2.22. Necht T : R? — R? je rotace s matici A. Pak tuhel rotace 0 je

tr(A) — 1

: (2.1)

cosf =

Diikaz. Kdyz se podivame na dikaz 2.16, tak vidime, ze ve vypoctu charakteristického
polynomu [T jsou vlastni ¢isla cos 6 £ isin # a soucet vlastnich ¢isel je 1+ 2cos 6. Podle
2.21 je to také rovno stopé matice tr(A). O

Definice 2.23. Vektorovy soucin dvou vektori v = (x1,y1,21) a w = (x2, Yo, 22) je

i=(|2 )

Y2 22

1 =
T2 Z2

1 W
T2 Y2

) )

Analyza ortogonalni transformace v R?
Veéty 2.19 a 2.22 navrhuji postup:

e Nejprve spocitame det A. Jestlize det(A) = 1, mame jistotu, Ze 1 je jednim z vlast-

nich ¢isel A a ze transformace je rotace. Jestlize det A = —1, jednd se o kompozici
0 1
10
det(JA) =det Jdet A = —1-(—1) = 1. Pak A’ = JA a det A’ = 1. Zbytek diskuze
se zaméri na pripad, kdy det A = 1.

zrcadleni a rotace. Vyndsobime-li matici A matici zrcadleni J = , pak

e Zjistime osu rotace tak, ze najdeme vlastni vektor v; pridruzeny k vlastnimu ¢islu 1.
e Spocitame thel rotace pomoci rovnice 2.1.

e Méme dvé mozna feSeni, protoZe cos § = cos(—#). Abychom mohli rozhodnout, které
feSeni je spravné, musime provést test. Zvolime si vektor w, ktery je kolmy k vektoru
vy a spoCitdme T'(w). Poté spocitdme vektorovy soucin w a T'(w). Vysledkem bude
nasobek Cvy, kde |C| = |sin f|. Pro thel 6 plati C' = sin#.

Poznamka. Pro thel rotace plati pravidlo pravé ruky. Palec ukazuje smér vektoru vy,
kladné thly jsou ve sméru zahnuti zbylych prstii. Proto thel 6 zavisi na sméru osy rotace.
Rotace je tedy urcena vektorem v; a thlem 6 a je stejna jako rotace kolem osy —wv; o
uhel —6.

2.3. Matice prechodu

Uvazujme linearni transformaci 7" : R* — R3. Necht B je bazi v R3. Vyjadieme vektor
v pomoci jeho souradnic v bazi B

Wis=1 v
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2. MATEMATICKE ZAKLADY

x
tj. jestlize B = {vy,v9,v3}, pak [v]g = | v | znamend v = zv; + yvy + zv3. Necht A je
z
matice popisujici transformaci 7' v bazi B, zna¢ime A = [T]|p. Soufadnice T'(v) v bazi B
jsou urceny
[T'(v)]s = Alv]s = [T]5[v]B-

Stejné jako v pfipadé standardni béze viz véta (2.1) byly sloupce matice A dany soutad-
nicemi transformovanych vektori ve standardni bazi, tak v tomto pfipadé jsou sloupce
matice A dany souradnicemi transformovanych vektort baze B zapsanych v bazi B. Staci
si uvédomit, ze [v1]s = (1,0,0)7 atd.

Definice 2.24. Jestlize mdme dvé baze By a By vektorového prostoru R™, pak matice P
takovd Ze:

[v], = P[v]s,,

se nazyvd matice prechodu z By do Bs.
Vlastnosti matice prechodu

1. Sloupce matice P jsou soutadnice vektori baze By v bazi By. V pripadé, ze jsou obé
béaze ortonormaélni, tak P je ortogonalni.

2. Jestlize @ je matice piechodu z By do By, pak Q = P~!. Sloupce @ jsou soufadnice
vektortt By v bazi B;. Pokud jsou obé béaze ortonormalni, tak Q = PT a sloupce
matice @) jsou fadky v matici P.

Véta 2.25. Necht T je linedrni transformace a necht By a By jsou dvé bdze v R™. Necht
P je matice prechodu z By do By. Pak

(T]s, = P[T)s, P

Diikaz. Necht v € R". Pro
[T'(v)]g, = [T, [v]g, -
[T(U>]BZ = P[T(U>]B1 = P([T]B1 [U]Bl> =
= P[Ts, (P~ [v]s,) = (P[T)5, P~ )[v]5,

Vysledek plyne ptfimo z téchto rovnic a jednoznacnosti matice [T'(v)]g,, tj. zobrazeni T' v
bézi B, i = 1,2. 0

Pouzivani riznych bazi ndm dovoli vyfesit slozité problémy. Ukazali jsme si, jak ndm
diagonalizace mtize pomoci porozumét struktufe linearni transformace. Mtzeme postupo-
vat i obracené, konstruovat transformacni matici podle pohybu, jakého chceme dosdhnout.
Ukazeme to na prikladu, ktery byl pro svou nézornost prevzat z [11].

Priklad 2.26. Uvazujme krychli, jejiz vrcholy jsou umistény v soufadnicich (£1, £1,+1)
viz obrazek 2.1. Hleddme dvé matice rotaci o tthel j:%” kolem osy prochéazejici vrcholy
(—1,—1,—1) a (1,1,1). Sledujme, Ze obé rotace zobrazi krychli samu na sebe.
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-1,-1,1) -1,1,1)
(1,-1.1) (1,1,1)

y
A
X

- (-1,-1,-1) (-1,1,-1)
(1,-1,-1) (1,1,-1)

Obrazek 2.1: Krychle

Zac¢neme vybérem baze B, ktera je vhodna pro problém. Smér prvniho vektoru baze
je dan osou rotace wy; = (1,1,1). Zbylé dva vektory musi byt kolmé k w;, proto musi
splitovat rovnici z + y + 2z = 0. ReSenim je napifklad w, = (—1,0,1). T¥eti vektor musi
byt kolmy k obéma predchozim, proto mame soustavu

r+y+z = 0
z—z = 0
jejimz FeSenim je napfiklad ws = (1,—2,1). A protoZe chceme pracovat s ortonormalni
bazi, podélime kazdy vektor jeho délkou v; = ”Z’)—” Vysledna baze je

A (T = N EREANTIEES))

V této bazi jsou obé transformace rotace kolem osy v;. Jelikoz cos(—%”) = cos %” = —% a
sin(—%) = —sin 2 = —@, jsou rotace T (v bazi B) dany
1 0 0 1 0 0
[Ti]z=1{ 0 cos% £sin2 | =(0 -1 =£%
0 £sinZ cosZ 0 j:@ —4

Nyni prevedeme matici 7y do standardni baze C. Pouzijeme Tvrzeni 2.25 a vidime, ze
zaddana matice je dana vztahem

[Ti]c =P [T:E]B P,

kde P je matice pfechodu z béaze C do B. Tedy P! je matice pfechodu z baze B do C, jejiz
sloupce obsahuji vektory baze B napsané v bazi C, tj. vektory v;. A protoze P~ = PT,
dostavame

1 1 1 1 1 1
V3 V2 VB V3 V3 V3
P—l _ 1 0 _ 2 7 P = 1 0 1
o 0 P
V3 V2 NG NG V6 V6
Z toho plyne, ze
0 01 010
Tyle=1100 ], T ].=1 001
010 1 00
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Transformace T, predstavuje rotaci kolem osy v; o thel %” Dochézi ke zméné vrcholi
(1,1,—1) + (=1,1,1) — (1,—1,1) nebo té# ekvivalentns (—1,—1,1) > (1, -1, —1)
(—1,1,—1), zatimco zbylé dva vrcholy zistavaji nezménény.

Poznamka. [T], je ortogonalni a T = T';', protoze [T"], = [T\];" = [T} )¢
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3. Metoda pohyblivého repéru

Ukazme si na prikladu, jak vyuzit riizné baze a jejich vzajemné transformace pii reseni
pohybti robotického ramena. Této metodé se také fikéa metoda pohyblivého repéru.

Definice 3.1. VztaZnd soustava v prostoru se sklddd z bodu P € R® nazgvany pocdtek a
baze B = {vy,v2,v3} v R3. Ctverice R = {P,v1,v9,v3} se také strucné nazjvd repérem v
R3.

Véta 3.2. Oznacme prechod z bdze Biyy do B; matici M. Pak plati
itk i1 g ridt2 itk
M= Mt Mz‘il ---Miik—l-

Priklad 3.3. Mé&jme robotické rameno stejné jako na obrazku 1.1 a zvolme si jednotlivé
vztazné soustavy (repéry).

Zs5

Xos X1 :

X2, X3

Obrazek 3.1: Robotické rameno s repéry

Nyni vztazny systém prekresleme pro rameno v napfimené pozici. Jako referencni
souradny systém zvolime systém s pocatkem Fy a bazi By. Osy jednotlivych bazi B; jsou

orientovany stejné jako vektory baze By. Bazové vektory jsou voleny jednotkové.
25, Z3 Z4 Zs5

“ZO =z

|1 |3 IA

-
L.

A -
Po=Pi yo =y, ngpBuyz, va ﬁm Y P, Vs
X4

X2, X3 X5

Xo = X4

Obrézek 3.2: Napiimené robotické rameno s repéry

Ve skutecnosti se jednotlivé repéry budou pohybovat spolu s ramenem. Pohyb v jed-
nom bodé P; ovlivni vSechny nasledujici repéry R;.1, ..., R5, zatimco repéry Ry,..., R;
jsou nezavislé. Pokusme se nyni popsat posloupnost pohybii robota.

Prvni pohyb se sklada z rotace 17 o thel 8, kolem osy z ve vztazné soustavé Ry. Toto
je linedrni transformace v bazi By popsana matici

1 0 0
MO1 =1 0 cosf; —sinb,
0 sinf; cosb,
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Néasledujici vztazny systém R; je timto pohybem ovlivnén a ziskame ho aplikovanim
transformace 77 na Ry. Jako dalsi prvek se v rameni nachéazi sféricky kloub se dvéma
stupni volnosti. Rozlozime ho na dva pohyby. Druhym pohybem je rotace T o tihel 6,
kolem osy 1, popsana matici

cosfy 0 —sinf,
M? = 0 1 0
sinfls 0 cosby

Jako tieti pohyb budeme uvazovat rotaci 75 o tihel #3 kolem osy x3 s matici

1 0 0
Mg’ = | 0 cosfs —sinf;
0 sinfl; cosfs

Ctvrtym pohybem je rotace Ty o tihel 8, kolem osy z, dany matici

1 0 0
M:ﬁf =1 0 cosf; —sinby
0 sinfy cosfy

Za paty pohyb se uvazuje rotace chapadla popsana matici

costls 0 —sinfs
M} = 0 1 0
sinfs 0 cos0;

Chceme vyjadrit pozici bodu s ohledem na rtzné vztazné soustavy. Konkrétné pozici bodu
@, kterou zname v bazi Bs a chceme ji vyjadrit v bazi By = B;. Proto budeme pocitat,
jak se souradnice méni, budeme-li se postupné pohybovat od jedné vztazné soustavy ke
druhé.

Necht @ je bod v prostoru. Hledani jeho pozice ve vztazné soustavé R; znamend hledéni

vektoru % v bazi B;, jinymi slovy [P;Q)]g,. Jeho pozice ve vztazné soustavé R, ; je dana

[Pi—l ]Bi—l = [Pi—lj i]Bi—l + [Pi—l ]Bi—l = [Pi—lj i]Bi—l + Mii—l[Pi—l ]Bi‘

P
Q
Piq
Pouzijeme tento pristup postupné pro vSechny body P;, « = 1,...,5 a dostaneme
polohu bodu () zavislou na uhlech 6y,...,05. Predpokladejme, Ze zname polohu ) ve
vztazné soustavé Ry oznacenou [PsQ)]g,:
\ \ O
(PQls, = [PiPi]s, + [PsQls, = | L | + MI[PQls,
0
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kde l4 je délka chapadla robota,

0 0
—
Ps0ls, = [PsPils, +[PaQls, = | 1s | + 02 [ | 1s |+ MIPQls, | =
0 0
0 0
— s | +M| L +M§’[@]BS
0 0

kde I3 je délka druhé c¢asti robota. V nasledujici transformaci coz je vlastné druha slozka
sférického pohybu, uvazujeme délku (l3) jako nulovou a piSeme

0 0

P0ls, = [POls, = M3 | | & | +Mi | | +MI[PGQls, | =
0 0
0 0
= M3 b | M| L | MR,
0 0
dalsim pohybem je
0 0 0
(PiQls, = [PBs, + [BoQls = | b |+ 03| 15 | + 02| 1y | + MIPsO)s,

0 0 0

a nakonec, protoze Py = P;, dostavame polohu v soufadné soustavé

0 0 0

PoQlsy = ML 0 |+ M2 |ty |+ M2 | 1 | + ME[P50s,.
0 0 0

Protoze délky [, a Iy jsou nulové, lze kracené lze zapsat jako

4 0
PoQls, =S Mi | 1 | + M3PsQlis,
=0 0
Inverzné plati
4 0
P5Qls, = MOPoGls, — oMo,
i=0 0

kde M} je matice pfechodu od B; k Bs a plati M = (M?)™! = (M})T.

Soucésti prikladu je také jeho realizace v programu MATLAB. Cely skript Poloha.m
lze nalézt na prilozeném CD, kde lze nastavit konkrétni hodnoty pro rameno se stejnou
geometrickou konfiguraci jako v piikladu. Vstupem jsou délky jednotlivych kinematickych
¢lent a thly natoceni. Vychozi poloha, tj. s nulovymi uhly, je v napfimené pozici (obrazek
3.2). Nejprve se predpocitaji transformacni matice.
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MO1=[1 0 O
0 cos(thetal)
0 sin(thetal)
M12=[cos(theta?2)
010
sin(theta2) 0
M23=[1 0 0O
0 cos(thetal)
0 sin(theta3)
M34=[1 0 O
0 cos(theta4d)
0 sin(theta4d)
M45=[cos(thetab)
010
sin(thetab) 0
M02=MO1*M12;
M03=MO1*M12xM23;

-sin(thetal)
cos(thetal)];
0 -sin(theta2)

cos(theta2)];

-sin(theta3)
cos(thetald)];

-sin(theta4)
cos(thetad)];
0 -sin(thetab)

cos(thetab)];

MO4=M01*M12xM23*M34 ;
MO5=M01*M12*M23*M34*M45 ;

3. METODA POHYBLIVEHO REPERU

Déle je mozno zadat polohu uvazovaného bodu ) vyjadfenou v béazi Bs, tj. [Q]Bs. Ve
vychozim stavu ma nulové soutadnice, tudiz je to poloha koncového bodu chapadla vyja-
dfena v Bs. Na zakladé téchto idaju se spocitaji poloha bodu @ a jednotlivych kloubi
vyjadienych v referen¢ni vztazné soustavé Ry podle nasledujiciho algoritmu a vysledky
vypisi v Command Window.

PO
P1

[0; 0; O]
[0; 0; O]

P2 = MO1*[0;L1;0]

P3 = MO1*[0;L1;0] + M02x%[0;L2;0]

MO1%[0;L1;0] + M0O2x[0;L2;0] + MO3%[0;L3;0]

MO1%[0;L1;0] + MO2x[0;L2;0] + MO3*[0;L3;0] + M04x[0;L4;0]

P4
P5

Q = MO1x[0;L1;0] + MO2%[0;L2;0] + MO3%[0;L3;0] + MO4x[0;L4;0] + MO5*Q_B5
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4. Lieova teorie

7Z hlediska geometrie ma mimoradny vyznam specialni t¥ida grup, které se fika Lieovy
grupy. Jde o objekty, ve kterych se sluc¢uji dva rizné aspekty - algebraicky (jsou to grupy)
a geometricky, resp. diferencialné-topologicky (jsou to hladké variety). Tyto dvé slozky
se navzajem omezuji, ale na druhé strané i nesmirné obohacuji - bohatstvi geometrie na
Lieovych grupach ma sviij ptivod pravé v existenci algebraické struktury grupy.

Obé struktury musi byt navzajem kompatibilni. Jedna ze struktur je hladka struktura
na varieté. Ta pozaduje, aby vSechna zobrazeni, se kterymi prichazi do styku, byla hladka.
Grupa zase vyzaduje tii zakladni zobrazeni. Pozadavek hladkosti se tedy z definice tyka
pravé téchto tfech. Nasledujici kapitola cerpa z [7], [8], [14], [1] a [13].

4.1. Exponencialni funkce

Rozsifime teorii pohybu robotického ramena pomoci exponencidlnich funkci. Jelikoz
pracujeme s maticemi, tak budeme muset zavést exponencialni funkci pro maticovy argu-
ment.

Pokud rozvineme Taylorovu fadu funkce f(x) = e” kolem pocatku, dostavame

=3 % (4.1)

pro vSechna realna x. Zobecnime-li vztah 4.1 i pro matice, miizeme pro kazdou ¢tvercovou
matici A stupné n definovat matici

1
exp(A) = et = —‘A”. (4.2)
n!
n=0
Rada konverguje absolutné pro jakoukoliv étvercovou matici A. To je diisledek skuteé-
nosti, ze v prostoru ¢tvercovych matic stupné n lze definovat normu matice A, vzhledem
ke které fada absolutné konverguje, viz [7].
Vzorec 4.2 nam dava névod, jak numericky maticovou exponencialni funkci spocitat.
2 A3
eXp(A):[—l—A—l—a-l-g-l-"'
Na jeho zakladé lze napsat MATLABovskou funkci Ezp(A, k), kde A je ¢tvercova matice
a k pocet Clenii Tady, které chceme secist.

function B = Exp(A,k)
[radky,sloupcel=size(A);
switch radky
case sloupce
B = zeros(radky);
for i=0:k-1
B =B + A~i./faktorial(i);
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4. LIEOVA TEORIE

end
otherwise
disp(’Zadand matice musi byt &tvercova’);
end
end

function f = faktorial(n)
f =1,
for i =2 : n

MATLARB sice obsahuje funkci expm(A), ktera pocita exponencidlni maticovou funkei,
ta vsak neumoznuje secist jen urcity pocet ¢leni a navic funguje na jiném principu. Déle
je potieba vzit na védomi, Ze existuje i MATLABovské funkce exp(A), kterd pocita ex-
ponencialni funkci po prvcich matice a dostaneme tedy zcela odlisny vysledek. Soubor
Exp.m lze nalést na pfilozeném CD.

Tvrzeni 4.1. Pro matici exp(A) plati:
1. Je-li AB = BA, pak je exp(A+ B) = exp(A) - exp(B) = exp(B) - exp(A).
2. exp(—A) = exp 1(A).
3. Pro kaZdou reguldrni matici g stupné n plati exp(gAg—') = gexp(A)g~ .

Diikaz. Tvzeni (1) plyne z toho, Ze absolutné konvergentni fady mutzeme libovolné pte-
rovnavat aniz bychom zmeénili jejich soucet, mame

o0 1 ; nZ ; nZ
exp(A+ B) = nZ_OEAJFB ;;”'<Z)AB —HZO;Z‘”_% AiBni =
Y Y hame Yy tapio Zl; = exp(4) - exp(B).

n=0 i+j= 07’] =0 -0 =

7 prvniho tvrzeni dale plyne
exp(A — A) = exp(A) - exp(—A) = exp(0) = I,

pak dostavame
exp(—A) = exp™ ' (A),

tj. tvrzeni (2). Dale uvazujme

m 1 m 1 - m 1 .
Y SgAg =Y =949 - (gAg ). (gAg ) = 9()_ =AM)g "
n: n: n:
n=0 n=0 n=0
Ptechod k limité dava tvrzeni (3). O
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4.2. LIEOVY ALGEBRY
Uvazujme dale maticovou funkci exp(tA) pro danou redlnou proménnou ¢. Tato funkce
je definovana pro kazdé realné ¢ mocninnou radou

=1
exp(tA) = EA”t”, (4.3)
n=0

ktera je konvergentni pro kazdé t. Takovou fadu mizeme derivovat ¢len po ¢lenu podle ¢
a dostavame

a _ - 1 n,yn—1 __ - 1 n—1;n—1 _ - 1 nyn _
aexp(tz‘l) = Z HA nt" " =A (; (= 1>!A t ) =A (Z aA t ) = A-exp(tA).

Mame tedy vztah

%exp(tﬁl) = A - exp(tA) (4.4)

Matici A na prvé strané se rikd matice rychlosti.

4.2. Lieovy algebry

Definice 4.2. Lieova algebra Ay, se skladd z vektorového prostoru V' (konecné dimenze)
nad polem F a bilinedrniho zobrazeni [, ]:V xV — V s vlastnostmi

1 [X,X]=0, VXeV
2 [X, [V, Z)|+[Y,[Z, X]| +[Z.[X,Y]] =0, VXY, ZeV

Operaci se také fika Lieova zavorka. Z vlastnosti (1) okamzité plyne, Ze Lieova zavorka
je antisymetricka

1 [X,Y]=-[v,X], VX,YeV,

protoze
X+Y,X+Y] =0
(X, X+ [X,)Y]+ [V, X]+[Y,Y] = 0
(X, Y]+[Y,X] = 0
[X,)Y] = —[Y,X].

Vlastnost (2) se nazyva Jacobiho identita a nahrazuje standardni asociativni zakon.
Lieovy algebry obvykle zna¢ime malymi gotickymi pismeny a,b,....g,...

Poznamka. Definici Lieovy algebry by pro nase ucely stacilo zavést i konkrétné pro
vektorovy prostor R" ale byla by skoda takto ji zazit. Naopak ji lze jesté zobecnit pro
vektorovy prostor nekonecné dimenze tim, ze ,vektorovy prostor nad polem“ nahradime
smodulem nad okruhem®“. Definice pole a vektorového prostoru lze nalézt napiiklad v [6].

34



4. LIEOVA TEORIE

Piiklady Lieovych algeber.

Necht A je linedrni algebra nad F (vektorovy prostor s asociativnim nasobenim X -Y').
Udélame z A Lieovu algebru Ay, tim, ze definujeme [X,Y] = X -Y —Y - X. Jacobiho
identita se v tomto pfipadé lehce ovéii (X, [Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z, [ X, Y]] = [ X, (Y Z —
IV +Y,(ZX = XZ) + 2. (XY ~YX)| = XYZ - XZY ~YZX + ZYX +YZX —
YXZ-ZXY+XZY +ZXY —Z2YX - XYZ+YXZ =0.

Pokud za A vezmeme linearni algebru vSech operatort na vektorovém prostoru V.
Algebra korespondujici s Ay, se pak nazyva obecnd Lieova algebra vektorového prostoru
V', znac¢ime ji gl(V'). Pokud zvolime R" za prostor V', dostavame obecnou linedrni Lieovu
algebru gl(n,R) vSech n x n redlnych matic s operaci [X,Y] = XY — Y X. Podobné
gl(n,C).

Nyni se dostavame k prikladim, které, jak pozdéji uvidime, maji vyuziti v robotice
pfi popisu pohybu robotického ramene.

Kdyz V vezmeme konkrétné jako R"™, muzeme hovorit o Specidlni linedrni Lieovée
algebre sl(n,R), ktera se sklada ze vSech n x n redlnych matic se stopou 0 a s operaci
[X,Y] =X Y —-Y X. Podobné mizeme zavést i pro C. Je to vlastné Lieova podalgebra
algebry gl(n, R).

Dalsi priklad Lieovy algebry ziskdme, pokud si vezmeme vektorovy prostor V' a nede-
generativni symetrickou bilinearni formu b na V. Ortogondini Lieova algebra o(V,b) nebo
jen o(V'), pokud je jasné, které b se mysli, se skladd ze vSech operatori 7" na V', pod
kterymi je forma b infinitezimalné invariantni, tj. b(7v, w) + b(v, Tw) = 0 pro vSechny
v,w € V nebo ekvivalentné b(Tv,v) = 0 pro vSechny v € V| linedrni a zavorkové operace
jsou stejné jako v gl(V'). Musi se ovSem zkontrolovat, zda ST nechévé b infinitezimalné
invariantni, jestlize S i T" nechava.

V piipadé V = F" obvykle bereme pro b(X,Y) formu >  z;y; = X7 Y kde X =
(1,22, .., Tn), Y = (y1,Y2, ..., Yn). Pro odpovidajici linearni algebru piseme o(n, F). Infi-
nitesimalné invariantni vlastnost ted vypada X7 (MT + M)Y = 0 a tak se o(n, F) sklad4 z
matic M nad F, které spliiuji M? + M = 0. Témto maticim fikdme antisymetrické. Pokud
F = R mizeme psat jen o(n). Dalsi Lieovy algebry a jejich priklady lze nalézt v [13].

Podivame se nyni na Lieovu algebru ortogonédlnich matic o(3) vice z blizka. Necht
R, ,R,,R. jsou matice

00
00 -1,
01 0 -1

Pozdéji uvidime, Ze to jsou tii ,infinitezimalni rotace“ kolem os z,y a z. Zifejmé vidime,
ze jsou bazi Lieovy algebry o0(3), protoze jsou 3 x 3 reélné antisymetrické matice. Jsou
vSak i bazi nad C pro algebru o(3,C). Plati

[Ry7 Rz] = R:m [R27 Rz] = Ry7 [RI? Ry] = RZ

4.3. Lieovy grupy

Nejprve zavedeme pojem grupa podle sktipt [6]. Misto zépisu zobrazeni jako w(a, b)
budeme pouzivat kratsi zapis awb, kde pfislusnou operaci budeme znacit *, -, +, . .. atd.

Definice 4.3. Grupa je mnoZina G s operaci *, kterd splnuje nasledugici axiomy:
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4.3. LIEOVY GRUPY

e Proa,b,c e G plati
ax(bxc)=(axb)xc.

o FEuxistuje prvek e € G tak, Ze pro kazdy prvek g € G plati
gre=exg=g.
e Pro kaZdy prvek g € G existuje prvek g € G tak, Ze plati
gxg =g xg=ce.
Pokud navic plati komutationi zdkon, tj. pro a,b € G plati
axb=bxa

nazyvd se grupa komutationi nebo takée abelovskad.

Prvni axiom je asociativni zdkon, druhy ukazuje existenci neutralniho prvku a tieti
existenci inverzniho prvku. Grupu znacime (G, x) nebo jen G, pokud je operace na G
ziejma nebo se oznacuje multiplikativné. Pro nase tcely budeme G nejcastéji volit jako
mnozinu realnych matic, operaci bude nasobeni matic a neutralnim prvkem jednotkova
matice.

Definice 4.4. Budte G1,Go dvé grupy s operaci oznacenou x a o. Homomorfismus f
grup G1 Gy je zobrazeni f : G — Gy takové, Ze plati f(gxh) = f(g) o f(h) pro vSechna
g, h € Gl.

Z tvrzeni 4.1 plyne
exp((t + s)A) = exp(tA) - exp(sA) = exp(sA) - exp(tA).

Oznacime-li g(t) = exp(tA) pro danou matici A, mame g(t+s) = g(t)g(s) pro vSechna
t,s € R. To znamen4, Ze vSechny matice g(t) tvori komutativni grupu.

Tato grupa se nazyva jednoparametricka podgrupa generovana matici A. Zobrazeni de-
finované vztahem ¢t — exp(tA) je homomorfismus grupy realnych ¢isel (operace je s¢itani)
do grupy vsSech reguldrnich matic stupné n (operace je nésobeni).

Definice 4.5. Lieova grupa je mnoZina n x n matic (pro pevné n), kterd je uzaviend
vzhledem k soucinu, inverzi a nesinguldrnim limitam. Treti podminka uzavieni znamend,
Ze jestlize Ay, Ao, Az, ... je konvergentni posloupnost matic v G a A = limj_,oo A, md
inverzi, pak A je v G.

Vsechny nami zavedené grupy spliuji definici maticové Lieovy grupy, ale pro dikaz
tohoto tvrzeni je nutné hlubsi studium Lieovy teorie (viz [14]).

Poznamka. Klasicky se Lieova grupa definuje jako hladka varieta vybavena strukturou
grupy takova, ze pfislusné grupové operace jsou hladké, tj.

e Existuje neutralni prvek

eec
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4. LIEOVA TEORIE
e Existuji dvé hladké operace x : G x G — G; ' : G — G, takové, Ze

ax(bxc) = (axb)x*c,
axe = exa=a,

!
axad = dxa=e,

pro kazdé a,b,c € G.

S priklady Lieovych algeber popsanych vyse koresponduji

Piiklady Lieovych grup

Obecnda linedrni (Lieova) grupa G L(n,F) se sklada ze vSech n x n matic nad F majici
inverzi.

Specidlni linedrni (Lieova) grupa SL(n,F) se sklada ze prvkia GL(n,F) s determinan-
tem 1.

Ortogondlni (redlnd Lieova) grupa O(n,R) nebo jen O(n)se skldda z redlnych n x n
matic M s vlastnosti MT - M = I. Analogicky lze definovat i komplexni ortogondini
(Lieovu) grupu O(n,C).

Specidlni ortogondlni (Lieova) grupa SO(n,R) = SO(n) je O(n) N SL(n,R). Analo-
gicky i pro C.

Poznamka. Pfimé shodnosti tvofi grupu, kterd je izomorfni grupé SO(3) vSech orto-
gonalnich matic s determinantem rovnym jedné. Nepfimé shodnosti ale grupu netvori,
protoze slozeni dvou neptimych shodnosti je pfiméa shodnost.

Priklad 4.6. Protoze plati vyraz 4.4, mizeme funkce exp(tA)chapat jako FeSeni maticové
diferencialni rovnice X’ = XA nebo X’ = AX pro hledanou maticovou funkci X, ktera
vyhovuje pocateéni podmince X (0) = E. Exponencidlni funkci lze tedy urcit feSenim
prislusné soustavy diferencialnich rovnic. Uvazujme antisymetrickou matici

0 —1
()

xo= (g 1)

exp(tA) = ( an(t) an(t) ) ,

pocatecni podminka nam iika, ze

a oznacme

a21 (t) 922 (t)

Pak dostavame
(o) o) ) = (0 ) oty o ) = () ) )
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4.3. LIEOVY GRUPY

Nyni fesime soustavu rovnic

ay(t) = —axn(t),
ajp(t) = —an(l),
ay (t) = ault),
an(t) = aa(t).

Zderivovanim a dosazenim dostaneme
allll(t) +a;; = O,
(1/1/2 (t) + 19
To znamena, Ze ay;(t) = C cos(t) + Cysin(t) a pro pocateéni podminku aq1(0) = 1 méme

Ay1 = cos(t) stejné tak aio(t) = C; cos(t) + Cysin(t) a poc¢ateéni podminka a11(0) = 0 dé
feSeni Ay = sin(t). Podobné dostaneme i ag; = sin(t) a agn(0) = cos(t).

Regeni tedy je
0 —t cos(t) —sin(t)
A) = = . .
exp(tA) = exp ( t 0 ) ( sin(t)  cos(t)

Vidime, zZe se jedna o nam jiz dobfe zndmou matici popisujici rotaci v roviné a tedy i
matici A, respektive jeji maticovou funkci exp(tA) lze pouzit pro popis rotace.

Jelikoz nasim cilem je popis robota v prostoru, pokusime se dale vysledek pfenést z
roviny do prostoru.

|
e

Piiklad 4.7. Mé&jme opét diferencidlni rovnice X’ = X A s pocatec¢ni podminkou X (0) = E
a matici

0 -1 0
A= 1 0 0
0 0 O
Dostavame soustavu
aj (t) aly(t) ays(t) 0 -1 0 ap; ayp a3 —ag; —agy 0
ahy (1) aby(t) ays(t) | = 1 0 0 as1 gy Qo3 | = a1 a;p O
ag(t) ag(t) ag(t) 0 0 0 asy asy ass 0 0 0
Musime opét vytesit soustavy diferencidlnich rovnic. Vsimnéme si vSak, Ze rovnice
an(t) = —ax(t)
ap(t) = —axn(t)

an(t) = an(t)
an(t) = an(l).
jsme jiz tesili v pfikladu 4.6, jejich feseni tedy zname. Dale méme rovnici
azs(t) =0
kterd ndm Fikad as3(t) = C a z pocateéni podminky X (0) = E mame as3(t) = 1. Zbylé

rovnice nam daji po pouziti pocatecni podminky, Ze jejich feSeni jsou nulova. Zapiseme
opét do matice

0 —t 0 cos(t) —sin(t) 0
exp(tA)=exp| t 0 0 | =| sin(t) cos(t) 0
0 0 O 0 0 1
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Skutecné jsme obdrzeli opét matici rotace, tentokrat v prostoru. Zbylé dvé rotace
bychom analogicky ziskali pro volbu matice:

00 —1 00 0
00 0,00 —1
10 0 01 0

Jak tusime z predchazejiciho prikladu, tak lze Lieovy grupy lze vnotfovat do sebe,
pojednava o tom napiiklad [4]. Na definovanych Lieovych grupach mutzeme ukéazat dva
dilezité homomorfismy Lieovych grup. Protoze jsme specialni ortogonalni grupu zadefi-
novali jako podmnozinu ortogonalni grupy, mtizeme nasledné definovat prislusné vlozeni

SO(n) — O(n).

P1i maticové reprezentaci Lieovych grup mtizeme specialni ortogonalni grupu fadu n vlozit
do specidlni ortogonalni grupy fadu n + 1,

SO(n) < SO(n + 1).

Méjme M € SO(n) a ukazme si, ze i ( M0

0 1 ) € SO(n+1).

Diikaz. Staci ovéiit, ze MTM = I, kde I je jednotkova matice, tj.
M oN /(Mo [(MToN/MoO\ (MM O\ (IO0)\_ ;
0 1 0o 1) 0 1 0o 1) 0 1) \o 1)

a ze hodnota determinantu je rovna jedné. Z Laplaceova rozvoje podle posledniho fadku
dostavame

( 0 ) — det(M) - (—1) U — g gy g,
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5. Afinni rozsireni

Pii popisu robotického ramena miizeme kromé rota¢niho pohybu vyjadrit i pohyb
translacni. Pokusime se takovou transformacni matici nalézt. Dale nas bude zajimat zda
lze sestavit i takovou transformacni matici, kterd v sobé zahrnuje rotacni i translacni
pohyb télesa v prostoru. Na ziskané vysledky se podivame i z hlediska Lieovy teorie.
Kapitola vychazi z [15], [5], [10], a [12].

5.1. Translace

Predstavme si situaci v roviné

A
Y Pa(X2,Y2)

Xy

0

kdy chceme posunout po ptimé trajektorii bod z P = (z,y) do P> = (z + Az, y + Ay).
Bod zméni soufadnice o (Azx, Ay). Soufadnice bodu rozsifime jesté o jednu prostorovou
souradnici, jeji vyznam vysvétlime pozdéji. Musime najit takovou transformaci, ktera
splniuje

T z+ Az
y | =T y+Ay
1 1

Aby platilo pfedchazejici, tak transformacni matice musi byt tvaru

Az
Ay

1
Ty =10
0 1

S = O

Dostali jsme matici translace v roviné. Analogicky ziskame translaci i pro t¥irozmérny
prostor.

5.2. Homogenni transformace

Definice 5.1. Usporddanou ctverici ¢isel (x,y, z,w), w # 0 nazveme pravothlé homogenni
soutadnice bodu P|xy,yg, 2] v prostoru, plati-li:

T y z
Tk = —, Y = —, k= —,
w

kde cisla xy, y, 21 jsou kartézské souradnice bodu P. Body, pro které je w = 0, odpouvi-
daji vektorum v roviné. Tyto body nelze urcit kartézskymi souradnicemi a nazyvame je
nevlastni body.
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5. AFINNI ROZSIRENI

Z definice je patrné, jak lze prevadét homogenni souradnice na kartézské a naopak. Aby
pfevod byl trividlni, volime ¢asto za homogenni soufadnice bodu ¢tvefici ¢isel (&, £, 2 1).

Obecny pohyb télesa si mizeme predstavit jako kombinaci rota¢niho (sférického) a
transla¢niho pohybu. Takovy pohyb lze popsat rovnici

po = to + Répl (5.1)
kde pq je vektor polohy bodu F,, p; polohovy vektor bodu P, ¢, je vektor posunuti a
R} je matice rotace.
Vice informaci o vzajemné poloze a orientaci jednotlivych repérii 1ze ukryt do matice
homogenni transformace. V robotice jsou homogenni transformace nejcastéji pouzivany
pro popis robotickych ramen a pfi zpracovani obrazu. Rovnici 5.1 zapiSeme ve tvaru

()5 5)(0)
(1)

se nazyva matice homogenni transformace a sloupcové matice se nazyvaji homogenni
souradnice vektoru p. Jak vidime, matice homogenni transformace v sobé obsahuje nam
jiz znamou matici rotace a vektor posunuti, coz jsou informace potfebné k popisu polohy
a orientace.

kde matice

Homogenni matice miize v nasem piipadé popisovat tii pohyby:
e rotacni pohyb pro R # I a t = (0,0,0)T
e translacni pohyb pro R =1 a t # (0,0,0)7
e sroubovy pohyb pro R # I at # (0,0,0)7.

V t¥irozmérném prostoru dostavame Sroubovy pohyb, tj. posunuti o Ap a rotaci kolem os
o thel # pomoci matic

cos) —sinf 0 Az cos#) 0 —sinf Az 1 0 0 Ax

sinf cosf 0 Ay 0 1 0 Ay 0 cosf —sinf Ay
0 0 1 Az |7 sinf 0 cosf Az |’| 0 sinf cosf Az
0 0 0 1 0 0 0 1 0 O 0 1

Véta 5.2. Pohyby zachovdvagjici délky a uhly v R™ jsou sloZenim translaci a ortogondlnich
transformact.

Diikaz. Uvazujme pohyb F' : R" — R™ ktery zachovava délky a tuhly. Necht F'(0) = Q a
necht 7" je translace T'(v) = v—@Q. Potom T'(Q) = 0 a proto ToF(0) = 0. Necht G = ToF'.
Toto je transformace, ktera zachovava délky a thly a ma pevny bod v pocatku. Jestlize G
zachovava délky a thly, pak musi byt linedrni a ortogonalni transformaci. Mame také ze
F =T 1oG. Nebot T7! je také translace, pak bylo ukdzano, ze F je slozenim ortogonalni

transformace a translace.
O
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5.3. EUKLEIDOVSKA LIEOVA GRUPA A ALGEBRA

Poznamka. V nasem piipadé bude posledni fadek vzdy obsahovat jen jednicky a nuly,
ale v pocitacové grafice nebo pfi zpracovani obrazu z kamer slouzi k uchovéani informace
o perspektivé a méritku.

I— Rotace Translace
~ \ Perspektiva  Méritko

5.3. Eukleidovska Lieova grupa a algebra

S grupami lze délat rizné operace, napiiklad je vnofovat do sebe, jak jsme jiz vi-
déli. Muzeme je ale i podle danych pravidel spojovat, abychom obdrzeli grupu novou.
Nejjednodussi je primy soucin grup.

Definice 5.3. Meéjme grupy (G, e) a (H,o). Primy soucin, zapisovany jako (G x H,x*)
jsou dvojice prvki (g, h), urcengych operact

(91, 1) * (g2, ha) = (g1 ® g2, h1 © hy),
kde g e G a h € H.

Piimy soucin se nékdy oznacuje jako diskrétni nebo také kartézsky soucin. Pocet prvki
nové grupy je tedy roven soucinu pocti prvka grup G a H, v ptipadé spojitych grup je
jeji dimenze rovna souctu dimenzi grup G a H.

Priklad 5.4. Mame dvé homogenni transformace H; a Hy. Provedme nyni jejich sloZeni,
tj. vynasobme matice

. Rl 1 R2 to . R1R2 thz + 11
HlH?_(o 1)(0 1)‘( 0 1 )
Piiklad 5.5. Provedme nyni pfimy soucin dvojic (Ry, t1) a (Rs, t2), kde Ry, Ry € (SO(3),-)
aty,ty € (R3 +), dostavame
(Ri,11)(Ra,ty) = (RoRy, 1y + 12),

coz neodpovid4 slozeni dvou homogennich transformaci z ptikladu 5.4. P¥my SO(3) x R?
soucin tedy nevyhovuje nasim potfebam.

Definice 5.6. Reprezentace Grupy na vektorovéem prostoru R™ je hladké zobrazeni a :
G x R™ — R"™ takove, Ze

ale,z) = u, VeeR" ec G
a(glva(g%x)) = (Z(gng,l'>, Vx € Rn7v91792 S G

Definice 5.7. Necht (G, e) je grupa, (H,+) vektorovy prostor a necht a je reprezentace
G na H. Poloptimy soucin, zapisovany jako (G x H,x*) jsou dvojice prvki (g,h), spolu s
operact

(91, h1) * (g2, ha) = (g1 ® g2, b1 + a(g1, h2)) = (g1 ® g2, a(g1, h2) + hq),

kdegl,ggeGahl,hzeH.
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5. AFINNI ROZSIRENI

Priklad 5.8. Zkusme nyni provést soucin, tentokrat poloptimy, dvojic (R1,t1) a (Ra,t2),
kde Ry, Ry € (SO(3),), t1,t2 € (R +) a reprezentace SO(3) na R je nésobeni matici,
dostaneme

(Ry,t1)(Ra, t2) = (R2R1,t1 + Rita),

coZ je stejny vysledek jako v pifkladu 5.4. Polopfimy soucin SO(3) x R3 tedy vyhovuje
nadim potfebdm. Ozna¢me SE(3) = SO(3) x R® a dostavame specidini Eukleidovskou
grupu SE(3). Pokud navic povedeme rozsifeni (injektivni homomorfismus)

SE(3) — GL(4)

(R,t)»%(? i)

dostaneme vysledek zapsany v homogennich souradnicich a tedy naprosto shodny s pri-
kladem 5.4.

dané

Lieovu algebru se(3) tedy tvoii usporadané dvojice prvki Lieovy algebry so(3) a Lieovy
algebry grupy translaci. Protoze

000 ¢t 1000 000 ¢t 100 ¢t
exp(iA) — ox 0000 | _foroo| foooo) o100
PUA=ED L 000" Loo 10 oooo0| " loo1o
0000 0001 0000 0001
Vzhledem k tomu, Ze

0000

. [0000

A=109000

0000

se zbylé ¢leny vynulovaly, dostali jsme translaci ve sméru z-ové osy. Analogicky bychom
dostali i translaci ve sméru osy y a z. Matice

0001 00 0O 0000
00 0O 0001 00 0O
0O000O0O(|’fOO0OO0OO0OC]’L0O0O0T1
00 0O 00 0O 00 0O
tvori Lieovu algebru grupy translaci a spolu s maticemi
0 —1.00 0 010 00 0 O
1 0 00 0 00O 00 -1 0
o 0 o0 )]’ -1t0O0OO0O])]’L0O1T 0 O
0 0 00 0 00O 00 0 O

tvori Lieovu algebru se(3).
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6. Zavér

Zjistili jsme, ze ortogonalni transformace zachovavaji thly a délky, rika se jim také
shodnosti. Pfimé shodnosti maji determinant roven jedné a patii mezi né rotace a translace.

Pro snadnéjsi predstaveni rotace v prostoru muzeme vhodnou volbou béze jeji trans-
formacni matici upravit a zjistit z ni osu a thel rotace. Osou rotace je vektor pridruzeny
k vlastnimu ¢islu 1 a thel mizeme zjistit pomoci vztahu 2.1.

Ulohou dopfedné kinematiky je zjisténi polohy koncového chapadla vyjadiené v re-
ferencni vztazné soustaveé. Tato tloha se da fesSit pomoci metody pohyblivého repéru,
kdy si zavedeme vice souradnych systémi a polohu bodi v nich pfepocitavame pomoci
matic pfechodu a lze ji jednoduse naprogramovat. V nasem ptipadé byl zvolen program
MATLAB, kde se s vyhodou pouzilo jeho zaméfeni na maticovy pocet.

Daéle jsme ukazali, ze matice rotaci lze vyjadiit pomoci exponencidlnich funkci. Pficemz
se da vyuzit faktu, zZe je lze napsat ve formé Taylorovy fady. Na tomto principu lze vytvorit
jednoduchou MATLABovskou funkci pro vypocet exponencialni maticové funkce.

Déle jsme se seznamili s teorii Lieovych grup, kterd je na pomezi diferencidlni geo-
metrie a linearni algebry a spojuje poznatky z obou obori. Zvlasté jsme se zamérili na
specialni ortogonalni grupu SO(3). Zjistili jsme, Ze takovou grupu muzeme ziskat feSenim
diferencialni rovnice, ze ji tvofl matice rotace a ze mize byt vyhodné vnorovat grupy do
sebe.

Nakonec jsme nalezli i transformacni matici translaci, body jsme vyjadfovali v homo-
gennich soutradnicich a spojili ji s matici rotace tak, ze jsme matici rotace rozsirili pomoci
homogenni transformace. Vysledna transformac¢ni matice je schopna popsat zaroven ro-
tacni i translaéni pohyb a pomoci polopfimého soucinu ukdzeme, Ze tvoii grupu SE(3),
respektive GL(4), pokud ji zapiSeme v homogennich soufadnicich.
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7. Seznam pouzitych zkratek a

symbolu
u,V,W,... vektory
AB,C,... matice
l|lv]] délka vektoru v
[v], vT sloupcova matice typu n x 1, sloupcovy vektor
[v]g vektor v vyjaddieny v soufadnicich baze B
15 transformac¢ni matice 7" vzhledem k bazi B
M matice pfechodu z baze B; do béaze By,
(v, w) skalarni soucin vektort v a w
[v, w] vektorovy soucin vektort v a w
AT transponovand matice k matici A
1 jednotkova matice
detA, |A] determinant matice A
diag(dy,...,d,)  diagonélni matice s diagonédlou dy,ds, ..., d,
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8. Seznam priloh

Soucasti prace je prilozené CD, které obsahuje:

e MATLAB m-file: Exp.m
o MATLAB m-file: Poloha.m

e bakalarskou praci ve formatu PDF

8. SEZNAM PRILOH
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