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Seznam pouzitého oznaceni

N={1,2,...} mnozina prirozenych ¢isel

R mnozina realnych ¢isel

a, b, c, ... prvky mnoziny, délky stran mnohotihelniki
A, B, C, Ay, Ay, As, ... body, vrcholy mnohothelniki
Sapc obsah trojuhelniku ABC

a€A prvek a néalezi mnoziné A

(an) posloupnost ¢isel ay, as, as, ...
ai, ag, ag, ... ¢leny posloupnosti

V(n) vyrokova formule proménné n
(x,y, 2) usporadand trojice ¢isel z, y a z
|9 ABC| velikost thlu ABC

sin | ABC| sinus thlu ABC

cos |4 ABC| kosinus thlu ABC

v(C, AB) vzdalenost bodu C' od pfimky AB
|AC| velikost (délka) tsecky AC

|x] dolni celd ¢ast realného ¢isla x

(a; b) uzavieny interval

(a;b) otevieny interval

(a;b), (a;b) polouzaviené intervaly

V[5; —1] bod V o soufadnicich x =5 ay = —1
O konec zadani tlohy

[ ] konec Teseni ulohy



Uvod

Cilem této prace je poukazat na nékteré z netradi¢nich postupi pri fese-
ni jistych typt matematickych tloh. V prikladech matematiky na zakladnich
i na stfednich skolach je mnohdy vyzadovana pouze znalost jistého postupu
feSeni ¢i dosazeni do konkrétnich vzorct, které byly v hodindch matemati-
ky odvozeny, popt. alespon zavedeny vyucujicimi matematiky. Vétsina tloh
navazujicich tematicky na uc¢ivo matematiky vyzaduje od zak predevsim
dobré zvladnuti pfedchoziho uciva. Prostor pro uziti jinych (nestandardnich)
metod Teseni tloh tak byva proto velmi maly.

P1i feseni uloh, které vSak maji pomérné malou souvislost s uc¢ivem pro-
biranym v hodinadch matematiky na skolach, je vyzadovano od Tesiteld pte-
devsim velmi dobré logické mysleni a orientace v souvislostech. Pri feseni
téchto tloh (jedna se predev§im o tlohy z riznych matematickych soutéz,
z nichZ si nejvétsi pozornost v CR zaslouzi Matematicka olympiada (MO),
viz [34], Matematicky klokan, viz [37], Turnaj mést, viz [38], Matematicky
duel ¢i dalsi matematické korespondenc¢ni seminafte, a dale pak jsou to tlohy
Mezinarovni matematické olympiady (IMO), viz [36], Stiedoevropské mate-
matické olympiady (MEMO), viz [35], resp. narodnich ¢ regiondlnich mate-
matickych olympidd) je hlavni devizou pro tspésné vyteseni tlohy schopnost
propojit dobré znalosti elementdrni matematiky z rtznych matematickych
partii s vytfibenym logickym myslenim feSitele a nalézt tak vhodny postup
feSeni smétujici ke spravnym vysledkim.

Tato prace je zaméfena na moznosti vyuziti nékterych netradi¢nich po-
stupil pii feseni matematickych tloh. Hlavnimi metodami uvedenymi v této



Uvob 10

praci jsou postupy vyuzivajici neménnosti hodnot nékterych veli¢in a po-
stupy, které jsou zalozeny na zachovani jistych, nékdy i ne na prvni pohled
ziejmych vlastnosti sledovanych objekti. Pokud je mozno prevést vlastnos-
ti jednotlivych prvka ¢ néjaké mnoziny prvki do jednodussi formy zapisu
pomoci konecného poc¢tu symboli, miizeme hovotit o tzv. kédovani, kdy na
zékladé prace s danymi symboly mizeme pomérné rychlym zptisobem roz-
hodnout o chovani celého systému pfi dil¢ich transformacich jednotlivych
veli¢in.

Cela prace je rozclenéna do nékolika samostatnych blokd. V prvnim bloku
jsou vhodnym zpisobem definovany nékteré ze zakladnich metod pouzitych
pii TeSeni matematickych problémi. Jsou to postupné metoda invarianti,
metoda poloinvarianti a jedna z variant metody poloinvariantl, ktera je
v literatufe (viz napf. [3], [7], [19], aj.) zminovana nejc¢astéji pod nazvem
Fermatova metoda nekonecného klesani. Na konkrétnich prikladech a situa-
cich zde bude ukazano, jak se mohou hodnoty nékterych veli¢in ménit, které
vlastnoti ¢i veli¢iny naopak ztstavaji zachovany.

Hledani invariantid a poloinvarianti je ve své podstaté experimentem,
v némz se snazime uplatnit potfebné znalosti a zkusenosti. Pii feseni kon-
krétnich tloh je nejobtiznéjsi nalézt pravé vhodny invariant ¢i poloinvariant,
ktery nam umozni danou tlohu bud zcela, nebo alesporni ¢astecné vyfesit.

Metoda invarianti a poloinvariantti, stejné jako napi. uziti Dirichleto-
va principu, patii k metodam, které c¢asto nevyzaduji obsahly matematicky
aparat. Naroc¢nost takovych tloh je vSak dana mirou novych, netradi¢nich
myslenkovych postupti, pomoci nichz je mozno optimalni feseni vhodnym
zpusobem odhalit, nalézt souvislosti mezi transformovanymi veli¢inami a na
zékladé zjisténych skutecnosti prislusné ziskané informace pouzit k vyreseni
problému. Snad pravé proto patii feseni zalozena na téchto metodach k tém
nejefektivnéjsim.

Ve druhé ¢asti prace jsou vyhodnoceny autorovy poznatky a zkusSenosti
z prace s talentovanymi zaky a shrnuty nékteré vysledky vyplyvajici z dotaz-
nikfi. Zak@m druhych roénikf nékterych gymnazii a vybranym tcastnikiim
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matematickych krouzkl a seminaiti byly postupné predkladany série tloh
zameéfenych na uvedenou problematiku.

Vzorkem pro statistické vyhodnoceni byli (kromé zéka vybranych gym-
nazii olomouckého regionu) také fesitelé 58. ro¢niku Matematické olympi-
ady (autorské tlohy byly soucasti tloh doméciho kola a také Sestice tloh
ustfedniho kola MO, viz ptiklad 41 a piiklad 42) a déle acastnici soustie-
déni pro matematicky nadané zédky poradanych v rdmci granti zamérenych
na praci s matematicky nadanymi zaky. Za podpory ministerstva skolstvi
a evropskych unijnich fondi, predevsim Evropského socidlniho fondu, bylo
realizovano nékolik granti zaméfenych na praci s matematicky nadanymi
a talentovanymi zaky, jako jsou napt. granty ,,STM-Morava“, ,MATES“ aj.,
v rdmci kterych méli zaci moznost se ¢asteCné seznamit i s moznostmi resit
ulohy vyuzitim metod invarianti a poloinvariantii.

Z vysledktt vyzkumu je patrné, ze systematickd prace s zadky doplnéna
vhodné volenymi tlohami mé velky vliv na rozvoj mysleni zaka. Ackoli zpo-
c¢atku neméli nekteri z nich zadnou predstavu o invariantech ¢i poloinvari-
antech, dokazali je po jisté dobé sami v piikladech vypozorovat a vhodnym

vvvvvv

Tteti cast je vénovana studiu a systematizaci tloh uvefejnénych v od-
borné literatufe, zkoumani SirSich souvislosti mezi jednotlivymi pouzitymi
metodami a dil¢ich oblasti matematiky a v souvislosti s tim i tvorbé dalSich
uloh zalozenych na metodéach tizce spojenych s danou tematikou. Invarian-
ty a poloinvarianty se vyskytuji ve vSech oblastech matematiky. Mnohdy se
vsak jedna jen o singularni ptipady.

Casto je vSak mozno vytvorit ucelené série tiloh s podobnou ¢ navazujici
tematikou, které mohou rozvijet dany pojem a vytvari tak tzv. gradovany
fetézec matematickych tloh, viz napf. [22]. V praci s matematicky nadanymi
zédky maji fetézce tiloh svou neopomenutelnou tlohu. Jednodussi tlohy doka-
zou zaka motivovat, prohloubit jeho zajem o danou tematiku, umoznuji mu
uplatnit nabyté zkusenosti pri feseni prikladd obecnéjsich, abstraktnéjsich,
¢imz rozvijeji jeho matematické schopnosti a mysleni.
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Jednotlivé kapitoly obsahuji nejen ptrehled typickych tiloh z dané oblasti,
které jsou zalozeny na vyuziti metody invariantid a poloinvariantti, ale také
puvodni autorovy tlohy, z nichz né€které byly pouzity v riznych matematicky
soutézich.

Snahou autora této diserta¢ni prace je nahlédnout na danou problema-
tiku nejen oc¢ima autora uloh, ale zejména oc¢ima zaka a ucitele. Béhem své
praxe mél kazdy z vyucujicich moznost fesit mnoho tuloh a stejné jako za-
ci v soutézich objevovat cestu vedouci k feseni. Spoustu tloh jim pak musel
vhodnou formou ptiblizit, aby zZaci do tilohy mohli tzv. nahlédnout a pochopit
myslenkové procesy sméfujici k vysledkim.

Z pohledu tesitele je dulezité priklad spravné analyzovat, zapsat vse pod-
statné pomoci matematické symboliky, na jednotlivé transformace nahléd-
nout z rtznych hld pohledu. Porovnanim vstupnich a vystupnich veli¢in je
mozno nékteré z invariantt urcit primo, napriklad konstatni rozdil, soucet,
souc¢in ¢i podil jistych veli¢in, v mnoha piipadech zistavaji nékteré z hod-
not stale stejné. Snahou fesitele je pak takova zjisténi vhodnym zptisobem
aplikovat pfi feseni problému.

Z pohledu autora daného typu uloh je naopak nutna schopnost zobecno-
vani poznatku, zZe néktera vlastnost ¢i veli¢ina je invariantem. Vytvorit tilohu,
kdy je po Tesiteli vyzadovano, aby ukézal, zZe jista transformace neméni danou
veli¢inu, neni obtizné. Takové tlohy vsak slouzi jen k procviceni matematic-
kych dovednosti fesitele, nebot ten v takovém piipadé vi, jaké jsou vstupni
veli¢iny, a zna i danou transformaci. Chceme-li vSak rozvinout matematické
mysleni fesitele, je tfeba dané invarianty vhodnym zptisobem zapracovat do
konkrétni tilohy. Ukolem fesitele je, aby dany invariant o¢ekévanym logickym
usudkem objevil a aby jej dokézal béhem feseni tlohy vhodné uplatnit.

Role ucitele v tomto procesu je vsak také velmi naro¢na. Stejné jako Te-
sitel, i on se musi v této problematice dobie orientovat. Metodu, pomoci niz
k vysledku dospél, vSak nemtize fesitellim tloh predlozit pfimo. Jeho snahou
je pomoci dil¢ich ivah zaky nasmérovat k feSeni, na prikladech jednodussich
poukazat na vyhodnost nékterych tprav, mnohdy musi vyhledat ulohy ob-
dobného charakteru, pfip. rovnou pfistoupit k vytvoreni tlohy nové (nejlépe
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v ramci jistého gradovaného fetézce). Proto se také vétsina autori matema-
tickych tloh rekrutuje z fad ucitel, kterym ve snaze rozsitit obzory zakt ve

své podstaté nezbyva jina moznost.

Predlozena disertacni prace tak muze slouzit mj. i pedagogiim na stied-
nich skolach jako sbirka monotematicky zaméfenych tloh v praci s mate-
maticky nadanymi zaky. Stejné tak mize slouzit zakim pro samostudium,
pro pochopeni dané problematiky, d& jim moznost pristoupit k problémim
z riznych uhld pohledu.



Kapitola 1

Invarianty a poloinvarianty

V této casti disertacni prace jsou postupné objasnény nekteré z nestan-
dardnich metod feseni matematickych tloh, je ukazano jejich vyuziti pfi fe-
seni typickych tloh, pricemz je ke kazdé z tiloh pripojen prislusny didakticky
komentar.

Kazdéa tloha, s niz se fesitel seznami, ho zpravidla podnécuje k systema-

tizaci poznatki, které jsou na pocatku zadany, a dale k hledani poznatkl
novych. Vzniklé teorie, z nichz nékteré jsou pro reseni tilohy piinosem a jiné
nikoli, tak oteviraji Tesiteli cestu k hledanym vysledkim a k mnohdy i pte-
kvapivym zaveértim.
v mnoha ptipadech neni problémem tuto strategii relativné snadno objevit.
Hledani takového vhodného postupu je ve své podstaté hledanim daného
feseni tulohy. Pokud se s obdobnou tilohou fesitel nesetka jiz v diivéjsi dobé,
byva pro néj cesta k vysledku zahalena jistym tajemstvim. Chce-li se naucit
efektivné hledat vhodna feseni, miize toho docilit zejména studiem a feSenim
mnozstvi podobnych prikladi.

Pfi peclivé analyze daného problému (muize se jednat i o nalezeni vhodné
vitézné strategie pii nékterych typech her) je nutno snaZeni zaméfit na to,
jak se dané veli¢iny méni. Je tieba klast si otazky typu:
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e _Ktera z hodnot se neméni?“
o _Ktera vlastnost zistava zachovana?“

o  Kterd pocetni operace se nezméni, jestlize bude opakovana dana trans-
formace?

V algoritmech c¢asto nejsou zndmy pocatecni podminky feseni, ale jsou
znamy jednotlivé kroky, jakymi je mozno ziskat dalsi prvky posloupnosti pri
feSeni ulohy. V takovych pripadech je tieba zkoumat déle, zda je dana po-
sloupnost konecn4 ¢i nekonecné, jak vypadaji vSechny mozné posledni ¢leny
konec¢né posloupnosti, zda ziskana nekonec¢na posloupnost je konvergentni ¢i
zda je je tato posloupnost od jistého ¢lenu konstantni ¢i periodicka.

Odpovédi na tyto otazky tak v mnoha ptipadech usnadnuji cestu k naleze-
ni spravného feseni problému. Piestoze je metoda invariantt ve své podstaté
heuristickd metoda, patii k tém nejlépe naucitelnym, nebot je mozno se ji
casteCné naucit soustavnou systematickou praci zaloZzenou na feSeni jinych
prikladit s obdobnou problematikou.
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1.1 Invarianty

V nékterych tlohach skolské matematiky je mozno se setkat s priklady,
jejichz Teseni je zaloZeno na vyuziti tzv. metody invariantii a poloinvariantii.
Nejprve bude vhodnym zptisobem zadefinovan prvni z téchto dvou pojmu.

Definice 1

Invariantem rozumime vlastnost nebo méfitelnou veli¢inu, ktera se pri
jisté transformaci, resp. pii opakovani néjakého postupu nemeéni.

Pozndamka. Z kriteria délitelnosti ¢islem 9 plyne, ze kazdé prirozené ¢islo dava
pri déleni ¢islem 9 stejny zbytek jako soucet vSech jeho cislic. Pii urcovani
zbytku souctu, souc¢inu ¢i mocnin celych cisel je proto mozné pracovat pouze
se zbytky, které ziskame pii déleni danych cisel ¢islem 9. Jestlize vytvotrime
posloupnost ¢isel, kdy kazdé nésledujici ¢islo bude rovno souctu cislic cisla
predchazejiciho, dostaneme od jistého ¢lenu posloupnost konstantni, jejiz cle-
ny budou rovny pravé zminénému zbytku pii déleni ¢islem 9. Tento zbytek je
proto mozno povazovat za charakteristickou vlastnost daného ¢isla. Je proto
invariantem dané transformace.

1.1.1 Invarianty kolem nas

Invarianty se vyskytuji ve vSech védnich oborech kolem nas, tedy nejen
v matematice. Pod pojmem invariant lze chapat nejen hodnotu jisté pocetni
operace, ale také zachovani urcitych specifickych vlastnosti daného prvku
nebo celého souboru hodnot.

Zde jsou uvedeny pro ilustraci nékteré z invariantii, se kterymi se bézné
miiZzeme nejen v matematice setkat.

e Je-li k celému cislu pricteno libovolné sudé cislo, nezméni se jeho pa-
rita, ze sudého cisla se opét stava ¢islo sudé, z lichého ¢isla ¢islo liché.
Parita daného cisla je tedy invariantem dané pocetni operace. Zbytek
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pri déleni ¢islem 2 je stale roven jedné pro pocatec¢ni ¢islo liché nebo
nulovy pro pocatecni ¢islo sudé.

e Je-li ke kazdému clenu dané aritmetické posloupnosti pfictena libovol-
na realnd konstanta, je vyslednd posloupnost opét aritmeticka, a to
dokonce se stejnou diferenci. Invariantem miize byt jednak zachovani
faktu, ze posloupnost bude opét aritmeticka, tak i velikost diference
téchto posloupnosti.

e Jsou-li vSechny cleny dané aritmetické posloupnosti vynasobny libovol-
nou realnou konstantou, je nové ziskana posloupnost opét aritmeticka.
V tomto pfipadé je invariantem zachovani zakladni vlastnosti aritme-
tické posloupnosti, a to, ze (kromé prvniho ¢lenu) je kazdy ¢len aritme-
tickym primérem predchéazejiciho a nasledujiciho ¢lenu posloupnosti.

e Jsou-li vSechny cleny dané geometrické posloupnosti vynasobeny libo-
volnou realnou konstantou, je nové ziskana posloupnost opét geomet-
ricka, a to dokonce se stejnym kvocientem. Invariantem je jednak za-
chovani faktu, ze posloupnost bude opét geometricka, tak i velikost
kvocientu téchto posloupnosti.

e Jsou-li vSechny cleny dané geometrické posloupnosti umocnény na li-
bovolné nenulové realné cislo, je nové ziskana posloupnost opét geome-
trickd. V tomto pripadé je invariantem zachovani zakladni vlastnosti
geometrické posloupnosti, a to, ze (kromé prvniho ¢lenu) je kazdy clen
geometrickym primeérem predchazejiciho a nasledujiciho ¢lenu posloup-
nosti.

e Jsou-li délky vsSech stran daného trojuhelniku vynéasobeny kladnym
realnym cislem, jsou nové ziskané délky opét délkami stran néjakého
trojihelniku. Invariantem je zde trojuhelnikova nerovnost. Dalsim in-
variantem je i velikost piislusnych vnitinich thld trojuhelniku. O tom
je mozno snadno se presvédcit napt. z kosinové véty. Podobnost troju-
helniki je tedy jednou z invariantnich transformaci, s niz se zaci béhem
svého studia mohou setkat.
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e 7 definice shodného zobrazeni v roviné (resp. v prostoru) vyplyva, ze
pfi shodném zobrazeni rovinnych (resp. prostorovych) utvart jsou za-
chovany velikosti vSech odpovidajicich si stran i thli. Jsou to tedy
invarianty daného zobrazeni.

e Pro vSechna redlna cisla ¢ plati, Zze hodnota diskriminantu kvadratické
funkce y = (z—c)?—1 je rovna &islu 4. Jedn4 se o funkce, které vzniknou
posunutim paraboly y = 2% — 1 ve sméru osy x (posunuti je jednim ze
shodnych zobrazeni rovinnych objekti). Invariantem je proto jednak
hodnota diskriminantu a dale také fakt, Ze rozdil kofent kradratické
rovnice je stale roven dvéma, nebot kofeny dané rovnice jsou ¢isla ¢ —1
a c+1. To, ze grafem je opét parabola, neni snad ani tieba zdtraznovat.

e Jsou-li ve statistickém souboru zvétseny vSechny hodnoty o realnou
kladnou konstantu ¢, zvétsi se o tuto konstantu i hodnota aritmetic-
kého primeéru. Vzhledem k definici nékterych charakteristik polohy ¢i
variability daného statistického souboru je v disledku této transforma-
ce hodnota stfedni absolutni odchylky ¢i rozptylu daného souboru dat
stale stejna, je to tedy invariant.

e Necht z; stroji vykona celkovou préaci za y; hodin a necht stejnou préci
zvlddne x5 stroji za y, hodin. Invariantem je v tomto pripadé soucin
xy poctu strojit a celkového casu, tedy celkova prace, kterou je nutno
vykonat.

e Celkova prace, kterou je potfeba vykonat k premisténi télesa z energe-
tické hladiny F4; na energetickou hladinu FEj, je dana rozdilem Fy — E;
a nezavisi na trajektorii daného pohybu, dany rozdil je tedy invarian-
tem.

e Dalsimi typickymi pfipady invariantti ve fyzice ¢i chemii jsou zakony
zachovani celkové energie, hmotnosti, hybnosti, momentu sily, momen-
tu setrvacnosti, celkového elektrického naboje aj.

vvvvvv

variant, ktery fesiteli umozni danou tlohu vytesit. Metoda invarianti patii
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k metodam, které zpravidla nevyzaduji obsahly matematicky aparat. Hleda-
ni invariantt je ve své podstaté experiment, v némz se Tesitel snazi uplatnit
potfebné znalosti a zkusenosti. Pi feseni dané tilohy je nutno podrobné zkou-
mat, jakym zptisobem na sobé jednotlivé veli¢iny zavisi. V mnoha pripadech
se stane, ze invariant, ktery je objeven, k vyfeSeni daného problému nepo-
miize, jindy je mozno nalézt vhodnych invarianti hned nékolik.

1.1.2 Invarianty v prikladech

V nasledujicich typovych tlohach bude ukdzano konkrétni vyuziti dané
metody invariantd pii feSeni tloh. Mezi tlohami uvedenymi v této praci je
obsazeno mnozstvi tloh puvodnich (autorovych), nékteré z prezentovanych
prikladii jsou vytvoreny na zakladé analogie s jinymi, jiz difive v literature
prezentovanymi tlohami, jsou vSak castecné pojaty jinym, zvlasté pro zaky
stfednich skol prijatelnéjsim zptisobem. U tloh piejatych je uveden zdroj, od-
kud byla tloha cerpana, ¢i soutéz, kde byla pouzita jako jedna ze soutéznich
uloh.

Piiklad 1 (autor Radek Horensky)

Na tabuli jsou napsana vsechna pfirozena ¢isla od 1 do 100. Uvazujme na-
sledujici operaci: Smazeme libovolna dvé ¢isla zapsana na tabuli a misto nich
napiseme na tabuli jejich soucet. Tuto operaci opakujeme tak dlouho, dokud
na tabuli neztistanou posledni t¥i ¢isla. Mizeme timto zptisobem nakonec
ziskat na tabuli tii po sobé jdouci pfirozena cisla? n

Reseni. Ukazeme, Ze to mozné neni. Smazeme-li libovolna dvé ¢isla a nahra-
dime je jejich souctem, zlistane soucet vSech cisel na tabuli zachovan. Tento
soucet je konstantni a je roven

1
1+2+3+...+100:5-100-(1+100):5050.
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Predpokladejme, Ze na tabuli ziistanou jako posledni napsana tii po sobé
jdouct cela ¢isla. Oznacme je ¢ — 1, ¢ a ¢ + 1. Jejich soucet je vSak roven 3c,
tj. je to nasobek ¢isla 3. Cislo 5050 viak nasobkem ¢isla 3 neni, proto tii po
sobé jdouci prirozenéa cisla ziskat nelze. [ |

Komentar k tloze

Pii hledani vhodného invariantu je nutno vyjit pfedevsim z informaci,
které jsou k dispozici na poc¢atku feseni problému. Na zakladé daného postu-
pu jsou nahrazovana libovolna dveé ¢isla jejich souctem, ostatni cisla ztistavaji
stejna. Tim ale i soucet zbylych cisel na tabuli ztistava zachovan, proto je
celkovy soucet cisel stéle stejny, je tedy invariantem.

Ma-li byt na konci celého procesu ziskana trojice po sobé jdoucich pri-
rozenych ¢isel, je nutno nejprve prozkoumat, jakou vlastnost takova trojice
musi spliiovat. Z faktu, Ze se jedna o trojici ¢isel, ktera pravidelné méni svou
paritu, je mozno velmi snadno vyloucit situaci, kdy je dana trojice cisel ve
tvaru sudé, liché a sudé ¢islo. V takovém piipadé je soucet téchto tii cisel
roven lichému ¢islu, pocatecni soucet je vsak 5050, tj. ¢islo sudé. Z trojice
liché, sudé a liché ¢islo vsak obdobny zavér nelze vycist.

Na radu tak ptichazi zkoumani vlastnosti souctu t¥i po sobé jdoucich ¢isel,
a to konkrétné poznatek, ze takovy soucet je trojnasobkem ¢isla prostiedniho.
V pripadé cisla 5050 vsak takova vlastnost splnéna neni.

Poznamka. K vyfeseni této ulohy bylo vyuzito faktu, ze soucet vSech cisel
zapsanych na tabuli zistdva nezménén. Tento soucet je tudiz invariantem
dané operace. Soucasné je invariantem i zbytek, ktery ziskdme pii déleni
daného souctu ¢islem 3.

Piiklad 2 (autor Radek Horensky)

Na tabuli jsou napsana vSechna prirozena ¢isla od 1 do 1234. Uvazujme
nasledujici operaci: Smazeme libovolnd dvé ¢isla zapsand na tabuli a misto
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nich napiseme na tabuli absolutni hodnotu jejich rozdilu. Tuto operaci opa-
kujeme tak dlouho, dokud na tabuli neztistane posledni ¢islo. MiiZzeme timto
zpusobem nakonec ziskat na tabuli ¢islo 27 n

Resent. Ukazeme, Ze ani v tomto piipadé to mozné neni. Smazeme-li libovolna
dvé ¢isla zapsana na tabuli a nahradime je jejich rozdilem (pfesnéji feceno
absolutni hodnotou jejich rozdilu), zistane zachovana parita souc¢tu vsech
¢isel na tabuli. Jestlize smazeme dvé licha ¢isla, nahradime je ¢islem sudym,
smazeme-li dvé suda cisla, opét je nahradime c¢islem sudym. Pii smazani
sudého a lichého ¢isla zapiseme na tabuli ¢islo liché.

Ve vsech tfech pfipadech se ale nezméni parita souctu vsech cisel zapsa-
nych na tabuli. Soucet vSech ¢isel zapsanych na tabuli je roven

1
142+ 3+ ... +1234= 1234~ (14 1234) = 761995,

Tento soucet je lichy, proto také posledni ¢islo zapsané na tabuli musi byt
liché. Cislo 2 v8ak tuto vlastnost nesplituje. Neni tedy mozné, aby poslednim
¢islem napsanym na tabuli bylo ¢islo 2. [ ]

Komentar k tloze

Pti hledani vhodného invariantu je opét nutno vyjit z informaci danych
na pocatku. Nahrazovana jsou libovolna dvé ¢isla absolutni hodnotou jejich
rozdilu. Celkovy soucet obou smazanych ¢isel neni vétsi nez nové zapisované
Cislo. Nezaporna ¢isla a a b (bez ijmy na obecnosti necht plati a > b > 0)
jsou nahrazena jejich rozdilem a — b (je to opét ¢islo nezédporné). Tim ale
soucet poklesne o hodnotu

a+b—(a—b)=2b.

Soucet vSech ¢isel zapsanych na tabuli tedy konstantni neni (neni to proto
invariant), v pfipadé dvojice nenulovach ¢isel a a b se tento soucet zmensi.
Hodnota, o kterou se soucet zmensi je vSak ¢islo sudé. Parita celkového souctu
vSech cisel zapsanych na tabuli se tak neméni. Tato vlastnost uz invariantem
je. Vzhledem k pocatecnimu lichému souctu tak neni mozné odcitanim sudych
¢isel ziskat sudé ¢islo jako vysledek takové transformace.
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Poznamka. K vyteseni této tlohy bylo vyuzito faktu, ze rozdilem dvou sudych
nebo dvou lichych cisel je ¢islo sudé, ale rozdilem c¢isel s rtiznou paritou
je ¢islo liché. Pocet lichych ¢isel zapsanych na tabuli je bud neustéle lichy
nebo neustale sudy. Invariantem je tedy zbytek, ktery dostaneme pii déleni
souctu vsech ¢isel zapsanych na tabuli ¢islem 2. Soucasné se snadno vidi,
ze pocet lichych ¢isel zapsanych na tabuli je poloinvariantem, nebof se pri
dané operaci tento pocet nezvysuje. Poloinvariantem je také mozno chapat
celkovy soucet Cisel zapsanych v dany okamzik na tabuli, nebof ani ten se
v prubéhu nahrazovani ¢isel nezvétsuje. (Pojem poloinvariantu je vhodnym
zptsobem zadefinovan a jeho vyuziti pro feSeni problémt bude ukazano na
nékolika prikladech v nésledujici kapitole.)

Piiklad 3 (viz napf. [20], [30])

Necht je ABCDFEF Sestithelnik. U vrcholi A a C' je napséno ¢islo 1
a u vSech ostatnich vrcholl je napsano ¢islo 0. Filip si mtze zvolit libovolné
dva sousedni vrholy (tj. vrcholy odpovidajici jedné ze stran Sestithelniku)
a k obéma ¢islim pricist ¢islo 1. Poté si muze zvolit libovolné jinou stranu
Sestitthelniku a danou operaci zopakovat znovu, tj. opét si zvoli dva vrcholy
a dané ¢isla zvysi o 1. Je mozné, aby Filip po nékolika takovych operacich
ziskal u vSech Sesti vrcholl stejné ¢islo? 0

Reseni. Oznacme a,, b,, ¢,, d,, €,, f, Cisla u jednotlivych vrcholu Sestitihel-
niku po n-tém Filipové tahu. Pocateéni podminky dané transformace jsou
ag=co=1aby=dy=¢ey= fo=0. Uvazujme pro dané n ¢islo

Sp=a, —b,+c,—d,+e,— fn
Na pocatku je hodnota Sy daného vyrazu rovna
Soza,o—b0+00—d0+60—f0:1—0+1—O+0—O:2.

Af si zvoli Filip sousedni dva vrcholy libovolné, hodnota vysledného vyrazu
S, se nezméni a hodnota tohoto vyrazu je proto invariantem.
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Kdybychom vsak po nékolikerém opakovani operace dané operace dostali
stejnd ¢isla, pak by hodnota vyrazu S, = 0. To vSak vzhledem k danému
invariantu neni mozné. [ |

Komentar k tloze

P1i hledani invariantu je mozno v tomto pripadé se oprit predevsim o jiz
drive nabyté zkusSenosti a schopnost vypozorovat dané zakonitosti transfor-
mace. Je-li pfi¢teno k ¢islim u dvojice sousednich vrcholt ¢islo 1, zvétsi se
celkovy soucet ¢isel u vrcholit A, C' a F o hodnotu 1 a stejné tak se i celkovy
soucet ¢isel u vrcholtt B, D a F zvysi o hodnotu 1. Rozdil danjch dvou souc-
ti vyjadiuje vyse zminéna hodnota S,,. Vzhledem k tomu, Ze na pocatku je
hodnota vyrazu rovna ¢islu 2, neni mozné prejit k Sestici ¢isel, pro které by
vysledny zapis byl vzhledem k rovnosti vSech Sesti ¢isel nulovy.

Pozndamka. Invariant pouzity k feseni tlohy samoziejmé neni jedinym inva-
riantem. Ze vSech moznych invariantl je vSak tim invariantem, ktery vede
nejefektivnéji k vyreseni dané ulohy.

Dalsi tlohy vyuzivajici metodu invarianti (v nékterych ptipadech i v kom-
binaci s dal$imi vhodnymi metodami FeSeni) jsou soucasti jedné z nésleduji-
cich samostatnych kapitol prace. U vétsiny téchto tloh bude proveden pouze
nastin feSeni, bez prislusného podrobnéjsiho komentare k tloze, jak tomu je
v ulohach jiz fesenych v tivodnich ¢astech.
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1.2 Poloinvarianty

Neékteré transformace charakterizujici chovani dil¢ich velic¢in v ptikladech
nezachovavaji zadnou z vhodnych veli¢in konstantni. Velky vyznam maji
takové velic¢iny, které zptisobuji zmény zkoumanych veli¢in pouze v jednom
sméru, tj. dand veli¢ina se v pribéhu transformace nezvétsuje ¢i naopak
nezmensuje. Takovou metodu vyuzitelnou pfi feseni tloh je mozno nazyvat
metodou poloinvariant.

P1i peclivé analyze daného problému (i zde se miiZe jednat také o nalezeni
vhodné vitézné strategie pii nékterych typech her) je nutné se zaméfit na to,
jakym zptisobem se dané veli¢iny méni. Je tfeba klast si otazky typu:

e ,Ktera z hodnot se nezmensuje (nezvétsuje)?*

e U které z veli¢in dochézi k poklesu (k nartstu) hodnoty?“

Metoda poloinvariantii je vhodnym néstrojem zejména pro feSeni tloh
ditkkazovych, kdy je potieba ukazat, ze danym zvolenym postupem je mozno
se k Teseni dopracovat, ¢i naopak, ze danym postupem nikdy dané vysled-
né hodnoty nelze dosahnout. Pojem poloinvariantu opét nejprve vhodnym
zpusobem zadefinovan.

Definice 2

Poloinvariantem rozumime métitelnou velicinu, kterd se pii jisté trans-
formaci, resp. pri opakovani urcitého postupu nezvétsuje, resp. nezmensuje.

Poznamka. Eukleidtv algoritmus hledani nejvétsiho spolecného délitele dvou
prirozenych cisel spociva v postupném déleni téchto cisel a praci se zbytkem
pri déleni. Predchozi délitel se stava novym délencem, zbytek pak novym
délitelem. Posledni nenulovy zbytek je potom nejvétsim spolecnym deélitelem
puvodniho délence a délitele. Zbytek pri déleni je vzdy mensi nez délitel, proto
posloupnost postupnych zbytku je klesajici. Zbytek pti Eukleidové algoritmu
je tedy poloinvariantem dané pocetni operace.
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1.2.1 Poloinvarianty kolem nas

Stejné jako invarianty, tak i poloinvarianty se vyskytuji ve vét§iné védnich
obort, nejen v matematice. Uvedme pro ilustraci nékteré z nich:

e Bude-li nékolik bankovek nizsi hodnoty vyménéno za odpovidajici po-
¢et bankovek s hodnotou vyssi (pficemz vysledny finanéni obnos zi-
stane stale stejny), bude dosazeny pocet bankovek vzdy mensi pocet
bankovek nez v predchozim kroku, dany pocet je tedy poloinvarian-
tem. Navic je tento pocet vyjadien prirozenym cislem, je tedy logické,
Ze po urcitém poctu transakci je nutno dojit do situace, kdy nelze ve
vymeénovani pokracovat, a to bez ohledu na to, jaké bankovky byly na
pocatku k dispozici.

e Bude-li jmenovatel i citatel daného zlomku vétsiho nez 1 zvétsovan
o stejné kladné realné cislo, bude hodnota nového zlomku opét cislo
vétsi nez 1, tato vlastnost (byt vétsi nez 1) je tedy invariantem. (Pocho-
pitelné je invariantem také rozdil jmenovatele a citatele daného zlom-
ku.) Pfi opakovani takto popsané operace jsou ziskdny zlomky, jejichz
hodnota se postupné zmensuje. Hodnota zlomku je proto poloinvarian-
tem. Diisledkem zminéného invariantu a poloinvariatu je samoziejmé
fakt, ze danéd posloupnost zlomkt ma limitu (posloupnost je klesajici
a zdola omezena).

e Pro kazdou rostouci geometrickou posloupnost plati, ze diference sou-
sednich dvou ¢lenti je mensi nez diference nasledujicich sousednich dvou
¢lenii. Je proto tuto diferenci mozno chapat jako poloinvariant. Obdob-
né u klesajici geometrické posloupnosti tvori diference sousednich dvou
¢lent klesajici posloupnost, i v tomto pripadé lze hovotit o poloinva-
riantu. Invariantem je napft. zachovani faktu, ze posloupnost diferenci
je geometrickd se stejnym kvocientem jako pfislusna dand (rostouci ¢i
klesajici) geometricka posloupnost.

e Mnozstvi radioaktivniho prvku obsazeného v daném mnozstvi latky se
postupné snizuje v zavislosti na case a na celkovém poctu radioaktiv-
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nich ¢astic v latce. Proto je toto mnozsvi poloinvariantem. Podil poctu
radioaktivnich ¢astic pfeménénych za urcitou jednotku casu a mnoz-
stvi ¢astic na pocatku tohoto casového intervalu zlistava naproti tomu
konstantni, a je proto invariantem.

Mezi nejcastéji se vyskytujici invarianty a poloinvarianty uzité pii reseni
matematickych problémil je mozno zaradit nasledujici soucty, resp. souciny
nékolika ¢lentt dané posloupnosti (viz napf. [18], [27], [29], aj.):

[ ] a1+a2+a3+a4+...+an

[} a1—a2+a3—a4+...+a2n_1—a2n

e l-a1+2-a3+3-a3+4-a4,+...+n-a,
2 2 2 2 2

e ajtaj;+az+ay+...+a,

® (11 Qg A3 Qg ... Ay

® 1Ayt A3 A3+ ...0p_1" Ay + Ap * A1

Zadny univerzalni invariant a poloinvariant vyuzitelny pro feseni problé-
movych tloh vsak neexistuje. Stejné tak neexistuje ani univerzalni postup,
na jehoz zakladé je mozno tlohu vyresit. Hledani invarianti a poloinvariantt
pri Teseni konkrétnich tloh vychazi prevazné z podrobné analyzy problému
a sledovani zmén vsech ¢i pouze nékterych jednotlivych dil¢ich veli¢in.

1.2.2 Poloinvarianty v prikladech

V nékolika nésledujicich tlohach bude ukézano konkrétni vyuziti dané
metody poloinvariant® pro nalezeni feseni daného problému.
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Priklad 4 (viz napf. [8])

Uvnitt v klobouku je 15 bilych a 18 ¢ernych kuli¢ek. Nahodné z klobouku
vybereme dvé kulicky. Jsou-li riizné barvy, vhodime nazpét bilou kulicku.
Jsou-li stejné barvy, hodime misto nich do klobouku ¢ernou kulicku z pfedem
pripravené krabicky, v niz mame dostatecny pocet cernych kulicek. Postup
opakujeme tak dlouho, dokud v klobouku neztstane jedind kulicka. Jakou
bude mit barvu? n

Resend. Pokud vytahneme dvé kulicky rtizné barvy, tj. jednu bilou a jednu
¢ernou, vracime zpét do klobouku bilou kuli¢ku, proto se pocet bilych kulicek
nemeéni, stejné tak jako v ptipadé vytazeni dvou ¢ernych kulicek. Vytahneme-
li v8ak dvé kulicky bilé, nahradime je kulickou ¢ernou, pocet bilych kulicek
se tedy zmensi o 2. Vidime tedy, Ze pocet bilych kulic¢ek ziistane pti kazdém
vytazeni liché cislo. Na konci tedy musi v klobouku ztstat 1 bila kulicka,
protoze invariantem je v tomto piipadé parita poctu bilych kulicek.

Pocty bilych kulicek béhem celého postupu tvori nerostouci posloupnost
lichych ¢isel. Vzhledem k tomu, Ze pocet kulicek v klobouku tvoii klesajici
posloupnost s limitou rovnou jedné a pocet bilych kulicek je mensi nebo
roven nez pocet vSech kulicek, musi byt nutné limitou posloupnosti poctu
bilych kulicek také ¢islo jedna. Pocet bilych kulicek je proto poloinvariantem
daného postupu. [ |

Komentar k tloze

Pti hledani vhodného invariantu a poloinvariantu je opét nutno vyjit
z daného postupu. Pti vytazeni kulicek odlisné barvy se celkovy pocet bilych
kulicek neméni, pocet ¢ernych kulicek se zmensuje o jednu. Pti vytazeni dvou
cernych kulicek je jedna z nich vracena nazpét do klobouku. Pocet bilych se
tedy neméni a pocet cernych klesne o jednu. Pti vytazeni dvou bilych kulicek
vsak nartista pocet ¢ernych o jednu, zatimco bilych je o dvé méné.

Pocet bilych kulicek béhem celého procesu nevzrista, je ho proto mozné
povazovat za poloinvariant. Pocet Cernych kulicek se v kazdém kroku méni
o jednu, ne vsak jednim smérem. Nelze jej vyuzit jako poloinvariant.
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Pokud bychom chtéli feseni zalozit na zkoumani poctu cernych kulicek,
museli bychom vyuzit faktu, ze v kazdém kroku meéni pocet ¢ernych kulicek
svou paritu, takze po 32 krocich musi tento pocet byt opét sudy. V tomto
pripadé ale zbyva v klobouku jedina kulicka, a ta musi byt nutné bila.

Poznamka. Jak je z predchoziho komentare patrné, k vyreseni tlohy lze dojit
vice zpusoby. Optimélnim feSenim je kombinace poznatki o invariantu (tim
je parita poctu bilych kuli¢ek) a poloinvariantu (poznatek, ze pocet bilych
kuli¢ek tvofi nerostouci posloupnost).

Piiklad 5 (viz napfi. [17])

Ve tiidé ma kazdy z zakt nejvyse 3 nepiatele (vztah nepfatelstvi je syme-
tricky, je-1i A nepfitelem B, je i B nepfitelem A). Rozhodnéte, zda lze rozdélit
vSechny zaky této tiidy do dvou skupin tak, ze v kazdé skupiné nebude mit
nikdo z nich vice nez jednoho nepfitele. O

Reseni. Rozdélme 7aky libovolné na dvé skupiny. Jestlize ani v jedné skupiné
neni nikdo spolecné se dvéma a vice neprateli, jsme hotovi. V opa¢ném piipa-
dé vybereme takového zaka, ktery je ve skupiné s vice nez jednim neptitelem
a premistime ho do skupiny druhé. Budeme-li tento postup opakovat, doci-
lime po konecném krokii rozdéleni, které jiz odpovida danym podminkam.

Stanovme nejprve pocet nepiatelskych dvojic v jednotlivych skupinach.
Premistime-li zaka z prvni skupiny do druhé, poklesne pocet neptatelskych
dvojic v této skupiné miniméalné o 2. Naopak ve druhé skupiné vznikne maxi-
malné jedna nepratelska dvojice navic. Celkové se proto pocet nepiatelskych
dvojic zmensi.

Vzhledem k tomu, Ze tento pocet nemuze klesat do nekonecna, musime
po konecném poctu krokt docilit usporadani, kdy v zadné skupiné neni zak
s vice nez jednim nepfitelem. [ |
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Komentar k tloze

N 24

tfeba objasnit princip rozdélovani a premistovani obecného pocétu zéki. Jedi-
ny poznatek, z néjz je mozno vyjit, se opira o fakt, ze nemohou byt dva a vice
nepratel ve skupiné s danym zakem. Ptipusti-li se, ze takova situace muze
nastat, je nutno popsat zptsob, jak zaky pfremistit do skupin vyhovujicim
zpusobem.

Poloinvariantem je proto pocet nepiatelskych dvojic. Pti kazdém ptesku-
peni dochézi ke zmenseni poctu takovych dvojic. Tento pocet tak tvori kle-
sajici posloupnost celych nezapornych cisel.

Poznamka. Rozdéleni zakti do dvou skupin neni samoziejmé jednoznacné,
takovych vyhovujicich rozdéleni miize byt vice. Ve vSech pripadech jsou ale
podminky zadani vzdy splnény. Vysledny pocet vSech nepiatelskych dvojic
tak muze byt (v zavislosti na vybéru daného premistovaného zaka) rizny.

Piiklad 6 (autor Radek Horensky)

Jsou dény ¢iselné posloupnosti (a,) a (b,), které vyhovuji néasledujicim
(smiSenym) predpisim

an + by, b 2a.,by,
A, = y n -
+1 5 +1 @ + b,

pro vSechna pfirozena n, kde a; = 2009 a b; = 1. Dokazte, Ze obé posloup-
nosti maji tutéz limitu, a urcete ji. n

Reseni. K vyfeseni tilohy ndm poslouzi nalezeni vhodného invariantu a polo-
invariantu. Snadno se vidi, ze souc¢in odpovidajicich ¢lenti obou posloupnosti
zistava konstantni, protoze

a, +b, 2a,b,
an+lbn+1 = 9 :

= a,b,
an + by,

a plati tedy
an+1bn+1 = CLnbn =...= a1b1 = 2009.
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Ze zadani je patrné, ze vSechny c¢leny obou posloupnosti jsou kladné realna
¢isla. Zkoumame-li rozdil odpovidajicich ¢lenti téchto posloupnosti, dostane-
me po upravach

ay, + by, 20,0y, (an + b,)? — 4apb,  (an — by)?

2 a,+tb, 2(an + by) = 2(an + by)’

Aptr1 — bn+1 =

Tento rozdil je tedy stéle nezaporny, tj. pro vSechna prirozena n plati a,, > b,,.
(Dany vztah vyjadiuje nerovnost mezi aritmetickym a harmonickym primé-
rem pro libovolnou dvojici kladnych realnych ¢isel.)

Pro vsechna prirozena ¢isla n proto také plati

an + bn ap + Gy
Apy1 = 9 < 9 = Qp,

2a,b, 2 2
an+b, L 1 =1 1

b, a, b, b,

Posloupnost (a,,) je tedy nerostouci a soucasné zdola omezena (kazdou z hod-

bn+1 =

not b;, napf. by) a posloupnost (b,) je neklesajici a soucasné shora omezena
(kazdou z hodnot a;, napf. a;). Obé posloupnosti proto maji vlastni (konec-
né) limity a a b.

Pro vSechna kladna realna ¢isla a,, a b, plati

(an = bn) <1,
(an + bn)
tudiz
(an — bn)2 (an —bp) (an —by) (an — bn)
Y N — .
an+1 n+1 2(an + by) (an + b) 5 < 5 )
tj.

(CL1 — bl) B 2008
2n  on
Vyraz na pravé strané posledniho vztahu se s rostoucim n blizi k nule, proto

Apy1 — bny1 <

se také rozdil

Ap+1 — bn+1
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bude blizit k nule, tj. pro limity a, b obou posloupnosti plati a = b. Tuto
(spole¢nou) limitu snadno uréime ze vztahu

ab = a1b1 = 2009,

t.

a=b=+v2009. [ |

Komentar k tloze

Nalezeni patfi¢nych invarianti a poloinvarianti je v tomto piipadé uz
cich si ¢lent posloupnosti lze vypozorovat z nékolika prvnich ¢lentt danych
posloupnosti. Zobecnéni je nasledné provedeno na zakladé obecného vypoctu
soucinu piislusnych clent.

Pti zkouméni chovani posloupnosti je mozno zjistit, ze posloupnost (a,,)
je klesajici a posloupnost (b,) naopak rostouci. Vzhledem k tomu, ze ¢leny
obou posloupnosti na sobé zavisi, nelze o limitach posloupnosti jednoznacné
rozhodnout. Zkouméanim rozdilu pfislusnych clenti je vSak ukazat, ze pra-
vé dany rozdil je vhodnym poloinvariantem umoznujicim nalezeni hledané
spolecné limity obou posloupnosti.

Vyuzitim nékterych vlastnosti monoténnich posloupnosti je tak mozno
ukazat, ze hodnota rozdilu odpovidajicich si ¢lenii tvoii klesajici posloupnost
s limitou rovnou nule. Proto je také limita obou posloupnosti zadanych stejna.

Nésledné ze znalosti invariantu nalezeného v prvni ¢asti feSeni (soucin od-
povidajicich si ¢lent posloupnosti) vysledné limity je uz velmi snando ¢iselné
vyjadrit.
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1.3 Fermatova metoda nekonecéného klesani

Jednou z dil¢ich metod, ktera je zalozena na vyuziti poznatki o poloinva-
riantech, je metoda tzv. nekonecného klesani, v literature je oznacovana jako
Fermatova metoda nekone¢ného klesani (v Ceské literatufe ji mizeme nalézt
také pod jinymi nazvy, nejcast€ji jako metoda zmensovani ad absurdum nebo
metoda nekonecného sestupu).

Jedna se o velmi efektivni metodu vhodnou pro feSeni specidlnich typt
matematickych tloh. Metoda nekonecného klesani je vyuzivana predevsim
v existen¢nich (resp. neexistencnich) dikazovych ulohach, zejména pak pri
feseni diofantickych rovnic.

Metoda nekonec¢ného klesani byva v anglosaské literatufe nejcastéji nazy-
vana Fermat’s Method of Infinite Descent (FMID), nebot ji pravdépodobné
jako prvni podrobné popsal francouzsky matematik Fermat!, ktery je zndm
diky svym vyznamnym vysledkiim v mnoha oblastech matematiky.

Zakladni principy vyuziti této metody lze z matematického hlediska po-
psat napf. nasledujicim zpusobem, viz napt. [3].

Definice 3
Necht & je nezdporné celé Cislo. Piedpokladejme, Ze nasledujici tvrzeni je

pravdivé.

e Vzdy, kdyZ je tvrzeni V (m) pravdivé pro néjaké celé ¢islo m > k, potom
existuje néjaké mensi celé ¢islo j, kde m > j > k, pro které je tvrzeni
V(j) také pravdivé.

Pak tvrzeni V(n) je nepravdivé pro vSechna celd ¢isla n > k.

L Pierre de Fermat (1601 - 1665), francouzsky matematik, ptisobil jako pravnik parla-
mentu v Toulouse, pozdéji jako soudce hrdelniho soudu, matematice se vénoval pouze jako
svému konicku.
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Plati tedy, Ze pokud by pro né&jaké pfirozené ¢islo n bylo tvrzeni V' (n)
pravdivé, bylo by mozno sestrojit klesajici nekonec¢nou posloupnost celych
nezapornych cisel

n>ng >ng > ...,

ktera jsou vesmés vSechna vetsi nez dané celé cislo k. Takovou posloupnost
vSak neni mozné s ohledem na zakladni vlastnosti usporadani mnoziny celych
nezapornych cisel sestrojit.

Fermatovu metodu nekonecného klesani lze tedy popsat v jednodussim
tvaru, viz napf. [3].

Definice 3a

Neexistuje nekonecné klesajici posloupnost celych nezapornych cisel, tj.
neexistuji cela nezaporna c¢isla ny, ns, ng, ..., pro néz plati

Ny >MNg >MNg > ...

Jingm vyjadfenim Fermatovy metody nekoneéného klesani (tj. neexistence
nekonecéné klesajici posloupnosti celych nezapornych ¢isel) je skutecnost, ze
kazda nekonecna nerostouci posloupnost nezapornych celych ¢isel je od jis-
tého ¢lenu konstantni, viz napf. [3].

Definice 3b

Jestlize nekone¢na posloupnost celych nezapornych ¢isel (n;) spliuje ne-
rovnosti
TLlZTLQZTL3>...,

pak existuje prirozené c¢islo k takové, ze
N = N1 = Ng42 = - -
Vytvotime-li nerostouci posloupnost celych nezapornych cisel, pak tato

posloupnost musi byt od jistého ¢lenu konstantni. Dana posloupnost je pod-
posloupnosti mnoziny vsSech celych nezapornych cisel, ktera je vSak zdola
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omezené. Proto i dand podposloupnost musi mit (vzhledem k podmince ne-
rostouci posloupnosti) sviij nejmensi prvek.

Princip existence ¢i neexistence nejmensiho prvku v dané mnoziné€ neros-
toucich nezdpornych ¢isel (uz ne nutné celych) je podstatou mnoha dalsich
matematickych metod FeSeni, jako napf. metoda nejmensiho (extreméalniho)
prvku nebo metoda pevného bodu.

1.3.1 Uziti Fermatovy metody nekonec¢ného klesani

Fermatovu metodu nekonec¢ného klesani je mozné vhodnym zptsobem
aplikovat naptiklad pii feSeni nékterych typt diofantickych rovnic. Mezi ty-
pické tlohy zalozené na tomto poznatku lze zaradit napt. nasledujici priklady.

Piiklad 7 (viz napt. [3])
V oboru celych nezapornych c¢isel feste rovnici

23+ 27 = 423
O

Reseni. UkaZeme, 7e jedinym feSenim dané rovnice je uspoiddana trojice
(0,0,0), kterd ocividné danou rovnici spliiuje. Pfedpokladejme, Ze existuje

n&jaké nenulové feseni (z,y, 2) dané rovnice.?

Z dané rovnice vyjadiime
3 =42° — 23

Protoze pravé strana rovnice je ¢islo sudé, je sudé i 23. Pak je i &islo o sudé,
a tedy x = 2z,. Po dosazeni zpét do rovnice a nasledném kraceni celé rovnice
¢islem 2 ziskame

48 + ¢ = 22°.

2 Nenulovym FeSenim rozumime uspofadanou trojici ¢isel, kde alespoii jedno z &isel je
ruzné od nuly.



INVARIANTY A POLOINVARIANTY 35

Z obdobnych dtvodi je sudé také ¢islo y, a plati tedy y = 2y;. Po opétovném
dosazeni a kraceni rovnice ¢islem 2 dostaneme

208 + 4y = 25
Sudé je proto i zbyvajici ¢islo z, tj. z = 22z;. Po dosazeni ziskame rovnici
o8+ 27 = 427,

Je-li usporadana trojice (x,y, z) nenulovym feSenim ptvodni rovnice, pak je
fesSenim také usporadana trojice cisel
Ty z
(T1,91,21) = (57 55) :

Ziskavame tak posloupnost nezapornych nenulovych feseni

( ) (xyz) (xyz)
T,Y,% - =,z —, =,
7?/7 Y 27272 Y 47474 Y

To je ale v rozporu s Fermatovou metodou nekone¢ného klesani. Jedinym
feSenim ulohy je proto trojice (0,0, 0). [ |

Komentar k tloze

Ma-li mit dana rovnice nenulové celociselné feseni, pak z podminek délitel-
nosti plyne, ze vSechna tfi ¢isla museji byt suda. V tom piipadé ke kazdému
takovému teseni nalezneme trojici ¢isel mensich, kterd ze stejnych divoda
musi byt opét suda.

V takovém pripadé musi existovat klesajici posloupnost sudych ptiroze-
nych cisel. To ale samoziejmé neni mozné.

Pozndamka. Pri feSeni tlohy jsme rozlisili dva pripady, trivialni nulové feseni
tlohy a ostatni nenulova feSeni. Pokud bychom trivialni feseni neuvazovali
hned na pocatku, lze k nému dojit i podrobnou analyzou ziskané posloupnos-
ti usporadanych trojic. Ma-li mit rovnice v oboru nezapornych celych cisel

feseni, musi byt posloupnost trojic od jistého ¢lenu konstantni, tj. musi platit
1 1 1

X, = Sy, i = JYi, 2= ZZi-
gt Vi oY 2

Resenim dané soustavy rovnic je vSak jedind trojice ¢isel, a to (0,0,0).
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Piiklad 8 (viz napt. [3])

V oboru prirozenych ¢isel feste rovnici

O

Reseni. Dokéazeme, ze tato diofanticka rovnice nema feSeni v oboru pfiroze-
nych cisel. K dikazu pouzijeme metodu nekonecného klesani.

Predpokladejme, Ze usporadana trojice ptirozenych ¢isel (z1,y1, 21) je Te-
Senim rovnice

x2+y2:42.

Plati tedy
Ty =4

Zcela jisté plati, ze z; > 2, protoze rovnice 2 + y? = 4 neni v oboru pfiroze-
nych cisel TeSitelna.

Déle je ze zadani patrné, ze na pravé strané rovnice je vyraz, ktery je
délitelny c¢islem 4. Leva strana je rovna souc¢tu druhych mocnin pfirozenych
¢isel. Kazda druha mocnina sudého prirozeného c¢isla dava pri déleni cislem
4 zbytek 0, kazda druhd mocnina lichého prirozeného cisla dava pti déleni
¢islem 4 zbytek 1.

Ma-li byt soucet druhych mocnin prirozenych ¢isel délitelny c¢islem 4, musi
byt soucasné obé ¢isla x1 a z; suda, tj. 1 = 2x9, 21 = 225.

Po dosazeni do dané rovnice tak dostavame
(222)° + (2u2)° = 471,

Po umocnéni a vydélenim celé rovnice ¢islem 4 ziskdme po snadné upraveé
rovnici novou, a to
2, .2 4u—1
Ty Yy =471

Je tedy ziejmé, Ze uspofadand trojice pfirozenych ¢isel (xg,ya, 21 — 1) je
také fesenim rovnice
.T2 4 y2 — 42.
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Pritom vsSak plati zo < 1, y2 < y1 a 21 — 1 < z;. Ke kazdému fesSeni
jsme tedy schopni nalézt feseni dalsi, jehoz vSechny tii slozky jsou vyjadieny
mensimi prirozenymi ¢isly nez u pocatecniho reseni.

Podle Fermatovy metody nekonecného klesani vSak neni mozno sestrojit ne-
konec¢né klesajici posloupnosti prirozenych ¢isel, proto dana diofanticka rov-
nice neméa v oboru pfirozenych cisel feseni. [ |

Komentar k tloze

Tato uloha nevyzaduje ze strany feSitele zadné nadstandardni znalosti.
Jedinym obtiznéjsim mistem myslenkového postupu je moment, kdy si resitel
musi uvédomit, ze druhd mocnina sudého prirozeného cisla

(2k)? = 4k?
je nasobkem c¢isla 4 a druha mocnina lichého prirozeného cisla
(2k +1)? =4k* +4k +1=4(K* + k) + 1

déva pfi déleni cislem 4 zbytek 1.

Elementarnimi tpravami ukazeme, ze ke kazdému fteSeni existuje dalsi
feseni, jehoz slozky jsou vyjadieny mensimi prirozenymi ¢isly. To je vsak
v rozporu s FMID.

Vzhledem k tomu, Ze mezi odpovidajicimi slozkami usporadanych trojic
plati ostra nerovnost, nemize mit dana tloha ani feSeni trivialni.

Metodu nekonecného klesani lze pouzit také pro diikaz iracionality nékte-
rych odmocnin. Nejtypictéjsi skolskou tlohou pro dikaz sporem je nasledujici
tiloha. (Reseni zde viak bude zaloZeno na principu FMID.)

Priklad 9

Dokazte, ze neexistuje racionalni ¢islo, jehoz druhd mocnina by se rovnala
¢islu 2. 0
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Reseni. Pfedpokladejme, Ze uvedené tvrzeni neplati, tj. Ze existuje aspor
jedna uspofadand dvojice (z,y) prirozenych ¢isel, kde

vi-t
Y

ktera je fesenim rovnice

Takovouto usporadanou dvojici (x,y) lze povazovat za prvek mnoziny vSech
feSeni dané rovnice. Vzhledem k tomu, ze dle predpokladu je takova mnozina
neprazdnd, mizeme uvazovat minimalni feseni dané rovnice ve tvaru (xy, y1),
kde x; a y; oznacuji nejmensi mozné hodnoty neznamych x a y spliujici
danou rovnici.

Mame tedy
i = 2y;.
Vyraz na pravé strané rovnice je roven sudému éislu, proto také z? je sudé,
a tedy i x; je sudé ¢islo. Plati proto

T = 25[]2.

Po dosazeni a jednoduché tpravé ziskavame

Nyni je vyraz na levé strané rovnice roven sudému ¢&islu, proto také y? je
sudé, a tedy i y; je sudé cislo. Plati proto

Y1 = 2ys.

Po opétovném dosazeni a nasledném zkraceni obou stran rovnice ¢islem
2 ziskdvame
2 o2
Ty = 2Y5.

Odtud plyne, ze také usporadana dvojice (zq,ys) je feSenim pivodni rov-
nice. Stejné tak je mozné k tomuto feseni ziskat dalsi feseni, jehoz slozky
jsou opét polovicni.
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To je vsak v rozporu s predpokladem, Ze se jednd o minimalni feseni dané
rovnice. Dle FMID neni mozné vytvorit nekonecné posloupnosti prirozenych
Cisel

\%

T2 Xy 2>2x32> ...,

Y1 > Y2 > Y3 > ...,

dané rovnice tedy nemiize mit feSeni v oboru piirozenych ¢isel. Cislo v/2 je
tudiz iracionalni ¢islo. [ |

Piiklad 10 (autor Radek Horensky)

Néamoinik Max mé v kazdém pristavu jednu zenu. Poté, co uz byl dlouho
na jednom misté, opustil Marii a vydal se na své barce do pristavu, ktery byl
od daného pristavu nejvice vzdaleny. Na moii stravil Sest dni, celou nedéli
pak stravil u dané zeny. V pondéli rano opét vyplul na mote a zamitil znovu
do aktualné nejvzdalenéjsiho pristavu. Na mofi stravil opét Sest dni, atd.
Marie se trapi samotou. Poradte Marii, jak dlouho mé na Maxe cekat.

Pozndmka. Zadné dva piistavy nejsou od sebe stejné vzdalené (vidy existuje
jen jediny piistav, ktery je nejvzdéalendjsi). n

Reseni. Ukézeme, ze ndmornik Max se pti svém putovani morem dostane zpét
do pristavu za dva tydny nebo se uz do ptivodniho pristavu vratit nemuze.

Posloupnost vzdalenosti, které Max urazi béhem své plavby po mori, tvofi
neklesajici posloupnost. Vzhledem k tomu, zZe je pouze koneény pocet piista-
vl a tim i konecny pocet vzdalenosti mezi jednotlivymi pristavy, bude tato
posloupnost z poc¢atku rostouci a od jistého ¢lenu bude konstantni. Navstivi-li
néjaky pristav podruhé, bude opét odjizdét do pristavu nejvzdalenéjsiho.

Nejvzdalenéjsim pristavem je vSak ten pfistav, do kterého odjel poprvé,
proto vzhledem k neklesajici posloupnosti vzdéalenosti je to soucasné i ptistav,
ze kterého se jiz vratil. Od tohoto okamziku uz mitze lod plout pouze mezi
témito dvéma pristavy. [ |
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Komentar k tloze

Porovnanim vzdalenosti, které Max béhem své plavby po mofti urazi me-
zi jednotlivymi mésty, zjistime, ze vzdalenosti jednotlivych tsekid postupné
nartistaji. Pouze v pripadé, kdy dva pfistavy tvori dvojici od sebe nejvzda-
lenéjsich pristavil, je vzdalenost po sobé jdoucich tisekt stejna.

Mohou tedy nastat pouze dvé moznosti pohybu. Prvni moznosti je pre-
sun do piistavu, kde lod jesté nebyla (pokud by byla, dalsi vzdalenost by
byla stejnéd jako jedna z predeslych). Druhou moznosti je dvojice od sebe
nejvzdalenéjsich pristavi.

Poznamka. Vysledna dvojice piistavi, mezi kterymi se pohybuje lod tam
a zase zpét, nemusi byt nutné dvojici pristavi s maximalni moznou vzdale-
nosti. Do téchto pfistavii se namornik Max pti své plavbé v takovém pripadé
viibec nedostane.

V literatufe jsou popsany i jiné metody sméiujici k vyreseni tilohy. Jedna
z metod, ktera je ekvivalentni metodé nekonec¢ného klesani, se nazyva meto-
da extremalniho prvku. RozliSujeme dva piipady, a to metodu miniméalniho
prvku a metodu maximéalniho prvku.

Principem metody miniméalniho prvku je skutecnost, ze k predpoklada-
nému nejmensimu prvku nalezneme prvek jesté mensi, ktery spliuje dané
podminky tlohy. To ale vzhledem k minimalnosti daného prvku neni mozné.
Ke stejnému zavéru jsme dospéli i na zakladé Fermatovy metody nekonecné-
ho klesani.

Obdobou metody nejmensiho prvku je také metoda nejvétsiho prvku, kdy
ukazeme, ze vzhledem k maximalnosti daného prvku nelze ziskat prvek jesté
vétsi, ktery spliuje dané podminky tlohy.

Metoda nekonec¢ného klesani je jednim z dulezitych mechanismt pii di-
kazech existence ¢i neexistence objektl s danou vlastnosti. V soucinnosti
s metodami invariantii a poloinvariantd je mozno vytesit i piiklady néaroc-
néjsi. Jednim z takovych je nasledujici tloha.
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Piiklad 11 (autor Radek Horensky)

Je dano pfirozené ¢islo ¢ > 2 a posloupnosti (z,,) a (y,) zadané rekurent-
nimi predpisy
:L’n+2 = Qt.rn+1 — xn7 kde r1 = 1’ Lo = 2t — 1’

Ynt2 = 2Ypy1 — Yn, kde y1 =1, yp=2t+1

a) Najdéte nenulova celd ¢isla «, 3, v takova, ze pro vSechna n € N plati
ax;, + Byn = -

b) Predpoklddejme, Ze u a v jsou piirozena ¢isla takova, ze vyhovuji pred-
pisu au?+ pBv? = v, kde «, 8 a7y jsou hodnoty z pfedchozi ¢asti. Ukazte,
Ze existuje prirozené cislo k takové, ze u = x a v = yy. O

Reseni. Pro teseni dané tulohy, ktera je ve své podstaté ve tvaru ekvivalence
Y Y
provedeme ditkaz postupné v obou smérech implikace.

a) UkaZzme nejprve, Ze existuji pfirozena ¢isla a, b, ¢, d spliiujici pro vSech-
na n € N smisené rekurentni predpisy
Tpt1 = ATy + Yy,

Ynt+1 = CTp + dy,.
Dostavame tak vyjadieni

Tpio = ATpi1 + bYpi1 = axp1 + bex, + bdy, =
= ax,y1 + bex, + bdy, + adx, — adz, =
= a%pi1 + bex, + dr, — adzx, =
= (a+ d)xpy1 + (bc — ad)x,.

Analogicky se lze presvédcit, ze plati rovnéz

Ynt2 = CTny1 + dYpy1 = caxy, + cby, + dyn1 =
= acry + beyn + dyni1 + ady, — ady, =
= aYp+1 + bey, + dyn+1 — ady,, =
= (a+ d)yns1 + (bc — ad)yn.
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Srovnanim s rekurentnimi pfedpisy ze zadani ziskavame podminky

a-+d=2t,
bc — ad = —1.

Spolu s predpisy
To = ary + by,

Yo = cx1 + dys,
tj. s rovnicemi

2t —1=a+ b,

2t4+1=c+d

dostavame soustavu ¢tyt rovnic o ¢tyrech neznamych, ktera mé jediné
feSeni, a to
a=t, b=t—1, c=t+1, d=t.

Smisené rekurentni predpisy proto jsou

Tpt1 = tx, + (= 1)y,
Yni1 = (t+ 1)zn + tyy.

Nyni nalezneme a, 3, v tak, aby platilo ax? + Sy2 = ~. Bez Gjmy na
obecnosti polozme v = 1 a hledejme « a [ v oboru racionalnich ¢isel.
Dosazenim n = 1 a n = 2 ziskdvame soustavu

a+f=1,
a2t —1)2+ B2t +1)2 =1,
ktera ma reseni
1+1 3 1—t
oa=—- = —.
2 2
Nyni ukazeme, ze invariantem dané dvojice posloupnosti je predpis
1+t 1—t
2 2
tj.
(t+ 122 — (t—1)y2 = 2.
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Dané tvrzeni dokazeme snadno pomoci matematické indukce. Pron =1
plati

(1+t)—(t—1)=2.
Predpokladejme, Ze dané tvrzeni plati pro urcité ptirozené ¢islo n. Do-
kazeme, ze plati také pro n + 1. Je tedy

(t+ 1)x$z+1 —(t— 1>y121+1 =
(t4+ 1) [ta, + (t — Dynl® — (t = 1) [t + Dan + ty,]” =
(t+ 1) [t222 + 2t(t — V)apyn + (t — 1)%%] —
—(t = 1) [(t+ 1)%22 + 2t(t + Vapy, + 297 =
=+ - (-1t +1)H 22+
HE+D(E-1)2 = (- Dt*]yn =
=+ 1} — (t—y; =2,

coz jsme chtéli ukazat.

Predpokladejme tedy, ze pro néjaka kladna w, a v; plati
(t+1Dud —(t—1)vi =2

a soucasné neexistuje takové k prirozené, pro které plati
Tp=UuU; a Y =01

Uvazujme posloupnosti (u,) a (v,) dané smiSenymi rekurentnimi pfed-

pisy
Upp1 = tu, — (t— 1)vy,

U1 = —(t + Duy, + to,.

Necht tedy
Uy = tu1 — (t — 1)’01,

Vo = —(t + 1)U1 + t’Ul.

Vynéasobenim vztahu

(t—1)vf = (t+ uj —2
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kladnym ¢islem (¢ — 1) ziskavame
(t—1)%0] = (#* — Dul —2(t — 1) < t?u],
z ¢ehoz plyne
(t — 1)’01 < tuq,

a tedy plati
uy > 0.

Vhodnou tpravou vztahu
(t+1Duf — (t—1)v; =2
ziskame vyjadieni
207 — 2= (1+1¢) (vi —ui).
Protoze uy i v1 nemohou byt soucasné prirozena c¢isla nabyvajici hod-
noty jedna®, pak leva strana posledni rovnice je pro v; > 1 piirozené
Cislo, a tedy i prava strana rovnice musi nabyvat kladnych hodnot (pro

vy = 1 dostdvdme u; = 1, coz neni mozné). Z tohoto divodu plati
V1 > Up.

Rozdil mezi odpovidajicimi si ¢leny obou posloupnosti je vyjadien pii-
rozenym ¢islem, proto lze dany vyraz 2v? — 2 vhodné odhadnout ne-
rovnosti

207 —2 > [vf — (1 — 1)?] (1 +1¢) = (20, — 1)(1 + 1),

a tedy
207 > 4(t +1) + (2, — B)(t +1) + 2.

Pro u; = 1 by platilo

(t—1vi=(@t+1)—2=t—1,

3Takova dvojice odpovida po¢ateénim podminkam rekurentné zadanych posloupnosti
z prvni ¢asti tlohy.
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odkud t = 1 nebo v; = 1. Ani jedna z téchto moznosti vSak nastat dle
podminek nemiize.

Nutné plati u; > 2, a tedy také vy > 3. Je proto
207 >4+ 1)+ (t+1)+2>4(t+1),
tj.
v? > 2t + 1).

Dostavame tak
(t+1)uf — (t —1)vi —2=0.

Vynéasobime-li obé strany rovnice ¢islem ¢ + 1, pak plati

(t+ 1)%uf — (¢ — oy — 2(t +1) =0,

a tedy
(t+1)%u2 — 20} + 07 —2(t +1) = 0.
Protoze
v —2(t+1) >0,
pak

(t+1)%*u] — t*v] <0,
z ¢ehoz plyne
(t + 1)U1 < tvq,

tj.
vy > 0.
Snadnymi algebraickymi ipravami lehce ovérime, zZe
(t+Dus— (t— 1) =+ Dui — (t—1)v3 =2.
Soucasné vsak
s +vo = tug — (t — Doy — (t+ Dug +tvg = v —ug < ug + 0.

Pti splnéni podminek
ur # Tk a V1 F Yk
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pro vSechna k € N bychom pokracovanim daného procesu vytvorili
nekonec¢nou posloupnost prirozenych cisel, kde

UL+ V1 > Uy + Vo >U3+v3 > ...

To je vsak v rozporu s Fermatovou metodou nekonecného klesani.

Hodnoty u a v jsou proto rovny nékteré odpovidajici si dvojici ¢lenti
zadanych posloupnosti. [ |

Komentar k tloze

Nalezeni invariantu v prvni ¢asti tlohy neni obtiZznou zalezitosti. Bez
znalosti o Teseni rekurentnich posloupnosti je vsak cesta k vysledku nesnadna.

Reseni druhé c¢asti vyzaduje nalezeni zpétné transformace a dikaz toho,
Ze je tato transformace jedinou moznou. Z toho divodu je zachovan i dany
invariant pri této zpétné transformaci.

Zaveérecné zdivodnéni, ze nelze vytvorit nekonecnou posloupnost klad-
nych soucti, je soucasné ditkazem toho, ze dané smisené rekurentni predpisy
jsou ekvivalentni nalezenému invariantu.



Kapitola 2

Didakticky vyzkum

V tvodu druhé ¢asti této prace je prezentovano prizkumné Setfeni (pred-
vyzkum), které je zaméfeno na schopnost zakt vnimat zmény nékterych ve-
licin a rozpoznat vlastnosti, které naopak ztstavaji neménné. Pro testovani
zaka stfednich skol bylo autorem vytvoreno nékolik dil¢ich testd, pomoci
nichz byly postupné rozvijeny zkoumané pojmy invariant a poloinvariant.

Cilem setfeni bylo srovnat trovenn schopnosti analyzovat jednotlivé ma-
tematické tlohy, vyhledat veli¢iny, pro néz jsou nékteré charakteristiky ne-
ménné, vhodné zvolit metodu feseni, diky niz by bylo feseni tilohy optimalni
a efektivni.

Do vlastniho testovani byli postupné zapojeni zaci regionalnich gymnazii
Olomouckého kraje, dale tcastnici vybérovych matematickych soustredéni
z Olomouckého kraje (v rdmci projektu PMT-MORAVA), Gc¢astnici vybéro-
vych matematickych soustfedéni z okolnich regionti Ceské republiky (v rdmci
projektu MATES) a v neposledni fadé také fesitelé 58. roéniku Matematické
olympiady z celé Ceské republiky.

Do testovani byli zpocatku zapojeni pouze zaci 2. rocnikt ctyiletych
(a jim odpovidajicich ro¢niku viceletych) gymnézii, postupné se vSak sku-
pina zapojenych zakt utvarela z zak navstévujicich matematicky krouzek
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a z ucastniki vybérovych matematickych seminari. Vék zakid v dalsi fazi
testovani se pohyboval v rozmezi od 14 do 18 let.

2.1 Test délitelnosti

V rameci prvniho vyzkumného testu bylo testovano (a nasledné statisticky
vyhodnoceno) celkem 83 zaku regiondlnich gymnazii a 37 tcastniki vybé-
rovych matematickych soustiedéni. Na zavér byl proveden rozbor postupt
a feseni nékterych zakovskych tloh.

Pred zahajenim samotného testovani byli Zaci nejprve seznameni se zpii-
sobem zaznamenavani svych odpovédi. U kazdé otazky v prvnim testu musi
rozhodnout, zda tvrzeni je ¢i neni obecné splnéno. U otazek ve druhém testu
zéaci rozhoduji, zda je tvrzeni splnitelné pro néjakou vhodnou ¢iselnou kom-
binaci. V takovém ptipadé se pak pokusi urcit obecné podminky, za jakych
je tvrzeni splnitelné. Soucasné byli pozadani, aby také pfi vyhodnocovani
prvniho z dvojice testi zapisovali, na zakladé jakych tvah ke svému zavéru
dospéli.

Hlavnim tikolem prvni dvojice test bylo poukéazat na rozdilnost nutnych
a postacujicich podminek v matematice. Tato dvojice testii byla primarné
urcend zakim druhého ro¢niku na zac¢atku skolniho roku (acastnici vybéro-
vych matematickych soustfedéni vékové limitovani nebyli). Casovy odstup
této dvojice testit byl v pripadé gymnazialnich zakt jeden tyden, v pripadé
seminaid v ramci matematickych soustiedéni byl ¢asovy odstup mezi testy
pouze jediny den.

Ukolem prvniho z dvojice testti bylo zjistit, jaké maji zaci znalosti z obo-
ru délitelnosti prirozenych cisel a jakym zptisobem je dokézi pii samotném
vyhodnoceni testu uplatnit.

Druhy z testd zkoumal schopnost zakti nalézt obecna pravidla pii vy-
tvafeni souboru prvkid s danou vlastnosti. Dulezitou soucasti testu bylo roz-
hodnuti, zda zkoumana vlastnost plati obecné nebo zda pouze pro nékteré
vhodné ¢iselné kombinace.
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Cas vyhrazeny prvnimu testu byl stanoven na 45 minut, ¢as uréeny na
feseni druhého testu byl 75 minut.

Po absolvovani téchto dvou testi byli Zaci podrobnéji seznameni se sprav-
nymi odpovédmi na jednotlivé otazky, dale jim byly pomoci korektnich definic
zavedeny pojmy invariant a poloinvariant. Na nékolika jednoduchych piikla-
dech pak byly zadkim prezentovany moznosti uplatnéni metody invariantii
a poloinvariant® pfi feseni nékterych tuloh.

V nésledujicich testech zaci prokazovali schopnost rozlisit, zda je popiso-
vana vlastnost ¢i metricky vztah invariantem nebo poloinvariantem. Posledni
z uvedenych testii mél za kol zjistit, do jaké miry jsou zaci schopni nékteré
z invariantll vypozorovat a kvantitativné popsat.

Didakticky test 1

1. Rozhodnéte, kterda z nasledujicich tvrzeni jsou vZdy pravdiva a kterd
nikoli.

(a) Kazdé prirozené ¢islo dava pii déleni dvéma stejny zbytek jako
jeho ciferny soucet.

(b) Kazdé ptirozené ¢islo dava pii déleni tfemi stejny zbytek jako jeho
ciferny soucet.

(c) Kazdé prirozené ¢islo dava pii déleni Sesti stejny zbytek jako jeho
ciferny soucet.

(d) Kazdé ptirozené ¢islo dava pii déleni deviti stejny zbytek jako jeho
ciferny soucet.

(e) Kazdé pfirozené ¢islo dava pti déleni dvaciti sedmi stejny zbytek
jako jeho ciferny soucet.

2. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich tvrzeni jsou vZdy pravdiva a ktera
nikoli.

(a) Soucet libovolnych Sesti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je vzdy
délitelny dvéma.
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(b) Soucet libovolnych Sesti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je vzdy
délitelny tiemi.
(c) Soucet libovolnych Sesti po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel je vzdy
délitelny Sesti.
(d) Soucet libovolnych Sesti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je vzdy
délitelny deviti.
3. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou vZdy pravdiva a ktera
nikoli.
(a) Soucin libovolnych Sesti po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel je vzdy
delitelny Sesti.

(b) Souc¢in libovolnych Sesti po sobé jdoucich ptirozenych ¢isel je vzdy
délitelny patnacti.

(c) Soucin libovolnych Sesti po sobé jdoucich p¥irozenych ¢isel je vzdy
délitelny Sestnacti.

(d) Souc¢in libovolnych Sesti po sobé jdoucich ptirozenych ¢isel je vzdy
délitelny Sedesati.

(e) Soucin libovolnych Sesti po sobé jdoucich piirozenych ¢isel je vzdy
délitelny sto Sedesati.

Reseni a statistické vyhodnoceni didaktického testu 1

1. Délitelnost a kriteria délitelnosti:

(a) Cislo je délitelné dvéma, pravé kdyz je jeho posledni éislice 0, 2,
4, 6 nebo 8. Ciferny soucet proto nemusi davat stejny zbytek pii
déleni dvéma. Protiprikladem je napt. ¢islo 12, které je délitelné
dvéma, ale jeho ciferny soucet 1+ 2 = 3 délitelny dvéma neni.

Dané tvrzeni neplati.
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Uspésnost zak:

Spravné 75 % Spravné
nespravné 16 %
bez odpovédi 9 %

odpovédi

nespravneé

Pro vétsinu Zakiu nepredstavuje délitelnost cislem 2 vétsi problém,
cast z nich vsak chybné kriterium délitelnosti cislem 2 aplikovala
i na ciferny soucet daného cisla.

Cislo je délitelné tiemi, pravé kdyz je jeho ciferny soucet délitelny
tfemi (zakladni kriterium délitelnosti ¢islem tii). P¥ic¢teme-li k da-
nému ¢islu cislo jedna, zvétsi se jeho ciferny soucet také o jedna
(je-li jeho posledni ¢islice rizna od 9), nebo poklesne o hodnotu
9k — 1, kde k je pocet devitek na konci ptvodniho cisla. Zbytek
pri déleni cisla tremi je proto stejny jako zbytek pii déleni jeho
ciferného souctu tfemi.

Dané tvrzent plati.

Uspésnost zaku:

Spravné 74 %
nespravné 15 %

bez odpovédi 11 %

odpovedi

nespravné
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Vetsina Zaku kriterium délitelnosti cislem 3 ovladd, nékter: z nich
vsak nedokdzali spravné vyhodnotit, Ze zbytek pri déleni je u cisla
i jeho ciferného souctu rovnéz stejny.

Cislo je délitelné Sesti, pravé kdyz je soucasné délitelné dvéma
i tfemi. Protoze dané tvrzeni neni splnéno posledni jeho ¢islice 0,
2, 4, 6 nebo 8. Ciferny soucet nemusi davat steny zbytek pti déleni
dvéma. Protiprikladem je napi. ¢islo 12, které je délitelné Sesti, ale
jeho ciferny soucet 1+ 2 = 3 délitelny Sesti neni.

Dané tvrzeni neplati.

Uspésnost zaku:

spravné 76 % spravné

nespravné 10 %
bez odpovédi 14 %

odpovédi
nespravné

Test prokdzal, Ze délitelnost cislem 6 je Zakum zrejmd. Chybné
zavery vetsinou plynuly z predchozich chybnych tdvah o délitelnosti
cisly 2 a 3.

Cislo je délitelné deviti, pravé kdyz je jeho ciferny soucet délitelny
deviti (zdkladni kriterium délitelnosti ¢islem 9). Pfi¢teme-li k da-
nému ¢islu cislo jedna, zvétsi se jeho ciferny soucet také o jedna
(je-li jeho posledni ¢islice rtiizna od 9), nebo poklesne o hodnotu
9k — 1, kde k je pocet devitek na konci ptvodniho cisla. Zbytek
pri déleni ¢isla deviti je proto stejny jako zbytek pii déleni jeho
ciferného souctu deviti.

Dané tvrzent plati.



DIDAKTICKY VYZKUM 53

Uspésnost zak:

Spravné 72 % spravneé
nespravné 19 %
bez odpovédi 9 %

bez
odpovédi
nespravné

Z testu plyne, Ze vétsina Zaki kritertum délitelnosti cislem 9 ovla-
da, mnozi vsak nedokdzali sprdavné vyhodnotit, Ze zbytek pri délent
je u ¢isla 1 jeho ciferného souctu rovnéz stejny.

Cislo je délitelné dvaciti sedmi, pravé kdyz je délitelné deviti a jeho
podil po déleni deviti je nasobkem disla tii. Délitelnost ciferného
souctu daného dcisla ¢islem 27 zarucuje pouze délitelnost daného
¢isla cislem 9.

Dané tvrzeni neplati.

Uspésnost zaku:

spravné

Spravné 64 %
nespravné 14 %

bez odpovédi 22 %

odpovedi
nespravneé

7 testu vyplynulo, Ze pro Zaky je délitelnost cislem 27 obtiZnym
tkolem. Spravné odpovédi vychdzely predevsim z nalezeni vhodné-
ho protiprikladu. Nékteri z Zaku nesprdvné usuzovali, Ze pro déli-
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telnost cislem 27 plati analogické turzeni jako pro délitelnost cis-
lem 9.

2. Délitelnost souctu Sesti po sobé jdoucich prirozenych cisel postupné
¢isly 2, 3,6 a 9.

(a) Mezi Sesti po sobé jdoucimi pfirozenymi ¢isly jsou vzdy tii éisla
suda a tii ¢isla licha. Soucet téchto Sesti ¢isel je tedy ¢islo liché
a nemiize byt proto délitelny dvéma.

Dané tvrzeni neplati.

Uspésnost zaku:

Spravne
Spravné 65 %
nespravné 26 %

bez odpovédi 9 %

odpovédi

nespravné

Setreni prokdzalo, Ze za vétsinou nesprdvnych odpovédi se skrijvd
skutecnost, Ze Zdci sice sprdvné urcili, Ze polovina cisel je sudd
a polovina licha, ale chybné vyvodili zdvéry o delitelnosti souctu
téchto cisel.

(b) Zbytky pti déleni daného ¢isla tfemi pro Sestici po sobé jdoucich
¢isel jsou postupné bud 0, 1, 2, 0, 1, 2 nebo 1, 2, 0, 1, 2, 0 nebo
2, 0,1, 2,0, 1. Ve vSech tfech pripadech je soucet zbytkt roven
¢islu 6, proto je soucet Sesti po sobé jdoucich prirozenych cisel
nasobkem cisla 3.

Dané tvrzent plati.
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Uspésnost zak:

spravné
Spravné 60 %
nespravné 24 %

bez odpovédi 16 %

bez
odpovedi

nespravné

Za vetsinou mesprdvnych odpovédi se skryva skutecnost, Ze Zaci
sice spravné urcili, Ze dvé ¢isla jsou ndsobkem cisla 3, ale chybné
vyvodilt zavéry o zbytcich ostatnich ctyr cisel a tim v o délitelnosti
souctu celé Sestice cisel.

(c) Zbytky pii déleni daného ¢isla Sesti pro Sestici po sobé jdoucich
prirozenych ¢isel jsou postupné bud 0, 1, 2, 3, 4, 5, nebo libovoln4
jind cyklickd permutace téchto Sesti ¢isel. Ve vsech piipadech je
soucet vSech Sesti zbytki roven ¢islu 15, a proto soucet téchto Sesti
Cisel pri déleni Sesti dava zbytek 3.

Dané tvrzeni neplati.

Uspésnost zaku:

spravne

spravné 47 %
nespravné 41 %
bez odpovédi 12 %
odpovédi

nespravne
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Z vysledki testu vyplynulo, Ze prekvapive velké mnoZstvi nesprdv-
nych odpovédi vychdzelo z uvahy, Ze mezi Sestici ¢isel je vZdy jedno
ndasobkem cisla 6 a tudiz je i soucet celé sestice délitelny cislem 6.

Uvazujeme-li Sestici ¢isel 1, 2, 3, 4, 5 a 6, snadno vidime, Ze soucet
téchto cisel je roven 21 a neni proto nasobkem deviti.

Dané tvrzeni neplati.

Uspésnost zaku:

spravneé

Spravné 63 %
nespravné 18 %

bez odpovédi 21 %

odpovédi
nespravné

Test odhalil, Ze vetsina nesprdavnych odpovédi vychdzela z mylné-
ho zdvéru, Ze existence dvou masobki cisla 3 v dané Sestici cisel
zarucuje deélitelnost deviti. Zhruba pétina Zakiu nedokdzala danou
situact vyhodnotit vibec a ponechala otdzku bez odpoveéds.

3. Délitelnost soucinu Sesti po sobé jdoucich prirozenych cisel postupné
¢isly 6, 15, 16, 60 a 160.

(a) Soucin Sesti po sobé jdoucich ptirozenych ¢isel je vzdy délitelny

Cislem 6! = 720 a libovolnym délitelem tohoto &sla. Cislo 6 je
délitelem c¢isla 720, proto dané tvrzeni plati vzdy. Plati navic, ze
prave jedno z Sesti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je vzdy nutné
délitelné Sesti.

Dané tvrzent plati.
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Uspésnost zak:

spravné 85 %
nespravné 3%  spréavné

bez odpovédi 12 %

12 %
bez
odpovedi

nespravné

Vétsina odpovedi byla spravnd, uloha necinila Zakum vétsi potiZe.

Cislo 15 je délitelem &isla 720, proto dané tvrzeni plati vzdy. Plati
navic, ze alespon jedno z cisel je délitelné péti a alespon jedno ze
zbylych cisel je délitelné tremi.

Dané tvrzent plati.

Uspé&Snost zaku:

spravneé

spravné 54 %

nespravné 31 %
bez odpovédi 15 %

bez
odpovedi

nespravne

Test prokazal, Ze délitelnost cislem 15 cinila uz Zakim vétsi potiZe,
nékteri nesprdvné turdili, Ze dany soucet je sudy a nemuze byt
proto délitelny lichym cislem.

Cislo 16 je délitelem &isla 720, proto dané tvrzeni plati vzdy. Plati
navic, ze alespon jedno z cisel je délitelné ¢tyfmi a dvé dalsi ¢isla
jsou suda.
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Dané tvrzent plati.

Uspésnost zaku:

spravneé

Spravné 45 %
nespravné 28 %

bez odpovédi 27 %

nespravné

bez
odpovedi

Vysledky testu prokdzaly, Ze pri rozhodovdni o délitelnosti cislem
16 nekteri Zact mylne usuzovali, Ze tri sudd c¢isla mezi c¢initeli za-
rucuji pouze delitelnost c¢islem 8, nikoli cislem 16.

Cislo 60 je délitelem &isla 720, proto dané tvrzeni plati vzdy. Plati
navic, ze alespon jedno z cisel je délitelné péti, alespon jedno je
délitelné ¢tyfmi a alespon jedno je délitelné tfemi. Protoze cisla 5,
4 a 3 jsou po dvou nesoudé€lnd, je dany vyraz délitelny soucinem
téchto tii c¢isel, tj. je délitelny Sedasati.

Dané tvrzent plati.

Uspésnost zaku:

Spravné 48 % Spravné
nespravné 31 %
bez odpovédi 21 %

nespravné odpoveédi
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Test prokdzal, Ze délitelnost vyssima cisly je pro urcitou skupinu
zZaku jiz velmi ndrocny ukol. Pro néktere Zaky jiZ bylo c¢islo 60 na-
tolik velike, Ze vubec nepredpokladali moznost délitelnosti soucinu
dané sestice cisel cislem 60.

(e) Cislo 160 neni délitelem ¢isla 720, proto dané tvrzeni neplati.
Uvazime-li pravé soucin cisel 1, 2, 3, 4, 5 a 6, mame Sestici ¢i-
sel, kterd danou podminku nesplinuje.

Dané tvrzent neplati.

Uspésnost zaku:

spravné
Spravné 59 %
nespravné 23 %

bez odpovédi 18 %

bez
odpovédi

nespravné

Z vysledku testu plyne, Ze pri rozhodovani o délitelnosti cislem 160
vice nezZ polovina Zaku uvedla spravnou odpovéd, avsak v mnoha
pripadech toho bylo dosaZeno na zdklade nespravné vvahy o veli-
kosti cisla 160.

Ve druhém testu bylo tikolem zakid vyhodnotit, zda néktera tvrzeni jsou
splnéna pouze pro urcitou kombinaci ¢isel nebo zda je tvrzeni obecné pravdivé
¢i nepravdivé. V pfipadé, zZe tvrzeni je platné pouze pro jistou kombinaci
¢isel, bylo jejich tkolem také vhodnym zptisobem urcit podminky, které tuto
platnost zarucuji.
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Didakticky test 2

1. Rozhodnéte, kterd z néasledujicich tvrzeni mohou byt pravdiva. Urcete,
za jakych podminek je tvrzeni pravdivé.

(a) Kazdé piirozené ¢islo dava pii déleni dvéma stejny zbytek jako
jeho ciferny soucet.

(b) Kazdé ptirozené ¢islo dava pii déleni tfemi stejny zbytek jako jeho
ciferny soucet.

(c¢) Kazdé ptirozené ¢islo dava pii déleni Sesti stejny zbytek jako jeho
ciferny soucet.

(d) Kazdé ptirozené ¢islo dava pii déleni deviti stejny zbytek jako jeho
ciferny soucet.

(e) Kazdé pfirozené ¢islo dava pti déleni dvaciti sedmi stejny zbytek
jako jeho ciferny soucet.

2. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni mohou byt pravdiva. Urcete,
za jakych podminek je tvrzeni pravdivé.

(a) Soucet libovolnych Sesti po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel je vzdy
délitelny dvéma.

(b) Soucet libovolnych Sesti po sobé jdoucich ptirozenych ¢isel je vzdy
délitelny tiemi.

(c) Soucet libovolnych Sesti po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel je vzdy
délitelny Sesti.

(d) Soucet libovolnych Sesti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je vzdy
délitelny deviti.

3. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni mohou byt pravdiva. Urcete,

za jakych podminek je tvrzeni pravdivé.

(a) Soudin libovolnych Sesti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je vzdy
délitelny Sesti.
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(b) Sou¢in libovolnych Sesti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je vzdy
délitelny patnacti.

(¢) Soucin libovolnych Sesti po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel je vzdy
délitelny Sestnacti.

(d) Soucin libovolnych Sesti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je vzdy
délitelny Sedesati.

(e) Soucin libovolnych Sesti po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel je vzdy
délitelny sto Sedesati.

Pro hodnoceni tohoto druhého testu byla zvolena Sirsi skala hodnoceni.
Jako castecné spravné byly brany odpovédi, kdy zaci nalezli vhodnou vyho-
vujici kombinaci ¢isel, ktera spliovala dané podminky, resp. kdy nedokazali
uplné korektné objasnit nutné podminky toho, ze takova kombinace moz-
na neni, ale na konkrétnich prikladech dospéli k poznatkiim sméfujicim ke
spravnému zdivodnéni. Reseni, ktera sméfovala ke spravné kombinaci ¢isel,
ale vychazela ze Spatnych predpokladt ¢i avah, byla hodnocena jako nevy-
hovujici.

ResSeni a statistické vyhodnoceni didaktického testu 2

1. Délitelnost a kriteria délitelnosti:

(a) Cislo je délitelné dvéma, pravé kdyz je jeho posledni éislice 0, 2,
4, 6 nebo 8. Maji-li byt cislo i jeho ciferny soucet suda ¢isla, musi
byt soucet vSech jeho cifer kromé cislice na pozici fadu jednotek
také sudy. Maji-li byt ¢islo i jeho ciferny soucet licha cisla, musi
byt soucet vSech jeho cifer kromé cislice na pozici fadu jednotek
sudy (posledni ¢islice je lichd).

Dané tvrzent plati jen pro vhodnou skupinu cisel.
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Uspésnost zak:

spravne

Spravné 35 %
Castecnd spravné 31 %
nespravné 20 % sastecns
bez odpovédi 14 %  Spravie

odpovédi

nespravné

Z testu vyplynulo, Ze pro véetsinu Zdakiu nepredstavuje delitelnost ¢is-
lem 2 vétsi problém, presto vsak urcent obecnych podminek delitel-
nosti ciferného souctu je problémem vétsi ¢dsti Zakid. Ve srovndni
s prunim testem mirne vzrostl pocet nespravnych odpovedi i resent
bez uvedene odpovédi.

Cislo je délitelné t¥emi, pravé kdyz je jeho ciferny soucet délitelny
tfemi (zdkladni kriterium délitelnosti ¢islem tfi). Pficteme-li k da-
nému ¢islu cislo jedna, zvétsi se jeho ciferny soucet také o jedna
(je-li jeho posledni ¢islice rtiizna od 9), nebo poklesne o hodnotu
9k — 1, kde k je pocet devitek na konci ptivodniho ¢isla. Zbytek
pri déleni cisla tremi je proto stejny jako zbytek pii déleni jeho
ciferného souctu tfemi.

Dané tvrzent plati vZdy.
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Uspésnost zak:

Spravne

Spravné 52 %
Castecnd spravné 14 %
nespravné 21 %
bez odpovédi 13 %

castecné odpovedi

Spravne

nespravné

Test prokazal, Ze vétsina Zaku kriterium délitelnosti cislem 3 znd,
nékteri vsak chapou kriterium pouze jako jednostrannou implika-
ci. PrestoZe v prunim testu odpovédélo 7/ % Zaki, Ze tvrzend plati
vZdy, ve druhém testu klesl pocet spravnich odpovédi na 52 %.
Neékteri Zdaci se vsak snazili podminky splnitelnosti definovat zpi-
sobem ekvivalentnim kriteriu délitelnosti, tato reseni byla brdana
jako castecné spravnd.

Cislo je délitelné Sesti, pravé kdyz je soucasné délitelné dvéma
i tfemi. Délitelnost tfemi je splnéna vzdy. Proto musi platit stejné
podminka jako pti délitelnosti dvéma. Plati tedy, Ze soucet vsech
jeho cifer kromé ¢islice na pozici fadu jednotek musi byt sudy.

Dané tvrzeni plati jen pro vhodnou skupinu cisel.

Uspésnost zak:

Spravné 12 %

astetné spravné 60 % ~ castecne

spravné .
o Spravné
nespravné 11 %

bez odpovédi 17 %

nespravné
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Z vysledki testu plyne, Ze prestoZe je délitelnost cislem 6 Zakim
zregmd, nedokdzi nalézt obecné podminky splnitelnosti daného tur-
zeni. Veétsina Zaku vsak spravne uvedla, Ze pro platnost daného
turzent must byt splnéna delitelnost obéma cisly 2 a 3.

Cislo je délitelné deviti, pravé kdyz je jeho ciferny soucet délitelny
deviti (zdkladni kriterium délitelnosti ¢islem 9). Pfi¢teme-li k da-
nému c¢islu cislo jedna, zvétsi se jeho ciferny soucet také o jedna
(je-li jeho posledni ¢islice rizna od 9), nebo poklesne o hodnotu
9k — 1, kde k je pocet devitek na konci ptvodniho cisla. Zbytek
pri déleni ¢isla deviti je proto stejny jako zbytek pii déleni jeho
ciferného souctu deviti.

Dané tvrzent vZdy plati.

Uspésnost zak:

spravneé

spravneé 53 %
Castecnd spravné 15 %
nespravné 20 %

bez odpovédi 12 %

o odpovédi
castecné
spravne

nespravné

Test poukdzal na skutecnost, Ze vétsina Zaku kriterium délitelnosti
cislem 9 zna, nékteri vsak chapou kriterium pouze jako jednostran-
nou implikaci. PrestoZe v pronim testu odpovédélo 72 % Zdaki, Ze
torzent plati vZdy, ve druhém testu klesl pocet spravnych odpove-
di na 53 %. Nékteri Zdci se vsak snaZili podminky splnitelnosti
definovat zpiusobem ekvivalentnim kriteriu délitelnosti, tato reseni
byla brana jako castecné spravnd.
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(e) Cislo je délitelné dvaciti sedmi, pravé kdyz je délitelné deviti a jeho
podil po déleni deviti je nasobkem disla tii. Délitelnost ciferného
souctu daného cisla ¢islem dvacet sedm zarucuje pouze délitelnost
¢isla deviti. Obecné podminky, které zarucuji stejné zbytky pii
déleni ¢isla i jeho ciferného souctu ¢islem 27, je velmi obtizné urcit.

Dané turzent plati jen pro vhodnou skupinu cisel.

Uspésnost zak:

spravneé

Spravné 47 %
Castecné spravné 13 %
nespravné 6 %
bez odpovédi 34 % gistecns
Spravné
nespravné
bez
odpovedi

Test prokazal, Ze pro Zaky je délitelnost cislem 27 velmi obtiZnym
tukolem. Za sprdavnd byla povaZovdna takovd resent, kterd uvddéla,
Ze turzent je splnéno jen pro nékterd cisla, a nékterd z takovych
cisel wvedli. Za cdstecne sprdvnd byla povazZovana rTesent, kde by-
lo uvedeno pouze vhodné cislo, ale chybéla informace o tom, zda
turzent plati vZdy nebo jen pro nékterd cisla.
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2. Soucet Sesti po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel.

(a)

Mezi Sesti po sobé jdoucimi pfirozenymi ¢isly jsou vzdy tii suda
a tfi licha cisla. Soucet téchto Sesti cisel je tedy vzdy cislo liché.

Dané tvrzent neplati pro Zddnou Sestici po sobé jdoucich priroze-
nych cisel.

Uspésnost zak:

) spravné
Spravné 57 %
Castecnd spravné 15 %
nespravné 18 %
bez odpovédi 10 %
bez
odpovédi
Castecné L.
Spré,vné nespravne

Ze zkoumani souctu nekolika Sestic prirozenych cisel vypozorovali
mnozi z Zaki, Ze souctem je liché ¢islo. 15 % Zdkid vsak nedokdzalo
tuto informaci zobecnit, tato reseni byla povaZovana za castecné
sprdvnd.

Zbytky pri déleni daného cisla tfemi pro Sestici po sobé jdoucich
¢isel jsou postupné bud 0, 1, 2, 0, 1, 2 nebo 1, 2, 0, 1, 2, 0 nebo
2, 0,1, 2,0, 1. Ve vSech tfech pripadech je soucet zbytkt roven
¢islu 6, proto je soucet Sesti po sobé jdoucich prirozenych cisel
nasobkem disla 3.

Dané tvrzeni vZdy plati.
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Uspésnost zak:

Spravné 18 %

Castecné spravné 51 %  Castecné spravné
L spravné
nespravné 2%

bez odpovédi 29 %

nespravné odpovedi

Z vysledki testu vyplyva, Ze ze zkoumani souctu nekolika Sestic
prirozenych cisel vypozorovali mnozi z Zaki, Ze soucet je delitelny
sesti, nekteri z nich vsak poturdit tuto hypotézu 32 nedokdzali. Na-
opak néekteri Zaci pri obecném vyjddreni sice spravné urcili, Ze dvé
cisla jsou ndasobkem cisla 3, ale chybné vyvodili zavéry o zbytcich
ostatnich ctyr cisel a tim 1 o délitelnosti souctu celé Sestice cisel.

Zbytky pfi déleni daného ¢isla Sesti pro Sestici po sobé jdoucich
¢isel jsou postupné bud 0, 1, 2, 3, 4, 5 nebo libovolna jina cyklicka
permutace téchto Sesti ¢isel. Ve vSech pripadech je soucet zbytkt
roven ¢islu 15, proto soucet téchto Sesti cisel pii déleni Sesti dava
zbytek 3.

Dané tvrzent neplati pro Zidnou Sestici po sobé jdoucich priroze-
nych cisel.
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Uspésnost zak:

spravneé 32 % Castecné spravne

spravneé

Castecnd spravné 13 %
nespravné 28 %

bez odpovédi 27 %

nespravné

odpovédi

Ve srovnani s pronim testem se zvysil pocet Zaku, kteri ponechali
otazku nezodpovezenou, protoze nedokdzali zobecnit poznatky ply-
nouci z nékolika konrétnich pripadi. Zatimco v pronim testu 41 %
Zaku rozhodlo, Ze tvrzeni meplati nikdy, ve druhém testu klesl po-
cet téchto Zdaku na 28 %. V situaci, kdy nedokdzali své turzeni, Ze
dany soucet neni ndasobkem cisla 6, néjakym zpisobem zduvodnit,
radéj ponechali otdazku bez odpovéds.

Vezmeme-li Sestici prirozenych ¢isel n, n+1, n+2, n+ 3, n+4
a n + 5, vidime, Ze soucet téchto ¢isel je 6n + 15 = 3 - (2n + 5).
Nutnou podminkou pro délitelnost ¢isla deviti je, ze vyraz (2n+5)
je nasobkem ¢isla 3. To je splnéno jen tehdy, jestlize ¢islo n dava
pri déleni tfemi zbytek 2.

Dané tvrzeni plati pouze pro vhodnou Sestici po sobé jdoucich pri-
rozenych cisel.
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Uspésnost zak:

spravné 21 %

NS P Spravne

Castecné spravné 48 % ., . . . p
castecne

nespravné 7%  spravne

bez odpovédi 24 %

odpovédi

nespravné

Ve srovndni s prunim testem znatelné poklesl pocet nesprdvnych
odpovédi, a to v souvislosti se zjisténim, Ze pro nekteré sestice
cisel je soucet delitelny deviti a pro nékteré neni. Sprdavné urceni
podminek vsak Zdkim cinilo opét problémy.

3. Soucin Sesti po sobé jdoucich prirozenych cisel je vzdy délitelny c¢islem
6! = 720 a také libovolnym délitelem tohoto ¢isla.

(a) Cislo 6 je délitelem ¢isla 720, proto dané tvrzeni plati vzdy. Vétsina
odpovédi se opirala o poznatek, Ze mezi Sesti po sobé jdoucimi
prirozenymi c¢isly je vzdy jedno, které je nasobkem Sesti.

Dané tvrzent vidy plati.

Uspésnost zak:

spravné 77T % L

] ) spravné
Castecné spravné 8 %
nespravné 0%
bez odpovédi 15 %

Castecné
spravné
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Vysledky obou testi jsou srovnatelné, pouze nékteri z Zakiu nedokd-
zali svug usudek zduvodnit a ponechali otdazku radeji bez odpovédi.

(b) Cislo 15 je délitelem ¢isla 720, proto dané tvrzeni plati vzdy. Sprav-
né odpovédi vyuzivaly faktu, ze alespon jedno z cisel je délitelné
péti a alespon jedno dalsi ¢islo je délitelné tiemi.

Dané tvrzeni vZdy plati.

Uspésnost zaku:

spravneé

Spravné 37 %

Castecnd spravné 27 %

nespravné 20 %
- castecné
bez odpovédi 16 % spravné

bez
odpovédi

nespravne

Pri zkoumani delitelnosti cislem 15 vyrazné poklesl v porovnant
s prunim testem pocet nespravnych odpovedi. Duvodem poklesu
bylo zjistent, Ze pro nahodné vybrané Sestice cisel je soucin sku-
tecné delitelny cislem 15, ¢imzZ byla mylnd hypotéza nékterych Zaki

vyvrdcena.

(c) Cislo 16 je délitelem ¢isla 720, proto dané tvrzeni plati vzdy. Sprav-
na zdivodnéni spocivala prevazné v poznatku, Ze alespon jedno
¢islo je délitelné ¢tyimi a dalsi dvé cisla jsou suda.

Dané tvrzent vZdy plati.
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Uspésnost zak:

spravne

Spravné 35 %

Castednd spravné 26 %

nespravné 18 %  Castecné
spravné

bez odpovédi 21 %

odpovedi
nespravné

Take v tomto pripade doslo k poklesu nesprdavnych odpovédi. Di-
vodem bylo opet zjistént, Ze pro nahodné vybrané Sestice cisel je
soucin skutecné délitelny cislem 16, ¢imz byla mylna hypotéza né-
kterych Zdku vyvrdacena.

Cislo 60 je délitelem ¢isla 720, proto dané tvrzeni plati vzdy. Spréav-
néa zdivodnéni spocivala prevazné v poznatku, Ze alespon jedno
z Cisel je délitelné péti, alespon jedno ¢tyfmi a alespon jedno tie-
mi. Za spravné zdtvodnéni lze povazovat také poznatek, ze prave
jedno z cisel je délitelné Sesti, alespon jedno péti a alespon jedno
dalsi cislo je sudé.

Dané tvrzent vidy plati.

Uspésnost zak:

spravné 28 % Spravné
Castecné spravné 31 %  Castecné

L spravné
nespravné 18 %

bez odpovédi 23 %

X odpovedi
nespravné
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Prestoze rozhodnuti o delitelnosti ¢islem 60 bylo v prunim testu pro
urcitou skupinu Zaku velmi ndrocné a témeér tretina Zaku uvedla,
zZe trvrzeni neplati, nespravnych odpovedi ve druhém testu opét
vyrazne ubylo.

Cislo 160 neni délitelem ¢isla 720, proto dané tvrzeni neplati. Aby
dané tvrzeni bylo splnéno, musi byt soucin délitelny nejen péti, ale
také cislem 32. V soucinu se vyskytuji celkem tfi suda cisla, proto
musi byt v sou¢inu zastoupena bud dvé ¢isla délitelnd ¢tyfmi, nebo
alespon jedno c¢islo délitelné osmi.

Dané tvrzent plati jen pro vhodnou Sestici po sobé jdoucich priro-
zenych cisel.

Uspésnost zaku:

P Spravne
Spravné 33 % P

Castecnd spravné 31 %
nespravné 16 % gasteens
bez odpovédi 20 %  Sbravhe

odpoveédi
nespravné

U délitelnosti cislem 160 byly vysledky obou testi srovnatelné, cel-
kovy pocet spravnych a castecné spravngch odpovedi byl opét nad-
polovicni.
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2.2 Geometrické invarianty

V dalsim testu byla zaktim predlozena série prikladi, ve kterych bylo je-
jich tkolem rozhodnout, zda dany vztah je ¢i neni invariantem, a prikladi,
ve kterych bylo zapotfebi urcit, za jakych podminek bude dana vlastnost
splnéna. Test byl opét primarné urcen zakim druhych ro¢nikt a zaméren byl
tentokrat na invarianty geometrické. Testovany byly znalosti a dovednosti
zak z planimetrie, tykajici se obvodovych a stfedovych thli a mocnosti bo-
du ke kruznici. Dalsim tématem bylo zkoumani jistych vlastnosti tétivovych
¢tytuhelniki.

Do testovani tentokrat nebyli zapojeni vSichni Zzaci druhych, ale pouze
Ti zaci, ktefi v prvni dvojici testil vyraznéji uspéli a absolvovali néasledné
zékladni seminaf o invariantech a poloinvariantech. Seminafe a nésledného
testovani se ucastnili rovnéz zaci z vyssich i nizsich ro¢nikt, ktefi pravidelné
navstévuji matematicky krouzek a ktefi se také pravidelné tcastni riznych
matematickych soutézi.

Vyhodnoceni tohoto testu vychézi z feseni 84 zaki, kteti byli sezndmeni
s pojmy invariant a poloinvariant, celkovy ¢as na feSeni byl 100 minut. Ve
druhé skupiné 23 zakt, ktefi nebyli s vyuzitim invariantid a poloinvariantt
seznameni, byl test rozdélen na dvé samostatné casti, kde pro kazdou bylo
vyé¢lenéno 50 minut. Zaci byli seznameni se zptisobem zaznamenavani odpo-
védi a byli pozadani o zapis svého myslenkového postupu pii vyhodnocovani
uloh.
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Didakticky test 3

1. V kruznici je dana tétiva AB a body C' a D, které lezi ve stejné po-
loroviné vytaté piimkou AB na kruznmici tak, Ze se tsecky AC' a BD
vzajemné protinaji. Déle necht X je prusecik téchto tseéek AC a BD.
Rozhodnéte, kterd tvrzeni jsou vZdy pravdiva a ktera nikoli. V pripade,
7e tvrzeni muZe byt splnéno, urcete, za jakych podminek je to mozné.

C
D

(a) [JABC|+ |9 BAC|=|3ABD|+ |g BAD|
(b) v(C,AB) =v(D, AB)
(c) [AX]-|CX[=|BX]|-[DX]
(d) [AX]-[BX|=[CX]-[DX]|
(e) Saxp = Soxp
(f) Saxp = Sexc
(8) [AC| + |BC| = |AD[ + |BD|
(h) [AC|-|BC| = |AD|-|BD|
i) |[AC|?> +|BC|* = |ADJ* + |BD|?
j) |AD|* +|CD|? = |AB]* + |BC|?
(k) |AD|? + |BC|* = |AB|* + |CD|?
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Reseni a statistické vyhodnoceni didaktického testu 3

1.

(a)

Protoze maji obvodové thly ACB i ADB stejnou velikost, musi
soucet dvou zbyvajicich thld v trojuihelnicich byt také stejny, tj.

|9 ABC| + |94 BAC| = |4 ABD| + |3 BAD)|

plati vzdy.

Dané turzent je splnéno vZdy.

Uspésnost zak:

Spravné 74 %
Castecnd spravné 10 %
nespravné 8 %
bez odpovédi 8 %

Castecnd
spravné

Tvrzeni o konstantni velikosti obvodoveho uhlu patri mezi stan-
dardni znalosti Zakiu. Na vyssim porcentu uspésnosti se podili ta-
ke fakt, Ze test byl gymnazidlnim Zdkim predloZen nedlouho po
probrani stredoskolské latky o stredovém, obvodovém a usekovém
uhlu.

Aby byla splnéna tato podminka, musi byt body C' i D stejné
vzdalené od primky AB, tj. musi byt pfimka C'D rovnobézna s
AB.

Dané tvrzent plati jen pro urcitou polohu bodu na kruznicr.
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Uspésnost zak:

Spravné 86 %

*Asterns sordvnd 11 o
Castecné spravné 11 % Spravng

nespravné 0%

bez odpovédi 3% odpovédi

Castecné
spravné

Z testu plyne, Ze tvrzeni necinilo Zakim vétsi problémy. Vyjddreni
obsahu trojuhelniku pomoci vysky patri k zdkladnimu ucivu uzZ na
zakladni skole, resp. na niZsim stupni gymndzia.

Mocnost vnitiniho bodu X ke kruznici k£ je definovana jako za-
porné cislo, jehoz hodnota je rovna soucinu velikosti tseki X A
a XC, kde AC je tétiva kruznice k, na niz lezi ptislusny bod X.
Protoze bod X je spoleénym bodem dvou tétiv stejné kruznice, je
dané tvrzeni proto pro zminéné body A, B, C' a D splnéno vzdy.

Dané turzent je splnéno vZdy.

Uspésnost zakiu:

spravneé

spravné 51 %

Castecéné spravnd 12 %

nespravné 24 %
bez odpovédi 13 %

bez

odpovédi

¢astecné
spravneé

nespravné

Tvrzeni o mocnosti bodu ke kruznici patri mezi obtizZnéjsi partie
planimetrie, presto vsak nadpolovicni pocet odpovédi byl spravny.
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Také v tomto pripadé se na vyssi uspésnosti Zaku podilela uzka
souvislost s pravé probiranou skolskou latkou.

Srovnanim podminky

|AX |- |BX|=|CX|-|DX]|
s predchozi podminkou

|AX]-|CX] = [BX]-[DX],

ktera vyjadiuje mocnost bodu X k dané kruznici k, dostaneme
podminky

|AX|=|DX| a |BX|=|CX]|.
Oba trojuhelniky ADX a BCX jsou proto rovnoramenné, kde
vyska vedena bodem X je kolma na obé zédkladny AD i BC', které
proto musi byt rovnobézné.

Dané tvrzent plati jen pro urcitou polohu bodu na kruznicr.

Uspésnost zak: Castednd
spravné
Spravné 14 %

castecné spravné 34 P
p % spravneé

nespravné 34 %
bez odpovédi 18 %

LN odpovédi
nespravné

Pocet sprdavngch odpovédi je ve srovndni s predchozi trojici uloh
znatelne mensi. Sprdvnou nutnou podminku pro splnéni daného
turzeni objasnilo pouze 14 % Zdki. Zhruba tretina Zdki uvedla, Ze
turzent je splnéno pro rovnoramenny lichobéznik, ale nedovedli jiz
dokazat, Ze v jiném pripadé dané tvrzeni neplati.
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(e) ZvétSeni obsahti obou trojihelnikii o obsah trojuhelniku BXC

dostavame
Saxs + Spxc = Scxp + Sexc;
.
Sapc = SBep-

Oba trojuhelniky maji stejnou stranu BC, proto i vzdalenost obou
vrcholi A a D od BC je stejna. Tvrzeni tak plati pouze v ptipadé,
ze AD je rovnobézné s BC.

Dané turzent plati jen pro urcitou polohu bodu na kruznici.

Uspésnost zZaku:

Spravné 12 % Sastednd
Spravne

Castecné spravné 56 % P
spravné
nespravné 18 %

bez odpovédi 14 %

bez
odpovédi

nespravné

Pocet spravnych odpovédi je ve srovnani s pruni trojict uloh znatel-
né mensi. Spravnou nutnou podminku pro splnéni daného tvrzeni
objasnilo pouze 12 % Zaki. Zhruba polovina Zdki wvedla, Ze turzent
je splneno napr. pro obdélnik, ale nezvladli jiZ dokdzat, Ze nutnou
podminkou je rovnobéznost prislusnych stran ctyruhelniku.

Tvrzeni je obdobné jako v predchozim piipadé a je splnéno pouze
v ptipadé, ze C'D je rovnobézné s AB.

Dané tvrzent plati jen pro urcitou polohu bodu na kruznicr.
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Uspésnost zak:

spravné 14 %

oL L. castecné
Castecné spravné 56 % Spravné

spravne

nespravné 16 % 14 %

bez odpovédi 14 %

14 %
bez
odpovédi

nespravné

Pocet spravnych odpovédi je ve srovnani s pruni trojict uloh znatel-
né mensi. Sprdvnou nutnou podminku pro splnéni daného tvrzeni
objasnilo pouze 14 % Zaki. Zhruba polovina Zdki wvedla, Ze turzent
je splnéno napr. pro obdélnik ¢i rovnoramenny lichobéznik, ale ne-
zvladli jiz ukdzat, Ze rovnobéznost prislusnych stran ctyruhelniku
je také nutnou podminkou.

VsSechny body, které maji od dvou pevné danych bodt konstant-
ni soucet vzdalenosti, lezi na elipse s ohnisky v bodech A a B.
Prinikem elipsy a dané kruznice jsou maximéalné dva body v da-
né poloroviné. Vzhledem k osové symetrii obou ttvarii podle osy
usecky AB jsou nutné ptimky C'D a AB rovnobézné.

Dané tvrzeni plati jen pro urcitou polohu bodu na kruznicr.

Uspésnost zak:

Spravné 17 %

Castecné spravné 57 % ., . spravneé
castecne

nespravné 16 %  spravné

bez odpovédi 10 % b
ez

odpovédi

nespravné
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Pocet spravnych odpovédi je ve srovnani s pruni trojici uloh opét
znatelné mensi. Spravnou nutnou podminku pro splnéni daného
turzeni vhodnym zpiusobem objasnilo pouze 17 % Zdki. Vice neZ
polovina Zakiu uvedla, Ze turzeni je splnéno pro rovnoramenny li-
chobéznik, ale nedokdzali jiZ zduvodnit, Ze je to i nutna podminka
pro platnost daného tvrzend.

Oba body C'i D lezi na stejném oblouku kruznice vytatém tétivou
AB, proto jsou obvodové thly shodné a velikost sini téchto thla
je stejna. Proto je mozno dany vztah rozsitit na tvar

1 1
5 AC|-|BC| -sin|§ ACB| = 5 |AD) - |BD| - sin | ADB].

Dané predpisy vyjadiuji rovnost obsahii obou danych trojuhel-
nikd. Proto i vysky spusténé z bodu C' i D na stranu AB maji
stejnou velikost. Dané tvrzeni tedy plati pouze v ptipadé, ze C' D
je rovnobézné s AB.

Dané turzent plati jen pro urcitou polohu bodu na kruznici.

Uspésnost zZaku:

spravné 14 % e

casteCné ..
Castecné spravné 49 % spravné spravne
nespravné 26 %

bez odpovédi 11%

odpovédi

nespravné

Z testu je patrné, Ze spravnou nutnou podminku pro splnéni dane-
ho tvrzeni vhodnym zpiusobem objasnilo pouze 14 % Zdaki. Témeér
polovina Zaku uvedla, Ze turzeni je splnéno pro rovnoramenny li-
chobéznik, ale nedokdzali jiZ zduvodnit, Ze je to i nutna podminka
pro platnost daného tvrzend.
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(i)

Uzitim kosinové véty pro dvojici shodnych obvodovych thla pri
vrcholech C a D dostaneme
\ACP + |BC’|2 — \ABP B \AD|2 + \BD|2 — |AB|2
2|AC| - |BC| B 2|AD| - |BD|

Dané tvrzeni je splnéno v pripadé, kdy
|AC[ - |BC| = [AD| - |BD|,

tj. pro pripad, kdy C'D a AB jsou rovnobézné, nebo v pfipadé,
kdy
|AC|* + |BCO|* = |AD® + |BDJ* = |AB[?,

tj. tehdy, jestlize AB je prumérem kruznice k.

Dané tvrzeni plati jen pro urcitou polohu bodu na kruznicr.

Uspésnost zaki: Castecnd

spravneé
Spravné 0 %

Castecné spravné 53 %
nespravné 12 %
bez odpovédi 35 %

nespravné

bez
odpovédi

Spravnou nutnou podminku pro splnéni daného tvrzeni nedokdzal
Zadny z Zaku. Vice neZ polovina Zaki vsak objevila nebo zapsala
ekvivalentnim zpusobem alespon jednu z podminek.

Dvojim uzitim kosinové véty vyjadiime druhou mocninu velikosti

uhlopticky AC.
|AC|? = |AB|* 4+ |BC|* — 2|AB| - |BC| - cos | ABC|,

|AC|* = |AD|* + |DC|? — 2|AD| - |DC| - cos | ADC|.
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Protoze soucet velikosti thlt ABC a ADC' je roven 180° (jedna
se o tétivovy Ctyfuhelnik), plati
—cos |4 ABC| = cos|q ADC.
Odectenim obou rovnic dostaneme s vyuzitim dané podminky
|ABJ* + |BC|* = |AD|* + |DC?
rovnici
2|AB|-|DC|-cos|gADC|—2|AB|-|BC|-cos|qABC| =0,

t.
2 (|AB| - |BC| + |AD| - |DCY) - cos | ADC| = 0,

odkud plyne, ze oba thly ADC' a ABC' jsou pravé. AC je tedy
prumeérem kruznice.

Dané turzent plati jen pro urcitou polohu bodu na kruznici.

Uspésnost zaku:

Spravné 15 % NUS

castecne
NSRRI Lo ravne L.
Castecné spravné 52 % Sp Spravné
nespravné 23 %

bez odpovédi 10 % b
ez

odpovédi

nespravneé

Spravnou nutnou podminku pro splnéni daného tuvrzeni vhodnym
zpusobem objasnilo pouze 15 % Zaki. Vice neZ polovina Zdki vsak
sprdvné uvedla, Ze turzent je splnéno pro tétivovy ctyruhelnik s pri-
slusnymi dvéma pravymi uhly, ale nedokdzali jiZ zdivodnit, Ze je
to i nutnd podminka pro platnost daného tvrzeni.
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(k) Uvazujme na daném oblouku BD kromé bodu C' takovy bod C’,
pro ktery jsou splnény rovnosti |DC| = |BC’| a |BC| = |DC"|.
Danou tlohu tim pfevedeme na tlohu piedchozi, kdy zjistujeme,
kdy plati

|AB|? + |BC'|? = |AD|? + |DC'|*.

Je-li C" # C) pak AC’ je nutné priamérem kruznice k. Protoze
prfimka C'C’ je rovnobé&zna s BD a thel ACC’ je pravy, lze nut-
nou podminku splnitelnosti daného vztahu charakterizovat jako
vzajemnou kolmost thlopticek AC' a BD.

Je-li " = C, pak je ¢tyttuhelnik ABCD osové soumérny podle
své uhlopiicky AC, a tedy i v tomto pripadé jsou thlopricky ve
¢tyruhelniku ABCD vzajemné kolmé.

Dané tvrzent plati jen pro urcitou polohu bodu na kruznicr.
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Uspésnost zZaku:

c¢astecné
spravneé

Spravné 0 %

Castecné spravné 38 %

nespravné 28 %
bez odpovédi 34 % nespravng

odpovedi

Jak je z vysledki testu patrné, spravnou nutnou podminku pro spl-
nént daného tvrzeni neobjasnil Zadny z Zakid. Vice neZ tretina Zdakd
vsak wvedla tvrzeni, na jejichZ zaklade by bylo mozZno nutné pod-
minky odvodit.

2.3 Poloinvarianty

V néasledujicim testu byla zakim pfedlozena série ptikladti, u kterych
méli rozhodnout, jestli pii pfislusné transformaci zistavaji nékteré z velic¢in
neménné ¢i zda nedochazi k jejich jednostrannym zmeénam, tj. zda se jejich
hodnota nezvysuje ¢i nezmensuje. Tématem byla opétovné zvolena délitelnost
v oboru prirozenych ¢isel a vlastnosti podobnych zobrazeni, s nimiz se béhem
svého studia mohli seznamit uz v prvnim, pfip. na zac¢atku druhého roc¢niku
svého stredoskolského studia.

V prikladech zaméfenych na délitelnost byly zaktim pfedlozeny dva na
prvni pohled jednoduché problémy, které souvisely s hledanim nejvétsiho
spolecného délitele pomoci tzv. Eukleidova algoritmu a s délenim daného
¢isla postupné rtiznymi prirozenymi ¢isly.

Ulohy zaméfené na zkoumani délitelnosti ¢isel patii ke standardni latce,
se kterou se mizeme setkat nejen v prikladech skolské matematiky, ale také



DIDAKTICKY VYZKUM 85

v soutéznich tlohéch nékterych matematickych soutézi. Pro feSeni netradic-
nich tiloh v8ak pot¥ebujeme jistou davku invence. Ulohy tohoto testu patii do

diisledné analyzovat danou situaci a spravné vyhodnotit ziskané poznatky.

Geometricka ¢ast testu zkouma schopnosti zakt uplatnit nékteré ze za-
kladnich vlastnosti stejnolehlosti rovinnych utvart, konkrétné stejnolehlosti

trojihelniku.

Vyzkum poukdzal na dobré znalosti zakladnich poznatki Zaki, schopnost
spravné dané znalosti uplatnit pri Tesent nestandardnich tuloh je vsak niZst.
S rostouci mirou obtiznosti ulohy umérné klesd pocet srpdvnych odpovéds,
stejné tak 1 naristd pocet Zdaki, kteri danou ulohu ponechaji bez odpovéds.

Vyhodnoceni tohoto testu vychéazi z feseni 79 zaki, kteti byli sezndmeni
s pojmy invariant a poloinvariant, celkovy c¢as na feSeni byl 75 minut. Ve
druhé skupiné 26 zakt, kteii nebyli s vyuzitim invariantd a poloinvarianti
seznameni, byl test rozdélen na dvé samostatné c¢asti, kde pro algebraickou
¢ast bylo vyélenéno 30 minut a pro geometrickou ¢ast 45 minut. Zaci byli
seznameni se zpusobem zaznamenavani odpovédi a byli pozadani o zapis
svého myslenkového postupu pfi vyhodnocovani tloh.

Didakticky test 4

1. Rozhodnéte, kterd zda dané veli¢ina zlstava konstantni, pfip. zda se
nezvetsuje, resp. nezmensuje:

(a) Zbytky pii déleni daného pfirozeného ¢isla vétsiho nez dva po-
stupné cisly 2, 3, 4, atd.

(b) Netplné podily pti déleni daného ptirozeného ¢isla vétsiho nez dva
postupné cisly 2, 3, 4, atd.

(c) Zbytky pii postupném déleni v Eukleidové algoritmu hledani nej-
vétsiho spolecného délitele danych dvou prirozenych cisel.

(d) Netplné ¢ uplné podily pii postupném déleni v Eukleidové algo-
ritmu hledani nejvétsiho spole¢ného délitele danych dvou priroze-
nych cisel.
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2. Rozhodnéte, zda dana veli¢ina ztstava konstantni, prip. zda se nezvét-

suje,
eficientem xk = —=:

(a)

resp. nezmensuje pii zobrazeni trojihelniku ve stejnolehlosti s ko-

4
5

soucet velikosti stran trojihelniku a + b + ¢,

soucin velikosti stran trojihelniku abe,

soucin velikosti kosinti thlt trojihelniku cos acos 3 cos 7,
hodnota vyrazu asina + bsin 8 + csin~y,

obsah trojuhelniku S,

hodnota vyrazu —,
abc

S
a+b+c’
52
(a+ b+ c)abe’
52
(a3 + b3 + ¢3)¥Vabe

hodnota vyrazu

hodnota vyrazu

hodnota vyrazu

statistické vyhodnoceni didaktického testu 4

Zbytky pfi déleni daného prirozeného cisla k& > 2 postupné cisly
2, 3, 4, atd. nemohou tvorit ani posloupnost, ktera je neklesajici,
ani posloupnost, ktera je nerostouci.

Zatimco zbytky pii déleni cisly 2, 3, 4, ... mohou postupné na-
ristat, zbytek pii déleni ¢islem k& — 2 je roven cislu 2, zbytek pfi
déleni ¢islem k — 1 je roven ¢islu 1, zbytek pfi déleni ¢islem £ je
nulovy a zbytek pii déleni ¢islem vétsim nez k je roven pravé c¢islu
k. Zbytky proto nemohou tvorit monotonni posloupnost.
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Zbytky, které ziskame pri postupneém déleni zvoleného cisla cisly
2, 3, 4, ..., nezachovdvaji monotonnost, nemohou tedy byt ani
mvariantem ani poloinvariantem.

Uspésnost zak:

spravne

Spravné 43 %
nespravné 22 %

bez odpovédi 35 %

nespravné

odpovédi
Spravné vyhodnocenych odpovedi bylo dvakrdt vice neZ nesprdv-
nych, nejvice nespravnych odpovedi vychdazelo z chybné dvahy, Ze
s rostoucim délitelem narusta i zbytek pri deleni danym cislem.

vvvvvv

nedokdzala svou odpoveéd vhodné formulovat ¢t vyhodnotit.
Pro vsechna prirozena cisla n a k plati nerovnost

n n

k:>k:+1’

proto neuplné podily spliiuji podminku

i |

a tvoii tedy nerostouci posloupnost. (Symbol |z| oznacuje celou

dolni ¢ast! &isla z.)

Neuplné podily, které ziskame p7i postupném délent zvoleného cisla
Cisly 2, 3, 4, ..., vytvdreji monotonni (nerostouci) posloupnost,
jednd se proto o poloinvariant dané transformace.

L z| je takové celé &islo, pro které plati |z| <z < |x] +1
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Uspésnost zak:

spravné 73 % Spravné
nespravné 5%
bez odpovédi 22 %

odpovédi

nespravné

Z vysledki testu je patrné, Ze tato tuloha mecinila Zakum potiZe.
Vétsina sprdavngch odpovédi argumentovala neprimou umeérnosti
mezi délitelem a podilem.

(c¢) Hledani nejvétsiho spolecného délitele danych dvou pfirozenych
¢isel pomoci Eukleidova algoritmu je zalozeno na tom, ze se zby-
tek, ktery ziskdme pii déleni dvou pfirozenych ¢isel (vétsi ¢islo
je délencem, mensi délitelem), stava v nasledujicim kroku délite-
lem a predchozi délitel novym délencem. Zbytek pii déleni je vzdy
mensi nez délitel, tedy nez predchozi zbytek. Posloupnost zbytkt
proto tvori klesajici posloupnost.

Zbytky pri deéleni ziskané wuzitim Eukleidova algoritmu vytvdreji
monotonni klesajici posloupnost, jedna se proto o poloinvariant
dané transformace.
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Uspésnost zak:

spravné

Spravné 68 %
nespravné 8 %
bez odpovédi 24 %

P— odpovedi
nespravné

Test prokazal, Ze uloha necinila Zakum vétsi potize. Temer cturti-
na z celkového poctu Zaku vsak Eukleiduv algoritmus nedokdzala
formulovat a z toho divodu ponechali Zdci otdzku bez odpovéd;.

Netiplné ¢i uplné podily pfi postupném déleni v Eukleidové al-
goritmu hledani nejvétsiho spole¢ného délitele danych dvou ¢isel
tvofit nerostouci ¢i neklesajici posloupnost nemusi. Posledni podil
(ktery je pochopitelné tiplny, nebot posledni zbytek v Eukleidové
algoritmu je nutné nulovy) je roven piirozenému ¢islu vétsimu nez
jedna. Prvni netuplny podil vSak mize nabyvat libovolné hodnoty.

Netplné podily pri délent ziskané uzitim Eukleidova algoritmu ne-
zachovavaji monotonnost, nemohou tedy byt ani invariantem ani
poloinvariantem.

Uspésnost zaku:

spravneé

spravné 28 %
nespravné 29 %  nespravne

bez odpovédi 43 %

odpovédi
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Pocet Zaki, kteri na danou ulohu odpovédeli spravne, je srovnatel-
ny s poctem Zaku s odpovédi nesprdvnou. Nejcastéjsi nesprdvnou
odpovédi bylo turzent, Ze ndsledujici neuplny podil nemize byt vet-
st nezZ predchozi, prip. Ze je nutné mensi neZ podil predchozi. I pres
znalost algoritmu mnozi Zaci nedokdzali vyhodnotit danou situaci
a radeji ponechali otdzku nezodpovézenou.

2. Pii zobrazeni trojuhelniku ve stejnolehlosti s koeficientem

K= —=

5

ziistavaji zachovany velikosti vSech tihld. Velikosti vSech zobrazovanych
usecek se zmensi o jednu pétinu, proto plati

4 4 4
a=-a b==-b ==c
5 5) 5)

(a) Soucet a + b+ c velikosti stran trojuhelniku se zméni na hodnotu

4
a’+b’+c’=g(a+b+c).

Soucet velikosti stran trojihelniku se zmensuje, je tedy poloinva-
riantem.

Uspésnost zaku:

spravné 84 %
nespravné 5% spravne

bez odpovédi 11 %

bez
odpovédi

nespravne

Vétsina odpovédi byla spravnych. Test prokdzal, Ze uloha necinila
Zakium vétst potiZe.
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(b) Soucin abe velikosti stran trojthelniku se zméni na hodnotu

4\? 4
atd = (S) abc = 16—25abc.

Soucin velikosti stran trojuhelniku se zmensuje, je tedy poloinva-

riantem.

Uspésnost zak:

spravné 84 %
nespravné 5% spravne

bez odpovédi 11 %

bez
odpovedi

nespravné

Vétsina odpovédi byla spravnych. Test prokdzal, Ze uloha necinila
Zakium vétst potiZe.

(c) Velikosti uhli zistavaji stejné, proto i kosiny téchto thla jsou
neménné. Soucin kosint velikosti thla trojuhelniku proto ztstava

konstantni, tj. plati

/ / /
cos ' cos 3 cosy' = cosacos [3cos7.

Hodnota daného vyrazu se nemeént, je tedy invariantem.



DIDAKTICKY VYZKUM 92

Uspésnost zak:

spravné 76 % Spravné
nespravné 14 %
bez odpovédi 10 %

odpovédi

nespravneé

Jak plyne z vyledki testu, vetsina odpovédi byla sprdvngch, tuloha
necinila Zakum vetsi potize, presto vsak nékteri nesprdvné vyhod-
notili, Ze se velikosti uhli také zmend.

Velikosti thli ztstavaji stejné, proto i siny velikosti téchto thla
jsou neménné. Hodnota vyrazu asina + bsin § + csiny se zméni
na hodnotu

4
a'sina’ +b'sin 3 + ' siny = g(asina + bsin 3 + csin 7).
Hodnota daného vyrazu se zmensuje, je tedy poloinvariantem.

Uspésnost zak:

spravné

Spravné 63 %
nespravné 18 %

bez odpovédi 19 %

odpovedi
nespravneé

Pocet spravnych odpovédi byl ve srovndni s predchozimi otazkamsi
menst, nekteri Zaci nespravné uvedli, Ze dany vyraz je invariantem.
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(e) Obsah trojuhelniku lze vyjadfit mnoha zpusoby. Vyjdeme napf.

ze vztahu
1 .
S = éab sin .
Pti pouziti uvedené transformace se obsah trojihelniku zméni na
hodnotu
2
S = %a’b’ siny’ = % (%) absiny = ;—gS.

Hodnota daného vyrazu se zmensuje, je tedy poloinvariantem.

Uspésnost zaku:

Spravné 88 %

nespravné 6 % Spravné

bez odpovédi 6 %

bez
odpovedi

nespravné

Vétsina odpovédi byla spravnych. Z vysledki testu plyne, Ze uloha
necinila Zakum vétsi potize.

(f) Vyuzitim pfedchoziho vysledku muZeme snadno zjistit hodnotu
daného vyrazu po transformaci. Po dosazeni tak dostavame

s ks

a'bc - (%)3 abe

_5.
4 abe

Hodnota daného vyrazu se zvétsuje, je tedy poloinvariantem.
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Uspésnost zak:

spravne
Spravné 60 %
nespravné 23 %

bez odpovédi 17 %

bez
odpovedi

nespravné

Pocet spravnych odpovédi byl ve srovndni s predchozimi otazkamsi
menst, nékteri Zaci nespravné vyhodnotili situaci a uvedli, Ze dany
vyraz je invariantem.

Vyuzitim predchozich vysledki mtizeme snadno zjistit hodnotu
daného vyrazu po transformaci. Po dosazeni tak dostavame
16
S’ B 295 4 S

U+ Ha+b+e) 5 oatbtc

Hodnota daného vyrazu se zmensuje, je tedy poloinvariantem.

Uspésnost zaku:

spravneé
Spravné 58 %
nespravné 17 %

bez odpovédi 25 %

nespravné odpovédi
Pocet spravnych odpovédi byl ve srovndni s predchozimi otazkams
mensi, nékteri Zaci nespravné vyhodnotili situaci a uvedli, Ze dany
vyraz je invariantem.
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(h) Vyuzitim predchozich vysledki mtZzeme snadno zjistit hodnotu
daného vyrazu po transformaci. Po dosazeni tak dostavame

(52 B (2)° s s?

(@ + b+ )a'be 2a+b+c) (%)3abc ~ (a+b+c)abe’

Hodnota daného vyrazu se nemeént, je tedy invariantem.

Uspésnost zak:

spravneé

spravné 43 %
nespravné 28 %

bez odpovédi 29 %
nespravné

odpovédi

S rostouct obtiznosti uloh znatelné pribylo Zdki, kteri ilohu nedo-
kdzali vyhodnotit a otdzku nezodpovedéli. Pocet nesprdvnych odpo-
védi také narostl, protoZe se nékteri Zaci priklonili k nespravnému
zaveéru, zZe dany vyraz je poloinvariantem.

(i) Vyuzitim pfedchozich vysledkti mizeme snadno zjistit hodnotu
daného vyrazu po transformaci. Po dosazeni tak dostavame

(5)? (£s)°

(@) + @) + @] Vabe 2y (g3 412 4 )3/ () abe

(5)'s s

(4)° (@3 + 03 + 3) - 85/abe (a3 + 1 + &) Vabe

Hodnota daného vyrazu se nemeént, je tedy invariantem.
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Uspésnost zak:

spravné

Spravné 40 %
nespravné 23 %

bez odpovédi 37 %

nespravné

bez
odpovedi

S rostouct obtiznosti uloh znatelné pribylo Zdaki, kteri dlohu nedo-
kdzali vyhodnotit a otdzku nezodpovedéli. Pocet nesprdvnych odpo-
védi také narostl, protoZe se nékteri Zaci priklonili k nespravnému
zaveéru, Ze dany vyraz je poloinvariantem.

2.4 Hledani invariantu

Posledni z testti byl zaméfen na schopnost zakl rozpoznat, které velic¢iny
zistavaji konstantni pro danou transformaci, tj. jsou pro danou transformaci
invariantem. Ukolem Fesiteli bylo nalézt co nejvice vlastnosti, které jsou
invarianty.

U tohoto testu neni provedeno statistické vyhodnoceni, z néhoz vyplyva,
kolik procent zakt nalezlo jednotlivé dané invarianty. Cilem testu bylo pfimeét
zédky samostatné nahlizet na problémové situace a vyhodnocovat poznatky,
které pii svém badani objevili.

Test vypracovavalo celkové 67 zakd, z nichz vSichni byli jiz diive sezna-
meni s pojmy invariant a poloinvariant. Celkovy ¢as na feseni byl 60 minut.
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Didakticky test 5

1. Najdéte velic¢iny, resp. vlastnosti, které ztstavaji zachovany

(a)

(b)

pro vSechna realna ¢isla ¢ u kvadratické funkce dané funk¢énim
predpisem
Yy = (ZU - C)2 - 17

pro vSechna realné ¢isla ¢ u kvadratické funkce dané funkénim
predpisem
y:(x_c)2_027
pro vSechna realna cisla ¢ u funkce s absolutni hodnotou dané
funkénim predpisem
Yy = |ZE - C| - 17

pro vSechna kladna realnd cisla ¢ u funkce s absolutni hodnotou
dané funkénim predpisem

Reseni didaktického testu 5

1. Veliciny, resp. vlastnosti, které ztistavaji zachovany

(a)

pro vSechna realna ¢isla ¢ u kvadratické funkce dané funkénim
predpisem:
y=(r—c?—1
e grafem je parabola,
e hodnota diskriminantu je rovna ¢islu 4,
e rozdil kofentl kvadratické funkce je roven ¢islu 2,
e hodnota minima kvadratické funkce je rovna —1,

e velikost obsahu plochy mezi kiivkou grafu a osou x na inter-
valu (¢ — 1;¢+ 1) je konstantni,
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e vrcholy vSech parabol urcenych danym funkénim pfedpisem
maji soufadnice V[e, —1], leZi proto vSechny na piimce

y=—1.

(b) pro vSechna redlna ¢isla ¢ u kvadratické funkce dané funkénim
predpisem:
y=(r—c?—c
e grafem je parabola,
e graf prochdzi pocatkem kartézské soustavy soutradnic O|0, 0],
e vrcholy vSech parabol urcenych danym funkénim pfedpisem
maji soutadnice V[c, —c?], leZi proto vSechny na parabole

y = —x°

(c) pro vSechna redlna ¢isla ¢ u funkce s absolutni hodnotou dané
funkénim predpisem:

y=|lr—cl—1

e grafem je lomena Cara,

e obé polopiimky sviraji stale tthel 90°,

e rozdil hodnot priisecikii dané funkce s osou x je roven ¢islu 2,

e hodnota minima dané funkce je rovna —1,

e velikost obsahu plochy mezi kiivkou grafu a osou x na inter-
valu (¢ — 1; ¢+ 1) je konstantni,

e minimum nabyvaji vSechny funkce dané funkénim pfedpisem
v bodech, jejichz soufadnice je Ve, —1], lezi proto vSechny na
piimce

y=—1
(d) pro vSechna kladné realna ¢isla ¢ u funkce s absolutni hodnotou
dané funkénim predpisem:
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e grafem je lomena cara,

e jedna ze dvou polopfimek prochéazi pocatkem kartézské sou-
stavy soufadnic O[0, 0],

e velikost obsahu plochy pod kfivkou grafu na intervalu (0; 2c)
je rovna c¢islu 1,

e maximum nabyvaji vSechny funkce dané funk¢énim pfedpisem
v bodech, jejichz soufadnice je Vc; £], lezi proto viechny na
jedné z vétvi rovnoosé hyperboly

ry = 1.

2.5 Hodnoceni testu

Kazdy z testt byl zaméfen na zkoumani jiného jevu, presto vSak na sebe
testy urcitym zptisobem navazovaly. Ziskané vysledky dil¢ich testt davaji
jisty obraz vyvoje logického mysleni fesitelt.

Danad série testii neméla za tkol sledovat vyvoj mysleni jednotlivych fesi-
teld, hlavnim tikolem bylo zjistit, zda jsou zaci ziskané nové poznatky schopni
vhodnym zptisobem uplatnit pti feseni dalsich tloh.

Hodnoceni didaktickych testi 1 a 2

Hlavnim tikolem prvni dvojice test bylo poukéazat na rozdilnost nutnych
a postacujicich podminek v matematice. Prvni z dvojice testi mél za tkol
zjistit, jaké maji zaci znalosti z oboru délitelnosti piirozenych cisel a jakym
zpusobem je dokazi pfi samotném vyhodnoceni testu uplatnit. Druhy z test
zkoumal schopnost zakt nalézt obecna pravidla pri vytvareni souboru prvki
s danou vlastnosti. Diilezitou soucasti testu bylo rozhodnuti, zda zkoumana
vlastnost plati obecné nebo zda pouze pro nékteré vhodné ¢iselné kombinace.

Prestoze otazky byly ve své podstaté stejné, projevila se u nékterych zaku
nejistota pii rozhodovani. Prestoze v prvnim ze dvojice testi zaci urcili, ze
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zkoumané tvrzeni je splnéno vzdy, ve druhém testu nékteri z nich odpovédéli,
Ze tvrzeni plati jen pro vhodnou kombinaci cisel.

Celkove test navic prokdzal, Ze Zdkum strednich skol jsou otazky z okru-
hu délitelnosti prirozenych cisel blizké a srozumitelné, o cemz svedci celkovy
pocet procent jednak spravnych, ale také zodpovézenych ¢i nezodpovézenyjch
otazek.

Hodnoceni didaktického testu 3

V dalsim testu byla zaktm pfedlozena série prikladi, ve kterych bylo
jejich tkolem rozhodnout, zda dany vztah je ¢i neni invariantem, a prikladi,
ve kterych bylo zapotfebi urcit, za jakych podminek bude dana vlastnost
splnéna. Testovany byly znalosti a dovednosti zakt z planimetrie, tykajici se
obvodovych a stiedovych thli a mocnosti bodu ke kruznici. Dalsim tématem
bylo zkoumani jistych vlastnosti tétivovych c¢tyithelniki.

Do tohoto testovani byli zapojeni zaci, ktefi byli seznameni s pojmy in-
variant a poloinvariant a ktefi méli moznost seznamit se s feSenim nékolika
prikladii vyuzivajicich algebraické invarianty:.

Geometrie u béznych zakl nepatii k oblibenym partiim matematiky. Srov-
navaci test (neni zde statisticky dopodrobna vyhodnocovan) u zaku, ktefi
nebyli seznameni s pojmy invariant a poloinvariant, ma svou vypovidajici
hodnotu pfedevsim v procentu zaki, ktefi tlohu nefesili viibec. O feseni tlo-
hy (a to ani dil¢i) se nepokusilo u nejjednodussi z tloh 52 % a u nejobtiznéjsi
z tloh celkem 86 % zakd.

Z wvysledku tohoto testu vyplynulo, Ze Zdci, kteri jsou seznameni s po-
Jmy inavariant a poloinvariant a jejich vyuZiti pri resent uloh, jsou schopni
mnohem lépe vypozorovat a vyhodnotit nékteré ze zkoumanych invarianti ge-
ometrickych. Mnozi vsak nejsou schopni presne specifikovat podminky, ktere
zarucugi platnost dancho tvrzent, to ale do jisté miry koresponduje s hodino-
vou dotact planimetrie (a matematiky vibec) na sttednich skolach. Sprdvné
reseni predloZili prevazné Zaci, kteri se pravidelné ucastni matematickych sou-
tezi a ktert navstévuji matematicke krouzky, seminare na skoldch ¢i se ucastni
ruznych matematickych soustredént.
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Hodnoceni didaktického testu 4

V nésledujicim testu byla zakim pfedlozena série ptikladti, u kterych
méli rozhodnout, jestli pii pfislusné transformaci ztstavaji nékteré z veli¢in
neménné ¢i zda nedochazi k jejich jednostrannym zménam, tj. zda se jejich
hodnota nezvysuje ¢i nezmensuje.

V prikladech zaméfenych na délitelnost byly zaktim pfedlozeny dva na
prvni pohled jednoduché problémy, které souvisely s hledanim nejvétsiho
spolecného délitele pomoci tzv. Eukleidova algoritmu a s délenim daného
¢isla postupné rtznymi prirozenymi ¢isly. Geometrickd cast testu zkouma-
la schopnosti zakt uplatnit nékteré ze zakladnich vlastnosti stejnolehlosti
rovinnych utvart, konkrétné stejnolehlosti trojuhelniku.

Srovnavaci test (opét zde neni statisticky dopodrobna vyhodnocovan)
u zakl, ktefl nebyli seznameni s pojmy invariant a poloinvariant, mé svou
vypovidajici hodnotu tentokrat v procentu zakt, kteri tlohu vyfesili chybné.
Podil nespravnych odpovédi (brano pouze z odpovézenych odpovédi) u al-
gebraickych tiloh se pohyboval v rozmezi od 47 % do 72 % Zaki a u tloh
geometrickych od 20 % do 75 % zaka.

Tento test prokdzal, Ze rozhodnuti, zda je, resp. neni dand velicina polo-
zduvodnit, pro¢ dana velicina nesplnuje dané podminky. K reseni pak cas-
to dochazeji intuitivné, pouze na zdkladé nekolika singularnich pripadi, své
hypotezy ale zduvodnit nedokdzi.

Hodnoceni didaktického testu 5

Posledni z testti byl zaméren na schopnost zakl rozpoznat, které velic¢iny
zustavaji konstantni pro danou transformaci, tj. jsou pro danou transformaci
invariantem. Ukolem Fesitelt bylo nalézt co nejvice vlastnosti, které jsou
invarianty.

P1i zavérecném rozboru tuloh s zaky vyplynulo, ze nékteré z vlastnosti
povazovali za takovou samoziejmost, Ze ji ani do seznamu nalezenych inva-
rianti nezahrnuli (napf. poznatek o tvaru a otevienosti grafu dané funkce).
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Z tohoto dtvodu neni test vyhodnocovan statisticky. Za zminku stoji nékte-
ré z poznatkl o obsahu plochy mezi kiivkou a danou soutadnou osou. Tyto
postiehy svédci o schopnostech nékterych zaka vhodné aplikovat nabyté po-
znatky o invariantech v dalsich Glohach.



Kapitola 3

Invarianty a poloinvarianty
v ulohach

Jednotlivé tlohy vyskytujici se v matematice je mozno tiidit mnoha zpt-
soby, tedy nejen z hlediska vyuzité metody feseni tilohy, tj. na tlohy zalozené
na principu invarianti, tlohy vyuzivajici poloinvariantl a tilohy smisené, kdy
jsou pouzity obé zminéné metody.

Jednim z vhodnych zpiisobii tiidéni téchto tloh je jejich rozdéleni podle
oblasti matematiky, v nichz se dana tloha vyskytuje. Ttidéni, které je pre-
zentovano v této praci, neni samoziejmé Uplné, ale nabizi urcity nahled na
nejcastéjsi oblasti matematiky, ve kterych je mozno zminéné metody feseni
uloh vyhodné vyuzit.

V jednotlivych podkapitolach jsou na nékolika tlohach ukazany moznosti
vyuziti jednotlivych metod feSeni, u téchto tloh je uvedeno uplné feseni,
tentokrat vsak bez didaktického komentéare.

Dalsi prezentované tlohy jsou jiz nefesené, uvedené pouze s odkazem na

zdroj ulohy, slouzi jako urcita databaze piikladi pro samostatné studium
Fesiteld.
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3.1 Ulohy o pokryvani

Jednou z konkrétnich oblasti matematiky, kde je mozno se s invarianty
setkat, jsou ulohy o pokryvani roviny jednim nebo vice typy utvari. Nejjed-
nodussi variantou je pokryvani ¢tvercové ¢i obdélnikové desky (naptiklad si
ji lze predstavit jako Sachovnici nebo jeji ¢ast) tzv. polyminy (viz napft. [10]).
Pod pojmem polymino si mizeme snadno pfedstavit souvisly utvar slozeny
z kone¢ného poctu jednotkovych c¢tverci, které na sebe navazuji pouze pro-
stfednictvim celych svych stran. Pfesnéji bychom mohli definovat, ze zadné
polymino nerozdéli rovinu na dvé a vice disjunktnich oblasti, tj. nevznika
zadna vnitini oblast polymina. Dand polymina tak mohou byt bud pfima
(tj. ve tvaru obdélniku 1 x n) nebo jsou uskupena dle n&jakych pravidel.!

Hovotime-li obecné o Sachovnici, neméame vétsinou na mysli pouze klasic-
kou ¢tvercovou desku o osmi polich v kazdém sméru. Pod pojem Sachovnice
zahrnujeme vsechny c¢tvercové desky s celociselnym poctem poli. Budeme-
li v nasledujicich piikladech hovofit o Ssachovnicich, budeme tak ¢init pou-
ze v pripadech, kdy jsou pole desky pravidelné stiidavé oznacena v obou
kolmjch smérech dvéma barvami. V ostatnich pripadech se budeme drzet
presnéjsiho pojmu ¢tvercova deska (daného typu).

Metoda invariantl je pravé nejcastéjsim principem, kterého se uziva pfti
ditkazovych tlohéach existence ¢i naopak neexistence takového pokryti. Prin-
cipem dtiikazu je vhodné ¢iselné nebo barevné oznaceni jednotlivych poli pra-
vouhelnikové sité tak, aby polymino, které na danou Sachovnici umistujeme,
pokrylo vzdy dany pocet poli stejného typu. To pak néasledné vyuzijeme pro
samotny dikaz existence ¢i neexistence takového typu pokryti desky.

Metoda zalozena na vhodném prifazeni symboli jednotlivym polim pat-
i1 k modernéjsim typim metod, kterym se souhrnné iika metody kodovdni.
Pomoci vztahi mezi vhodné vybranymi sousednimi symboly lze nésledné
rozhodnout o chovani celého systému ¢i dané c¢asti systému. Naslednym de-

'Podle podobnosti s nékterymi pismeny abecedy je pak ¢asto oznacujeme jako napi.
L-trimino, T-tetromino, W-pentomino apod.
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sifrovanim disledki takového typu zakédovani jednotlivych poli ziskdme in-
formace, které mohou pomoci k vyfeSeni daného problému.

Zptsobi, jak oznacit jednotliva pole desky, je samoziejmeé nékolik. Vybrat
takové oznaceni, které nam umozni tlohu vyfesit, je tak zakladem tspésného
vyTeseni problému. Ukazme na nékolika ptikladech, jak pomoci vhodného
oznaceni poli ziskame invariant, ktery mizeme vyuzit pro vyreseni tulohy.

Pro zéky je nejobtiznéjsim krokem nalezeni vhodného kédovani. Zptisob
oznaceni jednotlivych poli v jednom piikladé nemusi byt klicem k vyteseni
prikladu jiného. Setkaji-li se vSak zaci s jistym druhem koédovani, snazi se
nejprve ovérit, zda takovy zptisob oznaceni poli napomtize vyieseni nového
problému. V opac¢ném pripadé se jen pokouseji mirné dand kédovani modi-
fikovat, a to presto, ze dikladna analyza problému byva tou nejjednodussi
cestou pro spravny zpusob oznaceni poli.

Piiklad 12 (viz napt. [8])

Rozhodnéte, zda je mozné ¢tvercovou desku typu 8 x 8 vyplnit pomoci
jednoho ¢étvercového tetromina (¢tverec 2 x 2) a patnécti L-tetromin (atvar
slozeny ze 4 jednotkovych ¢tverct ve tvaru pismene L). 0

Resend. Jak uz bylo zminéno, metoda invariant@ byva vyuzivana prevazné
jako ditikazova metoda neexistence takového pokryti. Vyplnime jednotliva
pole desky néasledujicim zptisobem. Do prvniho, tietiho, patého a sedmého
sloupce vepiseme cislo 1, do zbyvajicich poli ¢islo 0. Mame tak stejny pocet
jednicek a nul, a to 32.
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110|1{0(1]0|1{0
110|1{0(1]0|1{0
110|1{0(1]0|1{0
110|1{0(1]0|1{0
110|1{0(1]0|1(0
110|1{0(1]0|1(0
110|1{0(1]0|1{0
110(1{0(1]0|1{0

Pokud k pokryti ¢tvercové desky pouzijeme ¢tvercové tetromino, pokryje,
bez ohledu na jeho polohu na desce, vzdy pravé dve pole s ¢islem jedna a dvé
pole s ¢islem nula. Naproti tomu L-tetromino bude pokryvat vzdy bud jedno
pole s jednickou a tfi pole s nulou, nebo naopak, jedno pole s nulou a tti pole
s jednickou.

Pouzijeme-li tedy patnact L-tetromin, pokryjeme patnactkrat lichy pocet
nul a patnactkrat lichy pocet jednicek. Celkovy pocet pokrytych poli s jed-
nickami, stejné tak i pokrytych poli s nulami, je tedy vyjadien lichym cislem.
To je ale ve sporu s tim, ze bychom spole¢né s umisténim ¢tvercového tetro-
mina pokryli 32 poli s jedni¢kou a 32 poli s nulou. (Invariantem je tak parita
daného poc¢tu poli daného typu.) [ |

Piiklad 13 (viz napfi. [10])

Ze ¢tvercové desky (2n + 1) x (2n + 1) je oddéleno jedno rohové pole.
Urcete, pro ktera prirozena n lze takto upravenou desku pokryt dominy tak,
7e jedna polovina domin je na dané desce orientovana jinym smérem nez
druh& polovina. O

Reseni. Bez tjmy na obecnosti necht je oddéleno levé horni pole. V prvnim
fadku i v prvnim sloupci je tak 2n poli, kterda mtizeme pokryt n dominy
(polovina je vodorovné, polovina svisle). Zbyva tedy oblast 2n x 2n. Ozna¢me
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pole tohoto ¢tverce opét po sloupcich stifidavé pomoci jednic¢ek a nul. (Pro
8 x 8 je situace znazornéna na obrazku.)

== === —= ==
(e}l fen)l Fooll Hen )l Fen )l Fenll Nan )l Nan}

=== == ===

=== == ===

=== == ===

OO |o|o|o|o|Oo|O
OO |Oo|o|o|o|Oo|O
OO |o|o|o|o|Oo|O

Celkovy pocet dominovych kostek, ktery lze na tuto Ssachovnici umistit, je
roven 2n?, pficemz n? jich lezi vodorovné a n? svisle. Kazdé vodorovné lezici
domino pokryva dvojici riznych cisel, tj. pokryva stejny pocet nul a jednicek.
Kazdé svisle lezici domino pokryva dvojici stejnych cisel, tj. pokryva sudy
pocet nul a sudy pocet jednicek. Protoze jednicek a nul je na Sachovnici stejny
pocet, musi byt pomoci svisle lezicich domin pokryty také stejny sudy pocet
nul a jednicek. Proto je n? a tedy i n ¢islo sudé. Pro takovou &tvercovou
desku velmi snadno ovétime, ze alesponi jedno pokryti spliiujici podminky ze
zadani existuje, napft. rozdéleni na dvé stejné obdélnikové desky typu 2n x n,
kdy jednu desku vypliiujeme dominy ve vodorovném sméru a druhou desku
dominy ve svislém sméru. [ |

Piiklad 14 (viz napfi. [20])

Rozhodnéte, zda lze ¢tvercovou desku typu 10 x 10 pokryt 25 pfimymi
tetrominy. 0

Reseni. Pole ¢tvercové desky vhodné vyplnime ¢isly 1, 2, 3 a 4 tak, aby libo-
volna 4 sousedni pole ve vodorovném i ve svislém sméru obsahovala vSechna
¢tyfi ¢isla. Obarveni tedy mtize byt nasledujici:
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112134123412
20314123141 (2|3
314(112(3(4|1]|2(3(4
411(2(314(1(2|3]4]1
112134123412
203141123141 (2|3
3141123 (4|1]|2(3(4
411(2(3]14(1(2]3]4]1
112134123412
20314123141 (2]|3

Kazdé piimé tetromino v tomto pfipadé pokryva ¢tyfi rtizna cisla. Na
dané ctvercové desce je sice zapsano 25krat ¢islo 1 a 25krat cislo 3, ale jen
24krat ¢islo 4. Cislo 2 zapsano na desce celkem 26krat. Neni proto mozné sa-
chovnici danym zptisobem pokryt. V pripadé umisténi 24 tetromin zistavaji
posledni ¢tyti pole s ¢isly 1, 2, 2, 3. Tato pole vSsak nemohou byt soucasti
zaddného tetromina. [ |

Priklad 15

Ze Sachovnice 8 x 8 jsou oddélena protilehla rohova pole. Dokazte, zZe tuto
sachovnici nelze pokryt 31 dominy. 0

Reseni. Je-li $achovnice obarvena standardnim zptisobem, jsou odstiiZena
dvé pole stejné barvy, tj. napt. bila. Na Sachovnici tak ztistava 32 poli ¢ernych
a 30 poli bilych. Kazdé domino pokryva dvojici rtiznych barev, proto po
pokrti 30 dominy zbyvaji na Sachovnici dvé pole barvy cerné, ktera uz pokryt
jednou kostkou neni mozné. [ |

Dalsi tilohy vyuzivajici invarianti a poloinvarianti, které souviseji se Sa-
chovnicemi ¢i néjakymi typy pravouhelnikovych desek, maji svou podstatu



INVARIANTY A POLOINVARIANTY V ULOHACH 109

v transformacich, které mizeme aplikovat na vybrany fadek, sloupec ¢i sik-
mou Fadu. Danou transformaci rozumime bud néjakou ¢iselnou operaci nebo
zéameénu poli podle jistych, pfedem danych pravidel.

Neni tedy zapottebi délit Sachovnici ¢i desku na samostatné dily. 1 zde
vsak vhodné kédovani muze usnadnit TeSiteli tllohu. Ukazkou mohou byt
nasledujici tii ulohy.

Piiklad 16 (autor Radek Horensky)

Na kazdém poli Sachovnice 8 X 8 je polozen ¢erny Zeton, jen v prvnim rad-
ku jsou st¥idavé (pravidelné) umistény bilé a ¢erné zetony. Mame moznost
zvolit si libovolnou vodorovnou, svislou nebo sikmou fadu (tj. fadu rovnobéz-
nou s nékterou z danych diagonal) a zménit barvu vsech Zetont v dané radé
na opacnou. Rozhodnéte, zda mtzeme po konecném poctu téchto operaci
docilit toho, ze:

a) vSechna pole po obvodu Sachovnice budou pokryta Zetony stejné barvy
(pole uvnitf mohou byt pokryta libovolné).

b) vSechna bilé pole Sachovnice budou pokryta Zetony bilé barvy a vSechna
¢erna pole sachovnice budou pokryta Zetony cerné barvy. O

Reseni. Ukéazeme, Ze takova situace nastat nemtize. Uvazujme vsechna pole
na obvodu Sachovnice vyjma rohovych poli. (Viz obrézek.)
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Af zvolime Fadu libovolné, vzdy tato fada bude obsahovat sudy pocet
z téchto uvazovanych poli, a to 6, 2 nebo 0. Pfi kazdém takovém piebarveni
poli ziistane zachovana parita poc¢tu bilych i ¢ernych poli v této oblasti. Na
pocatku je vSak na téchto polich umisténo 21 ¢ernych Zetont a 3 Zetony bilé.
V kazdém kroku tedy ztstava pocet zetonti dané barvy vyjadien lichym ¢is-
lem. Nelze tak dostat 24 zetonti stejné barvy, jak by bylo zapotfebi u pokryti
obvodu jednotnou barvou.

Nelze proto ani docilit situace, kdy by Zetony na Sachovnici pravidelné
ménily svou barvu, i v tomto pfipadé by na uvazovanych polich musel byt
sudy pocet bilych a ¢ernych poli, coz vsak nelze. [ |

Piiklad 17 (56. roénik MO, A-ITI-1)

Na nékteré pole étvercové Sachovnice n x n, (n > 2) postavime figurku
a pak s ni tdhneme st¥idavé ,sikmo* a ,pfimo“. ,Sikmo“ znamena na po-
le, které ma s predchozim spole¢ny pravé jeden bod. ,Piimo®“ znamena na
sousedni pole, které ma s predchozim spole¢nou stranu. Urcete vSechna n,
pro néz existuje vychozi pole a posloupnost tahti zacinajici ,,Sikmo“ tak, ze
figurka projde celou Sachovnici a na kazdém poli se octne praveé jednou.

Reseni. Pro suda n je dana tloha fesiteln4, protoZe lze nalézt cestu vychazejici
z rohového pole tak, ze postupné projdeme celou Sachovnici po sousednich
blocich typu 2 x n. Ukazme, Ze pro licha n > 3 takova cesta neexistuje.
Uvazujme Sachovnici s ¢ernym polem v rohu. Kazdy tah ,Sikmo“ spoji dvé
pole stejné barvy ze sousednich fad Sachovnice. Pro lichd n je vSak pocet
¢ernych poli v libovolnych dvou sousednich fadach odlisny. Proto minimalné
jedno pole v prvni fadé a jedno pole v posledni fadé neni mozno spojit
,Sikmo“ s jinym polem Sachovnice. Vzhledem k tomu, Ze obé pole nemohou
byt koncovym polem cesty (cesta muze konéit tahem ,pfimo“, ktery spojuje
dvé sousedni pole rtzné barvy, ale takové pole mtze byt jen jedno), neni
mozné danou Sachovnici predepsanym zptsobem projit. [ |

Pozndamka: Invariant, ktery lze pfi feseni této tlohy pouzit, je dan rozdilem
poctu cernych poli na lichych radcich a poctu ¢ernych poli na sudych radcich
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sachovnice n x n. Tento rozdil je v pripadé lichého n roven c¢islu n. Prii
dodrzeni vSech podminek uvedenych v zadani (kazdé ¢erné pole ze sudé rady
je spojeno s né&jakym ¢ernym polem z liché fady) vSak mize tento rozdil byt
roven maximalné ¢islu 1.

Priklad 18 (viz napi. [17], [20])

Na kazdém poli ¢tvercové tabulky 2 009 x2 009 je zapsano néjaké celé ¢islo,
pricemz soucet vsech c¢isel v tabulce je 2009. V kazdém kroku mtzeme zménit
znaménka u kazdého z ¢isel v libovolné tadé ¢i sloupci. Rozhodnéte, zda
miizeme po konecném poctu takovych operaci ziskat situaci, kdy v zadném
rfadku ani sloupci neni zaporny soucet. O

Reseni. Je-li soucet v kazdém ¥adku i sloupci nezéporny, je tloha vyiesena.
V opacném piipadé vybereme fadu ¢i sloupec, kde je soucet c¢isel zaporny.
Po zméné znamének bude tento soucet kladny a diky tomu se soucet cisel
v celé tabulce zvysi. Vzhledem k tomu, Ze tento soucet nemiize neustale
nartstat (je limitovan souc¢tem absolutnich hodnot ¢isel z ptivodni tabulky),
musime proto po konec¢ném poctu krokt ziskat tabulku s nezapornymi soucty
v kazdém tadku i sloupci. [ |

3.1.1 Dalsi tlohy pro samostatnou praci

Dalsimi vhodnymi tillohami, které mohou vhodné rozvijet schopnosti a do-
vednosti zakil, jsou ur¢ité modifikace fesenych tloh z této podkapitoly. Jed-
nim ze zpusobt modifikace tlohy je zména tvaru daného polymina, jinym
je naopak zobecnéni daného problému pro obecnou velikost obdélnikové ¢i
¢tvercové desky.

V literatufe (viz napf. [20]), [10], [11]) je uvefejnéno mnoho tloh o pokry-
vani rovinnych desek, nékteré z tloh maji svou analogii také ve vyplnovani
krychle ¢i kvadru prostorovymi utvary, které vzniknou ,slepenim® nékolika
jednotkovych krychli, podobné jako je tomu u polymin. I zde je mozné nalézt
vhodné kédovani bunék a objevit prislusné invarianty.
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Piiklad 19 (viz napf. [20]), [11])

Dokazte, ze Sachovnici 8 x 8 nelze pokryt patnacti T-tetrominy a jednim
¢tvercovym tetrominem. 0

Piiklad 20 (autor Radek Horensky)

Dokazte, ze Sachovnici 2n x 2n nelze pokryt lichym poctem T-tetromin
a lichym poctem ¢tvercovym tetrominem. n

Piiklad 21 (autor Radek Horensky)

Dokazte, Ze Sachovnici n X n lze beze zbytku pokryt T-tetrominy pouze
tehdy, je-li n délitelné ¢tyimi. O

Priklad 22 (viz napi. [20])

Rozhodnéte, které pole Sachovnice 8 x 8 mtze zistat nepokryté, jestlize
zbytek Sachovnice pokryjeme dvaceti jednim pfimym triminem. O
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3.2 Ulohy zaloZené na délitelnosti

Velka ¢ast uloh vyuzivajicich ¢iselnych invariantd je zalozena na dobrém
zvladnuti prace s kriterii délitelnosti. Nejcastéjsim kriteriem je délitelnost
¢islem 2, které je castéji prezentovano jako parita daného vyrazu. Ukazalo se,
ze dalsimi vyznamnymi kriterii z hlediska délitelnosti jsou kriteria zalozena
na délitelnosti ¢isly 3 a 9, nékteré priklady jsou zalozeny na skryté délitelnosti
i jinymi c¢isly, pfedevsim se jedna o prvocisla 5, 7 a 11.

Nékteré z uloh vyuzivajicich délitelnosti byly podrobné popsany a vytese-
ny v predchozich kapitolach, feseni nékolika dalsich tiloh bude prezentovano
nyni.

Piiklad 23 (autor Radek Horensky)

Rozhodnéte, zda je mozno ¢isla 1,2, ..., 33 rozdélit do 11 skupin po tfech
¢islech tak, Ze nejvétsi ¢islo v kazdé skupiné je rovno souctu zbyvajicich dvou?

O

Reseni. Ukédzeme, Ze to nelze. V kazdé skupiné se vyskytuji bud vSechna tii
¢isla suda nebo jedno c¢islo sudé a dvé licha. To ale znamena, ze lichych cisel
musi byt celkové sudy pocet. To je ale v rozporu se zadanim, protoze mezi
¢isly 1 az 33 je praveé 17 lichych cisel a 16 sudych.

Invariantem je v tomto pripadé parita souctu vsech ¢isel. V kazdé uvazo-
vané skupiné musi byt soucet sudy, kdezto celkovy soucet ¢isel od 1 do 33 je
roven 561, tedy ¢islu lichému. [ |

Piiklad 24 (viz napt. [3])

Dokazte, ze rovnice
2 12 a(2 | 42
a®+ b = 3(s" +t°)

nema feSeni v oboru prirozenych cisel. O
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Reseni. Predpokladejme, Ze existuje usporadané ¢tvefice (aq, by, t1, s1) priro-
zenych cisel, kterd vyhovuje rovnici

a? 4 b2 = 3(s3 + 13).

Je patrné, ze leva strana rovnice je délitelna c¢islem 3. Zbytek, ktery lze
ziskat pfi déleni druhé mocniny pfirozeného ¢isla ¢islem 3, miize nabyvat
pouze hodnoty 0 (je-li ¢islo délitené ¢islem 3) nebo hodnoty 1 (v ptipadé, ze
dané ¢islo je s ¢islem 3 nesoudélné).

Soucet dvou druhych mocnin mize byt délitelny ¢islem 3 pouze v ptipadé,
kdy obé hodnoty a; i b; jsou nasobky cisla 3. Je tedy

a1 = 3as, by = 3bs.
Dosazenim za a; a b; po snadné tpravé obdrzime
3(a5 + b3) = 57 + 13,
Z analogickych dtvodiu jsou také t; i s; nasobky ¢isla 3. Je tedy

tl = 3t2, S1 = 382.

Po opétovném dosazeni a vydéleni obou stran ziskané rovnice ¢islem 3 1ze
ziskat rovnici
2 12 a2 | 42

Ziskali jsme tak usporadanou ¢tverici (ag, by, ta, S2) pfirozenych ¢isel, kterd
také vyhovuje dané rovnici, pricemz

a; > asg, bl > bg, 81> 8o, t1 > to.

Uvedeny postup lze opétovné aplikovat na ziskanou rovnici a ziskat tak
nekonecné tetézce prirozenych cisel, kde odpovidajici si slozky fetézcti jsou
slozkami Teseni dané rovnice. To ale podle FMID neni mozné.
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Dostavame se tak do sporu s predpokladem, Ze existuje usporadana ctve-
fice prirozenych cisel, ktera splituje rovnici

a® + b =3(s* + 7).

Dané rovnice tedy nema feSeni v oboru prirozenych cisel. [ ]

Piiklad 25 (autor Radek Horensky)

Méjme v kartézské soustavé obarveny miizové body nasledujicim zpiiso-
bem: Je-li obarven bod [a, b], mtizeme obarvit i bod [a + 1,5+ 1]. Jsou-li obé
soufadnice bodu [a, b] sudé, mizeme obarvit i bod [3a, 3b]. Jsou-li obarve-
ny body [a,b] a [b, ], lze obarvit i bod [a, ¢]. Na pocatku byl obarven bod
[36, 64]. Rozhodnéte, zda bude obarven po koneéném poc¢tu krokt také bod
(49, 81]. -

Reseni. Sledujme, jak se méni rozdil danych soutadnic pri jednotlivych trans-
formacich. Poc¢atecni rozdil b—a je 28. Pricteme-li k obéma souradnicim ¢islo
1, zistane rozdil zachovan. Ukazme, Ze rozdil ztistava nasobkem c¢isla 7.

Je-li b—a rozdilem dvou sudych ¢isel a soucasné nasobkem sedmi, je vzhle-
dem k nesoudélitelnosti ¢isel 2 a 7 délitelny sedmi i rozdil polovi¢nich hodnot.
Stejné tak z délitelnosti ¢islem 7 pro rozdily b — a a ¢ — b plyne délitelnost
i pro rozdil ¢ — a. VSechny obarvené body tedy maji rozdil soutadnic roven
nasobku sedmi. Mezi tyto body ale rozhodné nepatii bod [49, 81], protoze
81 — 49 = 32 neni nasobkem sedmi.

Délitelnost daného rozdilu ¢islem 7 ztistava pii vSech popsanych transfor-
macich zachovana, je tedy invariantem. [ ]
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3.2.1 Dalsi ulohy pro samostatnou praci

Dalsimi vhodnymi tilohami, které mohou vhodné rozvijet schopnosti a do-
vednosti zakd, jsou rizné diofantické rovnice ¢i vhodné modifikace jiz drive
prezentovanych tloh.

V literatufe mizeme objevit fadu publikaci, v nichz jsou uverejnény a re-
Seny ritizné diofantické rovnice. O oblibé této tematiky mezi autory matema-
tickych tloh svéddi fakt, ze témér v kazdém roc¢niku Matematické olympiady
jsou alespon dvé ulohy zaloZzené na délitelnosti vhodnym c¢islem.

Piiklad 26 (viz napfi. [20])

Statecny rytif se utkal s trojhlavym drakem a chtél pfedvést svoji statec-
nost tak, ze drakovi usekne vSechny hlavy. To mu ovSem nevyslo. Ukazalo se,
ze po useknuti jedné hlavy drakovi narostou tii nové. Rytit ale urputné po-
kracoval v sekani hlav. Ve chvili, kdy se rozhodl boj vzdat, drakovi napocital
2006 hlav. Pocital spravne? O

Piiklad 27 (autor Radek Horensky)

Rozhodnéte, pro jaka prirozena cisla k nelze ¢isla 1,2,3, ..., 3k rozdélit
do k skupin po tfech ¢islech tak, Ze nejvétsi ¢islo v kazdé skupiné je rovno
souctu zbyvajicich dvou? n

Piiklad 28 (autor Radek Horensky)

Na tabuli jsou napsana vSechna prirozena c¢isla od 1 do 100. Uvazujme
nasledujici operaci: Smazeme libovolna dvé ¢isla zapsand na tabuli a misto
nich napiseme na tabuli jejich soucet. Tuto operaci opakujeme tak dlouho,
dokud na tabuli neztistanou posledni t¥i ¢isla. Mizeme timto zptisobem na-
konec ziskat na tabuli tii prirozena cisla, kterd tvori tfi po sobé jdouci ¢leny
aritmetické posloupnosti? 0
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Piiklad 29 (autor Radek Horensky)

Na tabuli jsou napsana vSechna pfirozena c¢isla od 1 do 100. Uvazujme
nasledujici operaci: Smazeme libovolné dvé ¢isla zapsand na tabuli a misto
nich napiseme na tabuli jejich soucet. Tuto operaci opakujeme tak dlouho,
dokud na tabuli neztistanou posledni tfi ¢isla. Mizeme timto zptisobem na-
konec ziskat na tabuli tii prirozena cisla, kterd tvori tfi po sobé jdouci ¢leny
geometrické posloupnosti? O

Piiklad 30 (autor Radek Horensky)

Na tabuli jsou napsana vsSechna prirozena ¢isla od 1 do n. Uvazujme
nasledujici operaci: Smazeme libovolnd dvé ¢isla zapsand na tabuli a misto
nich napiseme na tabuli jejich soucet. Tuto operaci opakujeme tak dlouho,
dokud na tabuli neziistanou posledni tti ¢isla. Pro kterd n mtzeme timto
zptsobem nakonec ziskat na tabuli tii po sobé jdouci pfirozena c¢isla? O

Piiklad 31 (autor Radek Horensky)

Na tabuli jsou napsana vsechna pfirozena ¢isla od 1 do n. Uvazujme na-
sledujici operaci: Smazeme libovolna dvé ¢isla zapsana na tabuli a misto nich
napiseme na tabuli jejich soucin. Tuto operaci opakujeme tak dlouho, dokud
na tabuli neziistanou posledni tfi ¢isla. Dokazte, zZe pro zadné n nemizeme
timto zplisobem nakonec ziskat na tabuli tii prirozena cisla, kterd tvoti tii
po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti. O

Priklad 32 (viz napi. [20])

Anna ma krabici, v niz je osm krabicek. Nékteré z téchto krabicek obsahuji
osm mensich krabicek, z nichz né€které obsahuji osm jesté mensich krabicek.
Je mozné, aby v této konfiguraci krabi¢ek (nezavisle na jejich velikosti) bylo
1000 krabicek prazdnych? 0
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Priklad 33 (59. ro¢nik MO, A-III-3)

Rumburak unesl na sviij hrad 31 ¢lenti strany A, 28 ¢lent strany B, 23 ¢le-
nu strany C, 19 ¢lent strany D a kazdého zaviel do samostatné kobky. Po
praci se obc¢as mohli prochazet po dvore a povidat si. Jakmile si spolu zacali
povidat tfi ¢lenové t¥i riznych stran, Rumburak je za trest preregistroval do
¢tvrté strany. (Nikdy si spolu nepovidali vice nez t¥i uneseni.)

a) Mohlo se stat, Ze po ur¢itém cCase byli vSichni uneseni ¢leny jedné stra-
ny? Které?

b) Urcete vSechny ¢tvefice celych kladnych ¢isel, jejichz soucet je 101 a kte-
ré jako poCty unesenych cleni ¢tyi stran umoziuji, aby se Rumbura-
kovou péci casem vSichni stali ¢leny jedné strany. O

Piiklad 34 (viz napf. [3])
Jsou dany posloupnosti (z,) a (y,) zadané rekurentnimi predpisy
Tpio = 3Tpi1 — Xn, kde xy =1, x5 =14,
Ynt2 = 3Ynt1 — Yn, kde y; =1, y,=2.

a) Ukazte, Ze pro vSechna nezapornd celd n plati 22 — 5y2 = —4.
b) Predpokladejme, Ze a a b jsou piirozena ¢isla takova, ze vyhovuji pred-
pisu a? — 5b> = —4. Ukazte, Ze existuje piirozené &islo k takové, Ze
a =2 a b= Yk O
Piiklad 35 (viz napf. [3])
V oboru celych nezapornych cisel feste rovnici

2" — 1 =uay.
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Piiklad 36 (viz napf. [3])
V oboru celych nezapornych c¢isel feste rovnici

P24y +r+y+1=ayz

Piiklad 37 (viz napf. [3], 22. ro¢nik IMO)

Najdéte maximalni hodnotu virazu m?2+n?, jestlize m a n jsou celd ¢éisla
mezi Cisly 1 a 1981, kterd vyhovuji rovnici

(n2 —mn + m2)2 =1.

Piiklad 38 (viz napf. [3])

Najdéte vSechny dvojice nezapornych celych ¢isel (a,b), pro néz je
a® + b* 4+ 1 nasobkem ab + a + b. O

Piiklad 39 (51. roénik MO, B-1-4)

Je ddno n (n > 2) pfirozenych ¢isel, s nimiz mtZzeme provést nasledujici
operaci: vybereme nékolik z nich, ale ne vSechna a nahradime je jejich arit-
metickym primeérem. Zjistéte, zda je mozno pro libovolnou pocatecni n—tici
dostat po konecném poctu krokii vSechna disla stejna, jestlize n se rovna

a) 2 000,
b) 35,
c) 3,
d) 17.
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3.3 Ulohy z kombinatorické geometrie

Pod souhrnny pojem kombinatorickd geometrie je mozno zahrnout mno-
ho dil¢ich geometrickych oblasti. Do této kategorie spadaji tilohy o pokryvani
desek neprekryvajicimi se nebo prekryvajicimi se danymi ttvary, tlohy o po-
¢tu stén, vrchold ¢i hran daného mnohosténu, tlohy zkoumajici vztahy mezi
body, tseckami, resp. pfimkami v roviné, ulohy vyzadujici nalezeni vhodného
obarveni bodtl ¢i tisecek v roviné, aj.

V této podkapitole bude poukazano na metodu, pfi niz lze vhodnym ozna-
¢enim ¢i oc¢islovanim objektt docilit a pomoci jistého kvantitativniho invari-
antu rozhodnout, zda je mozno pomoci zadanych pravidel danou kobminaci
prvki vytvorit ¢i nikoli.

Piiklad 40 (autor Radek Horensky)

V kazdém vrcholu pravidelného dvanéctithelniku lezi jedna mince. Vy-
bereme dvé mince a premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak,
7e jedna se posune ve sméru a druha proti sméru chodu hodinovych rucicek.
Rozhodnéte, zda je mozno timto zpisobem vSechny mince postupné presu-
nout do jediného vrcholu dvanactithelniku. O

Reseni. Ozna¢me vrcholy daného dvanictitthelniku po fadé &isly 1 az 12.
Premistime-li dvé mince na sousedni pole, potom se soucet ¢isel ,pod obé-
ma mincemi“ nezméni (nenastane-li presun jedné mince mezi vrcholy s ¢isly
1 a 12) nebo se dany soucet zvétsi ¢i zmensi pravé o 12. Pokud by bylo moz-
no premistit vSechny mince na jedinou hroméadku, byl by celkovy soucet cisel
pod vSemi mincemi nasobkem dvanacti. Jejich soucet

1+2+3+...+12=78

vsak nasobkem dvanéacti neni, pfi déleni dvanacti dava zbytek 6. Zbytek pri
déleni 12 je tedy invariantem. Dané mince nelze proto premistit do jediného
vrcholu. [ ]
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Priklad 41 (58. roénik MO, A-I-6, autor Radek Horensky)

V kazdém vrcholu pravidelného 2 008-tihelniku lezi jedna mince. Vybe-
reme dvé mince a pfemistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, ze
jedna se posune ve sméru a druhé proti sméru chodu hodinovych rucicek.
Rozhodnéte, zda je mozno timto zptisobem vSechny mince postupné pfesu-
nout:

a) na 8 hromadek po 251 minci,
b) na 251 hromédek po 8 mincich. O

Reseni. Ocislujme vrcholy daného mnohotihelniku po fadé ¢isly 1, 2, ...,
2008. Prifadme kazdé minci ¢islo vrcholu, v némz se (aktualné) nachazi.
Vsimnéme si, jak se zméni soucet S vSech 2008 cisel pfitazenych jednotli-
vym mincim, kdyz povolenym zptisobem piesuneme libovolnou dvojici minci.
Nenastane-li pfesun mince mezi vrcholy s ¢isly 1 a 2008, hodnota souctu S
se zfejmé nezméni, nebot jedné z presouvanych minci se piifazené ¢islo o 1
zvétsi, druhé presouvané minci se piitazené ¢islo o 1 zmensi (éisla pfifazena
ostatnim mincim, jez zistaly na misté, se nezméni).

Pokud vsak pfesun mezi vrcholy s ¢isly 1 a 2008 nastane (a nejde-li
pfitom o pouhou vyménu dvou minci mezi vrcholy 1 a 2008), soucet S se
zméni na hodnotu S 4 2008, nebot ¢isla prifazend presouvanym mincim se
bud obé zvétsi, nebo obé zmensi, a to v obou piipadech o hodnoty 1 a 2 007.
Po libovolném poctu presunt dvojic minci se hodnota S z poc¢ateéni hodnoty
So =142+ ...+ 2008 zméni na hodnotu S = Sy + 2008k, kde k je vhodné
celé ¢islo. Snadno uréime hodnotu Sy = 1004 - 2 009.

a) Mame-li ziskat 8 hroméadek po 251 minci, musi byt vysledny soucet
S nésobkem 251. To je v8ak splnéno vzdy, nebot S = 251(8k + 4 - 2009).
Stac¢i proto nalézt aspon 1 postup, jak mince dle danych podminek pfemis-
tit. Budeme-li mince z dvojic vrcholii 1 a 2008, 2 a 2007, atd. presouvat
vzdy v opacném smeéru, snadno vytvorime 8 hroméadek o 251 minci napi. ve
vrcholech 1001, 1002, 1003, ..., 1008.

b) Ukéazeme, ze ziskat 251 hromadek po 8 mincich nelze. Kdybychom
pripustili, Zze po urcitém poctu presuni dvojic minci vznikne 251 hromadek
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po 8 mincich, musel by soucet S byt nasobkem 8. Cislo 2 008k nésobkem osmi
je, ¢islo 1004 - 2009 nikoliv. Tim je tvrzeni o neexistenci pireskupeni daného
poc¢tu minci dokazano. [ |

Priklad 42 (58. roénik MO, A-III-5, autor Radek Horensky)

V kazdém z vrcholi pravidelného n-tihelniku A; As . .. A, lezi urcity pocet
minci: ve vrcholu A, je to pravé k minci, 1 < k < n. Vybereme dvé mince
a premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve
sméru a druha proti sméru chodu hodinovych ruci¢ek. Rozhodnéte, pro ktera
n 1ze po konecném poctu takovych premisténi docilit toho, ze pro libovolné
k, 1 < k <n, bude ve vrcholu A;, lezet n + 1 — k minci. O

Reseni. Ukazeme, zZe to lze provést pro n = 6k 4+ 1 nebo pro n = 6k — 1.
Uvazujme soucin aktualniho poc¢tu minci ve vrcholu a indexu daného vrcholu.
Oznacme S soucet vSech téchto soucini. Na zacatku je to

n(n+1)(2n+1)

S=1-142-2+...+n-n= 5 ,

na konci

S’:l-n+2-(n—1)+...+n.1:”(”+1E)5(”+2).

Nenastane-li presun mince mezi vrcholy s ¢isly 1 a n, hodnota souctu S
se nezméni, nebot jedna z presouvanych minci hodnotu S o 1 zvysi, druhd
z minci hodnotu S o 1 snizi. Pokud vSak presun mezi vrcholy s ¢isly 1 a n
nastane (a nejde-li pfitom o pouhou vyménu dnou minci mezi vrcholy 1 a n),
soucet S se zméni na hodnotu S £ n, nebot obé presouvané mince hodnotu S
bud zvétsi, nebo zmensi, a to v obou ptipadech o hodnoty 1 a n — 1. Rozdil
konecného a pocatecniho stavu S — S’ tedy musi byt nadsobkem n. Tento

rozdil
(n—1n(n+1)

6

je nasobkem n pouze tehdy, je-li n — 1 nebo n + 1 nasobkem 6.

S— 8 =
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Soucasné je vSak tfeba ukazat, ze v takovém piipadé toto preskupeni lze
provést. Jednou z moznosti je napf. nasledujici postup. Presuneme n — 1
minci z vrcholu n na vrchol 1 (o 1 pole, pres rozhrani), n — 3 minci z vrcholu
n — 1 na vrchol 2 (o 3 pole, pfes rozhrani) atd. Celkem provedeme

(n—1)-1+(n—-3)-34...2-(n—2) =

:n~(1+3+...+(n—2)>—(12—0—32+...+(n—2)2):

—n-(n—17%— n(n—1)(n—2) . (n—1)(bn —4)
6 6
tahti. V obou pi¥ipadech, tj. pro n = 6k + 1 i pro n = 6k — 1 nabyva zlomek
1
6

¢isla n. VSechny tyto tahy vsak lze kompenzovat pohybem libovolné mince

(n—1)(5n — 4) celoéiselnych hodnot, celkovy pocet tahii je tedy nasobkem
v opacném smeéru o prislusny pocet celych kol. [ |
Komentar k uvedenému retézci uloh

e Prvni z trojice tloh byla tilohou motivac¢ni, kdy zakladem pro spravné
vyTeseni tlohy bylo objeveni vhodného invariantu. Timto invariantem
je zbytek, ktery ziskdme pfi déleni souctu vsech ¢isel pod jednotlivymi
mincemi Cislem 12.

e Druh4 tloha, na rozdil od pfedchozi tlohy, uz vyzaduje (kromé Feseni
obdobného problému v jedné z ¢asti) také nalezeni vhodného zptiso-
bu pfemistovani minci. Jakym zptsobem jsou oba objevené poznatky
vyuzity, je ukédzano ve druhé c¢asti tlohy.

o Treti, zdvérecna tloha vyzaduje od zaku (kromé nalezeni vhodného in-
variantu a zpusobu premistovani minci) jiz abstraktni mysleni a logicky
spravné podlozené zdivodnéni, za jakych podminek je dané premisténi
mozné.

Jinou moznosti vyuziti geometrického kombinatorického pfistupu je na-
lezeni vhodného usporadani prvkt ve vytvorenych skupinach, ¢imz je mozno
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minimalizovat ¢i maximalizovat hodnotu jistého vyrazu a ukéazat tak, ze se
jedna o poloinvariant.

Piiklad 43 (viz napfi. [29])

V roviné je dano celkem 2008 bodt. Dokazte, ze existuje 1004 disjunkt-
nich tsecek, které maji krajni body v téchto danych bodech. 0

Reseni. Spojime-li libovolnym zptisobem dané body do dvojic, lze vypocitat
dany soucet velikosti takovych usecek. Jestlize spolu tsecky nemaji zadny
spolecny bod, jsme hotovi. V opac¢ném pripadé vyberme takové dvé tsecky,
které maji spoleény prusecik. Necht jsou to tisecky KL a MN. Nahradme
tuto dvojici tsecek jinou dvojici, a to KM a LN. Protoze dané body jsou
vrcholy konvexniho ¢tyitahelniku K M LN, bude dle trojuhelnikové nerovnosti
soucet délek tusecek KM a LN mensi nez soucet délek tisecek KL a MN.
Soucet délek vSech 1004 tsecek se tedy zmensi.

Protoze existuje jen konecny pocet moznosti, jak body na pocatku pospo-
jovat, existuje také jen konecny pocet moznosti pro dany soucet délek vsech
téchto 1004 tsecek. V urcité fazi proto musime po konecném poctu krokt
dojit k situaci, kdy jsou vSechny tsecky disjunktni. [ ]

Piiklad 44 (autor Radek Horensky)

Ve tiidé, kde jsou jen studentky s blond nebo s ¢ernymi vlasy, ma kazda
divka lichy pocet kamaradek. Prvni den se rozhodne prvni divka, ze pfizptso-
bi barvu svych vlast vétsiné svych kamaradek, tj. maji-li prevahu ¢ernovlasé
kamaradky, rozhodne se pro ¢ernou barvu barvu vlast, v opa¢ném ptipadé
zvoli blond vlasy. Druhy den se ke stejnému kroku rozhodne druha divka, atd.
(Poté, co danou volbu provede i posledni divka, pokrac¢uje opét divka prvni.)
Dokazte, ze po jisté dobé si uz zadna z divek nebude své vlasy prebarvovat
na opacnou barvu. 0

Reseni. Uvazujme vsechny dvojice kamaradek, které maji opac¢nou barvu
vlast. Pocet takovych dvojic ozna¢me S. Pokud se rozhodne divka pro zménu
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barvy svych vlasd, znamend to, ze méla piivodné vice kamaradek s jinou
barvou vlast nez kamaradek se stejnou barvou vlasti. Po obarveni se tedy
pocet S dvojic kamaradek s riiznou barvou vlast musi nutné snizit. Vzhledem
k tomu, zZe je tento pocet vyjadien nezapornym celym cislem, nemiize se
zmensovat do nekonec¢na. Proto po urc¢ité dobé musi dosahnout své minimalni
hodnoty a zadné z divek si uz nebude pfebarvovat své vlasy. [ ]

3.3.1 Dalsi ulohy pro samostatnou praci

Mezi dalsi vhodné tilohy, které mohou pomoci rozvijet schopnosti a doved-
nosti zakt v oblasti kombinatorické geometrie, je mozno zatradit také nekolik
uloh z 60. roéniku Matematické olympiady, které ticelné propojuji kombina-
toricky pfistup s vhodnym oznacenim stén krychle.

Priklad 45 (60. roénik MO, A-1-5)

Na kazdé sténé krychle je napsano prave jedno celé ¢islo. V jednom kroku
zvolime libovolné dvé sousedni stény krychle a ¢isla na nich napsana zvétsime
o 1. Urcete nutnou a postacujici podminku pro ocislovani stén krychle na
pocatku, aby po konecném poc¢tu vhodnych krok byla na vSech sténéach
krychle stejna cisla. 0

Piiklad 46 (60. ro¢nik MO, navodna tloha k soutézni tloze A-I-5)

Na kazdé sténé krychle je napsano pravé jedno ¢islo, pricemz vSechna
¢isla nejsou stejna. V jednom kroku cisla na kazdé sténé krychle nahradime
aritmetickym prumérem stavajicich cisel na vsech ¢tyrech sousednich sténach.
Rozhodnéte, zda po nékolika krocich mohou byt na sténach krychle opét
piivodni ¢isla. 0
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Priklad 47 (60. roénik MO, A-II-4)

Necht M je mnozina Sesti navzajem riznych kladnych celych ¢isel, jejichz
soucet je 60. Vsechna je napiseme na stény krychle, na kazdou pravé jedno
z nich. V jednom kroku zvolime libovolné tii stény krychle se spole¢nym vr-
cholem a kazdé z Cisel na téchto tfech sténach zvétsime o 1. Urcete pocet
vSech takovych mnozin M, jejichz ¢isla lze napsat na stény krychle uvede-
nym zpisobem tak, Zze po konecném poctu vhodnych krokt budou na vsech
sténach stejna cisla. 0

V literature mtzeme objevit rovnéz mnoho prikladi, jejichz feseni je zalo-
Zeno na minimalizaci hodnoty daného vyrazu, na vhodném usporadani nebo
rozdeéleni prvki ¢i na vhodném ocislovani jednotlivych poli.

Piiklad 48 (autor Radek Horensky)

Zlodéjka Mina kazdého dne vecer tésné pred zaviraci dobou pfepadne ve
mésté postu a v noci se presune do nejblizsiho sousedniho mésta, v némz
se nachazi posta. Nasledujici den opét pred zaviraci dobou sviij ¢in zopakuje
v daném mésté a opét se presouva do aktualné nejblizs§iho mésta, atd. V pon-
deli 15. ¢ervna 2009 byla jiz podruhé za posledni dobu vyloupena posta ve
mésté M. V obou pfipadech byla identifikovana jako pachatelka pfepadeni
Mina. Policie dle hesla ,tfikrat a dost® se proto rozhodla danou postu ve
mésté M hlidat. Kdy byla Mina zatcena?

Pozndmka: Zadna dvé mésta nejsou od sebe stejné vzdalend, vidy existuje
jen jediné mésto, které je nejblizsi. O

Priklad 49 (viz napi. [29])

V roviné je dano n ptrimek, z nichz zadné dveé nejsou rovnobézné a n bodi,
z nichz ani jeden nelezi na zadné z primek. Uvazujme utsecky, které vychézeji
z daného bodu a jsou kolmé k dané primce. Dokazte, ze lze kazdé primce
pritadit bod tak, ze se téchto n odpovidajicich kolmych tsecek vzajemné
neprotne. 0
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Piiklad 50 (viz napf. [21])

Pravidelny (2n + 1)—thelnik je rozfezdn pomoci vzajemné se neprotina-
jicich thlopricek na 2n — 1 trojuhelnikt. Dokazte, Ze alespon tii trojihelniky
jsou rovnoramenné. 0

Piiklad 51 (viz napfi. [20])

V oblibené hie Patndctka je na Sachovnici o rozmeérech 4 x4 jedno prazdné
pole. Na ostatnich polich lezi mince, ndhodné ocislované od 1 do 15. Dvé
pole spolu sousedi, pokud maji spole¢nou stranu. V jednom tahu vezmeme
minci z pole sousediciho s prazdnym polem a do prazdného pole ji polozime.
Existuje konecény pocet tahd, po kterych jsou mince oznacené k£ a 16 — k
prohozeny pro kazdé k =1, 2, ..., 7 (jinymi slovy mizeme mince usporadat
,V opacném poradi“)? 0

Piiklad 52 (viz napf. [20], [4])

V krychli o rozmérech 3 x 3 x 3 je jedna z 27 bunék prazdna a ostat-
ni jsou vyplnény jednotkovymi krychlemi ocislovanymi 1 az 26. Dvé bunky
spolu sousedi, pokud maji spolecnou sténu. V jednom tahu vezmeme krychli
z buniky sousedici s prazdnou buiikou a do prazdné buiky ji vlozime. Existuje
kone¢ny pocet tahti, po kterych jsou krychle oznacené k a 27 — k prohozeny
pro kazdé k =1, 2, ..., 13 (jinymi slovy mizeme krychle usporadat ,,v opac-
ném pofadi“)? 0
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3.4 Hry

Nékteré hry spojené napiiklad s odebiranim sirek z nékteré z danych
hromadek jsou zaloZeny na nalezeni vhodné taktiky boje, ktera jednomu
z hraci zarucuje pii dodrZeni uréitého strategického postupu bud vitézstvi
nebo alespon neprohru. Zékladem této strategie je nalezeni jistého invariantu,
ktery pravé tuto vyhodu danému hraci zarucuje. Obdobnou strategii mtizeme
nalézt i u her, v nichz se pravidelné stfidaji dva hraci pii pohybu néjaké
figurky na hraci desce, nejcastéji na Sachovnici.

Mezi nejcastéji se vyskytujici strategie zarucujici vitézstvi nebo alespon
neprohru patii princip symetrie, princip ,minimax“ (kazdy z hracu se snazi
maximalizovat svou vyhru a sou¢asné minimalizovat vyhru soupefe) a princip
vitézné strategie (hra¢ dokaze na kazdy soupefiv tah odpovédét tak, ze mu
neumozni vyhrat).

Na nékolika ptikladech predstavime moznost vyuziti prace s invarianty
pri urcovani vitézné strategie.

Priklad 53

Jirka a Petr hraji nasledujici hru. K danému jednomistnému ptirozenému
¢islu nejprve pricte Jirka ¢islo 1, 2 nebo 3. Poté Petr k ziskanému souctu
pricte také jedno z trojice ¢isel 1, 2 nebo 3. Vitézem se stane ten, ktery jako
prvni dosdhne trojmistného ¢isla. Urcete, ktery z chlapcti dosdhne vitézstvi,
je-li pocateénim zadanym cislem ¢islo 1. n

Reseni. Vitézem se stane (v piipadé, Ze oba chlapci voli nejlepsi strategii)
ten z dvojice chlapcti, ktery sviij tah zahajuje na hodnoté 99, 98 nebo 97,
protoze svym tahem snadno docili hodnoty 100 nebo vice. Naopak v ptipade,
kdy je hodnota souc¢tu na pocatku jeho tahu rovna 96, je nucen svym taheem
nabidnout vitézstvi soupefi, protoze prictenim libovolného cisla z trojice 1,
2 nebo 3 pripravi soupefi vyhravajici pozici.

Prohraje tedy ten, kdo zacina svlij tah na hodnoté 96. Stejné tak ale
prohrava i ten, kdo za¢inad na hodnoté 92, nebot soupef na jeho libovolny
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tah odpovi dosazenim nevyhravajicitho souc¢tu 96. Prohravajicimi jsou tak
vsechny celoc¢iselné nasobky ¢isla 4. Protoze jako prvni sviij tah provadi Jirka,
miiZe si zajistit vitézstvi ve hie prictenim ¢isla 3 a pak dodrzovanim taktiky,
kdy Petr musi zac¢inat sviij tah na nasobku cisla 4, tj. v prohravajici pozici.

V pripadé, ze by pocatecnim cislem byl celociselny nasobek ¢isla 4, bude
mit vitézstvi zaruceno Petr. [ |

Priklad 54 (viz napi. [20])

Jirka a Petr maji dva sacky bonbont. V jednom sacku je 20 bonbont,
ve druhém sacku je 21 bonbént. Oba chlapci se pravidelné stfidaji, zacina
Jirka. V kazdém tahu musi hrac¢ snist obsah jednoho sacku a ¢ast, nikoli vSak
vSechny bonbény, z druhého sacku presunout do prazdného sacku. Prohrava
ten hrac, ktery uz nemuize tahnout. Existuje pro jednoho z chlapct vitézna
strategie? 0

Reseni. Vyhrat mize Jirka, pokud bude postupovat podle nasledujici stra-
tegie: V obou saccich nechej lichy pocet bonbonti. Petr v takovém ptipadé
bude muset odebrat lichy pocet bonbdni z jednoho sacku a druhy sacek roz-
délit na dvé casti, kde v jedné bude sudy pocet bonbonil. Jirka vyprazdni
sacek s lichym poc¢tem bonbdni a sudy pocet bonbont rozdéli na dvé casti
s lichym poctem bonboéni. Protoze hra musi vzhledem ke koneénému poctu
bonbént na pocatku také skoncit, stane se vitézem Jirka. Pro Petra totiz
po konecném poctu tahti musi nastat situace, kdy po odebrani lichého po-
¢tu bonbodni z jednoho sacku zistane ve druhém pouze jediny bonbdn, ktery
uz neni mozno rozdélit na dvé hromadky, proto v takovém okamziku nutné
prohrava. [ |

Poznamka: Jednou z variant popsané strategie je rozdéleni bonbénti na dvé
hromadky, kdy na jedné je jeden bonbdén a na druhé lichy pocet bonbdnti.
Soupef musi odebrat bonbdn, ktery je samostatné v sacku, protoze by jinak
nemeél moznost dokoncit sviij tah. Druhou hroméadku tak musi délit na lichy
a sudy pocet bonbdénti. Dalsi postup je stejny jako ve vyse popsané strategii.
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Priklad 55 (viz napi. [20])

Na tabuli je napsano ¢islo 2006!, které je dle definice faktoridlu rovno

soucinu Cisel
1-2-3-...-2005-2006.

P1i hie se Jirka s Petrem pravidelné stiidaji a hraji podle nésledujiciho pra-
vidla. Pokud je na tabuli napsano ¢islo x, hrac¢ zvoli kladné celé cislo y < z,
které ma méné nez 20 riznych prvociselnych déliteli, a na tabuli misto z
napise hodnotu rozdilu z — y. Vitézem se stava ten hrac, ktery na tabuli
napise ¢islo 0. Existuje pro jednoho z hract vitézna strategie? O

Reseni. Necht p; oznacuje i-té prvocislo a necht

P=Dp1-DP2"... D2

je soucin téchto prvocisel. Pokud je na tabuli napsano ¢islo z < p, pak hrac,
ktery je v tu chvili pravé na tahu, mize vyhrat, odecte-li prave toto cislo x.

Samo ¢islo p znamena Spatnou pozici, protoze odecist lze pouze ¢islo mensi
nezli p a vysledné cislo ma méné nez 20 prvociselnych déliteli. V takovém
pripadé bude vitézem druhy hrac¢. Uvazujme nyni vSechny pozice, které jsou
celoc¢iselnym nasobkem ¢isla p, tj. pozice k- p. Tato pozice neumozni danému
hraci piimo zvitézit a dokonce mu neumozni ani odecist takové ¢islo y, aby
vysledek zapisovany na tabuli byl ve tvaru m - p, kde m € {0, 1, 2, -k — 1}.
V takovém pripadé by totiz odecitané cislo x muselo byt nasobkem disla p,
a tedy by muselo mit alespon 20 prvociselnych déliteli.

Je-li na tabuli ¢islo, které neni ndsobkem p, pak existuje néjaké k prirozené
takové, ze dané Cislo x lezi v otevieném intervalu

(k-p;(k+1)-p).

Hrac, ktery je v této situaci na tahu, vyhraje, pokud odecte takové ¢islo, které
zanechd vysledek k- p. Soupef nutné zapisuje na tabuli ¢islo, které nasobkem
¢isla p neni.

Vzhledem k tomu, Ze ptvodni pozice, tj. ¢islo 2 006! je zcela jisté na-
sobkem ¢isla p, mize druhy hra¢ vzdy uplatnit pravidlo, které na tabuli
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zanechava celociselny nasobek cisla p. Vzhledem k tomu, zZe existuje pouze
konec¢ny pocet tahti dané hry, musi popsana strategie nutné ptinést vitézstvi
druhému z hracu. [ ]

3.4.1 Dalsi ulohy pro samostatnou praci

Mezi dalsi vhodné tlohy, které mohou pomoci rozvijet schopnosti a do-
vednosti zak v oblasti nalezeni vyherni strategie, je mozno zaradit kromé
uloh Matematické olympiady také tlohy tzv. ,rekreacni“ matematiky:.

Priklad 56 (viz napi. [29])

Studenti A a B si zvoli jedno celé ¢islo a sdéli ho svému uciteli. Ten na
tabuli napise dvé cela ¢isla a oznami studenttim, Ze jedno z nich je souctem
jejich dvou ¢&isel. Poté se jich stfidavé (tj. postupné A, B, A, B, A, ...) pta,
zda mohou urcit ¢islo druhého ze studentii. Dokazte, Zze po kone¢ném poctu
krokt néktery ze studenttt odpovi kladné. (Predpokladejme, Ze oba studenti
jsou inteligentni i pravdomluvni.) O

Priklad 57 (viz napi. [20])

Tom a Jerry hraji na Sachovnici néasledujici hru. Do dolniho levého ro-
hu sachovnice postavi krale. Nejprve hraje Tom, pak Jerry, pak Tom, atd.
V kazdém tahu museji krale posunout o jedno policko nahoru, doprava ne-
bo tuhlopii¢cné doprava nahoru. Prohrava ten, kdo uz nemé kam tahnout.
Existuje pro jednoho z hract vitézna strategie? O

Piiklad 58 (viz napf. [1])

Mame dvé hroméadky kamenti, na prvni je 15 kamenti, na druhé 20 ka-
ment. Ve svém tahu mtzeme vzit libovolny pocet kamenii, ale pouze z jedné
hromadky. Prohrava ten, kdo nemuze provést sviij tah. Ktery ze dvou hract
ma vitéznou strategii, ten, ktery zacina, nebo ten, ktery je druhy na tahu?
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Piiklad 59 (59. ro¢nik MO, B-I-1)

Na stole lezi tii hromadky zapalek: v jedné je 2009, ve druhé je 2010
a v posledni je 2011. Hrac, ktery je na tahu, zvoli dvé hromadky a z kazdé
z nich odebere po jedné zapalce. Ve hie se pravidelné stiidaji dva hraci.
Hra kon¢i, jakmile nékterd hromadka zmizi. Vyhrava ten hrac, ktery udélal
posledni tah. Popiste strategii jednoho z hraci, kterd mu zajisti vyhru.



Z.aver

Cilem diserta¢ni prace bylo poukézat na nékteré z netradi¢nich pristupt
a metod feseni matematickych tloh, které mohou feSitelim pomoci nalézt
odpovédi i v téch pripadech, kdy tradi¢ni postupy feseni tloh selhavaji nebo
jsou velmi naroc¢né. Prezentované metody invarianti a poloinvariantti nevy-
zadovaly slozité upravy vyrazli, nebylo zapotiebi spousty vzorci a vypocti.
Zakladem feseni byly postupy vyuzivajici neménnosti (invariantnosti) hod-
not nékterych veli¢in a postupy, které jsou zalozeny na zachovani jistych,
nékdy i ne na prvni pohled zfejmych vlastnosti sledovanych objektii.

Pro vhodnou systematickou ptipravu zakl byly vybrany z mnoha ceskych
i mezinarodnich publikaci piiklady, které napomahaly rozvoji schopnosti lépe
se orientovat v dané problematice a které rozvijely schopnosti a dovednos-
ti zakt pii feSeni té€chto dloh. Pro snadné€jsi ndhled do problematiky byly
autorem vytvoreny dalsi tlohy, které spole¢né s tillohami prevzatymi z litera-
tury daly zéklad sbirce tiloh, kterd muize slouzit zakdm i ucitelim nejen na
stfednich skolach k jejich samostudiu.

Nékteré z autorovych tuloh byly pouzity ve skolnim a nasledné i v ustred-
nim kole 58. ro¢niku Matematické olympiady, jiné byly prezentovany v ramci
prednasek, besed a seminait s zaky v matematickych krouzcich, resp. na od-
borné mezinarodni konferenci pro ucitele.

V ramci didaktického vyzkumu autor vytvofil nékolik dil¢ich testi, které
mély za tkol zjistit, do jaké miry jsou schopni Zaci rozpoznat vlastnosti, které
zlistavaji zachovany, zda zaci dokdzi invarianty a poloinvarianty vhodnym
zptsobem pouzit pii feSeni matematickych tloh a predevsim zda jsou jejich
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schopnosti a dovednosti fesit tlohy daného typu rozvijeny vice nez u zaki,
ktefi se s pojmem invariantu a poloinvariantu béhem svého studia dosud
nesetkali.

Kazdy z testi byl zaméfen na zkoumani jiného jevu, presto vsak na sebe
testy urcitym zptisobem navazovaly. Prvni test mél za kol zjistit, jaké maji
zéci znalosti z oboru délitelnosti prirozenych ¢isel a jakym zptisobem je doka-
Zi pri samotném vyhodnoceni testu uplatnit. Druhy test zkoumal schopnost
zakl nalézt obecna pravidla pti vytvareni souboru prvki s danou vlastnosti.
Celkove tyto dva testy prokdzaly, Ze stredoskolskym Zdkum jsou otdazky z okru-
hu délitelnosti prirozenych cisel blizké a pomérné srozumitelne.

V dalsim testu zaci rozhodovali, zda dany vztah je ¢i neni invariantem,
a za jakych podminek bude dana vlastnost splnéna. Testovany byly znalosti
a dovednosti zakd z planimetrie, tykajici se obvodovych a stiedovych thla
a mocnosti bodu ke kruznici. Test prokdzal, Ze Zdci, kteri jsou systematicky
vedeni, jsou schopni mnohem lépe vypozorovat a vyhodnotit néktere ze zkou-
manych invarianti. Mnozi vSak nejsou schopni presné specifikovat podminky,
které zarucuji platnost daného tvrzeni.

V testu, kdy zaci méli rozhodnout, zda ptislusna transformace je ¢i neni
invariantem, resp. poloinariantem, bylo nejvétsim problémem zakt korektné
zdtivodnit, pro¢ dand velicina nesplituje dané podminky. Dokazou hypotézy
vytvafet, ale zdivodnit je jiz nedokazou. Vysledky posledniho z testi vsak
naopak svedci o schopnostech Zakiu vhodné aplikovat ziskané poznatky o in-
variantech v dalsich tulohdch.

Prvotni predpoklad, Ze Zaci, kteri byli s danou problematikou vice obeznd-
meni, budou dosahovat lepsich vysledku, byl v rdmci provedeného vyzkumu
poturzen. Totéz se tyka Teseni testovych tloh a nasledné i pii feseni tiloh na-
vazujicich na testy byla mira jejich tspésnosti znatelné vétsi nez u ostatnich
zaka.

Z vysledki vyzkumu ddle vyplyvd, Ze systematicka prace s matematicky
nadanymi Zaky doplnénd vhodné volenymi ulohami ma velky vliv na rozvoj
jejich mysleni. Ackoli zpoc¢atku neméli nékteri z nich zddnou predstavu o in-
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variantech ¢i poloinvariantech, dokazali je po jisté dobé sami v prikladech

vz

vypozorovat a vhodnym zptisobem vyuzit pii feseni tloh slozitéjsich.

Celkovy prinos prace nespociva pouze v sestaveni uceleného materialu,
ktery slouzi k dalsimu studiu dané problematiky, ale mtze poslouzit mimo
jiné také pedagoglim na stiednich skolach jako sbirka monotematicky zameé-
fenych tloh pro praci s matematicky nadanymi zaky. Stejné tak mize slouzit
zéktm stifednich skol a dalsim zajemctim o uvedenou problematiku k jejimu
dokonalejsimu zvladnuti, pficemz jim da moznost pfistoupit k problémtm

z riznych thld pohledu.
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