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UVOD

Tato prace si klade za cil seznamit ¢tenédre se zakladnimi myslenkami a po-
stupy stochastického programovani, tedy optimalizace, kdy se v tloze vysky-
tuji néjaké nahodné proménné. Budeme se zabyvat jednostupnovym modelem
a zameérime se predevSsim na ruzné pristupy a metody, kterymi lze tlohy sto-
chastického programovani tesit. Tyto metody budou vzdy ilustrovany na jedno-
duchych prikladech.

V prvni kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy z oblasti optimalizace a teorie
pravdépodobnosti a statistiky, jejich definice, vlastnosti a nékteré vyznamné véty.
Tato kapitola je urcena hlavné tém, ktefi se s optimalizacnimi problémy ¢i teorii
pravdépodobnosti a statistiky doposud nesetkali.

Druha kapitola se zabyva ivodem do samotného stochastického programovani
a dvéma ruznymi pripady rozhodovaci situace, ve které se vyskytuje ndhodna
promeénna.

Ve treti kapitole se ctenaf seznami s jednostupnovym modelem stochastického
programovani a poté s piistupy, pomoci kterych je mozné tlohy stochastické
optimalizace vyTesit.

Ctvrt4 kapitola je praktickou édsti této prace a zabyva se konkrétnim prikladem,
na kterém jsou nékteré z metod ilustrovény a feseny numericky. Ctenar tak ziska
konkrétni predstavu o tom, jak se jednotlivé pristupy lisi.

Posledni kapitola je vénovana funkci slm, kterou jsme vytvorili v programu
Matlab a ktera tesi nékteré priklady stochastické optimalizace pomoci vybranych
metod pro Teseni jednostupnového modelu stochastického programovani.

Ulohy budou feseny pomoci programu Matlab a ¢astecné pomoci programu

Microsoft Excel. Prace je vysazena typografickym systémem TEX.



1 ZAKLADNI POIJMY

Na uvod bychom ¢tenate radi seznamili s nékterymi zakladnimi pojmy z ob-
lasti optimalizace a teorie pravdépodobnosti a statistiky. Stochastické progra-
movani tyto dvé oblasti spojuje, nebot se jednd o tlohu optimalizace, ve které se
vyskytuje néjakd ndhodnd proménnd. Tato ndhodnd proménna (af jiz ndhodna
veli¢ina ¢i vektor) byva popsdna pomoci pravdépodobnostnich ¢ statistickych
charakteristik. Z tohoto duvodu je nutné uvést alespon zakladni definice a vlast-

nosti tykajici se uvedenych oblasti matematiky a pouzité znaceni.

1.1 Znaceni

Ptedevsim upozorinujeme na to, ze wvektory ani matice nejsou v této praci
zvyraziiovany tuéné ani jinou znackou, jak to byva v nékteré literatuie (napf.
sipkou nebo rovnou ¢arou nad pismenem). Vektory jsou zapsany malymi pismeny
(napt. a, b, ¢, h, t, ¢, ¥) a vzdy se jedna (jak je zvykem) o vektory sloupcové,
fadkovy vektor se zapise pomoci transpozice, tj. napi. ¢/. Matice jsou znaceny
pismeny velkymi (napt. A, T, V).

Prvky deterministickych vektoru a matic zna¢ime malym pismenem, tj.

by
b
b= (bibay....b)T =] |,
b,
resp.
a1l ... AQim
A= (ay)"" =
Apt -+ - Apm

Pokud mluvime o ndhodnych vektorech (piip. maticich), jsou jejich slozkami
nahodné veli¢iny, které jsou zapsany velkymi pismeny. Napi. ndhodny vektor ¢
je tvofen nahodnymi velicinami Cy, Cy, ..., C,, tj. ¢ = (C1,Cy, ..., C,)T.

Co se tyka znaceni z oblasti optimalizace, vSechny funkce jsou psany malymi
pismeny, napi. f(z), g(z), h(x). Linedrni funkce znacime napt. ¢z, dalsi vlast-

6



nosti funkci jsou vzdy uvedeny u konkrétnich piipadu. Optimalizovat znamena
najit néjaké minimum nebo maximum, to zna¢ime jako min f(z), resp. max f(z).
Mnozinu piipustnych feseni oznacujeme feckym pismenem [ (pokud neni uve-

deno jinak).

1.2 Optimalizace

Pod pojmem optimalizace si muzeme predstavit matematické metody tesici
urcity realny problém, kdy je tfeba provést optimalni (nejlepsi) rozhodnuti. Op-
timaliza¢ni tlohy jsou ulohami matematické optimalizace, kterd byva také
nazyvana matematické planovani ¢i programovani (napi. v oblasti opera¢niho
vyzkumu).

My se budeme zabyvat podminénou nelinedarni optimalizact, jejiz cilem
je najit optimalni feSeni vzhledem k néjakému definovanému optimaliza¢nimu
kritériu (podminkdm - proto podminéna optimalizace). Ukolem miize byt naprt.
napldnovat (optimalizovat) mnozstvi materidlu, které bude potieba k vyrobé
urcitého vyrobku, nebo trasu autobusu tak, aby projel vSechny zastavky v co
nejkratsim case.

Model nelinedrniho programovani se sklada ze dvou casti - 1icelové funkce
a omezent (nebo také podminek). Ucelova funkce je to, co chceme optimalizovat,
tedy bud minimalizovat nebo maximalizovat. Uvazujme n-rozmérny vektor z,
tedy x € R", obecny optimaliza¢ni model je ve tvaru

min  f(z)

za podminek g(z) <0, (1.1)
h(z) =0,

kde f(z) je obecné nelinearni tcelova funkce, g(x) a h(x) jsou vektorové funkce,
jejichz slozkami jsou g(x);, i € Z, resp. h(x);, j € J, kde g(z); < 0 jsou omezeni
ve tvaru nerovnosti a h(z); = 0 omezeni ve tvaru rovnosti. Vektor x je vektor

moznych feseni.



Ve této praci budeme vétsinou uvazovat tlohu minimalizace, kterou lze vsak

na ulohu maximalizace snadno prevést. Plati totiz

max f(z) = —min(—f(x)) (1.2)

Definice 1.1. (Podle [8]) Pripustné resend je takové resend, které spliiuje vsechna
omezeni. Mnozina f = {z € X|g(z) < 0,h(z) = 0}, kde X C R", se nazyvd

oblast pripustnych resent vektoru x.

Definice 1.2. Optimdlni reseni je pripustné resent, které minimalizuje (pripadné

mazximalizuje) icelovou funkci. Pro optimdlni Teseni x* tedy plati:
€ B, f(a*) = min (), (1.3)
resp. f(x*) = max f(z).

Ukolem ulohy minimalizace je tedy najit néjaké minimum. Uvedu zde defi-

nice lokélntho a globalniho minima z [8].

Definice 1.3. (Lokdlni minimum) Bod x* €  nazveme bodem lokdlniho mi-

nima ulohy (1.1), jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze
f@*) < f(z), VaeepnU(z",0),

kde U(x*,68) je §-okoli bodu x*. Plati-li pro x # x* ostrd nerovnost, hovorime

o ostrém lokdlnim minimu.

Definice 1.4. (Globdlni minimum) Bod x* € § nazveme bodem globdlniho

minima dlohy (1.1), jestlize
flz™) < f(x), Vo € f.
Plati-li pro x # x* ostra nerovnost, hovorime o ostrém globdlnim minimu.
Pti feseni optimalizacnich tloh mohou nastat néasledujici situace:
e neexistuje optimalni feseni,

e existuje praveé jedno optimalni fesent,
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e existuje vice (nebo dokonce nekoneéné mnoho) optimélnich feseni.

Prvni moznost nastane, pokud je mnozina piipustnych feseni prdzdnd nebo
pokud tucelova funkce v piipadé maximalizace na mnoziné pripustnych feseni
neomezeneé roste nebo v pripadé minimalizace neomezené klesa.

Podivejme se nyni na podminky optimality, pomoci kterych lze zjistit

(ovérit), zda x je ¢i neni optimélni feseni.
1.2.1 Podminky optimality

Podminky optimality se déli na dva typy - podminky nutné a postacujict.
Aby méla tloha feseni, musi spliiovat tzv. nutné podminky. Ale jesté neni zaruceno,
ze pokud néjaké feseni tyto podminky splnuje, je automaticky fesenim optimalnim.
Pokud vsak néjaké feseni splnuje podminky postacujici, pak to ,,stacéi k tomu*,
aby bylo toto Teseni optiméalni. Zakladni podminky, nutné podminky prvniho

fadu, jsou uvedeny v nasledujici véteé (viz [8]).

Véta 1.1. (Karush-Kuhn-Tuckerovy nutné podminky optimality) Necht x* € f3

je bod lokdlniho minima lohy (1.1), mnoZina
%) = {i e T+ gi(") =0}

a necht gradienty Vg;(z*), i € I(x*), a Vhj(z*), 7 = 1,...,r, jsou linedrné

nezdvislé. Potom existuje dvojice vektoru (A*, p*) € R™ x R" takovd, Ze plati

o VH)+ X NVaet) + S 1 Vh(a7) = 0,

e N >0 Vi=1,...,m,

e \gi(z*)=0 Vi=1,...,m.

Uvazovali jsme podminky ve tvaru g;(z) < 0 a h;(x) = 0. Vyraz Vg(z*) znaci

gradient funkce g v bodé z* a je definovan jako



Vo(a) = (@a{f% 8@&@*%...?@?) (1.4)

a tedy

Vo) i= (%450 (15)
a obdobné pro Vh(z*), tedy gradient funkce h v bodé z*.

V nasledujici ¢asti prace predstavime nékteré specialni typy nelinearniho pro-
gramovani, jejich vlastnosti a podminky optimality. Zaméifime se na zakladni
definice a véty programovani linedrniho, kvadratického a konvexniho. Pro-
gramovani stochastické se budeme v dalsich kapitolach snazit prevést na néktery
z téchto typu tloh.

Existuji jesté dalsi podminky optimality prvniho a druhého tadu, které jsou
bud nutné nebo postacujici pro nalezeni optimalniho FeSeni 1loh nelinedrniho
programovani. Nebudeme se jimi vak nyni dale zabyvat, nebot pro konvexni pro-
gramovani jsou zminéné Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky postacujicimi. Pro

zédjemce doporucujeme skripta [8].

1.2.2 Konvexni programovani

Obecny model konvexniho programovani lze zapsat ve tvaru

min f(z)
za podminek g(x) <0,
h(z) =0, (1.6)
kde f(x) je konvexni funkce na mnoziné pripustnych reseni
f={xeR" g(x) <0, h(x)=0}. (1.7)

Funkce g(x) a h(z) jsou obecné nelinedrni konvexni funkce a (proto) je mnozina
[ konvexni mnozinou. Definice konvexni funkce a konvexni mnoziny jsou uvedeny

v nasledujicich dvou definicich (viz [9]).
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Definice 1.5. Rekneme, Ze mnozina M je konvexni, patii-li do ni s kazdymi
dvéma body mnozZiny i usecka, kterd tyto body spojuje. Konvexnt polyedrickd
mnoZina je konverxni mnozina, kterd vznikla prunikem konecéné mnoha polo-

prostori.

Definice 1.6. Funkce f(x) definovand na néjaké konvexni mnoziné M C R™
je konvexni pravé tehdy, plati-li pro kazZdé dva body xi,xo € M a libovolné

a € (0,1) ndsledujici nerovnost

flaxy + (1 —a)zg) < af(zr) + (1 —a)f(zs). (1.8)

Pokud pro rizné dva body xq,xs plati ostrd nerovnost, pak funkci f(x) nazveme

ryze konvexni na mnoziné M.

Véta 1.2. Necht je icelovd funkce f(x) konvexni na konvexni mnoziné 3 a bod
x* € B bodem lokdlntho minima, pak je x* také bodem globdlniho minima.

Je-li navic funkce f(x) ryze konvexni, je tento bod jedingm globdlnim minimem.

Poznamka 1.1. Karush-Kuhn-Tuckerovy nutné podminky optimality jsou pro
tlohu konvexniho programovdni zdroven podminkami postacujicimsi. To plati
také pro tlohu linedrniho programouvdni, nebot ta je specidlnim pripadem progra-

mouvani konvexniho.

Reseni v Matlabu Pro feseni obecné tilohy konvexniho programovani ve tvaru

min  f(2)
za podminek ¢(z) <0,
Ceq() = 0,
Ar < b,
Aeq® = beg,

[ <z <u, (1.9)
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kde ¢(z) a ceq(x) jsou konvexni funkee, vyskytujici se v omezenich ve tvaru nerov-
nosti, resp. rovnosti. Funkce f(x) je konvexni. V programu Matlab vypocitame

tuto ulohu pomoci funkce ,,fmincon”
fmincon(f,z0, A, b, Aeq, beq, [, u, con), (1.10)

kde f vyjadiuje funkci f(z), z0 pocatecni feseni a con je funkce vracejici hodnoty
funkef ¢(z) a ceq(x).

Do Matlabu zadame napt. nasledujici
[z, fval,indikator, output] = fmincon(f,z0, A, b, Aeq,beq, 1, u,con), (1.11)

kde x vypise optimélni Teseni, fval hodnotu ucelové funkce, output informaci
o prubéhu vypoctu feseni a indikator vrati hodnotu, ktera predstavuje uspésnost

¢i neuspésnost feseni, napf.
e 1 ...splnény podminky optimality 1.radu
e 0 ...prekrocen maximalni pocet iteraci
e -2 ...nenalezen piipustny bod

Obecné kladné hodnoty indikuji splnéni néjakého kritéria (coz je pro nas zadouci)

a ty zaporné naopak, ze néco neni v poradku.

1.2.3 Linearni programovani

Linedrni programovani se zabyva ulohou nalezeni minima (popf. maxima)
néjaké linearni funkce, kterd ma obecné n proménnych, na mnoziné piipustnych
feSeni definované soustavou linearnich omezeni.

Ulohu linedrniho programovéni lze zapsat napiiklad ve tvaru

min ¢’z

x

za podminek Ax < b,
Aqu - beq; (].].2)
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kde ¢’z je linedrni wiéelovd funkce, Az < b je soustava linedrnich omezen{
ve tvaru nerovnosti a A.,v = b, jsou linedrni omezeni ve tvaru rovnosti.
Vektory z a ¢ jsou typu (n x 1), A a A, jsou matice rozméru (m x n) a b a b,

vektory typu (m x 1), kde m,n € Z. Tuto tlohu lze také rozepsat nasledovne.

T
min (C1y.eeyCp) -
T
T
aip ... Qin T bl
za podminek <
Umi - - Qmn Tn b,
Qegll - - Qegln a1 beql
= : (1.13)
aeqml v a'eqmn T, beqm

Oblast pripustnych feSeni je mnozina f = {z € R"|Az < b, Acyx = bey}s

je-li tato mnozina neprazdnd, jedna se o tzv. konvexni polyedrickou mnozinu.

Reseni v Matlabu Pro feseni tloh linearniho programovani vyuzijeme v pro-

gramu Matlab funkci ,linprog“ s nasledujicimi parametry:
linprog(f, A, b, Aeq, beq, 1, u), (1.14)

kde [ (resp. u) je dolni (resp. horni) hranice pro vektor feseni z, Aeq -z = beq
jsou omezeni ve tvaru rovnosti, A -z < b omezeni ve tvaru nerovnosti a f vek-
tor koeficientu ucelové funkce. Funkci linprog budeme casto pouzivat v feSeném

prikladu v kapitole 4.

1.2.4 Kvadratické programovani

Kvadratické programovani je dalsim specialnim typem nelinearniho progra-
movani, kdy v modelu (1.1) je f(x) kvadratickd funkce n proménnych, x € R™

a funkce g(x) je linedrni (jak je uvedeno v [8]). Obecné je tloha ve tvaru
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1
min 3 T Hy + T
za podminek Ax < b,
Aeq & = beg,

| <z <u, (1.15)

kde H je matice typu (n x n) pro x € R™. Bude zaviset na vlastnostech této
matice, bude-li iiloha kvadratického programovani zaroven ilohou programovani
konvexniho ¢i nekonvexniho. Pokud bude matice H pozitivné semidefinitni, bude

se jednat o tlohu konvexniho programovani.

Reseni v Matlabu Uvazujme tilohu minimalizace (1.15), v programu Matlab

pro jeji feseni vyuzijeme funkci ,,quadprog® s nésledujicimi paramtery

quadprog(H, c, A, b, Aeq, beq, [, u). (1.16)

1.3 Pravdépodobnost a statistika

Nyni se podivejme na zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti a statistiky,
vybrané definice jsou citované z [5] a [7].

Uvazujme ndhodny pokus. Plati, Zze nastane vzdy praveé jeden vysledek. Nyni
ozna¢me () mnozinu vSech moznych vysledku a w € €2 jeden konkrétni vysledek.

Predpokladame, ze €2 je neprazdna mnozina.

Definice 1.7. Kazdd podmnozina A C Q) se nazjvd (ndhodny) jev, jednoprv-

kové podmmnoziny nazijvame elementdrni jevy.

Pravdépodobnost Funkce P(A) udavajici miru moznosti, ze ndhodny jev A
nastane, se nazyva pravdépodobnost. Jeji axiomatickd definice (podle [5]) zni

nasledovneé:

Definice 1.8. Uvazujme neprdzdnou mnozinu ndahodnych jevi 2 a o-algebru jeho

podmnozin A. Pak P je mira definovand na (2, A) takovd, Ze
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2. YAe A: P(A) €(0,1);

3. {An}i‘ll A, € A AN Aj = ®> proi 7é] = P(Uzozl An) = ZOO P(An)'

n=1

Poznamka 1.2. Neprazdny systém A podmnozin S je o-algebrou prdvé tehdy,

kdyz

1. ) € A;

2. Ac A— A°c A, kde A°=Q — A;

3. A Ay e A= U2 A e A
Je-li Q) mnoZina jevi, nazyvd se A jevové pole.
Statisticka definice pravdépodobnosti Necht je opakované provadéna série
ndhodnych pokust, pii nichz je zaznamendvano nastani jevu A (tj. jestli jev A
nastane). Oznaéme n pocet vSech pokusu a nu pocet pokusu, kdy nastal jev A.
Kolisaji-li relativni ¢etnosti n4/n kolem uréité hodnoty P(A), lze tuto hodnotu
oznacit za pravdépodobnost, s jakou nastava jev A. Je-li n dostatecné velké,

Ize relativni ¢etnost oznacit primo za pravdépodobnost, s jakou nastava jev A.

Uvazujeme tedy

P(A) = —. (1.17)
Pravdépodobnostni prostor je usporidand trojice (2,4, P), kde A je o-
algebrou na mnoziné 2 a P je konecna pravdépodobnostni mira na A.

Definice 1.9. (Nezdvislost jevi, [7]) Necht jsou A a B ndhodné jevy, pro
které plati P(A) > 0 a P(B) > 0. Potom tekneme, Ze jsou nezdvislé pravé tehdy,
kdyz plati:

P(AN B) = P(A)P(B). (1.18)
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Obecné pro n ndhodnijch jevi Ay, ..., A, plati, Ze jsou navzdjem nezdvislé, pokud
pro libovolnou k-tici, kde k = 2,3,...,n, plati
k

P(A N Ay N -0 Ay) = [[P(A) (1.19)

i=1

Podminéna pravdépodobnost vyjadiuje pravdépodobnost nastani néjakého
jevu A, za podminky, ze nastal néjaky (jiny) jev B € A. Definice podle [7] vypadd

nasledovneé.

Definice 1.10. Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (Q, A, P) a ndhodny jev
Be A, P(B) > 0. Funkce P( - | B) definovand na A predpisem

P(ANB)

PAIB) = =55

VA€ A, (1.20)

se nazyvd podminénd pravdépodobnost jevu A za podminky B.
Pro nezavislé jevy plati nasledujici vztah
P(A[B) = P(A),
tj. nastoupeni jevu B nezménilo pravdépodobnost nastoupeni jevu A (viz [7]).

1.3.1 N&ahodna veli¢ina

Definice 1.11. Ndhodnd velicina X je (méritelné) zobrazeni (redlnd funkce),

které nahodnym jevim prirazuje redlnd cisla, tj.
X: Q—=R;
X(w)==z, zeR

Muzeme Ttici, ze ndhodna velicina je proménnd nabyvajici ruznych realnych
hodnot. Vyrazem X (w) = = rozumime, ze ndhodnd veli¢ina nabyla hodnoty x
(jev w nastal). Potom P(X = x) oznacuje pravdépodobnost s jakou ndhodna

veli¢ina nabyde hodnoty z, tedy pravdépodobnost, ze X = x.
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Pokud X nabyva spocetného mnozstvi hodnot, oznac¢ime ji jako diskrétni,
v opacném piipadé jako spojgitou nahodnou veli¢inu.

Nahodnou veli¢inu lze popsat predpisem, ktery stanovi pravdépodobnost re-
alizace ndhodné veli¢iny, tj. P(X = x), pomoci rozdéleni pravdépodobnosti, dis-

tribu¢ni funkce F'(z) nebo pomoci hustoty pravdépodobnosti f(z).

Rozdéleni pravdépodobnosti (zkrdcené nékdy nazyvané jen rozdéleni) je
pro diskrétni ndhodnou velic¢inu vyjadieno pomoci pravdépodobnostni funkce
pi = P(X = z;). Rozdéleni spojité ndhodné veliciny X je popsdno pomoci tzv.
funkce hustoty f(x), f: R — (0,00). Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti

jsou nasledujici:
1. je po castech spojita v R;
2. f(x) >0, Yz € R (tj. nezaporna funkce);

3. lim f(z)=0, 2?h_>r£1o f(z)=0.

T——00
Distribuéni funkce F(x) je zobrazeni F': R — (0, 1) definované jako
F(x) = P(X <x) (1.21)
1. 0 < F(z) <1, Vo € R (tj. omezena funkce);

2. lim F(z)=0, lim F(z) = 1;

w——00 200
3. F(a) < F(b), Ya,b € R, a < b (tj. neklesajici funkce);
4. zprava spojita funkce;

5. Pla< X <b)=F(b) — F(a), Va,b € R, a < b;

6. plati F(z) = [*_ f(t)dt, kde f(t) je hustota pravdépodobnosti.
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1.3.2 Ciselné charakteristiky

Nékteré vlastnosti nahodné veliciny lze popsat pomoci tzv. éiselnych cha-

rakteristik, mezi které patii napiiklad charakteristiky

e polohy (sttedni hodnota E(X), kvantily),

e variability (rozptyl var(X), smérodatna odchylka /var(X)).

Stredni hodnota je prvnim centralnim momentem nahodné veli¢iny a jedna
se o charakteristiku polohy. Pokud ndhodna velicina X pochézi ze spojitého
rozdéleni s hustotou f(z) a distribu¢ni funkei F'(z), je jeji stfedni hodnota déna
predpisem
o
E(X) :/ xf(x)dx, (1.22)
pokud je tento integral konec¢ny. Pro diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti pak
plati vztah
E(X) = zip; (1.23)
icl

kde p; = P[X = x;] je pravdépodobnostni funkce.

Kvantily jsou dalsi vyznamnou charakteristikou ndhodné veliciny. Vyznam

maji zejména pro statistiku. Definice a nésledné poznamka pochézeji z [7].
Definice 1.12. Necht a € (0,1), a-kvantil ndhodné veliciny X je takové redlné
cislo x, pro které plati

PX<z,)>a ANPX>z,)>1-0. (1.24)
Poznamka 1.3. Kvantil x, je takové redlné cislo splnugici

lim Fx(z,) <a < lim Fx(z,). (1.25)

T—Tq T—Tq
Je-li distribucni funkce Fx ndhodné veliciny X spojitd a rostouct vsude tam, kde

0 < Fx(x) < 1, je a-kvantil x,, jednoznacné uréen vztahem
Fx(za) = o (1.26)
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Rozptyl je druhym centralnim momentem nahodné velic¢iny a je charakteristi-
kou variability (rozptyl se nékdy oznacuje pojmem disperze). Rozptyl ndm udava
variabilitu ndhodnych hodnot kolem jejich stfedni hodnoty E(X). Oznacuje se

jako var(X) nebo o2 a je ddn predpisem
var(X) = o> = E[X — E(X))? (1.27)
nebo ¢asto pouzivanym vztahem

o? = E(X?) — [E(X)]% (1.28)

Smérodatna odchylka se znaci o a definuje se jako odmocnina z rozptylu,
tedy o = y/var(X). Jedna se o nejpouzivanéjsi miru variability ndhodné veli¢iny,
ktera udava prumeérnou odchylku ndhodnych hodnot od jejich stfedni hodnoty.

Na obrazku 1 na strané 20 je patrna jeji interpretace.

Vybérové charakteristiky jsou ciselné charakteristiky pocitané z realizaci

nahodné veliciny. Patii sem vybérovy primér jako charakteristika polohy

X = EZX“ (1.29)

S

kde X; jsou jednotlivé realizace nahodné veliciny X. Vybérovou charakteristikou

variability jsou potom vybérovy rozptyl

n

I S (X, -X) (1.30)

n—1+4%
=1

a vybérovd smérodatnd odchylka
s =Vs2. (1.31)

1.3.3 Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Nejznaméjsim a nejvyznamnéjsSim spojitym rozdélenim pravdépodobnosti je
tzv. normadlni rozdélent, nékdy nazyvané téz Gaussovo. Jeho nejvétsi vyznam
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nespoc¢iva v tom, ze by se jim fidila vétsina ndhodnych velicin, ale ze za urcitych
podminek fadu jinych rozdéleni pravdépodobnosti dobie aproxrimuge.

Jeho parametry jsou stiedni hodnota p a rozptyl o?. Pokud md ndhodnd
velicina X normdln{ rozdéleni s témito parametry, piseme X ~ N(u,0?), kde
i€ R, 02 > 0. Toto rozdéleni je definovdno hustotou pravdépodobnosti, jejiz

predpis pro nahodnou velicinu X je nasledujici

Fl@) = e (1.32)

oV2r

Jeji graf (graf Gaussovy funkce) je na obrazku 1 (z [6]). Hodnota p zde
predstavuje stfedni hodnotu. Normalni rozdéleni je kolem této hodnoty syme-
trické. Cislo ¢ oznacuje smérodatnou odchylku. Pokud uvazujeme interval mezi
(u—10) a (u+ lo), muzeme tici, ze se zde vyskytuje 2-34, 1 = 68, 2% vsech rea-
lizaci ndhodné veliciny. V intervalu (u — 20, 1+ 20) by mélo byt 95,4% realizact
- v praxi bézné pouzivame tvrzeni, ze tento interval pokryva skute¢nou hodnotu
ndhodné veliciny s 95%-ni pravdépodobnosti. Piiddme-li na kazdou stranu inter-
valu jesté jednu smérodatnou odchylku, dostaneme se na hodnotu 99, 8%, coz

predstavuje situaci ,témeér jistou®.

34.1% 34.1%

13.5%|

90 01 02 03 04

-3g -20 -lo H 1o i 3o

Obrazek 1: Hustota normalniho rozdéleni

20



Distribuéni funkce normalniho rozdéleni je funkce dana predpisem

F(m)—/_x f(t)dt—/_x U\}%e%‘o‘?zdt. (1.33)

Jeji hodnoty lze nejjednodussim zpusobem ziskat po transformaci na normo-
vané normalni rozdélen{ (které m4d stfedni hodnotu p = 0 a rozptyl o* = 1)
z tabulek. Pokud m&a ndhodné velicina X normélni rozdéleni, lze ji normovat

nasledujicim zpusobem.
X —
X ~ N, 02) = = < (0, 1). (1.34)
o

Distribu¢ni funkce pro X ~ N(0,1), tedy stiedni hodnotu rovnou nule a jed-
notkovy rozptyl, je zobrazena na obrazku 2, ktery jsem pouzila z [6]. Vsimnéme
si, ze pro sttedni hodnotu je hodnota distribu¢ni funkce rovna 0,5, tedy 50%-ni
pravdépodobnost, ze bude skutetna hodnota mensi nebo rovna této stiedni hod-

noté. Tato vlastnost je dana symetrii normélniho rozdéleni kolem stfedni hodnoty.

-
F (1)

0.5

Obrézek 2: Distribuéni funkce normovaného normdlniho rozdéleni
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1.3.4 Nékteré funkce v Matlabu

V tomto oddilu se podivame na nékteré funkce a ptrikazy v programu Matlab,
vztahujici se k oblasti statistiky. Tyto piikazy vyuzijeme pozdéji pti numerickém
feseni prikladu v kapitole 4.

Pokud predpokladdame normalni rozdéleni ndhodné veliciny X se znamymi
parametry, tj. stfedni hodnotou p a rozptylem o2, a chceme vygenerovat hodnoty

(realizace) této ndhodné veliciny, vyuzijeme funkce normrnd. Konkrétné
x = normrnd(p, o,n), (1.35)

kde n je pocet generovanych hodnot.
Pokud naopak mame data, tedy n hodnot ndhodné veliciny X oznacené jako
vektor x, muzeme se ptat na piislusné charakteristiky. V tabulce 1 jsou uvedeny

nejpouzivanéjsi z nich.

Charakteristika Piikaz v Matlabu
Sttedni hodnota mean(x)
Rozptyl var(x)
Smérodatnd odchylka std(x)
a-kvantil quantile(x,a)
a-kvantil .
normalniho rozdéleni norminv(a; 1, )
a-kvantil .
exponencialniho rozdéleni expinv(a, 1)
a-kvantil .
Poissonova rozdéleni poissinv(a, A)
a-kvantil

lognormalniho rozdéleni logninv(a, y, )

Hodnota distribuc¢ni funkce
v bodé xy(f je funkce hustoty)
Hodnota distribucni funkce

normélniho rozdéleni normedf(xg, i, )
(obdobné pro jiné rozdéleni)

cdf(f,xo)

Tabulka 1: Charakteristiky nahodné veliciny X
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2 STOCHASTICKE PROGRAMOVANTI

Stochastické programovéani (SP), jak jsme uvedli na zacatku, je specidlnim
typem matematického programovani. Nutnost tohoto pristupu nastavéa tehdy,
objevi-li se v modelu néjaka nadhodna slozka. Nasim tkolem je potom vytesSit
optimalizacni problém, ktery neni zadan pouze deterministicky. Provadime tedy
rozhodovani za rizika (tj. kdyz zname rozdéleni pravdépodobnosti dané nahodné
slozky) nebo za neuréitosti (tj. kdyz nezname rozdéleni pravdépodobnosti).

Tento ptistup kombinuje metody optimalizace s teorii pravdépodobnosti
a statistiky a za teSeni problému stochastického programovani je povazovano
feSeni jeho deterministického ekvivalentu. Ten ziskame tak, ze z puvodni tlohy

korektné odstranime ndhodnost.

Historie Jako prvni pristup stochastického programovani uvedl v 50. letech
20. stoleti americky matematik George Dantzig, ktery je mimo jiné znam jako
tvurce simplexové metody pro feseni tloh linedrniho programovani. Bylo ziejmé,
ze v redlném svété existuji nahodné proménné a bylo nutné je uvazovat i v opti-
maliza¢nich metodach.

V soucasnosti je stochastické programovani povazovano za velmi perspektivni
a jde o rozvijejici se oblast optimalizace, nebot se nahodnost vyskytuje téméf

ve vSech védnich i technickych odvétvich.

Dva pripady Na tvod uvedeme dva pripady, které mohou nastat, stoji-li pred
nami optimalizacni tiloha obsahujici ndhodnou slozku. Bude zalezet na tom, jestli

nase rozhodnuti ma probéhnout pred nebo po realizact nahodné proménné:
e piipad , Here and Now* (pred realizaci),

e piipad , Wait and See“ (po realizaci).
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2.1 Pripad ,,Here and Now*

S timto typem tilohy se setkdme, pokud méame rozhodnuti provést tzv. ,ted
atady® (here and now). V modelu mame nezndmé parametry (nahodné proménné)
a zname jejich rozdéleni pravdépodobnosti, popsané napiiklad distribu¢ni funkei.
Tento pripad se vyskytuje v jednostupnovych modelech, kde je nutnost provést

rozhodnuti predtim nez bude realizace dané nahodné proménné znama.

nyni budoncnest

Obrézek 3: Here and Now

Nejjednodussim zpusobem fesSeni je spocitat ocekavané, tj. sttedni hodnoty
neznamych parametru a tyto poté dosadit do tcelové funkce. Déale fesime deter-
ministicky model, ve kterém vystupuji nyni jiz zndmé (tedy nendhodné) stiedni
hodnoty. Takovy postup je vétsinou vhodny pouze pro hrubou orientaci v modelu
(napiiklad abychom ziskali pribliznou informaci o optimélnim fesenf). V nékterych
pripadech vsak muze byt zcela nevyhovujici ¢i zavadéjici. Vice se o ném zminime

pozdéji.
2.2 Pripad ,,Wait and See*

Na rozdil od typu ,,Here and Now* nemusime rozhodnuti provadét hned, ale
muzeme tzv. ,pockat a uvidime“ (wait and see). Pockdme az probéhne akce,
ktera nam ukaze hodnotu na pocatku neznamého parametru. Poté uz lze pocitat

s touto zjisténou hodnotou jako s nendhodnou a pouzit deterministicky model.
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Vétsinou se tento pristup pouziva u dvou- a vicestupnovych modelu. V prvni
fazi vétsinou vyuzijeme pristup ,Here and Now“ a poté, co se néktera realizace
nahodné proménné stane zndmou, pouzijeme zminény ,Wait and See® pristup.
Muze se jednat o néjaké napravné akce naseho rozhodnuti v prvni fazi.

Jako priklad 1ze uvést nakup surovin pro vyrobu néjakého vyrobku, kdy na
zacatku nezname budouci poptavku po nasem produktu. V prvni fazi provedeme
rozhodnuti o mnozstvi nakoupenych surovin. Ve druhé fazi, kdy je poptavka uz
znama, zjistime, ze bude nutné urcité mnozstvi surovin dokoupit, nebo naopak
prebyvajici suroviny prodat. Takovéto opravné akce jsou casto spojeny s néjakou
penalizaci, napiiklad budou suroviny nakupované dodatecné (a narychlo) drazsi,

nebo ztratime ¢ast penéz jejich prodejem za nizsi cenu.

Here and Now Wait and See

Rozhodnuti Rozhodnuti
x1 x2

nyni po prvnf

realizaci
Realizace
nédhodné
veliginy & 1

Obrazek 4: Vicestupnovy model

V této praci se dale vicestupniovymi modely zabyvat nebudeme. Predstavime
jednostuprniovy model a podivame se pouze na prvni piipad stochastického

programovani, tj. ,here and now*.
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3 JEDNOSTUPNOVY MODEL SP

Jak jiz nadzev napovidd, uvazujeme v tomto modelu pouze jeden rozhodovaci
stupen, neboli rozhodovaci fazi - v anglictiné se uziva pojmenovani ,Single-stage
model“. Je nutno uc¢init pouze jedno rozhodnuti typu ,Here and Now*. Ptitom
uvazujeme situaci, kdy po realizaci nahodné proménné jiz nebude mozné provést
zadné opravné (nebo dodatecné) akce.

Teorie bude vychézet predevsim z literatury [1] (Kall, Mayer) a [3] (Dupacova),
pokud nebude uvedeno jinak.

Stochasticky jednostupnovy model obsahuje ndhodnou proménnou (pfip.
néhodné proménné) bud v podmince (omezenich), v ti¢elové funkei, nebo v obou.

Nahodnou proménnou zde zavadime nasledovneé:

kde £ : = — R® je nahodny vektor definovany na pravdépodobnostnim prostoru
(2, F, P). Mnozina = zde ptedstavuje nejmensi uzavienou mnozinu, pro kterou
plati P(§ € E) = 1. T'(§) je ndhodna matice typu (s x n), h(§) € R® ndhodny

vektor a € R" vektor nasich rozhodnuti. Po slozkéch lze (3.1) prepsat jako

T11(€) - Tin(§) T H,(€)
((z,€) = Do o B : : (3.2)
Tsl (5) cee Tsn T HS(£>

Proménné T;;(&) a H;(§),i=1,...,s, j =1,...,n, pfedstavuji ndhodné veli¢iny,
které zavisi na £. Vztah (3.1) bude v praci také nékdy uveden ve tvaru zapsaném

po sloupcich:

C(2,6) = 1;()w; — h(€), (3.3)

j=1
kde ndhodny vektor ¢; je j-ty sloupec matice T7'(§) a x; j-td rozhodovaci proménna.
V modelu s ndhodnou proménnou ((z,£) budeme pracovat se sdruzenym

rozdélenim pravdépodobnosti (7'(¢), h(£)), které budeme vétsinou povazovat
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za znamé. Toto rozdéleni nezavisi na vektoru x, nase rozhodnuti tedy nema vliv

na rozdéleni pravdépodobnosti nahodnych proménnych vstupujicich do modelu.

Specialni pripad Obecné je proménnd ((z,£) nahodnym s-rozmérnym vek-
torem, tedy vektorem s nahodnych velicin. Pokud budeme specidlné uvazovat
s =1, bude ((z,€) predstavovat (jednorozmérnou) ndhodnou veli¢inu. Misto
nahodné matice 7'(§) ziskdme pouze nahodny vektor #(£) a misto vektoru h(§)

nahodnou velicinu H (§).

Definice 3.1. Méyme funkci o : I' — R® pro ohodnoceni ndhodné promenné. I'
zde predstavuje linedrni prostor s-rozmérngch ndahodnijch vektoru definovanijch
na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P). Charakteristiku o(V) budeme nazyjvat

mira kvality (ndhodného vektoru 9).

Definice 3.2. Pro vektor nasich rozhodnuti x definugme funkci V : R" — R®

V(z) = o(¢(z,€)). (3.4)
Nazveme ji sdruZenou hodnotici funkci.

Modely stochastického programovéani jsou tvoreny pomoci funkci V() kore-
spondujicich s prislusnou mirou kvality o. Konkrétni modely se budou navzajem
lisit ruznou volbou p, coz si ukazeme pozdéji.

Nyni se podivejme na typy modelt podle toho, kde se ndhodna proménna
vyskytuje. Jak jsme si jiz fekli v ivodu této kapitoly, mohou nastat 7 pripady
- ndhodna proménna se muze vyskytovat v tucelové funkci, v omezenich, nebo
v obou. Prvni dva z téchto pripadu budou popsény a poté ilustrovany na prikladu,

ktery bude podrobné rozebran a numericky fesen v kapitole 4.

3.1 Nahodna proménna v ucelové funkci

Nasim tkolem je nyni minimalizovat tcelovou funkci obsahujici nahodnou

proménnou. Podminky jsou v tomto ptipadé deterministické a stochasticky model
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vypada nasledovné

min V(z)
za podminek z € (3, (3.5)

kde V' (z) je sdruzend hodnotici funkce a § := {z € R"|g(z) < 0} je mnozina
pripustnych feseni, tj. feseni x splnujicich vSechna pozadovand (deterministicka)
omezeni, kterd jsou obecné ve tvaru g(z) < 0.

Pokud je V(z) konvexni funkce na konvexni mnoziné g (tj. funkce g(z) jsou

konvexni), jedna se o ulohu konvexrniho programovani.

Priklad 3.1. Chceme vyrobit m druhi vyrobku z n ruznych surovin, které je
treba nakoupit. Cena surovin vsak neni zndmd, vime jen, jaké ma rozdélent
pravdépodobnosti. Ukolem bude zpistit, jaké mnoZstvi surovin je nutné nakou-
pit, abychom zaplatili co nejméné, ale zdaroven byli schopni vyrobit poZadované
mmnoZzstvi vyrobkal.

Uloha stochastického programovani bude v ndsledujicim tvaru
min ¢(¢)Tx
T

za podminek x € [3,

x>0,
y=>b,
kde jsme oznacili
&) e R* ... wektor jednotkouvych cen jednotlivijch surovin
(n-rozmeérny ndhodny vektor)

xeR™ ... wektor mnoZstvi jednotlivych surovin

yeR™ ... wektor mnoZstvi jednotlivijch vijrobku

beR™ ... poZadované mnoZstvi jednotlivich vijrobki

16 ... mnozina pripustniych reseni

(mnoZina vsech x, spliujicich deterministickd omezent)
p=A{(z,y) e R"™[g(x,y) <0, h(z,y) = 0}

V kapitole 4 budou ukazany mozné postupy pro transformaci tohoto sto-

chastického problému na deterministicky a tedy prevedeni na tlohu linearniho,

konvexniho ¢i kvadratického programovani.
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3.2 Nahodna proménna v podmince
Uvazujme nyni model, v némz se ndhodné proménna vyskytuje pouze v ome-
zenich a ucelova funkce je znama, tj. jeji koeficienty jsou deterministické.

min f(z)

za podminek V(z) > &
x € f. (3.6)

Konstanta r je predepsand a § = {x € R"|g(z) < 0} je mnozina piipustnych

feseni, kde g(z) < 0 jsou deterministickd omezeni.

Priklad 3.2. Uvazujme stejny priklad jako w modelu s ndhodnou promeénnou
v ucelové funkci (tj. priklad 3.1), s tim rozdilem, Ze nebude ndhodnou proménnou
cena za jednotku suroviny (ta bude nyni zndmd), ale poZadované mmnozZstvi
vyrobku. MuiuzZeme si predstavit, Ze chceme tyto vyrobky proddvat, ale nezndme

budouct poptivku po nich, tj. prava strana podminky bude stochasticka:

min 'z

x

za podminek x € f3,
x>0,
y = b(&),
kde b(§) je nyni mdhodny vektor mnozstvi pozadovaniych jednotlivgch vygrobki

(tedy poptdvek po virobcich) a f = {(x,y) € R™™™| g(z,y) < 0, h(z,y) = 0}

mnozina pripustniych reseni pro deterministickd omezend.

3.3 Stanoveni miry kvality

Jak jiz bylo feceno, ruzna teseni 1loh stochastického programovani se od sebe
list volbou miry kvality. Tato podkapitola se bude zabyvat tim, jakymi zpusoby
lze tuto charakteristiku stanovit. Nejprve uvedu kratké seznameni s nejcastéji

pouzivanymi mirami a podrobnéji budou jednotlivé pripady popsany pozdéji.
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Stanoveni (zavedeni) miry kvality predstavuje krok, kdy si urcime, jak bu-
deme na nahodnou proménnou nahlizet, jak ji zpracujeme a poté pouzijeme
v modelu. Jedna se vlastné o jakousi transformacti stochastické promeénné
v proménnou deterministickou. Moznosti, jak muze mira kvality vypadat, je

spousta. Ve své praci se budu zabyvat vybranymi ptistupy, kterymi jsou:
e Stiedni (ocekdvand) hodnota
e Pravdépodobnostni funkce
e Odchylky
e Worst-case approach

Miru kvality 1ze na nahodnou proménnou ,aplikovat® dvéma ruznymi zpusoby:

Po c¢astech - tedy na kazdou ndhodnou slozku nadhodné proménné zvldst.
Mame-li ndhodnou proménnou ((z,§) = T'(§)x — h(§), nahradime ji pomoci miry

kvality nasledujicim zpusobem

((x,8) = o(T(&))x — o(h(€)). (3.7)

Prfslusné hodnotici funkce Vi(z) = o(T'(€)) a Va(x) = o(h(£)) budeme nazyvat

individudlni hodnotici funkce.

Na celou nahodnou proménnou - nyni vezmeme celou nahodnou proménnou

((x,&) =T(&)r — h(§) a nahradime ji nasledovné

¢(z,8) = o(C(z,€)) = o(T()z — h(g)). (3-8)

Pifslusnou hodnotici funkei V(z) = o(T'(§)z — h(§)) nazveme sdruZenou hod-

notict funkci.
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3.3.1 Stiedni (o¢ekdavand) hodnota

Nejjednodussim a ¢astym zpusobem, jak pracovat s ndhodnou proménnou,
je uvazovat jeji stfedni hodnotu. Jedna se o nejbéznéjsi statistickou charakteris-
tiku, ktera nam udava ocekavanou realizaci nahodné proménné. Nazyva se nékdy
také ocekdvana hodnota (angl. expected value).

V optimaliza¢nich modelech, tak jak jsme je zavedli v podkapitolach 3.1 a 3.2,
bude nutnym predpokladem pro pouziti tohoto ptistupu existence stiednich hod-
not pro 7'(¢) a h(§). Jak vime z teorie pravdépodobnosti, stiedni hodnota ndhodné
veliciny X existuje, pokud je integral ffooo x - flx) dx konecny.

Mirou kvality v tomto ptipadé bude tedy stredni hodnota, obecné pro

nahodny vektor v:

op(V) :=E(¥). (3.9)

3.3.2 Pravdépodobnostni funkce

Uvazujme nyni miru kvality jako pravdépodobnost, ze nahodny vektor ¢ je

vétsi nebo roven nule, tzn. vyjadiime miru kvality ve tvaru
op(9) = P(9 > 0). (3.10)
Hodnotici funkce pro ndhodnou proménnou ((z,€) je tedy
V(z) := oplC(x,8)] := Pe[¢(z,§) = 0]
= Pe[T(§)z = h(§) = 0]
= Pe[T(§)z = h(¢)] (3.11)

ktera se v tomto pripadé nazyva sdruzena pravdépodobnostni funkce. Lze

uvazovat i tndividudlni pravdépodobnostni funkce, tedy
P(T(€)>0) a  Pe(h(§) >0). (3.12)

Pokud se ndhodné proménna vyskytuje napriklad jen v ticelové funkei, ziskame

ulohu maximalizace

max P (T(€) > 0)z — Pe(h(§) > 0). (3.13)

xT
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3.3.3 Odchylky

Dalsi moznosti je uvazovat miru kvality jako odchylku mezi T'(§)x a h(§).
Jakakoli odchylka znamend riziko, proto se mira kvality v této souvislosti ¢asto
nazyva mira rizika. Piikladem muze byt situace, kdy uvazujeme T'(§)x jako
skutecny (predem neznamy) vysledek néjaké akce a h(§) jako vysledek, kterého
chceme dosdhnout. Pficemz predpokldddme, ze kazdd odchylka (at jiz kladnd
nebo zapornd) od pozadovaného vysledku pro nas bude znamenat ztrétu.

Miru kvality zavedeme jako stiedni (o¢ekdvanou) odchylku mezi T'(§)x a h(§).

Uvazujeme-li napiiklad absolutni odchylku, je hodnotici funkce ve tvaru
V(z) = E[|T(§)z — h(E)]]. (3.14)

3.3.4 'Worst-case approach

Pristup ,nejhorsi varianty“, tedy worst-case approach, muze byt vhod-
nou alternativou, pokud neméme tplnou (nebo zadnou) informaci o rozdélent
pravdépodobnosti ndhodné proménné ((z, ). Interpretovat ho lze jako pesimis-
ticky pristup, kdy predpokladame nejhorsi moznou situaci, kterd muze nastat
- tedy nejvétsi (piip. nejmensi) hodnotu ndhodné proménné.

Tento piistup lze vyuzit i v piipadé, kdy nemame zddnou (nebo mame nedo-
state¢nou) informaci o rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné proménné.

Mira kvality v ptripadé, kdy za nejhorsi situaci povazujeme nejvétsi hodnoty

(naklady, spotfeba materidlu apod.), vypada nasledovné

0fat(V) == max 7, (3.15)

kde 9 jsou (minuld) pozorovéni ndhodného vektoru ¥ a © mnozina vSech po-
zorovani. Naopak pokud jako nejhorsi pfipad bereme nejmensi hodnoty (zisk,

mnozstvi vyrobku apod.), bude mira kvality

05ar(¥) := min . (3.16)
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Mira kvality se oznacuje g, a to z toho duvodu, Ze se feseni vyse zminénych
uloh ¢asto nazyva jako ,fat solution“ (do ¢estiny by se dalo prelozit jako tlusté
resent).

Hodnotici funkeci V(x) potom vyjadiime jako

V(z) = maxT(§)x — h() (3.17)

ge=
pro nejvetsi hodnoty predstavujici nejhorsi situaci, resp.
V(z) = minT(§)x — h(€) (3.18)

pro ptipad, kdy jsou nejmensi hodnoty ty nezadouci. Mnozina = opét predstavuje

mnozZinu vSech pozorovdni.
Nahodna proménna v tcelové funkci Uvazujeme-li ndhodnost v tcelové
funkci, je optimalizacni 1loha pro nejhorsi nejvétsi hodnoty

min max{7(§)x — h(&)} (3.19)

z€EB EEE
a pro nejmensi hodnoty predstavujici nejhorsi situaci

in{7T —h(&)}. 3.20
max min{T(§)x — h(§)} (3-20)
Nahodna proménna v podmince Pro pripad ndhodné proménné vyskytujici
se v omezenich ziskdme model

min f(x)

zEeP

za podminek max{7T({)x — h(§)} <0 (3.21)

£eE

pro nejveétsi hodnoty a obdobné pro nejmensi hodnoty

min f(z)

z€eP

za podminek IEnElgl{T({)x —h(§)} <0. (3.22)
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Hodnoty z urc¢itého intervalu Uvazujme opét ndhodny vektor ((z,£) =
T(&)x — h(€). Jednotlivé slozky vektoru h(€) i matice T'(€) jsou ndhodné veliciny.
Oznacime je Hy(§),...,Hs(€) a T11(€),. .., Ts,(§). Kazdd z téchto nahodnych
veli¢in m4 libovolné (znamé ¢i nezndmé) rozdéleni pravdépodobnosti (at jiz spo-

jité nebo diskrétni) na néjakém intervalu, ktery je znamy, tedy

(€)), Hi(¢) < Hi(8),

Hi(§) ~ (Hi(S)
: (), Ti;(&) < Tii(8).

7ﬁi
ﬂ(é-) ~ <Ii](§);Tz‘j
Prvky matice T(€) (resp. T(€)) jsou nejmensi (resp. nejvétsi) hodnoty ndhodnych
velicin Tj;(€), tj. prvki matice T'(¢). Obdobné prvky vektoru h(¢) (resp. h(£))
jsou nejmensi (resp. nejvétsi) hodnoty prvku vektoru h(€). Tyto krajni hodnoty

pouzivame v modelu pii worst-case pristupu.

Priklad 3.3. UvazZujyme proces vyroby hodinek. Predstavme si, Ze se skladd z péti
hlavnich operaci - vyroba soucdastek (I), cisténi (I1), sestaveni hodinek (111),
serizent (IV ) a baleni (V). Ukolem bude zjistit celkovou dobu potiebnou k vijrobé
hodinek a podle ni potom optimalizovat napr. smény zaméstnancu nebo spotrebu
elektrické energie stroju. Doba potrebnd na vykondani jednotlivych operaci neni
zndmd. Z minulych pozorovani vsak vime, Ze se doby operaci pohybuji v intervalech

wvedenych v nasledujici tabulce.

0 Nejkratsi moznd | Nejdelsi moznad
perace doba [min] doba [min/
I 32 44
11 7 9
i 14 18
v 3 5
V 8 10

Protoze nemdame Zdadné dalsi informace o rozdéleni pravdépodobnosti jednot-
livgch dob, muzeme pouzit ,,worst-case approach®. Budeme v modelu uvaZovat
neghorsi moznou situaci a tedy nejdelsi mozné doby danych operaci. Celkova doba
je tedy rovna

t=44+9+ 18+ 5+ 10 = 86 nun.
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Jak jsme jiz uvedli diive, jedna se o pesimisticky pristup nebo by se dalo tici

pristup ,,opatrného” rozhodovatele, ktery nechce nic ,,ponechat nahodé*.

3.4 Modely zalozené na ocekavané hodnoté

Podivejme se nyni blize na modely se stfedni (o¢ekdvanou) hodnotou. Pokud
se ndhodna proménnd vyskytuje v podmince (viz (3.6)), tj. model obsahuje

soubor omezeni ve tvaru nerovnosti {(x, &) > 0, lze tento model psat ve tvaru

min ¢’z

za podminek E¢[((z,£)] >0

x € f. (3.23)
Protoze plat{
EelC(z,8)] = Ee[T(§)x — h(§)] = E[T'(§)]x — E[h(£)], (3.24)
miizeme model prepsat jako
min ¢’z

za podminek Tx>h

x € f, (3.25)

kde T := E[T(&)] a h := E[h(£)]. Analogicky pro ndhodnou proménnou v iéelové

funkci (viz (3.5)) mdme model ve tvaru

min Tz — h

za podminek x € 3. (3.26)

Nahrazenim nahodnych proménnych jejich stiedni hodnotou jsme ziskali de-
terministicky model, ktery se nazyva ,iloha ocekavané hodnoty“. V nékterych

piripadech je povazovan za vhodny a dostacujici, ale vétsinou je jeho pristup

velmi hruby (primitivni). Nemél by predstavovat jediny zpusob urceni ndhodné
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proménné ((x, &) v modelu. Spolu s podminkou nebo tcelovou funkei, ktera obsa-
huje dalsi (jinou) miru kvality, vS§ak muze byt dulezitou slozkou modelu stochas-
tického programovani. Piipadné lze feSeni tlohy ocekavané hodnoty povazovat
za pocatecni (startovaci) bod pfi vypoctu pomoci jinych pristupu.

Vsimnéme si, ze plati-li (3.24), nezalezi na tom, jestli miru kvality ,apliku-
jeme* na celou ndhodnou proménnou nebo na jeji ndhodné ¢ésti zvlast. Vysledek

bude vzdy stejny.

Priiklad 3.4. Mame optimalizovat financni portfolio skladajici se z n rizikovijch
aktiv. Oznacime 8 = (&1,...,&,) ndhodny vektor vinosi z jednotlivich aktiv.
Podil i-tého aktiva na celkovém portfoliu oznacime x;, 1 = 1,...,n. Ndhodnd
proménnd, vyjadrujici celkovy viinos z portfolia, je tedy ve tvaru ((x,€) := T .
Bude nas zajimat, jaky podil kterého aktiva bychom méli mit, abychom maxima-

lizovali budouci vynos. Sestavime optimalizacni ulohu
max & x

za podminek Z x; = 1.
i=1
Oznacéme pro strucnost r:= E(&) vektor ocekdvanych vynosu (strednich hod-
not). Nahradime-li nahodnou proménnou jeji stredni hodnotou, ziskime determi-

nisticky model, ktery je ulohou klasického linedarniho programovani:

max ’I"TiC

n
za podminek Z x; = 1.
i=1
Jak jsme si jiz tekli, model ziskany vysSe uvedenym zpusobem, tedy prostym
nahrazenim nahodné proménné jeji stfedni hodnotou, neni vzdy uplné vhodny.
Vhodné (nebo alespon postacujici) feseni lze ziskat naptiklad pro ndhodnou

proménnou, ktera méa normalni rozdéleni s velmi malou smérodatnou odchylkou.
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Piiklad 3.5. Kdybychom napriklad zjistili, Ze vyska studenta pruvniho rocniku
vysoké skoly ma normadalni rozdéleni se stredni hodnotou, kterd je rovna 173 cm,
a smeérodatnou odchylkou 3 cm. MuZeme chtit optimalizovat velikost skolnich Zidli.
V podminkdch se bude vyskytovat vijska Zaku, kterou nahradime jeji stiedni hod-

notou, tj. 173 cm.

Protoze byla smérodatné odchylka relativné mala, nemeél by pii pouziti stiedni
hodnoty nastat zadny veétsi problém. Casto se viak miuze stdt, ze nahrazeni
nahodné proménné jeji stfedni hodnotou ndm da nevhodné nebo dokonce ne-

smyslné feseni. Uvazujme nasledujici piiklad:
Piiklad 3.6. (Dupacovd [3]) Méjme jednoduchou ilohu linedrniho programovdnd

min x7 + o
za podminek axi;+ xo > 7
bry + 29 >4

x1 >0, 19 >0,

kde (a,b) je nahodny vektor s rovnomérngm rozdélenim pravdépodobnosti na in-

tervalu (1,4) x (3,1). Stredni hodnota je tedy E, = 3 a E, = 3 a hustota

prol <a <4,

0 jginak.

Nahradime nyni ndhodné koeficienty jejich strednimi hodnotami a resime ulohu

1
l<p<i

N[

linedrniho programovani

min T+ T2

5
za podminek 5%’1 429 >7

2
§$1+ZL’QZ4

r1 20, 22 >0,
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Ziskame optimalni resenti ve tvaru xj = % a Ty = % Polozme si vsak
otdazku, s jakou pravdépodobnosti je x* pripustné reseni vychozi ilohy, tj. jakd

je pravdepodobnost
P = Plax] + x5 > 7, bx] + x5 > 4}.

Po dosazent za x* ziskdme

18 32 18 32

P —Pla-2422>7 p. 24225y
lo-gtgzhbgtgzd
5 9
_pPla>2 p> =
111
2 2 4

Ziskané resent bude tedy s pravdépodobnosti 0.75 nepripustné a takovy viysledek

je ve vetsine redlnyjch situaci neprijatelny.
3.4.1 Kladna a zaporna ¢ast nahodné proménné

Nyni se podivame na pristupy, kdy uz nebudeme stiedni hodnotou nahra-
zovat celou nahodnou proménnou, jak tomu bylo doposud. Budeme uvazovat
zvlast kladnou a zdpornou ¢dst ndhodné proménné ¢ (z, €) (tj. jestli bude nabyvat
kladnych nebo zapornych hodnot).

Opét uvazujeme nahodnou proménnou ve tvaru

C(x,8) = T(§)x = h(S),

kde T'(£) je matice typu s x n, h(§) s-rozmérny nahodny vektor a = opét n-
rozmérny vektor nasich rozhodnuti. Nejprve je nutné si urcit, jestli za ztrdtu (ne-
gativni, nezadouci situaci) povazujeme kladnou nebo zapornou hodnotu nahodné
veliciny ((z,&). Napiiklad cilem podnikatele je zisk, vyjadiuje-li ((z,&) rozdil
mezi vynosy a naklady, bude ztratou zaporna hodnota. Pokud ndhodné proménna
((z, &) predstavuje naklady na provoz zimniho kluzisté v zavislosti na venkovni

teploté, budou naopak kladné hodnoty spojené se ztratou.
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Pro jednoduchost budeme uvazovat s = 1, tzn. {(x,§) je (jednorozmérnd)
nahodnd velic¢ina, misto matice 7T'(§) ziskdme n-rozmérny nahodny vektor ¢(&)
a misto vektoru h(£) ndhodnou velicinu H (§). Prislusnou ztrdtu potom vyjadiime

jako
(F(x,8) = [t(&) e — H(T, (3.27)

v piipadé, ze jako ztratu uréime kladné hodnoty ((x,¢), a jako

¢ (@,8) = [t(&) " w — H(E)], (3.28)

pokud povazujeme za ztratu zaporné hodnoty. Pouzili jsme zde bézné oznaceni
a®t = max{0,a} a a := max{0, —a}, pficemz a™ nazyvame kladnd édst a a~
zapornd ¢dst libovolného realného cisla a.

Zvolime nyni dvé miry kvality (zv14st pro kladnou a zdpornou hodnotu ndhodné

proménné), které budou predstavovat stiedni (ocekavanou) ztratu:

op(V) = E@),
0p(9) = E@W). (3.29)
Prislusné hodnotici funkce zavedeme tedy jako
M(x) = 05 (C(2,€)) = E(¢CF(2,9)),
N(x) = 05 (C(2,€)) = E(C (2,9)). (3.30)

Podle [1] jsou obé funkce M(z) a N(x) a nasledné 1 E¢(|((z,§)|) = M(z) +
N(z) konvexnimi funkcemi na n-rozmérném prostoru realnych cisel (dukaz viz
[1], str. 150). Navic jsou M(x) a N(z) konvexnimi funkcemi i za predpokladu
diskrétniho rozdéleni s kone¢nym poctem hodnot.

Model se sttedni hodnotou pro zaporné hodnoty znamenajici ztraty s nahodnou

proménnou v ucelové funkci je ve tvaru

min ¢’z + Ee[¢ (2, 6)]
za podminek x € (3.31)
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a model s ndhodnou proménnou v omezenich

min ¢’z

za podminek E¢[(™(z,§)] <~
x € B (3.32)

Tyto modely jsou tulohami konvexniho programovani. Pro spojité funkce

M (z) a N(z) je mnozina piipustnych feSeni uzaviena.

Alternativa Uvazujme piipad ndhodné proménné v podmince, za ztrdtu bu-
deme povazovat zapornou hodnotu ((z,¢). Koeficient o predstavuje minimalni
pravdépodobnostni troven dspéchu (tedy, ze nevznikne ztrata). Pro ndhodnou

linedrni podminku ((z,£) > 0 muzeme omezeni pséat ve tvaru
Pe(C(2,8) 2 0) = v = Ee[A(C(2,€))] < 1 -« (3.33)

kde jsme pouzili funkci

_J1 proa<0,
Aa) '_{O proa >0

Jak je vidét, v tomto piipadé fesime pouze, jestli ztrdta nastane, ¢i nikoli (A(a)

je bud nula nebo jednicka). Nezajimd nés, jak velkd by mohla ztrata byt.

Priklad 3.7. Zacinagici firma vyrdbi a proddvd dva druhy vgrobku - A a B a jejim
cilem je zisk Z =V — N, kde V' oznacuje vynosy a N ndklady. ProtoZe je firma
na pocdtku své existence, muze byt zisk kladny, ale i zdaporny. Zdporné hodnoty
zde samozreyme predstavuyi ztrdtu. Predpokladejme, Ze md nahodnd velicina Z
(zisk) normdlni rozdélent se stiedni hodnotou p a smérodatnou odchylkou o, tj.
Z ~ N (u,c%). Zndme tedy hustotu ndhodné veliciny Z f(Z)

Hodnotict funkci N(x) z (3.30) nyni mdame ve tvaru

N(z) =E(Z") = E(max(0,-Z))

Mdme tedy ndhodnou velicinu A = max(0, —Z2).

A —7Z ...pro Z <0
1 0 ...proZ>0
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Bude nas tedy zajimat stredni hodnota
00 0 00
E(A) :/ A- f(A)dA :/ (—2) - f(A)dA+/ 0- f(A)dA.
—00 —0o0 0

Ale protoze A = —Z pro Z < 0 a druhd cast integrdlu je rovna nule, miuZeme

psdt

A tuto hodnotu poté pouzijeme v modelu, kde se zisk mize vyskytovat v tucelové

funkci nebo v omezenich.

3.4.2 Modely s podminénou stredni hodnotou

Stejné jako v predeslém oddilu uvazujeme i nyni zdporné a kladné ¢asti
nghodné proménné ((z,¢). Pro ndzornost budeme za ztraty povazovat pouze
zapornou ¢ast, tedy ¢~ (z, ). Konkrétné se podivime na podminénou stvedni
hodnotu ztriaty za podminky, ze ztrata nastane. Mira kvality bude vypadat
nasledovné

E(—v|Y <0) ... pro P(¥ <0) >0,

ocp(V) = { 0 ... jinak. (3.34)

Existuje vztah mezi mirou kvality pro model s kladnou a zapornou céasti

nahodné proménné a model s podminénou stredni hodnotou:
or(9) = ocr(V) - P(¥ < 0). (3.35)

V modelu, kde se ndhodné proménnéa vyskytuje v omezeni, muzeme toto ome-

zeni zapsat ve tvaru

Ee[—((z, §)|¢(x,§) < 0] <, (3.36)

kde v predstavuje maximalni povolenou ztratu. Obecné je takovy model tlohou

nekonvexni optimalizace.
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Uvazujme nyni specialni piipad, kdy s = 1 a ndhodna proménna

C(z,€) = t(&)"x — H(E)

je tedy nahodnou velicinou. Pokud navic uvazujeme pouze pravou stranu sto-
chastickou, tj. t = t(£) je deterministicky vektor, a oznac¢ime ndhodnou veli¢inu
£ = H(&) atedy

C(a,) =t'z—¢,
pak je mnozina ptipustnych feseni konvexni mnozZinou pro vétsinu znamych
jednorozmérnych pravdépodobnostnich rozdéleni (véetné normalniho). Omezeni

(3.36) lze v tomto piipadé psat ve tvaru
Eel¢ — tTz]6 —tTz > 0] <y (3.37)

a deterministicky model bude tedy vypadat nasledovné

min ¢’z
x

za podminek E¢[¢ —t'z|¢ — T2 > 0] < v

z € B, (3.38)

kde f = {z € R"|A-x < b, Ay v = bey} je mnozina piipustnych feseni zahrnujici

deterministickd omezeni A-x <ba A, - = bey.

Priklad 3.8. Uvazujme stejny priklad jako v predchozim oddilu, tj. priklad 3.7.
Nyni vsak budeme uvazovat podminénou pravdépodobnost ztraty za podminky, Ze
ztrdta nastane, tj.

E(Z~ | Z<0).
Podle (3.35) potom dostaneme

_ E(Z7) . E(Z7)
BZ1Z2<0= 5726~ F0)

kde Fz(0) = P(Z < 0) je hodnota distribucni funkce nahodné veliciny Z v bodé

nula.
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3.5 Modely obsahujici pravdépodobnostni funkce

3.5.1 Pravdépodobnostni omezeni v ticelové funkci

Jak jsme jiz uvedli v oddilu 3.3.2 o pravdépodobnostnich funkcich, jako miru

kvality 1ze stanovit pravdépodobnost, ze nahodny vektor bude vétsi nebo roven
hodnoté 4, tj. op(¥) = P(¥ > §), kde ¢,0 € R™. Uloha stochastického progra-
movani obsahujici pravdépodobnostni funkci je potom ve tvaru
max  Pe(T(&)z — h(§) > 0)
za podminek z € (3.39)

pro pripad ndhodné proménné v icelové funkci. Tento model je obecné tilohou

nekonvexniho programovani.

3.5.2 Pravdépodobnostni omezeni v podminkach
Pokud bychom uvazovali nahodnou proménnou v podmince:
T(&)x —h(£) =0,

muzeme pozadovat, aby tyto podminky byly splnény skoro jisté. Podle [3] by

mnozina tzv. permanentné pripustniych reSeni vypadala nasledovneé
Bp={zeR": P(T({)x—h(&) >46) =1} (3.40)

Takto definovana mnozina pripustnych feseni je vsak prilis omezujici a kvuli
nahodnosti proménnych muze byt ¢asto prazdna. Vhodnym zobecnénim je kon-
strukce pravdépodobnostnich omezeni (navrzend Charnesem a Cooperem
v roce 1959). Budeme pozadovat, aby byla dand omezeni splnéna alespon s

pravdépodobnosti o, a € (O, 1) a zapiseme model optimalizace ve tvaru

min ¢’z

xT

za podminek  P¢(T(&)z — h(€) > 0) > «
z € B. (3.41)

Bézné pozadujeme vysokou pravdépodobnost, napt. o = 0.9.
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Alternativné nds muze zajimat hodnotici funkce P¢(C(£, ) > 6) < ayu, kde
a4 je mald pravdépodobnostni iroven (napt. ay = 0,01). V tomto piipadé ay
reprezentuje pravdépodobnost krachu, napt. finanéni krach spoleénosti, smrt
pacienta nebo pad letadla. Model by vypadal nasledovné:

min ¢’z

xT

za podminek  Pe(T(&)z — h(§) > 6) < aa
x € B. (3.42)

Priklad 3.9. Nutriéni problém (Dupacovd [3]) Krmnd smés je pripravovina

ze Ctyr surovin (jeémen, oves, sezamové vlocky, arasidovd moucka) za podminek
pozadovaného minimdlniho obsahu dvou Zivin - bilkovin a tuki. Oznaéme a;; ob-
sah i-té Ziviny v jednotkovém mnoZstvi j-té suroviny, x; pouZité mmnozstvi j-té
suroviny a b; poZadavek na obsah i-té Ziviny ve smési; omezeni ulohy pak maji

tvar

4
Zaijxj 2 bi, 1= 1,2

j=1

4
d aj=1,12;>0,j=1,234

Jj=1

a ucelova funkce

4
E G5
j=1

uddvd cenu vysledného mnoZstvi smési (c; jsou ceny za jednotkovd mnozstvi j-té
suroviny).

Zatimco obsah tuki as; ve vech surovindch je zndm s dostatecnou presnosti,
je obsah bilkovin ai; v jednotkovém mmnozstvi j-té suroviny ndhodnd velic¢ina,
kterda md normdlni rozdélent s parametry p; a 0]2- odhadnutymi s dostatecnou

presnosti. Nahodny vektor je tedy ay = (a1, a1, a13,a14) a poZadujeme, aby
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vyslednd smés splnovala minimalni obsah bilkovin s pravdépodobnosti

4
P(Z Q15T Z bl) Z (0% (343)
j=1
pro libovolné x € (3,
4 4
6 = {CL’ € R4 . Zagjl’j Z bg, Zl’j = 1, X Z 0, ]: 1,2,3,4}.
j=1 j=1

Reseni: Pomoci transformace na normované normdlni rozdélend podle (1.34)

prepiseme omezent (3.43) ve tvaru

4 4 4
b {Zj:l 1T — Y iy WiT L > i1 Mﬁj} ~a

4 2,2 o 4 2,2
> =1 05 2j—1057;

cozZ je ekvivalentni s ndsledujicim zapisem

kde ®(X) vyjadruje distribuéni funkei ndhodné veliciny X, kterd md normované

normdlni rozdélent, tj. X ~ N(0,1). Potom tedy

45



Vysledkem je deterministicky model ve tvaru
4
min chxj
j=1

4
za podminek Zujxj + o 11 —a)-
j=1

4
E agjxj > by
i=1

4

D =1

J=1

2; >0, j=1,2,34,

ktery je pro a € (0.5, 1) dlohou konvexniho programovani. PoZadujeme, aby funkce
na levé strané nerovnosti (3.44) byla konkdvni, coz je splnéno pro o > 0.5, nebot
kvantily (1 — «) maji v tomto pripadé zdporné znaménko. Pro o < 0.5 by se

nejednalo o konvexni programovdni (ticelovd funkce by nebyla konvexnt).

3.5.3 Pouze prava strana stochasticka

Podivejme se nyni na jeden spectdlni pripad. Pro jednoduchost uvazujme
s =1atedy ((z,¢) jako jednorozmérnou ndhodnou veli¢inu a podminku ve tvaru
C(z,€) > 0, neboli t(&)z > h(€). Casto se vyskytuje situace, kdy je ndhodn4
pouze pravd strana (h(§)) a leva strana (¢(£)z) je deterministickd (znama), tj.
t(§) = t. Pro zjednoduseni zapisu ozna¢me nahodnou velic¢inu (&) = £. Hodnotict

funkci V' (x) lze ptepsat do tvaru klasické distribu¢ni funkce F' a to nésledovné
V(r)=Pt"s > &) = P <t'a) = F:(t"z). (3.45)

Staci tedy znét rozdéleni pravdépodobnosti (a distribuéni funkci) ndhodné veli¢iny

¢. Uvazujme nyni konkrétné podminku s pravdépodobnostnim omezenim ve tvaru

P(t"s > &) > a,
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kde o € (0, 1). Muzeme psét
Fe(t'z) > a <= t's > Q¢(a), (3.46)

kde Q¢(a) je a-kvantil distribuéni funkce F¢. Analogicky pro podminku ve tvaru
V(z) < aa, ay €(0,1):

Pe(z[t's > €) < an <= Fe(t'a) < an <= t's < Qe(aa), (3.47)

Pro nazornost je na obrazku nize vidét jak vypada 0.8-kvantil néjaké obecné

distribucni funkce F(X), tedy Qx(0.8).

1 T T

09 - —

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

o | 3 L L !
0 QU,Z Q0,4 00,5 QO,S

Obrazek 5: 0.8-kvantil distribuéni funkce F(X)

Priklad 3.10. Firma vyrdbi a proddavd dva druhy vyrobku - A a B a jejim cilem
je mazimalizovat zisk Z =V — N, kde V' oznacuje vynosy a N ndklady. Celkové
vynosy jsou ddny jako

V =pa-za+pp- s,
kde pa (resp. pg) je cena, za kterou firma proddvd vyrobek A (resp. vyrobek B).

Hodnoty x4 a xp oznacuji mnoZstvi vyrobenijch (a zdrover prodanych) vyrobkii.
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Celkové ndklady jsou souctem ndkladi porizovacich (¢ = (ca,cp)’), ndkladi

na vgrobu (v = (va,vg)T") a fiznich ndkladi (f):
N =clz+vlz+ f.
Mazximalizujeme tedy ucelovou funkci
Maxpa - s +pg-rp — (CTCC+UTZL’+f) .

Vsechny parametry ucelové funkce jsou deterministické. Problém spociva v tom, Ze
mame dand omezeni na velikost ndkladi. Budeme si muset pujcit penize od banky,

ale dopredu nevime, jak velky uvér dostaneme. Omezent je tedy ve tvaru
r+oTz+ f<U,

kde U je nahodnd velicina oznacujici velikost wvéru. Firma zjistila, Ze miZe ziskat
uveér o velikosti 200 000 K¢, tato hodnota vyjadruge stredni (ocekdvanou) hodnotu.
Smérodatna odchylka je vsak relativné velkd - 30 000 K¢.

Firma nyni 7esi otdzku, jak velké ndklady si mize dovolit. Reknéme, Ze si
stanovi hranici 85%, s kterou by mél wvér stacit na pokryti ndkladi, tj. firma

prijme riziko 15%, Ze dvér nebude stacit. Mdme tedy pravdépodobnostni omezend
P(N<U)>08 < P(U<N)<0.15,

tj. podle (3.45)
P (U < N) = Fy(N) < 0.15.

Predpokladdame, Ze ndahodnd velicina U md normalni rozdélent a pouzZijeme trans-

formaci na normované normdlni rozdélent (1.34), tj.

N —200 000
a tedy
N —200 000
— < ®70.15).
30000 (0.15)
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Pomoci tabulek v [4] najdeme ®~1(0.15) = —®~1(0.85) = —1.04. Ziskdme tedy
vysledné omezeni ve tvaru N < —1.04 - 30 000 + 200 000, ;.

N =clz+vTz+ f <168 800 Ké
a dale 71z Tesime klasicky deterministicky model optimalizace.
3.5.4 Pripad nezavislosti

Je dana sdruzend pravdépodobnostni funkce
V(z) = P(T()z 2 h(E)) = Pelt] (§)r 2 hi(€).i=1,....5),  (3.48)

kde t1(¢) je i-ty fadek ndhodné matice T'(€), kterd je typu (sxn). Nyn{ uvazujeme,
7e ndhodné vektory (t7(€),hi(€)), i = 1,...,s, jsou stochasticky nezdvislé. To
znamena, ze vektor ((z,§) mé stochasticky nezéavislé slozky. Pravdépodobnostni

funkce diky této nezavislosti vypada nasledovné

= [[ P (©)x = 1(€)). (3.49)

=1

Pokud predpokldddme pouze pravou stranu stochastickou, tj. t; = t (a pro jed-

noduchost h(¢) = ¢), pak

V(z) = P(tle > &i=1,...,5)

= Fe e (tiz, ... tlo)

=[] Fe.(tl ). (3.50)

Je vhodné tento soucin prevést na soucet pomoci logaritmické transformace:

logV(x) = Z log F, (t] x). (3.51)
i=1
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Funkce log V'(z) je konkavni pravé tehdy, kdyz jednorozmeérné distribuéni funkce

Fe, jsou tzv. logkonkdvni. Definice logkonkavni funkce je nésledujici:

Definice 3.3. Funkce f(z) je logkonkdavni prdavé tehdy, kdyz je funkce log f(x)

konkdvni.

Analogicky to plati pro (log)konvexni funkce. Mnoho distribuénich funkei
(véetné distribuéni funkce normélntho rozdéleni) je logkonkavnich (viz [1]).

Predpoklddejme, ze Fy, je logkonkavni pro kazdé i, potom V(x) = [ Fy, je
také logkonkavni a podminka V' (z) > « definuje konvexni mnozinu, pro kazdé

a € (0,1). Pro kladné distribuc¢ni funkce lze tuto podminku psat ve tvaru

Z log F,(t]'z) > log a. (3.52)

i=1

3.6 Modely zahrnujici miru odchylky

V této podkapitole se budeme zabyvat ruznymi odchylkami ndhodné proménné
od néjaké idedlni (pozadované) hodnoty. Pro zjednoduseni uvazujme opét s = 1
a nahodnou proménnou

¢(x,§) = t(§)x — H(E)
jako nahodnou veli¢inu. Pouzijeme nasledujici znaceni
vektor ™t = t(€),

niéhodné velic¢ina §:=H(E)

a ndhodnd proménnd ((x,7,&) :==nlz — €, (3.53)

kde 1 je opét n-rozmérny ndhodny vektor a £ ndhodna proménna. Predpokladame,

7e existuje stfedni hodnota ndhodného vektoru (n',€) a pouzijeme znacent:

(n) eR"

p= (g, )’ =E
=E(¢) eR.

a Hnt1

20



3.6.1 Kvadraticka odchylka

Miru kvality v tomto pripadé zvolime jako

or(0) == /E(W2) = / Var(9) + [E(9)]2, (3.54)

je definovana na linedrnim prostoru nahodnych proménnych s koneénym roz-
ptylem Var(1). Predpokldddme, ze existuji druhé centrélni momenty ndhodného
vektoru (n, &) a Ze jeho kovarianéni matice je positivné definitni. P¥islusnd hod-

notici funkce je potom

V(z) = VE[(z — €)% = v/ Var(n"z — &) + (T — pur1)?  (3.55)

a lze ji interpretovat jako miru odchylky mezi ndhodnymi proménnymi n’x
a & Podle [1] (a dukazu na strané 167) je V(x) konvexni funkce.

Zavedme nyn{ funkci g : R**! — R, definovanou jako

g(xla s wrnaanrl) = g(ﬂ?, xn+1> = E[(UTCU + £xn+1>2]'

Tato funkce je ziejmé nezéapornd, tj. g(x, z,41) > 0 plati pro vsechna = € R™

a r,11 € R. Lze ji rozepsat jako

E[(nTx+£an)2]:E{(IT,%H)@)(HT@)( . )}

Tn+1
Elm"] E[Sn]) ( x )
T
= (v, 2, . 3.56
) (gt meh ) (o) 059
Poté pouzitim pro 7 a E, definované jako n:=n—pu a E:: € — liny1, a po zadani
Tpi1 = —1 ziskdme

Varlny — €] = o' Vo — 2d"x + v,

kde V := E[f37] = Coun,n], d := E[f¢] = Cou[n,&] a v = E[¢] = Varl¢]. V je

pozitivné definitni matice. Hodnotici funkci V() lze tedy zapsat ve tvaru

V(z) = /aTVe —2dT2 +v + (uT2 — fine1)? (3.57)
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Smérodatna odchylka Casto pouzivanou obdobou vyse uvedené miry o je

pro statistiky dobfe zndma smérodatnd odchylka (angl. standard deviation):

0s(9) = o(¥) := VE[(Y — E(9))?],

prislusna hodnotici funkce potom vypada nasledovné

Vi(z) = VaTVz — 2dTx + v.

Modely obsahujici hodnotici funkei Vi(x):

min ¢’z

za podminek 2’7Va —2d'z <k —wv

r€Eep

min 27 Vax —2d"z + v

za podminek = € 3

jsou ulohami konvexniho programovani.

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

Specialni pripad Budeme-li nyni specialné uvazovat £ = 0, ziskame hod-

notici funkei

Vo(x) = VE[(nTz — pT2)?] = VTV,

(3.62)

kde V' je opét kovarianéni matici ndhodné proménné 7. Podle [1] se jednd o ¢asto

pouzivanou hodnotici funkci, proto zde pro tiplnost uvedu i koneéné modely. Jsou

v nasledujicim tvaru:

min ¢’z

za podminek Ve <k

rEpP
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min 2’ Vz

za podminek z € . (3.64)

Optimalizacni problémy tohoto typu jsou ¢asto pouzivany ve finanéni sfére (napf.

Markowitz, Elton). Uvedu zde piiklad na optimalizaci portfolia prevzaty z [8].

Priklad 3.11. Vyjdeme z matematického modelu optimalizace portfolia, ktery
vytvoril Harry M. Markowitz v roce 1952. Jeho model popisujici minimalizaci

rizika pri investovani do portfolia md tento matematicky popis:

min > > i 03T,

za podminek Y ¢ | pwix; > b,

> @i =1,
>0, i=1,...,n. (3.65)

Zde o;j predstavuje kovarianci mezi aktivy i a j (miru vzdjemné vazby mezi
dvéma ndhodnymi veli¢inami), p; je ocekdvand ndvratnost investice x; a b je mi-
nimdalni celkovy ocekdvany viynos. Druhd podminka vyjadruje, Ze bude investovano
100% poédtecéniho kapitdlu. Treti podminka Tikd, Ze nemuZeme investovat zdporné

castky.
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4 PRIKLAD: Smésovaci problém

Postupy uvedené v predchozi kapitole si ukazeme pii feSeni smésovaciho pro-
blému s ruznymi nahodnymi parametry. Firma se zabyva vyrobou pecenych
ovesnych miissli. Jeji sortiment tvoii ¢t druhy massli - ovocné, oriskové a me-
dové. K vyrobé hotovych miissli nakupuje étyri hlavni suroviny, kterymi jsou
ovesné vlocky, ovoce, ofisky a med. V nasledujici tabulce jsou uvedena mnozstvi

j-té suroviny (v kg) v 1 kg i-tého druhu miissli, 7 =1,...,4,i=1,...,3.

1 (ovesné vlocky) | 2 (ovoce) | 3 (ofiSky) | 4 (med)
1 (ovocné) 0.54 0.26 0.12 0.08
2 (oriskove) 0.58 0.08 0.24 0.1
3 (medové) 0.6 0 0.12 0.28

Tabulka 2: Mnozstvi surovin v jednotlivych druzich miissli

Prvnim tkolem bude stanovit jednotlivd mnoZstvi surovin tak, abychom
minimalizovali ndklady na jejich potizeni a zaroven splnili pozadavky na mnozstvi
(kg) hotovych missli, tj. abychom byli schopni uspokojit poptédvku. Druhym
ukolem bude stanovit celkovou cenu surovin, tedy hodnotu tucelové funkce.
Bude nas totiz zajimat, jakou ¢astku si mame na nakup surovin vyhradit. V
pripadé, ze by nam penize nestacily, museli bychom si dodatecné potiebné penézni
prostiedky vypujéit (pravdépodobné za vysoky urok).

Praveé nyni musime stanovit rozpocet firmy a pokud budou nékteré parametry
neznamé, nelze cekat na jejich realizaci. Bude se tedy jednat o jednostupnovy
model SP s pristupem ,here and now“, jak jsme ho uvedli v oddilu 2.1.

Uvazujme mnoziny Z = {1,2,3} a J = {1, 2, 3,4} a zavedme znaceni:

¢; ... cena za jednotku mnozstvi (1kg) j-té suroviny, j € J,
xj ... mnozstvi j-té suroviny, j € J,

b; ... pozadované mnozstvi i-tého vyrobku, ¢ € Z,

Yi ... vyrobené mnozstvi i-tého vyrobku, ¢ € Z,

a;; ... mnozstvi j-té suroviny v i-tém vyrobku,i € Z, j € J.

Piiklad rozdélime do dvou casti - v prvni ¢asti se budeme zabyvat situaci,

kdy nezname budouci cenu nakupovanych surovin. Jak pozdéji uvidime, bude
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se jednat o ndhodnou proménnou v ucelové funkeci. V druhé ¢asti bude ndhodnou
proménnou poptdvka po hotovych vyrobcich (mnozstvi miissli), kterd se bude

vyskytovat v podmince.

4.1 Cena surovin jako nahodny vektor

Uvazujme nejprve cenu surovin jako nahodny vektor, tedy vektor ndhodnych
velicin ¢(§) = (C1,Cy, C5,Cy). Uvazujme rozdéleni (pravdépodobnosti) téchto

nahodnych velicin (s prislusnymi charakteristikami):

1 - ovesné vlocky ~ 30, 9)

N
2 - ovoce ~ N (260, 324)
N

3 - offsky ~ 350, 1 024)

(
(
(
4 - med ~ N (120,225) (4.1)

kde znaceni N/ (,u, 02) predstavuje normélni rozdéleni se stfedni hodnotou p a roz-
ptylem 2. Pouzijeme pifkaz pro generovani (pseudo)nahodnych ¢isel z normalniho

rozdéleni v programu Matlab:
normrnd(p, o,n, 1), (4.2)

kde n je pocet hodnot, které chceme vygenerovat. Zadame n = 200 a dané para-
metry pro kazdou ndhodnou veli¢inu.

V grafu na obrazku 6 jsou zndzornény vygenerované ceny ovesnych vlocek
(C}). StFedni hodnota je vyznacena rovnou plnou carou, hodnoty (u—o) a (u+0)
carkované a hodnoty minima a maxima (vSech pozorovani) ¢erchovanou ¢arou.

V programu Matlab jsme vytvorili histogram (obrizek 7) a distribuéni
funkci (obrazek 8) ceny ovesnych vlocek. Linie u histogramu predstavuje funkei
hustoty prislusného normalniho rozdéleni. V obou ptipadech je v grafu znazornéna

stiedni hodnota (rovnou plnou ¢arou).
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Ceny ovesnych viocek (200 pozorovani)
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Obrazek 6: Ceny ovesnych vlocek
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Obrézek 7: Histogram (hustota) ceny ovesnych vlocek

Je ztejmé, ze rozdéleni pravdépodobnosti generovanych cisel nebude totozné

s tim teoretickym. Ziskali jsme ndhodné velic¢iny z nasledujicich rozdéleni

1 - ovesné vlocky ~ 30.08,2.88667) ,

N
2 - ovoce ~ N (258.87,17.8761%)
N

3 - offsky ~ N (350.43,35.3286°) ,

(
(
(
4 - med ~ N (118.57,14.7814%) .

Déle budeme pracovat pouze s timto rozdélenim, ne s teoretickym, pomoci
kterého jsme nase hodnoty generovali, nebot v praxi také zndme pouze hodnoty

vypocéitané ze znamych drivejsich realizaci.
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Distribucni funkce ceny ovesnych viocek
T T
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Obrazek 8: Distribuéni funkce ceny ovesnych vlocek

Nyni zadejme vektor b jakozto vektor pozadovanych mnozstvi hotovych miissli
v kilogramech. Muzeme si predstavit, ze jde o poptavku na trhu, kterou chceme

uspokojit. Tato mnozstvi povazujeme za znama:
b= (b1, by, b3)" = (10,15,12)7,

kde b, je poptavka po ovocnych miissli, by po oriskovych a b3 po medovych. Nyni
se dostavame k vlastnimu stochastickému modelu, ktery muzeme sestavit

ve tvaru

min Cp-21+Cy-20+Cs-23+Cy 24
za podminek x; > 0,54y, + 0, 58ys + 0, 6y3
x9 > 0,26y1 + 0, 08ys
x3 > 0,12y; + 0,24y, + 0, 12y

(
(
(
(
x4 > 0,08y, + 0, 1ys + 0, 28y3 (
y1 = 10, (
Yo > 15, (
ys > 12, (4.

4

X1, T2, T3, Ty Z Oa ( .

kde (4.3) vyjadiuje minimalizaci déelové funkce, obsahujici ndhodné veli¢iny

Ci,...,C4. Ucelova funkce predstavuje celkovou cenu nakupovanych surovin.
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Omezeni (4.4) az (4.7) se vztahuji k mnozstvi surovin potfebnému k vyrobé ho-
tovych miissli a vyjadiuji pozadavek, ze mnozstvi nakoupenych surovin musi byt
vétsi nebo rovno spotfebovanému mnozstvi. Podminky (4.8) az (4.10) se tykaji
poptévky, tedy minimalniho mnozstvi hotovych vyrobki. Omezeni (4.11) pouze
zduraznuje nezapornost jednotlivych mmnozstvi.

Podivejme se nyni na jednotlivé piistupy, pomoci kterych je mozné tento
model prevést na model deterministicky, tj. na mozné transformace nahodnych

veli¢in. Prvnim z nich bude vyuziti stfedni hodnoty.

4.1.1 Pouziti stiredni hodnoty

Nahodné veliciny C; az Cy nahradime jejich sttednimi hodnotami, tedy

7iy = 30.08

fiy = 258.87
fis = 350.43
fiy = 118.57

Deterministicka ucelova funkce pak vypadda nasledovneé
f(z) = 30.08x; + 258.87x9 + 350.43z3 + 118.57x4. (4.12)

Podminky (4.4) az (4.7) upravime tak, ze na pravé strané nechame jen kon-
stanty (které jsou zde vSechny rovny nule). Vysledny model je v nasledujicim

tvaru
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min 30z + 26025 4+ 35023 + 12024
za podminek x7 — 0,54y, — 0,58y, — 0,6y3 >0
9 — 0,26y, — 0,08y > 0
x3—0,12y; — 0,24y, — 0,12y3 > 0
x4 —0,08y; —0,1ys — 0,28y3 > 0

X1,T2,T3, T4 Z 0.

Tuto tlohu linedrniho programovani vytreSime pomoci matematického pro-

gramu Matlab. Pouzijeme funkci linprog s nasledujicimi parametry:
linprog(f, A, b, Aeq, beq, [, u), (4.13)

kde [ (resp. u) je dolni (resp. horni) hranice pro vektor feseni z = (x,y) =
(w1, T2, T3, T4, Y1, Y2, y3) T, Aeq - 2 = beq jsou omezeni ve tvaru rovnosti, A -z < b

omezeni ve tvaru nerovnosti a f ucelova funkce. Zadame nasledujici:

= [30.08; 258.87; 350.43; 118.57; 0; 0; 0];
A=[1000 —054 —0.58 —0.6;
0100 —0.26 —0.08 0;
0010 —0.12 —0.24 —0.12;
0001 —0.08 —0.1 —0.28];
b = [0;0; 0; 0J;
[ = [0;0;0;0;10; 15; 12]; (4.14)

Néasledné v Matlabu zavoldame funkci linprog

[z, fval, exit] = linprog(f,—A, —=b,[],[],1,]]),
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kde [ | oznacuje nevyplnénou (prazdnou) polozku. Matici A jsme dosadili ve tvaru
—A a vektor b jako —b, kvuli tomu, ze funkce linprog pozaduje omezeni ve tvaru

A -z <b. Po vypoctu ziskdme otpimalni fesent:

a 21.3
. || | 38
rt = z | = | 624 (4.15)
ok 5.66
a
yi 10
v=1y|=115 (4.16)
Y3 12

Hodnota tcelové funkce je potom rovna
foal = ¢T'z* = 4482.20 K¢

a vystupni parametr ezrit nam dal vysledek 1, coz znamend, ze byly splnény
podminky optimality prvniho fadu, tj. nalezeno optimum. Na obrazku 9 vidime

hodnoty ucelovych funkei pro nami generovana cisla v porovnani s hodnotou

4482.20 K¢ (plné ¢éra).

5400

5200

Hodnoty ficelové funkce pro 200 pozorovani

.

fi x)= ¢’ x

*

f(x) = 4482.20

7
m
=}
=
]

T
|

* -
a500 -* " L4 . . * o L]

.
4800 * . Y &

4400

4200 —

Hodnota Géelové funkce [CZK]

4000 - - +

S0 | | I * | | » |
i} 100

Pozorovani (1 - 200)

Obrazek 9: Hodnoty tcelovych funkei

Poznamka 4.1. Z vypoctenych ucelovych funkci pro nase generované hodnoty
a také z obrdzku 9 lze zjistit, Ze zhruba polovina hodnot je mensich neZ ndmi

vypocitand hodnota 4 482.20 K¢, konkrétné je téchto hodnot 98 (tj. 49% ).
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Poznamka 4.2. Pro ziskani deterministického ekvivalentu wlohy stochastického
programovani jsme pouZili individudlni hodnotici funkce a ,aplikovali“ stredni
hodnotu na kazdou ndhodnou slozku zvldst. Pokud bychom chtéli stredni hodnotu
z celé ndhodné proménné ¢ = c(&)Tx (tj. pouzit sdruzenou hodnotici funkci),
bude vysledek stejny. Proc je tomu tak jsme ukdzali v (3.24) a tento vztah plyne

z nezdvislosti nahodnyjch velicin Cy, Cy, Cs3, Cy (kterou zde predpokladdme).

4.1.2 Pouziti pravdépodobnostni funkce

Uvazujme individudlni pravdépodobnostni funkce (tedy pro kazdou ndhodnou
velicinu zv14st ). Stanovime si pravdépodobnost o € (0, 1), ktera bude predstavovat
pravdépodobnost, s kterou realizace ndhodné veli¢iny (ceny - C;) nepiekroci
néjakou hodnotu Cp,;. Tuto hodnotu se budeme snazit najit a poté pouzit v nasem

modelu. Mame tedy

P(Cy <Cyp) =«
P(Cy < Cp) =«
P(C5 < Cp3) =
P(Cy < Cyy) =«

Pro jednoduchost budeme uvazovat stejnou hodnotu « pro vSechny ceny su-
rovin a u vSech cen predpoklddame dané normalni rozdéleni s danymi parametry.

Jiz diive jsme spocitali vektor stiednich hodnot cen surovin:

[y 30.08

Ble)=n=1 17| 35043

[ 118.57

a vektor smérodatnych odchylek:

o1 2.8866
() =0 = o, | | 17.8761
RGO == 6y | T | 35.3286
04 14.7814
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Pravdépodobnost 90 % Stanovme nejprve o = 0.9, tedy pravdépodobnost
90%, ze skutecna cena C; nebude vyssi nez hledand hodnota Cj;. Ukazme si nyni

postup feseni napiiklad pro cenu ovesnych vlocek:
P(Cl < C()l) =09= F(C(n) =0.9

Pouzijeme transformaci na normované normadlni rozdélent, tj.
X —
X ~N(p,0%) = S ~N(0,1).
o
Oznacime-li @ distribuéni funkei N (0, 1), bude v nasem pripadé platit:

F(Co) = @(M) = 0.9

01

Ziskali jsme rovnici o jedné nezname Cp;. V tabulkach pro kvantily normovaného

normélniho rozdéleni (viz [4]) najdeme hodnotu
®1(0.9) =1.28

a rovnici vyresime nasledujicim zpusobem:

o Co1 — 30.08
2.8866

Co1 — 30.08
2.8866

Co1 — 30.08 - 198
2.8866

Co1 = 33.77

0.9

1(0.9)

Stejnym zpusobem dopocitame Cj,; i pro ostatni ceny surovin. Vysledné hod-

noty jsou uvedeny v tabulce.

Coi(ovesné vlocky) ... 33.77 K¢
Coz(ovoce) ... 281.75 K¢
Cos(ofisky) ... 395.65 K¢
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Takto ziskané hodnoty pouzijeme v nasem modelu. Podminky zustanou stejné,

zmeéni se jen ucelova funkce. Budeme tedy tesit tlohu minimalizace

min 33.84 x; + 281.75 x9 + 395.65 x3 + 137.49 x4

z € B, (4.17)

kde /3 je oblast pifpustnych Feseni definovand omezenimi (4.4) az (4.11). Ulohu

opét vytesime pomoci funkce linprog v Matlabu, kde nyni zadame
f =1[33.77;281.75; 395.65; 137.49; 0; 0; 0]

a ostatni parametry zustanou stejné. Optimalni mnozstvi surovin jsou stejna jako

v predeslém priipadé, tj

T 21.3
o Ty | _ 3.8
T3 6.24
Ty 5.66

Celkova cena surovin je nyni rovna 5 037 K ¢. Je to ¢astka, kterou ziskame pii

90%-ni pravdépodobnostni drovni danych cen surovin.

Poznamka 4.3. VyuZili jsme transformace na normované normdlni rozdéleni a v
modelu poté poéitali s pribliznou hodnotou ®=1(0.9) = 1.28. Kdybychom napriklad
pomoci programu Matlab vypocitali primo 0.9-kvantil, celkovd cena surovin by

vysla nepatrné vyssi, viz priklad1.m v priloze 1 (na CD).

Pravdépodobnost 80 % Podivejme se nyni, jak se zméni situace, pokud
,slevime z nasich naroku“ a bude nam stacit, pokud budou dand omezeni splnéna
alesponi na 80%. Postup feSeni bude stejny jako v piedchozim piipadé. Jedind
zména bude v a-kvantilu, nyni v tabulce pro kvantily normovaného normalniho
rozdéleni (viz [4]) najdeme 0.8-kvantil. Ndhodné veli¢iny musime opét normovat

a ziskame rovnice ve tvaru

63



Co1 — 30.08 B

Coo — 258.87 B

Cos — 350.43 B

Cos — 118.57 B

Po vyfeseni mame ceny surovin:

Cop = 27388 K¢
Cos = 380.11 Ke¢
Cos = 13099 Ke

V programu Matlab zadame funkci f = [32.50;273.88;380.11; 130.99; 0; 0; 0]
(ostatni parametry zustanou stejné) a po volani funkce linprog ziskdme optimalni
mnozstvi surovin stejné jako difve a hodnotu tcelové funkce ¢’z = 4 846.28 K¢.

Na obrazku 10 je zobrazeno srovnani vypoctenych hodnot tcelovych funkei
(tj. celkové ceny nakupovanych surovin) pro a = 0.9 (plnd ¢dra) a a = 0.8
(prerusovand ¢éra) s hodnotami ucelovych funkei nasich ,pozorovéni® (genero-
vanych ¢isel).

Podivame-li se na pocet generovanych hodnot, které jsou mensi nebo rovny
vypoctenym hodnotam pro a = 0.9, zjistime, Ze jich z celkovych 200 je 196, coz
predstavuje 98%. Pro @ = 0.8 spliuje tuto podminku 189 hodnot, tj. 94,5%.
Takové vysledky pro nas mohou byt na prvni pohled prekvapujici, protoze jsme
na zacatku stanovili pravdépodobnosti 90% (resp. 80%). Tato pravdépodobnostni
omezeni jsme ovSem zavedli pro jednotlivé ceny surovin zwldst a ne pro celkovou

cenu nakoupenych surovin, proto se pravdépodobnosti takto lisi.
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Porovnani hodnot ucelovych funkci
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Obrazek 10: Hodnoty ucelovych funkel

4.1.3 Worst-case approach

Nyni predpokladejme, Ze nezname rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych cen
surovin. Vyuzijeme pristupu ,,worst-case approach®, ktery jsme popsali v oddilu
3.3.4.

Najdeme nejhorsi moznou hodnotu vektoru ¢, coz pro nas v tomto pripadé
znamend nejvetsi hodnotu ceny surovin. Pokud méame soubor 200 cen dané suro-
viny, najdeme mezi nimi tu nejvétsi a tu pouzijeme v modelu - horsi situace by

(teoreticky) nemeéla nastat.

max(C; = 37.82 K¢
max(Cy = 307.58 K¢
max(C3 = 480.89 K¢
maxCy = 15597 Ké¢

Tyto hodnoty opét zaddme jako funkci f (v Matlabu) a vyfesime pomoci
piikazu linprog. Hodnota tcelové funkce, tj. celkova cena nakupovanych surovin
zde vysla rovna 5 857.91 K¢. Tato hodnota by méla ukazovat nejvyssi moznou
cenu, kterou zaplatime za nakup pozadovaného mnozstvi surovin. Podivame-li
se na hodnoty ucelovych funkci pro nase generované ceny surovin, zjistime, ze

nejvétsi hodnotou byla castka 5 333.81 K¢.
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4.1.4 Srovnani

Podivejme se na porovnani vysledku pouzitych metod. V tabulce 3 jsou shr-
nuty dosazené vysledky:.

Prvni sloupec tabulky 3 oznac¢uje metodu transformace stochastické proménné
na deterministickou. Ve druhém sloupci jsou touto metodou ziskané hodnoty
cen a ve tretim vysledna ucelova funkce, tj. celkova cena nakupovanych surovin
pro dané deterministické ceny. Ctvrty sloupec se vztahuje k nasim generovanym
¢islum a je zde zapsén pocet a v zavorce procento (z celkovych 200 pozorovani)

hodnot ucelovych funkci, které splnuji podminku

c'o* < f(x), (4.18)

kde f(z) je hodnota ucelové funkce vypocitana danou metodou.

/(@) pocet (procento)
METODA vektor cen pro vektor x* = soliiuicich
(21.3,3.8,6.24, 5.66)" P
30.08
Stredni 258.87 y
hodnota 350,43 4 482.20 Kc 98 (49 %)
118.57
33.77
Pravdépodobnost 281.
ravaeiooz HoS 325‘22 5 037 Ké 196 (98 %)
137.49
32.50
Pravieiogf;bnos‘; ggg:ﬁ 4 84628 Ké 189 (94.5 %)
130.99
37.82
Worst-case igggg 5 85791 Ke 200 (100 %)
155.97

Tabulka 3: Srovnani metod pro ndhodnou cenu
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Kontrolni vzorek Pomoci generatoru nahodnych ¢isel nyni nechame vygene-
rovat 1000 hodnot cen kazdé suroviny. Tyto hodnoty budou pochazet ze stejného
(teoretického) rozdéleni pravdépodobnosti jako nasich puvodnich 200 hodnot, tj.
viz (4.1):

1 - ovesné vlocky ~ N (30, 9)

2 - ovoce ~ N (260, 324)

3 - oifsky ~ N (350,1 024)

o~ o~~~

4 - med ~ N (120,225)

Podivame se nyni na pocet hodnot celkovych cen surovin (¢?z*), které spliujf
podminku cT'z* < f;(x), kde ¢ jsou nové generované ceny, z* pivodni optimaln{
mnozstvi surovin ziskand ze vzorku 200 hodnot a f;(z) puvodni vysledné ucelové
funkce (celkové ceny surovin) ziskané z puvodniho vzorku pomoci prislusné i-té
metody.

Tabulka 4 shrnuje ,uspésnosti“ nové ziskanych celkovych cen surovin v po-
rovnani s prislusnymi vypoctenymi hodnotami. V prvnim sloupci je pouzita me-
toda (mira kvality) a ve druhém tspésnost pro f;(z) vypoctenou pomoci indi-
vidudlnich hodnoticich funkci. Hodnoty s kterymi porovnavame lze nalézt v ta-

bulce 3.

Individualni
Metoda hod. funkce
pocet (procento)
Stredni
hodnota 486 (48.6 %)
Pravdépodobnost
o — 0.9 983 (98.3 %)
Pravdépodobnost
o — 0.8 917 (91.7 %)
Worst-case 1000 (100 %)
approach

Tabulka 4: Kontrolni vzorek pro ndhodné ceny
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4.2 Poptavka jako nahodny vektor
Nyni budeme cenu surovin povazovat za znamou, deterministickou.
c = (c1,c9,c3,¢4)" = (30,260,350, 120)"

a jednotkou jsou opét K¢/kg. Ndhodnym vektorem nyni bude pozadované

mnozstvi jednotlivych druhu miissli, neboli poptévka po nich, tedy vektor b(&):
b(£> = (Bh B2a B3)T7

kde By az Bjs jsou nahodné veliciny s normdlnim rozdélenim pravdépodobnosti.
Pomoci generatoru ndhodnych ¢isel v programu Matlab po zadani nasledujicich
(predpokladanych) rozdélent

By ~ N (10,2?)

By ~ N (15,2.5%)

By ~ N (12,1.6%) (4.19)
jsme ziskali 200 hodnot pro poptavky po jednotlivych druzich miissli. Rozdéleni
téchto generovanych hodnot aproximujeme normalnim rozdélenim, se kterym bu-
deme dale pracovat je nasledujici

By ~ N (10.09,1.91%)
By ~ N (15.08,2.46%)
By ~ N (12.03,1.657) (4.20)

Stochasticky model muzeme zapsat ve tvaru

min 30z + 26025 4+ 35023 + 12024
za podminek x7 — 0.54y; — 0.58y — 0.6y3 > 0
r9 — 0.26y; — 0.08y, > 0
r3 — 0.12y; — 0.24y, — 0.12y3 > 0
x4 — 0.08y; — 0.1ys — 0.28y3 > 0
Y1 = Bi, y2 > Bs, y3 > B3
T1,To, 23,24 > 0.
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Podivejme se nyni opét na reseni pomoci ruznych pristupu, jak stochasticky model

prevést na determainisticky.

4.2.1 Stiedni hodnota
Do modelu zaddme podminky se stfednimi hodnotami E(B;), tj. v; > E(B;)
y1 > 10.09, yo > 15.08, y3 > 12.03
Ceny surovin jsou deterministické a v programu Matlab zadame funkci
f = [30;260; 350; 120; 0; 0; 0]

a spodni mez

[ =10;0;0;0;10.09; 15.08; 12.03].

Ostatni omezeni zustanou stejna jako v pripadé se stochastickou cenou surovin,

tj. jako v (4.14). Po zadéni do funkce linprog ziskdme optimdlni feseni ve tvaru

21.41
. 3.83
6.27
5.68

10.09
y* = | 15.08
12.03

a hodnotu tcelové funkce

f(z) = c"a* =30 % 21.41 + 260 * 3.83 + 350 * 6.27 + 120 x 5.68 = 4 515.90 K¢.

4.2.2 Pravdépodobnostni funkce
Jak jsme uvedli v oddilu 3.5.3
P(By > B;) > a < P(B; < By) > a & Fp,(By) > a (4.21)
Podle (3.46) lze posledni vztah jesté upravit jako
F,(Boi) > o <= By > Qp,(a),
kde Qp, () je a - kvantil distribuéni funkce Fp,.
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Pravdépodobnost 90 % Opét pouzijeme transformaci na normované normaln{
rozdéleni, hodnotu a-kvantilu najdeme v tabulkach a vypocitame By;. Ukazme si
postup na piikladu pro prvni druh vyrobku, tj. mnozstvi ovocnych miissli (By).

Zvolme o = 0.9:

Fg,(Bo) = 0.9

Bor — 10.09
(=L ) — 0.9

o )

Bor — 10.09 .

S R (1)

o ) (09)

Bor — 10.09. .

(Z2 ) = .98

1.91
Bor = 12.53 kg. (4.22)

Interpretace: Na 90% bude poptdvka mensi nebo rovna hodnoté 12.53 kg. Chtéli
bychom tuto poptavku uspokojit, proto do modelu zadame podminku ve tvaru
y1 > 12.53. Dopocitame timto zpusobem i poptavku pro ostatni druhy surovin

(opét na hladiné 90%). Vysledna omezeni (y; > By;) jsou uvedena v tabulce.

s > 1253 kg
Yo > 18.23 kg
ys > 1414 kg

Deterministicky model je potom ve tvaru:

min 30z + 26025 4+ 35023 + 12024
za podminek x7 — 0.54y; — 0.58y — 0.6y3 > 0
ro — 0.26y; — 0.08y, > 0
r3 — 0.12y; — 0.24y, — 0.12y3 > 0
x4 —0.08y; — 0.1y — 0.28y3 > 0
y1 > 12.53
Yo > 18.23
ys > 14.14
T1,T9,x3,T4 > 0.
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Po zadani novych omezeni do funkce linprog v programu Matlab (ostatni

paramtery zustavaji stejné) ziskdme optimélni reseni

25.82
.| a2
7.58
6.78

12.53
yt = | 18.23
14.14

a hodnota ticelové funkce (celkova cena surovin) je f(z) = c'a* = 5 466.50 Keé.

Pravdépodobnost 80 % Nyni snizime pravdépodobnostni omezeni podminek.
Pouzijeme transformaci na normované normélni rozdéleni a ziskdme ,,80%-ni

poptavky* a nova omezeni:

yi > 11.69 kg
ye > 17.15 kg
ys > 1342 kg

Ve funkci linprog v programu Matlab zménime pouze dolni mez
[ =10;0;0;0;11.69; 17.15; 13.42]
Ziskame optimalni feSeni ve tvaru

24.31
R S
7.13
6.41

11.69
v = | 17.15
13.42
a hodnotu tcelové funkce f(x) = cTx* =5 140.50 Ké.
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4.2.3 Worst-case approach

Pouzijeme-li ptistup ,,Worst-case approach®, budeme v modelu uvazovat nej-
horsi mozné hodnoty. Ty pro nas budou tentokrdt predstavovat nejvétsi mozné
poptavky, prestoze by samoziejmé také nebylo zadouci, aby byla poptavka nu-
lova. Nasim cilem vsSak je uspokojit poptavku a nevadi nam ptrebyteéné mnozstvi
vyrobku ¢i surovin na skladé.

Podivame se na nejvyssi hodnotu poptavky. Zjistime, ze pro jednotlivé druhy

miissli bylo maximum nésledujici:

max By (ovocné miissli) ... 15.43 kg
max By (offskové miissli) ... 22.15 kg
max By (medové missli) ... 16.70 kg

Tyto hodnoty pouzijeme v modelu v omezenich y; > max B; a opét pomoci

funkce linprog ziskame optimalni feSeni ve tvaru:

31.20
« . | 5784
9.172
8.125

15.43
y = | 22.15
16.70

a hodnota ticelové funkce (celkovd cena surovin) je f(z) = ¢’z = 6 624.90 K¢.

4.2.4 Srovnani metod

Tabulka 4.2.4 ukazuje srovnani pouzitych metod, uvedenych v prvnim sloupci
(pod oznacenim ,p-stni“ omezeni rozumime omezeni ,pravdépodobnostni“). Ve
druhém sloupci je uvedena vypoctena poptavka pro vSechny tii druhy miissli

pii pouziti dané metody. Ve tfetim sloupci vidime pocet realizaci (generovanych
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hodnot) poptavky po jednotlivych missli, které byly mensi nebo rovny danym
vypoctenym poptavkam (viz druhy sloupec), tj. spliovaly podminky

b’LSB’L i:17273a

kde b; jsou generované hodnoty poptavky. Celkovy pocet generovanych cisel,
ke kterému jsou vztazena uvedena procenta, byl 200.
V poslednim sloupci je uveden pocet realizaci, ve kterych byly vyse uvedené

podminky splnény pro vsechny t¥i druhy miissli soucasné, tj.
by < By Aby < By ANbg < Bs.

Vsimnéme si, ze pouzijeme-li pro nahrazeni nahodné proménné stiedni hod-
notu, pohybuje se nase ,tspésnost* kolem 50 %, pro kazdy druh miissli zvI4ast.
Pozadujeme-li vsak, aby byly splnény soucasné vsechny tfi podminky, bude pro-
cento hodnot mnohem nizsi.

V pripadeé ,worst-case approach“ mame samoziejmeé ,,ispésnost* rovnu 100 %,
nebot jsme v modelu pouzili nejvétsi realizace poptavky u kazdého druhu miissli.

Horsi situace tedy nemohla nastat - mezi nasimi generovanymi ¢isly.

Poptédvka Pocet (procento) Pocet V(p?,o (fento)
Metoda b= (B, By, By)" solfiicich splnujicich
b7 P (pro vsechny)
. 10.09 102(51%)
fjgi‘irtl; 15.08 99(49.5%) 29 (14.5 %)
12.03 108(54%)
P-stni omezeni 12.53 178(89%)
o 18.23 183(91.5%) 142 (71 %)
' 14.14 178(89%)
o 11.69 159(79.5%)
. 17.15 161(80.5%) 99 (49.5 %)
' 13.42 159(79.5%)
15.43
Worst-case 22.15 200 (100 %) 200 (100 %)
16.70

Tabulka 5: Srovnani metod pro ndhodnou poptavku

73



Uvazujeme-li nahodné veliciny By, By, B3 nezavislé, da se procento realizaci,
které jsou mensi nebo rovny dané hodnoté, priblizné vypocitat nasledujicim
zpusobem. Podle odvozeni v teorii v rovnicich (3.49) a (3.50) se vlastné jedna

o pravdépodobnost

P(b < b)) = ﬁP(bi < B)) = P(by < By) - P(by < By) - P(bs < By).

i=1
Pti pouziti stfedni hodnoty ziskame

P(by < 10.09 A by < 15.08 A by < 12.03) =
= P(b; < 10.09) - P(by < 15.08) - P(b3 < 12.03) =
= 0.51-0.495 - 0.54 = 0.136 = 13.6 %

Nam vysla ,,celkova® pravdépodobnost rovna 14.5 %, rozdil je ziejmeé zpusoben
tim, ze mame k dispozici konecny pocet realizaci.

Obdobné je tomu pii pouziti pravdépodobnostnich omezeni. Pro a = 0.9

bychom ziskali

P(by < 12.53 Aby < 18.23 A by < 14.14) =
= P(by < 12.53) - P(by < 18.23) - P(bs < 14.14) =
= 0.89-0.915 - 0.89 = 0.7248 = 72.48%

a pro o = 0.8 potom

P(by < 11.69 A by < 17.15 A by < 13.42) =
= P(b; < 11.69) - P(by < 17.15) - P(bs < 13.42) =
— 0.795 - 0.805 - 0.795 = 0.5088 = 50.88%

Sdruzend pravdépodobnost Pokud bychom pozadovali celkovou (sdruzenou)
pravdépodobnostni tiroven a pro uspokojeni vSech poptavek soucasné, musime

splnit jednotliva omezeni s vétsi pravdépodobnosti, konkrétné
Py < Bi,y2 < By, y3 < B3) = «

I

P(yZSBZ):{”/a, i:1,2,3,
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pokud chceme splnit vsechny podminky se stejnou pravdépodobnostni trovni.
Budeme-li klast vétsi duraz na uspokojeni jedné poptavky nez zbylych dvou,
muzeme pozadovat vétsi pravdépodobnost u této podminky. Budeme vychézet

z toho, ze ptiblizné plati
P(y1 < Bi,ya < Bo,y3 < B3) = P(y1 < B1) - P(y2 < By) - P(ys < Bs).

Tato situace muze v praxi nastat naptiklad v pripadé, kdy ruzné vyrobky
prodavame za ruzné ceny a protoze chceme maximalizovat nas zisk, budeme chtit
uspokojit co nejvice poptavky po tom nejdrazsim vyrobku.

Jind moznost, jak ziskat sdruzenou pravdépodobnostni uroven, je uvedena
v teorii v oddilu 3.5.4 v rovnicich (3.51) a (3.52), kdy pouzijeme logaritmickou

transformaci. Mame omezeni ve tvaru
3 3
Py > b)) = [[P(Bi <) = [ [ Fu. i),
i=1

i=1
po logaritmické transformaci ziskame
3 3
log [ [ Fu. (i) = ) _log Fg, (y:).
i=1 i=1
Nasledné mame podminku ve tvaru
3
Z log Fi,(y;) > log v,
i=1
ktera definuje konvexni mnozinu. Nyni tedy resime tlohu optimalizace

min ¢’z

T

za podminek A-x <b



kterou po dosazeni ziskame ve tvaru

min 30z + 260xy + 350z + 12024
za podminek —xz; 4 0.54y; 4+ 0.58y, + 0.6y3 < 0
—x9 + 0.26y; + 0.08y, <0
—x3 4+ 0.12y; + 0.24y, + 0.12y3 < 0

—T4 + 008y1 + 01y2 + 028:93 <0

3
loga — ZlogFBi(yi) <0

=1

X1,T2,T3, T4 Z 0.

Zvolime napt. a = 0.8. Ulohu vyTesime pomoci programu Matlab a skriptu

PrikladLog.m (viz ptilohu na CD) a ziskdme optimalni feseni

26.4678
. 4.8016
7.7102
7.0269

12.8537
y* = | 18.2454
14.9074

a hodnotu ticelové funkee (celkovou cenu surovin) f(z) = ¢’z = 5 584.30 Ké.
Pro kontrolu se muzeme podivat na naSe generované hodnoty b; a zjistime, zZe

prave 80% téchto hodnot spliuje soucasné vsechny podminky
by < By Aby < By ANbs < Bs.
Pro a = 0.9 mame optimélni reseni

27.6912
.| 5.0538
8.0795
7.3205

76



13.5347
y* = | 19.1843
15.4260

a hodnotu ucelové funkce f(x) = ¢’z =5 851 K¢. Mezi generovanymi hodnotami

vyse uvedené podminky soucasné spliuje 179 hodnot, tedy 89, 5%.

Kontrolni vzorek Podivejme se, jakou ,uspésnost® maji vysledky ziskané
z nasich puvodnich generovanych hodnot pro jiny vzorek ze stejného rozdélent,

tj. zachovame predpokladané rozdéleni pravdépodobnosti, viz (4.19)

By ~ N (10,27)
By ~ N (15,2.5%)
By ~ N (12,1.6%)

Nyni generujeme 1000 hodnot a nazveme tento soubor dat kontrolnim vzor-
kem. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 6. Prislusné ¢etnosti ,,ispésnosti“ se ptilis
nelisi od ocekdvanych, tj. pii pouziti sttedni hodnoty se pohybuji okolo 50%,
u pravdépodobnostnich funkci okolo 90% (pro a = 0.9) a 80% (pro o = 0.8).
Také procenta ,uspésnosti“ pii provedeni logaritmické transformace a vypoctu
sdruzené pravdépodobnostni tirovné vychazi podle ocekavani, tj. 80 % pro a = 0.8
a 89.3 % pro a = 0.9. Vyuziti této transformace tedy vede k piiznivym vysledkum
a lze ji doporucit, pokud jsou pozorovani nezavisla.

Vsimnéme si, ze nyni jiz nemame 100%-ni jistotu, ze realizace budou pod
hranici vysledku ziskanych pomoci ,,worst-case approach”. Ale muzeme fici, ze se
100% blizi. Dokonce i pokud pozadujeme splnéni vSech tif podminek soucasneé,

ziskdme ,,uspésnost® 98.7%, coz je pravdépodobnost relativné vysoka.
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Pocet (procento)

Metoda | (P | PO PO | splaujicil
LB 8 PR (pro vsechny)
Strodu 10.09 524(52.4%)
hodnota 15.08 498(49.8%) 132 (13.2 %)
12.03 483(48.8%)
o 12.53 014(91.4%)
o 18.23 919(91.9%) 738 (73.8 %)
' 14.14 875(87.5%)
Logaritmicka 13.53 962(96.2%)
transformace 19.18 966(96.6%) 893 (89.3 %)
a=09 15.43 961(96.1%)
R, 11.69 819(31.9%)
o 17.15 818(81.8%) 526 (52.6 %)
13.42 783(78.3%)
Logaritmickd 12.85 931(93.1%)
transformace 18.24 919(91.9%) 800 (80 %)
a=08 14.91 935(93.5%)
15.43 093(99.3%)
Worst-case 22.15 999(99.9%) 987 (98.7 %)
16.70 995(99.5%)

Tabulka 6: Kontrolni vzorek pro ndhodnou poptavku
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5 Program pro reSeni jednostupnového modelu
v Matlabu

V programu Matlab jsme vytvorili funkci slm, kterda po zaddni parametru
kompletné vyresi dany stochasticky problém. Zadani ruznych piikladu a pouziti
ruznych metod je spousténo z nékolika skriptu, oznacenych jako prikladX.m,
kde X je poradové éislo prikladu (tedy napt. prikladl.m). Funkci slm i jednotlivé

skripty lze nalézt v priloze 1 (na ptilozeném CD).

5.1 Funkce slm v programu Matlab

Funkce slm umi tesit ruzné typy uloh stochastického programovani. V této
podkapitole naleznete jeji popis.

Volani funkce slm je nésledujici
[z, fx,indikator] = slm(n, beta, det_c, stoch). (5.1)

Vystupem je vektor optimélnich feseni x typu (n x 1), hodnota tcelové funkce
fr = f(x) a indikator, ktery udavé, jestli dloha nasla optimdlni feseni nebo
nastaly néjaké problémy. Zminili jsme se o ném jiz v teorii, viz (1.11).

Vstupy tvori pocet neznamych n, struktura beta, ktera reprezentuje mnozinu

[ urcenou deterministickymi omezenimi:

beta.A - x < beta.b
beta.Aeq-x = beta.beq (5.2)
beta.lb <z < beta.ub

dale vektor det_c, obsahujici deterministické koeficienty ucelové funkce, a pole
struktur stoch. Kazdy prvek tohoto pole odpovidéa jednomu typu stochastického
omezeni. Kazdy prvek je struktura, jejiz slozky maji nasledujici vyznam:
stoch.typ urcuje, kde se ndhodna proménna vyskytuje:

e 1 ...v ucelové funkci jako ¢

e 2 ...v dolnich omezenich jako beta.lb
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e 3 ...v hornich omezenich jako beta.ub
e 4 ...v omezenich typu nerovnosti jako beta.b

e 5 ...v omezenich typu rovnosti jako beta.beq

stoch.ind urcuje, které slozky vektoru c, beta.lb, beta.ub, beta.b, piip. beta.beq

jsou nahodné.

stoch.metoda rozhoduje, kterou metodu Matlab pouzije pro ziskéani determi-

nistického ekvivalentu stochastické lohy. Moznosti jsou nasledujici:

1 ...stfedni hodnota

e 2 ... pravdépodobnostni funkce s p-stni drovni stoch.alfa € (0, 1)

e 3 ...worst-case approach s pouzitim ¢i vypoctem intervalu

e 4 ...smérodatnd odchylka (podle (3.63) a (3.64))

stoch.data - uzivatel ma moznost zadat vlastni data (vektor, matici) a to
bud pifmo z Matlabu nebo napi. z MS Office - z FExcelu (pomoci piikazu

xlsread(' NazevSouboru', pole’)).

stoch.mean predstavuje sttedni hodnotu, kterou uzivatel muze piimo zadat,

nebo pokud ji nezna, program ji vypocita z dat.

stoch.std je smérodatna odchylka a pfi zadavani pro ni plati to samé jako pro

stfedni hodnotu.

stoch.interval spodni a stoch.interval horni oznacuji spodni, resp. horni
mez intervalu, ve kterém se data nachdzeji. Opét ho muze zadat uzivatel sam,
nebo se vypoéita z dat. Jeho znalost bude nutnd pro pristup worst — case (met.

3) a pro rovnomeérné rozdéleni pii pouziti pravdépodobnostni funkce (met. 2).
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stoch.delta je vyuzito v ptistupu worst — case, kde uzivatel oznaci, které hod-

noty pro néj znamenaji nejhorsi situaci:
e 1 ...nejmensi hodnoty

e 2 ...nejvetsi hodnoty

stoch.rozdeleni udava, z jakého rozdéleni data pochazeji. Uzivatel ho musi

zadat sam, jinak se predpoklada normalni rozdéleni. Moznosti jsou:
e 1 ...normdlni rozdéleni (s parametry stoch.mean a stoch.std)
e 2 ...exponencidlni rozdéleni (s parametrem stoch.mean)
e 3 ...lognormalni rozdéleni (s parametry stoch.mean a stoch.std)
e 4 ... Poissonovo rozdéleni (s parametrem stoch.lambda)

e 5 ...rovnomérné spojité rozdéleni (s parametry stoch.interval spodni

a stoch.interval _horni)

stoch.lambda je parametr Poissonova rozdéleni a je nutné ho zadat pouze pro
tento typ rozdéleni.

Funkce slm nejprve pomoci vybrané metody prevede stochasticky model na
deterministicky a poté pomoci vhodného tesice vytesi ilohu optimalizace. Timto
fesicem muze byt bud linprog, quadprog nebo fmincon v zavislosti na typu

ulohy - linearni, resp. kvadratické, resp. obecné konvexni programovani.

5.2 Jednotlivé priklady ve skriptech

Volani jednotlivych typu prikladu je rozdéleno do jednotlivych skriptu, viz
prikladl.m az priklad6.m v priloze na CD. Spolu s nimi se v priloze nachéazi
i data (generovand ¢isla) v souboru GenerovanaClisla.xlsx, generovand cisla jako
kontrolni vzorek v souboru KontrolniV zorek.zlsx a jiz zminéna funkce sim.

Je vytvoreno Sest zdakladnich skriptu - typu piikladu. Piiklady 1 az 3 tesi

nahodnou proménnou v ucelové funkci a priklady 4 az 6 ndhodnou proménnou
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v omezenich. Ptiklady s ndhodnosti v uicelové funkci 1ze s ptiklady s ndhodnosti
uvedu popis a konstrukei piikladu 2 a piikladu 15, ktery je kombinaci prikladu 1
a d.

Piiklad 2 tesi priklad z podkapitoly 4.1, tj. zabyva se ndhodnou proménnou
v ucelové funkei (ndhodnymi cenami surovin) - typ 1. Jako mira kvality jsou
zvoleny individualni pravdépodobnostni funkce - metoda 2. Pravdépodobnostni
uroven stanovime napt. o = 0.9 a piiklad budeme fesit z generovanych dat za
predpokladu normalniho rozdéleni - rozdéleni 1. Zdrojovy kéd (viz priklad2.m)

pro tento ptipad vypada néasledovné:

n=7;

stoch.ind=1:4;

stoch.typ=1;

stoch.metoda=2;

stoch.alfa=0.9;
stoch.rozdeleni=1;
stoch.data=xlsread(’GenerovanaCisla.xlsx’,’B2:E201°);
det_c=zeros(n,1);

beta.Aeq=[];

beta.beq=[];

beta.b=[0;0;0;0];

beta.A=[-1 0 0 0 0.54 0.58 0.6;
0-1000.26 0.08 0;
00-100.12 0.24 0.12;
000-10.080.10.28];
beta.1lb=[0;0;0;0;10;15;12];
beta.ub=[];

[x,fx,indikator]=slm(n,beta,det_c,stoch);
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Cislo n uréuje pocet slozek vektoru z = (21, T2, T3, T4, Y1, Y2, y3) L, a stoch.ind =
1 : 4 znaci, ze nahodnymi slozkami jsou prvni az ¢tvrty prvek vektoru x. Posledni
radek predstavuje samotné volani funkce slm. Matlab vrati nasledujici vysledek

- optimalni feseni, hodnotu ucelové funkce a indikator:

>> priklad?2
Optimization terminated.
x = 21.3000

3.8000

6.2400

5.6600

10.0000

15.0000

12.0000
fx = 5.0205e+03

indikator = 1

Piiklad 15 kombinuje pitklady 1 a 5. Resf dlohu uvedenou v kapitole 4, ale
nyni se ndhodnd proménnd vyskytuje jak v tucelové funkei (cena surovin), tak
v podminkdch (poptavka po hotovych vyrobcich). Pro ceny surovin je pouzita
metoda stiedni hodnoty a pro poptavky pravdépodobnostni funkce s trovni o =

0.9. Zdrojovy kod v programu Matlab vypada nasledovné (viz priklad15.m):

n=7;

beta.Aeq=[];

beta.beq=[];

beta.b=[0;0;0;0];

beta.A=[-1 0 0 0 0.54 0.58 0.6;
0-1000.26 0.08 0;
00-100.12 0.24 0.12;
000-10.080.10.28];
beta.ub=[];
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beta.lb=zeros(n,1);

det_c=zeros(n,1);

stoch(1) .data=xlsread(’GenerovanaCisla.xlsx’,’B2:E201’);
stoch(1l) .ind=1:4;

stoch(1) .rozdeleni=1;

stoch(1) .typ=1;

stoch(1) .metoda=1;

stoch(2) .data=xlsread(’GenerovanaCisla.xlsx’,’02:Q2017);
stoch(2) .ind=5:7;

stoch(2) .rozdeleni=1;

stoch(2) .typ=2;

stoch(2) .metoda=2;

stoch(2) .alfa=0.9;

[x,fx,indikator]=slm(n,beta,det_c,stoch)

Struktura stoch(1) se vztahuje k ndhodnym cendm, tj. stoch(l).ind = 1 : 4,
a struktura stoch(2) k nahodnym poptavkam, tj. stoch(2).ind = 5 : 7. ReSen{

ulohy Matlab vrati v nasledujicim tvaru:

>> prikladlb
Optimization terminated.
x = 24.3323

4.4198

7.1315

6.4141

11.7280

17.1314

13.4382
fx = 5.1356e+03

indikator = 1

Hodnota fx je hodnotou ucelové funkce, predstavuje tedy celkovou cenu nakou-

penych surovin, kterd je relativné vysokd kvuli volbé oo = 90%.
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Srovnani Tabulka 7 shrnuje vysledky dosazené pomoci funkce sim (tfeti slou-
pec) a vysledky, kterych jsme dosdhli v kapitole 4 (¢tvrty sloupec). Jak jsme jiz
uvedli diive, ptiklady 1 az 3 fesi ndhodnou proménnou v tcelové funkei a priklady
4 az 6 ndhodnou proménnou v omezenich.

Vysledky ziskané pomoci funkce slm a hodnoty vypocitané ,,rucné“ v kapitole
4 jsou srovnatelné a rozdily zanedbatelné. Patrneé se jedna o zaokrouhlovaci chyby,
nebo (v pripadé pravdépodobnostnich funkei) je pfi¢inou ruzna volba kvantilu.
V kapitole 4 jsme uzivali transformaci na normované normalni rozdéleni a poté
nasli kvantil v tabulkach - pokud uzivatel nema k dispozici vhodny matematicky

software, je tento postup nevyhnutelny a hlavné z toho duvodu byl v praci uveden.

Hodnota
Priklad Pouzitd metoda ucelové funkce
pomoci funkce sim

Vysledky
z kapitoly 4

1 Stredni hodnota 4 482,20 K¢ 4 482,20 K¢

P-stnf funkce
2 a=20.9 5 020, 50K¢ 5 037Ke
a=0.28 4 844, 80K¢ 4 846, 28K¢

3 Worst-case approach 5 858,10 K¢ 5 857,91 Ke

4 Stredni hodnota 4 516,80 K¢ 4 515,90 K¢

P-stni funkce
5 a=20.9 5452, 30K¢ 5 466, 50K¢
a=0.28 5144, 80K¢ 5 140, 50K¢

6 Worst-case approach 6 624,50 K¢ 6 624,90 K¢

Tabulka 7: Vysledky funkce sim
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ZAVER

Cilem této prace bylo priblizit problematiku stochastického programovani.
Jedna se o oblast optimalizace, ktera je v ¢eské literature feSena jen velmi malo,
prestoze se v soucasnosti stava popularni a ukazuje se jeji vyuzitelnost v mnoha
oborech.

Zamérili jsme se na jednostupnovy model, ktery je jednim z pristupu k reseni
uloh stochastické optimalizace. Predstaveny byly ruzné pristupy a metody, po-
moci kterych lze tlohy stochastického programovani tesit, tedy prevést na jejich
deterministicky ekvivalent. Obecné vsak nelze doporucit jen jednu z uvedenych
metod, nebot vzdy zdlezi na konkrétnim problému a také na samotném rozhodo-
vateli a jeho postoji k riziku.

Ve ctvrté kapitole byl fesen konkrétni priklad zaméfeny na typ smésovaciho
problému, na kterém bylo ukazano numerické reseni pomoci nékolika vybranych
metod. Ctendf se tak mohl sezndmit s postupem i vysledky, kterych vybrané
metody dosahuji.

V posledni kapitole jsme predstavili funkci sim, kterou jsme vytvorili v pro-
gramu Matlab. Vyhodou této funkce je pro uzivatele snadné feseni vybranych
uloh stochastického programovani bez detailni znalosti postupu feseni a bez nut-
nosti sestavovat deterministické tlohy ze stochastickych rucné.

Pt teseni dvoustupnovych a vicestupnovych modelu stochastického progra-
movani je nutné znat problematiku modelu jednostupniového. Tato prace tak
muze poslouzit jako dobry zdklad pro vicestupnovou optimalizaci. Zpracovani
problematiky vicestupnovych modelu by mohlo byt vhodnym rozsitrenim této di-

plomové prace.
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