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V Olomouci dne 20. března 2014
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3.5.4 Př́ıpad nezávislosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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4.2.2 Pravděpodobnostńı funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.2.3 Worst-case approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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5.2 Jednotlivé př́ıklady ve skriptech . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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ÚVOD

Tato práce si klade za ćıl seznámit čtenáře se základńımi myšlenkami a po-

stupy stochastického programováńı, tedy optimalizace, kdy se v úloze vysky-

tuj́ı nějaké náhodné proměnné. Budeme se zabývat jednostupňovým modelem

a zaměř́ıme se předevš́ım na r̊uzné př́ıstupy a metody, kterými lze úlohy sto-

chastického programováńı řešit. Tyto metody budou vždy ilustrovány na jedno-

duchých př́ıkladech.

V prvńı kapitole jsou uvedeny základńı pojmy z oblasti optimalizace a teorie

pravděpodobnosti a statistiky, jejich definice, vlastnosti a některé významné věty.

Tato kapitola je určena hlavně těm, kteř́ı se s optimalizačńımi problémy či teoríı

pravděpodobnosti a statistiky doposud nesetkali.

Druhá kapitola se zabývá úvodem do samotného stochastického programováńı

a dvěma r̊uznými př́ıpady rozhodovaćı situace, ve které se vyskytuje náhodná

proměnná.

Ve třet́ı kapitole se čtenář seznámı́ s jednostupňovým modelem stochastického

programováńı a poté s př́ıstupy, pomoćı kterých je možné úlohy stochastické

optimalizace vyřešit.

Čtvrtá kapitola je praktickou část́ı této práce a zabývá se konkrétńım př́ıkladem,

na kterém jsou některé z metod ilustrovány a řešeny numericky. Čtenář tak źıská

konkrétńı představu o tom, jak se jednotlivé př́ıstupy lǐśı.

Posledńı kapitola je věnována funkci slm, kterou jsme vytvořili v programu

Matlab a která řeš́ı některé př́ıklady stochastické optimalizace pomoćı vybraných

metod pro řešeńı jednostupňového modelu stochastického programováńı.

Úlohy budou řešeny pomoćı programu Matlab a částečně pomoćı programu

Microsoft Excel. Práce je vysázena typografickým systémem TEX.
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1 ZÁKLADNÍ POJMY

Na úvod bychom čtenáře rádi seznámili s některými základńımi pojmy z ob-

lasti optimalizace a teorie pravděpodobnosti a statistiky. Stochastické progra-

mováńı tyto dvě oblasti spojuje, nebot’ se jedná o úlohu optimalizace, ve které se

vyskytuje nějaká náhodná proměnná. Tato náhodná proměnná (at’ již náhodná

veličina či vektor) bývá popsána pomoćı pravděpodobnostńıch či statistických

charakteristik. Z tohoto d̊uvodu je nutné uvést alespoň základńı definice a vlast-

nosti týkaj́ıćı se uvedených oblast́ı matematiky a použité značeńı.

1.1 Značeńı

Předevš́ım upozorňujeme na to, že vektory ani matice nejsou v této práci

zvýrazňovány tučně ani jinou značkou, jak to bývá v některé literatuře (např.

šipkou nebo rovnou čarou nad ṕısmenem). Vektory jsou zapsány malými ṕısmeny

(např. a, b, c, h, t, ζ, ϑ) a vždy se jedná (jak je zvykem) o vektory sloupcové,

řádkový vektor se zaṕı̌se pomoćı transpozice, tj. např. cT . Matice jsou značeny

ṕısmeny velkými (např. A, T , V ).

Prvky deterministických vektor̊u a matic znač́ıme malým ṕısmenem, tj.

b = (b1, b2, . . . , bn)
T =




b1
b2
...
bn


 ,

resp.

A = (aij)
n×m =




a11 . . . a1m
...

. . .
...

an1 . . . anm


 .

Pokud mluv́ıme o náhodných vektorech (př́ıp. matićıch), jsou jejich složkami

náhodné veličiny, které jsou zapsány velkými ṕısmeny. Např. náhodný vektor c

je tvořen náhodnými veličinami C1, C2, . . . , Cn, tj. c = (C1, C2, . . . , Cn)
T .

Co se týká značeńı z oblasti optimalizace, všechny funkce jsou psány malými

ṕısmeny, např. f(x), g(x), h(x). Lineárńı funkce znač́ıme např. cTx, daľśı vlast-
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nosti funkćı jsou vždy uvedeny u konkrétńıch př́ıpad̊u. Optimalizovat znamená

naj́ıt nějaké minimum nebo maximum, to znač́ıme jako min f(x), resp. max f(x).

Množinu př́ıpustných řešeńı označujeme řeckým ṕısmenem β (pokud neńı uve-

deno jinak).

1.2 Optimalizace

Pod pojmem optimalizace si můžeme představit matematické metody řeš́ıćı

určitý reálný problém, kdy je třeba provést optimálńı (nejlepš́ı) rozhodnut́ı. Op-

timalizačńı úlohy jsou úlohami matematické optimalizace , která bývá také

nazývána matematické plánováńı či programováńı (např. v oblasti operačńıho

výzkumu).

My se budeme zabývat podmı́něnou nelineárńı optimalizaćı, jej́ıž ćılem

je naj́ıt optimálńı řešeńı vzhledem k nějakému definovanému optimalizačńımu

kritériu (podmı́nkám - proto podmı́něná optimalizace). Úkolem může být např.

naplánovat (optimalizovat) množstv́ı materiálu, které bude potřeba k výrobě

určitého výrobku, nebo trasu autobusu tak, aby projel všechny zastávky v co

nejkratš́ım čase.

Model nelineárńıho programováńı se skládá ze dvou část́ı - účelové funkce

a omezeńı (nebo také podmı́nek). Účelová funkce je to, co chceme optimalizovat,

tedy bud’ minimalizovat nebo maximalizovat. Uvažujme n-rozměrný vektor x,

tedy x ∈ R
n, obecný optimalizačńı model je ve tvaru

min
x

f(x)

za podmı́nek g(x) ≤ 0, (1.1)

h(x) = 0,

kde f(x) je obecně nelineárńı účelová funkce, g(x) a h(x) jsou vektorové funkce,

jejichž složkami jsou g(x)i, i ∈ I, resp. h(x)j, j ∈ J , kde g(x)i ≤ 0 jsou omezeńı

ve tvaru nerovnost́ı a h(x)j = 0 omezeńı ve tvaru rovnost́ı. Vektor x je vektor

možných řešeńı.
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Ve této práci budeme většinou uvažovat úlohu minimalizace, kterou lze však

na úlohu maximalizace snadno převést. Plat́ı totiž

max f(x) = −min(−f(x)) (1.2)

Definice 1.1. (Podle [8]) Př́ıpustné řešeńı je takové řešeńı, které splňuje všechna

omezeńı. Množina β = {x ∈ X|g(x) ≤ 0, h(x) = 0}, kde X ⊂ R
n, se nazývá

oblast př́ıpustných řešeńı vektoru x.

Definice 1.2. Optimálńı řešeńı je př́ıpustné řešeńı, které minimalizuje (př́ıpadně

maximalizuje) účelovou funkci. Pro optimálńı řešeńı x∗ tedy plat́ı:

x∗ ∈ β, f(x∗) = min f(x), (1.3)

resp. f(x∗) = max f(x).

Úkolem úlohy minimalizace je tedy naj́ıt nějaké minimum. Uvedu zde defi-

nice lokálńıho a globálńıho minima z [8].

Definice 1.3. (Lokálńı minimum) Bod x∗ ∈ β nazveme bodem lokálńıho mi-

nima úlohy (1.1), jestlǐze existuje δ > 0 takové, že

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ β ∩ U(x∗, δ),

kde U(x∗, δ) je δ-okoĺı bodu x∗. Plat́ı-li pro x 6= x∗ ostrá nerovnost, hovoř́ıme

o ostrém lokálńım minimu.

Definice 1.4. (Globálńı minimum) Bod x∗ ∈ β nazveme bodem globálńıho

minima úlohy (1.1), jestlǐze

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ β.

Plat́ı-li pro x 6= x∗ ostrá nerovnost, hovoř́ıme o ostrém globálńım minimu.

Při řešeńı optimalizačńıch úloh mohou nastat následuj́ıćı situace:

• neexistuje optimálńı řešeńı,

• existuje právě jedno optimálńı řešeńı,
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• existuje v́ıce (nebo dokonce nekonečně mnoho) optimálńıch řešeńı.

Prvńı možnost nastane, pokud je množina př́ıpustných řešeńı prázdná nebo

pokud účelová funkce v př́ıpadě maximalizace na množině př́ıpustných řešeńı

neomezeně roste nebo v př́ıpadě minimalizace neomezeně klesá.

Pod́ıvejme se nyńı na podmı́nky optimality, pomoćı kterých lze zjistit

(ověřit), zda x je či neńı optimálńı řešeńı.

1.2.1 Podmı́nky optimality

Podmı́nky optimality se děĺı na dva typy - podmı́nky nutné a postačuj́ıćı .

Aby měla úloha řešeńı, muśı splňovat tzv. nutné podmı́nky. Ale ještě neńı zaručeno,

že pokud nějaké řešeńı tyto podmı́nky splňuje, je automaticky řešeńım optimálńım.

Pokud však nějaké řešeńı splňuje podmı́nky postačuj́ıćı, pak to
”
stač́ı k tomu“,

aby bylo toto řešeńı optimálńı. Základńı podmı́nky, nutné podmı́nky prvńıho

řádu, jsou uvedeny v následuj́ıćı větě (viz [8]).

Věta 1.1. (Karush-Kuhn-Tuckerovy nutné podmı́nky optimality) Necht’ x∗ ∈ β

je bod lokálńıho minima úlohy (1.1), množina

I(x∗) = {i ∈ I : gi(x
∗) = 0 }

a necht’ gradienty ∇gi(x
∗), i ∈ I(x∗), a ∇hj(x

∗), j = 1, . . . , r, jsou lineárně

nezávislé. Potom existuje dvojice vektor̊u (λ∗, µ∗) ∈ R
m × R

r taková, že plat́ı

• ∇f(x∗) +
∑m

i=1
λ∗

i∇gi(x
∗) +

∑r

j=1
µ∗

j∇hj(x
∗) = 0,

• λ∗

i ≥ 0 ∀i = 1, . . . ,m,

• λ∗

i gi(x
∗) = 0 ∀i = 1, . . . ,m.

Uvažovali jsme podmı́nky ve tvaru gi(x) ≤ 0 a hi(x) = 0. Výraz ∇g(x∗) znač́ı

gradient funkce g v bodě x∗ a je definován jako
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∇g(x∗) :=

(
∂g(x∗)

∂x1

,
∂g(x∗)

∂x2

, . . . ,
∂g(x∗)

∂xn

)
(1.4)

a tedy

∇gi(x
∗) :=

(
∂g(x∗)

∂xi

)
(1.5)

a obdobně pro ∇h(x∗), tedy gradient funkce h v bodě x∗.

V následuj́ıćı části práce představ́ıme některé speciálńı typy nelineárńıho pro-

gramováńı, jejich vlastnosti a podmı́nky optimality. Zaměř́ıme se na základńı

definice a věty programováńı lineárńıho, kvadratického a konvexńıho. Pro-

gramováńı stochastické se budeme v daľśıch kapitolách snažit převést na některý

z těchto typ̊u úloh.

Existuj́ı ještě daľśı podmı́nky optimality prvńıho a druhého řádu, které jsou

bud’ nutné nebo postačuj́ıćı pro nalezeńı optimálńıho řešeńı úloh nelineárńıho

programováńı. Nebudeme se jimi však nyńı dále zabývat, nebot’ pro konvexńı pro-

gramováńı jsou zmı́něné Karush-Kuhn-Tuckerovy podmı́nky postačuj́ıćımi. Pro

zájemce doporučujeme skripta [8].

1.2.2 Konvexńı programováńı

Obecný model konvexńıho programováńı lze zapsat ve tvaru

min f(x)

za podmı́nek g(x) ≤ 0,

h(x) = 0, (1.6)

kde f(x) je konvexńı funkce na množině př́ıpustných řešeńı

β = {x ∈ R
n| g(x) ≤ 0, h(x) = 0}. (1.7)

Funkce g(x) a h(x) jsou obecně nelineárńı konvexńı funkce a (proto) je množina

β konvexńı množinou. Definice konvexńı funkce a konvexńı množiny jsou uvedeny

v následuj́ıćıch dvou definićıch (viz [9]).
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Definice 1.5. Řekneme, že množina M je konvexńı, patř́ı-li do ńı s každými

dvěma body množiny i úsečka, která tyto body spojuje. Konvexńı polyedrická

množina je konvexńı množina, která vznikla pr̊unikem konečně mnoha polo-

prostor̊u.

Definice 1.6. Funkce f(x) definovaná na nějaké konvexńı množině M ⊆ R
n

je konvexńı právě tehdy, plat́ı-li pro každé dva body x1, x2 ∈ M a libovolné

α ∈ 〈0, 1〉 následuj́ıćı nerovnost

f(αx1 + (1− α)x2) ≤ αf(x1) + (1− α)f(x2). (1.8)

Pokud pro r̊uzné dva body x1, x2 plat́ı ostrá nerovnost, pak funkci f(x) nazveme

ryze konvexńı na množině M .

Věta 1.2. Necht’ je účelová funkce f(x) konvexńı na konvexńı množině β a bod

x∗ ∈ β bodem lokálńıho minima, pak je x∗ také bodem globálńıho minima.

Je-li nav́ıc funkce f(x) ryze konvexńı, je tento bod jediným globálńım minimem.

Poznámka 1.1. Karush-Kuhn-Tuckerovy nutné podmı́nky optimality jsou pro

úlohu konvexńıho programováńı zároveň podmı́nkami postačuj́ıćımi. To plat́ı

také pro úlohu lineárńıho programováńı, nebot’ ta je speciálńım př́ıpadem progra-

mováńı konvexńıho.

Řešeńı v Matlabu Pro řešeńı obecné úlohy konvexńıho programováńı ve tvaru

min f(x)

za podmı́nek c(x) ≤ 0,

ceq(x) = 0,

Ax ≤ b,

Aeqx = beq,

l ≤ x ≤ u, (1.9)
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kde c(x) a ceq(x) jsou konvexńı funkce, vyskytuj́ıćı se v omezeńıch ve tvaru nerov-

nost́ı, resp. rovnost́ı. Funkce f(x) je konvexńı. V programu Matlab vypoč́ıtáme

tuto úlohu pomoćı funkce
”
fmincon“

fmincon(f, x0, A, b, Aeq, beq, l, u, con), (1.10)

kde f vyjadřuje funkci f(x), x0 počátečńı řešeńı a con je funkce vracej́ıćı hodnoty

funkćı c(x) a ceq(x).

Do Matlabu zadáme např. následuj́ıćı

[x, fval, indikator, output] = fmincon(f, x0, A, b, Aeq, beq, l, u, con), (1.11)

kde x vyṕı̌se optimálńı řešeńı, fval hodnotu účelové funkce, output informaci

o pr̊uběhu výpočtu řešeńı a indikator vrát́ı hodnotu, která představuje úspěšnost

či neúspěšnost řešeńı, např.

• 1 . . . splněny podmı́nky optimality 1.̌rádu

• 0 . . . překročen maximálńı počet iteraćı

• -2 . . . nenalezen př́ıpustný bod

Obecně kladné hodnoty indikuj́ı splněńı nějakého kritéria (což je pro nás žádoućı)

a ty záporné naopak, že něco neńı v pořádku.

1.2.3 Lineárńı programováńı

Lineárńı programováńı se zabývá úlohou nalezeńı minima (popř. maxima)

nějaké lineárńı funkce, která má obecně n proměnných, na množině př́ıpustných

řešeńı definované soustavou lineárńıch omezeńı.

Úlohu lineárńıho programováńı lze zapsat např́ıklad ve tvaru

min
x

cTx

za podmı́nek Ax ≤ b,

Aeqx = beq, (1.12)
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kde cTx je lineárńı účelová funkce , Ax ≤ b je soustava lineárńıch omezeńı

ve tvaru nerovnost́ı a Aeqx = beq jsou lineárńı omezeńı ve tvaru rovnost́ı.

Vektory x a c jsou typu (n× 1), A a Aeq jsou matice rozměru (m× n) a b a beq

vektory typu (m× 1), kde m,n ∈ Z. Tuto úlohu lze také rozepsat následovně.

min
x

(c1, . . . , cn) ·




x1

...
xn




za podmı́nek




a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn


 ·




x1

...
xn


 ≤




b1
...
bm







aeq11 . . . aeq1n
...

. . .
...

aeqm1 . . . aeqmn


 ·




x1

...
xn


 =




beq1
...

beqm


 (1.13)

Oblast př́ıpustných řešeńı je množina β = {x ∈ R
n|Ax ≤ b, Aeqx = beq},

je-li tato množina neprázdná, jedná se o tzv. konvexńı polyedrickou množinu.

Řešeńı v Matlabu Pro řešeńı úloh lineárńıho programováńı využijeme v pro-

gramu Matlab funkci
”
linprog“ s následuj́ıćımi parametry:

linprog(f, A, b, Aeq, beq, l, u), (1.14)

kde l (resp. u) je dolńı (resp. horńı) hranice pro vektor řešeńı x, Aeq · x = beq

jsou omezeńı ve tvaru rovnost́ı, A · x ≤ b omezeńı ve tvaru nerovnost́ı a f vek-

tor koeficient̊u účelové funkce. Funkci linprog budeme často použ́ıvat v řešeném

př́ıkladu v kapitole 4.

1.2.4 Kvadratické programováńı

Kvadratické programováńı je daľśım speciálńım typem nelineárńıho progra-

mováńı, kdy v modelu (1.1) je f(x) kvadratická funkce n proměnných, x ∈ R
n

a funkce g(x) je lineárńı (jak je uvedeno v [8]). Obecně je úloha ve tvaru
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min
1

2
xTHx+ cTx

za podmı́nek Ax ≤ b,

Aeq x = beq,

l ≤ x ≤ u, (1.15)

kde H je matice typu (n × n) pro x ∈ R
n. Bude záviset na vlastnostech této

matice, bude-li úloha kvadratického programováńı zároveň úlohou programováńı

konvexńıho či nekonvexńıho. Pokud bude matice H pozitivně semidefinitńı, bude

se jednat o úlohu konvexńıho programováńı.

Řešeńı v Matlabu Uvažujme úlohu minimalizace (1.15), v programu Matlab

pro jej́ı řešeńı využijeme funkci
”
quadprog“ s následuj́ıćımi paramtery

quadprog(H, c, A, b, Aeq, beq, l, u). (1.16)

1.3 Pravděpodobnost a statistika

Nyńı se pod́ıvejme na základńı pojmy z teorie pravděpodobnosti a statistiky,

vybrané definice jsou citované z [5] a [7].

Uvažujme náhodný pokus . Plat́ı, že nastane vždy právě jeden výsledek. Nyńı

označme Ω množinu všech možných výsledk̊u a ω ∈ Ω jeden konkrétńı výsledek.

Předpokládáme, že Ω je neprázdná množina.

Definice 1.7. Každá podmnožina A ⊂ Ω se nazývá (náhodný) jev, jednoprv-

kové podmnožiny nazýváme elementárńı jevy.

Pravděpodobnost Funkce P(A) udávaj́ıćı mı́ru možnosti, že náhodný jev A

nastane, se nazývá pravděpodobnost. Jej́ı axiomatická definice (podle [5]) zńı

následovně:

Definice 1.8. Uvažujme neprázdnou množinu náhodných jev̊u Ω a σ-algebru jeho

podmnožin A. Pak P je mı́ra definovaná na (Ω,A) taková, že
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1. P(∅) = 0, P(Ω) = 1;

2. ∀A ∈ A : P(A) ∈ 〈0, 1〉;

3. {An}∞n=1 An ∈ A, Ai ∩ Aj = ∅, pro i 6= j ⇒ P(
⋃

∞

n=1
An) =

∑
∞

n=1
P(An).

Poznámka 1.2. Neprázdný systém A podmnožin Ω je σ-algebrou právě tehdy,

když

1. ∅ ∈ A;

2. A ∈ A → Ac ∈ A, kde Ac = Ω− A;

3. A1, A2, · · · ∈ A → ⋃
∞

i=1
Ai ∈ A.

Je-li Ω množina jev̊u, nazývá se A jevové pole.

Statistická definice pravděpodobnosti Necht’ je opakovaně prováděna série

náhodných pokus̊u, při nichž je zaznamenáváno nastáńı jevu A (tj. jestli jev A

nastane). Označme n počet všech pokus̊u a nA počet pokus̊u, kdy nastal jev A.

Koĺısaj́ı-li relativńı četnosti nA/n kolem určité hodnoty P(A), lze tuto hodnotu

označit za pravděpodobnost, s jakou nastává jev A. Je-li n dostatečně velké,

lze relativńı četnost označit př́ımo za pravděpodobnost, s jakou nastává jev A.

Uvažujeme tedy

P(A) =
nA

n
. (1.17)

Pravděpodobnostńı prostor je uspoř́ıdaná trojice (Ω,A,P), kde A je σ-

algebrou na množině Ω a P je konečná pravděpodobnostńı mı́ra na A.

Definice 1.9. (Nezávislost jev̊u, [7]) Necht’ jsou A a B náhodné jevy, pro

které plat́ı P(A) > 0 a P(B) > 0. Potom řekneme, že jsou nezávislé právě tehdy,

když plat́ı:

P(A ∩ B) = P(A)P(B). (1.18)
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Obecně pro n náhodných jev̊u A1, . . . , An plat́ı, že jsou navzájem nezávislé, pokud

pro libovolnou k-tici, kde k = 2, 3, . . . , n, plat́ı

P(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak) =
k∏

i=1

P(Ai). (1.19)

Podmı́něná pravděpodobnost vyjadřuje pravděpodobnost nastáńı nějakého

jevu A, za podmı́nky, že nastal nějaký (jiný) jev B ∈ A. Definice podle [7] vypadá

následovně.

Definice 1.10. Necht’ je dán pravděpodobnostńı prostor (Ω,A,P) a náhodný jev

B ∈ A, P(B) > 0. Funkce P( · | B) definovaná na A předpisem

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
, A ∈ A, (1.20)

se nazývá podmı́něná pravděpodobnost jevu A za podmı́nky B.

Pro nezávislé jevy plat́ı následuj́ıćı vztah

P(A|B) = P(A),

tj. nastoupeńı jevu B nezměnilo pravděpodobnost nastoupeńı jevu A (viz [7]).

1.3.1 Náhodná veličina

Definice 1.11. Náhodná veličina X je (měřitelné) zobrazeńı (reálná funkce),

které náhodným jev̊um přiřazuje reálná č́ısla, tj.

X : Ω → R;

X(ω) = x, x ∈ R.

Můžeme ř́ıci, že náhodná veličina je proměnná nabývaj́ıćı r̊uzných reálných

hodnot. Výrazem X(ω) = x rozumı́me, že náhodná veličina nabyla hodnoty x

(jev ω nastal). Potom P(X = x) označuje pravděpodobnost s jakou náhodná

veličina nabyde hodnoty x, tedy pravděpodobnost, že X = x.
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Pokud X nabývá spočetného množstv́ı hodnot, označ́ıme ji jako diskrétńı,

v opačném př́ıpadě jako spojitou náhodnou veličinu.

Náhodnou veličinu lze popsat předpisem, který stanov́ı pravděpodobnost re-

alizace náhodné veličiny, tj. P(X = x), pomoćı rozděleńı pravděpodobnost́ı, dis-

tribučńı funkce F (x) nebo pomoćı hustoty pravděpodobnosti f(x).

Rozděleńı pravděpodobnost́ı (zkráceně někdy nazývané jen rozděleńı) je

pro diskrétńı náhodnou veličinu vyjádřeno pomoćı pravděpodobnostńı funkce

pi = P(X = xi). Rozděleńı spojité náhodné veličiny X je popsáno pomoćı tzv.

funkce hustoty f(x), f : R → 〈0,∞). Vlastnosti hustoty pravděpodobnosti

jsou následuj́ıćı:

1. je po částech spojitá v R;

2. f(x) ≥ 0, ∀x ∈ R (tj. nezáporná funkce);

3. lim
x→−∞

f(x) = 0, lim
x→∞

f(x) = 0.

Distribučńı funkce F (x) je zobrazeńı F : R → 〈0, 1〉 definované jako

F (x) = P(X ≤ x) (1.21)

a mezi jej́ı nejd̊uležitěǰśı vlastnosti patř́ı (podle [5]):

1. 0 ≤ F (x) ≤ 1, ∀x ∈ R (tj. omezená funkce);

2. lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→∞

F (x) = 1;

3. F (a) ≤ F (b), ∀a, b ∈ R, a < b (tj. neklesaj́ıćı funkce);

4. zprava spojitá funkce;

5. P(a < X ≤ b) = F (b)− F (a), ∀a, b ∈ R, a < b;

6. plat́ı F (x) =
∫ x

−∞
f(t)dt, kde f(t) je hustota pravděpodobnosti.
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1.3.2 Č́ıselné charakteristiky

Některé vlastnosti náhodné veličiny lze popsat pomoćı tzv. č́ıselných cha-

rakteristik, mezi které patř́ı např́ıklad charakteristiky

• polohy (středńı hodnota E(X), kvantily),

• variability (rozptyl var(X), směrodatná odchylka
√
var(X)).

Středńı hodnota je prvńım centrálńım momentem náhodné veličiny a jedná

se o charakteristiku polohy . Pokud náhodná veličina X pocháźı ze spojitého

rozděleńı s hustotou f(x) a distribučńı funkćı F (x), je jej́ı středńı hodnota dána

předpisem

E(X) =

∫
∞

−∞

xf(x)dx, (1.22)

pokud je tento integrál konečný. Pro diskrétńı rozděleńı pravděpodobnost́ı pak

plat́ı vztah

E(X) =
∑

i∈I

xipi, (1.23)

kde pi = P [X = xi] je pravděpodobnostńı funkce.

Kvantily jsou daľśı významnou charakteristikou náhodné veličiny. Význam

maj́ı zejména pro statistiku. Definice a následně poznámka pocházej́ı z [7].

Definice 1.12. Necht’ α ∈ (0, 1), α-kvantil náhodné veličiny X je takové reálné

č́ıslo xα, pro které plat́ı

P(X ≤ xα) ≥ α ∧ P(X ≥ xα) ≥ 1− α. (1.24)

Poznámka 1.3. Kvantil xα je takové reálné č́ıslo splňuj́ıćı

lim
x→x−

α

FX(xα) ≤ α ≤ lim
x→x+

α

FX(xα). (1.25)

Je-li distribučńı funkce FX náhodné veličiny X spojitá a rostoućı všude tam, kde

0 < FX(x) < 1, je α-kvantil xα jednoznačně určen vztahem

FX(xα) = α. (1.26)
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Rozptyl je druhým centrálńım momentem náhodné veličiny a je charakteristi-

kou variability (rozptyl se někdy označuje pojmem disperze). Rozptyl nám udává

variabilitu náhodných hodnot kolem jejich středńı hodnoty E(X). Označuje se

jako var(X) nebo σ2 a je dán předpisem

var(X) = σ2 = E[X − E(X)]2 (1.27)

nebo často použ́ıvaným vztahem

σ2 = E(X2)− [E(X)]2. (1.28)

Směrodatná odchylka se znač́ı σ a definuje se jako odmocnina z rozptylu,

tedy σ =
√
var(X). Jedná se o nejpouž́ıvaněǰśı mı́ru variability náhodné veličiny,

která udává pr̊uměrnou odchylku náhodných hodnot od jejich středńı hodnoty.

Na obrázku 1 na straně 20 je patrná jej́ı interpretace.

Výběrové charakteristiky jsou č́ıselné charakteristiky poč́ıtané z realizaćı

náhodné veličiny. Patř́ı sem výběrový pr̊uměr jako charakteristika polohy

X =
1

n

n∑

i=1

Xi, (1.29)

kde Xi jsou jednotlivé realizace náhodné veličiny X. Výběrovou charakteristikou

variability jsou potom výběrový rozptyl

s2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(
Xi −X

)2
(1.30)

a výběrová směrodatná odchylka

s =
√
s2. (1.31)

1.3.3 Normálńı rozděleńı pravděpodobnost́ı

Nejznáměǰśım a nejvýznamněǰśım spojitým rozděleńım pravděpodobnost́ı je

tzv. normálńı rozděleńı, někdy nazývané téžGaussovo. Jeho největš́ı význam
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nespoč́ıvá v tom, že by se j́ım ř́ıdila většina náhodných veličin, ale že za určitých

podmı́nek řadu jiných rozděleńı pravděpodobnost́ı dobře aproximuje .

Jeho parametry jsou středńı hodnota µ a rozptyl σ2. Pokud má náhodná

veličina X normálńı rozděleńı s těmito parametry, ṕı̌seme X ∼ N (µ, σ2), kde

µ ∈ R, σ2 > 0. Toto rozděleńı je definováno hustotou pravděpodobnosti, jej́ıž

předpis pro náhodnou veličinu X je následuj́ıćı

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−µ)2

2σ2 . (1.32)

Jej́ı graf (graf Gaussovy funkce) je na obrázku 1 (z [6]). Hodnota µ zde

představuje středńı hodnotu. Normálńı rozděleńı je kolem této hodnoty syme-

trické. Č́ıslo σ označuje směrodatnou odchylku. Pokud uvažujeme interval mezi

(µ− 1σ) a (µ+1σ), můžeme ř́ıci, že se zde vyskytuje 2 · 34, 1 = 68, 2% všech rea-

lizaćı náhodné veličiny. V intervalu 〈µ− 2σ, µ+ 2σ〉 by mělo být 95, 4% realizaćı

- v praxi běžně použ́ıváme tvrzeńı, že tento interval pokrývá skutečnou hodnotu

náhodné veličiny s 95%-ńı pravděpodobnost́ı. Přidáme-li na každou stranu inter-

valu ještě jednu směrodatnou odchylku, dostaneme se na hodnotu 99, 8%, což

představuje situaci
”
téměř jistou“.

Obrázek 1: Hustota normálńıho rozděleńı
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Distribučńı funkce normálńıho rozděleńı je funkce daná předpisem

F (x) =

∫ x

−∞

f(t)dt =

∫ x

−∞

1

σ
√
2π

e−
(t−µ)2

2σ2 dt. (1.33)

Jej́ı hodnoty lze nejjednodušš́ım zp̊usobem źıskat po transformaci na normo-

vané normálńı rozděleńı (které má středńı hodnotu µ = 0 a rozptyl σ2 = 1)

z tabulek. Pokud má náhodná veličina X normálńı rozděleńı, lze ji normovat

následuj́ıćım zp̊usobem.

X ∼ N (µ, σ2) ⇒ X − µ

σ
∼ N (0, 1). (1.34)

Distribučńı funkce pro X ∼ N (0, 1), tedy středńı hodnotu rovnou nule a jed-

notkový rozptyl, je zobrazena na obrázku 2, který jsem použila z [6]. Všimněme

si, že pro středńı hodnotu je hodnota distribučńı funkce rovna 0, 5, tedy 50%-ńı

pravděpodobnost, že bude skutečná hodnota menš́ı nebo rovna této středńı hod-

notě. Tato vlastnost je dána symetríı normálńıho rozděleńı kolem středńı hodnoty.

Obrázek 2: Distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı
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1.3.4 Některé funkce v Matlabu

V tomto odd́ılu se pod́ıváme na některé funkce a př́ıkazy v programu Matlab,

vztahuj́ıćı se k oblasti statistiky. Tyto př́ıkazy využijeme později při numerickém

řešeńı př́ıkladu v kapitole 4.

Pokud předpokládáme normálńı rozděleńı náhodné veličiny X se známými

parametry, tj. středńı hodnotou µ a rozptylem σ2, a chceme vygenerovat hodnoty

(realizace) této náhodné veličiny, využijeme funkce normrnd. Konkrétně

x = normrnd(µ, σ, n), (1.35)

kde n je počet generovaných hodnot.

Pokud naopak máme data, tedy n hodnot náhodné veličiny X označené jako

vektor x, můžeme se ptát na př́ıslušné charakteristiky. V tabulce 1 jsou uvedeny

nejpouž́ıvaněǰśı z nich.

Charakteristika Př́ıkaz v Matlabu
Středńı hodnota mean(x)

Rozptyl var(x)
Směrodatná odchylka std(x)

α-kvantil quantile(x,α)
α-kvantil

normálńıho rozděleńı
norminv(α, µ, σ)

α-kvantil
exponenciálńıho rozděleńı

expinv(α, µ)

α-kvantil
Poissonova rozděleńı

poissinv(α, λ)

α-kvantil
lognormálńıho rozděleńı

logninv(α, µ, σ)

Hodnota distribučńı funkce
v bodě x0(f je funkce hustoty)

cdf(f,x0)

Hodnota distribučńı funkce
normálńıho rozděleńı

(obdobně pro jiná rozděleńı)
normcdf(x0, µ, σ)

Tabulka 1: Charakteristiky náhodné veličiny X
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2 STOCHASTICKÉ PROGRAMOVÁNÍ

Stochastické programováńı (SP), jak jsme uvedli na začátku, je speciálńım

typem matematického programováńı. Nutnost tohoto př́ıstupu nastává tehdy,

objev́ı-li se v modelu nějaká náhodná složka. Naš́ım úkolem je potom vyřešit

optimalizačńı problém, který neńı zadán pouze deterministicky. Provád́ıme tedy

rozhodováńı za rizika (tj. když známe rozděleńı pravděpodobnost́ı dané náhodné

složky) nebo za neurčitosti (tj. když neznáme rozděleńı pravděpodobnost́ı).

Tento př́ıstup kombinuje metody optimalizace s teoríı pravděpodobnosti

a statistiky a za řešeńı problému stochastického programováńı je považováno

řešeńı jeho deterministického ekvivalentu. Ten źıskáme tak, že z p̊uvodńı úlohy

korektně odstrańıme náhodnost.

Historie Jako prvńı př́ıstup stochastického programováńı uvedl v 50. letech

20. stolet́ı americký matematik George Dantzig , který je mimo jiné znám jako

tv̊urce simplexové metody pro řešeńı úloh lineárńıho programováńı. Bylo zřejmé,

že v reálném světě existuj́ı náhodné proměnné a bylo nutné je uvažovat i v opti-

malizačńıch metodách.

V současnosti je stochastické programováńı považováno za velmi perspektivńı

a jde o rozv́ıjej́ıćı se oblast optimalizace, nebot’ se náhodnost vyskytuje téměř

ve všech vědńıch i technických odvětv́ıch.

Dva př́ıpady Na úvod uvedeme dva př́ıpady, které mohou nastat, stoj́ı-li před

námi optimalizačńı úloha obsahuj́ıćı náhodnou složku. Bude záležet na tom, jestli

naše rozhodnut́ı má proběhnout před nebo po realizaci náhodné proměnné:

• př́ıpad
”
Here and Now“ (před realizaćı),

• př́ıpad
”
Wait and See“ (po realizaci).
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2.1 Př́ıpad
”
Here and Now“

S t́ımto typem úlohy se setkáme, pokud máme rozhodnut́ı provést tzv.
”
ted’

a tady“ (here and now). V modelu máme neznámé parametry (náhodné proměnné)

a známe jejich rozděleńı pravděpodobnost́ı, popsané např́ıklad distribučńı funkćı.

Tento př́ıpad se vyskytuje v jednostupňových modelech, kde je nutnost provést

rozhodnut́ı předt́ım než bude realizace dané náhodné proměnné známá.

Obrázek 3: Here and Now

Nejjednodušš́ım zp̊usobem řešeńı je spoč́ıtat očekávané, tj. středńı hodnoty

neznámých parametr̊u a tyto poté dosadit do účelové funkce. Dále řeš́ıme deter-

ministický model, ve kterém vystupuj́ı nyńı již známé (tedy nenáhodné) středńı

hodnoty. Takový postup je většinou vhodný pouze pro hrubou orientaci v modelu

(např́ıklad abychom źıskali přibližnou informaci o optimálńım řešeńı). V některých

př́ıpadech však může být zcela nevyhovuj́ıćı či zaváděj́ıćı. Vı́ce se o něm zmı́ńıme

později.

2.2 Př́ıpad
”
Wait and See“

Na rozd́ıl od typu
”
Here and Now“ nemuśıme rozhodnut́ı provádět hned, ale

můžeme tzv.
”
počkat a uvid́ıme“ (wait and see). Počkáme až proběhne akce,

která nám ukáže hodnotu na počátku neznámého parametru. Poté už lze poč́ıtat

s touto zjǐstěnou hodnotou jako s nenáhodnou a použ́ıt deterministický model.
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Většinou se tento př́ıstup použ́ıvá u dvou- a v́ıcestupňových model̊u. V prvńı

fázi většinou využijeme př́ıstup
”
Here and Now“ a poté, co se některá realizace

náhodné proměnné stane známou, použijeme zmı́něný
”
Wait and See“ př́ıstup.

Může se jednat o nějaké nápravné akce našeho rozhodnut́ı v prvńı fázi.

Jako př́ıklad lze uvést nákup surovin pro výrobu nějakého výrobku, kdy na

začátku neznáme budoućı poptávku po našem produktu. V prvńı fázi provedeme

rozhodnut́ı o množstv́ı nakoupených surovin. Ve druhé fázi, kdy je poptávka už

známá, zjist́ıme, že bude nutné určité množstv́ı surovin dokoupit, nebo naopak

přebývaj́ıćı suroviny prodat. Takovéto opravné akce jsou často spojeny s nějakou

penalizaćı, např́ıklad budou suroviny nakupované dodatečně (a narychlo) dražš́ı,

nebo ztrat́ıme část peněz jejich prodejem za nižš́ı cenu.

Obrázek 4: Vı́cestupňový model

V této práci se dále v́ıcestupňovými modely zabývat nebudeme. Představ́ıme

jednostupňový model a pod́ıváme se pouze na prvńı př́ıpad stochastického

programováńı, tj.
”
here and now“.

25



3 JEDNOSTUPŇOVÝ MODEL SP

Jak již název napov́ıdá, uvažujeme v tomto modelu pouze jeden rozhodovaćı

stupeň, neboli rozhodovaćı fázi - v angličtině se už́ıvá pojmenováńı
”
Single-stage

model“. Je nutno učinit pouze jedno rozhodnut́ı typu
”
Here and Now“. Přitom

uvažujeme situaci, kdy po realizaci náhodné proměnné již nebude možné provést

žádné opravné (nebo dodatečné) akce.

Teorie bude vycházet předevš́ım z literatury [1] (Kall, Mayer) a [3] (Dupačová),

pokud nebude uvedeno jinak.

Stochastický jednostupňový model obsahuje náhodnou proměnnou (př́ıp.

náhodné proměnné) bud’ v podmı́nce (omezeńıch), v účelové funkci, nebo v obou.

Náhodnou proměnnou zde zavád́ıme následovně:

ζ(x, ξ) := T (ξ)x− h(ξ), ξ ∈ Ξ, (3.1)

kde ξ : Ξ → R
s je náhodný vektor definovaný na pravděpodobnostńım prostoru

(Ξ,F ,P). Množina Ξ zde představuje nejmenš́ı uzavřenou množinu, pro kterou

plat́ı P(ξ ∈ Ξ) = 1. T (ξ) je náhodná matice typu (s × n), h(ξ) ∈ R
s náhodný

vektor a x ∈ R
n vektor našich rozhodnut́ı. Po složkách lze (3.1) přepsat jako

ζ(x, ξ) =




T11(ξ) . . . T1n(ξ)
...

. . .
...

Ts1(ξ) . . . Tsn


 ·




x1

...
xn


−




H1(ξ)
...

Hs(ξ)


 . (3.2)

Proměnné Tij(ξ) a Hi(ξ), i = 1, . . . , s, j = 1, . . . , n, představuj́ı náhodné veličiny,

které záviśı na ξ. Vztah (3.1) bude v práci také někdy uveden ve tvaru zapsaném

po sloupćıch:

ζ(x, ξ) =
n∑

j=1

tj(ξ)xj − h(ξ), (3.3)

kde náhodný vektor tj je j-tý sloupec matice T (ξ) a xj j-tá rozhodovaćı proměnná.

V modelu s náhodnou proměnnou ζ(x, ξ) budeme pracovat se sdruženým

rozděleńım pravděpodobnost́ı (T (ξ), h(ξ)), které budeme většinou považovat

26



za známé. Toto rozděleńı nezáviśı na vektoru x, naše rozhodnut́ı tedy nemá vliv

na rozděleńı pravděpodobnost́ı náhodných proměnných vstupuj́ıćıch do modelu.

Speciálńı př́ıpad Obecně je proměnná ζ(x, ξ) náhodným s-rozměrným vek-

torem, tedy vektorem s náhodných veličin. Pokud budeme speciálně uvažovat

s = 1, bude ζ(x, ξ) představovat (jednorozměrnou) náhodnou veličinu. Mı́sto

náhodné matice T (ξ) źıskáme pouze náhodný vektor t(ξ) a mı́sto vektoru h(ξ)

náhodnou veličinu H(ξ).

Definice 3.1. Mějme funkci ̺ : Γ → R
s pro ohodnoceńı náhodné proměnné. Γ

zde představuje lineárńı prostor s-rozměrných náhodných vektor̊u definovaných

na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,F ,P). Charakteristiku ̺(ϑ) budeme nazývat

mı́ra kvality (náhodného vektoru ϑ).

Definice 3.2. Pro vektor našich rozhodnut́ı x definujme funkci V : Rn → R
s

V (x) := ̺(ζ(x, ξ)). (3.4)

Nazveme ji sdruženou hodnot́ıćı funkćı.

Modely stochastického programováńı jsou tvořeny pomoćı funkćı V (x) kore-

sponduj́ıćıch s př́ıslušnou mı́rou kvality ̺. Konkrétńı modely se budou navzájem

lǐsit r̊uznou volbou ̺, což si ukážeme později.

Nyńı se pod́ıvejme na typy model̊u podle toho, kde se náhodná proměnná

vyskytuje. Jak jsme si již řekli v úvodu této kapitoly, mohou nastat tři př́ıpady

- náhodná proměnná se může vyskytovat v účelové funkci, v omezeńıch, nebo

v obou. Prvńı dva z těchto př́ıpad̊u budou popsány a poté ilustrovány na př́ıkladu ,

který bude podrobně rozebrán a numericky řešen v kapitole 4.

3.1 Náhodná proměnná v účelové funkci

Naš́ım úkolem je nyńı minimalizovat účelovou funkci obsahuj́ıćı náhodnou

proměnnou. Podmı́nky jsou v tomto př́ıpadě deterministické a stochastický model
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vypadá následovně

min V (x)

za podmı́nek x ∈ β, (3.5)

kde V (x) je sdružená hodnot́ıćı funkce a β := {x ∈ R
n|g(x) ≤ 0} je množina

př́ıpustných řešeńı, tj. řešeńı x splňuj́ıćıch všechna požadovaná (deterministická)

omezeńı, která jsou obecně ve tvaru g(x) ≤ 0.

Pokud je V (x) konvexńı funkce na konvexńı množině β (tj. funkce g(x) jsou

konvexńı), jedná se o úlohu konvexńıho programováńı.

Př́ıklad 3.1. Chceme vyrobit m druh̊u výrobk̊u z n r̊uzných surovin, které je

třeba nakoupit. Cena surovin však neńı známá, v́ıme jen, jaké má rozděleńı

pravděpodobnost́ı. Úkolem bude zjistit, jaké množstv́ı surovin je nutné nakou-

pit, abychom zaplatili co nejméně, ale zároveň byli schopni vyrobit požadované

množstv́ı výrobk̊u.

Úloha stochastického programovańı bude v následuj́ıćım tvaru

min
x

c(ξ)Tx

za podmı́nek x ∈ β,

x ≥ 0,

y ≥ b,

kde jsme označili

c(ξ) ∈ R
n . . . vektor jednotkových cen jednotlivých surovin

(n-rozměrný náhodný vektor)
x ∈ R

n . . . vektor množstv́ı jednotlivých surovin
y ∈ R

m . . . vektor množstv́ı jednotlivých výrobk̊u
b ∈ R

m . . . požadované množstv́ı jednotlivých výrobk̊u
β . . . množina př́ıpustných řešeńı

(množina všech x, splňuj́ıćıch deterministická omezeńı)
β = {(x, y) ∈ R

n+m| g(x, y) ≤ 0, h(x, y) = 0}

V kapitole 4 budou ukázány možné postupy pro transformaci tohoto sto-

chastického problému na deterministický a tedy převedeńı na úlohu lineárńıho,

konvexńıho či kvadratického programováńı.
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3.2 Náhodná proměnná v podmı́nce

Uvažujme nyńı model, v němž se náhodná proměnná vyskytuje pouze v ome-

zeńıch a účelová funkce je známá, tj. jej́ı koeficienty jsou deterministické.

min
x

f(x)

za podmı́nek V (x) ≥ κ

x ∈ β. (3.6)

Konstanta κ je předepsaná a β = {x ∈ R
n|g(x) ≤ 0} je množina př́ıpustných

řešeńı, kde g(x) ≤ 0 jsou deterministická omezeńı.

Př́ıklad 3.2. Uvažujme stejný př́ıklad jako u modelu s náhodnou proměnnou

v účelové funkci (tj. př́ıklad 3.1), s t́ım rozd́ılem, že nebude náhodnou proměnnou

cena za jednotku suroviny (ta bude nyńı známá), ale požadované množstv́ı

výrobk̊u. M̊užeme si představit, že chceme tyto výrobky prodávat, ale neznáme

budoućı poptávku po nich, tj. pravá strana podmı́nky bude stochastická:

min
x

cTx

za podmı́nek x ∈ β,

x ≥ 0,

y ≥ b(ξ),

kde b(ξ) je nyńı náhodný vektor množstv́ı požadovaných jednotlivých výrobk̊u

(tedy poptávek po výrobćıch) a β = {(x, y) ∈ R
n+m| g(x, y) ≤ 0, h(x, y) = 0}

množina př́ıpustných řešeńı pro deterministická omezeńı.

3.3 Stanoveńı mı́ry kvality

Jak již bylo řečeno, r̊uzná řešeńı úloh stochastického programováńı se od sebe

lǐśı volbou mı́ry kvality. Tato podkapitola se bude zabývat t́ım, jakými zp̊usoby

lze tuto charakteristiku stanovit. Nejprve uvedu krátké seznámeńı s nejčastěji

použ́ıvanými mı́rami a podrobněji budou jednotlivé př́ıpady popsány později.
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Stanoveńı (zavedeńı) mı́ry kvality představuje krok, kdy si urč́ıme, jak bu-

deme na náhodnou proměnnou nahĺıžet, jak ji zpracujeme a poté použijeme

v modelu. Jedná se vlastně o jakousi transformaci stochastické proměnné

v proměnnou deterministickou . Možnost́ı, jak může mı́ra kvality vypadat, je

spousta. Ve své práci se budu zabývat vybranými př́ıstupy, kterými jsou:

• Středńı (očekávaná) hodnota

• Pravděpodobnostńı funkce

• Odchylky

• Worst-case approach

Mı́ru kvality lze na náhodnou proměnnou
”
aplikovat“ dvěma r̊uznými zp̊usoby:

Po částech - tedy na každou náhodnou složku náhodné proměnné zvlášt’.

Máme-li náhodnou proměnnou ζ(x, ξ) = T (ξ)x−h(ξ), nahrad́ıme ji pomoćı mı́ry

kvality následuj́ıćım zp̊usobem

ζ(x, ξ) =⇒ ̺
(
T (ξ)

)
x− ̺

(
h(ξ)

)
. (3.7)

Př́ıslušné hodnot́ıćı funkce V1(x) = ̺
(
T (ξ)

)
a V2(x) = ̺

(
h(ξ)

)
budeme nazývat

individuálńı hodnot́ıćı funkce .

Na celou náhodnou proměnnou - nyńı vezmeme celou náhodnou proměnnou

ζ(x, ξ) = T (ξ)x− h(ξ) a nahrad́ıme ji následovně

ζ(x, ξ) =⇒ ̺
(
ζ(x, ξ)

)
= ̺
(
T (ξ)x− h(ξ)

)
. (3.8)

Př́ıslušnou hodnot́ıćı funkci V (x) = ̺
(
T (ξ)x− h(ξ)

)
nazveme sdruženou hod-

not́ıćı funkćı.
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3.3.1 Středńı (očekávaná) hodnota

Nejjednodušš́ım a častým zp̊usobem, jak pracovat s náhodnou proměnnou,

je uvažovat jej́ı středńı hodnotu. Jedná se o nejběžněǰśı statistickou charakteris-

tiku, která nám udává očekávanou realizaci náhodné proměnné. Nazývá se někdy

také očekávaná hodnota (angl. expected value).

V optimalizačńıch modelech, tak jak jsme je zavedli v podkapitolách 3.1 a 3.2,

bude nutným předpokladem pro použit́ı tohoto př́ıstupu existence středńıch hod-

not pro T (ξ) a h(ξ). Jak v́ıme z teorie pravděpodobnosti, středńı hodnota náhodné

veličiny X existuje, pokud je integrál
∫

∞

−∞
x · f(x) dx konečný.

Mı́rou kvality v tomto př́ıpadě bude tedy středńı hodnota , obecně pro

náhodný vektor ϑ:

̺E(ϑ) := E(ϑ). (3.9)

3.3.2 Pravděpodobnostńı funkce

Uvažujme nyńı mı́ru kvality jako pravděpodobnost, že náhodný vektor ϑ je

větš́ı nebo roven nule, tzn. vyjádř́ıme mı́ru kvality ve tvaru

̺P (ϑ) := P(ϑ ≥ 0). (3.10)

Hodnot́ıćı funkce pro náhodnou proměnnou ζ(x, ξ) je tedy

V (x) := ̺P [ζ(x, ξ)] := Pξ[ζ(x, ξ) ≥ 0]

= Pξ[T (ξ)x− h(ξ) ≥ 0]

= Pξ[T (ξ)x ≥ h(ξ)] (3.11)

která se v tomto př́ıpadě nazývá sdružená pravděpodobnostńı funkce. Lze

uvažovat i individuálńı pravděpodobnostńı funkce, tedy

Pξ

(
T (ξ) ≥ 0

)
a Pξ

(
h(ξ) ≥ 0

)
. (3.12)

Pokud se náhodná proměnná vyskytuje např́ıklad jen v účelové funkci, źıskáme

úlohu maximalizace

max
x

Pξ

(
T (ξ) ≥ 0

)
x− Pξ

(
h(ξ) ≥ 0

)
. (3.13)
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3.3.3 Odchylky

Daľśı možnost́ı je uvažovat mı́ru kvality jako odchylku mezi T (ξ)x a h(ξ).

Jakákoli odchylka znamená riziko, proto se mı́ra kvality v této souvislosti často

nazývá mı́ra rizika. Př́ıkladem může být situace, kdy uvažujeme T (ξ)x jako

skutečný (předem neznámý) výsledek nějaké akce a h(ξ) jako výsledek, kterého

chceme dosáhnout. Přičemž předpokládáme, že každá odchylka (at’ již kladná

nebo záporná) od požadovaného výsledku pro nás bude znamenat ztrátu.

Mı́ru kvality zavedeme jako středńı (očekávanou) odchylku mezi T (ξ)x a h(ξ).

Uvažujeme-li např́ıklad absolutńı odchylku, je hodnot́ıćı funkce ve tvaru

V (x) = Eξ[|T (ξ)x− h(ξ)|]. (3.14)

3.3.4 Worst-case approach

Př́ıstup
”
nejhorš́ı varianty“, tedy worst-case approach, může být vhod-

nou alternativou, pokud nemáme úplnou (nebo žádnou) informaci o rozděleńı

pravděpodobnost́ı náhodné proměnné ζ(x, ξ). Interpretovat ho lze jako pesimis-

tický př́ıstup, kdy předpokládáme nejhorš́ı možnou situaci, která může nastat

- tedy největš́ı (př́ıp. nejmenš́ı) hodnotu náhodné proměnné.

Tento př́ıstup lze využ́ıt i v př́ıpadě, kdy nemáme žádnou (nebo máme nedo-

statečnou) informaci o rozděleńı pravděpodobnost́ı náhodné proměnné.

Mı́ra kvality v př́ıpadě, kdy za nejhorš́ı situaci považujeme nejvěťśı hodnoty

(náklady, spotřeba materiálu apod.), vypadá následovně

̺fat(ϑ) := max
ϑ∈Θ

ϑ̂, (3.15)

kde ϑ̂ jsou (minulá) pozorováńı náhodného vektoru ϑ a Θ množina všech po-

zorováńı. Naopak pokud jako nejhorš́ı př́ıpad bereme nejmenš́ı hodnoty (zisk,

množstv́ı výrobk̊u apod.), bude mı́ra kvality

̺fat(ϑ) := min ϑ̂. (3.16)
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Mı́ra kvality se označuje ̺fat a to z toho d̊uvodu, že se řešeńı výše zmı́něných

úloh často nazývá jako
”
fat solution“ (do češtiny by se dalo přeložit jako tlusté

řešeńı).

Hodnot́ıćı funkci V (x) potom vyjádř́ıme jako

V (x) = max
ξ∈Ξ

T (ξ)x− h(ξ) (3.17)

pro největš́ı hodnoty představuj́ıćı nejhorš́ı situaci, resp.

V (x) = min
ξ∈Ξ

T (ξ)x− h(ξ) (3.18)

pro př́ıpad, kdy jsou nejmenš́ı hodnoty ty nežádoućı. Množina Ξ opět představuje

množinu všech pozorováńı .

Náhodná proměnná v účelové funkci Uvažujeme-li náhodnost v účelové

funkci, je optimalizačńı úloha pro nejhorš́ı největš́ı hodnoty

min
x∈β

max
ξ∈Ξ

{T (ξ)x− h(ξ)} (3.19)

a pro nejmenš́ı hodnoty představuj́ıćı nejhorš́ı situaci

max
x∈β

min
ξ∈Ξ

{T (ξ)x− h(ξ)}. (3.20)

Náhodná proměnná v podmı́nce Pro př́ıpad náhodné proměnné vyskytuj́ıćı

se v omezeńıch źıskáme model

min
x∈β

f(x)

za podmı́nek max
ξ∈Ξ

{T (ξ)x− h(ξ)} ≤ 0 (3.21)

pro největš́ı hodnoty a obdobně pro nejmenš́ı hodnoty

min
x∈β

f(x)

za podmı́nek min
ξ∈Ξ

{T (ξ)x− h(ξ)} ≤ 0. (3.22)
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Hodnoty z určitého intervalu Uvažujme opět náhodný vektor ζ(x, ξ) =

T (ξ)x−h(ξ). Jednotlivé složky vektoru h(ξ) i matice T (ξ) jsou náhodné veličiny.

Označ́ıme je H1(ξ), . . . , Hs(ξ) a T11(ξ), . . . , Tsn(ξ). Každá z těchto náhodných

veličin má libovolné (známé či neznámé) rozděleńı pravděpodobnost́ı (at’ již spo-

jité nebo diskrétńı) na nějakém intervalu , který je známý, tedy

Hi(ξ) ∼ 〈H i(ξ), H i(ξ)〉, H i(ξ) ≤ H i(ξ),

Tij(ξ) ∼ 〈T ij(ξ), T ij(ξ)〉, T ij(ξ) ≤ T ij(ξ).

Prvky matice T (ξ) (resp. T (ξ)) jsou nejmenš́ı (resp. největš́ı) hodnoty náhodných

veličin Tij(ξ), tj. prvk̊u matice T (ξ). Obdobně prvky vektoru h(ξ) (resp. h(ξ))

jsou nejmenš́ı (resp. největš́ı) hodnoty prvk̊u vektoru h(ξ). Tyto krajńı hodnoty

použ́ıváme v modelu při worst-case př́ıstupu.

Př́ıklad 3.3. Uvažujme proces výroby hodinek. Představme si, že se skládá z pěti

hlavńıch operaćı - výroba součástek (I), čǐstěńı (II), sestaveńı hodinek (III),

seř́ızeńı (IV ) a baleńı (V ). Úkolem bude zjistit celkovou dobu potřebnou k výrobě

hodinek a podle ńı potom optimalizovat např. směny zaměstnanc̊u nebo spotřebu

elektrické energie stroj̊u. Doba potřebná na vykonáńı jednotlivých operaćı neńı

známá. Z minulých pozorováńı však v́ıme, že se doby operaćı pohybuj́ı v intervalech

uvedených v následuj́ıćı tabulce.

Operace
Nejkraťśı možná

doba [min]
Nejdeľśı možná
doba [min]

I 32 44
II 7 9
III 14 18
IV 3 5
V 8 10

Protože nemáme žádné daľśı informace o rozděleńı pravděpodobnost́ı jednot-

livých dob, m̊užeme použ́ıt
”
worst-case approach“. Budeme v modelu uvažovat

nejhorš́ı možnou situaci a tedy nejdeľśı možné doby daných operaćı. Celková doba

je tedy rovna

t = 44 + 9 + 18 + 5 + 10 = 86 min.
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Jak jsme již uvedli dř́ıve, jedná se o pesimistický př́ıstup nebo by se dalo ř́ıci

př́ıstup
”
opatrného“ rozhodovatele, který nechce nic

”
ponechat náhodě“.

3.4 Modely založené na očekávané hodnotě

Pod́ıvejme se nyńı bĺıže na modely se středńı (očekávanou) hodnotou. Pokud

se náhodná proměnná vyskytuje v podmı́nce (viz (3.6)), tj. model obsahuje

soubor omezeńı ve tvaru nerovnost́ı ζ(x, ξ) ≥ 0, lze tento model psát ve tvaru

min cTx

za podmı́nek Eξ[ζ(x, ξ)] ≥ 0

x ∈ β. (3.23)

Protože plat́ı

Eξ[ζ(x, ξ)] = Eξ[T (ξ)x− h(ξ)] = E[T (ξ)]x− E[h(ξ)], (3.24)

můžeme model přepsat jako

min cTx

za podmı́nek Tx ≥ h

x ∈ β, (3.25)

kde T := E[T (ξ)] a h := E[h(ξ)]. Analogicky pro náhodnou proměnnou v účelové

funkci (viz (3.5)) máme model ve tvaru

min Tx− h

za podmı́nek x ∈ β. (3.26)

Nahrazeńım náhodných proměnných jejich středńı hodnotou jsme źıskali de-

terministický model, který se nazývá
”
úloha očekávané hodnoty“. V některých

př́ıpadech je považován za vhodný a dostačuj́ıćı, ale většinou je jeho př́ıstup

velmi hrubý (primitivńı). Neměl by představovat jediný zp̊usob určeńı náhodné
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proměnné ζ(x, ξ) v modelu. Spolu s podmı́nkou nebo účelovou funkćı, která obsa-

huje daľśı (jinou) mı́ru kvality, však může být d̊uležitou složkou modelu stochas-

tického programováńı. Př́ıpadně lze řešeńı úlohy očekávané hodnoty považovat

za počátečńı (startovaćı) bod při výpočtu pomoćı jiných př́ıstup̊u.

Všimněme si, že plat́ı-li (3.24), nezálež́ı na tom, jestli mı́ru kvality
”
apliku-

jeme“ na celou náhodnou proměnnou nebo na jej́ı náhodné části zvlášt’. Výsledek

bude vždy stejný.

Př́ıklad 3.4. Máme optimalizovat finančńı portfolio skládaj́ıćı se z n rizikových

aktiv. Označ́ıme ξT = (ξ1, . . . , ξn) náhodný vektor výnos̊u z jednotlivých aktiv.

Pod́ıl i-tého aktiva na celkovém portfoliu označ́ıme xi, i = 1, . . . , n. Náhodná

proměnná, vyjadřuj́ıćı celkový výnos z portfolia, je tedy ve tvaru ζ(x, ξ) := ξTx.

Bude nás zaj́ımat, jaký pod́ıl kterého aktiva bychom měli mı́t, abychom maxima-

lizovali budoućı výnos. Sestav́ıme optimalizačńı úlohu

max ξTx

za podmı́nek
n∑

i=1

xi = 1.

Označme pro stručnost r := E(ξ) vektor očekávaných výnos̊u (středńıch hod-

not). Nahrad́ıme-li náhodnou proměnnou jej́ı středńı hodnotou, źıskáme determi-

nistický model, který je úlohou klasického lineárńıho programováńı:

max rTx

za podmı́nek
n∑

i=1

xi = 1.

Jak jsme si již řekli, model źıskaný výše uvedeným zp̊usobem, tedy prostým

nahrazeńım náhodné proměnné jej́ı středńı hodnotou, neńı vždy úplně vhodný.

Vhodné (nebo alespoň postačuj́ıćı) řešeńı lze źıskat např́ıklad pro náhodnou

proměnnou, která má normálńı rozděleńı s velmi malou směrodatnou odchylkou.
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Př́ıklad 3.5. Kdybychom např́ıklad zjistili, že výška studenta prvńıho ročńıku

vysoké školy má normálńı rozděleńı se středńı hodnotou, která je rovna 173 cm,

a směrodatnou odchylkou 3 cm. M̊užeme cht́ıt optimalizovat velikost školńıch židĺı.

V podmı́nkách se bude vyskytovat výška žák̊u, kterou nahrad́ıme jej́ı středńı hod-

notou, tj. 173 cm.

Protože byla směrodatná odchylka relativně malá, neměl by při použit́ı středńı

hodnoty nastat žádný větš́ı problém. Často se však může stát, že nahrazeńı

náhodné proměnné jej́ı středńı hodnotou nám dá nevhodné nebo dokonce ne-

smyslné řešeńı. Uvažujme následuj́ıćı př́ıklad:

Př́ıklad 3.6. (Dupačová [3]) Mějme jednoduchou úlohu lineárńıho programováńı

min x1 + x2

za podmı́nek ax1 + x2 ≥ 7

bx1 + x2 ≥ 4

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

kde (a, b) je náhodný vektor s rovnoměrným rozděleńım pravděpodobnost́ı na in-

tervalu 〈1, 4〉 × 〈1
3
, 1〉. Středńı hodnota je tedy Ea =

5

2
a Eb =

2

3
a hustota

f(a, b) =

{ 1

2
pro 1 ≤ a ≤ 4, 1

3
≤ b ≤ 1

0 jinak.

Nahrad́ıme nyńı náhodné koeficienty jejich středńımi hodnotami a řeš́ıme úlohu

lineárńıho programováńı

min x1 + x2

za podmı́nek
5

2
x1 + x2 ≥ 7

2

3
x1 + x2 ≥ 4

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
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Źıskáme optimálńı řešeńı ve tvaru x∗

1 = 18

11
a x∗

2 = 32

11
. Položme si však

otázku, s jakou pravděpodobnost́ı je x∗ př́ıpustné řešeńı výchoźı úlohy, tj. jaká

je pravděpodobnost

Px∗ = P{ax∗

1 + x∗

2 ≥ 7, bx∗

1 + x∗

2 ≥ 4}.

Po dosazeńı za x∗ źıskáme

Px∗ = P{a · 18
11

+
32

11
≥ 7, b · 18

11
+

32

11
≥ 4}

= P{a ≥ 5

2
, b ≥ 2

3
}

=
1

2
· 1
2
=

1

4
.

Źıskané řešeńı bude tedy s pravděpodobnost́ı 0.75 nepř́ıpustné a takový výsledek

je ve věťsině reálných situaćı nepřijatelný.

3.4.1 Kladná a záporná část náhodné proměnné

Nyńı se pod́ıváme na př́ıstupy, kdy už nebudeme středńı hodnotou nahra-

zovat celou náhodnou proměnnou, jak tomu bylo doposud. Budeme uvažovat

zvlášt’ kladnou a zápornou část náhodné proměnné ζ(x, ξ) (tj. jestli bude nabývat

kladných nebo záporných hodnot).

Opět uvažujeme náhodnou proměnnou ve tvaru

ζ(x, ξ) := T (ξ)x− h(ξ),

kde T (ξ) je matice typu s × n, h(ξ) s-rozměrný náhodný vektor a x opět n-

rozměrný vektor našich rozhodnut́ı. Nejprve je nutné si určit, jestli za ztrátu (ne-

gativńı, nežádoućı situaci) považujeme kladnou nebo zápornou hodnotu náhodné

veličiny ζ(x, ξ). Např́ıklad ćılem podnikatele je zisk, vyjadřuje-li ζ(x, ξ) rozd́ıl

mezi výnosy a náklady, bude ztrátou záporná hodnota. Pokud náhodná proměnná

ζ(x, ξ) představuje náklady na provoz zimńıho kluzǐstě v závislosti na venkovńı

teplotě, budou naopak kladné hodnoty spojené se ztrátou.
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Pro jednoduchost budeme uvažovat s = 1, tzn. ζ(x, ξ) je (jednorozměrná)

náhodná veličina, mı́sto matice T (ξ) źıskáme n-rozměrný náhodný vektor t(ξ)

a mı́sto vektoru h(ξ) náhodnou veličinuH(ξ). Př́ıslušnou ztrátu potom vyjádř́ıme

jako

ζ+(x, ξ) := [t(ξ)Tx−H(ξ)]+, (3.27)

v př́ıpadě, že jako ztrátu urč́ıme kladné hodnoty ζ(x, ξ), a jako

ζ−(x, ξ) := [t(ξ)Tx−H(ξ)]−, (3.28)

pokud považujeme za ztrátu záporné hodnoty. Použili jsme zde běžné označeńı

a+ := max{0, a} a a− := max{0,−a}, přičemž a+ nazýváme kladná část a a−

záporná část libovolného reálného č́ısla a.

Zvoĺıme nyńı dvěmı́ry kvality (zvlášt’ pro kladnou a zápornou hodnotu náhodné

proměnné), které budou představovat středńı (očekávanou) ztrátu:

̺+E(ϑ) := E(ϑ+),

̺−E(ϑ) := E(ϑ−). (3.29)

Př́ıslušné hodnot́ıćı funkce zavedeme tedy jako

M(x) := ̺+E
(
ζ(x, ξ)

)
= E

(
ζ+(x, ξ)

)
,

N(x) := ̺−E
(
ζ(x, ξ)

)
= E

(
ζ−(x, ξ)

)
. (3.30)

Podle [1] jsou obě funkce M(x) a N(x) a následně i Eξ(|ζ(x, ξ)|) = M(x) +

N(x) konvexńımi funkcemi na n-rozměrném prostoru reálných č́ısel (d̊ukaz viz

[1], str. 150). Nav́ıc jsou M(x) a N(x) konvexńımi funkcemi i za předpokladu

diskrétńıho rozděleńı s konečným počtem hodnot.

Model se středńı hodnotou pro záporné hodnoty znamenaj́ıćı ztráty s náhodnou

proměnnou v účelové funkci je ve tvaru

min cTx+ Eξ[ζ
−(x, ξ)]

za podmı́nek x ∈ β (3.31)
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a model s náhodnou proměnnou v omezeńıch

min cTx

za podmı́nek Eξ[ζ
−(x, ξ)] ≤ γ

x ∈ β. (3.32)

Tyto modely jsou úlohami konvexńıho programováńı. Pro spojité funkce

M(x) a N(x) je množina př́ıpustných řešeńı uzavřená.

Alternativa Uvažujme př́ıpad náhodné proměnné v podmı́nce, za ztrátu bu-

deme považovat zápornou hodnotu ζ(x, ξ). Koeficient α představuje minimálńı

pravděpodobnostńı úroveň úspěchu (tedy, že nevznikne ztráta). Pro náhodnou

lineárńı podmı́nku ζ(x, ξ) ≥ 0 můžeme omezeńı psát ve tvaru

Pξ(ζ(x, ξ) ≥ 0) ≥ α ⇐⇒ Eξ[λ(ζ(x, ξ))] ≤ 1− α, (3.33)

kde jsme použili funkci

λ(a) :=

{
1 pro a ≤ 0,
0 pro a > 0

Jak je vidět, v tomto př́ıpadě řeš́ıme pouze, jestli ztráta nastane, či nikoli (λ(a)

je bud’ nula nebo jednička). Nezaj́ımá nás, jak velká by mohla ztráta být.

Př́ıklad 3.7. Zač́ınaj́ıćı firma vyráb́ı a prodává dva druhy výrobk̊u - A a B a jej́ım

ćılem je zisk Z = V −N , kde V označuje výnosy a N náklady. Protože je firma

na počátku své existence, m̊uže být zisk kladný, ale i záporný. Záporné hodnoty

zde samozřejmě představuj́ı ztrátu. Předpokládejme, že má náhodná veličina Z

(zisk) normálńı rozděleńı se středńı hodnotou µ a směrodatnou odchylkou σ, tj.

Z ∼ N (µ, σ2). Známe tedy hustotu náhodné veličiny Z f(Z)

Hodnot́ıćı funkci N(x) z (3.30) nyńı máme ve tvaru

N(x) = E(Z−) = E
(
max(0,−Z)

)

Máme tedy náhodnou veličinu A = max(0,−Z).

A =

{
−Z . . . pro Z < 0
0 . . . pro Z ≥ 0
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Bude nás tedy zaj́ımat středńı hodnota

E(A) =

∫
∞

−∞

A · f(A)dA =

∫ 0

−∞

(−Z) · f(A)dA+

∫
∞

0

0 · f(A)dA.

Ale protože A = −Z pro Z < 0 a druhá část integrálu je rovna nule, m̊užeme

psát

E(A) =

∫ 0

−∞

(−Z) · f(Z)d(Z).

A tuto hodnotu poté použijeme v modelu, kde se zisk m̊uže vyskytovat v účelové

funkci nebo v omezeńıch.

3.4.2 Modely s podmı́něnou středńı hodnotou

Stejně jako v předešlém odd́ılu uvažujeme i nyńı záporné a kladné části

náhodné proměnné ζ(x, ξ). Pro názornost budeme za ztráty považovat pouze

zápornou část, tedy ζ−(x, ξ). Konkrétně se pod́ıváme na podmı́něnou středńı

hodnotu ztráty za podmı́nky, že ztráta nastane. Mı́ra kvality bude vypadat

následovně

̺CE(ϑ) :=

{
E(−ϑ|ϑ < 0) . . . pro P(ϑ < 0) > 0,
0 . . . jinak.

(3.34)

Existuje vztah mezi mı́rou kvality pro model s kladnou a zápornou část́ı

náhodné proměnné a model s podmı́něnou středńı hodnotou:

̺E(ϑ) = ̺CE(ϑ) · P(ϑ < 0). (3.35)

V modelu, kde se náhodná proměnná vyskytuje v omezeńı, můžeme toto ome-

zeńı zapsat ve tvaru

Eξ[−ζ(x, ξ)|ζ(x, ξ) < 0] ≤ γ, (3.36)

kde γ představuje maximálńı povolenou ztrátu. Obecně je takový model úlohou

nekonvexńı optimalizace.
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Uvažujme nyńı speciálńı př́ıpad, kdy s = 1 a náhodná proměnná

ζ(x, ξ) = t(ξ)Tx−H(ξ)

je tedy náhodnou veličinou. Pokud nav́ıc uvažujeme pouze pravou stranu sto-

chastickou, tj. t ≡ t(ξ) je deterministický vektor, a označ́ıme náhodnou veličinu

ξ ≡ H(ξ) a tedy

ζ(x, ξ) = tTx− ξ,

pak je množina př́ıpustných řešeńı konvexńı množinou pro většinu známých

jednorozměrných pravděpodobnostńıch rozděleńı (včetně normálńıho). Omezeńı

(3.36) lze v tomto př́ıpadě psát ve tvaru

Eξ[ξ − tTx|ξ − tTx > 0] ≤ γ (3.37)

a deterministický model bude tedy vypadat následovně

min
x

cTx

za podmı́nek Eξ[ξ − tTx|ξ − tTx > 0] ≤ γ

x ∈ β, (3.38)

kde β = {x ∈ R
n|A ·x ≤ b, Aeq ·x = beq} je množina př́ıpustných řešeńı zahrnuj́ıćı

deterministická omezeńı A · x ≤ b a Aeq · x = beq.

Př́ıklad 3.8. Uvažujme stejný př́ıklad jako v předchoźım odd́ılu, tj. př́ıklad 3.7.

Nyńı však budeme uvažovat podmı́něnou pravděpodobnost ztráty za podmı́nky, že

ztráta nastane, tj.

E
(
Z− | Z < 0

)
.

Podle (3.35) potom dostaneme

E
(
Z− | Z < 0

)
=

E(Z−)

P (Z < 0)
.
=

E(Z−)

FZ(0)
,

kde FZ(0) = P (Z ≤ 0) je hodnota distribučńı funkce náhodné veličiny Z v bodě

nula.
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3.5 Modely obsahuj́ıćı pravděpodobnostńı funkce

3.5.1 Pravděpodobnostńı omezeńı v účelové funkci

Jak jsme již uvedli v odd́ılu 3.3.2 o pravděpodobnostńıch funkćıch, jako mı́ru

kvality lze stanovit pravděpodobnost, že náhodný vektor bude větš́ı nebo roven

hodnotě δ, tj. ̺P (ϑ) = P(ϑ ≥ δ), kde ϑ, δ ∈ R
n. Úloha stochastického progra-

mováńı obsahuj́ıćı pravděpodobnostńı funkci je potom ve tvaru

max Pξ

(
T (ξ)x− h(ξ) ≥ δ

)

za podmı́nek x ∈ β (3.39)

pro př́ıpad náhodné proměnné v účelové funkci . Tento model je obecně úlohou

nekonvexńıho programováńı.

3.5.2 Pravděpodobnostńı omezeńı v podmı́nkách

Pokud bychom uvažovali náhodnou proměnnou v podmı́nce :

T (ξ)x− h(ξ) ≥ δ,

můžeme požadovat, aby tyto podmı́nky byly splněny skoro jistě. Podle [3] by

množina tzv. permanentně př́ıpustných řešeńı vypadala následovně

βP =
{
x ∈ R

n : P
(
T (ξ)x− h(ξ) ≥ δ

)
= 1
}
. (3.40)

Takto definovaná množina př́ıpustných řešeńı je však př́ılǐs omezuj́ıćı a kv̊uli

náhodnosti proměnných může být často prázdná. Vhodným zobecněńım je kon-

strukce pravděpodobnostńıch omezeńı (navržená Charnesem a Cooperem

v roce 1959). Budeme požadovat, aby byla daná omezeńı splněna alespoň s

pravděpodobnost́ı α, α ∈
(
0, 1
)
a zaṕı̌seme model optimalizace ve tvaru

min
x

cTx

za podmı́nek Pξ

(
T (ξ)x− h(ξ) ≥ δ

)
≥ α

x ∈ β. (3.41)

Běžně požadujeme vysokou pravděpodobnost, např. α = 0.9.
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Alternativně nás může zaj́ımat hodnot́ıćı funkce Pξ(ζ(ξ, x) ≥ δ) ≤ αA, kde

αA je malá pravděpodobnostńı úroveň (např. αA = 0, 01). V tomto př́ıpadě αA

reprezentuje pravděpodobnost krachu , např. finančńı krach společnosti, smrt

pacienta nebo pád letadla. Model by vypadal následovně:

min
x

cTx

za podmı́nek Pξ

(
T (ξ)x− h(ξ) ≥ δ

)
≤ αA

x ∈ β. (3.42)

Př́ıklad 3.9. Nutričńı problém (Dupačová [3]) Krmná směs je připravována

ze čtyř surovin (ječmen, oves, sezamové vločky, araš́ıdová moučka) za podmı́nek

požadovaného minimálńıho obsahu dvou živin - b́ılkovin a tuk̊u. Označme aij ob-

sah i-té živiny v jednotkovém množstv́ı j-té suroviny, xj použité množstv́ı j-té

suroviny a bi požadavek na obsah i-té živiny ve směsi; omezeńı úlohy pak maj́ı

tvar

4∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = 1, 2

4∑

j=1

xj = 1, xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4

a účelová funkce

4∑

j=1

cjxj

udává cenu výsledného množstv́ı směsi (cj jsou ceny za jednotková množstv́ı j-té

suroviny).

Zat́ımco obsah tuk̊u a2j ve všech surovinách je znám s dostatečnou přesnost́ı,

je obsah b́ılkovin a1j v jednotkovém množstv́ı j-té suroviny náhodná veličina,

která má normálńı rozděleńı s parametry µj a σ2
j odhadnutými s dostatečnou

přesnost́ı. Náhodný vektor je tedy a1 = (a11, a12, a13, a14) a požadujeme, aby
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výsledná směs splňovala minimálńı obsah b́ılkovin s pravděpodobnost́ı

P(
4∑

j=1

a1jxj ≥ b1) ≥ α (3.43)

pro libovolné x ∈ β,

β =
{
x ∈ R

4 :
4∑

j=1

a2jxj ≥ b2,
4∑

j=1

xj = 1, xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4
}
.

Řešeńı: Pomoćı transformace na normované normálńı rozděleńı podle (1.34)

přeṕı̌seme omezeńı (3.43) ve tvaru

P

{∑4

j=1
a1jxj −

∑4

j=1
µjxj√∑4

j=1
σ2
jx

2
j

≥
b1 −

∑4

j=1
µjxj√∑4

j=1
σ2
jx

2
j

}
≥ α,

což je ekvivalentńı s následuj́ıćım zápisem

Φ

(
b1 −

∑4

j=1
µjxj√∑4

j=1
σ2
jx

2
j

)
≤ 1− α,

kde Φ(X) vyjadřuje distribučńı funkci náhodné veličiny X, která má normované

normálńı rozděleńı, tj. X ∼ N (0, 1). Potom tedy

4∑

j=1

µjxj + Φ−1(1− α) ·

√√√√
4∑

j=1

σ2
jx

2
j ≥ b1.
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Výsledkem je deterministický model ve tvaru

min
4∑

j=1

cjxj

za podmı́nek
4∑

j=1

µjxj + Φ−1(1− α) ·

√√√√
4∑

j=1

σ2
jx

2
j ≥ b1. (3.44)

4∑

j=1

a2jxj ≥ b2

4∑

j=1

xj = 1

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4,

který je pro α ∈ 〈0.5, 1〉 úlohou konvexńıho programováńı. Požadujeme, aby funkce

na levé straně nerovnosti (3.44) byla konkávńı, což je splněno pro α > 0.5, nebot’

kvantily (1 − α) maj́ı v tomto př́ıpadě záporné znaménko. Pro α < 0.5 by se

nejednalo o konvexńı programováńı (účelová funkce by nebyla konvexńı).

3.5.3 Pouze pravá strana stochastická

Pod́ıvejme se nyńı na jeden speciálńı př́ıpad . Pro jednoduchost uvažujme

s = 1 a tedy ζ(x, ξ) jako jednorozměrnou náhodnou veličinu a podmı́nku ve tvaru

ζ(x, ξ) ≥ 0, neboli t(ξ)x ≥ h(ξ). Často se vyskytuje situace, kdy je náhodná

pouze pravá strana (h(ξ)) a levá strana (t(ξ)x) je deterministická (známá), tj.

t(ξ) ≡ t. Pro zjednodušeńı zápisu označme náhodnou veličinu h(ξ) ≡ ξ. Hodnot́ıćı

funkci V (x) lze přepsat do tvaru klasické distribučńı funkce F a to následovně

V (x) = P(tTx ≥ ξ) = P(ξ ≤ tTx) = Fξ(t
Tx). (3.45)

Stač́ı tedy znát rozděleńı pravděpodobnost́ı (a distribučńı funkci) náhodné veličiny

ξ. Uvažujme nyńı konkrétně podmı́nku s pravděpodobnostńım omezeńım ve tvaru

P(tTx ≥ ξ) ≥ α,
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kde α ∈ 〈0, 1〉. Můžeme psát

Fξ(t
Tx) ≥ α ⇐⇒ tTx ≥ Qξ(α), (3.46)

kde Qξ(α) je α-kvantil distribučńı funkce Fξ. Analogicky pro podmı́nku ve tvaru

V (x) ≤ αA, αA ∈ 〈0, 1〉 :

Pξ(x|tTx ≥ ξ) ≤ αA ⇐⇒ Fξ(t
Tx) ≤ αA ⇐⇒ tTx ≤ Qξ(αA), (3.47)

Pro názornost je na obrázku ńıže vidět jak vypadá 0.8-kvantil nějaké obecné

distribučńı funkce F (X), tedy QX(0.8).

Obrázek 5: 0.8-kvantil distribučńı funkce F(X)

Př́ıklad 3.10. Firma vyráb́ı a prodává dva druhy výrobk̊u - A a B a jej́ım ćılem

je maximalizovat zisk Z = V −N , kde V označuje výnosy a N náklady. Celkové

výnosy jsou dány jako

V = pA · xA + pB · xB,

kde pA (resp. pB) je cena, za kterou firma prodává výrobek A (resp. výrobek B).

Hodnoty xA a xB označuj́ı množstv́ı vyrobených (a zároveň prodaných) výrobk̊u.
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Celkové náklady jsou součtem náklad̊u pořizovaćıch (c = (cA, cB)
T ), náklad̊u

na výrobu (v = (vA, vB)
T ) a fixńıch náklad̊u (f):

N = cTx+ vTx+ f.

Maximalizujeme tedy účelovou funkci

max
x

pA · xA + pB · xB −
(
cTx+ vTx+ f

)
.

Všechny parametry účelové funkce jsou deterministické. Problém spoč́ıvá v tom, že

máme daná omezeńı na velikost náklad̊u. Budeme si muset p̊ujčit peńıze od banky,

ale dopředu nev́ıme, jak velký úvěr dostaneme. Omezeńı je tedy ve tvaru

cTx+ vTx+ f ≤ U,

kde U je náhodná veličina označuj́ıćı velikost úvěru. Firma zjistila, že m̊uže źıskat

úvěr o velikosti 200 000 Kč, tato hodnota vyjadřuje středńı (očekávanou) hodnotu.

Směrodatná odchylka je však relativně velká - 30 000 Kč.

Firma nyńı řeš́ı otázku, jak velké náklady si m̊uže dovolit. Řekněme, že si

stanov́ı hranici 85%, s kterou by měl úvěr stačit na pokryt́ı náklad̊u, tj. firma

přijme riziko 15%, že úvěr nebude stačit. Máme tedy pravděpodobnostńı omezeńı

P (N ≤ U) ≥ 0.85 ⇔ P (U ≤ N) ≤ 0.15,

tj. podle (3.45)

P (U ≤ N) = FU(N) ≤ 0.15.

Předpokládáme, že náhodná veličina U má normálńı rozděleńı a použijeme trans-

formaci na normované normálńı rozděleńı (1.34), tj.

FU(N) = Φ

(
N − 200 000

30 000

)
≤ 0.15

a tedy

N − 200 000

30 000
≤ Φ−1(0.15).
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Pomoćı tabulek v [4] najdeme Φ−1(0.15) = −Φ−1(0.85) = −1.04. Źıskáme tedy

výsledné omezeńı ve tvaru N ≤ −1.04 · 30 000 + 200 000, tj.

N = cTx+ vTx+ f ≤ 168 800 Kč

a dále jǐz řeš́ıme klasický deterministický model optimalizace.

3.5.4 Př́ıpad nezávislosti

Je dána sdružená pravděpodobnostńı funkce

V (x) = Pξ(T (ξ)x ≥ h(ξ)) = Pξ(t
T
i (ξ)x ≥ hi(ξ), i = 1, . . . , s), (3.48)

kde tTi (ξ) je i-tý řádek náhodné matice T (ξ), která je typu (s×n). Nyńı uvažujeme,

že náhodné vektory (tTi (ξ), hi(ξ)), i = 1, . . . , s, jsou stochasticky nezávislé. To

znamená, že vektor ζ(x, ξ) má stochasticky nezávislé složky. Pravděpodobnostńı

funkce d́ıky této nezávislosti vypadá následovně

V (x) = P(ζ(x, ξ) ≥ 0)

=
s∏

i=1

P(ζi(x, ξ) ≥ 0)

=
s∏

i=1

P(tTi (ξ)x ≥ h(ξ)). (3.49)

Pokud předpokládáme pouze pravou stranu stochastickou, tj. ti = t (a pro jed-

noduchost h(ξ) = ξ), pak

V (x) = P(tTi x ≥ ξi, i = 1, . . . , s)

= Fξ1,...,ξs(t
T
1 x, . . . , t

T
s x)

=
s∏

i=1

Fξi(t
T
i x). (3.50)

Je vhodné tento součin převést na součet pomoćı logaritmické transformace:

log V (x) =
s∑

i=1

logFξi(t
T
i x). (3.51)
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Funkce log V (x) je konkávńı právě tehdy, když jednorozměrné distribučńı funkce

Fξi jsou tzv. logkonkávńı . Definice logkonkávńı funkce je následuj́ıćı:

Definice 3.3. Funkce f(x) je logkonkávńı právě tehdy, když je funkce log f(x)

konkávńı.

Analogicky to plat́ı pro (log)konvexńı funkce. Mnoho distribučńıch funkćı

(včetně distribučńı funkce normálńıho rozděleńı) je logkonkávńıch (viz [1]).

Předpokládejme, že Fξi je logkonkávńı pro každé i, potom V (x) =
∏

Fξi je

také logkonkávńı a podmı́nka V (x) ≥ α definuje konvexńı množinu, pro každé

α ∈ 〈0, 1〉. Pro kladné distribučńı funkce lze tuto podmı́nku psát ve tvaru

s∑

i=1

logFξi(t
T
i x) ≥ logα. (3.52)

3.6 Modely zahrnuj́ıćı mı́ru odchylky

V této podkapitole se budeme zabývat r̊uznými odchylkami náhodné proměnné

od nějaké ideálńı (požadované) hodnoty. Pro zjednodušeńı uvažujme opět s = 1

a náhodnou proměnnou

ζ(x, ξ) = t(ξ)x−H(ξ)

jako náhodnou veličinu. Použijeme následuj́ıćı značeńı

vektor ηn×1 := t(ξ),

náhodná veličina ξ := H(ξ)

a náhodná proměnná ζ(x, η, ξ) := ηTx− ξ, (3.53)

kde η je opět n-rozměrný náhodný vektor a ξ náhodná proměnná. Předpokládáme,

že existuje středńı hodnota náhodného vektoru (ηT , ξ) a použijeme značeńı:

µ = (µ1, . . . , µn)
T := E(η) ∈ R

n

a µn+1 := E(ξ) ∈ R.
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3.6.1 Kvadratická odchylka

Mı́ru kvality v tomto př́ıpadě zvoĺıme jako

̺k(ϑ) :=
√
E(ϑ2) =

√
Var(ϑ) + [E(ϑ)]2, (3.54)

je definována na lineárńım prostoru náhodných proměnných s konečným roz-

ptylem Var(ϑ). Předpokládáme, že existuj́ı druhé centrálńı momenty náhodného

vektoru (ηT , ξ) a že jeho kovariančńı matice je positivně definitńı. Př́ıslušná hod-

not́ıćı funkce je potom

V (x) :=
√
E[(ηTx− ξ)2] =

√
Var(ηTx− ξ) + (µTx− µn+1)2 (3.55)

a lze ji interpretovat jako mı́ru odchylky mezi náhodnými proměnnými ηTx

a ξ. Podle [1] (a d̊ukazu na straně 167) je V (x) konvexńı funkce.

Zaved’me nyńı funkci g : Rn+1 → R, definovanou jako

g(x1, . . . , xn, xn+1) = g(x, xn+1) := E[(ηTx+ ξxn+1)
2].

Tato funkce je zřejmě nezáporná, tj. g(x, xn+1) ≥ 0 plat́ı pro všechna x ∈ R
n

a xn+1 ∈ R. Lze ji rozepsat jako

E[(ηTx+ ξxn+1)
2] = E

[
(xT , xn+1)

(
η
ξ

)
(ηT , ξ)

(
x

xn+1

)]

= (xT , xn+1)

(
E[ηηT ] E[ξη]
E[ξηT ] E[ξ2]

)(
x

xn+1

)
. (3.56)

Poté použit́ım pro η̂ a ξ̂, definované jako η̂ := η− µ a ξ̂ := ξ − µn+1, a po zadáńı

xn+1 = −1 źıskáme

Var[ηx− ξ] = xTV x− 2dTx+ v,

kde V := E[η̂η̂T ] = Cov[η, η], d := E[η̂ξ̂] = Cov[η, ξ] a v := E[ξ̂2] = Var[ξ]. V je

pozitivně definitńı matice. Hodnot́ıćı funkci V (x) lze tedy zapsat ve tvaru

V (x) =
√
xTV x− 2dTx+ v + (µTx− µn+1)2. (3.57)
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Směrodatná odchylka Často použ́ıvanou obdobou výše uvedené mı́ry ̺k je

pro statistiky dobře známá směrodatná odchylka (angl. standard deviation):

̺s(ϑ) := σ(ϑ) :=
√
E[(ϑ− E(ϑ))2], (3.58)

př́ıslušná hodnot́ıćı funkce potom vypadá následovně

Vs(x) =
√

xTV x− 2dTx+ v. (3.59)

Modely obsahuj́ıćı hodnot́ıćı funkci Vs(x):

min cTx

za podmı́nek xTV x− 2dTx ≤ κ− v

x ∈ β (3.60)

a

min xTV x− 2dTx+ v

za podmı́nek x ∈ β (3.61)

jsou úlohami konvexńıho programováńı.

Speciálńı př́ıpad Budeme-li nyńı speciálně uvažovat ξ ≡ 0, źıskáme hod-

not́ıćı funkci

V0(x) :=
√
E[(ηTx− µTx)2] =

√
xTV x, (3.62)

kde V je opět kovariančńı matićı náhodné proměnné η. Podle [1] se jedná o často

použ́ıvanou hodnot́ıćı funkci, proto zde pro úplnost uvedu i konečné modely. Jsou

v následuj́ıćım tvaru:

min cTx

za podmı́nek xTV x ≤ κ

x ∈ β (3.63)
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a

min xTV x

za podmı́nek x ∈ β. (3.64)

Optimalizačńı problémy tohoto typu jsou často použ́ıvány ve finančńı sféře (např.

Markowitz, Elton). Uvedu zde př́ıklad na optimalizaci portfolia převzatý z [8].

Př́ıklad 3.11. Vyjdeme z matematického modelu optimalizace portfolia, který

vytvořil Harry M. Markowitz v roce 1952. Jeho model popisuj́ıćı minimalizaci

rizika při investováńı do portfolia má tento matematický popis:

min
∑n

i=1

∑n

j=1
σijxixj

za podmı́nek
∑n

i=1
µixi ≥ b,

∑n

i=1
xi = 1,

xi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (3.65)

Zde σij představuje kovarianci mezi aktivy i a j (mı́ru vzájemné vazby mezi

dvěma náhodnými veličinami), µi je očekávaná návratnost investice xi a b je mi-

nimálńı celkový očekávaný výnos. Druhá podmı́nka vyjadřuje, že bude investováno

100% počátečńıho kapitálu. Třet́ı podmı́nka ř́ıká, že nem̊užeme investovat záporné

částky.
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4 PŘÍKLAD: Směšovaćı problém

Postupy uvedené v předchoźı kapitole si ukážeme při řešeńı směšovaćıho pro-

blému s r̊uznými náhodnými parametry. Firma se zabývá výrobou pečených

ovesných müssli. Jej́ı sortiment tvoř́ı tři druhy müssli - ovocné, oř́ı̌skové a me-

dové. K výrobě hotových müssli nakupuje čtyři hlavńı suroviny , kterými jsou

ovesné vločky, ovoce, oř́ı̌sky a med. V následuj́ıćı tabulce jsou uvedena množstv́ı

j-té suroviny (v kg) v 1 kg i-tého druhu müssli, j = 1, . . . , 4, i = 1, . . . , 3.

1 (ovesné vločky) 2 (ovoce) 3 (oř́ı̌sky) 4 (med)
1 (ovocné) 0.54 0.26 0.12 0.08
2 (oř́ı̌skové) 0.58 0.08 0.24 0.1
3 (medové) 0.6 0 0.12 0.28

Tabulka 2: Množstv́ı surovin v jednotlivých druźıch müssli

Prvńım úkolem bude stanovit jednotlivá množstv́ı surovin tak, abychom

minimalizovali náklady na jejich poř́ızeńı a zároveň splnili požadavky na množstv́ı

(kg) hotových müssli, tj. abychom byli schopni uspokojit poptávku. Druhým

úkolem bude stanovit celkovou cenu surovin , tedy hodnotu účelové funkce.

Bude nás totiž zaj́ımat, jakou částku si máme na nákup surovin vyhradit. V

př́ıpadě, že by nám peńıze nestačily, museli bychom si dodatečně potřebné peněžńı

prostředky vyp̊ujčit (pravděpodobně za vysoký úrok).

Právě nyńı muśıme stanovit rozpočet firmy a pokud budou některé parametry

neznámé, nelze čekat na jejich realizaci. Bude se tedy jednat o jednostupňový

model SP s př́ıstupem
”
here and now“, jak jsme ho uvedli v odd́ılu 2.1.

Uvažujme množiny I = {1, 2, 3} a J = {1, 2, 3, 4} a zaved’me značeńı:

cj . . . cena za jednotku množstv́ı (1kg) j-té suroviny, j ∈ J ,
xj . . . množstv́ı j-té suroviny, j ∈ J ,
bi . . . požadované množstv́ı i-tého výrobku, i ∈ I,
yi . . . vyrobené množstv́ı i-tého výrobku, i ∈ I,
aij . . . množstv́ı j-té suroviny v i-tém výrobku, i ∈ I, j ∈ J .

Př́ıklad rozděĺıme do dvou část́ı - v prvńı části se budeme zabývat situaćı,

kdy neznáme budoućı cenu nakupovaných surovin. Jak později uvid́ıme, bude
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se jednat o náhodnou proměnnou v účelové funkci. V druhé části bude náhodnou

proměnnou poptávka po hotových výrobćıch (množstv́ı müssli), která se bude

vyskytovat v podmı́nce.

4.1 Cena surovin jako náhodný vektor

Uvažujme nejprve cenu surovin jako náhodný vektor, tedy vektor náhodných

veličin c(ξ) = (C1, C2, C3, C4). Uvažujme rozděleńı (pravděpodobnost́ı) těchto

náhodných veličin (s př́ıslušnými charakteristikami):

1 - ovesné vločky ∼ N
(
30, 9

)

2 - ovoce ∼ N
(
260, 324

)

3 - oř́ı̌sky ∼ N
(
350, 1 024

)

4 - med ∼ N
(
120, 225

)
(4.1)

kde značeńıN
(
µ, σ2

)
představuje normálńı rozděleńı se středńı hodnotou µ a roz-

ptylem σ2. Použijeme př́ıkaz pro generováńı (pseudo)náhodných č́ısel z normálńıho

rozděleńı v programu Matlab:

normrnd(µ, σ, n, 1), (4.2)

kde n je počet hodnot, které chceme vygenerovat. Zadáme n = 200 a dané para-

metry pro každou náhodnou veličinu.

V grafu na obrázku 6 jsou znázorněny vygenerované ceny ovesných vloček

(C1). Středńı hodnota je vyznačena rovnou plnou čarou, hodnoty (µ−σ) a (µ+σ)

čárkovaně a hodnoty minima a maxima (všech pozorováńı) čerchovanou čarou.

V programu Matlab jsme vytvořili histogram (obrázek 7) a distribučńı

funkci (obrázek 8) ceny ovesných vloček. Linie u histogramu představuje funkci

hustoty př́ıslušného normálńıho rozděleńı. V obou př́ıpadech je v grafu znázorněna

středńı hodnota (rovnou plnou čarou).
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Obrázek 6: Ceny ovesných vloček

Obrázek 7: Histogram (hustota) ceny ovesných vloček

Je zřejmé, že rozděleńı pravděpodobnost́ı generovaných č́ısel nebude totožné

s t́ım teoretickým. Źıskali jsme náhodné veličiny z následuj́ıćıch rozděleńı

1 - ovesné vločky ∼ N
(
30.08, 2.88662

)
,

2 - ovoce ∼ N
(
258.87, 17.87612

)
,

3 - oř́ı̌sky ∼ N
(
350.43, 35.32862

)
,

4 - med ∼ N
(
118.57, 14.78142

)
.

Dále budeme pracovat pouze s t́ımto rozděleńım, ne s teoretickým, pomoćı

kterého jsme naše hodnoty generovali, nebot’ v praxi také známe pouze hodnoty

vypoč́ıtané ze známých dř́ıvěǰśıch realizaćı.
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Obrázek 8: Distribučńı funkce ceny ovesných vloček

Nyńı zadejme vektor b jakožto vektor požadovaných množstv́ı hotových müssli

v kilogramech. Můžeme si představit, že jde o poptávku na trhu, kterou chceme

uspokojit. Tato množstv́ı považujeme za známá:

b = (b1, b2, b3)
T = (10, 15, 12)T ,

kde b1 je poptávka po ovocných müssli, b2 po oř́ı̌skových a b3 po medových. Nyńı

se dostáváme k vlastńımu stochastickému modelu , který můžeme sestavit

ve tvaru

min C1 · x1 + C2 · x2 + C3 · x3 + C4 · x4 (4.3)

za podmı́nek x1 ≥ 0, 54y1 + 0, 58y2 + 0, 6y3 (4.4)

x2 ≥ 0, 26y1 + 0, 08y2 (4.5)

x3 ≥ 0, 12y1 + 0, 24y2 + 0, 12y3 (4.6)

x4 ≥ 0, 08y1 + 0, 1y2 + 0, 28y3 (4.7)

y1 ≥ 10, (4.8)

y2 ≥ 15, (4.9)

y3 ≥ 12, (4.10)

x1, x2, x3, x4 ≥ 0, (4.11)

kde (4.3) vyjadřuje minimalizaci účelové funkce , obsahuj́ıćı náhodné veličiny

C1, . . . , C4. Účelová funkce představuje celkovou cenu nakupovaných surovin.
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Omezeńı (4.4) až (4.7) se vztahuj́ı k množstv́ı surovin potřebnému k výrobě ho-

tových müssli a vyjadřuj́ı požadavek, že množstv́ı nakoupených surovin muśı být

větš́ı nebo rovno spotřebovanému množstv́ı. Podmı́nky (4.8) až (4.10) se týkaj́ı

poptávky, tedy minimálńıho množstv́ı hotových výrobk̊u. Omezeńı (4.11) pouze

zd̊urazňuje nezápornost jednotlivých množstv́ı.

Pod́ıvejme se nyńı na jednotlivé př́ıstupy, pomoćı kterých je možné tento

model převést na model deterministický , tj. na možné transformace náhodných

veličin. Prvńım z nich bude využit́ı středńı hodnoty.

4.1.1 Použit́ı středńı hodnoty

Náhodné veličiny C1 až C4 nahrad́ıme jejich středńımi hodnotami, tedy

µ̂1 = 30.08

µ̂2 = 258.87

µ̂3 = 350.43

µ̂4 = 118.57

Deterministická účelová funkce pak vypadá následovně

f(x) = 30.08x1 + 258.87x2 + 350.43x3 + 118.57x4. (4.12)

Podmı́nky (4.4) až (4.7) uprav́ıme tak, že na pravé straně necháme jen kon-

stanty (které jsou zde všechny rovny nule). Výsledný model je v následuj́ıćım

tvaru
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min 30x1 + 260x2 + 350x3 + 120x4

za podmı́nek x1 − 0, 54y1 − 0, 58y2 − 0, 6y3 ≥ 0

x2 − 0, 26y1 − 0, 08y2 ≥ 0

x3 − 0, 12y1 − 0, 24y2 − 0, 12y3 ≥ 0

x4 − 0, 08y1 − 0, 1y2 − 0, 28y3 ≥ 0

y1 ≥ 10

y2 ≥ 15

y3 ≥ 12

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

Tuto úlohu lineárńıho programováńı vyřeš́ıme pomoćı matematického pro-

gramu Matlab. Použijeme funkci linprog s následuj́ıćımi parametry:

linprog(f, A, b, Aeq, beq, l, u), (4.13)

kde l (resp. u) je dolńı (resp. horńı) hranice pro vektor řešeńı z = (x, y) =

(x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3)
T , Aeq · z = beq jsou omezeńı ve tvaru rovnost́ı, A · z ≤ b

omezeńı ve tvaru nerovnost́ı a f účelová funkce. Zadáme následuj́ıćı:

f = [30.08; 258.87; 350.43; 118.57; 0; 0; 0];

A = [1 0 0 0 − 0.54 − 0.58 − 0.6;

0 1 0 0 − 0.26 − 0.08 0;

0 0 1 0 − 0.12 − 0.24 − 0.12;

0 0 0 1 − 0.08 − 0.1 − 0.28];

b = [0; 0; 0; 0];

l = [0; 0; 0; 0; 10; 15; 12]; (4.14)

Následně v Matlabu zavoláme funkci linprog

[x, fval, exit] = linprog(f,−A,−b, [ ], [ ], l, [ ]),
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kde [ ] označuje nevyplněnou (prázdnou) položku. Matici A jsme dosadili ve tvaru

−A a vektor b jako −b, kv̊uli tomu, že funkce linprog požaduje omezeńı ve tvaru

A · z ≤ b. Po výpočtu źıskáme otpimálńı řešeńı:

x∗ =




x∗

1

x∗

2

x∗

3

x∗

4


 =




21.3
3.8
6.24
5.66


 (4.15)

a

y∗ =




y∗1
y∗2
y∗3


 =




10
15
12


 . (4.16)

Hodnota účelové funkce je potom rovna

fval = cTx∗ = 4 482.20 Kč

a výstupńı parametr exit nám dal výsledek 1, což znamená, že byly splněny

podmı́nky optimality prvńıho řádu, tj. nalezeno optimum. Na obrázku 9 vid́ıme

hodnoty účelových funkćı pro námi generovaná č́ısla v porovnáńı s hodnotou

4 482.20 Kč (plná čára).

Obrázek 9: Hodnoty účelových funkćı

Poznámka 4.1. Z vypočtených účelových funkćı pro naše generované hodnoty

a také z obrázku 9 lze zjistit, že zhruba polovina hodnot je menš́ıch než námi

vypoč́ıtaná hodnota 4 482.20 Kč, konkrétně je těchto hodnot 98 (tj. 49%).
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Poznámka 4.2. Pro źıskáńı deterministického ekvivalentu úlohy stochastického

programováńı jsme použili individuálńı hodnot́ıćı funkce a
”
aplikovali“ středńı

hodnotu na každou náhodnou složku zvlášt’. Pokud bychom chtěli středńı hodnotu

z celé náhodné proměnné ζ = c(ξ)Tx (tj. použ́ıt sdruženou hodnot́ıćı funkci),

bude výsledek stejný. Proč je tomu tak jsme ukázali v (3.24) a tento vztah plyne

z nezávislosti náhodných veličin C1, C2, C3, C4 (kterou zde předpokládáme).

4.1.2 Použit́ı pravděpodobnostńı funkce

Uvažujme individuálńı pravděpodobnostńı funkce (tedy pro každou náhodnou

veličinu zvlášt’). Stanov́ıme si pravděpodobnost α ∈ 〈0, 1〉, která bude představovat
pravděpodobnost, s kterou realizace náhodné veličiny (ceny - Ci) nepřekroč́ı

nějakou hodnotu C0i. Tuto hodnotu se budeme snažit naj́ıt a poté použ́ıt v našem

modelu. Máme tedy

P(C1 ≤ C01) = α

P(C2 ≤ C02) = α

P(C3 ≤ C03) = α

P(C4 ≤ C04) = α

Pro jednoduchost budeme uvažovat stejnou hodnotu α pro všechny ceny su-

rovin a u všech cen předpokládáme dané normálńı rozděleńı s danými parametry.

Již dř́ıve jsme spoč́ıtali vektor středńıch hodnot cen surovin:

E(c) = µ =




µ1

µ2

µ3

µ4


 =




30.08
258.87
350.43
118.57




a vektor směrodatných odchylek:

√
var(c) = σ =




σ1

σ2

σ3

σ4


 =




2.8866
17.8761
35.3286
14.7814


 .
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Pravděpodobnost 90 % Stanovme nejprve α = 0.9, tedy pravděpodobnost

90%, že skutečná cena Cj nebude vyšš́ı než hledaná hodnota C0j. Ukažme si nyńı

postup řešeńı např́ıklad pro cenu ovesných vloček:

P(C1 ≤ C01) = 0.9 ⇒ F(C01) = 0.9

Použijeme transformaci na normované normálńı rozděleńı , tj.

X ∼ N
(
µ, σ2

)
⇒ X − µ

σ
∼ N

(
0, 1
)
.

Označ́ıme-li Φ distribučńı funkci N (0, 1), bude v našem př́ıpadě platit:

F(C01) = Φ
(C01 − µ1

σ1

)
= 0.9

Źıskali jsme rovnici o jedné neznáme C01. V tabulkách pro kvantily normovaného

normálńıho rozděleńı (viz [4]) najdeme hodnotu

Φ−1(0.9) = 1.28

a rovnici vyřeš́ıme následuj́ıćım zp̊usobem:

Φ

(
C01 − 30.08

2.8866

)
= 0.9

(
C01 − 30.08

2.8866

)
= Φ−1(0.9)

(
C01 − 30.08

2.8866

)
.
= 1.28

C01

.
= 33.77

Stejným zp̊usobem dopoč́ıtáme C0j i pro ostatńı ceny surovin. Výsledné hod-

noty jsou uvedeny v tabulce.

C01(ovesné vločky) . . . 33.77 Kč
C02(ovoce) . . . 281.75 Kč
C03(oř́ı̌sky) . . . 395.65 Kč
C04(med) . . . 137.49 Kč
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Takto źıskané hodnoty použijeme v našem modelu. Podmı́nky z̊ustanou stejné,

změńı se jen účelová funkce. Budeme tedy řešit úlohu minimalizace

min
x

33.84 x1 + 281.75 x2 + 395.65 x3 + 137.49 x4

x ∈ β, (4.17)

kde β je oblast př́ıpustných řešeńı definovaná omezeńımi (4.4) až (4.11). Úlohu

opět vyřeš́ıme pomoćı funkce linprog v Matlabu, kde nyńı zadáme

f = [33.77; 281.75; 395.65; 137.49; 0; 0; 0]

a ostatńı parametry z̊ustanou stejné. Optimálńı množstv́ı surovin jsou stejná jako

v předešlém př́ıpadě, tj

x∗ =




x1

x2

x3

x4


 =




21.3
3.8
6.24
5.66




Celková cena surovin je nyńı rovna 5 037 Kč. Je to částka, kterou źıskáme při

90%-ńı pravděpodobnostńı úrovni daných cen surovin.

Poznámka 4.3. Využili jsme transformace na normované normálńı rozděleńı a v

modelu poté poč́ıtali s přiblǐznou hodnotou Φ−1(0.9) = 1.28. Kdybychom např́ıklad

pomoćı programu Matlab vypoč́ıtali př́ımo 0.9-kvantil, celková cena surovin by

vyšla nepatrně vyšš́ı, viz priklad1.m v př́ıloze 1 (na CD).

Pravděpodobnost 80 % Pod́ıvejme se nyńı, jak se změńı situace, pokud

”
slev́ıme z našich nárok̊u“ a bude nám stačit, pokud budou daná omezeńı splněna

alespoň na 80%. Postup řešeńı bude stejný jako v předchoźım př́ıpadě. Jediná

změna bude v α-kvantilu, nyńı v tabulce pro kvantily normovaného normálńıho

rozděleńı (viz [4]) najdeme 0.8-kvantil. Náhodné veličiny muśıme opět normovat

a źıskáme rovnice ve tvaru
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(
C01 − 30.08

2.8866

)
= Φ−1(0.8) = 0.84

(
C02 − 258.87

17.8761

)
= Φ−1(0.8) = 0.84

(
C03 − 350.43

35.3286

)
= Φ−1(0.8) = 0.84

(
C04 − 118.57

14.7814

)
= Φ−1(0.8) = 0.84

Po vyřešeńı máme ceny surovin:

C01 = 32.50 Kč
C02 = 273.88 Kč
C03 = 380.11 Kč
C04 = 130.99 Kč

V programu Matlab zadáme funkci f = [32.50; 273.88; 380.11; 130.99; 0; 0; 0]

(ostatńı parametry z̊ustanou stejné) a po voláńı funkce linprog źıskáme optimálńı

množstv́ı surovin stejné jako dř́ıve a hodnotu účelové funkce cTx = 4 846.28 Kč.

Na obrázku 10 je zobrazeno srovnáńı vypočtených hodnot účelových funkćı

(tj. celkové ceny nakupovaných surovin) pro α = 0.9 (plná čára) a α = 0.8

(přerušovaná čára) s hodnotami účelových funkćı našich
”
pozorováńı“ (genero-

vaných č́ısel).

Pod́ıváme-li se na počet generovaných hodnot, které jsou menš́ı nebo rovny

vypočteným hodnotám pro α = 0.9, zjist́ıme, že jich z celkových 200 je 196, což

představuje 98%. Pro α = 0.8 splňuje tuto podmı́nku 189 hodnot, tj. 94, 5%.

Takové výsledky pro nás mohou být na prvńı pohled překvapuj́ıćı, protože jsme

na začátku stanovili pravděpodobnosti 90% (resp. 80%). Tato pravděpodobnostńı

omezeńı jsme ovšem zavedli pro jednotlivé ceny surovin zvlášt a ne pro celkovou

cenu nakoupených surovin, proto se pravděpodobnosti takto lǐśı.
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Obrázek 10: Hodnoty účelových funkćı

4.1.3 Worst-case approach

Nyńı předpokládejme, že neznáme rozděleńı pravděpodobnost́ı náhodných cen

surovin. Využijeme př́ıstupu
”
worst-case approach“, který jsme popsali v odd́ılu

3.3.4.

Najdeme nejhorš́ı možnou hodnotu vektoru c, což pro nás v tomto př́ıpadě

znamená největš́ı hodnotu ceny surovin. Pokud máme soubor 200 cen dané suro-

viny, najdeme mezi nimi tu největš́ı a tu použijeme v modelu - horš́ı situace by

(teoreticky) neměla nastat.

maxC1 = 37.82 Kč
maxC2 = 307.58 Kč
maxC3 = 480.89 Kč
maxC4 = 155.97 Kč

Tyto hodnoty opět zadáme jako funkci f (v Matlabu) a vyřeš́ıme pomoćı

př́ıkazu linprog. Hodnota účelové funkce, tj. celková cena nakupovaných surovin

zde vyšla rovna 5 857.91 Kč. Tato hodnota by měla ukazovat nejvyšš́ı možnou

cenu, kterou zaplat́ıme za nákup požadovaného množstv́ı surovin. Pod́ıváme-li

se na hodnoty účelových funkćı pro naše generované ceny surovin, zjist́ıme, že

největš́ı hodnotou byla částka 5 333.81 Kč.
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4.1.4 Srovnáńı

Pod́ıvejme se na porovnáńı výsledk̊u použitých metod. V tabulce 3 jsou shr-

nuty dosažené výsledky.

Prvńı sloupec tabulky 3 označuje metodu transformace stochastické proměnné

na deterministickou. Ve druhém sloupci jsou touto metodou źıskané hodnoty

cen a ve třet́ım výsledná účelová funkce, tj. celková cena nakupovaných surovin

pro dané deterministické ceny. Čtvrtý sloupec se vztahuje k našim generovaným

č́ısl̊um a je zde zapsán počet a v závorce procento (z celkových 200 pozorováńı)

hodnot účelových funkćı, které splňuj́ı podmı́nku

cTx∗ ≤ f(x), (4.18)

kde f(x) je hodnota účelové funkce vypoč́ıtaná danou metodou.

METODA vektor cen
f(x)

pro vektor x∗ =
(21.3, 3.8, 6.24, 5.66)T

počet (procento)
splňuj́ıćıch

Středńı
hodnota

30.08
258.87
350.43
118.57

4 482.20 Kč 98 (49 %)

Pravděpodobnost
α = 0.9

33.77
281.75
395.65
137.49

5 037 Kč 196 (98 %)

Pravděpodobnost
α = 0.8

32.50
273.88
380.11
130.99

4 846.28 Kč 189 (94.5 %)

Worst-case

37.82
307.58
480.89
155.97

5 857.91 Kč 200 (100 %)

Tabulka 3: Srovnáńı metod pro náhodnou cenu
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Kontrolńı vzorek Pomoćı generátoru náhodných č́ısel nyńı necháme vygene-

rovat 1000 hodnot cen každé suroviny. Tyto hodnoty budou pocházet ze stejného

(teoretického) rozděleńı pravděpodobnost́ı jako našich p̊uvodńıch 200 hodnot, tj.

viz (4.1):

1 - ovesné vločky ∼ N
(
30, 9

)

2 - ovoce ∼ N
(
260, 324

)

3 - oř́ı̌sky ∼ N
(
350, 1 024

)

4 - med ∼ N
(
120, 225

)

Pod́ıváme se nyńı na počet hodnot celkových cen surovin (cTx∗), které splňuj́ı

podmı́nku cTx∗ ≤ fi(x), kde c jsou nové generované ceny, x∗ p̊uvodńı optimálńı

množstv́ı surovin źıskaná ze vzorku 200 hodnot a fi(x) p̊uvodńı výsledné účelové

funkce (celkové ceny surovin) źıskané z p̊uvodńıho vzorku pomoćı př́ıslušné i-té

metody.

Tabulka 4 shrnuje
”
úspěšnosti“ nově źıskaných celkových cen surovin v po-

rovnáńı s př́ıslušnými vypočtenými hodnotami. V prvńım sloupci je použitá me-

toda (mı́ra kvality) a ve druhém úspěšnost pro fi(x) vypočtenou pomoćı indi-

viduálńıch hodnot́ıćıch funkćı. Hodnoty s kterými porovnáváme lze nalézt v ta-

bulce 3.

Metoda
Individuálńı
hod. funkce

počet (procento)
Středńı
hodnota

486 (48.6 %)

Pravděpodobnost
α = 0.9

983 (98.3 %)

Pravděpodobnost
α = 0.8

917 (91.7 %)

Worst-case
approach

1000 (100 %)

Tabulka 4: Kontrolńı vzorek pro náhodné ceny
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4.2 Poptávka jako náhodný vektor

Nyńı budeme cenu surovin považovat za známou, deterministickou.

c = (c1, c2, c3, c4)
T = (30, 260, 350, 120)T

a jednotkou jsou opět Kč/kg. Náhodným vektorem nyńı bude požadované

množstv́ı jednotlivých druh̊u müssli, neboli poptávka po nich, tedy vektor b(ξ):

b(ξ) = (B1, B2, B3)
T ,

kde B1 až B3 jsou náhodné veličiny s normálńım rozděleńım pravděpodobnost́ı.

Pomoćı generátoru náhodných č́ısel v programu Matlab po zadáńı následuj́ıćıch

(předpokládaných) rozděleńı

B1 ∼ N
(
10, 22

)

B2 ∼ N
(
15, 2.52

)

B3 ∼ N
(
12, 1.62

)
(4.19)

jsme źıskali 200 hodnot pro poptávky po jednotlivých druźıch müssli. Rozděleńı

těchto generovaných hodnot aproximujeme normálńım rozděleńım, se kterým bu-

deme dále pracovat je následuj́ıćı

B1 ∼ N
(
10.09, 1.912

)

B2 ∼ N
(
15.08, 2.462

)

B3 ∼ N
(
12.03, 1.652

)
(4.20)

Stochastický model můžeme zapsat ve tvaru

min 30x1 + 260x2 + 350x3 + 120x4

za podmı́nek x1 − 0.54y1 − 0.58y2 − 0.6y3 ≥ 0

x2 − 0.26y1 − 0.08y2 ≥ 0

x3 − 0.12y1 − 0.24y2 − 0.12y3 ≥ 0

x4 − 0.08y1 − 0.1y2 − 0.28y3 ≥ 0

y1 ≥ B1, y2 ≥ B2, y3 ≥ B3

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.
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Pod́ıvejme se nyńı opět na řešeńı pomoćı r̊uzných př́ıstup̊u, jak stochastický model

převést na deterministický .

4.2.1 Středńı hodnota

Do modelu zadáme podmı́nky se středńımi hodnotami E(Bi), tj. yi ≥ E(Bi)

y1 ≥ 10.09, y2 ≥ 15.08, y3 ≥ 12.03

Ceny surovin jsou deterministické a v programu Matlab zadáme funkci

f = [30; 260; 350; 120; 0; 0; 0]

a spodńı mez

l = [0; 0; 0; 0; 10.09; 15.08; 12.03].

Ostatńı omezeńı z̊ustanou stejná jako v př́ıpadě se stochastickou cenou surovin,

tj. jako v (4.14). Po zadáńı do funkce linprog źıskáme optimálńı řešeńı ve tvaru

x∗ .
=




21.41
3.83
6.27
5.68




y∗ =




10.09
15.08
12.03




a hodnotu účelové funkce

f(x) = cTx∗ = 30 ∗ 21.41 + 260 ∗ 3.83 + 350 ∗ 6.27 + 120 ∗ 5.68 = 4 515.90 Kč.

4.2.2 Pravděpodobnostńı funkce

Jak jsme uvedli v odd́ılu 3.5.3

P(B0i ≥ Bi) ≥ α ⇔ P(Bi ≤ B0i) ≥ α ⇔ FBi
(B0i) ≥ α (4.21)

Podle (3.46) lze posledńı vztah ještě upravit jako

FBi
(B0i) ≥ α ⇐⇒ B0i ≥ QBi

(α),

kde QBi
(α) je α - kvantil distribučńı funkce FBi

.
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Pravděpodobnost 90 % Opět použijeme transformaci na normované normálńı

rozděleńı, hodnotu α-kvantilu najdeme v tabulkách a vypoč́ıtáme B0i. Ukažme si

postup na př́ıkladu pro prvńı druh výrobku, tj. množstv́ı ovocných müssli (B1).

Zvolme α = 0.9:

FB1(B01) = 0.9

Φ(
B01 − 10.09

1.91
) = 0.9

(
B01 − 10.09

1.91
) = Φ−1(0.9)

(
B01 − 10.09

1.91
)
.
= 1.28

B01

.
= 12.53 kg. (4.22)

Interpretace: Na 90% bude poptávka menš́ı nebo rovna hodnotě 12.53 kg. Chtěli

bychom tuto poptávku uspokojit, proto do modelu zadáme podmı́nku ve tvaru

y1 ≥ 12.53. Dopoč́ıtáme t́ımto zp̊usobem i poptávku pro ostatńı druhy surovin

(opět na hladině 90%). Výsledná omezeńı (yi ≥ B0i) jsou uvedena v tabulce.

y1 ≥ 12.53 kg
y2 ≥ 18.23 kg
y3 ≥ 14.14 kg

Deterministický model je potom ve tvaru:

min 30x1 + 260x2 + 350x3 + 120x4

za podmı́nek x1 − 0.54y1 − 0.58y2 − 0.6y3 ≥ 0

x2 − 0.26y1 − 0.08y2 ≥ 0

x3 − 0.12y1 − 0.24y2 − 0.12y3 ≥ 0

x4 − 0.08y1 − 0.1y2 − 0.28y3 ≥ 0

y1 ≥ 12.53

y2 ≥ 18.23

y3 ≥ 14.14

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.
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Po zadáńı nových omezeńı do funkce linprog v programu Matlab (ostatńı

paramtery z̊ustávaj́ı stejné) źıskáme optimálńı řešeńı

x∗ .
=




25.82
4.72
7.58
6.78




y∗ =




12.53
18.23
14.14




a hodnota účelové funkce (celková cena surovin) je f(x) = cTx∗ = 5 466.50 Kč.

Pravděpodobnost 80 % Nyńı sńıž́ıme pravděpodobnostńı omezeńı podmı́nek.

Použijeme transformaci na normované normálńı rozděleńı a źıskáme
”
80%-ńı

poptávky“ a nová omezeńı:

y1 ≥ 11.69 kg
y2 ≥ 17.15 kg
y3 ≥ 13.42 kg

Ve funkci linprog v programu Matlab změńıme pouze dolńı mez

l = [0; 0; 0; 0; 11.69; 17.15; 13.42]

Źıskáme optimálńı řešeńı ve tvaru

x∗ .
=




24.31
4.41
7.13
6.41




y∗ =




11.69
17.15
13.42




a hodnotu účelové funkce f(x) = cTx∗ = 5 140.50 Kč.
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4.2.3 Worst-case approach

Použijeme-li př́ıstup
”
Worst-case approach“, budeme v modelu uvažovat nej-

horš́ı možné hodnoty. Ty pro nás budou tentokrát představovat největš́ı možné

poptávky, přestože by samozřejmě také nebylo žádoućı, aby byla poptávka nu-

lová. Naš́ım ćılem však je uspokojit poptávku a nevad́ı nám přebytečné množstv́ı

výrobk̊u či surovin na skladě.

Pod́ıváme se na nejvyšš́ı hodnotu poptávky. Zjist́ıme, že pro jednotlivé druhy

müssli bylo maximum následuj́ıćı:

maxB1 (ovocné müssli) . . . 15.43 kg
maxB2 (oř́ı̌skové müssli) . . . 22.15 kg
maxB3 (medové müssli) . . . 16.70 kg

Tyto hodnoty použijeme v modelu v omezeńıch yi ≥ maxBi a opět pomoćı

funkce linprog źıskáme optimálńı řešeńı ve tvaru:

x∗ .
=




31.20
5.784
9.172
8.125




y∗ =




15.43
22.15
16.70




a hodnota účelové funkce (celková cena surovin) je f(z) = cTx = 6 624.90 Kč.

4.2.4 Srovnáńı metod

Tabulka 4.2.4 ukazuje srovnáńı použitých metod, uvedených v prvńım sloupci

(pod označeńım
”
p-stńı“ omezeńı rozumı́me omezeńı

”
pravděpodobnostńı“). Ve

druhém sloupci je uvedena vypočtená poptávka pro všechny tři druhy müssli

při použit́ı dané metody. Ve třet́ım sloupci vid́ıme počet realizaćı (generovaných
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hodnot) poptávky po jednotlivých müssli, které byly menš́ı nebo rovny daným

vypočteným poptávkám (viz druhý sloupec), tj. splňovaly podmı́nky

bi ≤ Bi i = 1, 2, 3,

kde bi jsou generované hodnoty poptávky. Celkový počet generovaných č́ısel,

ke kterému jsou vztažena uvedená procenta, byl 200.

V posledńım sloupci je uveden počet realizaćı, ve kterých byly výše uvedené

podmı́nky splněny pro všechny tři druhy müssli současně, tj.

b1 ≤ B1 ∧ b2 ≤ B2 ∧ b3 ≤ B3.

Všimněme si, že použijeme-li pro nahrazeńı náhodné proměnné středńı hod-

notu, pohybuje se naše
”
úspěšnost“ kolem 50 %, pro každý druh müssli zvlášt’.

Požadujeme-li však, aby byly splněny současně všechny tři podmı́nky, bude pro-

cento hodnot mnohem nižš́ı.

V př́ıpadě
”
worst-case approach“ máme samozřejmě

”
úspěšnost“ rovnu 100 %,

nebot’ jsme v modelu použili největš́ı realizace poptávky u každého druhu müssli.

Horš́ı situace tedy nemohla nastat - mezi našimi generovanými č́ısly.

Metoda
Poptávka

b = (B1, B2, B3)
T

Počet (procento)
splňuj́ıćıch

Počet (procento)
splňuj́ıćıch

(pro všechny)

Středńı
hodnota

10.09
15.08
12.03

102(51%)
99(49.5%)
108(54%)

29 (14.5 %)

P-stńı omezeńı
α = 0.9

12.53
18.23
14.14

178(89%)
183(91.5%)
178(89%)

142 (71 %)

P-stńı omezeńı
α = 0.8

11.69
17.15
13.42

159(79.5%)
161(80.5%)
159(79.5%)

99 (49.5 %)

Worst-case
15.43
22.15
16.70

200 (100 %) 200 (100 %)

Tabulka 5: Srovnáńı metod pro náhodnou poptávku
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Uvažujeme-li náhodné veličiny B1, B2, B3 nezávislé, dá se procento realizaćı,

které jsou menš́ı nebo rovny dané hodnotě, přibližně vypoč́ıtat následuj́ıćım

zp̊usobem. Podle odvozeńı v teorii v rovnićıch (3.49) a (3.50) se vlastně jedná

o pravděpodobnost

P (b ≤ b(ξ)) =
3∏

i=1

P (bi ≤ Bi) = P (b1 ≤ B1) · P (b2 ≤ B2) · P (b3 ≤ B3).

Při použit́ı středńı hodnoty źıskáme

P (b1 ≤ 10.09 ∧ b2 ≤ 15.08 ∧ b3 ≤ 12.03) =
= P (b1 ≤ 10.09) · P (b2 ≤ 15.08) · P (b3 ≤ 12.03) =

= 0.51 · 0.495 · 0.54 .
= 0.136 = 13.6 %

Nám vyšla
”
celková“ pravděpodobnost rovna 14.5 %, rozd́ıl je zřejmě zp̊usoben

t́ım, že máme k dispozici konečný počet realizaćı.

Obdobně je tomu při použit́ı pravděpodobnostńıch omezeńı. Pro α = 0.9

bychom źıskali

P (b1 ≤ 12.53 ∧ b2 ≤ 18.23 ∧ b3 ≤ 14.14) =
= P (b1 ≤ 12.53) · P (b2 ≤ 18.23) · P (b3 ≤ 14.14) =

= 0.89 · 0.915 · 0.89 .
= 0.7248 = 72.48%

a pro α = 0.8 potom

P (b1 ≤ 11.69 ∧ b2 ≤ 17.15 ∧ b3 ≤ 13.42) =
= P (b1 ≤ 11.69) · P (b2 ≤ 17.15) · P (b3 ≤ 13.42) =

= 0.795 · 0.805 · 0.795 .
= 0.5088 = 50.88%

Sdružená pravděpodobnost Pokud bychom požadovali celkovou (sdruženou)

pravděpodobnostńı úroveň α pro uspokojeńı všech poptávek současně, muśıme

splnit jednotlivá omezeńı s větš́ı pravděpodobnost́ı, konkrétně

P (y1 ≤ B1, y2 ≤ B2, y3 ≤ B3) = α

m

P (yi ≤ Bi) = 3
√
α, i = 1, 2, 3,
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pokud chceme splnit všechny podmı́nky se stejnou pravděpodobnostńı úrovńı.

Budeme-li klást větš́ı d̊uraz na uspokojeńı jedné poptávky než zbylých dvou,

můžeme požadovat větš́ı pravděpodobnost u této podmı́nky. Budeme vycházet

z toho, že přibližně plat́ı

P (y1 ≤ B1, y2 ≤ B2, y3 ≤ B3) = P (y1 ≤ B1) · P (y2 ≤ B2) · P (y3 ≤ B3).

Tato situace může v praxi nastat např́ıklad v př́ıpadě, kdy r̊uzné výrobky

prodáváme za r̊uzné ceny a protože chceme maximalizovat náš zisk, budeme cht́ıt

uspokojit co nejv́ıce poptávky po tom nejdražš́ım výrobku.

Jiná možnost, jak źıskat sdruženou pravděpodobnostńı úroveň, je uvedena

v teorii v odd́ılu 3.5.4 v rovnićıch (3.51) a (3.52), kdy použijeme logaritmickou

transformaci. Máme omezeńı ve tvaru

P (y ≥ b(ξ)) =
3∏

i=1

P (Bi ≤ yi) =
3∏

i=1

FBi
(yi),

po logaritmické transformaci źıskáme

log
3∏

i=1

FBi
(yi) =

3∑

i=1

logFBi
(yi).

Následně máme podmı́nku ve tvaru

3∑

i=1

logFBi
(yi) ≥ logα,

která definuje konvexńı množinu. Nyńı tedy řeš́ıme úlohu optimalizace

min
x

cTx

za podmı́nek A · x ≤ b

logα−
3∑

i=1

logFBi
(yi) ≤ 0

x, y ≥ 0,
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kterou po dosazeńı źıskáme ve tvaru

min 30x1 + 260x2 + 350x3 + 120x4

za podmı́nek −x1 + 0.54y1 + 0.58y2 + 0.6y3 ≤ 0

−x2 + 0.26y1 + 0.08y2 ≤ 0

−x3 + 0.12y1 + 0.24y2 + 0.12y3 ≤ 0

−x4 + 0.08y1 + 0.1y2 + 0.28y3 ≤ 0

logα−
3∑

i=1

logFBi
(yi) ≤ 0

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

Zvoĺıme např. α = 0.8. Úlohu vyřeš́ıme pomoćı programu Matlab a skriptu

PrikladLog.m (viz př́ılohu na CD) a źıskáme optimálńı řešeńı

x∗ =




26.4678
4.8016
7.7102
7.0269




y∗ =




12.8537
18.2454
14.9074




a hodnotu účelové funkce (celkovou cenu surovin) f(x) = cTx = 5 584.30 Kč.

Pro kontrolu se můžeme pod́ıvat na naše generované hodnoty bi a zjist́ıme, že

právě 80% těchto hodnot splňuje současně všechny podmı́nky

b1 ≤ B1 ∧ b2 ≤ B2 ∧ b3 ≤ B3.

Pro α = 0.9 máme optimálńı řešeńı

x∗ =




27.6912
5.0538
8.0795
7.3205
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y∗ =




13.5347
19.1843
15.4260




a hodnotu účelové funkce f(x) = cTx = 5 851 Kč. Mezi generovanými hodnotami

výše uvedené podmı́nky současně splňuje 179 hodnot, tedy 89, 5%.

Kontrolńı vzorek Pod́ıvejme se, jakou
”
úspěšnost“ maj́ı výsledky źıskané

z našich p̊uvodńıch generovaných hodnot pro jiný vzorek ze stejného rozděleńı,

tj. zachováme předpokládané rozděleńı pravděpodobnost́ı, viz (4.19)

B1 ∼ N
(
10, 22

)

B2 ∼ N
(
15, 2.52

)

B3 ∼ N
(
12, 1.62

)

Nyńı generujeme 1000 hodnot a nazveme tento soubor dat kontrolńım vzor-

kem. Výsledky jsou uvedeny v tabulce 6. Př́ıslušné četnosti
”
úspěšnosti“ se př́ılǐs

nelǐśı od očekávaných, tj. při použit́ı středńı hodnoty se pohybuj́ı okolo 50%,

u pravděpodobnostńıch funkćı okolo 90% (pro α = 0.9) a 80% (pro α = 0.8).

Také procenta
”
úspěšnosti“ při provedeńı logaritmické transformace a výpočtu

sdružené pravděpodobnostńı úrovně vycháźı podle očekáváńı, tj. 80 % pro α = 0.8

a 89.3 % pro α = 0.9. Využit́ı této transformace tedy vede k př́ıznivým výsledk̊um

a lze ji doporučit, pokud jsou pozorováńı nezávislá.

Všimněme si, že nyńı již nemáme 100%-ńı jistotu, že realizace budou pod

hranićı výsledk̊u źıskaných pomoćı
”
worst-case approach“. Ale můžeme ř́ıci, že se

100% bĺıž́ı. Dokonce i pokud požadujeme splněńı všech tř́ı podmı́nek současně,

źıskáme
”
úspěšnost“ 98.7%, což je pravděpodobnost relativně vysoká.
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Metoda
Poptávka

b = (B1, B2, B3)
T

Počet (procento)
splňuj́ıćıch

Počet (procento)
splňuj́ıćıch

(pro všechny)

Středńı
hodnota

10.09
15.08
12.03

524(52.4%)
498(49.8%)
488(48.8%)

132 (13.2 %)

P-stńı omezeńı
α = 0.9

12.53
18.23
14.14

914(91.4%)
919(91.9%)
875(87.5%)

738 (73.8 %)

Logaritmická
transformace

α = 0.9

13.53
19.18
15.43

962(96.2%)
966(96.6%)
961(96.1%)

893 (89.3 %)

P-stńı omezeńı
α = 0.8

11.69
17.15
13.42

819(81.9%)
818(81.8%)
783(78.3%)

526 (52.6 %)

Logaritmická
transformace

α = 0.8

12.85
18.24
14.91

931(93.1%)
919(91.9%)
935(93.5%)

800 (80 %)

Worst-case
15.43
22.15
16.70

993(99.3%)
999(99.9%)
995(99.5%)

987 (98.7 %)

Tabulka 6: Kontrolńı vzorek pro náhodnou poptávku
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5 Program pro řešeńı jednostupňového modelu

v Matlabu

V programu Matlab jsme vytvořili funkci slm , která po zadáńı parametr̊u

kompletně vyřeš́ı daný stochastický problém. Zadáńı r̊uzných př́ıklad̊u a použit́ı

r̊uzných metod je spouštěno z několika skript̊u, označených jako prikladX.m,

kde X je pořadové č́ıslo př́ıkladu (tedy např. priklad1.m). Funkci slm i jednotlivé

skripty lze nalézt v př́ıloze 1 (na přiloženém CD).

5.1 Funkce slm v programu Matlab

Funkce slm umı́ řešit r̊uzné typy úloh stochastického programováńı. V této

podkapitole naleznete jej́ı popis.

Voláńı funkce slm je následuj́ıćı

[x, fx, indikator] = slm(n, beta, det c, stoch). (5.1)

Výstupem je vektor optimálńıch řešeńı x typu (n×1), hodnota účelové funkce

fx = f(x) a indikator, který udává, jestli úloha našla optimálńı řešeńı nebo

nastaly nějaké problémy. Zmı́nili jsme se o něm již v teorii, viz (1.11).

Vstupy tvoř́ı počet neznámých n, struktura beta, která reprezentuje množinu

β určenou deterministickými omezeńımi:

beta.A · x ≤ beta.b
beta.Aeq · x = beta.beq
beta.lb ≤ x ≤ beta.ub

(5.2)

dále vektor det c, obsahuj́ıćı deterministické koeficienty účelové funkce, a pole

struktur stoch. Každý prvek tohoto pole odpov́ıdá jednomu typu stochastického

omezeńı. Každý prvek je struktura, jej́ıž složky maj́ı následuj́ıćı význam:

stoch.typ určuje, kde se náhodná proměnná vyskytuje:

• 1 . . . v účelové funkci jako c

• 2 . . . v dolńıch omezeńıch jako beta.lb
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• 3 . . . v horńıch omezeńıch jako beta.ub

• 4 . . . v omezeńıch typu nerovnosti jako beta.b

• 5 . . . v omezeńıch typu rovnosti jako beta.beq

stoch.ind určuje, které složky vektoru c, beta.lb, beta.ub, beta.b, př́ıp. beta.beq

jsou náhodné.

stoch.metoda rozhoduje, kterou metodu Matlab použije pro źıskáńı determi-

nistického ekvivalentu stochastické úlohy. Možnosti jsou následuj́ıćı:

• 1 . . . středńı hodnota

• 2 . . . pravděpodobnostńı funkce s p-stńı úrovńı stoch.alfa ∈ 〈0, 1〉

• 3 . . . worst-case approach s použit́ım či výpočtem intervalu

• 4 . . . směrodatná odchylka (podle (3.63) a (3.64))

stoch.data - uživatel má možnost zadat vlastńı data (vektor, matici) a to

bud’ př́ımo z Matlabu nebo např. z MS Office - z Excelu (pomoćı př́ıkazu

xlsread(′NazevSouboru′,′ pole′)).

stoch.mean představuje středńı hodnotu, kterou uživatel může př́ımo zadat,

nebo pokud ji nezná, program ji vypoč́ıtá z dat.

stoch.std je směrodatná odchylka a při zadáváńı pro ni plat́ı to samé jako pro

středńı hodnotu.

stoch.interval spodni a stoch.interval horni označuj́ı spodńı, resp. horńı

mez intervalu, ve kterém se data nacházej́ı. Opět ho může zadat uživatel sám,

nebo se vypoč́ıtá z dat. Jeho znalost bude nutná pro př́ıstup worst− case (met.

3) a pro rovnoměrné rozděleńı při použit́ı pravděpodobnostńı funkce (met. 2).
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stoch.delta je využito v př́ıstupu worst− case, kde uživatel označ́ı, které hod-

noty pro něj znamenaj́ı nejhorš́ı situaci:

• 1 . . . nejmenš́ı hodnoty

• 2 . . . největš́ı hodnoty

stoch.rozdeleni udává, z jakého rozděleńı data pocházej́ı. Uživatel ho muśı

zadat sám, jinak se předpokládá normálńı rozděleńı. Možnosti jsou:

• 1 . . . normálńı rozděleńı (s parametry stoch.mean a stoch.std)

• 2 . . . exponenciálńı rozděleńı (s parametrem stoch.mean)

• 3 . . . lognormálńı rozděleńı (s parametry stoch.mean a stoch.std)

• 4 . . . Poissonovo rozděleńı (s parametrem stoch.lambda)

• 5 . . . rovnoměrné spojité rozděleńı (s parametry stoch.interval spodni

a stoch.interval horni)

stoch.lambda je parametr Poissonova rozděleńı a je nutné ho zadat pouze pro

tento typ rozděleńı.

Funkce slm nejprve pomoćı vybrané metody převede stochastický model na

deterministický a poté pomoćı vhodného řešiče vyřeš́ı úlohu optimalizace. T́ımto

řešičem může být bud’ linprog, quadprog nebo fmincon v závislosti na typu

úlohy - lineárńı, resp. kvadratické, resp. obecné konvexńı programováńı.

5.2 Jednotlivé př́ıklady ve skriptech

Voláńı jednotlivých typ̊u př́ıklad̊u je rozděleno do jednotlivých skript̊u, viz

priklad1.m až priklad6.m v př́ıloze na CD. Spolu s nimi se v př́ıloze nacháźı

i data (generovaná č́ısla) v souboru GenerovanaCisla.xlsx, generovaná č́ısla jako

kontrolńı vzorek v souboru KontrolniV zorek.xlsx a již zmı́něná funkce slm.

Je vytvořeno šest základńıch skript̊u - typ̊u př́ıklad̊u. Př́ıklady 1 až 3 řeš́ı

náhodnou proměnnou v účelové funkci a př́ıklady 4 až 6 náhodnou proměnnou
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v omezeńıch. Př́ıklady s náhodnost́ı v účelové funkci lze s př́ıklady s náhodnost́ı

v podmı́nkách r̊uzně kombinovat a vytvořit tak př́ıklad složitěǰśı. Jako ukázku zde

uvedu popis a konstrukci př́ıkladu 2 a př́ıkladu 15, který je kombinaćı př́ıkladu 1

a 5.

Př́ıklad 2 řeš́ı př́ıklad z podkapitoly 4.1, tj. zabývá se náhodnou proměnnou

v účelové funkci (náhodnými cenami surovin) - typ 1. Jako mı́ra kvality jsou

zvoleny individuálńı pravděpodobnostńı funkce - metoda 2. Pravděpodobnostńı

úroveň stanov́ıme např. α = 0.9 a př́ıklad budeme řešit z generovaných dat za

předpokladu normálńıho rozděleńı - rozděleńı 1. Zdrojový kód (viz priklad2.m)

pro tento př́ıpad vypadá následovně:

n=7;

stoch.ind=1:4;

stoch.typ=1;

stoch.metoda=2;

stoch.alfa=0.9;

stoch.rozdeleni=1;

stoch.data=xlsread(’GenerovanaCisla.xlsx’,’B2:E201’);

det_c=zeros(n,1);

beta.Aeq=[];

beta.beq=[];

beta.b=[0;0;0;0];

beta.A=[-1 0 0 0 0.54 0.58 0.6;

0 -1 0 0 0.26 0.08 0;

0 0 -1 0 0.12 0.24 0.12;

0 0 0 -1 0.08 0.1 0.28];

beta.lb=[0;0;0;0;10;15;12];

beta.ub=[];

[x,fx,indikator]=slm(n,beta,det_c,stoch);
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Č́ıslo n určuje počet složek vektoru x = (x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3)
T , a stoch.ind =

1 : 4 znač́ı, že náhodnými složkami jsou prvńı až čtvrtý prvek vektoru x. Posledńı

řádek představuje samotné voláńı funkce slm. Matlab vrát́ı následuj́ıćı výsledek

- optimálńı řešeńı, hodnotu účelové funkce a indikátor:

>> priklad2

Optimization terminated.

x = 21.3000

3.8000

6.2400

5.6600

10.0000

15.0000

12.0000

fx = 5.0205e+03

indikator = 1

Př́ıklad 15 kombinuje př́ıklady 1 a 5. Řeš́ı úlohu uvedenou v kapitole 4, ale

nyńı se náhodná proměnná vyskytuje jak v účelové funkci (cena surovin), tak

v podmı́nkách (poptávka po hotových výrobćıch). Pro ceny surovin je použita

metoda středńı hodnoty a pro poptávky pravděpodobnostńı funkce s úrovńı α =

0.9. Zdrojový kód v programu Matlab vypadá následovně (viz priklad15.m):

n=7;

beta.Aeq=[];

beta.beq=[];

beta.b=[0;0;0;0];

beta.A=[-1 0 0 0 0.54 0.58 0.6;

0 -1 0 0 0.26 0.08 0;

0 0 -1 0 0.12 0.24 0.12;

0 0 0 -1 0.08 0.1 0.28];

beta.ub=[];
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beta.lb=zeros(n,1);

det_c=zeros(n,1);

stoch(1).data=xlsread(’GenerovanaCisla.xlsx’,’B2:E201’);

stoch(1).ind=1:4;

stoch(1).rozdeleni=1;

stoch(1).typ=1;

stoch(1).metoda=1;

stoch(2).data=xlsread(’GenerovanaCisla.xlsx’,’O2:Q201’);

stoch(2).ind=5:7;

stoch(2).rozdeleni=1;

stoch(2).typ=2;

stoch(2).metoda=2;

stoch(2).alfa=0.9;

[x,fx,indikator]=slm(n,beta,det_c,stoch)

Struktura stoch(1) se vztahuje k náhodným cenám, tj. stoch(1).ind = 1 : 4,

a struktura stoch(2) k náhodným poptávkám, tj. stoch(2).ind = 5 : 7. Řešeńı

úlohy Matlab vrát́ı v následuj́ıćım tvaru:

>> priklad15

Optimization terminated.

x = 24.3323

4.4198

7.1315

6.4141

11.7280

17.1314

13.4382

fx = 5.1356e+03

indikator = 1

Hodnota fx je hodnotou účelové funkce, představuje tedy celkovou cenu nakou-

pených surovin, která je relativně vysoká kv̊uli volbě α = 90%.
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Srovnáńı Tabulka 7 shrnuje výsledky dosažené pomoćı funkce slm (třet́ı slou-

pec) a výsledky, kterých jsme dosáhli v kapitole 4 (čtvrtý sloupec). Jak jsme již

uvedli dř́ıve, př́ıklady 1 až 3 řeš́ı náhodnou proměnnou v účelové funkci a př́ıklady

4 až 6 náhodnou proměnnou v omezeńıch.

Výsledky źıskané pomoćı funkce slm a hodnoty vypoč́ıtané
”
ručně“ v kapitole

4 jsou srovnatelné a rozd́ıly zanedbatelné. Patrně se jedná o zaokrouhlovaćı chyby,

nebo (v př́ıpadě pravděpodobnostńıch funkćı) je př́ıčinou r̊uzná volba kvantil̊u.

V kapitole 4 jsme už́ıvali transformaci na normované normálńı rozděleńı a poté

našli kvantil v tabulkách - pokud uživatel nemá k dispozici vhodný matematický

software, je tento postup nevyhnutelný a hlavně z toho d̊uvodu byl v práci uveden.

Př́ıklad Použitá metoda
Hodnota

účelové funkce
pomoćı funkce slm

Výsledky
z kapitoly 4

1 Středńı hodnota 4 482,20 Kč 4 482,20 Kč

2
P-stńı funkce

α = 0.9
α = 0.8

5 020, 50Kč
4 844, 80Kč

5 037Kč
4 846, 28Kč

3 Worst-case approach 5 858,10 Kč 5 857,91 Kč

4 Středńı hodnota 4 516,80 Kč 4 515,90 Kč

5
P-stńı funkce

α = 0.9
α = 0.8

5 452, 30Kč
5 144, 80Kč

5 466, 50Kč
5 140, 50Kč

6 Worst-case approach 6 624,50 Kč 6 624,90 Kč

Tabulka 7: Výsledky funkce slm
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ZÁVĚR

Ćılem této práce bylo přibĺıžit problematiku stochastického programováńı.

Jedná se o oblast optimalizace, která je v české literatuře řešena jen velmi málo,

přestože se v současnosti stává populárńı a ukazuje se jej́ı využitelnost v mnoha

oborech.

Zaměřili jsme se na jednostupňový model, který je jedńım z př́ıstup̊u k řešeńı

úloh stochastické optimalizace. Představeny byly r̊uzné př́ıstupy a metody, po-

moćı kterých lze úlohy stochastického programováńı řešit, tedy převést na jejich

deterministický ekvivalent. Obecně však nelze doporučit jen jednu z uvedených

metod, nebot’ vždy zálež́ı na konkrétńım problému a také na samotném rozhodo-

vateli a jeho postoji k riziku.

Ve čtvrté kapitole byl řešen konkrétńı př́ıklad zaměřený na typ směšovaćıho

problému, na kterém bylo ukázáno numerické řešeńı pomoćı několika vybraných

metod. Čtenář se tak mohl seznámit s postupem i výsledky, kterých vybrané

metody dosahuj́ı.

V posledńı kapitole jsme představili funkci slm, kterou jsme vytvořili v pro-

gramu Matlab. Výhodou této funkce je pro uživatele snadné řešeńı vybraných

úloh stochastického programováńı bez detailńı znalosti postup̊u řešeńı a bez nut-

nosti sestavovat deterministické úlohy ze stochastických ručně.

Při řešeńı dvoustupňových a v́ıcestupňových model̊u stochastického progra-

mováńı je nutné znát problematiku modelu jednostupňového. Tato práce tak

může posloužit jako dobrý základ pro v́ıcestupňovou optimalizaci. Zpracováńı

problematiky v́ıcestupňových model̊u by mohlo být vhodným rozš́ı̌reńım této di-

plomové práce.
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