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Abstrakt

Málokteré moderńı letadlo (nebo jiný stroj pohybuj́ıćı se ve vzduchu) se spoléhá pouze na
vlastńı (konstrukčńı) stabilitu draku. Ve skutečnosti je pohyb

”
zastabilizováván“ prostřed-

nictv́ım zpětně-vazebńıho ř́ızeńı, kdy dynamický systém (modeluj́ıćı např. pozici a orien-
taci letadla v čase) reaguje na stavové veličiny (t́ım je dynamicky upravován ř́ıd́ıćı signál).
Bakalářská práce se zabývá jak odvozeńım dynamického systému pohybových rovnic le-
tadla pro malé odchylky, tak i studiem stability a ř́ızeńı. Nav́ıc je obsahem i srovnáńı
nelineárńıho modelu s linearizovaným modelem pohybových rovnic. V praktické části
bylo využito programovaćıho jazyka Python.

Abstract

A modern aircraft (or another machine moving in the air) usually does not rely on its
structural stability only. In fact, the motion is conventionally stabilized using a loop
feedback control. A dynamical system, which models the aircraft’s position and orientation
in time, reacts on the state variables, hence, the control signal is dynamically changed.
This bachelor’s thesis deals with deriving the equations of motion for small perturbations
of the state variables as well as with stability and control of such a system of equations.
In addition, comparison of both a nonlinear and a linearized model is a part of this work.
The programming language Python is used for testing on several examples of a concrete
aircraft.

kĺıčová slova
letadlo, pohybové rovnice, nelineárńı systémy, dynamický systém, ustálený let, Python
modelovańı

keywords
aircraft, equations of motion, nonlinear systems, dynamical system, steady state flight,
Python modeling
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Brno: Vysoké učeńı technické v Brně, Fakulta strojńıho inženýrstv́ı, 2018. 42 s. Vedoućı
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1 Úvod 11
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2.2.1 Aerodynamické osy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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3.2.2 Ustálené symetrické stoupáńı/klesáńı . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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3.3 Linearizace pohybových rovnic (levé strany) . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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5.1 Stabilita lineárńıch systémů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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Seznam užitých symbol̊u1

m hmotnost letadla [kg]
(Xe, Ye, Ze, oE) souřadný systém vzhledem k Zemi

(X, Y, Z, oT ) souřadný systém spojený s rámem letadla
(Xw, Yw, Zw, oT ) aerodynamický souřadný systém spojený s letadlem

X, Y, Z celkové śıly rozložené do os [N]
L,M,N celkové momenty kolem jednotlivých os [N ·m]
P,Q,R úhlové rychlosti kolem jednotlivých os [rad · s−1]
U, V,W rychlosti ve směru jednotlivých os [m · s−1]
φ, θ, ψ Eulerovy úhly [rad]
α úhel náběhu [rad]
β bočńı úhel [rad]
h nadmořská výška [m]

D,C, L aerodynamické śıly v aerodynamickém systému [N]
γ úhel sklonu [rad]
τ tah [N]
δe úhel pootočeńı výškovky [rad]
δa úhel natočeńı křidélek [rad]
δr úhel natočeńı směrovky [rad]
ρ hustota prostřed́ı [kg ·m−3]
S plocha kř́ıdel [m2]

CL, CD aerodynamické koeficienty [−]
−s veličina vztahuj́ıćı se k ustálenému letu/steady state
ζ koeficient tlumeńı [−]
ω frekvence kmit̊u [s−1]
K konstanta tlumeńı [−]

1Symbol L se vyskytuje ve dvou významech. Snaha je dodržet zavedené značeńı z oboru dynamiky
letu.
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1 Úvod

Málokteré moderńı letadlo se spoléhá pouze na vlastńı (konstrukčńı) stabilitu draku.
Ve skutečnosti je tato stabilita

”
posilována“ prostřednictv́ım zpětně-vazebńıho ř́ızeńı, při

kterém je ř́ıd́ıćı signál vhodně upravován tak, aby se zlepšily dynamické vlastnosti letadla.
Abychom se mohli této problematice věnovat, je předně třeba pochopit dynamický model
letadla (letadlo zde uvažujeme jako těleso pohybuj́ıćı se ve vzduchu, tj. pracujeme se šesti
stupni volnosti). V úvahách o ř́ızeńı pohybu letadla vycháźıme ze speciálńıch letových
mód̊u, jakým je např. ustálený př́ımočarý let. Protože nás obvykle zaj́ımaj́ı pouze

”
bĺızké“

odchylky od těchto letových mód̊u (vlivem zásahu do ř́ızeńı nebo turbulenćı), bude kladen
d̊uraz na linearizovaný model, který je obvykle dostačuj́ıćı. Do jaké mı́ry se nelineárńı
a linearizovaný model lǐśı, je také předmětem práce. V praktické části dále ukážeme,
jak vypadaj́ı pohybové odezvy bez a s pośıleńım stability na vybraném konkrétńım typu
letadla. Výsledky tlumeńı výchylky a oscilaćı porovnáme s technickými požadavky, které
je potřeba při návrhu podobných stabilizátor̊u dodržet.

Práce je strukturována následovně. V prvńı kapitole se budeme zabývat sestaveńım
matematického modelu pohybu letadla. Odvozenou soustavu potom, za předpokladu ma-
 lých odchylek od tzv. ustáleného letu, budeme ve druhé kapitole linearizovat a sepa-
rovat na pohyb ve dvou rovinách. V kapitole o metodách řešeńı budeme využ́ıvat me-
todu stavového prostoru pro lineárńı systém a pomoćı řešiče na bázi Adamsovy metody
vyřeš́ıme numericky p̊uvodńı nelineárńı systém. Za účelem lepš́ı pohybové odezvy letadla
představ́ıme klasické pojmy teorie ř́ızeńı. Ukážeme také, jak vypadaj́ı pohybové odezvy
bez a s pośıleńım stability. Využijeme k tomu i metodu root–locus. Mnoho poznatk̊u z
dynamiky letu bylo převzato z [1], [2] a [3].

2 Odvozeńı pohybových rovnic letadla

2.1 Základńı odvozeńı

Při vytvářeńı základńıho matematického modelu letadla nejprve uvažujme, že se letadlo
pohybuje v inerciálńım kartézském souřadném systému spojeném se Zemı́ (Xe, Ye, Ze, oE).
Vliv rotace Země je v tomto systému při pohybu letadla zanedbán, protože je v̊uči rychlosti
letadla malý. Obecně má letadlo 6 stupň̊u volnosti, které poṕı̌seme postupně silovými
a momentovými rovnicemi. Rozložme nyńı letadlo na infinitezimálńı elementy o hmotnosti
dm = ρdV, které lokalizujeme pomoćı vektoru r̄ ve výše uvedeném souřadném systému.
ρ představuje funkci hustoty, která je závislá na poloze, a dV objemový element letadla.
Celková hmotnost letadla tedy bude

m =

∫
V

ρ(x, y, z)dV.

Předpokládáme, že elementy dm se v̊uči sobě nepohybuj́ı, tedy udržuj́ı mezi sebou kon-
stantńı vzdálenost. Toho v praxi nelze zcela doćılit, jelikož letadlo se skládá z mnoha
pohyblivých funkčńıch součást́ı (např. vrtule, turb́ına). Spalováńım paliva také docháźı
k úbytku celkové hmotnosti letadla. V krátkém časovém intervalu můžeme tyto vlivy
zanedbat.2

2Toto zjednodušeńı neńı vhodné např. u raket, kde docháźı ke spalováńı mnohem rychleji.
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Při odvozeńı pohybových rovnic budeme vycházet z 2. Newtonova zákona, který ř́ıká,
že śıla p̊usob́ıćı na těleso je dána časovou derivaćı jeho hybnosti

F =
dP

dt
.

Vektor hybnosti P můžeme napsat jako P = m
dr̄

dt
, kde

dr̄

dt
je okamžitá rychlost letadla.

Silovou rovnici nyńı můžeme integraćı přes objem letadla zapsat ve tvaru

d

dt

∫
V

ρ
dr̄

dt
dV =

∫
V

ρgdV +

∫
S

CdS. (2.1)

Pravá strana rovnice se tedy skládá z účinku gravitačńı śıly a účink̊u sil aerodynamických
a tahových, které jsou vyjádřeny vektorem do vektoru C, který integrujeme přes plochu
letadla.

Pokud vektorově vynásob́ıme rovnici vektorem r̄, dostaneme následujićı momentovou
rovnici

d

dt

∫
V

r̄× ρdr̄

dt
dV =

∫
V

r̄× ρgdV +

∫
S

r̄×CdS, (2.2)

kde r̄× ρdr̄

dt
reprezentuje moment hybnosti letadla.

Pro daľśı rozpis rovnic bude vhodné rozložit vektor r̄ na vektor rT k těžǐsti letadla T
a vektor r popisujićı polohu elementu v̊uči těžǐsti letadla. To vede k myšlence zavedeńı
lokálńıho souřadného systému (X, Y, Z, oT ) spojeného s rámem letadla

”
body axes“

s počátkem v jeho těžǐsti.

oT

Y

X

Z

Ze

Xe Ye

o

dm

r
rT

r̄

Obrázek 1: rozklad vektoru r̄

Rozklad vektoru matematicky zapǐsme

r̄ = rT + r. (2.3)

Pokud (2.3) dosad́ıme do (2.1), dostáváme pro pravou stranu rovnice

d

dt

d

dt

∫
V

ρ(rT + r)dV =
d

dt

d

dt
mrT = m

d

dt

drT
dt

= m
dVT

dt
.
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Odtud vyplývá, že VT je okamžitá rychlost těžǐstě letadla v systému (Xe, Ye, Ze, oE).
Vektor rT bylo možné vytknout před integrál, jelikož je v̊uči integraci konstantńı. Protože
T je těžǐstě letadla, plat́ı, ∫

V

rρdV = 0. (2.4)

V rovnici (2.4) vycháźıme z předpokladu, že statické momenty k rovinám procházejićımi
těžǐst’em letadla jsou nulové.

Po úpravě pravé strany obdobným zp̊usobem dostaneme

m
dVT

dt
= mg + C. (2.5)

Momentovou rovnici (2.2) upravme pomoćı vlastnost́ı vektorového součinu

d

dt

∫
V

r̄× ρdr̄

dt
dV =

∫
V

V̄ × V̄ρdV +

∫
V

r̄× ˙̄VρdV =

∫
V

(rT + r)× (V̇T + V̇)

=

∫
V

rT × V̇TρdV +

∫
V

rT × V̇ρdV +

∫
V

r× V̇TρdV +

∫
V

r× V̇

= (rT × V̇T )

∫
V

ρdV + rT ×
∫
V

V̇ρdV +

∫
V

rρdV × V̇T +

∫
V

r× V̇ρdV

= rT ×mV̇T +

∫
V

r× V̇ρdV = rT ×mg + rT ×m
dVT

dt
+

d

dt

∫
V

r× V̇ρdV.

Opět, obdobnou úpravou pravé strany rovnice a porovnáńım źıskáme

d

dt

∫
V

r× dr

dt
ρdV =

∫
S

r×CdS. (2.6)

Do této chv́ıle jsme uvažovali všechny vektory v souřadném systému (Xe, Ye, Ze, oE). To
znamená, že integrál v rovnici (2.6) je závislý na čase, což neńı z hlediska daľśı manipulace
výhodné. Daľśı transformaćı proto bude převedeńı vektorových rovnic (2.5) a (2.6) do
souřadného systému (X, Y, Z, oT ). Nový souřadný systém v̊uči pevně spojenému se Zemı́
rotuje
s úhlovou rychlost́ı ω. Derivaci libovolného vektoru v našem p̊uvodńım systému lze složit
pomoćı jeho derivace v novém systému a úhlové rychlosti ω následuj́ıćım zp̊usobem:

dA

dt

∣∣∣∣
1.syst.

=
dA

dt

∣∣∣∣
2.syst.

+ ω ×A. (2.7)

Transformaci (2.7) využijeme postupně na (2.5) a (2.6), č́ımž dostáváme

m
dVT

dt
= m

(
dVT

dt
+ ω ×VT

)
= mg + C, (2.8)

d

dt

∫
V

r× dr

dt
ρdV =

∫
V

r× d

dt

dr

dt
ρdV =

∫
V

r× d

dt
(ṙ + ω × r)ρdV

13



=

∫
V

r× [r̈ + ω̇ × r + ω × ṙ + ω × ṙ + ω × (ω × r)]ρdV.

Obdrželi jsme rovnice vztažené k rotuj́ıćımu systému (X, Y, Z, oT ). Jelikož se části letadla
v̊uči sobě podle zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u nepohybuj́ı, muśı být ṙ = r̈ = 0, a tedy∫

V

r× [ω̇ × r + ω × (ω × r)]ρdV = M. (2.9)

Rozepǐsme dále vektorové rovnice do jejich skalárńı formy3. Při značeńı F = mg + C
pǐsme

F = iX + jY + kZ, g = igx + jgy + kgz,

M = iL+ jM + kN, ω = iP + jQ+ kR,

VT = iU + jV + kW, r = ix+ jy + kz,

a vektorovou rovnici (2.8) můžeme psát ve složkách

m(U̇ − V R +WQ) = X,

m(V̇ + UR−WP ) = Y,

m(Ẇ − UQ+ V P ) = Z.

Pro transformaci (2.9) bude potřeba vlastnosti vektorového součinu

x× (y × z) = (x · z) · y − (x · y) · z.

Dosazeńım pak dostaneme∫
V

r× [ω̇ × r + ω × (ω × r)]ρdV

=

∫
V

ω̇(r · r)ρdV +

∫
V

r× ω(ω · r)ρdV −
∫
V

r(r · ω̇)−
∫
V

r× r(ω · ω)ρdV.

Nyńı již můžeme dosadit ve složkách standardńı báze

(iṖ + jQ̇+ kṘ)

∫
V

(x2 + y2 + z2)ρdV +

∫
V

[(ix + jy + kz )× (2.10)

(iP + jQ+ kR)(Px+Qy +Rz)]ρdV −
∫
V

(ix + jy + kz )(Ṗx + Q̇y + Ṙz )ρdV

Protože ω je v̊uči integraci přes objem konstantńı, můžeme veličiny P,Q,R vhodnými
úpravami dostat před integrál. Integrály potom źıskaj́ı tvar, ve které se vyskytuj́ı momenty
setrvačnosti. Pro připomenut́ı uvád́ıme použité momenty setrvačnosti a deviačńı momenty.

Ixx =

∫
V

(y2 + z2)ρdV, Iyy =

∫
V

(x2 + z2)ρdV,

3vektory i, j,k jsou vektory standardńı báze R3.
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Izz =

∫
V

(y2 + x2)ρdV, Ixy = Iyx =

∫
V

xyρdV,

Ixz = Izx =

∫
V

xzρdV, Izy = Iyz =

∫
V

zyρdV.

Většina letadel je symetrických vzhledem k rovině xz. Deviačńı momenty Iyx a Iyz proto
budou nulové. Po úpravách rovnice (2.10) dostaneme konečnou formu momentových di-
ferenciálńıch rovnic

IxxṖ − IxzṘ− IxzPQ+ (Izz − Iyy)RQ = L,

IyyQ̇+ (Ixx − Izz)PR + Ixz(P
2 −R2) = M,

IzzṘ− IxzṖ + (Iyy − Ixx)PQ+ IxzQR = N.

T́ımto byla odvozena soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic. Ty zat́ım nelze řešit,
kromě toho, že zat́ım nemáme vyjádřeny śıly a momenty na pravé straně, neznáme také
pr̊umět gravitačńı śıly do systému spojeného s letadlem.

oT

y

x

z

X,U

L, P

M,QY, V

N,R

Z,W

Obrázek 2: Přehled symboliky

2.2 Orientace letadla a kinematické rovnice

V úvodńı kapitole byly zavedeny dva souřadné systémy. Systém (Xe, Ye, Ze, oE) spojený
se Zemı́ a systém (X, Y, Z, oT ), který je spojený s rámem letadla. Protože osy souřadnic
těchto dvou systémů nejsou obecně v čase při pohybu letadla rovnoběžné, ale např́ıklad
vektor t́ıhového zrychleńı mı́̌ŕı stále v kladném směru osy Ze, je třeba uvést transformaci
pro převod vektor̊u z jednoho systému do druhého.

Mějme tedy libovolný vektor (xe, ye, ze) a vektor (x, y, z). Budeme postupně otáčet
souřadnicový systém kolem os souřadného systému o vhodné úhly a t́ım dostaneme hleda-
nou veličinu v druhém systému 4. Zmı́něným úhl̊um se ř́ıká Eulerovy úhly a maj́ı označeńı:
ψ – precesńı úhel (heading angle), θ – nutačńı úhel (elevation angle), φ – rotačńı úhel
(bank angle). Nejprve proved’me rotaci kolem osy ze o úhel ψ:

4Každým pootočeńım systému vzniká nový systém, který dále otáč́ıme. Veličinu v takovém systému
značme č́ıselnými indexy.
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 xe
ye
ze

 =

 cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

 x1
y1
z1

 (2.11)

Je nyńı zřejmé, že z1 = ze. Rotaćı kolem osy y1 o úhel θ: x1
y1
z1

 =

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 x2
y2
z2

 (2.12)

Analogicky y2 = y1. Konečnou rotaci provedeme kolem osy x2 o úhel φ: x2
y2
z2

 =

 1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ

 x
y
z

 . (2.13)

Opět dostáváme, že x = x2. Celkovou transformaci vektor̊u je možné vyjádřit spojeńım
soustav (2.11), (2.12) a (2.13) xe

ye
ze

 =

 cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ


︸ ︷︷ ︸

T

 x
y
z

 .
Z vlastnosti operace násobeńı dvou matic, která neńı obecně komutativńı plyne, že

pořad́ı otáčeńı, které zde bylo uvedeno je nutné zachovat, v opačném př́ıpadě dostaneme
otáčeńım zcela jinou polohu. Můžeme však uvažovat otočeńı zpět do p̊uvodńı polohy. To
lze zapsat užit́ım inverzńı matice  x

y
z

 = T−1

 xe
ye
ze

 . (2.14)

Uved’me nyńı několik nejd̊uležitěǰśıch aplikaćı Eulerových úhl̊u.

2.2.1 Aerodynamické osy

V předchoźım odstavci jsme uvažovali systém pevně spojený s rámem letadla, kde osa
x je umı́stěna v geometrické ose trupu. V praxi se také často setkáváme s takzvanými
aerodynamickými osami. Je to souřadný systém (Xw, Yw, Zw, oT ) umı́stěný v těžǐsti, kde
vektor rychlosti letadla V0 je umı́stěn v ose Xw. Tedy máme (V0, 0, 0) v (Xw, Yw, Zw, oT ) a
(U, V,W ) v (X, Y, Z, oT ). Protože je třeba složky rychlosti z os Y, Z vynulovat, zavedeme
úhly α a β tak, že

α = arctan
W

U
β = arctan

V

U
. (2.15)

Eulerovy úhly při převodu budou [0, α,−β]. Dosazeńım do soustavy (2.14) dostaneme
vztahy mezi U, V,W a V0. Matice transformace z aerodynamického systému do systému
spojeného pevně s letadlem bude

[Cb←−w] =

 cosα cos β − cosα sin β − sinα
sin β cos β 0

sinα cos β − sinα sin β cosα

 . (2.16)
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U = V0 cosα cos β,

V = V0 sin β, (2.17)

W = V0 sinα cos β.

Tyto vztahy najdou zejména uplatněńı při práci s aerodynamickými veličinami, např́ıklad
při testováńı v aerodynamickém tunelu. V tomto textu budeme využ́ıvat aerodynamické
osy pro vyjádřeńı aerodynamických sil, tedy zejména vztlakové śıly v ose Zw a odporové
śıly prostřed́ı v ose Xw. Vektor aerodynamických sil v systému aerodynamických os je
FA = (−D,C,−L). Pro lepš́ı pochopeńı uvedeme ještě úhel sklonu γ, pro který plat́ı

oT

y

x

z

α

xw V0

β

D (drag)

zw

yw

L (lift)

C

Obrázek 3: Aerodynamické osy

γ = θ − α. Ten lze vyjádřit jako

γ = arcsin

(
ḣ

V0

)
,

kde ḣ = −We rychlost změny výšky letadla v čase a V0 je rychlost v aerodynamických
osách. Pomoćı transformace ze souřadného systému spojeného se Zemı́ posunutého do
těžǐstě letadla do rotuj́ıćıho systému spojeného s letadlem a dále do aerodynamických os
dostaneme

ḣ = V0(cosα cos β sin θ − sin β sinφ cos θ − sinα cos β cosφ cos θ).

Za předpokladu nulového náklonu kř́ıdel φ = 0 máme vztah

sin γ = cos β(cosα sin θ − sinα cos θ).

2.2.2 Kinematické rovnice

Při letu se obecně měńı orientace letadla v̊uči systému Xe, Ye, Ze v čase. Zavedeme proto
časové derivace Eulerových úhl̊u ψ̇, θ̇, φ̇. Ćılem bude nyńı určit vztahy mezi vektorovými
složkami úhlových rychlost́ı letadla P,Q,R a derivacemi Eulerových úhl̊u. Vektory derivaćı
otočeńı ψ̇, θ̇, φ̇ sč́ıtáme postupně v jiných vzájemně pootočných souřadných systémech.
Z geometrického náhledu plyne

iP + jQ+ kR = ψ̇ + θ̇ + φ̇. (2.18)
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Jelikož při rotaci kolem osy z rychlost́ı ψ̇ je po dosazeńı jednotkového vektoru do (2.11)
k1 = ke, plat́ı, že

ψ̇ = keψ̇ = k1ψ̇.

Analogicky pro θ̇ a φ̇

θ̇ = j1θ̇ = j2θ̇,

φ̇ = i2φ̇ = iφ̇.

Použit́ım transformaćı (2.13), (2.12), (2.11) na bázový vektor můžeme vyjádřit ω

k1 = −i3 sin θ + k2 cos θ = −i sin θ + cos θ(j sinφ+ k cosφ)

j2 = j cosφ− k sinφ

ω = iP + jQ+ kR = iφ̇+ [−i sin θ + cos θ(j sinφ+ k cosφ)]ψ̇

+(j cosφ− k sinφ)θ̇ = i(φ̇− sin θψ̇) + j(sinφ cos θψ̇ + cosφθ̇) + k(cos θ cosφψ̇ − sinφθ̇).

Psáno ve složkách

P = φ̇− ψ̇ sin θ,

Q = ψ̇ sinφ cos θ + θ̇ cosφ,

R = ψ̇ cos θ cosφ− θ̇ sinφ.

Tato soustava se nazývá soustava kinematických rovnic. Kinematické rovnice tvoř́ı spolu
s pohybovými rovnicemi soustavu dev́ıti nelineárńıch diferenciálńıch rovnic.

2.2.3 Rozklad gravitačńı śıly

Daľśı d̊uležitou aplikaćı Eulerových úhl̊u je transformace gravitačńı śıly do systému spo-
jeného s letadlem. Vı́me, že g = keg = k1g. Z předchoźıch odvozeńı v́ıme, že

k1 = −i sin θ + cos θ(j sinφ+ k cosφ).

Z toho plyne
g = −gi sin θ + gj sinφ cos θ + gk cos θ cosφ.

2.3 Úprava a přehled rovnic

Pro daľśı práci se soustavou v této sekci převedeme systém na tvar

ẋ = f(x,u), (2.19)

kde u je vektor ř́ıd́ıćıch člen̊u, které budou dále popsány v daľśı kapitole a letové proměnné
jsou x = [U, V,W, P,Q,R, θ, φ, ψ]. Pro silové rovnice bude úprava poměrně jednoduchá.
Pravé strany prozat́ım rozepǐsme na gravitačńı složku, aerodynamickou a ř́ıd́ıćı s indexy
a, t, c, kterým bude věnována daľśı kapitola.

U̇ =
1

m
(Xa +Xt +Xc)−WQ+ V R− g sin θ,

V̇ =
1

m
(Ya + Yt + Yc)− UR +WP + g cos θ sinφ, (2.20)
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Ẇ =
1

m
(Za + Zt + Zc)− V P + UQ+ g cos θ cosφ.

Pomoćı prostředk̊u lineárńı algebry uprav́ıme i momentové rovnice. Za využit́ı inverze
matice moment̊u setrvačnosti v souřadném systému v těžǐsti letadla

I =

 Ixx 0 −Ixz
0 Iyy 0
−Ixz 0 Izz


dostaneme momentové rovnice ve tvaru

Ṗ =
1

IxxIzz − I2xz
[Izz(L−QR(Izz − Iyy) + IxzPQ) + Ixz(N − PQ(Iyy − Ixx)− IxzQR)] ,

Q̇ =
1

Iyy

[
M −RP (Ixx − Izz)− Ixz(P 2 −R2)

]
,

Ṙ =
1

IxxIzz − I2xz
[Ixz(L−RQ(Izz − Iyy) + IxzPQ) + Ixx(N − PQ(Iyy − Ixx)− IxzQR)] .

(2.21)

Jako posledńı uvedeme kinematické rovnice s obdobnou úpravou

φ̇ = P +Q sinφ tg θ +R cosφ tg θ,

θ̇ = Q cosφ−R sinφ, (2.22)

ψ̇ = Q
sinφ

cos θ
+R

cosφ

cos θ
.

Soustavu nelineárńıch rovnic téměř nikdy analyticky nevyřeš́ıme, dále se tedy zaměř́ıme
na linearizaci těchto rovnic. Vedle toho budeme také p̊uvodńı soustavu řešit numericky a
výsledky porovnáme s lineárńım modelem.

3 Metody linearizace rovnic a jejich separace

Odvozená soustava rovnic (2.20)–(2.22) plně popisuje pozici a orientaci letadla v prostoru.
V tomto odstavci budeme uvažovat, že letadlo se pohybuje ustáleně. To znamená, že śıly
p̊usob́ıćı na letadlo se vyrovnaj́ı a nezp̊usob́ı žádné zrychleńı. Ideálně by v tomto stavu
letadlo mělo setrvat, vlivem p̊usobeńı vněǰśıch vliv̊u či pohybu ř́ıd́ıćıch prvk̊u letadla
docháźı k malým výchylkám od ustáleného stavu. Lze očekávat, že linearizovaný model
bude dobře popisovat chováńı letadla, pokud odchylky budou malé.

3.1 Lineárńı vyjádřeńı aerodynamických a ř́ıd́ıćıch člen̊u

Do této chv́ıle jsme pracovali s pravými stranami pohybových rovnic pouze formálně (śıly a
momentyX, Y, Z, L,M,N). V těchto členech je obsažen vliv gravitačńı śıly (gravitational),
aerodynamické śıly (aerodynamic), tahové śıly (thrust) a ř́ıd́ıćı členy(control). Vlivy at-
mosféry nyńı zanedbáme. Pro jednu složku a analogicky i pro daľśı lze psát

X = Xg +Xa +Xt +Xc.

Gravitačńı členy již máme odvozeny, linearizovat je budeme ale až v následujićı sekci o
linearizaci.
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3.1.1 Aerodynamické členy

V momentě vychýleńı letadla z ustáleného stavu docháźı ke složitým aerodynamickým
změnám p̊usob́ıćım na letadlo, které potřebujeme jednoduše, ale zároveň realisticky vyjádř-
it. Jako vhodný předpoklad se ukázalo, že aerodynamické śıly a momenty jsou závislé na
odchylkách pohybových proměnných od ustáleného stavu, tj. jedná se o funkci Xa =
Xa(u, v, w, ...r, ẇ), přičemž Xa(0, 0, 0, ..., 0) = Xas je ustálený stav. Všimněme si, že
př́ıtomna je také veličina ẇ, která má obvykle nezanedbatelný vliv na vztlakovou śılu.

Xa ≈ Xas +Xa = Xas +
∂Xa

∂u
u+

∂Xa

∂v
v +

∂Xa

∂w
w +

∂Xa

∂p
p+

∂Xa

∂q
q +

∂Xa

∂r
r +

∂Xa

∂ẇ
ẇ.

Aerodynamické členy ustáleného stavu, tedy Xas , atp. při linearizaci rovnic vypadnou.
Dále nás tedy bude zaj́ımat pouze odchylka Xa. Je třeba si uvědomit, že výše uvedené
zjednodušené vyjádřeńı je vhodné pouze pro malé odchylky od ustáleného stavu. Přesným
vyjádřeńım sil a moment̊u se zabývá aerodynamika.

3.1.2 Tahové ř́ıd́ıćı členy

Z kokpitu letadla je možné ř́ıdit tah motor̊u, který zp̊usob́ı změnu sil a moment̊u p̊usob́ıćıch
na letadlo. Tahovou proměnnou jako ř́ıd́ıćı člen označme τ . Zabývejme se malými změnami
tohoto ř́ıd́ıćıho členu od ustáleného stavu τs. Podobně jako aerodynamickou śılu vyjádřeme
tahovou śılu jako derivace funkce stavových veličin v̊uči τ . Tedy

Xt = Xts +Xt = Xts +
∂Xt

∂τ
τ. (3.1)

3.1.3 Aerodynamické ř́ıd́ıćı členy

Mezi základńı ovládaćı prvky letadla patř́ı výškové kormidlo (umı́stěno nejčastěji na vo-
dorovné ocasńı ploše), směrové kormidlo (na kýlu letadla) a křidélka (na plochách kř́ıdel).
Nastaveńı těchto člen̊u zaviśı na úhlech natočeńı př́ıslušných klapek, které si označme
δe, δr, δa. Pro malé odchylky od nastaveńı v ustáleném stavu δes , δrs , δas opět poslouž́ı

”
ř́ıdićı“ derivace. Pro jeden člen tedy

Xc = Xcs +Xc = Xcs +
∂Xc

∂δe
δe +

∂Xc

∂δr
δr +

∂Xc

∂δa
δa. (3.2)

Výše uvedené derivace budeme dále značit zkrácenou formou. Např́ıklad X̊u =
∂Xa

∂u
. Při

řešeńı pohybových rovnic budou tyto derivace č́ıselně zadané, pod́ıvejme se však, jak by
se k nim dalo doj́ıt. Např. pro X̊u rozložme odchylku aerodynamické śıly v ose X jako

Xa = L sin θ −D cos θ + τ

Využit́ım Bernoulliho rovnice vyjádř́ıme vztlak a odpor pomoćı aerodynamických koefi-
cient̊u CL, CD

Xa =
1

2
ρV 2S(CL sin θ − CD cos θ) + τ,

kde ρ je hustota prostřed́ı, S plocha kř́ıdel a V = V0 + ∆V . Derivujme tento vztah podle
u.

∂Xa

∂u
=

1

2
ρV 2S

(
∂CL
∂u

sin θ + CL cos θ
∂θ

∂u
− ∂CD

∂u
cos θ + CD sin θ

∂θ

∂u

)
+
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ρV S
∂V

∂u
(CL sin θ − CD cos θ) +

∂τ

∂u

Jelikož je θ malý úhel, naṕı̌seme cos θ ≈ 1, sin θ ≈ 0 a V ≈ V0, proto

∂Xa

∂u
≈ −1

2
ρV 2

0 S
∂CD
∂u
− ρV 2

0 SCD +
∂τ

∂u
.

Protože plat́ı

∂CD
∂u

=
∂CD
∂v

∂v

∂u
=
∂CD
∂v

,

∂τ

∂u
=
∂τ

∂v
,

dostaneme př́ıslušnou aerodynamickou stabilitńı derivaci tvaru

∂Xa

∂u
= X̊u = −ρV0SCD −

1

2
ρV 2

0 S
∂CD
∂v

+
∂τ

∂v
.

Podobně je možné odvodit ostatńı stabilitńı derivace.

3.2 Ustálený let

Uvažujme letadlo v ustáleném stavu. Za ustálený stav uvažujeme soustavu, kde V̇T = 0
a ω̇ = 0. Jinými slovy, všechny pohybové proměnné jsou konstantńı nebo nulové. Z in-
ženýrského pohledu můžeme mluvit o vyrovnáńı sil p̊usob́ıćıch na letadlo, zejména pak
mluv́ıme o podmı́nce vyrovnáńı gravitačńı śıly silou vztlakovou a śıly tahové silou odpo-
rovou. Hledáme tedy konstantńı nebo nulový vektor x̃ pohybových proměnných a vektor
ř́ıd́ıćıch člen̊u u, který za uvedeného počátečńıho stavu letadla bude spňovat soustavu
nelineárńıch rovnic f(x̃,u) = 0. Zat́ım neuvažujeme turbulence a jiné vněǰśı vlivy. Touto
problematikou se budeme zabývat v kapitole o stabilitě.

Při hledáńı ustáleného stavu nejdř́ıve rozmysĺıme, jaké trajektorie či jakého typu
ustáleného letu chceme dosáhnout z počátečńıho stavu a na základě toho odvod́ıme
některé pohybové proměnné. Dále zavedeme jistá omezeńı, např́ıklad maximálńı úhel
náklonu směrovky, atd., aby byl vždy nalezen reálně dosažitelný ustálený stav. Určeńı
zbylých neznámých veličin ξ se nejčastěji hledá numericky minimalizaćı funkcionálu, který
si označ́ıme ð. Funkcionál zvoĺıme vhodně z pohybových rovnic jako

ð = U̇2 + V̇ 2 + Ẇ 2 + Ṗ 2 + Q̇2 + Ṙ2.

Takový funkcionál je totiž nezáporný a při nalezeńı ekvilibria se bude rovnat nule.

Rozdělme nyńı ustálené stavy na několik základńıch př́ıpad̊u. Každý typ ustáleného letu
tvoř́ı jinou soustavu rovnic, funkcionál tedy bude jiného tvaru pro každý typ letu.

3.2.1 Př́ımočarý let

Za př́ımočarý ustálený let budeme považovat stav, ve kterém jsou všechny úhlové rychlosti
P = Q = R = 0. Př́ımočarý let dále můžeme rozdělit na obecný př́ımočarý let a let v
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konstantńı výšce a bez bočńıho náklonu γ = φ = 0. Rovnice (2.20), (2.21), (2.22) budou
v obecném př́ımočarém letu zjednodušeny na

0 = Xa +Xt +Xc −mg sin θ,

0 = Ya + Yt + Yc +mg cos θ sinφ,

0 = Za + Zt + Zc +mg cosφ cos θ, (3.3)

0 = IzzL+ IxzN,

0 = M,

0 = IxzL+ IxxN.

Aby bylo možné explicitně vyjádřit rovnosti gravitačńı śıly v̊uči vztlaku a tahové śıly v̊uči
odporu prostřed́ı, bude nutné převést soustavu rovnic (2.20) do aerodynamických os. Po
substituci vztah̊u (2.17) dostaneme

V̇0 cos β cosα− V0(sin β cosαβ̇ + cos β sinαα̇) =
1

m
(Xa +Xc +Xt)

+V0(sin βR− cos β sinαQ)− g sin θ,

V̇0 sin β + V0 cos ββ̇ =
1

m
(Ya + Yc + Yt) + V0(cos β sinαP − cos β cosαR) + g cos θ sinφ,

V̇0 cos β sinα + V0(cos β cosαα̇− sin β sinαβ̇) =
1

m
(Za + Zc + Zt)

+V0(cos β cosαQ− sin βP ) + g cos θ cosφ.

To lze napsat jako cosα cos β −V0 cos β sinα −V0 sin β cosα
sin β 0 cos β

cos β sinα V0 cos β cosα −V0 sin β sinα

 V̇0
α̇

β̇

 =

 1
m

(Xa +Xt +Xc) + V0(sin βR− cos β sinαQ)− g sin θ
1
m

(Ya + Yt + Yc) + V0(cos β sinαP − cos β cosαR) + g cos θ sinφ
1
m

(Za + Zt + Zc) + V0(cos β cosαQ− sin βP ) + g cos θ cosφ

 .
Inverzńı matice k matici soustavy je cos β cosα sin β cos β sinα

− sinα
V0 cosβ

0 − cosα
V0 cosβ

− cosα sinβ
V0

cosβ
V0

− sinβ sinα
V0

 .
Touto matićı vynásob́ıme pravou stranu. Protože jsou obvykle aerodynamické śıly v praxi
uváděny v aerodynamických osách, převedeme pomoćı (2.16) śıly Xa, Xc, Ya, Yc, Za, Zc
a dosad́ıme do konečného vztahu. Soustava, která je ekvivalentńı soustavě (2.20), ale
vyjádřena pomoćı aerodynamických veličin, je soustava

V̇0 =
1

m
[−D cos β + C sin β +Xt cosα cos β + Yt sin β + Zt sinα cos β

−mg(sin θ cosα cos β − cos θ sinφ sin β − cos θ cosφ sinα cos β)],

α̇ = Q− tan β(P cosα +R sinα) +
1

V0m cos β
[−L+ Zt cosα−Xt sinα
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+mg(cos θ cosφ cosα + sin θ sinα)],

β̇ = P sinα−R cosα +
1

V0m
[D sin β + C cos β −Xt cosα sin β + Yt cos β

− Zt sinα sin β +mg(sin θ cosα sin β + cos θ sinφ cos β − cos θ cosφ sinα sin β)].

Protože hledáme rovnice ustáleného př́ımočarého letu, dosad́ıme V̇0 = α̇ = β̇ = P = Q =
R = 0. Dostáváme tedy soustavu rovnic

0 =
1

m
[−D cos β + C sin β +Xt cosα cos β + Yt sin β + Zt sinα cos β

−mg(sin θ cosα cos β − cos θ sinφ sin β − cos θ cosφ sinα cos β)],

0 =
1

V0m cos β
[−L+ Zt cosα−Xt sinα +mg(cos θ cosφ cosα + sin θ sinα)],

0 =
1

V0m
[D sin β + C cos β −Xt cosα sin β + Yt cos β

− Zt sinα sin β +mg(sin θ cosα sin β + cos θ sinφ cos β − cos θ cosφ sinα sin β)].

Tyto transformované rovnice lze použ́ıt jako vstup funkcionálu ð. Při hledáńı ekvilib-
ria f(x̃,u) = 0 vycházejme z počátečńıho stavu letadla. Ten bude určen rychlost́ı V0,
počátečńı nadmořskou výšku h = h0, úhlem náklonu γ = γ0 a ψw = 0. Hledáńı ekvilibria
se tedy zúž́ı na problém nastaveńı se sedmi stupni volnosti ξ = [φ, θ, ψ, δe, δr, δa, τ ]T pro
f(ξ) = 0. Na konkrétńı úloze by bylo možné ekvilibrium hledat numericky jednou
z možných gradientńıch metod.

3.2.2 Ustálené symetrické stoupáńı/klesáńı

Daľśım typem ustáleného letu je symetrické stoupáńı/klesáńı. Ustáleného letu bude dosa-
ženo za podmı́nek, že bočńı rychlost a bočńı náklon (bank angle) jsou V = φ = 0. Dále
uvažujeme úhlové rychlosti P = R = 0. Z obou podmı́nek a rovnic (2.22) hned plyne, že
φ̇ = ψ̇ = 0. Ostatńı rovnice se zredukuj́ı na

0 = Xa +Xt +Xc −mWQ−mg sin θ,

0 = Ya + Yt + Yc,

0 = Za + Zt + Zc +mUQ+mg cos θ,

0 = IzzL+ IxzN,

0 = M,

0 = IxzL+ IxxN,

θ̇ = Q.

Vyjádřeńı soustavy v aerodynamických osách je v tomto př́ıpadě komplikovaněǰśı a ne-
budeme se j́ım zabývat. Počátečńı stav poṕı̌seme obdobným zp̊usobem jako výše. Tedy
V0, h = h0, φ = γ = 0 a počátečńı aerodynamické p̊usobeńı tvoř́ı spolu s parametry
optimálńıho nastaveńı ξ = [θ, ψ, δe, δr, δa, τ ]T druhou konfiguraci ustáleného letu.

3.2.3 Ustálené zatáčeńı

Posledńı manévr, který uvedeme, je zatáčeńı s předpoklady θ̇ = φ̇ = 0. Obecně tedy
nemuśı platit, že γ = 0 a letadlo může při manévru stoupat nebo klesat po spirále.
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Soustavu převedeme na

0 =
1

m
(Xa +Xt +Xc)−WQ+ V R− g sin θ,

0 =
1

m
(Ya + Yt + Yc)− UR +WP + g cos θ sinφ,

0 =
1

m
(Za + Zt + Zc)− V P + UQ+ g cos θ cosφ,

0 = Izz[L−QR(Izz − Iyy)− IxzPQ] + Ixz[N − PQ(Iyy − Ixx)− IxzQR],

0 = M −RP (Ixx − Izz)− Ixz(P 2 −R2),

0 = Ixz[L−QR(Izz − Iyy)− IxzPQ] + Ixx[N − PQ(Iyy − Ixx)− IxzQR],

0 = P +Q sinφ tan θ +R cosφ tan θ,

0 = Q cosφ−R sinφ,

ψ̇ = Q
sinφ

cos θ
+R

cosφ

cos θ
.

Opět vynecháváme převod do aerodynamického souřadného systému. Počátečńım stavem
opět bude V0, h = h0,γ = γ0 a počátečńı aerodynamické p̊usobeńı. Vektor parametr̊u
bude ξ = [θ, ψ, δe, δr, δa, τ ]T . Všimněme si, že φ se v tomto vektoru nevyskytuje, jelikož je
závisĺı na ostatńıch veličinách a dopoč́ıtá se po určeńı θ.

3.3 Linearizace pohybových rovnic (levé strany)

Ćılem této kapitoly bude nahradit soustavu nelineárńıch diferenciálńıch rovnic soustavou
lineárńıch diferenciálńıch rovnic. Budeme dále uvažovat ustálený př́ımočarý let. Nejdř́ıve
uvedeme linearizaci zavedeným inženýrským zp̊usobem. Pro srovnáńı budeme soustavu
linearizovat i pomoćı Jacobiovy matice.

3.3.1 Linearizace – klasický př́ıstup

Klasické linearizace bude dosaženo uvažováńım pouze malých odchylek od ustáleného
stavu. Pro každou letovou proměnnou U, V,W, P,Q,R, θ, φ, ψ uvažujme vztah:

U = Us + u, V = Vs + v, . . . (3.4)

Každá letová proměnná se nyńı skládá ze složky v ustáleném stavu a malé odchylky. Pro
pochopeńı odvod́ıme nyńı linearizaci pro jednu pohybovou složku:

m[u̇− (Vs + v)(Rs + r) + (Ws + w)(Qs + q)] = −mg sin(θs + θ) +Xa,t,c + xa,t,c.

Protože odchylky považujeme za dostatečně malé, můžeme psát: cos θ = cosφ ≈ 1
a sin θ ≈ θ, sinφ ≈ φ. Pro rozpis např. sin(θs+θ) budou zapotřeb́ı známe trigonometrické
identity typu sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b.

m(u̇− Vsr −Rsv +Qsv +Wsq) +m(WsQs − VsRs) +m(wq − vr)
= −mg sin θs −mgθ cos θs +Xa,t,c + xa,t,c.

Podtržené členy z rovnice vypadnou, protože tvoř́ı silovou rovnováhu při ustáleném letu.
Dále zanedbáme všechny členy obsahuj́ıćı kvadráty odchylek (

”
malé × malé = ještě
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menš́ı“). Protože se jedná o př́ımočarý let, jsou Ps = Qs = Rs = 0 a také bočńı rych-
lost Vs = 0 i úhel náklonu φs = 0. Do rovnic už můžeme také zahrnout linearizované
aerodynamické a ř́ıd́ıćı členy. Po těchto úpravách dostaneme soustavu

m(u̇+ qWs) = X̊ẇẇ + X̊uu+ X̊vv + X̊ww + X̊pp+ X̊qq + X̊rr + X̊ττ+

X̊δeδe + X̊δrδr + X̊δaδa −mgθ cos θs,

m(v̇ − pWs + rUs) = Y̊ẇẇ + Y̊uu+ Y̊vv + Y̊ww + Y̊pp+ Y̊qq + Y̊rr + Y̊ττ+

Y̊δeδe + Y̊δrδr + Y̊δaδa +mgφ cos θs +mgψ sin θs,

m(ẇ − qUs) = Z̊ẇẇ + Z̊uu+ Z̊vv + Z̊ww + Z̊pp+ Z̊qq + Z̊rr + Z̊ττ+

Z̊δeδe + Z̊δrδr + Z̊δaδa −mgθ sin θs,

Ixxṗ− Ixz ṙ = L̊ẇẇ + L̊uu+ L̊vv + L̊ww + L̊pp+ L̊qq + L̊rr + L̊ττ+

L̊δeδe + L̊δrδr + L̊δaδa,

Iyy q̇ = M̊ẇẇ + M̊uu+ M̊vv + M̊ww + M̊pp+ M̊qq + M̊rr + M̊ττ+

M̊δeδe + M̊δrδr + M̊δaδa,

Izz ṙ − Ixzṗ = N̊ẇẇ + N̊uu+ N̊vv + N̊ww + N̊pp+ N̊qq + N̊rr + N̊ττ+

N̊δeδe + N̊δrδr + N̊δaδa,

p = φ̇− ψ̇ sin θs,

q = θ̇,

r = ψ̇ cos θs.

Tyto rovnice jsou již lineárńı a jejich řešeńı popisuje pohybovou reakci letadla na malé
vstupńı odchylky od ustáleného stavu. Rovnice v této formě budeme dále schopni sepa-
rovat na dvě nezávislé soustavy př́ıčného a podélného pohybu.

3.3.2 Linearizace pomoćı Jacobiovy matice

Výše uvedená linearizovaná soustava odpov́ıdá také lineárńı soustavě, kterou bychom
dostali při použit́ı klasické linearizace přes Jacobiovu matici. Uvažujme ř́ızenou soustavu
ve tvaru

ẋ = f(x,u), (3.5)

kde f : Rn 7→ Rn je C1–vektorové pole.

Definice 3.1 (rovnovážný stav). Řešeńı x̃ ∈ Rn při vstupu u = ũ soustavy rovnic (3.5)
nazveme rovnovážným stavem, jestliže plat́ı f(x̃, ũ) = 0.

Zaved’me nyńı transformace reprezentuj́ıćı odchylku od rovnovážného stavu

∆x = x− x̃,

∆u = u− ũ.

Je-li x̃ rovnovážný stav soustavy (3.5), pak lineárńı soustavu ∆ẋ = ∆Ax + ∆Bu, kde

A =

(
∂fi(x̃, ũ)

∂xj

)n
i,j=1

, B =

(
∂fi(x̃, ũ)

∂uk

)n
i,k=1
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jsou Jacobiho matice vektorového pole f v bodě x̃ při vstupu ũ, nazveme linearizaćı
soustavy (3.5) v rovnovážném stavu x̃. Oprávněnost tohoto postupu náhrady p̊uvodńı
soustavy soustavou lineárńı plyne z Grobmanovy–Hartmanovy věty, přesněji řečeno z
jej́ıho zobecněńı na soustavy tvaru (3.5). Tato věta, zhruba řečeno ř́ıká, že (za určitých
předpoklad̊u) trajektorie lineárńı soustavy v okoĺı počátku se chovaj́ı kvalitativně stejně
jako trajektorie p̊uvodńı nelineárńı soustavy v okoĺı bodu rovnováhy. Vı́ce o uvedené
problematice lze nalézt např. v [7].

Pro rovnice letadla, které tvoř́ı nehomogenńı soustavu vzhledem k ř́ıd́ıćım člen̊um tedy
napǐsme

∆ẋ = ∆Ax + ∆Bu,

∆x = [u, v, w, p, q, r, θ, φ, ψ]T ,

∆u = [δa, δe, δr, τ ]T ,

x̃ = [Us, Vs,Ws, Ps, Qs, Rs, θs, φs, ψs]
T .

Linearizace povede na stejný tvar jako klasická linearizace uvedená v sekci 3.3.1. Můžeme
tak poč́ıtat nejen s nejjednoduš́ım př́ıpadem ustáleného stavu (př́ımočarý let), ale s kaž-
dým vektorem x̃.

3.4 Separace linearizovaného systému

Systém linearizovaných rovnic tvoř́ı soustavu vzájemně provázaných rovnic. Protože však
mnoho aerodynamických stabilitńıch i ř́ıd́ıćıch derivaćı bude pro malé odchylky zanedba-
telně malé, bude možné pohyb rozložit na podélný a př́ıčný pohyb. Na obrázku 4 můžeme

oT

y

x

z

X

L

MY

N

Z

τ

δa

δe

δr

Obrázek 4: Separace na př́ıčný a podélný pohyb

vidět podélnou i př́ıčnou rovinu spolu s ř́ıd́ıćımi členy, které maj́ı významný vliv na pohyb
v těchto rovinách.

3.4.1 Podélný pohyb

Omeźıme-li se na pohyb pouze v rovině xz, mluv́ıme o podélném letu a pohyb poṕı̌seme
pouze rovnicemi śıly v ose X a Z a momentem M . Protože neuvažujeme žádný př́ıčný
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pohyb, bude v = p = r = 0. Zanedbatelně malé budou právě aerodynamické stabilitńı
derivace nesouvisej́ıćı s podélným pohybem, tj.

X̊v = X̊p = X̊r = Z̊v = Z̊p = Z̊r = M̊v = M̊p = M̊r = 0.

Jelikož křidélka ani směrové kormidlo nezp̊usobuj́ı změny pohybu v rovině xz, budou
př́ıslušné aerodynamické ř́ıd́ıćı derivace rovny nule

X̊δa = X̊δr = Z̊δa = Z̊δr = M̊δa = M̊δr = 0.

Za použit́ı linearizovaných rovnic uvedených výše dostáváme soustavu

mu̇− X̊ẇẇ = X̊uu+ X̊ww + (X̊q −mWs)q + X̊ττ + X̊δeδe −mgθ cos θs,

(m− Z̊ẇ)ẇ = Z̊uu+ Z̊ww + (Z̊q +mUs)q + Z̊ττ + Z̊δeδe −mgθ sin θs,

Iyy q̇ − M̊ẇẇ = M̊uu+ M̊ww + M̊qq + M̊ττ + M̊δeδe,

θ̇ = q.

Soustava podélných rovnic je lineárńı a tedy je možné ji řešit (za předpokladu, že známe
vstupńı data ustáleného letu a stabilitńı a ř́ıd́ıćı aerodynamické derivace).

3.4.2 Př́ıčný pohyb

V rovině xy se omeźıme pouze na śılu Y a momenty L a N . Protože neuvažujeme žádný
podélný pohyb, položme u = w = q = 0. Dále je patrné, že změna na výškovce nebo
v tahu nebude mı́t významný vliv na př́ıčný pohyb. Položme proto př́ıslušné stabilitńı
a ř́ıd́ıćı aerodynamické derivace rovny nule

Y̊u = Y̊w = Y̊q = Y̊ẇ = L̊u = L̊w = L̊q = L̊ẇ = N̊u = N̊w = N̊q = N̊ẇ = 0,

Y̊δe = Y̊τ = L̊δe = L̊τ = N̊δe = N̊τ = 0.

Pohybové rovnice se zredukuj́ı na

mv̇ = Y̊vv + (Y̊p +Ws)p+ (Y̊r − Us)r + Y̊δrδr + Y̊δaδa +mgφ cos θs +mgψ sin θs,

Ixxṗ− Ixz ṙ = L̊vv + L̊pp+ L̊rr + L̊δrδr + L̊δaδa,

Izz ṙ − Ixzṗ = N̊vv + N̊pp+ N̊rr + N̊δrδr + N̊δaδa,

ψ̇ =
r

cos θs
,

φ̇− ψ̇ sin θs = p.

Rovnice podélného i př́ıčného pohybu tedy vyjadřuj́ı rovnice pohybových odchylek od
ustáleného letu při zavedeńı nehomogenit do systému formou změn v nastaveńı ř́ıd́ıćıch
člen̊u. V čase t = 0 uvažujeme ustálený let, tedy všechny počátečńı podmı́nky budou
nulové.

3.5 Srovnáńı s nelinearizovaným systémem

Vrat’me se nyńı k nelineárńımu systému, jak byl odvozen v sekci 2.3 a upravme jej na
normálńı tvar. Protože opět poč́ıtáme s př́ımočarým letem, plat́ı soustava (3.3). Vyjádřeńı
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aerodynamických a ř́ıd́ıćıch člen̊u tedy ponecháme v lineárńı podobě pro malé odchylky,
jak bylo odvozeno dř́ıve. Stejně tak vyjádř́ıme gravitačńı śılu. Jako posledńı krok vyjádř́ıme
odchylky jako rozd́ıl okamžité rychlosti a rychlosti v ustáleném stavu, např. u = U − Us.

U̇ − X̊ẇ

m
Ẇ =

1

m
(X̊u(U − Us) + X̊w(W −Ws) + X̊q(Q−Qs) + X̊ττ + X̊δeδe)

−WQ+ V R− g(θ − θs) cos θs,

V̇ =
1

m
(Y̊v(V − Vs) + Y̊p(P − Ps) + Y̊r(R−Rs) + Y̊δrδr + Y̊δaδa)− UR +WP

+ g((φ− φs) cosφs cos θs − (θ − θs) sinφs sin θs),

Ẇ

(
1− Z̊ẇ

m

)
=

1

m
(Z̊u(U − Us) + Z̊w(W −Ws) + Z̊q(Q−Qs) + Z̊ττ + Z̊δeδe)

− V P + UQ− g((θ − θs) cosφs sin θs + (φ− φs) sinφs cos θs).

Ṗ =
1

IxxIzz − I2xz
[Izz(L̊v(V − Vs) + L̊p(P − Ps) + L̊r(R−Rs)

+ L̊δrδr + L̊δaδa −QR(Izz − Iyy) + IxzPQ) + Ixz(N̊v(V − Vs)
+ N̊p(P − Ps) + N̊r(R−Rs) + N̊δrδr + N̊δaδa − PQ(Iyy − Ixx)− IxzQR)],

Q̇− M̊ẇ

Iyy
Ẇ =

1

Iyy
[M̊u(U − Us) + M̊w(W −Ws) + M̊q(Q−Qs) + M̊ττ + M̊δeδe

−RP (Ixx − Izz)− Ixz(P 2 −R2)],

Ṙ =
1

IxxIzz − I2xz
[Ixz(L̊v(V − Vs) + L̊p(P − Ps)

+ L̊r(R−Rs) + L̊δrδr + L̊δaδa −RQ(Izz − Iyy) + IxzPQ) + Ixx(N̊v(V − Vs)
+ N̊p(P − Ps) + N̊r(R−Rs) + N̊δrδr + N̊δaδa − PQ(Iyy − Ixx)− IxzQR)].

φ̇ = P +Q sinφ tg θ +R cosφ tg θ,

θ̇ = Q cosφ−R sinφ,

ψ̇ = Q
sinφ

cos θ
+R

cosφ

cos θ
.

Jako počátečńı podmı́nky tohoto systému však muśıme uvažovat pohybové veličiny defi-
nuj́ıćı ustálený let.

4 Metody řešeńı pohybových rovnic

S rozvojem výpočetńı techniky se velmi usnadnilo hledáńı řešeńı složitěǰśıch soustav jako je
ta popisuj́ıćı pohyb letadla. Nejprve se seznámı́me s metodou stavového prostoru pro řešeńı
lineárńıho systému, která využ́ıvá Laplaceovy transformace a dává aparát vhodný pro
moderńı teorii ř́ızeńı. Druhá vybraná numerická metoda řešeńı bude Adamsova metoda,
kterou budeme řešit nelineárńı soustavu.

4.1 Metoda stavového prostoru

Uvažujme lineárńı dynamický systém s nulovými počátečńımi podmı́nkami, kde za x
označ́ıme vektor stavových proměnných dimenze n, y výstupńı vektor dimenze n, A je
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čtvercová matice systému řádu n, B je stavová matice vstup̊u typu n × m, u vektor
vstup̊u dimenze m, C matice výstupu řádu n, D matice převodu typu n × m. Stavový
model potom naṕı̌seme

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0,

y(t) = Cx(t) +Du(t).

Převodem Laplaceovou transformaćı do proměnné s dostaneme

sx(s)− x(0) = Ax(s) +Bu(s),

y(s) = Cx(s) +Du(s).

Vektor stav̊u lze potom vyjádřit jako

x(s) = [sI− A]−1 [Bu(s) + x(0)].

Definujme fundamentálńı matici řešeńı Φ(t), jako

Φ(t) = L−1 [sI− A]−1 = eAt. (4.1)

Vlastnosti fundamentálńı matice a daľśı využit́ı najdeme v [4]. Potom každé řešeńı lze
psát ve tvaru

x(t) = Φ(t)x(0) + L−1
[
[sI− A]−1 Bu(s)

]
.

Prvńı člen lze chápat jako odezvu na při nulovém ř́ıd́ıćım vstupu u. Druhý člen lze napsat
formou konvolučńıho integrálu, celkem tedy máme

x(t) = Φ(t)x(0) +

t∫
t0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ.

Dosazeńım do soustavy pro výstup a substitućı z (4.1) dostaneme

y(t) = CeAtx(0) +

t∫
t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ + Du(t).

Dostáváme tak řešeńı lineárńıho dynamického systému. V př́ıpadě studia pohybových
rovnic bude t0 = 0 a odezvu budeme měřit na Heaviside̊uv skok η a na realističtěǰśı pohyb
ř́ıd́ıćıho členu s náběhem a návratem do p̊uvodńı polohy. Protože však naše vstupy jako
např. pootočeńı výškovky měř́ıme v radiánech, byl by vstup o jednotkové velikosti př́ılǐs
veliký a odezva fyzikálně neinterpretovatelná. Vstup tedy zmenš́ıme na jednotky stupň̊u.
Podélnou soustavu rovnic lze tedy napsat jako

u̇
ẇ
q̇

θ̇

 =


m −X̊ẇ 0 0

0 (m− Z̊ẇ) 0 0

0 −M̊ẇ Iyy 0
0 0 0 1


−1Ã


u
w
q
θ

+ B̃

[
δe
τ

] ,
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Model
y(t)u(t)

u(t) u(t)

tt

u(t) =

u(t) = η(t)

1
180

1
180

1
180 t, t ∈ 〈0; 1〉
2

180 −
1

180 t, t ∈ 〈1; 2〉
0, jinak

Obrázek 5: Schéma modelu

kde

Ã =


X̊u X̊w (X̊q −mWs) −mg cos θs
Z̊u Z̊w (Z̊q +mUs) −mg sin θs
M̊u M̊w M̊q 0
0 0 1 0

, B̃ =


X̊δe X̊τ

Z̊δe Z̊τ
M̊δe M̊τ

0 0

 .
Podobně budeme postupovat u př́ıčných rovnic.

v̇
ṗ
ṙ

φ̇

ψ̇

 =


m 0 0 0 0
0 Ixx −Ixz 0 0
0 −Ixz Izz 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


−1Ã


v
p
r
φ
ψ

+ B̃

[
δa
δr

] ,

kde

Ã =


Y̊v (Y̊p +mWs) (Y̊r −mUs) mg cos θs mg sin θs
L̊v L̊p L̊r 0 0

N̊v N̊p N̊r 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

, B̃ =


Y̊δa Y̊δr
L̊δa L̊δr
N̊δa N̊δr

0 0
0 0

 .
V programovaćım jazyce Python budeme řešit soustavu za pomoćı knihovny SciPy. Na
obrázku 6 vid́ıme základńı kostru programu. Vı́ce o matematickém modelováńı dife-
renciálńıch rovnic v Pythonu nalezneme na [9].

4.2 Adamsova metoda

Adamsova metoda spadá do tř́ıdy lineárńıch v́ıcekrokových metod pro numerický výpočet
systému diferenciálńıch rovnic. Lze ji zapsat ve tvaru

yn+1 = yn + τβk,0f(tn+1, yn+1) + τ
k−1∑
j=1

βk,jfn+1−j,
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Obrázek 6: Ukázka části skriptu

kde k je řád metody, j = 0, 1, . . . k− 1, τ znač́ı délku kroku a koeficienty βk,j dopoč́ıtáme,
v́ıce v literatuře [6]. Je známo, že implicitńı Adamsovy metody jsou výhodněǰśı z hlediska
stability, zejména pak vhodněǰśı pro řešeńı tuhých systémů. Adamsova metoda je imple-
mentována
v řešiči, která je součást́ı knihovny SciPy. Vı́ce informaćı lze nalézt v dokumentaci [8].
Nejprve sestav́ıme model soustavy diferenciálńıch rovnic, tak jak byl uveden v 3.5 s
počátečńımi podmı́nkami. Na obrázku 7 vid́ıme pouze kostru modelu (program je ve
skutečnosti rozsáhleǰśı).

Obrázek 7: ukázka části skriptu

5 Stabilita a zpětněvazebńı ř́ızeńı

Při řešeńı pohybových rovnic pro malé odchylky źıskáme pohybové odezvy letadla na
vstup. Tyto odezvy ne vždy vyhovuj́ı požadavk̊um na letadlo a je tedy potřeba je tlumit
nebo kontrolovat jiným zp̊usobem. Výchoźım bodem bude matice přenosových funkćı
systému ve formě

G(s) =
1

∆(s)
N (s), (5.1)

kde ∆(s) = det(A−sI) je charakteristický polynom5 společný všem přenosovým funkćım
a N (s) je matice typu n×m.

5.1 Stabilita lineárńıch systémů

Pojem stabilita si můžeme představit jako schopnost letadla se po vychýleńı z ustáleného
stavu po konečném čase opět vrátit do ustáleného stavu. Při řešeńı stability ř́ızené sou-

5I je jednotková matice řádu n
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stavy (v př́ıpadě pohybových rovnic mluv́ıme o ř́ıdićıch členech) se můžeme omezit na
stanoveńı stability nulového řešeńı pouze neř́ızené soustavy. Matematicky definujme sta-
bilitu dynamického systému následovně.

Definice 5.1 (stabilńıho řešeńı). Mějme počátečńı úlohu ẋ = f(x,u),x(t0) = η. Řekneme,
že řešeńı počátečńı úlohy x(t, ξ) je stabilńı, jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové,
že pro každý vektor η splňuj́ıćı ‖ η − ξ ‖< δ plat́ı ‖ x(t,η) − x(t, ξ) ‖< ε pro všechna
t ∈ 〈t0,∞〉. Pokud nav́ıc lim

x−→∞
‖ x(t,η)− x(t, ξ) ‖= 0, označ́ıme řešeńı za asymptoticky

stabilńı.

Při stanoveńı stability nulového řešeńı ř́ızené soustavy bude počátečńı podmı́nka x(0) =
0. Stabilitu neńı nutné zkoumat na základě výše uvedené definice. Bude stačit znalost
znamének reálných část́ı vlastńıch č́ısel matice A lineárńı soustavy ẋ = Ax. Vlastńı č́ısla
je možné určit z charakteristického polynomu z (5.1)

∆(s) = sn + a1s
n−1 + ...+ an−1s+ an = 0.

Pokud jsou koeficienty reálné, mohou být kořeny reálné, komplexně sdružené nebo kom-
binace těchto dvou. Lineárńı systém potom považujeme za asymptoticky stabilńı, po-
kud všechny reálné části kořen̊u jsou záporné. S rozvojem výpočetńı techniky se výpočet
kořen̊u polynomu i vyšš́ıch řád̊u stal jednoduchou záležitost́ı. Existuje však metoda, která
nám umožńı určit znaménka kořen̊u, aniž bychom je poč́ıtali.

5.1.1 Routh–Hurwitzovo kritérium

Znaménka kořen̊u polynomu a tedy i asymptotickou stabilitu je možné zkoumat následuj́ıćım
zp̊usobem.

Věta 5.2 (Routh–Hurwitzovo kritérium). Mějme polynom tvaru Pn(s) = sn + a1s
n−1 +

...+ an−1s+ an a

Hn =


a1 1 0 0 0 . . . 0
a3 a2 a1 1 0 . . . 0
a5 a4 a3 a2 a1 . . . 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 0 0 0


je tzv. Hurwitzova matice, kde ak = 0 pro k > n. Pokud jsou všechny subdeterminanty

D1 = a1, D2 =

∣∣∣∣ a1 1
a3 a2

∣∣∣∣ , D3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 1 0
a3 a2 a1
a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣ , ..., Dn = det(Hn),

kladné, potom maj́ı kořeny polynomu Pn(s) zápornou reálnou část. Je-li alespoň jeden
subdeterminant záporný, má polynom kořen s kladnou reálnou část́ı.

Routh–Hurwitzovo kritérium nám dává efektivńı nástroj pro určováńı stability lineárńı-
ho dynamického systému. Stabilitu podle výše uvedené definice nazveme pojmem dyna-
mická stabilita.
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Při vychýleńı se letoun vraćı do ustáleného stavu jistým zp̊usobem, často kmitavým.
Rozeberme si podrobněji dynamickou stabilitu podélného pohybu. Charakteristický po-
lynom je čtvrtého řádu a obvykle má dva komplexně sdružené kořeny, které odpov́ıdaj́ı
dvojici kmitavých pohyb̊u. Rychlé kmity označované jako

”
short period“ jsou velmi dobře

tlumeny s periodou jen několik vteřin. Letadla jsou již navrhována tak, aby tato složka
neměla zásadńı vliv na stabilitu letadla. Druhou složkou jsou fygoidálńı kmity (

”
phu-

goid“). Je to obvykle málo tlumená složka s menš́ı frekvenćı, ale s vyšš́ı amplitudou, což
má za následek změny v rychlosti a výšce. Tlumeńı kmit̊u letadla lze modelovat formou
tlumeného harmonického oscilátoru, čemuž odpov́ıdaj́ı i pohybové odezvy. Charakteris-
tickou rovnici si proto napǐsme do formy

∆(s) = (s2 + 2ζpωps+ ω2
p)(s

2 + 2ζsωss+ ω2
s) = 0. (5.2)

ζs a ζp označuj́ı tlumı́ćı koeficienty kmit̊u bez pośıleńı stability a ωs, ωp jejich frekvenci.

x

V0

Obrázek 8: Model tlumeného oscilátoru

U př́ıčných rovnic má charakteristycký polynom obvykle 2 reálné kořeny a jeden kom-
plexně sdružený. Pohyb se skládá z nekmitavého houpavého

”
roll mode“, nekmitavého

”
spiral mode“ a kmitavého

”
dutch roll mode“. Rozsáhleǰśı popis pohyb̊u najdeme v [2].

5.2 Posilováńı stability

Mezi základńı vybaveńı moderńıho letadla patř́ı posilovače stability založené na zpětně-
vazebńım ř́ızeńı. Dı́ky nim je možné efektivně tlumit odezvy při vstupu formou turbulenćı,
nebo jako v našem př́ıpadě, výchylky ř́ıd́ıćıch člen̊u, které se projevuj́ı pohyby popsanými
v kapitole o stabilitě.

5.2.1 Řiditelnost

Základńı vlastnost lineárńıho dynamického systému, kterou je třeba ověřit je řiditelnost.
Ta se u letadla předpokládá již z konstrukčńıch parametr̊u a

”
uskutečnitelnosti“ ustáleného

letu. Pro úplný popis však řiditelnost ověřme.

Definice 5.3. Lineárńı dynamický systém je řiditelný, existuje-li takové ř́ızeńı u, které
převede daný systém z libovolného počátečńıho stavu x(t0) do libovolného koncového
stavu x(t1) za konečnou dobu t1 − t0.

Obvykle se řiditelnost ověřuje pomoćı čtvercové matice řiditelnosti

Qco(A,B) = [B,AB, ..., An−1B].

Soustava je potom ř́ıditelná za podmı́nky, že Qco(A,B) má hodnost n,

rank(Qco(A,B)) = n⇐⇒ det(Qco(A,B)) 6= 0.

Vı́ce teoretických poznatk̊u nalezneme např. v [5].
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5.2.2 Posilováńı stability

Sestavme nyńı jednoduchou ř́ıd́ıćı smyčku, ve které budeme sledovat úhel θ a pomoćı pro-
porcionálńıho tlumı́ćıho koeficientu jej vracet na vstup. Ćılem bude rychleji tlumit

”
phu-

goid“ a zmenšit amplitudu. Vstup ve formě pohybu výškovky v čase bude tedy vyjádřen
jako

δe(t) = ξδe(t)−Kθθ(t). (5.3)

Blokové schéma 9 můžeme chápat jako odezvu systému na ř́ızeńı s požadavkem na ξδe(t),

∑

Kθ

G(s)
+

− θ(s)δe(s)

požadavek

ξδe

odezva

Obrázek 9: regulačńı smyčka

které vyjadřuje pozměněnou charakteristickou rovnici ∆(s)co s kořeny, které odpov́ıdaj́ı
požadovaným vlastnostem odezvy. Přenosovou funkci p̊uvodńı odezvy na výškovku máme
podle (5.1) ve tvaru

G(s) =
N θ
δe

∆(s)
=

θ(s)

δe(s)
.

Při využit́ı smyčky potom máme

θ(s)

ξδe
=
N θ
δe

(s)

∆(s)co
=

N θ
δe

(s)

∆(s) +KθN θ
δe

(s)
.

S využit́ım rovnice (5.3) a rovnic pro podélný pohyb dostaneme
u̇
ẇ
q̇

θ̇

 =


xu xw xq xθ −Kθxδe
zu zw zq zθ −Kθzδe
mu mw mq mθ −Kθmδe

0 0 1 0



u
w
q
θ

+


xδe xτ
zδe zτ
mδe mτ

0 0

[ ξδeτ
]
.

Takovou soustavu už umı́me pro libovolné Kθ řešit. Otázkou z̊ustává, jaké Kθ zvolit,
abychom dosáhli požadovaných vlastnost́ı, tedy koeficient tlumeńı ζ a frekvenci kmit̊u ω.
Vhled do této problematiky nám dá metoda root–locus.

5.2.3 Metoda root–locus

V klasické teorii ř́ızeńı, root–locus je grafická metoda, která zkoumá změnu kořen̊u systému
na změnu parametru v systému. Vrat’me se nyńı k charakteristické rovnici (5.2). Kom-
plexně sdružený kořen napǐsme jako

(s+ σ + jγ)(s + σ − jγ) = s2 + 2σs + (σ2 + γ2) = s2 + 2ζωs + ω2 = 0,
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kde σ je reálná část kořenu a γ komplexńı část. Protože ζω = σ a σ2+γ2 = ω2, dostaneme
vztah pro koeficient tlumeńı ζ

ζ =
σ√

σ2 + γ2
.

Vykresĺıme-li všechny kořeny charakteristické rovnice netlumené soustavy (Kθ = 0) do
komplexńı roviny, dostaneme obdobný graf jako na obrázku 10. Odtud vid́ıme, že na
hranici stability je dvojice komplexně sdružených kořen̊u pro

”
phugoid“.

”
short period“

je i přes větš́ı amplitudu kmit̊u dobře tlumen. Pokud spoč́ıtáme kořeny charakteristické

Phugoid

Short period

Obrázek 10: Zobrazeńı kořen̊u v s-rovině

rovnice pro r̊uzné koeficienty tlumeńı Kθ, dostaneme takzvaný Root-Locus diagram, který
lze sestrojit i bez pomoci výpočetńı techniky pomoćı několika jednoduchých pravidel.

1. (symetrie) Jelikož má charakteristická rovnice reálné koeficienty, nuly systému bu-
dou komplexně sdružené páry. Root–Locus je proto symetrický kolem reálné osy.

2. (počet větv́ı) Počet větv́ı Root–Locus je roven řádu charakteristické rovnice.
3. (výchoźı a konečné body) Root–Locus zač́ıná při Kθ = 0 v pólech a konč́ı pro
Kθ →∞, kde jsou nuly systému.

4. (asymptoty) Pokud q > 0, kde q je rozd́ıl počtu pól̊u p a nul z, potom existuj́ı
asymptoty prot́ınaj́ıćı reálnou osu v

σ =

∑n
i=1 pi −

∑m
i=1 zi

q
.

a vzdaluj́ı se pod úhlem θ = ±r 180
q

, kde r = 1, 3, 5, ...

5. (Root-Locus na reálné ose) Root–Locus se vyskytuje na reálné ose nalevo od lichého
počtu pól̊u a nul.

Pravidel existuje v́ıce, nebudeme je však všechny uvádět, pro naše potřeby je jich
zapotřeb́ı jen několik. Nyńı můžeme sledovat, jak se budou měnit vlastnosti

”
short period“

a
”
phugoid“ kmit̊u.
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Obrázek 11: Root–Locus

Př́ıklad 5.4. Data pro letadlo McDonnell F–4C Phantom o hmotnosti 17 642 kg byla
převzata z [2]. Letadlo se nacháźı ve výšce 10668 m, Machovo č́ıslo je 0.6. Data jsou pro
ustálený př́ımočarý let.

γs = 0 rad, b = 11.787 m, ρ = 0.3809 kg/m3, Ixx = 33898 kg ·m2,

αs = 0.164 rad, Iyy = 165669 kg ·m2, S = 49.239 m2, Izz = 189496 kg ·m2,

V0 = 178 m/s, g = 9.81 m/s2, ¯̄c = 4.889 m, Ixz = 2952 kg ·m2.

Xu = 0.0076, Zu = −0.7273, Mu = 0.0340, Yv = −0.5974,

Xw = 0.0483, Zw = −3.1245, Mw = −0.2169, Yp = 0,

Xẇ = 0, Zẇ = −0.3997, Mẇ = −0.5910, Yr = 0,

Xq = 0, Zq = −1.2109, Mq = −1.2732, Yδa = −0.0159,

Xδe = 0.0618, Zδe = −0.3741, Mδe = −0.5581, Yδr = 0.1193.

Lv = −0.1048, Nv = 0.0987,

Lp = −0.1164, Np = −0.0045,

Lr = 0.0455, Nr = −0.1132,

Lδa = 0.0454, Nδa = 0.00084,

Lδr = 0.0086, Nδr = −0.0741.

Obrázek 12: Phantom F–4C

Zadané stabilitńı derivace jsou v bezrozměrném tvaru. Převedeme je proto pomoćı
převodńı tabulky uvedené v [2] do jednotek SI.
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Z dat nejprve sestavme soustavy podélných a př́ıčných rovnic.
u̇
ẇ
q̇

θ̇

 =


0.0007 0.0046 −29.0700 −9.6783
−0.0687 −0.2953 174.8680 −1.6000
0.0025 −0.0083 −1.7055 0.0128

0 0 1 0



u
w
q
θ

+


1.0408 0
−6.2940 0
−4.8442 0

0 0

[ δeτ
]
,


v̇
ṗ
ṙ

φ̇

ψ̇

 =


−0.0565 29.0720 −175.6100 9.6783 1.6022
−0.0601 −0.7979 −0.2996 0 0
0.0092 −0.0179 −0.1339 0 0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0



v
p
r
φ
ψ



+


−0.2678 2.0092
4.6982 0.7703
0.0887 −1.3575

0 0
0 0


[
δa
δr

]
.

Odezvy podélných i př́ıčných rovnic byly źıskány metodou stavového prostoru v prostřed́ı
jazyka Python. Nejprve se pod́ıvejme na odezvy podélných rovnic na trojúhelńıkový vstup
na výškovce.

Obrázek 13: odezvy podélné soustavy na trojúhelńıkový vstup na výškovce

Všechny daľśı výsledky byly provedeny při setrvajićım skokovém vstupu. Nejprve si
prohlédněme odezvy všech pohybových proměnných.
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Obrázek 14: odezvy na skokový impuls 1
180

rad na výškovce

Obrázek 15: odezvy na skokový impuls 1
180

rad na směrovce
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Srovnejme nyńı odezvu pohybové proměnné u lineárńıho modelu s řešeńım nelineárńı
soustavy. Budeme zvyšovat výchylku výškovky na vstupu a sledovat, jak rychle se od sebe
řešeńı vzdaluj́ı.

1 deg. 3 deg.

Obrázek 16: porovnáńı odezvy

Abychom lépe viděli rozd́ıl v řešeńı, vykresĺıme graf odchylek

∆u(t) = |ulinear(t)− unonlinear(t)|.

Obrázek 17: srovnáńı lineárńıho a nelineárńıho modelu

Vid́ıme, že velikost chyby při zvětšováńı vstupńı výchylky rychle roste, proto je třeba při
použit́ı lineárńıho modelu postupovat s určitou opatrnost́ı.

Po výpočtu kořen̊u pro Kθ = 0 dostáváme koeficienty tlumeńı pro
”
short period“ ζs =

0.705 a pro
”
phugoid“ ζp = 0.0841. Vykresleńı root–locus bylo pro tento př́ıpad už uve-

deno na obrázku 11. Zvolen byl dále Kθ = 0.1 pro technickou uskutečnitelnost a dobré
vlastnosti tlumeńı. Po zavedeńı tlumeńı se změnily vlastnosti kmit̊u následovně. U

”
short

period“ módu se nám lehce zhoršil rychlost tlumeńı na koeficient ζs = 0.628. Pořád jde
ale o dobrou tlumı́ćı vlastnost. Naopak u

”
phugoid“ došlo k výraznýmu zlepšeńı/zvětšeńı
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tlumı́ćıho koeficientu na ζp = 0.493. Na obrázku 18 můžeme pozorovat, jak výrazně se
podařilo

”
phugoid“ utlumit. U př́ıčných rovnic byla sledována odezva precesńıho úhlu na

Obrázek 18: tlumeńı oscilaćı

křidélka, tedy

ψ(s)

ξδa
=
Nψ
δa

(s)

∆(s)co
=

Nψ
δa

(s)

∆(s) +KψN
ψ
δa

(s)
.

Root-locus nám dává přehled o dynamicko-stabilitńıch módech př́ıčných rovnic. Zejména
lze ocenit posun kořen̊u u

”
spiral“ módu a

”
dutch roll “ módu doleva.

dutch roll mode

spiral moderoll subsidence mode

Obrázek 19: root–locus
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6 Závěr

V teoretické části zadáńı bakalářské práce byl odvozen matematický model pohybových
rovnic letadla a nad rámec popsána úloha hledáńı ustáleného letu. Na základě tohoto
popisu by mohl být dále naprogramován algoritmus, který ze zadaných vstup̊u nalezne
ustálený let. Separováńım modelu na př́ıčný a podélný bylo možné použ́ıt klasické teorie
ř́ızeńı lineárńıch systémů. Srovnáńım řešeńı lineárńıho modelu s nelineárńım bylo ověřeno,
že lineárńı model je pro malé odchylky od ustáleného letu bĺızký p̊uvodńım nelineárńım.
Odezva letadla se dá v některých př́ıpadech modelovat jako tlumeńı harmonického os-
cilátoru. V práci je vysvětlen pouze mód

”
short period“ a

”
phugoid“. Daľśım popisem

dynamicky stabilitńıch mód̊u by se dalo lépe pochopit chováńı letadla v př́ıčné rovině.
Vykresleńım kořen̊u
v komplexńı rovině metodou root–locus pomohlo naj́ıt vhodné tlumeńı oscilaćı v intervalu
stanoveného technickými požadavky v [1]. Výsledky práce poř́ızené na datech přejatých
z literatury by se daly použ́ıt na libovolných datech naměřených pro jiná letadla. V prak-
tické části bylo použito v současné době dynamicky se rozv́ıjejićıho jazyka Python spolu
s knihovnami NumPy a SciPy, které poskytuj́ı podobně efektivńı prostředky jako MATLAB.
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