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Reditel Ustavu Vam v souladu se zakonem ¢&.111/1998 o vysokych $kolach a se Studijnim
a zkusSebnim fadem VUT v Brné urduje nasledujici téma bakalarské prace:

Stabilita a fizeni dynamickych systému uzitych pfi modelovani pohybu
letadla

Stru€na charakteristika problematiky ukolu:

Malokteré moderni letadlo (nebo jiny stroj pohybujici se ve vzduchu) se spoléha pouze na vlastni
(konstrukéni) stabilitu draku. Ve skute&nosti je pohyb "zastabilizovavan" prostfednictvim
zpétné—vazebniho Fizeni, kdy dynamicky systém (modelujici napf. pozici a orientaci letadla v ¢ase)
reaguje na stavové veli€iny (tim je dynamicky upravovan fidici signal). Interdisciplinarni obor, ktery
studuje pohybovou odezvu objektd ve vzduchu v zavislosti na fidici povely, se nazyva "dynamika letu"
(ta dnes zahrnuje aerodynamiku, teorii fizeni, poCitaovou simulaci, a mnoho dalSich). Prace je
zaméfena na matematicky aparat potfebny v této problematice, zejména pak na metody linearniho
fizeni (praxe ukazuje, Ze linearni teorie je ve standardnich pfipadech dostadujici).

Cile bakalarské prace:

ReSersni ¢ast:

1) Dynamicky popis letadla — stru¢na rekapitulace pohybovych rovnic;

2) Linearizace soustavy pohybovych rovnic — separace na pfi¢ny a podélny pohyb;
3) Zpétné vazebni fizeni — posilovani stability.

Prakticka &ast:

1) Simulace pohybové odezvy na vybranych ulohach v prostfedi MATLAB (Simulink);

2) Pfipadné porovnani odezvy linearizovaného a puvodniho nelinarniho modelu (v pfipadé
numerického feSeni pavodni nelinarni soustavy nelze pouzit klasickych metod, protoze soustava
diferencialnich rovnic neni v normalnim tvaru).
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Abstrakt

Maélokteré moderni letadlo (nebo jiny stroj pohybujici se ve vzduchu) se spoléha pouze na
vlastni (konstrukéni) stabilitu draku. Ve skutecnosti je pohyb ,zastabilizovavan® prostied-
nictvim zpétné-vazebniho fizeni, kdy dynamicky systém (modelujici napt. pozici a orien-
taci letadla v ¢ase) reaguje na stavové veli¢iny (tim je dynamicky upravovén fidici signél).
Bakalarska prace se zabyva jak odvozenim dynamického systému pohybovych rovnic le-
tadla pro malé odchylky, tak i studiem stability a Tizeni. Navic je obsahem i srovnani
nelinedarnitho modelu s linearizovanym modelem pohybovych rovnic. V praktické casti
bylo vyuzito programovaciho jazyka Python.

Abstract

A modern aircraft (or another machine moving in the air) usually does not rely on its
structural stability only. In fact, the motion is conventionally stabilized using a loop
feedback control. A dynamical system, which models the aircraft’s position and orientation
in time, reacts on the state variables, hence, the control signal is dynamically changed.
This bachelor’s thesis deals with deriving the equations of motion for small perturbations
of the state variables as well as with stability and control of such a system of equations.
In addition, comparison of both a nonlinear and a linearized model is a part of this work.
The programming language Python is used for testing on several examples of a concrete
aircraft.

klicova slova
letadlo, pohybové rovnice, nelinedrni systémy, dynamicky systém, ustdleny let, Python
modelovani

keywords
aircraft, equations of motion, nonlinear systems, dynamical system, steady state flight,
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Seznam uzZitych symboli!

m hmotnost letadla [kg|
(Xe,Ye, Ze,0F)  souradny systém vzhledem k Zemi
(X,Y, Z oT) souradny systém spojeny s rdmem letadla
(Xw, Y, Zw,0T) aerodynamicky souradny systém spojeny s letadlem

X, Y, Z celkové sily rozlozené do os [N]

L,M,N celkové momenty kolem jednotlivych os [N - m]
PQ,R tihlové rychlosti kolem jednotlivych os [rad - s7]
Uuv,w rychlosti ve sméru jednotlivych os [m - s7!]
0,0, Eulerovy uhly [rad]

tithel nédbéhu [rad]

boéni thel [rad]

nadmortska vyska [m]

aerodynamické sily v aerodynamickém systému [N]
tihel sklonu [rad]

tah [N]

tithel pootoceni vyskovky [rad]

tihel natoceni kiidélek [rad]

tithel natoceni smérovky [rad]

hustota prostred{ [kg - m~3]

plocha kiidel [m?]

aerodynamické koeficienty [—|

veli¢ina vztahujici se k ustdlenému letu/steady state
koeficient tlumeni [—]

frekvence kmitu [s7!]

konstanta tlumeni [—]

T
&AL O TR
h

Q
NqujambSﬂ
)

1Symbol L se vyskytuje ve dvou vyznamech. Snaha je dodrzet zavedené znaceni z oboru dynamiky
letu.
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1 Uvod

Malokteré moderni letadlo se spoléhd pouze na vlastni (konstrukéni) stabilitu draku.
Ve skutecnosti je tato stabilita ,posilovana® prostfednictvim zpétné-vazebniho fizeni, pti
kterém je tidici signdl vhodné upravovan tak, aby se zlepsily dynamické vlastnosti letadla.
Abychom se mohli této problematice vénovat, je predné treba pochopit dynamicky model
letadla (letadlo zde uvazujeme jako téleso pohybujici se ve vzduchu, tj. pracujeme se Sesti
stupni volnosti). V uvahéch o fizeni pohybu letadla vychézime ze specidlnich letovych
moédu, jakym je napt. ustaleny primocary let. Protoze nés obvykle zajimaji pouze ,blizké*
odchylky od téchto letovych médu (vlivem zasahu do fizeni nebo turbulenci), bude kladen
duraz na linearizovany model, ktery je obvykle dostacujici. Do jaké miry se nelinearni

a linearizovany model lisi, je také predmétem prace. V praktické casti dale ukazeme,
jak vypadaji pohybové odezvy bez a s posilenim stability na vybraném konkrétnim typu
letadla. Vysledky tlumeni vychylky a oscilaci porovndme s technickymi pozadavky, které
je pottreba pti ndavrhu podobnych stabilizatoru dodrzet.

Préace je strukturovana nasledovné. V prvni kapitole se budeme zabyvat sestavenim
matematického modelu pohybu letadla. Odvozenou soustavu potom, za predpokladu ma-
lych odchylek od tzv. ustdleného letu, budeme ve druhé kapitole linearizovat a sepa-
rovat na pohyb ve dvou rovinach. V kapitole o metodach teseni budeme vyuzivat me-
todu stavového prostoru pro linedrni systém a pomoci tesice na bazi Adamsovy metody
vyTesime numericky puvodni nelinearni systém. Za ucelem lepsi pohybové odezvy letadla
predstavime klasické pojmy teorie fizeni. Ukazeme také, jak vypadaji pohybové odezvy
bez a s posilenim stability. Vyuzijeme k tomu i metodu root—locus. Mnoho poznatku z
dynamiky letu bylo prevzato z [1], [2] a [3].

2 Odvozeni pohybovych rovnic letadla

2.1 Zakladni odvozeni

Pti vytvareni zakladniho matematického modelu letadla nejprve uvazujme, ze se letadlo
pohybuje v inercidlnim kartézském soutadném systému spojeném se Zemi (X, Y., Z., oF).
Vliv rotace Zemé je v tomto systému pii pohybu letadla zanedban, protoze je vuci rychlosti
letadla maly. Obecné ma letadlo 6 stupnu volnosti, které popiseme postupné silovymi

a momentovymi rovnicemi. Rozlozme nyni letadlo na infinitezimalni elementy o hmotnosti
dm = pdV, které lokalizujeme pomoci vektoru ¥ ve vyse uvedeném souradném systému.
p predstavuje funkci hustoty, ktera je zavisla na poloze, a dV objemovy element letadla.
Celkova hmotnost letadla tedy bude

m = /p(x,y72)dV-

\%

Predpokladame, ze elementy dm se vuci sobé nepohybuji, tedy udrzuji mezi sebou kon-
stantni vzdalenost. Toho v praxi nelze zcela docilit, jelikoz letadlo se sklada z mnoha
pohyblivych funkénich soucasti (napt. vrtule, turbina). Spalovanim paliva také dochdzi
k ubytku celkové hmotnosti letadla. V kratkém c¢asovém intervalu muzeme tyto vlivy
zanedbat.?

2Toto zjednoduseni neni vhodné napf. u raket, kde dochézi ke spalovdni mnohem rychleji.
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P1i odvozeni pohybovych rovnic budeme vychéazet z 2. Newtonova zdkona, ktery tika,
ze sila pusobici na téleso je dana casovou derivaci jeho hybnosti

dP
F=—.
dt
. Q. . dr dr . i
Vektor hybnosti P muzeme napsat jako P = mc kde — je okamzita rychlost letadla.
Silovou rovnici nyni muzeme integraci pies objem letadla zapsat ve tvaru
d dr
— —dV = dVv CdS. 2.1
el B / pgdV + / (2.1)
v \% S

Prava strana rovnice se tedy sklada z ic¢inku gravitaéni sily a ucinku sil aerodynamickych
a tahovych, které jsou vyjadieny vektorem do vektoru C, ktery integrujeme ptes plochu
letadla.

Pokud vektorové vynasobime rovnici vektorem T, dostaneme nasledujici momentovou
rovnici

dt
v \% S

d dr
— fxpd—ZdV:/Fxpng—i—/fxCdS, (2.2)

dr
kde T x P reprezentuje moment hybnosti letadla.

Obrézek 1: rozklad vektoru r
Rozklad vektoru matematicky zapisme
FT=rp+r. (2.3)
Pokud (2.3) dosadime do (2.1), dostdvame pro pravou stranu rovnice

dd dd ddry  dVy

ce v = LS ey = 28T 20T

G | Pt T T " T "
1%
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/rpd\/ = 0. (2.4)
v
V rovnici (2.4) vychazime z predpokladu, Ze statické momenty k rovindm prochézejicimi
tezistem letadla jsou nulové.
Po upravé pravé strany obdobnym zptusobem dostaneme

Vo

i mg + C (2.5)

m

Momentovou rovnici (2.2) upravme pomoci vlastnosti vektorového soucinu

d dr — — K . .
T f><pd—:dV:/VxVpdV—l—/fXVpdV:/(rT+r)><(VT+V)
v

\4 \Y% \%

:/rTxVTpdV—i—/rTprdV+/rxVTpdV+/r><V
v v % %

:(rTxVT)/pdv+rT></vpdv+/rpdvxVT+/r><Vpdv
Vv

%4 \% \%

dVv
dt

. . d .
:rTmeT+/rprdV:rTxmg+rTxm T—l—&/rprdV.
v v

Opét, obdobnou upravou pravé strany rovnice a porovnanim ziskame

d dr
T e apd\/ = /r x CdS. (2.6)
v S

Do této chvile jsme uvazovali vSechny vektory v souradném systému (X, Ye, Z,, oF). To
znamend, ze integral v rovnici (2.6) je zdvisly na case, coz neni z hlediska dalsi manipulace
vyhodné. Dalsi transformaci proto bude prevedeni vektorovych rovnic (2.5) a (2.6) do
souradného systému (X, Y, Z,0T'). Novy souradny systém vuci pevné spojenému se Zemi
rotuje

s uhlovou rychlosti w. Derivaci libovolného vektoru v nasem puvodnim systému lze slozit
pomoci jeho derivace v novém systému a tihlové rychlosti w nasledujicim zpusobem:

dA
dt

_dA

= E + w X A. (2.7)

2.syst.

1.syst.

Transformaci (2.7) vyuzijeme postupné na (2.5) a (2.6), ¢imz dostavame

dVr ( dVr
m =m
dt

” + w X VT) =mg+ C, (2.8)

d dr d dr d,.
— r><—pdV—/rxaapdv—/rxa@w—wxr)pdv
1% \% \%
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:/rx[i‘+d:><r—|—w><1’*+w><i'—|—w><(wxr)}pd\/.

v
Obdrzeli jsme rovnice vztazené k rotujicimu systému (X, Y, Z, oT). Jelikoz se ¢ésti letadla
vudi sobé podle zjednodusujicich predpokladu nepohybuji, musi byt r = ¥ = 0, a tedy
/rx[d;xr—i—wx(wxr)]pd\/:l\/l. (2.9)
v
Rozepisme dédle vektorové rovnice do jejich skaldrni formy®. Pii znaceni F = mg + C
piSme

F=iX +jY +kZ, g =ig, +Jjg, + kg,
M =iL +jM + kN, w=1iP+jQ +kR,
Vi =iU +jV + kW, r =ir +jy + kz,

a vektorovou rovnici (2.8) muzeme psat ve slozkach

m(U —VR+WQ) =X,
m(V+UR—-WP) =Y,
m(W —UQ+VP)=Z.

Pro transformaci (2.9) bude potieba vlastnosti vektorového soucinu
X (yxz)=(r-z)-y—(x-y) -z

Dosazenim pak dostaneme

/rx[wxr+wx(wxr)]pdV

V/d}(r~r)pdV—|—/rxw(w-r)pd\/—/r(r-d))—/rxr(w-w)pdV.

A% \% \Y%

Nyni jiz muzeme dosadit ve slozkach standardni baze

(iP +jQ + kR) /(m2 + 42 + 2%)pdV + /[(ix +jy + k2)x (2.10)
v v
(iP +jQ + kR)(Pz + Qy + Rz)|pdV — /(LT +jy +k2)(Pz 4+ Qy + Rz)pdV
v

Protoze w je vuéi integraci pres objem konstantni, muzeme veli¢iny P, @, R vhodnymi
upravami dostat pred integral. Integraly potom ziskaji tvar, ve které se vyskytuji momenty
setrvacnosti. Pro pripomenuti uvadime pouzité momenty setrvacnosti a deviaéni momenty.

I, = /(y2 +28pdV, I, = /(x2 + 2%)pdV,
v v

3vektory i, j, k jsou vektory standardni baze R3.
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Vétsina letadel je symetrickych vzhledem k roviné zz. Devia¢ni momenty I,, a I,. proto
budou nulové. Po tpravach rovnice (2.10) dostaneme koneénou formu momentovych di-
ferencialnich rovnic

I:m:P - [zzR - [:EZPQ + ([zz - [yy)RQ = L7
1,,Q + (Iy — L.)PR + I..(P? — R?) = M,
L.R—I,.P+ (I, — I,,)PQ + I,.QR = N.
Timto byla odvozena soustava obycejnych diferencidlnich rovnic. Ty zatim nelze Tesit,

kromeé toho, ze zatim nemame vyjadieny sily a momenty na pravé strané, nezname také
prumét gravitacni sily do systému spojeného s letadlem.

Obrazek 2: Prehled symboliky

2.2 Orientace letadla a kinematické rovnice

V 1vodni kapitole byly zavedeny dva soufadné systémy. Systém (X, Y., Z., oF) spojeny
se Zemi a systém (XY, Z, oT), ktery je spojeny s ramem letadla. Protoze osy souradnic
téchto dvou systému nejsou obecné v case pii pohybu letadla rovnobézné, ale naptiklad
vektor tthového zrychleni miti stale v kladném sméru osy Z., je tieba uvést transformaci
pro pirevod vektoru z jednoho systému do druhého.

Méjme tedy libovolny vektor (x.,ye, z.) a vektor (z,y,z). Budeme postupné otécet
soufadnicovy systém kolem os souradného systému o vhodné 1ihly a tim dostaneme hleda-
nou veli¢inu v druhém systému 4. Zminénym ihlim se ikd Eulerovy 1ihly a maji oznacent:
b — precesni thel (heading angle), § — nutacéni dhel (elevation angle), ¢ — rotacéni 1hel
(bank angle). Nejprve proved me rotaci kolem osy z. o tihel ¢

4Kazdym pooto¢enim systému vznikd novy systém, ktery dale otdéime. Veli¢inu v takovém systému
znac¢me ¢iselnymi indexy.
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Te cosyy —siny 0 1

Ye | = | sinyy  cosyp 0O 0 (2.11)
Ze 0 0 1 21

Je nyni zfejmé, ze z; = z.. Rotaci kolem osy y; o thel 6:
1 cosf 0 sinf | [ zo
v | = 0 1 0 Yo (2.12)
21 —sinf 0 cosf | 29

Analogicky yo = ;. Konetnou rotaci provedeme kolem osy x5 o thel ¢:

Ty 1 0 0 i T
y2 | = | 0 cos¢p —sing y |- (2.13)
29 0 sing cos¢ | | 2

Opét dostavame, ze © = 5. Celkovou transformaci vektoru je mozné vyjadrit spojenim
soustav (2.11), (2.12) a (2.13)

Te cosy —siny 0 cos 0 sind 1 0 0 x

Ye | = | siney cosyp O 0 1 0 0 cos¢p —sing Y

Ze 0 0 1 —sinf 0 cosé 0 sing coso¢ z
T

7, vlastnosti operace nasobeni dvou matic, ktera neni obecné komutativni plyne, ze
poradi otaceni, které zde bylo uvedeno je nutné zachovat, v opacném piipadé dostaneme
otacenim zcela jinou polohu. Muzeme vsak uvazovat otoc¢eni zpét do puvodni polohy. To
lze zapsat uzitim inverzni matice

x Te
y | =T y |. (2.14)
z Ze

VVVVVV

2.2.1 Aerodynamické osy

V predchozim odstavci jsme uvazovali systém pevné spojeny s ramem letadla, kde osa
x je umisténa v geometrické ose trupu. V praxi se také casto setkavame s takzvanymi
vektor rychlosti letadla V4 je umistén v ose X,,. Tedy mame (V5,0,0) v (X4, Yi, Zuw,0T) a
(U, VW) v (X,Y, Z,0T). Protoze je tieba slozky rychlosti z os Y, Z vynulovat, zavedeme
uhly « a g tak, ze

w
a = arctan Fﬁ = arctan —. (2.15)

U

Eulerovy thly pii prevodu budou [0, «, —f]. Dosazenim do soustavy (2.14) dostaneme
vztahy mezi U, V, W a Vj. Matice transformace z aerodynamického systému do systému
spojeného pevneé s letadlem bude

cosacosfS —cosasinff —sina
[Cor—w] = sin 3 cos f3 0 . (2.16)

sinacosf —sinasinfS cosa
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U = Vycosacosf,
V = Vysin g, (2.17)
W = Vysinacos 5.

Tyto vztahy najdou zejména uplatnéni pti praci s aerodynamickymi velicinami, napiiklad
pii testovani v aerodynamickém tunelu. V tomto textu budeme vyuzivat aerodynamické
osy pro vyjadreni aerodynamickych sil, tedy zejména vztlakové sily v ose Z,, a odporové
sily prosttedi v ose X,,. Vektor aerodynamickych sil v systému aerodynamickych os je
Fy = (—=D,C,—L). Pro lepsi pochopeni uvedeme jesté tihel sklonu v, pro ktery plati

Obrazek 3: Aerodynamické osy

v =6 — a. Ten lze vyjadrit jako

= arcsin ﬁ
7 - % )

kde h = —W., rychlost zmény vysky letadla v case a Vj je rychlost v aerodynamickych
oséch Pomoci transformace ze soufadného systému spojeného se Zemi posunutého do

dostaneme
h = Vo(cos acos B sin @ — sin B sin ¢ cos  — sin « cos 3 cos ¢ cos 6).
Za predpokladu nulového naklonu kiidel ¢ = 0 mame vztah
siny = cos (cos asin § — sin acos 6).

2.2.2 Kinematické rovnice

P1i letu se obecné méni orientace letadla vuci systému X, Y., Z, v Case. Zavedeme proto
casové derivace Eulerovych tuhlu w, 0 ¢ Cilem bude nyni urcit vztahy mezi vektorovymi
slozkami thlovych rychlosti letadla P, ), R a derivacemi Eulerovych uhli. Vektory derivaci
otoceni QL, 0, q,’> sCitame postupné v jinych vzajemné pootoénych souradnych systémech.
7, geometrického nahledu plyne

iP+jQ+kR=1v+6+ . (2.18)
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Jelikoz pti rotaci kolem osy z rychlosti ¥ je po dosazeni jednotkového vektoru do (2.11)
k; = ke, plati, ze

P = ket) = ky ).
Analogicky pro 0 a ¢
é = J19 = j297
¢ = izg = i0.

Pouzitim transformaci (2.13), (2.12), (2.11) na bazovy vektor muzeme vyjadiit w

ky = —igsinf + kg cos = —isin 6 + cos 0(j sin ¢ + k cos ¢)
j2 =jcos¢ — ksin ¢
w =1iP +jQ 4+ kR = i¢ + [—isin 6 + cos 0(j sin ¢ + k cos ¢)]1)
+(jcos ¢ — ksin qﬁ)@ = i(¢ — sin 04)) + j(sin ¢ cos 1) + cos ¢9) + k(cos 0 cos ¢1p — sin ¢f).
Psano ve slozkach
P =¢—1sinb,
Q = sindcosd + 0 cos ¢,
R = ¢ cosf cos ¢ — O sin .

Tato soustava se nazyva soustava kinematickych rovnic. Kinematické rovnice tvori spolu
s pohybovymi rovnicemi soustavu deviti nelinearnich diferencidlnich rovnic.

2.2.3 Rozklad gravitacni sily

Dalsi dulezitou aplikaci Eulerovych tihlu je transformace gravitaéni sily do systému spo-
jeného s letadlem. Vime, ze g = keg = kyg. Z predchozich odvozeni vime, ze

k; = —isinf + cos0(jsin ¢ + k cos ¢).
7 toho plyne
g = —gisinf + gjsin ¢ cos § + gk cos 6 cos ¢.
2.3 ijrava a prehled rovnic

Pro dalsi préci se soustavou v této sekci prevedeme systém na tvar

x = f(x, u), (2.19)

kde u je vektor fidicich ¢lenu, které budou dale popsany v dalsi kapitole a letové proménné
jsou x = [U,V,W,P,Q,R,0,¢,1]. Pro silové rovnice bude tprava pomérné jednoducha.
Pravé strany prozatim rozepiSme na gravitaéni slozku, aerodynamickou a tidici s indexy
a,t,c, kterym bude vénovana dalsi kapitola.

U=—(X,+X,+X,)—WQ+VR — gsin6,

V=—(Y,+Y,+Y.)—~UR+WP + gcosfsin ¢, (2.20)

3=3~
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. 1
W = E(Za+Zt—I—ZC) —VP+UQ + gcosbcos ¢.

Pomoci prostiedku linearni algebry upravime i momentové rovnice. Za vyuziti inverze

I:m: O _[xz
I=| 0 I, O
_];Uz 0 Izz

dostaneme momentové rovnice ve tvaru

1

Q= ]i [M — RP(I,, — I..) — L.(P* — R?)],

vy

1

R = 7z UL = RQUax = L) + L:2PQ) + Len(N = PQULyy = L) ~ [:QR)).
(2.21)
Jako posledni uvedeme kinematické rovnice s obdobnou tupravou
d=P+Qsingtgl+ Rcosgtg,
0 =Qcos¢— Rsing, (2.22)
§= QT oy

Soustavu nelinearnich rovnic témért nikdy analyticky nevytesime, dale se tedy zamétrime
na linearizaci téchto rovnic. Vedle toho budeme také puvodni soustavu fesit numericky a
vysledky porovndame s linearnim modelem.

3 Metody linearizace rovnic a jejich separace

Odvozend soustava rovnic (2.20)—(2.22) plné popisuje pozici a orientaci letadla v prostoru.
V tomto odstavci budeme uvazovat, ze letadlo se pohybuje ustalené. To znamend, ze sily
pusobici na letadlo se vyrovnaji a nezpusobi zadné zrychleni. Idealné by v tomto stavu
letadlo mélo setrvat, vlivem pusobeni vnéjsich vliva ¢i pohybu fidicich prvku letadla
dochéazi k malym vychylkdm od ustdleného stavu. Lze ocekavat, Ze linearizovany model
bude dobte popisovat chovani letadla, pokud odchylky budou malé.

3.1 Linearni vyjadreni aerodynamickych a ridicich ¢lenu

Do této chvile jsme pracovali s pravymi stranami pohybovych rovnic pouze formélné (sily a
momenty X,Y, Z, L, M, N). V téchto ¢lenech je obsazen vliv gravita¢ni sily (gravitational),
aerodynamické sily (acrodynamic), tahové sily (thrust) a iidici éleny(control). Vlivy at-
mosféry nyni zanedbame. Pro jednu slozku a analogicky i pro dalsi lze psat

X =X, 4+ X, + X, + X...

Gravitacéni ¢leny jiz mame odvozeny, linearizovat je budeme ale az v néasledujici sekci o
linearizaci.
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3.1.1 Aerodynamické cleny

V momenté vychyleni letadla z ustaleného stavu dochéazi ke slozitym aerodynamickym
zménam pusobicim na letadlo, které potifebujeme jednoduse, ale zéaroven realisticky vyjadi-
it. Jako vhodny predpoklad se ukazalo, ze aerodynamické sily a momenty jsou zavislé na
odchylkéach pohybovych proménnych od ustdleného stavu, tj. jedna se o funkci X, =
Xo(u,v,w,..r ), pricemz X,(0,0,0,...,0) = X, je ustdleny stav. Vsimnéme si, ze
pritomna je také veli¢ina w, kterd ma obvykle nezanedbatelny vliv na vztlakovou silu.

0X, 0X, 0X, 0X, 0X, 0X, 0X, .
Xom Xa, + Xo = Ko, o+ 5 Pt 80t 5t ot =5 5p o =5 Sq o+ —5 57 et

ou ov ow op or ow
Aerodynamické cleny ustaleného stavu, tedy X, , atp. pfi linearizaci rovnic vypadnou.
Déle nas tedy bude zajimat pouze odchylka X,. Je tfeba si uvédomit, ze vySe uvedené
zjednodusené vyjadreni je vhodné pouze pro malé odchylky od ustaleného stavu. Presnym
vyjadienim sil a momentu se zabyvé aerodynamika.

s~

3.1.2 Tahové fFidici ¢leny

7 kokpitu letadla je mozné ridit tah motort, ktery zpusobi zménu sil a momentu pusobicich
na letadlo. Tahovou proménnou jako tidici ¢len oznacme 7. Zabyvejme se malymi zménami
tohoto fidiciho ¢lenu od ustaleného stavu 7,. Podobné jako aerodynamickou silu vyjadireme
tahovou silu jako derivace funkce stavovych velic¢in vuci 7. Tedy

00X,

X; =X X; =X —T. 3.1
t ts T Xt ts‘i‘aTT (3.1)

3.1.3 Aerodynamické ridici ¢leny

Mezi zékladni ovladaci prvky letadla patii vyskové kormidlo (umisténo nejcastéji na vo-
dorovné ocasni plose), smérové kormidlo (na kylu letadla) a kiidélka (na plochéch kiidel).
Nastaveni téchto ¢lentu zavisi na thlech natoceni ptislusnych klapek, které si oznacme
e, 0r, 0. Pro malé odchylky od nastaveni v ustaleném stavu o, d,.,d,, opét poslouzi
,Iidici“ derivace. Pro jeden ¢len tedy

8X"5 +

e
96, ¢ O+

0X.
550 a. (3.2)

Xc:Xc Xc:Xc a
s T s T 95,

0Xa ..
. Pri
resenf pohybovych rovnic budou tyto derivace ciselné zadané, podivejme se vsak, jak by
se k nim dalo dojit. Napt. pro X, rozlozme odchylku aerodynamické sily v ose X jako

Vyse uvedené derivace budeme dale znacit zkracenou formou. Naptiklad X, =

X,=Lsin0 — Dcosf + 1

Vyuzitim Bernoulliho rovnice vyjadiime vztlak a odpor pomoci aerodynamickych koefi-
cientu Cp,Cp

1
X, = §pV25(C’L sin@ — Cp cosf) + T,

kde p je hustota prostiedi, S plocha kiidel a V' = Vj + AV. Derivujme tento vztah podle
u.

0Xae 1 _,,(0CL . 00  9Cp .06
oy §pV S (W sin @ + C, cos 9% 5 cos + Cpsin 8%) +
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ov
pVSé—(C’L sinf — Cp cos0) + (9u

Jelikoz je # maly thel, napiSeme cosf ~ 1, sinf) ~ 0 a V =~ 1, proto

0X, aChp or
Sl vosa——pvoscD+a—.

Protoze plati

9CH  ICp v ICp
ou  Ov Ou  Ov’
or _or
ou O’

dostaneme prislusnou aerodynamickou stabilitni derivaci tvaru

X, o aCp O
S = X = —pVSCh - 5V + O

Podobné je mozné odvodit ostatni stabilitni derivace.

3.2 Ustaleny let

Uvazujme letadlo v ustéleném stavu. Za ustaleny stav uvazujeme soustavu, kde Vr=0
a w = 0. Jinymi slovy, vSechny pohybové proménné jsou konstantni nebo nulové. Z in-
zenyrského pohledu muzeme mluvit o vyrovnani sil pusobicich na letadlo, zejména pak
mluvime o podmince vyrovnani gravitacni sily silou vztlakovou a sily tahové silou odpo-
rovou. Hledame tedy konstantni nebo nulovy vektor X pohybovych proménnych a vektor
fidicich ¢lenu u, ktery za uvedeného pocatecniho stavu letadla bude spnovat soustavu
nelinedrnich rovnic f(x,u) = 0. Zatim neuvazujeme turbulence a jiné vnéjsi vlivy. Touto
problematikou se budeme zabyvat v kapitole o stabilite.

Pti hledani ustaleného stavu nejdiive rozmyslime, jaké trajektorie ¢i jakého typu
ustaleného letu chceme dosahnout z pocatec¢niho stavu a na zdkladé toho odvodime
nékteré pohybové proménné. Dale zavedeme jista omezeni, napiiklad maximalni thel
naklonu smérovky, atd., aby byl vzdy nalezen redlné dosazitelny ustaleny stav. Urceni
zbylych neznamych veli¢in € se nejcastéji hledd numericky minimalizaci funkcionélu, ktery
si oznacime 0. Funkciondl zvolime vhodné z pohybovych rovnic jako

0=U+V*+ W+ P+ Q*+ R~
Takovy funkcional je totiz nezdporny a pii nalezeni ekvilibria se bude rovnat nule.

Rozdélme nyni ustalené stavy na nékolik zékladnich piipadu. Kazdy typ ustaleného letu
tvori jinou soustavu rovnic, funkcional tedy bude jiného tvaru pro kazdy typ letu.

3.2.1 Primocary let

Za pirimocary ustdleny let budeme povazovat stav, ve kterém jsou vSechny tithlové rychlosti
P =@ = R = 0. Piimocary let ddle muzeme rozdélit na obecny piimocary let a let v
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konstantni vysce a bez bo¢niho nédklonu v = ¢ = 0. Rovnice (2.20), (2.21), (2.22) budou
v obecném piimocarém letu zjednoduseny na

0=X,+ X; + X.—mgsinb,
0=Y,+Y,+ Y.+ mgcosfsin g,

0=Z,+ 2+ Z.+ mgcospcosb, (3.3)
0=1,.L+1,N,
0=M,

0=1,.L+1,N.

Aby bylo mozné explicitné vyjadrit rovnosti gravitacéni sily vuci vztlaku a tahové sily vuci
odporu prostiedi, bude nutné prevést soustavu rovnic (2.20) do aerodynamickych os. Po
substituci vztahu (2.17) dostaneme

1
_(Xa + Xc + Xt)
m

+Vo(sin SR — cos fsinaQ)) — gsin 6,

Vo cos B cos o — Vo(sin B cos a3 + cos Bsin ad) =

. .1
Vosin 8+ Vycos B8 =

— (Yo + Y.+ Y,) + Vo(cos BsinaP — cos 3 cos aR) + g cos 6 sin ¢,
m

1

—(Zo+ Z.+ Zy)
m

+Vo(cos 5 cos @) — sin BP) + g cos 6 cos ¢.

Vy cos B sin o + Vy(cos B cos act — sin fsin aff) =

To 1ze napsat jako

cosacos3 —VycosfBsina —Vjsin B cos Vo
sin 3 0 cos f3 a | =
cosfBsina VhcosfBcosa  —Vysin fsina B
L (X, + Xy + X.) + Vo(sin SR — cos fsin @) — gsin 6

(Y, + Y, + Ye) + Vo(cos BsinaP — cos 3 cos aR) + g cos @ sin ¢
L(Zoy+ Zy + Zc) + Vo(cos B cos aQ — sin BP) 4 g cos 0 cos ¢

Inverzni matice k matici soustavy je

cos fcosa sinf3 cosf[sina

_ _sina 0 _ _cosa
Vo cos B Vo cos 8
__cosasin cos 3 __sinfsina
Vo Vo Vo

Touto matici vynasobime pravou stranu. Protoze jsou obvykle aerodynamické sily v praxi
uvadény v aerodynamickych oséch, prevedeme pomoci (2.16) sily X,, X.,Ya,Ye, Z,4, Z,
a dosadime do kone¢ného vztahu. Soustava, kterd je ekvivalentni soustavé (2.20), ale
vyjadiena pomoci aerodynamickych velic¢in, je soustava
. 1
Vo =—[-Dcos 5+ Csinf + X;cosacos 5+ Y;sin § + Z; sin a cos 8
m

— mg(sin 6 cos acos B — cos O sin ¢ sin f — cos  cos ¢ sin « cos )],

1
&= —tanf(Pcosa+ Rsina) + ——[—L + Z;cosav — X, sina
Vom cos 3
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+ mg(cos 6 cos ¢ cos a + sin 6 sin )],

. 1
b= Psina—Rcosa+V—[Dsinﬁ+Ccosﬁ—XtcosasinﬁjLY}cosB
om

— Zysinasin f + mg(sin 6 cos asin § + cos 0 sin ¢ cos 5 — cos 6 cos ¢ sin asin 3)].

Protoze hleddme rovnice ustdleného piimocarého letu, dosadime Vo =a=8=P=Q =
R = 0. Dostavame tedy soustavu rovnic

1
0=—[-Dcosf+ Csinf + X,cosacosff + Y;sin 8+ Z;sina cos 3
m
— mg(sin @ cos acos f — cos O sin ¢ sin 5 — cos 6 cos ¢ sin a cos ()],

0

=———[-L+ Z;cosa — X;sina + mg(cos 6 cos ¢ cos a + sin 0 sin )],
Vom cos 3

0= [Dsin 5+ C cos f — Xy cos asin 5 + Y cos 3
Vom

— Zysinasin f 4+ mg(sin @ cos acsin 8 4 cos 6 sin ¢ cos § — cos 0 cos ¢ sin asin 5)].

Tyto transformované rovnice lze pouzit jako vstup funkciondlu 0. Pii hledani ekvilib-
ria f(X,u) = 0 vychdzejme z pocdtecniho stavu letadla. Ten bude uréen rychlosti Vy,
pocatecni nadmorskou vysku h = hg, thlem néklonu v = vy a ¥, = 0. Hledani ekvilibria
se tedy z1z{ na problém nastaveni se sedmi stupni volnosti & = [¢, 0,4, 6., 5,, da, 7] pro
f(&) = 0. Na konkrétni tloze by bylo mozné ekvilibrium hledat numericky jednou

z moznych gradientnich metod.

3.2.2 Ustalené symetrické stoupani/klesani

Dalsim typem ustéleného letu je symetrické stoupani/klesani. Ustdleného letu bude dosa-
zeno za podminek, ze bo¢ni rychlost a boéni ndklon (bank angle) jsou V = ¢ = 0. Déle
uvazujeme 1hlové rychlosti P = R = 0. Z obou podminek a rovnic (2.22) hned plyne, ze
¢ = 1) = 0. Ostatn{ rovnice se zredukuji na

0=X,+X; +X.—mWQ —mgsinb,
0=Y,+Y+Y,

0=2,+2;+ Z.+mUQ + mgcos ¥,
0=1.L+I.N,

0= M,
0=1,.L+ I,N,
0 =Q.

Vyjadreni soustavy v aerodynamickych osach je v tomto ptipadé komplikovanéjsi a ne-
budeme se jim zabyvat. Pocatecni stav popiseme obdobnym zptusobem jako vysSe. Tedy
Vo, h = hg, @ = v = 0 a pocatecni aerodynamické pusobeni tvoii spolu s parametry
optiméalniho nastaven{ &€ = [0, 1, 0, 6,, 84, 7] druhou konfiguraci ustdleného letu.

3.2.3 Ustalené zataceni

Posledni manévr, ktery uvedeme, je zatdceni s predpoklady § = ¢ = 0. Obecné tedy
nemusi platit, ze v = 0 a letadlo muze pii manévru stoupat nebo klesat po spirdle.
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Soustavu prevedeme na

0= %(Xa%—Xt—i-Xc) —WQ+VR— gsind,

0= %(Y}L%—Yt—l—Yc) —UR+ WP + gcosfsin ¢,

0= %(ZCA—ZH—ZC) —VP+UQ + gcosfcos o,

0=IL.[L—-QR(I. — 1) — L. PQ| + L:[N — PQ(l,, — L) — ..QR],

0=M — RP(I,, — I..) — I,.(P* — R?),

0= Iacz[L - QR(Izz - [yy) - ]zzPQ] + Ix:}c[N - PQ<Iyy - [a:ac) - I:chQR]v
0=P+Q@singptanfd + Rcosptanb,

0=Qcos¢p— Rsin ¢,

1/-} _ Qsmgb LR

cos 6 cosf’

cos ¢

Opét vynechavame prevod do aerodynamického souradného systému. Poc¢ateénim stavem
opét bude Vg, h = hg,y = 7 a pocatecni aerodynamické pusobeni. Vektor parametru
bude & = [0,, 6., 0,, 0, T|T. VSimnéme si, Ze ¢ se v tomto vektoru nevyskytuje, jelikoz je
zavisli na ostatnich velicinach a dopocita se po urceni 6.

3.3 Linearizace pohybovych rovnic (levé strany)

Cilem této kapitoly bude nahradit soustavu nelinearnich diferencidlnich rovnic soustavou
linedrnich diferencialnich rovnic. Budeme dale uvazovat ustaleny piimocary let. Nejdiive
uvedeme linearizaci zavedenym inzenyrskym zpusobem. Pro srovnani budeme soustavu
linearizovat i pomoci Jacobiovy matice.

3.3.1 Linearizace — klasicky pristup

Klasické linearizace bude dosazeno uvazovanim pouze malych odchylek od ustaleného
stavu. Pro kazdou letovou proménnou U, V. W, P, Q, R, 0, ¢, uvazujme vztah:

U=Us+u, V=V,+wv, ... (3.4)

Kazda letova proménna se nyni sklada ze slozky v ustaleném stavu a malé odchylky. Pro
pochopeni odvodime nyni linearizaci pro jednu pohybovou slozku:

mli — (Vs +0)(Rs +7) + (W5 + w)(Qs + q)] = —mgsin(0s + 0) + Xate + Tate

Protoze odchylky povazujeme za dostatetné malé, muzeme psat: cosf = cos ¢ ~ 1
asinf ~ 0, sin ¢ ~ ¢. Pro rozpis napt. sin(d, + ) budou zapotiebi zndme trigonometrické
identity typu sin(a 4 b) = sina cos b + cos a sin b.

m(u - V;T - Rsv + QS'U + qu) + m(Wst B ‘/SRS) + m(wq - UT)

= —mgsinfs — mgl cosOs + Xo o+ Tatc

Podtrzené cleny z rovnice vypadnou, protoze tvori silovou rovnovahu pii ustaleném letu.
Déle zanedbame vSechny ¢leny obsahujici kvadraty odchylek (,malé x malé = jesté
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mensi“). Protoze se jednd o piimocary let, jsou P; = Qs = R; = 0 a také boéni rych-
lost Vi, = 0 i thel ndklonu ¢, = 0. Do rovnic uz muzeme také zahrnout linearizované
aerodynamické a tidici cleny. Po téchto upravach dostaneme soustavu
m(i+ gW,) = Xt + Xyu+ Xov 4+ Xpw + Xpp + Xoq + Xor + X7+
)0(56(56 + )%gré,, + )O(gaéa — mg6 cos b,
m(0 — pWs + rUs) :}Ofww+?uu+ﬁv+?ww+ﬁp+ﬁq+ﬁr+ﬁ7+
V5,0 + Y5,0, + V35,6, + mgé cos b, + mgisin
m( — qUy) = Zyto + Zyu + Zyv + Zww + Zyp + Zeq + Zyor + Zo7+
Zs.0c + Zs 8, + Zs5,00 — mgOsin 6,
Lywp — Lot = Lyt + Lyu + Lyv + Lyw + Lyp + Lyq + Lor + Lo+
Ls.6 + L6, + Ls,0a,
Lyq = Myt + Myu+ My + Myw + Myp + Myq + M,r + M7+
M6, + Ms, 6, + Ms,d,,
.7 — I.p = Ny + Nyu + Nyv + Nyw + Nyp + Nyg + Nyr + N7+
N0, + Ni, 8, + N, 0,

p:(]'ﬁ—i/}sines,
q=0,
r = 1) cos b;.

Tyto rovnice jsou jiz linearni a jejich feSeni popisuje pohybovou reakci letadla na malé
vstupni odchylky od ustaleného stavu. Rovnice v této formé budeme déle schopni sepa-
rovat na dvé nezavislé soustavy pricného a podélného pohybu.

3.3.2 Linearizace pomoci Jacobiovy matice

Vyse uvedend linearizovana soustava odpovida také linedrni soustavé, kterou bychom
dostali pri pouziti klasické linearizace pres Jacobiovu matici. Uvazujme fizenou soustavu
ve tvaru

X = f(Xa u)> (35)
kde f : R™ — R" je C''-vektorové pole.

Definice 3.1 (rovnovazny stav). Reseni X € R" pfi vstupu u = @ soustavy rovnic (3.5)
nazveme rovnovaznym stavem, jestlize plati f(x,a) = 0.

Zavedme nyni transformace reprezentujici odchylku od rovnovézného stavu
Ax = X — X,
Au=1u-—1u.
Je-li X rovnovazny stav soustavy (3.5), pak linedrni soustavu Ax = AAx + ABu, kde

Ox; ij=1 Auy, ik=1
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jsou Jacobiho matice vektorového pole f v bodé X pfi vstupu u, nazveme linearizaci
soustavy (3.5) v rovnovazném stavu X. Opravnénost tohoto postupu néhrady puvodni
soustavy soustavou linearni plyne z Grobmanovy-Hartmanovy véty, presnéji feceno z
jejiho zobecnéni na soustavy tvaru (3.5). Tato véta, zhruba feceno ik, Ze (za urcitych
predpokladu) trajektorie linedrni soustavy v okoli pocatku se chovaji kvalitativné stejné
jako trajektorie puvodni nelinearni soustavy v okoli bodu rovnovahy. Vice o uvedené
problematice lze nalézt napt. v [7].

Pro rovnice letadla, které tvori nehomogenni soustavu vzhledem k tidicim ¢lentiim tedy
napisme

Ax = AAx + ABu,
Ax = [u,v,w,p,q,7,0, 0,9,
Au = [6,, 6, 6, 7|7,
X = [Us, Vi, Ws, Po, Qs Ry, 0, 65,0

Linearizace povede na stejny tvar jako klasicka linearizace uvedend v sekci 3.3.1. Muzeme
tak pocitat nejen s nejjednodusim piipadem ustdleného stavu (piimocary let), ale s kaz-
dym vektorem X.

3.4 Separace linearizovaného systému

Systém linearizovanych rovnic tvoii soustavu vzajemné provazanych rovnic. Protoze vsak
mnoho aerodynamickych stabilitnich i fidicich derivaci bude pro malé odchylky zanedba-
telné malé, bude mozné pohyb rozlozit na podélny a pri¢ny pohyb. Na obrazku 4 muzeme

Obrazek 4: Separace na pricny a podélny pohyb

vidét podélnou i pricnou rovinu spolu s fidicimi ¢leny, které maji vyznamny vliv na pohyb
v téchto rovinéch.

3.4.1 Podélny pohyb

Omezime-li se na pohyb pouze v roviné zz, mluvime o podélném letu a pohyb popiseme
pouze rovnicemi sily v ose X a Z a momentem M. Protoze neuvazujeme zadny piicny
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pohyb, bude v = p = r = 0. Zanedbatelné malé budou pravé aerodynamické stabilitni
derivace nesouvisejici s podélnym pohybem, t;.

Xy X, = Xy = Zy— Zy— Zy— My = N, — M, — 0,

Jelikoz kridélka ani smérové kormidlo nezpusobuji zmény pohybu v roviné zz, budou
prislusné aerodynamické tidici derivace rovny nule

Xs, = X5, = Zs, = Zs, = My, = Mj, = 0.

Za pouziti linearizovanych rovnic uvedenych vyse dostavame soustavu

mu — wa = qu + )z'ww + (f(q — mWy)q + )277' + )2'56(56 — mg# cos b,

(m — Zw)w = Zou + Zpw + (Zoq +mUs)q + 7.7+ Zogeée — mg# sin 6,

I,q— Mww = Muu + Mww + qu + MTT + ]\;[5656,
0=q.

Soustava podélnych rovnic je linedrni a tedy je mozné ji fesit (za predpokladu, Ze zndme
vstupni data ustdleného letu a stabilitni a fidici aerodynamické derivace).
3.4.2 Priény pohyb

V roviné zy se omezime pouze na silu Y a momenty L a N. Protoze neuvazujeme zadny
podélny pohyb, polozme u = w = g = 0. Déle je patrné, ze zména na vyskovce nebo

v tahu nebude mit vyznamny vliv na pficny pohyb. Polozme proto ptislusné stabilitni

a tidici aerodynamické derivace rovny nule

Vo= Vi = Vy = Vi — L= fy = Ly = Loy = Ny = Ny = Ny = Nip — 0,

Ys, =Yy = Ls, = L. = Ns, = N, = 0.

Pohybové rovnice se zredukuji na

mi = Y, v + (Y;, + Wy)p + (Yr —Ugr + }Df(;rér + }Of(saéa + mge cos B, + mgy sin b,
]xxp - Izzr - i/vv + i/pp + [O/rT + IO/&«(ST + -i/5a5aa
Izzr - Izzp = NU/U + Npp + Nrr + Nér(sr + ]\76@(5@7

b T

cosfy’
¢ —1hsin, = p.

Rovnice podélného i priécného pohybu tedy vyjadiuji rovnice pohybovych odchylek od
ustaleného letu pfi zavedeni nehomogenit do systému formou zmén v nastaveni fidicich
clenu. V case t = 0 uvazujeme ustaleny let, tedy vSechny pocatecni podminky budou
nulové.

3.5 Srovnani s nelinearizovanym systémem

Vratme se nyni k nelinedrnimu systému, jak byl odvozen v sekci 2.3 a upravme jej na
normalni tvar. ProtoZe opét pocitame s primocarym letem, plati soustava (3.3). Vyjadireni
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aerodynamickych a fidicich ¢lenu tedy ponechdame v linedrni podobé pro malé odchylky,
jak bylo odvozeno diive. Stejné tak vyjadiime gravitacni silu. Jako posledni krok vyjadiime
odchylky jako rozdil okamzité rychlosti a rychlosti v ustaleném stavu, napt. u = U — U,.

Xy 1. . . . .
U= 2 = — (X (U = U) + X (W = W) + X,(Q = Q) + X7 + X5.0.)

—WQ+VR—g(0—6;) cos b,
. 1 - o o o °
V= E(YL(V — Vi) +Y,(P—-P,)+Y.(R—R)+ Y59, +Y5,6,) —UR+WP

+ g((¢ - ¢s) COS Qbs COs 95 - (8 - 05) sin ¢5 sin ‘98)7

W (1 — H) — E(Z“w —Us) + Zy(W = W,) + Z,(Q — Q) + Z-7 + Zs,6.)
—VP+UQ — g((0 — 0,) cos gpg sin s + (¢ — @) sin ¢, cos ).
. 1 o o o
P = m[IZZ(LU(V - Vvs) + LP(P - Ps) + LT‘(R - Rs)
+ [O/érér + iéa(sa - QR(I.. — Iyy) + 1. PQ) + [:EZ(NU(V - Vi)
+NP(P—PS)+NT(R—R)+N55 +N5 PQ( yy xz>_IszR)]7
. My 1 . . . . .
Q - ]_W = ]_[MU(U - US) + Mw(W - Ws) + Mq(Q - Qs) + M.7T+ Mée(se
vy Yy
- RP(]zm - Izz) - IfEZ(PQ - R2)]’
. 1 ° o
R=———[L.(L,(V = V) + L,(P — P)

[xx[zz _Igz
+[O/r<R_ R ) +L6 5 +L5 RQ( zz yy) +[:J:ZPQ) _'_[:ca:(Nv(V - Vs)
+ N,(P—P,)+ N.(R - R,) +N5 8, + Ns, 00 — PQ(I, — Ia) — L,.QR)].
ézP—l—Qsingbi:g@%—Rcosgb’ﬁgQ,
0 = Qcos ¢ — Rsin ¢,
sin COS
b= QN0 | pES0

Jako pocatecni podminky tohoto systému vSak musime uvazovat pohybové veliciny defi-
nujici ustaleny let.

cos 0 COS 0

4 Metody reSeni pohybovych rovnic

vvvvvv

ta popisujici pohyb letadla. Nejprve se seznamime s metodou stavového prostoru pro feseni
linedrniho systému, ktera vyuziva Laplaceovy transformace a dava aparat vhodny pro
moderni teorii fizeni. Druhd vybrana numerickd metoda feseni bude Adamsova metoda,
kterou budeme tesit nelinedrni soustavu.

4.1 Metoda stavového prostoru

Uvazujme linedrni dynamicky systém s nulovymi pocateénimi podminkami, kde za x
oznac¢ime vektor stavovych proménnych dimenze n, y vystupni vektor dimenze n, A je
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¢tvercova matice systému radu n, B je stavova matice vstupu typu n x m, u vektor
vstupu dimenze m, C matice vystupu fadu n, D matice pfevodu typu n x m. Stavovy
model potom napiseme

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo,

y(t) = Cx(t) + Du(t).

Prevodem Laplaceovou transformaci do proménné s dostaneme

sx(s) —x(0) = Ax(s) + Bu(s),
v(s) = Cx(s) + Du(s).

Vektor stavu lze potom vyjadrit jako
x(s) = [sI — A]"" [Bu(s) +x(0)].
Definujme fundamentalni matici feseni ®(t), jako
B(t) = L7 [sT— A" =M, (4.1)

Vlastnosti fundamentdlni matice a dalsi vyuziti najdeme v [4]. Potom kazdé feseni lze
psat ve tvaru
(t) = ®(t)x(0) + L7 [[sT — A] "' Bu(s)] .

Prvni ¢len lze chépat jako odezvu na pti nulovém tidicim vstupu u. Druhy ¢len lze napsat
formou konvolu¢niho integralu, celkem tedy mame

x(t) = ®(t)x(0) + / ®(t — 7)Bu(r)dr.

to
Dosazenim do soustavy pro vystup a substituci z (4.1) dostaneme

¢
y(t) = Ce®x(0) + /eA(t_T)Bu(T)dT + Du(t).
to

Dostavame tak feSeni linedrniho dynamického systému. V piipadé studia pohybovych

fidiciho ¢lenu s nabéhem a névratem do puvodni polohy. Protoze vsak nase vstupy jako
napi. pootoceni vyskovky méiime v radianech, byl by vstup o jednotkové velikosti prilis
veliky a odezva fyzikalné neinterpretovatelnd. Vstup tedy zmensime na jednotky stupmnu.
Podélnou soustavu rovnic lze tedy napsat jako

-1

0 m —X, 0 0 u

Wl _ |0 (m—Zs) 0 0 ilw +Blée] |
q 0 —My I, 0 q T

0 0 0 0 1 0



—> Model —>
u(t) u(t)
a5l t€(0;1) A

u(t) = | 180 — 180t ¢ € (1;2)
1 0, jinak 1
180 180

u(t) = n(t)
» »

Obrézek 5: Schéma modelu

kde
X, X, ()O(q —mW;) —mgcosbs )0(56 X,
A Zy Zy (Zy+mUs) —mgsiné, B_ Zs, Z:
M, M, M, 0 ’ Ms, M,
0 0 1 0 0 0
Podobné budeme postupovat u ptri¢nych rovnic.
0 m 0 0 007" v
7‘7 =0 —-I,, L. 00 Al r | +B { 5‘1 ] ,
) 0 0 0 10 1) "
¥ 0 0 0 01 0
kde
Y, (Y;, + mWy) (K —mU;) mgcosBs mgsin b, }O{;a }OC;T
_ L, L, L, 0 0 _ Ls, Ls,
A — N’U Np NT’ 0 O ) B - N(Sa N(ST
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

V programovacim jazyce Python budeme fesit soustavu za pomoci knihovny SciPy. Na
obrazku 6 vidime zakladni kostru programu. Vice o matematickém modelovani dife-
rencidlnich rovnic v Pythonu nalezneme na [9].

4.2 Adamsova metoda

Adamsova metoda spada do tridy linedrnich vicekrokovych metod pro numericky vypocet
systému diferencidlnich rovnic. Lze ji zapsat ve tvaru

k-1
Yt = Yn + B0 (tusts Yns1) +7 Y Bij fari—j.

j=1
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numpy np
scipy signal

t = np.linspace (0,1000,1000000) #cas

uf[0:] = 1./180. #vstup
sys = signal.StateSpace(A,B,C,D) # stavovy model se vstupy A,B,C,D
t,¥,Xx = signal.lsim(sys,u,t) ésim:;acﬂ

Obrazek 6: Ukazka casti skriptu

kde £ je fdd metody, j = 0,1,...k —1, 7 znaci délku kroku a koeficienty [, ; dopocitame,
vice v literatufe [6]. Je zndmo, ze implicitni Adamsovy metody jsou vyhodnéjsi z hlediska
stability, zejména pak vhodnéjsi pro feseni tuhych systému. Adamsova metoda je imple-
mentovana

Nejprve sestavime model soustavy diferencialnich rovnic, tak jak byl uveden v 3.5 s
pocatetnimi podminkami. Na obréazku 7 vidime pouze kostru modelu (program je ve
skutecnosti rozsahlejsi).

| nunpy np
scipy.integrate ode

model (t,y0,delta_a = 0.,delca_e = 1./180. rdelta r = 0.): # vstupy cas, pocatecni podminky
#model soustavy
[dUdc, dvdc, dWwde, dPdt, dodt, dRdt, dPhide, dThetadt, dP=side]

golver = ode (model)
solver.set_integrator ("lsoda")
t0 = 0.

H=1000

Z2 = np.empty ((N, 9))

z[0] = w0

golver.set_initial wvalue (v0, t0)
k=1
solver.successful () solver.t < 1000:
solwver.integrate (t[k])
z[k] = solver.y
k+=1

Obrazek 7: ukazka casti skriptu

4

5 Stabilita a zpétnévazebni rizeni

P1i feseni pohybovych rovnic pro malé odchylky ziskame pohybové odezvy letadla na
vstup. Tyto odezvy ne vzdy vyhovuji pozadavkum na letadlo a je tedy potieba je tlumit
nebo kontrolovat jinym zpusobem. Vychozim bodem bude matice prenosovych funkei
systému ve formé

Gs) = 3N (5.1)

kde A(s) = det(A — sI) je charakteristicky polynom® spoleény vSem pfenosovym funkcim

a IN(s) je matice typu n x m.

5.1 Stabilita linearnich systémi

Pojem stabilita si muzeme predstavit jako schopnost letadla se po vychyleni z ustdleného
stavu po konecném case opét vratit do ustaleného stavu. Pii feseni stability fizené sou-

51 je jednotkova matice fadu n
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stavy (v pripadé pohybovych rovnic mluvime o tidicich ¢lenech) se muzeme omezit na
stanoveni stability nulového feseni pouze nefizené soustavy. Matematicky definujme sta-
bilitu dynamického systému nasledovne.

Definice 5.1 (stabilniho feseni). Méjme pocatecni tlohu x = f(x, u), x(ty) = 1. Rekneme,
ze TeSeni pocatecni tlohy x(t, &) je stabilni, jestlize pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové,
ze pro kazdy vektor m splaujici | n — & ||< ¢ plati | x(¢,n) — x(t,€) ||< € pro vSechna
t € (tg, 00). Pokud navic zliﬂmoo | x(t,n) —x(t,&) ||= 0, oznacime feSeni za asymptoticky

stabilni.

Pri stanoveni stability nulového feseni Fizené soustavy bude poc¢ateéni podminka x(0) =
0. Stabilitu neni nutné zkoumat na zakladé vyse uvedené definice. Bude stacit znalost
znamének redlnych casti vlastnich ¢isel matice A linearni soustavy x = Ax. Vlastni ¢isla
je mozné urcit z charakteristického polynomu z (5.1)

A(s) =s"+a1s" '+ ...+ ap_15+a, = 0.

Pokud jsou koeficienty realné, mohou byt koreny realné, komplexné sdruzené nebo kom-
binace téchto dvou. Linedrni systém potom povazujeme za asymptoticky stabilni, po-
kud vSechny redlné ¢asti kotenu jsou zaporné. S rozvojem vypocetni techniky se vypocet
korenu polynomu i vyssich radu stal jednoduchou zalezitosti. Existuje vsak metoda, ktera
nam umozni urcit znaménka kofenu, aniz bychom je pocitali.

5.1.1 Routh—Hurwitzovo kritérium

Zmaménka kofenu polynomu a tedy i asymptotickou stabilitu je mozné zkoumat nésledujicim
zpusobem.

Véta 5.2 (Routh-Hurwitzovo kritérium). Méjme polynom tvaru P,(s) = s" + ays" ' +
et ap1s+a, a

az 1 0 0 O ... 0
as a2 ap 1 0 0
0

H,=| & a a3 a2 @

0 0 0 0 0 0 0

je tzv. Hurwitzova matice, kde ar = 0 pro k > n. Pokud jsou vSechny subdeterminanty

a 1 ai 1 0
D1 = ay, DQ = ! s D3 = | a3 ay ai |,..., Dn = det(Hn),
az az
as a4 as

kladné, potom maji koreny polynomu P, (s) zdpornou redlnou cdst. Je-li alesporn jeden
subdeterminant zaporny, md polynom koten s kladnou realnou cdsti.

Routh-Hurwitzovo kritérium ndm déva efektivni néstroj pro ur¢ovani stability linedrni-
ho dynamického systému. Stabilitu podle vyse uvedené definice nazveme pojmem dyna-
mické stabilita.
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Pti vychyleni se letoun vraci do ustaleného stavu jistym zpusobem, casto kmitavym.
Rozeberme si podrobnéji dynamickou stabilitu podélného pohybu. Charakteristicky po-
lynom je ¢tvrtého radu a obvykle ma dva komplexné sdruzené koreny, které odpovidaji
dvojici kmitavych pohybtu. Rychlé kmity oznacované jako ,short period“ jsou velmi dobte
tlumeny s periodou jen nékolik vterin. Letadla jsou jiz navrhovana tak, aby tato slozka
neméla zasadni vliv na stabilitu letadla. Druhou slozkou jsou fygoidalni kmity (,,phu-
goid*). Je to obvykle malo tlumend slozka s mensi frekvenci, ale s vyssi amplitudou, coz
ma za nasledek zmény v rychlosti a vysce. Tlumeni kmitu letadla lze modelovat formou
tlumeného harmonického oscilatoru, cemuz odpovidaji i pohybové odezvy. Charakteris-
tickou rovnici si proto napisme do formy

A(s) = (8% + 2Gwps + w) (8% + 2¢wss + w?) = 0. (5.2)

(s a (p oznacuji tlumici koeficienty kmit bez posileni stability a ws,w, jejich frekvenci.

Obrazek 8: Model tlumeného oscilatoru

U priénych rovnic ma charakteristycky polynom obvykle 2 redlné koreny a jeden kom-
plexné sdruzeny. Pohyb se skldda z nekmitavého houpavého ,roll mode®, nekmitavého
,spiral mode“ a kmitavého ,dutch roll mode“. Rozséhlejsi popis pohybu najdeme v [2].

5.2 Posilovani stability

Mezi zakladni vybaveni moderniho letadla patii posilovace stability zalozené na zpétné-
vazebnim fizeni. Diky nim je mozné efektivné tlumit odezvy pti vstupu formou turbulenci,
nebo jako v nasem piipadé, vychylky fidicich ¢lent, které se projevuji pohyby popsanymi
v kapitole o stabilité.

5.2.1 Riditelnost

Zakladni vlastnost linearniho dynamického systému, kterou je treba ovérit je riditelnost.
Ta se u letadla predpoklada jiz z konstrukénich parametru a ,uskutec¢nitelnosti* ustaleného
letu. Pro uplny popis vsak tiditelnost ovéime.

Definice 5.3. Linearni dynamicky systém je tiditelny, existuje-li takové tizeni u, které
prevede dany systém z libovolného pocatecniho stavu x(tp) do libovolného koncového
stavu x(t1) za konec¢nou dobu t; — t.

Obvykle se tiditelnost ovéruje pomoci ¢tvercové matice riditelnosti
Q. (A B)=[B,AB,.., A" 'B].
Soustava je potom Fiditelnd za podminky, ze Q, (A, B) méd hodnost n,

rank(Q,(A, B)) = n <= det(Q,,(A, B)) £ 0.

Vice teoretickych poznatku nalezneme napft. v [5].
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5.2.2 Posilovani stability

Sestavme nyni jednoduchou tidici smycku, ve které budeme sledovat hel § a pomoci pro-
porcionalniho tlumiciho koeficientu jej vracet na vstup. Cilem bude rychleji tlumit ,,phu-
goid“ a zmensit amplitudu. Vstup ve formé pohybu vyskovky v ¢ase bude tedy vyjadien
jako

(1) = &, (1) — K00, (5.3)

Blokové schéma 9 muzeme chapat jako odezvu systému na fizeni s pozadavkem na s, (),

ozadave + odezva
poredavek T G(s)
&s, 3e(s) 0(s)

Ky

Obrazek 9: regulacni smycka

které vyjadiuje pozménénou charakteristickou rovnici A(s)., s kofeny, které odpovidaji
pozadovanym vlastnostem odezvy. Prenosovou funkci puivodni odezvy na vyskovku méame
podle (5.1) ve tvaru

N5, 0(s)
=8 T
Pti vyuziti smycky potom mame
0(s) _ Nals) _ Ny (s)
&s. A(s)ee  A(s) + K9N508(S>‘

S vyuzitim rovnice (5.3) a rovnic pro podélny pohyb dostaneme

U Ty Ty Ty T — Koxs, U Ts, Tr

Wl | 2 2w 2g 29— Kozs, w n 25, “r &s.

q My My Mg Mg — Kgmyg, q ms, M; T |
0 0 0 1 0 0 0 0

Takovou soustavu uz umime pro libovolné Ky tesit. Otdzkou zustava, jaké Ky zvolit,
abychom dosahli pozadovanych vlastnosti, tedy koeficient tlumeni { a frekvenci kmitu w.
Vhled do této problematiky nam d4 metoda root—locus.

5.2.3 Metoda root—locus

V klasické teorii fizeni, root—locus je grafickd metoda, ktera zkouma zménu kofent systému
na zménu parametru v systému. Vratme se nyni k charakteristické rovnici (5.2). Kom-
plexné sdruzeny kofen napisme jako

(s+o+iv)(s+o—jy) =s>+20s+ (6% +7%) =s* + 2(ws + w? = 0,
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kde o je redlnd ¢ast koienu a v komplexn{ ¢ast. Protoze (w = o a 0% ++? = w?, dostaneme
vztah pro koeficient tlumeni ¢

o

N2t

Vykreslime-li vSechny koteny charakteristické rovnice netlumené soustavy (Ky = 0) do
komplexni roviny, dostaneme obdobny graf jako na obrazku 10. Odtud vidime, Ze na
hranici stability je dvojice komplexné sdruzenych korfenu pro ,,phugoid®. ,short period*
je i pres vétsi amplitudu kmitu dobfe tlumen. Pokud spocitame koreny charakteristické

1.00 ‘{ »

0.75 1

0.50

Phugoid

0.25 +
Short period

0.00 J

—0.25 ~

imag. [omega#*]]

—0.50 A

—0.75 A

—100) =
L

T T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
real

Obrézek 10: Zobrazeni kofenu v s-roviné

rovnice pro ruzné koeficienty tlumeni Ky, dostaneme takzvany Root-Locus diagram, ktery
lze sestrojit i bez pomoci vypocetni techniky pomoci nékolika jednoduchych pravidel.

1.

(symetrie) Jelikoz ma charakteristickd rovnice realné koeficienty, nuly systému bu-
dou komplexné sdruzené pary. Root—Locus je proto symetricky kolem realné osy.
(pocet vétvi) Pocet vétvi Root—Locus je roven fadu charakteristické rovnice.
(vychozi a koneéné body) Root—Locus zacind pii Ky = 0 v pdlech a konci pro
Ky — o0, kde jsou nuly systému.

(asymptoty) Pokud ¢ > 0, kde ¢ je rozdil poc¢tu pdlu p a nul z, potom existuji
asymptoty protinajici redlnou osu v

Z?:l Pi — Z:L i

q

g =

a vzdaluji se pod thlem 6 = irl%o, kde r =1,3,5, ...
(Root-Locus na redlné ose) Root—Locus se vyskytuje na realné ose nalevo od lichého
poctu polu a nul.

Pravidel existuje vice, nebudeme je vSak vSechny uvadét, pro nase potieby je jich
zapotiebi jen nékolik. Nyni muzeme sledovat, jak se budou ménit vlastnosti ,,short period*
a ,phugoid“ kmitu.

35



imag. [omega*]]

=]
—

T
-1.0

Obrazek 11: Root—Locus

Priklad 5.4. Data pro letadlo McDonnell F-4C Phantom o hmotnosti 17 642 kg byla
prevzata z [2]. Letadlo se nachézi ve vysce 10668 m, Machovo ¢islo je 0.6. Data jsou pro

vs = 0 rad,
as = 0.164 rad,
Vo =178 m/s,
X, = 0.0076,
X, = 0.0483,
Xy =0,
X, =0,
X5, = 0.0618,
L, = —0.1048,
L, = —0.1164,
L, = 0.0455,
Ls, = 0.0454,
Ls, = 0.0086,

ustaleny piimocary let.

b=11787m,  p—0.3809 kg/m® I, — 33808 kg - m2,
I, = 165669 kg - m?, S =49.239 m?, I.. = 189496 kg - m?,

g=9.81 m/s? ¢ =4.889 m, I.. = 2952 kg - m?.

Z, = —0.7273, M, = 0.0340, Y, = —0.5974,

Zy = —3.1245, M, = —0.2169, Y, =0,

Zy, = —0.3997, M, = -0.5910, Y, =0,

Z,=—12100, M,=—12732, Y; = —0.0159,

Zs, = —0.3741, Mj, = —0.5581, Y; = 0.1193.

N, = 0.0987,

N, = —0.0045,

N, = —0.1132,

N;, = 0.00084,

Ns. = —0.0741.

Obréazek 12: Phantom F-4C

Zadané stabilitni derivace jsou v bezrozmérném tvaru. Pfevedeme je proto pomoci

prevodni tabulky uvedené v [2] do jednotek SI.
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7, dat nejprve sestavme soustavy podélnych a pricnych rovnic.

i [ 0.0007  0.0046 —29.0700 —9.6783 u 1.0408 0
W | | —0.0687 —0.2953 174.8680 —1.6000 w —6.2940 0 | [ 6.
¢ | — | 00025 —0.0083 —1.7055 0.0128 q —4.8442 0 {T}
0 0 0 1 0 0 0 0

[0 —0.0565 29.0720 —175.6100 9.6783 1.6022 v

P —0.0601 —0.7979  —0.2996 0 0 p

il =1 0.0092 —0.0179 —0.1339 0 0 r

) 0 1 0 0 0 b

K 0 0 1 0 0 0

—0.2678  2.0092
4.6982  0.7703 5
+ | 0.0887 —1.3575 [a}
0 0
0 0

Odezvy podélnych i priénych rovnic byly ziskdny metodou stavového prostoru v prostiedi
jazyka Python. Nejprve se podivejme na odezvy podélnych rovnic na trojihelnikovy vstup
na vyskovce.

odezvalm/s]

odezvalrad/s]
| |

odezva[m/s]
s LS
odezvalrad/s|

600 800 1000 o 200 400
casls] casls]

Obrazek 13: odezvy podélné soustavy na trojihelnikovy vstup na vyskovce

Vsechny dalsi vysledky byly provedeny pii setrvajicim skokovém vstupu. Nejprve si
prohlédnéme odezvy vsech pohybovych proménnych.
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odezvalradis]

odezvalrad/s]

0.002

0.000
~0.002
—~0.004
~0.006
—0.008

—0.010

Obrazek 14: odezvy na skokovy impuls

odezvalm/s]

odezva[m/s]

— odezva u na step delta_e

1000

—— oderva q na step delta_e

800 1000

15+ —— odezva v na step delta_r
10
05
0.0
054
-1.04 —
0 50 100 150 200 250 300
cas[s]
0,000 —— odezva r na step delta_r
~0.005
—0.010
—0.015
~0.020
-0.025 \\
0 50 100 150 200 250 300
casls|
0 — odezva psi na step delta_r

odezvalrad]

100
cas[s]

0.0

odezvalmis]

cdezvalrad/s]

0.000

~0.002

—0.001

odezvalrad/s|

~0.006

~0.008

-0.05

-0.10

-0.15

-0.20

odezvalrad]

025

-0.30

-035

—— odezva w na step delta_e

1000

—— odezva theta na step delta_e

1000

L

5 rad na vyskovee

— odezva p na step delta_r //—
o 50 100 150 200 250 300
cas[s]

—— odezva phi na step delta_r

100

Obrazek 15: odezvy na skokovy impuls Tslao rad na smeérovce
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Srovnejme nyni odezvu pohybové proménné u linearniho modelu s feSenim nelinearni
soustavy. Budeme zvySovat vychylku vyskovky na vstupu a sledovat, jak rychle se od sebe
feseni vzdaluji.

1 deg. 3 deg.

Obrazek 16: porovnani odezvy

Abychom lépe vidéli rozdil v feseni, vykreslime graf odchylek

Au(t) = [Winear(t) — Unontinear (t)]-

—— chyba: delta_{e} =0deg.
5 1 n ——— chyba: delta_{e} =1deg.
n —— chyba: delta_{e} =2deg.

—— chyba: delta_{e} =3deg.

Ulm/s]

0 200 400 600 800 1000
t[s]

Obrézek 17: srovnani linedrniho a nelinedrniho modelu

Vidime, ze velikost chyby pri zvétsovani vstupni vychylky rychle roste, proto je tieba pfti
pouziti linearniho modelu postupovat s urcitou opatrnosti.

Po vypoctu korenu pro Ky = 0 dostavame koeficienty tlumeni pro ,short period* (, =
0.705 a pro ,,phugoid” ¢, = 0.0841. Vykresleni root-locus bylo pro tento pripad uz uve-
deno na obrazku 11. Zvolen byl ddle Ky = 0.1 pro technickou uskutec¢nitelnost a dobré
vlastnosti tlumeni. Po zavedeni tlumeni se zménily vlastnosti kmittu nasledovné. U ,short
period“ médu se nam lehce zhorsil rychlost tlumeni na koeficient (; = 0.628. Porad jde
ale o dobrou tlumici vlastnost. Naopak u ,,phugoid“ doslo k vyraznymu zlepseni/zvétseni
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tlumiciho koeficientu na ¢, = 0.493. Na obrazku 18 muzeme pozorovat, jak vyrazné se
podarilo ,,phugoid“ utlumit. U pfi¢nych rovnic byla sledovana odezva precesniho thlu na

— K=0
0.03 + K=0.1

0.02
0.01 4

0.00 4 (\[\/\/\A _____ |

—0.01 A |'

odezva theta [rad]

—0.02 4

—0.03 4

—0.04 4

T T T T T
0 200 400 600 800 1000
cas[s]

Obréazek 18: tlumeni oscilaci

kridélka, tedy

Bls) _ Np(s) _ Ni(s)

&, Als)o  Als)+ KuNL(s)
Root-locus nam dava prehled o dynamicko-stabilitnich médech ptriénych rovnic. Zejména
lze ocenit posun kofenu u ,spiral* modu a ,dutch roll “ médu doleva.

2.0 A 3

1.5 A

1.0 dutch roll mode

.

0.5 A

0.0 1 n s = =—=—= = =

roll subsidence mode spiral mode

imag. [omega#]]

Sl

T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
real

Obrazek 19: root—locus
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6 Zaveér

V teoretické casti zadani bakalarské prace byl odvozen matematicky model pohybovych
rovnic letadla a nad ramec popsana iloha hledani ustaleného letu. Na zakladé tohoto
popisu by mohl byt dale naprogramovan algoritmus, ktery ze zadanych vstupu nalezne
ustaleny let. Separovanim modelu na piiény a podélny bylo mozné pouzit klasické teorie
fizeni linearnich systému. Srovnanim feseni linedrniho modelu s nelinearnim bylo ovéreno,
ze linearni model je pro malé odchylky od ustaleného letu blizky ptivodnim nelinearnim.
Odezva letadla se da v nékterych ptipadech modelovat jako tlumeni harmonického os-
cilatoru. V praci je vysvétlen pouze méd ,short period” a ,phugoid®. Dalsim popisem
dynamicky stabilitnich médu by se dalo lépe pochopit chovani letadla v priéné roviné.
Vykreslenim kotenti

v komplexni roviné metodou root—locus pomohlo najit vhodné tlumeni oscilaci v intervalu
stanoveného technickymi pozadavky v [1]. Vysledky préce porizené na datech prejatych
z literatury by se daly pouzit na libovolnych datech namétenych pro jina letadla. V prak-
tické ¢asti bylo pouzito v soucasné dobé dynamicky se rozvijejictho jazyka Python spolu
s knihovnami NumPy a SciPy, které poskytuji podobné efektivni prostredky jako MATLAB.
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