
T V U T 

T F S I 

VYSOKÉ UCENI TECHNICKE V BRNE 
B R N O U N I V E R S I T Y O F T E C H N O L O G Y 

FAKULTA STROJNÍHO INŽENÝRSTVÍ 
ÚSTAV MATEMATIKY 

F A C U L T Y O F M E C H A N I C A L E N G I N E E R I N G 

I N S T I T U T E O F M A T H E M A T I C S 

/ O 
STABILITA A RIZENI DYNAMICKÝCH SYSTÉMU POUŽITÝCH 
PŘI MODELOVÁNÍ POHYBU LETADLA 

S T A B I L I T Y A N D C O N T R O L O F D Y N A M I C A L S Y S T E M S U S E D I N M O D E L L I N G A N A I R P L A N E 

M O T I O N 

BAKALÁRSKA PRACE 
B A C H E L O R ' S T H E S I S 

AUTOR PRACE 
A U T H O R 

JIRI NOVAK 

VEDOUCÍ PRACE 
S U P E R V I S O R 

doc. Ing. LUDĚK NECHVÁTAL, Ph.D. 

BRNO 2018 





Zadání bakalářské práce 

Ústav: Ústav matematiky 
Jiří Novák 
Aplikované vědy v inženýrství 
Matematické inženýrství 
doc. Ing. Luděk Nechvátal, Ph.D. 
2017/18 

Student: 
Studijní program 
Studijní obor: 
Vedoucí práce: 
Akademický rok: 

Ředitel ústavu Vám v souladu se zákonem č.111/1998 o vysokých školách a se Studi jním 
a zkušebním řádem VUT v Brně určuje následující téma bakalářské práce: 

Stabilita a řízení dynamických systémů užitých při modelování pohybu 
letadla 

Stručná charakterist ika problematiky úkolu: 

Málokteré moderní letadlo (nebo jiný stroj pohybující se ve vzduchu) se spoléhá pouze na vlastní 
(konstrukční) stabil i tu draku. Ve skutečnost i je pohyb "zastabi l izováván" prostřednictvím 
zpětně-vazebního řízení, kdy dynamický systém (modelující např. pozici a orientaci letadla v čase) 
reaguje na stavové veličiny (tím je dynamicky upravován řídící signál). Interdisciplinární obor, který 
studuje pohybovou odezvu objektů ve vzduchu v závislosti na řídící povely, se nazývá "dynamika letu" 
(ta dnes zahrnuje aerodynamiku, teorii řízení, počítačovou simulaci, a mnoho dalších). Práce je 
zaměřena na matematický aparát potřebný v této problematice, zejména pak na metody lineárního 
řízení (praxe ukazuje, že lineární teorie je ve standardních případech dostačující). 

Cíle bakalářské práce: 

Rešeršní část: 
1) Dynamický popis letadla - stručná rekapitulace pohybových rovnic; 
2) Linearizace soustavy pohybových rovnic - separace na příčný a podélný pohyb; 
3) Zpětně vazební řízení - posilování stability. 

Praktická část: 
1) Simulace pohybové odezvy na vybraných úlohách v prostředí MATLAB (Simulink); 
2) Případné porovnání odezvy l inearizovaného a původního nelinárního modelu (v případě 
numerického řešení původní nelinární soustavy nelze použít klasických metod, protože soustava 
diferenciálních rovnic není v normálním tvaru). 

Fakulta strojního inženýrství, Vysoké učení technické v Brně / Technická 2896/2 / 616 69 / Brno 





Abstrakt 

Málokteré mode rn í letadlo (nebo j iný stroj pohybující se ve vzduchu) se spoléhá pouze na 
v las tn í (konstrukční) stabilitu draku. Ve skutečnost i je pohyb „zastabi l izováván" pros t řed
n ic tv ím zpětně-vazebního řízení, kdy dynamický sys tém (modelující např . pozici a orien
taci letadla v čase) reaguje na stavové veličiny ( t ím je dynamicky upravován řídící signál). 
Bakalářská práce se zabývá jak odvozením dynamického sys tému pohybových rovnic le
tadla pro malé odchylky, tak i studiem stability a řízení. Navíc je obsahem i srovnání 
nel ineárního modelu s l inearizovaným modelem pohybových rovnic. V prakt ické části 
bylo využi to programovacího jazyka Python. 

Abstract 

A modern aircraft (or another machine moving in the air) usually does not rely on its 
structural stability only. In fact, the motion is conventionally stabilized using a loop 
feedback control. A dynamical system, which models the aircraft's position and orientation 
in time, reacts on the state variables, hence, the control signal is dynamically changed. 
This bachelor's thesis deals wi th deriving the equations of motion for small perturbations 
of the state variables as well as wi th stability and control of such a system of equations. 
In addition, comparison of both a nonlinear and a linearized model is a part of this work. 
The programming language Python is used for testing on several examples of a concrete 
aircraft. 
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Seznam užitých symbolů 
m hmotnost letadla [kg] 

(Xe, Ye, Ze, oE) souřadný sys tém vzhledem k Zemi 
(X, Y, Z, oT) sou řadný sys tém spojený s r á m e m letadla 

(Xw, Yw, Zw,oT) ae rodynamický souřadný sys tém spojený s letadlem 
X, Y, Z celkové síly rozložené do os [N] 
L, M, N celkové momenty kolem jednot l ivých os [N • m] 
P, Q, R úhlové rychlosti kolem jednot l ivých os [rad • s - 1 ] 
U, V, W rychlosti ve směru jednot l ivých os [m • s _ 1 ] 
</>, 9, ip Eulerovy úhly [rad] 

a úhel náběhu [rad] 
(3 boční úhel [rad] 
h n a d m o ř s k á výška [m] 

D,C,L ae rodynamické síly v ae rodynamickém sys tému [N] 
7 úhel sklonu [rad] 
r tah [N] 
5e úhel pootočení výškovky [rad] 
5a úhel na točení křidélek [rad] 
5r úhel na točení směrovky [rad] 
p hustota pros t řed í [kg • m~ 3] 
S plocha křídel [m2] 

C L , CD ae rodynamické koeficienty [—] 
—s veličina vztahující se k us tá lenému letu/steady state 
( koeficient t lumen í [—] 
u frekvence k m i t ů [s _ 1] 
K konstanta t lumen í [—] 

1 Symbol L se vyskytuje ve dvou významech. Snaha je dodržet zavedené značení z oboru dynamiky 
letu. 
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1 Úvod 
Málokteré mode rn í letadlo se spoléhá pouze na v las tn í (konstrukční) stabilitu draku. 
Ve skutečnost i je tato stabilita „posi lována" p ros t ředn ic tv ím zpětně-vazebního řízení, při 
k t e rém je řídící signál vhodně upravován tak, aby se zlepšily dynamické vlastnosti letadla. 
Abychom se mohli t é to problematice věnovat , je p ředně t ř e b a pochopit dynamický model 
letadla (letadlo zde uvažujeme jako těleso pohybující se ve vzduchu, tj. pracujeme se šesti 
stupni volnosti). V úvahách o řízení pohybu letadla vycházíme ze speciálních letových 
módů , j a k ý m je např . us tá lený p ř ímočarý let. P ro tože nás obvykle zaj ímají pouze „blízké" 
odchylky od těch to letových m ó d ů (vlivem zásahu do řízení nebo turbulenc í ) , bude kladen 
důraz na l inearizovaný model, k te rý je obvykle dostačující . Do jaké míry se nel ineární 
a l inearizovaný model liší, je t aké p ř e d m ě t e m práce . V prakt ické části dále ukážeme, 
jak vypada j í pohybové odezvy bez a s posí lením stability na v y b r a n é m konkré tn ím typu 
letadla. Výsledky t l umen í výchylky a oscilací po rovnáme s technickými požadavky, k teré 
je p o t ř e b a při n á v r h u podobných s tabi l izá torů dodržet . 

P ráce je s t r uk tu rována následovně. V p rvn í kapitole se budeme zabývat sestavením 
ma tema t i ckého modelu pohybu letadla. Odvozenou soustavu potom, za p ředpok ladu ma
lých odchylek od tzv. us tá leného letu, budeme ve d ruhé kapitole linearizovat a sepa
rovat na pohyb ve dvou rovinách. V kapitole o m e t o d á c h řešení budeme využívat me
todu stavového prostoru pro l ineární sys tém a pomoc í řešiče na bázi Adamsovy metody 
vyřešíme numericky původn í nel ineární sys tém. Za účelem lepší pohybové odezvy letadla 
předs tav íme klasické pojmy teorie řízení. Ukážeme také , jak vypada j í pohybové odezvy 
bez a s posí lením stability. Využijeme k tomu i metodu root-locus. Mnoho p o z n a t k ů z 
dynamiky letu bylo p řevza to z [1], [2] a [3]. 

2 Odvození pohybových rovnic letadla 

2.1 Základní odvození 
Př i vy tvá řen í základního ma tema t i ckého modelu letadla nejprve uvažujme, že se letadlo 
pohybuje v inerciálním kar tézském souřadném sys tému spojeném se Zemí (Xe, Ye,Ze, oE). 
V l i v rotace Země je v tomto sys tému při pohybu letadla zanedbán , protože je vůči rychlosti 
letadla malý. Obecně m á letadlo 6 s t u p ň ů volnosti, k te ré popíšeme p o s t u p n ě silovými 
a momen tovými rovnicemi. Rozložme nyní letadlo na infinitezimální elementy o hmotnosti 
dm = pdV, k teré lokalizujeme pomocí vektoru ř ve výše uvedeném souřadném systému. 
p p ředs tavuje funkci hustoty, k t e rá je závislá na poloze, a dV ob jemový element letadla. 
Celková hmotnost letadla tedy bude 

P ředpok l ádáme , že elementy dm se vůči sobě nepohybuj í , tedy udržuj í mezi sebou kon
s t an tn í vzdálenost . Toho v praxi nelze zcela docílit , jelikož letadlo se skládá z mnoha 
pohybl ivých funkčních součást í (např . vrtule, t u rb ína ) . Spalováním paliva t aké dochází 
k ú b y t k u celkové hmotnosti letadla. V k r á t k é m časovém intervalu můžeme tyto vl ivy 
zanedbat. 2 

2 Toto zjednodušení není vhodné např. u raket, kde dochází ke spalování mnohem rychleji. 

m = 

v 
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Př i odvození pohybových rovnic budeme vycházet z 2. Newtonova zákona, k t e rý říká. 
že síla působící na těleso je d á n a časovou derivací jeho hybnosti 

^ d P 
F = - r -

dt 
d ř d ř 

Vektor hybnosti P můžeme napsat jako P = m—, kde — je okamži tá rychlost letadla. 
dt dt 

Silovou rovnici nyní můžeme integrací přes objem letadla zapsat ve tvaru 

s / p s d V = / " g d V + / C d a ( 2 1 ) 

v v s 

P r a v á strana rovnice se tedy skládá z účinku gravi tační síly a účinků sil ae rodynamických 
a tahových, k teré jsou vyjádřeny vektorem do vektoru C , k te rý integrujeme přes plochu 
letadla. 

Pokud vektorově vynásobíme rovnici vektorem ř, dostaneme následující momentovou 
rovnici 

— J ř x p^-dV = J ř x p g d V + J ř x C d S , (2.2) 

v v s 
_ d ř 

kde r x p— reprezentuje moment hybnosti letadla, 
dt 

Pro další rozpis rovnic bude vhodné rozložit vektor ř na vektor YT k těžišt i letadla T 
a vektor r popisující polohu elementu vůči těžišt i letadla. To vede k myšlence zavedení 
lokálního souřadného sys tému ( X , Y, Z, oT) spojeného s r á m e m letadla „body axes" 
s počá tkem v jeho těžišti . 

Obrázek 1: rozklad vektoru r 

Rozklad vektoru matematicky zapišme 

ř = I Y + r. 

Pokud (2.3) dosadíme do (2.1), d o s t á v á m e pro pravou stranu rovnice 

d_ d_ 

ď í ď í 
J p(rT + r)&V 

d d d d i Y 
— —mYT = rn-
át át dt dt m-

dV7 

v 

(2.3) 
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Odtud vyplývá, že V y je okamži tá rychlost těžiště letadla v sys tému (Xe, Ye, Ze, oE). 
Vektor bylo možné vytknout p řed integrál , jelikož je vůči integraci kons tan tn í . P ro tože 
T je těžiště letadla, plat í , 

r p d V = 0. (2.4) 

v 
V rovnici (2.4) vycházíme z p ředpokladu , že s tat ické momenty k rov inám procházejícími 
těžišťem letadla jsou nulové. 

Po úpravě pravé strany o b d o b n ý m způsobem dostaneme 

d V T m—— = mg + C . (2.5) 
(lij 

Momentovou rovnici (2.2) upravme pomocí v las tnos t í vektorového součinu 

J ř x p^dV = J V x V p d V + J ř x V p d V = J(rT + r)x ( V T + V ) 

K V V V 

r T x V T p d V + J r T x V p d V + J r x V T p d V + J r x V 
v v v v 

= (r T x V T ) J p d V + r T x J V p d V + J r p d V x V T + J r x V p d V 
v v v v 

ľ • d V T d ľ 
= rT x m V T + / r x V p d V = r T x m g + r T x m — h — / r x V p d V . 

y dt dt J 
v v 

Opět , obdobnou úpravou pravé strany rovnice a po rovnán ím získáme 

— J r x ^ p d V = y r x C d S . (2.6) 
v s 

Do t é to chvíle jsme uvažovali všechny vektory v sou řadném sys tému (Xe, Ye, Ze, oE). To 
znamená , že integrál v rovnici (2.6) je závislý na čase, což není z hlediska další manipulace 
výhodné . Další t ransformací proto bude převedení vektorových rovnic (2.5) a (2.6) do 
souřadného sys tému ( X , Y, Z, oT). Nový souřadný sys tém vůči pevně spojenému se Zemí 
rotuje 
s úhlovou rychlost í UJ. Derivaci l ibovolného vektoru v našem p ů v o d n í m sys tému lze složit 
pomocí jeho derivace v novém sys tému a úhlové rychlosti UJ následujícím způsobem: 

d A d A 
+ OJXA. (2.7) 

2.syst. í.syst. 

Transformaci (2.7) využijeme pos tupně na (2.5) a (2.6), čímž dos t áváme 

d V T / d V T \ 
m—— = m — hw x V r = mg + C , (2.8) 

dt \ dt J 

d f dr f d dr f d 
— / r x — pdV = / r x — — p d V = / r x — ( ŕ + OJ X r )pdV 
dŕ J dtH J d t d ť J dV JH 

v 
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J r x [ r + w x r + í J X ŕ + L i ; x ŕ + w x ( a ; x r)]pdV. 

v 

Obdržel i jsme rovnice vztažené k rotuj ícímu sys tému (X, Y, Z, oT). Jelikož se části letadla 
vůči sobě podle zjednodušujících p ředpok ladů nepohybuj í , musí bý t ŕ = ř = 0, a tedy 

Jrx[ujxr + ujx(ujx r)]pdV = M . (2.9) 

v 

Rozepišme dále vektorové rovnice do jejich skalární formy 3 . P ř i značení F = m g + C 
pišme 

F = i X + j F + k Z , g = igx+igv + kgg, 

M = i L + j M + k iV, u = iP+jQ + kK 

V T = iU + jV + kW, r = ix + jy + kz. 

a vektorovou rovnici (2.8) můžeme psá t ve složkách 

m(Ů -VR + WQ) = X, 

m(V + UR- WP) = Y, 

m(W -UQ + VP) = Z. 

Pro transformaci (2.9) bude p o t ř e b a vlastnosti vektorového součinu 

x x (y x z) — (x • z) • y — (x • y) • z. 

Dosazením pak dostaneme 

J r x [ í j x r + w x ( w x r)]pdV 

v 

= Já)(r-r)pďV + J r x UJ{UJ • r )pdV — J r (r • UJ) — J r x r{uj • Lj)pďV. 

v v v v 

Nyní již můžeme dosadit ve složkách s t a n d a r d n í báze 

( i P + j Q + ki?) J(x2 + y2 + z2)pdV + J[(ix+jy + kz)x (2.10) 

v v 

(iP+jQ + kR)(Px + Qy + Rz)]pdV - J (ix + jy + kz){Px + Qy + Řz)pdV 

v 

Pro tože UJ je vůči integraci přes objem kons tan tn í , můžeme veličiny P, Q, R v h o d n ý m i 
úpravami dostat p řed integrál . Integrály potom získají tvar, ve k te ré se vyskytuj í momenty 
setrvačnost i . Pro p ř ipomenu t í uvád íme použi té momenty setrvačnost i a deviační momenty. 

4x = f [y2 + z2)pdv, iyy = J{x2 + z2)PdV, 
v v 

3vektory i , j , k jsou vektory s tandardní báze M 3 . 
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hz = J (y2 + x2)pdV, Ixy = Iyx = J xypdV, 

v v 

xzpďV, Izy = Iyz = J zypďV. 

v v 

Větš ina letadel je symetr ických vzhledem k rovině xz. Deviační momenty Iyx a Iyz proto 
budou nulové. Po úpravách rovnice (2.10) dostaneme konečnou formu momentových di
ferenciálních rovnic 

IxxP IxzR IxzPQ ~\~ \J-zz Iyy)RQ L. 

IyyQ + {Ixx ~ Izz)PR + Ixz{P2 ~ R2) = M, 

IzzR IxzP \Iyy ^xx)PQ ^xzQR N. 

T í m t o byla odvozena soustava obyčejných diferenciálních rovnic. T y za t ím nelze řešit, 
k romě toho, že za t ím n e m á m e vyjádřeny síly a momenty na pravé s t raně , neznáme t aké 
p r ů m ě t gravi tační síly do sys tému spojeného s letadlem. 

Y,V y 

z,w 

Obrázek 2: Přeh led symboliky 

2.2 Orientace letadla a kinematické rovnice 
V úvodní kapitole byly zavedeny dva souřadné systémy. Sys tém (Xe, Ye, Ze, oE) spojený 
se Zemí a sys tém (X, Y, Z, oT), k te rý je spojený s r á m e m letadla. P ro tože osy souřadnic 
těch to dvou sys témů nejsou obecně v čase při pohybu letadla rovnoběžné, ale např ík lad 
vektor t íhového zrychlení míř í stále v k l adném směru osy Ze, je t ř e b a uvést transformaci 
pro převod vektorů z jednoho sys tému do druhého . 

Mějme tedy libovolný vektor (xe, ye, ze) a vektor (x,y,z). Budeme pos tupně otáčet 
souřadnicový sys tém kolem os souřadného sys tému o vhodné úhly a t í m dostaneme hleda
nou veličinu v d r u h é m sys tému 4 . Zmíněným ú h l ů m se ř íká Eulerovy úhly a ma j í označení: 
ip - precesní úhel (heading angle), 9 - nu t ačn í úhel (elevation angle), <f> - ro tačn í úhel 
(bank angle). Nejprve proveďme rotaci kolem osy ze o úhel IJJ: 

4 K a ž d ý m pootočením systému vzniká nový systém, který dále otáčíme. Veličinu v takovém systému 
značme číselnými indexy. 
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Je nyní zřejmé, že z\ 

xe cos ip — sin ip 0 

Ve = sin ip cos ip 0 
0 0 1 

e . Ro tac í kolem osy y\ o úhel 

Xi cos 9 0 sin 9 

Ví = 0 1 0 
Zl — sin 9 0 cos 9 

Xl 
yi 

h 

Ví 
. ^ 2 _ 

(2.11) 

(2.12) 

Analogicky y2 Konečnou rotaci provedeme kolem osy x2 o úhel 

0 X2 

V2 = 
_ z2 _ 

0 
cos ( 
sin< 

— smi 
cos ó 

X 

y 
z 

(2.13) 

Opět dos táváme , že x = x2. Celkovou transformaci vektorů je možné vyjádři t spojením 
soustav (2.11), (2.12) a (2.13) 

xe cosip — s i n ^ 0 " cos# 0 siné? ' 1 0 0 
ye = sin ijj cos^ 0 0 1 0 0 COS <f) — sin(/> 

_ Ze _ 0 0 1 — sin 9 0 cos 9 0 sin0 COS (j) 

X 

y 
z 

X 
y = T-1 ye 

z 

Z vlastnosti operace násobení dvou matic, k t e r á není obecně komuta t ivn í plyne, že 
pořad í otáčení , k teré zde bylo uvedeno je n u t n é zachovat, v opačném př ípadě dostaneme 
otáčen ím zcela j inou polohu. Můžeme však uvažovat otočení zpět do původn í polohy. To 
lze zapsat už i t ím inverzní matice 

(2.14) 

Uveďme nyní několik nej důležitějších aplikací Eulerových úhlů . 

2.2.1 A e r o d y n a m i c k é osy 

V předchozím odstavci jsme uvažovali sys tém pevně spojený s r á m e m letadla, kde osa 
x je umís t ěna v geometrické ose trupu. V praxi se t aké často se tkáváme s t akzvanými 
ae rodynamickými osami. Je to souřadný sys tém (XW,YW, Zw,oT) umís t ěný v těžišt i , kde 
vektor rychlosti letadla Vo je umís těn v ose Xw. Tedy m á m e (Vo, 0, 0) v (Xw, Yw, Zw, oT) a 
(U, V, W) v ( X , Y, Z, oT). P ro tože je t ř e b a složky rychlosti z os ľ , Z vynulovat, zavedeme 
úhly a a. (3 tak, že 

W n V 
a = arctan —p = arctan 

r — v ( 2 ' 1 8 ) 

Eulerovy úhly při p řevodu budou [0, en, — (3}. Dosazením do soustavy (2.14) dostaneme 
vztahy mezi U,V,W a V0. Matice transformace z aerodynamického sys tému do sys tému 
spojeného pevně s letadlem bude 

[CB 

cos a cos (3 — cos a sin (3 — sin a 
sin (3 cos (3 0 

sin a cos (3 — sin a sin (3 cos a 
(2.16) 
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U — Vo cos o; cos f3, 

V = V0sm/3, (2.17) 

W = Vo sin a cos 

Tyto vztahy najdou zejména up la tněn í při práci s ae rodynamickými veličinami, např ík lad 
při t es tování v ae rodynamickém tunelu. V tomto textu budeme využívat aerodynamické 
osy pro vyjádření aerodynamických sil, tedy zejména vzt lakové síly v ose ZW a odporové 
síly pros t řed í v ose X W . Vektor aerodynamických sil v sys tému aerodynamických os je 
FA = (—D,C,—L). Pro lepší pochopen í uvedeme ješ tě úhel sklonu 7, pro k te rý p la t í 

Obrázek 3: Aerodynamické osy 

7 = 9 — a. Ten lze vyjádři t jako 

7 = arcsin 

kde h = —We rychlost změny výšky letadla v čase a Vo je rychlost v aerodynamických 
osách. Pomoc í transformace ze souřadného sys tému spojeného se Zemí posunu tého do 
těžiště letadla do rotujícího sys tému spojeného s letadlem a dále do aerodynamických os 
dostaneme 

h = Vó(cos a cos (3 sin 9 — sin j3 sin <fi cos 9 — sin a cos (3 cos (f> cos 9). 

Za p ředpok ladu nulového náklonu křídel 0 = 0 m á m e vztah 

sin 7 = cos (3(cos a sin 9 — sin a cos 9). 

2.2.2 K i n e m a t i c k é rovnice 

Př i letu se obecně mění orientace letadla vůči sys tému X E , YE, ZE v čase. Zavedeme proto 
časové derivace Eulerových úh lů ip, 9, <p. Cílem bude nyní urči t vztahy mezi vektorovými 
složkami úhlových rychlost í letadla P,Q,R& derivacemi Eulerových úhlů . Vektory derivací 
otočení ip, 6, <fi sč í táme pos tupně v j iných vzájemně poo točných souřadných systémech. 
Z geometr ického náh ledu plyne 

iP+jQ + kR = ip + d + (j>. (2.18) 
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Jelikož při rotaci kolem osy z rychlost í ip je po dosazení j ednotkového vektoru do (2.11) 
k i = k e , plat í , že 

•0 = keip = k i ^ . 

Analogicky pro 0 a 4> 

4> = Í20 = Í0-

Použ i t ím t ransformací (2.13), (2.12), (2.11) na bázový vektor můžeme vyjádř i t u) 

k i = — i 3 sin 9 + k 2 cos 9 = — i sin 9 + cos 9(j sin 0 + k cos 0) 
J2 = j cos0 — k sin 0 
ijj = iP + jQ + kR = i0 + [—i sin 9 + cos #(j sin <ft + k cos 0)]-0 

+ (j cos0 — k sin (f>)9 = i(0 — sin 9ip) + j(sin0 cos9ip + cos<f>9) + k(cos 9 cos <f>ip — sin <p9). 

P s á n o ve složkách 

P = (f) — tp sin#, 
Q = ip sin 0 cos ^ + 9 cos 0, 

R — ip cos # cos 0 — 9 sin 0. 

Tato soustava se nazývá soustava kinemat ických rovnic. Kinemat ické rovnice tvoř í spolu 
s pohybovými rovnicemi soustavu devít i nel ineárních diferenciálních rovnic. 

2.2.3 Rozklad g r a v i t a č n í s í ly 

Další důleži tou aplikací Eulerových úhlů je transformace gravi tační síly do sys tému spo
jeného s letadlem. Víme, že g = keg = k^g. Z předchozích odvození víme, že 

k x = — i s in# + cos#(j sin0 + kcos0). 

Z toho plyne 

g = —gi sin 9 + gj sin 0 cos 9 + gk cos 9 cos 0. 

2.3 Úprava a přehled rovnic 
Pro další práci se soustavou v t é to sekci převedeme sys tém na tvar 

x = f(x ,u) , (2.19) 

kde u je vektor řídících členů, k teré budou dále popsány v další kapitole a letové p roměnné 
jsou x = [U, V, W, P, Q, R, 9, 0, ip]. Pro silové rovnice bude úprava poměrně j ednoduchá . 
P r a v é strany p roza t ím rozepišme na gravi tační složku, aerodynamickou a řídící s indexy 
a, t, c, k t e r ý m bude věnována další kapitola. 

Ů = —{Xa + Xt + Xc) -WQ + VR -gsm9, 
m 

V = —(Ya + Yt + Yc)-UR + WP + g cos 9 sin 0, (2.20) 
m 
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w 
m 

[Za + Zt + Zc) -VP + UQ + g cos 9 cos. 

Pomoc í p ros t ředků l ineární algebry uprav íme i momentové rovnice. Za využi t í inverze 
matice m o m e n t ů setrvačnost i v sou řadném sys tému v těžišt i letadla 

Ixx 0 Ixz 

0 Iyy 0 
-I, 

dostaneme momentové rovnice ve tvaru 

1 
I I - P 
LXXLZZ 1

X Z 

[lzz{L — QR(IZZ — Iyy) + IXZPQ) + IXZ(N — PQ(lyy ~ Ixx) ~ IXZQR)} , 

Q = — [M- RP(IXX - Izz) - IXZ(P2 

*yy 

R 
I I — P 
J-xxJ-zz 1

X Z 

[lxz{L — RQ(IZZ — Iyy) + IXZPQ) + IXX(N — PQ(lyy ~ Ixx) ~ IXZQR)} . 

(2.21) 

Jako poslední uvedeme kinemat ické rovnice s obdobnou úpravou 

(j) = P + (3s in0tg# + i?cos0 tgé> , 

9 = Q cos 0 — R sin <fi. 
• ^sincí) „ c o s 0 

ý = Q—T; + R-

(2.22) 

cos 9 cos i 

Soustavu nelineárních rovnic t éměř nikdy analyticky nevyřešíme, dále se tedy zaměř íme 
na linearizaci t ěch to rovnic. Vedle toho budeme také původn í soustavu řešit numericky a 
výsledky porovnáme s l ineárním modelem. 

3 Metody linearizace rovnic a jejich separace 
Odvozená soustava rovnic (2.20)-(2.22) plně popisuje pozici a orientaci letadla v prostoru. 
V tomto odstavci budeme uvažovat , že letadlo se pohybuje us tá leně. To znamená , že síly 
působící na letadlo se vyrovnaj í a nezpůsobí žádné zrychlení. Ideálně by v tomto stavu 
letadlo mělo setrvat, vl ivem působení vnějších vlivů či pohybu řídících p rvků letadla 
dochází k m a l ý m výchylkám od us tá leného stavu. Lze očekávat , že l inearizovaný model 
bude dobře popisovat chování letadla, pokud odchylky budou malé . 

3.1 Lineární vyjádření aerodynamických a řídících členů 
Do t é t o chvíle jsme pracovali s p ravými stranami pohybových rovnic pouze formálně (síly a 
momenty X, Y, Z, L, M, N). V těchto členech je obsažen vl iv gravi tační síly (gravitational), 
aerodynamické síly (aerodynamic), t ahové síly (thrust) a řídící členy(control) . V l i v y at
mosféry nyní zanedbáme . Pro jednu složku a analogicky i pro další lze psá t 

X = Xg + Xa + Xt + Xc. 

Gravi tačn í členy již m á m e odvozeny, linearizovat je budeme ale až v následující sekci o 
linearizaci. 
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3.1.1 A e r o d y n a m i c k é č l e n y 

V m o m e n t ě vychýlení letadla z us tá leného stavu dochází ke složi tým ae rodynamickým 
z m ě n á m působíc ím na letadlo, k te ré po t řebu jeme jednoduše , ale zároveň realisticky vyjádř
it. Jako v h o d n ý předpoklad se ukázalo, že aerodynamické síly a momenty jsou závislé na 
odchylkách pohybových p roměnných od us tá leného stavu, tj. j edná se o funkci Xa = 
Xa(u, v, w, ...r, w), př ičemž Xa(0, 0, 0 , 0 ) = Xas je us tá lený stav. Vš imněme si, že 
p ř í t o m n a je t aké veličina w, k t e r á m á obvykle nezanedba te lný vl iv na vztlakovou sílu. 

y Y ^ Y v ^dX dX dX dXa dXa dXa dXa . 
Xa « Xas +Xa = Xas + —— u + -—v + ——w + -—p + -—q + ——r + - ^ w . 

Ou ov ow op oq ar ow 

Aerodynamické členy us tá leného stavu, tedy Xaa, atp. při linearizaci rovnic vypadnou. 
Dále nás tedy bude za j ímat pouze odchylka Xa. Je t ř eba si uvědomi t , že výše uvedené 
zjednodušené vyjádření je vhodné pouze pro malé odchylky od us tá leného stavu. P ř e s n ý m 
vyjádřením sil a m o m e n t ů se zabývá aerodynamika. 

3.1.2 T a h o v é ř íd íc í č l e n y 

Z kokpitu letadla je možné řídit tah motorů , k te rý způsobí změnu sil a m o m e n t ů působících 
na letadlo. Tahovou p roměnnou jako řídící člen označme r . Zabývejme se ma lými změnami 
tohoto řídícího členu od us tá leného stavu rs. Podobně jako aerodynamickou sílu vyjádřeme 
tahovou sílu jako derivace funkce stavových veličin vůči r. Tedy 

dX 
Xt = XtB + Xt = Xts + - ^ r . (3.1) 

3.1.3 A e r o d y n a m i c k é ř íd íc í č l e n y 

Mezi základní ovládací prvky letadla p a t ř í výškové kormidlo (umís těno nejčastěji na vo
dorovné ocasní ploše), směrové kormidlo (na kýlu letadla) a křidélka (na plochách křídel) . 
Nas tavení těch to členů závisí na úhlech na točen í přís lušných klapek, k teré si označme 
5e,ór,óa. Pro malé odchylky od nas tavení v us tá leném stavu Ses,órs,óas opět poslouží 
„řídicí" derivace. Pro jeden člen tedy 

Xc = XCs + Xc= XCs + %^-5e + ~T7F~3r + -TTT^a. (3.2) 
ooe oor ooa 

dX 
Výše uvedené derivace budeme dále znači t zkrácenou formou. Např ík lad Xu = ——-. P ř i 

ou 
řešení pohybových rovnic budou tyto derivace číselně zadané , podívejme se však, jak by 
se k n im dalo dojí t . Např . pro Xu rozložme odchylku aerodynamické síly v ose X jako 

Xa = L sin 9 — D cos 9 + r 

Využi t ím Bernoulliho rovnice vyjádř íme vztlak a odpor pomocí aerodynamických koefi
cientů C L , CD 

Xa = ]-pV2S(CL sin 9 - CD cos 9) + r, 

kde p je hustota pros t ředí , S plocha křídel a V = Vo + AV. Derivujme tento vztah podle 
u. 

dXa 1 2 / 3 C L 89 dCD . d9\ 
—— = -pV S —— srn 9 + CL cos 9- — cos 9 + CD srn 9— + 
ou 2 \ ou ou ou ou I 
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dV dr 
pVS— (CL sin 9 - CD cos 9) + 77-

ou au 

Jelikož je 9 malý úhel , napíšeme cos# ~ 1, siné? « 0 a V ~ VQ , proto 

Pro tože pla t í 

dCD _ dCodv _ dCD 

du dv du dv 
dr dr 
du dv' 

dostaneme př ís lušnou aerodynamickou s tabi l i tn í derivaci tvaru 

— = Xu = -PV0SCD - -pV0 S— + - . 

Podobně je možné odvodit o s t a tn í s tabi l i tn í derivace. 

3.2 Ustá lený let 
Uvažujme letadlo v us tá leném stavu. Za us tá lený stav uvažujeme soustavu, kde V y = 0 
a ŮJ = 0. J inými slovy, všechny pohybové p roměnné jsou kons t an tn í nebo nulové. Z in
ženýrského pohledu můžeme mluvit o vyrovnání sil působících na letadlo, ze jména pak 
mluvíme o podmínce vyrovnání gravi tační síly silou vztlakovou a síly t ahové silou odpo
rovou. Hledáme tedy kons t an tn í nebo nulový vektor x pohybových p roměnných a vektor 
řídících členů u , k t e rý za uvedeného počá tečn ího stavu letadla bude spňovat soustavu 
nelineárních rovnic f (x, u) = 0. Za t ím neuvažujeme turbulence a j iné vnější vlivy. Touto 
problematikou se budeme zabývat v kapitole o stabi l i tě . 

P ř i h ledání us tá leného stavu nejdříve rozmyslíme, j aké trajektorie či j akého typu 
us tá leného letu chceme dosáhnou t z počá tečn ího stavu a na základě toho odvodíme 
některé pohybové p roměnné . Dále zavedeme j i s tá omezení , např ík lad max imá ln í úhel 
náklonu směrovky, atd., aby byl vždy nalezen reálně dosaži te lný us tá lený stav. Určení 
zbylých neznámých veličin £ se nejčastěji h ledá numericky minimalizací funkcionálu, k terý 
si označíme 9. Funkcionál zvolíme vhodně z pohybových rovnic jako 

g = ů2 + v2 + w2 + P2 + Q2 + Ŕ2. 

Takový funkcionál je to t iž nezáporný a při nalezení ekvil ibria se bude rovnat nule. 

Rozdělme nyní us tá lené stavy na několik základních p ř ípadů . Každý typ us tá leného letu 
tvoř í j inou soustavu rovnic, funkcionál tedy bude j iného tvaru pro každý typ letu. 

3.2.1 P ř í m o č a r ý let 

Za př ímočarý us tá lený let budeme považovat stav, ve k t e r ém jsou všechny úhlové rychlosti 
P = Q = R = 0. P ř ímoča rý let dále můžeme rozdělit na obecný př ímočarý let a let v 
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kons tan tn í výšce a bez bočního náklonu 7 = < 

v obecném př ímočarém letu z jednodušeny na 
0. Rovnice (2.20), (2.21), (2.22) budou 

0 = Xa + Xt + Xc - mg sin 9, 

0 = Ya + Yt + YC + mg cos 9 sin <fi. 

0 = Za + Zt + Zc + mg cos (j) cos 9, (3.3) 

0 = IZZL + IXZN, 

0 = M, 

0 = IXZL + IXXN. 

A b y bylo možné explici tně vyjádři t rovnosti gravi tační síly vůči vzt laku a t ahové síly vůči 
odporu prost ředí , bude n u t n é převést soustavu rovnic (2.20) do aerodynamických os. Po 
substituci v z t a h ů (2.17) dostaneme 

V0 COS (3 cos a — VQ (sin /3 cos a[3 + cos (3 sin aá) 
1 

rn 
(Xa + Xc + Xt) 

+Vo(sin (3R — cos (3 sin aQ) — g sin 9, 

VQ sin (3 + VQ cos (3/3 = —{Ya + Yc + Yt) + Vo (cos ,3 sin a P — cos (3 cos aR) + g cos 9 sin < 
rn 

VQ COS (3 sin a + VQ(COS (3 cos aá — sin (3 sin a(3) 
rn 

[Za + ZC + Zt) 

+ V Q ( C O S (3 cos aQ — sin f3P) + g cos 9 cos < 

To lze napsat jako 

cos a cos (3 — VQ cos (3 sin a — Vó sin/3 cos a 
sin (3 0 cos (3 

cos(3 sin a Vocos/Scosa —VQ sin j3 s i n á 

Tří ' 

" VQ ' 

á 

— g sin t 
^(Ya + Yt + Yc) + Vo(cos (3 sin a P — cos (3 cos aR) + g cos 9 sin < 

— [Za + Zt + Zc) + VQ(COS (3 cos aQ — sin (3P) + g cos 9 cos 4> 

Inverzní matice k matici soustavy je 

cos (3 cos a sin (3 cos (3 sin a 
0 Vo cos p 

cos a sin j3 
V0 

Vo cos /3 
sin j3 sin a 

Vo 

Touto mat ic í vynásobíme pravou stranu. P ro tože jsou obvykle aerodynamické síly v praxi 
uváděny v aerodynamických osách, převedeme pomocí (2.16) síly Xa, Xc,Ya,Yc, Za, Zc 

a dosadíme do konečného vztahu. Soustava, k t e rá je ekvivalentní soustavě (2.20), ale 
vy jádřena pomoc í aerodynamických veličin, je soustava 

VQ 
1 

m 
[-D cos (3 + C sin (3 + Xt cos a cos (3 + Yt sin (3 + Zt sin a cos (3 

— mg (sin 9 cos a cos (3 — cos 9 sin <ft sin (3 — cos 9 cos <f> sin a cos (3)]. 
1 

a Q — tan (3{P cos a + R sin a) + 
V0m cos (3 

[-L + Zt cos a — Xt sin a 
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+ mg(cos 9 cos 0 cos a + sin 9 sin a)], 

f3 = P sin a — R cos a + —— [D sin (3 + C cos (3 — Xt cos a sin (3 + Yt cos /? 

— Zt sin a sin j3 + mg(sm 9 cos a sin /? + cos 0 sin 0 cos (3 — cos # cos 0 sin a sin /3)]. 

P ro tože h ledáme rovnice us tá leného př ímočarého letu, dosadíme VQ — á — (3 = P — Q — 
R = 0. Dos t áváme tedy soustavu rovnic 

1 
0 = — [—D cos f3 + C sin (3 + Xt cos a cos (3 + Yt sin (3 + Zt sin a cos (3 

m 
— mg (sin 9 cos a cos (3 — cos # sin <ft sin /3 — cos # cos 0 sin a cos (3)], 

0 = — \—L + Zt cos o; — X ť sin a + mg(cos # cos 0 cos a + sin 9 sin a)]. 
Vomcosp 

0 = — — [D sin (3 + C cos (3 — Xt cos a sin /3 + F ť cos /3 

— Z ť sin a sin /3 + m^(sin ^ cos a sin (3 + cos ^ sin 0 cos /3 — cos 9 cos 0 sin a sin j3)]. 

Tyto t ransformované rovnice lze použí t jako vstup funkcionálu 9. P ř i h ledání ekvilib-
ria f (x , u) = 0 vycházejme z počá tečního stavu letadla. Ten bude určen rychlost í V o , 
počá teční nadmořskou výšku h = ho, úh lem náklonu 7 = 70 a ipw = 0. Hledání ekvilibria 
se tedy zúží na p rob lém nas tavení se sedmi stupni volnosti £ = [0, 9, ip, ó~e, ór, óa, T]T pro 
f (£) = 0. N a konkré tn í úloze by bylo možné ekvil ibr ium hledat numericky jednou 
z možných gradientních metod. 

3.2.2 U s t á l e n é s y m e t r i c k é s t o u p á n í / k l e s á n í 

Dalš ím typem us tá leného letu je symetr ické s toupán í /k lesán í . Ustá leného letu bude dosa
ženo za podmínek , že boční rychlost a boční nák lon (bank angle) jsou V = 0 = 0. Dále 
uvažujeme úhlové rychlosti P = R = 0. Z obou podmínek a rovnic (2.22) hned plyne, že 
0 = tp = 0. O s t a t n í rovnice se zredukují na 

0 = Xa + Xt + Xc - mWQ - mg sin 9, 

0 = Ya + Yt + Yc, 

0 = Za + Zt + Zc + míl Q + mg cos 9, 

0 = IZZL + IXZN, 

0 = M, 

0 = IXZL + IXXN, 

9 = Q. 

Vyjádření soustavy v aerodynamických osách je v tomto př ípadě komplikovanější a ne
budeme se j ím zabývat . Počá tečn í stav popíšeme o b d o b n ý m způsobem jako výše. Tedy 
V o , / i = / i o , 0 = 7 = O a počá tečn í aerodynamické působení tvoř í spolu s parametry 
opt imáln ího nas tavení £ = [9, ip, óe, ór, óa, r]T druhou konfiguraci us tá leného letu. 

3.2.3 U s t á l e n é z a t á č e n í 

Poslední manévr , k te rý uvedeme, je za táčení s p ředpok lady 9 = 0 = 0. Obecně tedy 
nemusí platit, že 7 = 0 a letadlo může při m a n é v r u stoupat nebo klesat po spirále. 
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Soustavu převedeme na 

0 = -{Xa + Xt + Xc)-WQ + VR-g s i nč , 
m 

0 = — (Ya + Yt + Yc)-UR + WP + gcos9sm. 
m 0, 

0 = — (Za + Zt + Zc) -V P + UQ + g cos 0 cos 
m 0, 

0 = IZZ[L - QR(IZZ - Iyy) - IXZPQ] + IXZ[N - PQylyy Ixx) — IXZQR] 

0 = M - RP(IXX - Izz) - IXZ(P2 - i ? 2 ) , 

0 = Ixz[L — QR(IZZ — Iyy) — IXZPQ] + IXX[N — PQi^Iyy Ixx) — IXZQR] 

0 = P + Q sin 0 tan 0 + R cos 0 tan 0, 

0 = Q cos 0 — R sin (f>, 
sin0 Dcos0 
cos V cos 6 

Opět vynecháváme převod do aerodynamického souřadného systému. Počá tečn ím stavem 
opět bude V 0 , h = / i 0 ,7 = 7o a počá tečn í ae rodynamické působení . Vektor p a r a m e t r ů 
bude £ = [0, ip, Se, Sr, óa, T]T. Všimněme si, že 0 se v tomto vektoru nevyskytuje, jelikož je 
závislí na os ta tn ích veličinách a dopočí tá se po určení 0. 

3.3 Linearizace pohybových rovnic (levé strany) 
Cílem t é t o kapitoly bude nahradit soustavu nel ineárních diferenciálních rovnic soustavou 
lineárních diferenciálních rovnic. Budeme dále uvažovat us tá lený p ř ímočarý let. Nejdříve 
uvedeme linearizaci zavedeným inženýrským způsobem. Pro srovnání budeme soustavu 
linearizovat i pomocí Jacobiovy matice. 

3.3.1 Linearizace — k l a s i c k ý p ř í s t u p 

Klasické linearizace bude dosaženo uvažováním pouze malých odchylek od us tá leného 
stavu. Pro každou letovou p roměnnou U, V, W, P, Q, R, 0, <f>, ip uvažujme vztah: 

U = Us + u, V = Vs + v, . . . (3.4) 

K a ž d á letová p r o m ě n n á se nyní skládá ze složky v us t á l eném stavu a malé odchylky. Pro 
pochopení odvodíme nyní linearizaci pro jednu pohybovou složku: 

m[ů- (Va + v)(Rs + r) + (Ws + w)(Qs + q)\ = -mgsm(0s + 0) + Xa^c + x a M . 

Pro tože odchylky považujeme za dos ta tečně malé , můžeme psá t : cos# — COS ó ^5 1 
cl Slil 0 ^ 0, Slil (j) ~ 0. Pro rozpis např . sin(# s +0) budou zapo t řeb í známe t r igonometr ické 
identity typu sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b. 

m(ú — Vsr — Rsv + Qsv + Wsq) + m(WsQs — VSRS) + m(wq — vr) 

= -mg sin 0S - mg0 cos 0S + Xa^c + xa^c-

Pod t r žené členy z rovnice vypadnou, protože tvoř í silovou rovnováhu při us tá leném letu. 
Dále zanedbáme všechny členy obsahující kvadrá ty odchylek („malé x malé = ješ tě 
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menš í" ) . P ro tože se j e d n á o p ř ímočarý let, jsou Ps = Qs = Rs = 0 a t aké boční rych
lost Vs = 0 i úhel náklonu <ps = 0. Do rovnic už můžeme t aké zahrnout linearizované 
aerodynamické a řídící členy. Po těch to úpravách dostaneme soustavu 

m(ú + qWs) = XÚW + Xuu + Xvv + Xww + Xpp + Xqq + Xrr + XTr+ 

XSeSe + XSr5r + XSa5a - mgO cos9 S, 

m(v - pWs + rUs) = Ý^w + Ýuu + Ývv + Ýww + Ýpp + Ýqq + Ýrr + ÝTr+ 

Ysje + YsA + Ysa5a + ™>g4> cos 9S + nigý sin 6S, 

m(w - qUs) = ZÚW + Zuu + Zvv + Zww + Zpp + Zqq + Zrr + ZTT+ 

ZSESE + ZSr5r + ZSa5a - mgO sin 9S, 

IxxP - Ixzř = LÚW + Luu + Lvv + Lww + Lpp + Lqq + Lrr + LTr+ 

Lse5e + LSrSr + LSaSa, 

Iyyq = M^w + Muu + Mvv + Mww + Mpp + Mqq + Mrr + MTT+ 

MSeóe + MSrór + MSaóa, 

Izzř - IxzP = ŇÚW + Ňuu + Ňvv + Ňww + Ňpp + Ňqq + Ňrr + ŇTr+ 

ŇSJe + Ň5rSr + Ňsja; 

p = 0 — ip s iné^, 

q = 9, 

r = ?pcos9s. 

Tyto rovnice jsou již l ineární a jejich řešení popisuje pohybovou reakci letadla na malé 
v s tupn í odchylky od us tá leného stavu. Rovnice v t é to formě budeme dále schopni sepa
rovat na dvě nezávislé soustavy př íčného a podé lného pohybu. 

3.3.2 Linearizace p o m o c í Jacobiovy matice 

Výše uvedená l inearizovaná soustava odpovídá t aké l ineární soustavě, kterou bychom 
dostali při použi t í klasické linearizace přes Jacobiovu matici. Uvažujme řízenou soustavu 
ve tvaru 

x = / (x ,u) , (3.5) 

kde / : M.n i—> M.n je C 1 - v e k t o r o v é pole. 

Definice 3.1 (rovnovážný stav). Řešení í č e R " při vstupu u = ú soustavy rovnic (3.5) 
nazveme rovnovážným stavem, jestliže p la t í f (Si, ú) = 0. 

Zaveďme nyní transformace reprezentující odchylku od rovnovážného stavu 

A x = x — x, 

A u = u — ú. 

Je-li x rovnovážný stav soustavy (3.5), pak l ineární soustavu A x = A A x + A B u , kde 

dfi(Si,u)\n (dfi(Si,u 
9 X J JiJ=i V duk / i k = 1 
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jsou Jacobiho matice vektorového pole / v bodě x při vstupu ú, nazveme linearizací 
soustavy (3.5) v rovnovážném stavu x. Oprávněnos t tohoto postupu n á h r a d y původn í 
soustavy soustavou l ineární plyne z Grobmanovy-Hartmanovy věty, přesněji řečeno z 
jejího zobecnění na soustavy tvaru (3.5). Tato věta , zhruba řečeno říká, že (za urč i tých 
p ředpokladů) trajektorie l ineární soustavy v okolí počá tku se chovají kval i ta t ivně stejně 
jako trajektorie původn í nel ineární soustavy v okolí bodu rovnováhy. Více o uvedené 
problematice lze nalézt např . v [7]. 

Pro rovnice letadla, k teré tvoř í nehomogenní soustavu vzhledem k ř ídícím č lenům tedy 
napišme 

A x = A A x + A B u , 

A x = [u,v,w,p,q,r,6,(j),ip]T, 

A u = [óa,óe,ór,r]T. 

x = [Ua, Va, Ws, Pa, Qs, Rs, 9a, 4>s, Í)S]T. 

Linearizace povede na stejný tvar jako klasická linearizace uvedená v sekci 3.3.1. Můžeme 
tak poč í ta t nejen s ne j jednoduš ím p ř í p a d e m us tá leného stavu (př ímočarý let), ale s kaž
d ý m vektorem x. 

3.4 Separace linearizovaného systému 

Systém linearizovaných rovnic tvoř í soustavu vzájemně provázaných rovnic. P ro tože však 
mnoho aerodynamických stabi l i tních i řídících derivací bude pro malé odchylky zanedba
telně malé , bude možné pohyb rozložit na podé lný a př íčný pohyb. N a obrázku 4 můžeme 

Obrázek 4: Separace na př íčný a podé lný pohyb 

vidět podé lnou i př íčnou rovinu spolu s řídícími členy, k te ré maj í v ý z n a m n ý vl iv na pohyb 
v těch to rovinách. 

3.4.1 P o d é l n ý pohyb 

Omezíme-li se na pohyb pouze v rovině xz, mluv íme o podé lném letu a pohyb popíšeme 
pouze rovnicemi síly v ose X & Z & momentem M. P ro tože neuvažujeme žádný příčný 
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pohyb, bude v = p = r = 0. Zanedba te lně malé budou právě aerodynamické s tabi l i tní 
derivace nesouvisející s p o d é l n ý m pohybem, tj. 

Xv = X p = Xr = Zv = Z p = Zr = Mv = M p = Mr = 0. 

Jelikož křidélka ani směrové kormidlo nezpůsobuj í změny pohybu v rovině xz, budou 
příslušné aerodynamické řídící derivace rovny nule 

XSa = XSr = ŽSa = ŽSr = MSa = MSr = 0. 

Za použi t í l inearizovaných rovnic uvedených výše dos t áváme soustavu 

mú — XýjW = Xuu + Xww + (Xq — mWs)q + XTr + XseSe — mg9 cos 9S, 

(m — ZÚ)W = Zuu + Zww + (Zg + mUs)q + ZTr + ZseSe — mg9 sin 9S, 

Iyyq - M^w = Muu + Mww + Mqq + MTr + MSeóe, 

9 = q. 

Soustava podélných rovnic je l ineární a tedy je možné j i řešit (za p ředpokladu , že známe 
vs tupn í data us tá leného letu a s tabi l i tní a řídící aerodynamické derivace). 

3.4.2 P ř í č n ý pohyb 

V rovině xy se omezíme pouze na sílu Y a momenty L a N. P ro tože neuvažujeme žádný 
podé lný pohyb, položme u = w = q = 0. Dále je pa t rné , že změna na výškovce nebo 
v tahu nebude mí t v ý z n a m n ý vl iv na př íčný pohyb. Položme proto příslušné s tabi l i tní 
a řídící aerodynamické derivace rovny nule 

Yu = Yw = Yq = Yý] = Lu = Lw = Lq = = Nu = Nw = Nq = = 0, 

ÝSe =ÝT = LSe =LT = ŇSe =ŇT = 0. 

Pohybové rovnice se zredukují na 

mv = Yvv + (Yp + Ws)p + (Yr - Us)r + YSr6r + YSa6a + mgcj)cos9S + mgip sin9 S . 

hxP - hzř = Lvv + Lpp + Lrr + LSrSr + LSa5a, 

Izzř - IxzP = Ňvv + Ňpp + Ňrr + Ň5r5r + Ň5Ja, 

^ = 
cos 9 s 

(f) — ip sin 9 s = p. 

Rovnice podé lného i př íčného pohybu tedy vyjadřují rovnice pohybových odchylek od 
us tá leného letu při zavedení nehomogenit do sys tému formou změn v nas tavení řídících 
členů. V čase t = 0 uvažujeme us tá lený let, tedy všechny počá tečn í p o d m í n k y budou 
nulové. 

3.5 Srovnání s nelinearizovaným sys témem 
Vraťme se nyní k nel ineárnímu systému, jak byl odvozen v sekci 2.3 a upravme jej na 
normáln í tvar. P ro tože opět poč í t áme s p ř ímoča rým letem, p la t í soustava (3.3). Vyjádření 
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aerodynamických a řídících členů tedy ponecháme v lineární podobě pro malé odchylky, 
jak bylo odvozeno dříve. Stejně tak vyjádříme gravitační sílu. Jako poslední krok vyjádříme 
odchylky jako rozdíl okamžité rychlosti a rychlosti v ustáleném stavu, např. u = U — Us. 

Ů - = -(XU(U - Us) + XW(W - Ws) + Xq(Q - Qs) + XTr + XSe6e) 
m m 

-WQ + VR- g{0 - 0a) cos 0S, 

V = -(ÝV(V - Vs) + Ýp(P - Ps) + Ýr(R - Rs) + ÝSr5r + ÝSaôa) -UR + WP 
m 
+ g((4> - 4>s) cos(J)s cosOs - (9 - 0S) sin0 s sin^), 

( 1 - — ) = -(ŽU(U - Us) + ŽW(W - Ws) + Žg{Q - Qs) + ŽTT + ŽSeóe) \ m i m 

— V P + UQ — g({9 — 0S) cos0 s sin#s + (0 — 0S) sin0 s cos#s). 

P = j T

l _ T 2 [Lz{Lv{V - Vs) + Lp(P - Ps) + Lr(R - Rs) 

+ LSr6r + LSJa ~ QR(IZz ~ Iyy) + hzPQ) + Ixz(Ňv(V - Vs) 

+ Ňp(P - Ps) + Ňr(R - Rs) + ŇSrór + ŇSaóa - PQ(Iyy - Ixx) - IXZQR)}, 

Q _ M±w = ^-[MU(U - Us) + MW(W- Ws) + MQ{Q - Qs) + MTr + MSe5e 

*yy lyy 
— RP(IXX — Izz) — lxz{P2 — R2)}; 

Ŕ = T

1 _ T 2 [Ixz(Lv(V - Vs) + LP(P - Ps) 
i-xxi-zz J-xz 

+ Lr{R - Rs) + L5r5r + L5Ja - RQ{IZZ - Iyy) + IXZPQ) + IXX{ŇV{V - Vs 

+ ŇP(P - Ps) + Ňr(R - Rs) + ŇSr5r + ŇsJa - PQ(Iyy - Ixx) - IXZQR)]. 

(j) = P + (3sin0tg# + i?cos0tg6>, 

0 = Q cos 0 — R sin 0, 
• ^sin0 

Í> = Q—-n +R 
cos 0 cos 0 

Jako počáteční podmínky tohoto systému však musíme uvažovat pohybové veličiny defi
nující ustálený let. 

4 Metody řešení pohybových rovnic 
5 rozvojem výpoče tn í techniky se velmi usnadnilo h ledání řešení složitějších soustav jako je 
ta popisující pohyb letadla. Nejprve se seznámíme s metodou stavového prostoru pro řešení 
l ineárního systému, k t e rá využívá Laplaceovy transformace a dává apa rá t vhodný pro 
modern í teorii řízení. D r u h á v y b r a n á numer ická metoda řešení bude Adamsova metoda, 
kterou budeme řešit nel ineární soustavu. 

4.1 Metoda stavového prostoru 
Uvažujme lineární dynamický systém s nulovými počátečními podmínkami, kde za x 
označíme vektor stavových proměnných dimenze n, y výstupní vektor dimenze n, A je 
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čtvercová matice sys tému ř á d u n, B je s tavová matice v s t u p ů typu n x m, u vektor 
v s t u p ů dimenze m, C matice v ý s t u p u ř á d u n , D matice převodu typu n x m. Stavový 
model potom napíšeme 

x( ŕ ) = A x ( ŕ ) + B u ( í ) , x(0) = x 0 , 

y(ŕ) = C x ( í ) + J Du ( í ) . 

P ř e v o d e m Laplaceovou t ransformací do p roměnné s dostaneme 

sx(s) - x(0) = Ax(s) + Bu{s), 

y(s) = Cx(s) + Du(s). 

Vektor s tavů lze potom vyjádři t jako 

x(s) = [si - A]'1 [Bu(s) + x(0)]. 

Definujme fundamentá ln i matici řešení «&(£), jako 

$ ( í ) = £-1[sI-A}-1 = e A ť . (4.1) 

Vlastnosti fundamentá ln i matice a další využi t í najdeme v [4]. Potom každé řešení lze 
psá t ve tvaru 

x(t) = * ( í ) x ( 0 ) + C-1 [[si - A]'1 Bu(s) 

P r v n í člen lze chápa t jako odezvu na při nulovém řídícím vstupu u. D r u h ý člen lze napsat 
formou konvolučního integrálu, celkem tedy m á m e 

x ( í ) = * ( í ) x ( 0 ) + J $ ( í - r )Bu ( r )d r . 

to 

Dosazením do soustavy pro výs tup a subs t i tuc í z (4.1) dostaneme 

t 

y ( í ) = C e A ť x ( 0 ) + j e A ( ť - r ) B u ( r ) d r + D u ( í ) . 

to 

Dos táváme tak řešení l ineárního dynamického systému. V př ípadě studia pohybových 
rovnic bude ío = 0 a odezvu budeme měři t na Heavisideův skok r\ a na realističtější pohyb 
řídícího členu s n á b ě h e m a n á v r a t e m do původn í polohy. Pro tože však naše vstupy jako 
např . pootočení výškovky měř íme v radiánech, byl by vstup o jednotkové velikosti příliš 
veliký a odezva fyzikálně ne in terpre tovate lná . Vstup tedy zmenšíme na jednotky s tupňů . 
Podé lnou soustavu rovnic lze tedy napsat jako 

ú m 0 0 " - i / u 
w 

= 
0 (m - Zýj) 0 0 Ä 

w 
Q 0 -M* 0 1 
9 _ . 0 0 0 1 . \ _ 9 _ 

\ 
+ B 

r 
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u(ŕ) 
M o d e l 

y(í) 

u(ŕ) 

á 

1 
180 

u(ŕ) 
ÍSňí, t e (0; 1) 180 
18Ô ~~ 180*' * e ( i ; 2) 
0, jinak 

u(ŕ) 
4 

i 
180 

u(ŕ) = r?(í) 

• í 

Obrázek 5: Schéma modelu 

kde 

X u X w ( X , - m W a ) —mg cos #s x T ' 

Ä = Zu 
(Zq + mUs) —mg sin 6S , B = K ŽT 

Mu Mg 0 MT 

0 0 1 0 0 0 

Podobně budeme postupovat u př íčných rovnic. 

v m 0 0 0 0 " -1 / v 
p 0 0 0 p 
ŕ = 0 Ixz Izz 0 0 Ä r 

0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 1 v 

+ B 
8T 

kde 

A 

Yv 

L v 
Ňv 

0 
0 

(Yp + mWs 

Nv  

1 
0 

-mUs) mg cos 6s mg sin 6S " Y5a YSr ' 
L y 0 0 Lsa 

Ňr 0 0 , B = Ňsa ŇSr 

0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 

V programovacím jazyce Python budeme řešit soustavu za pomoc í knihovny SciPy. Na 
obrázku 6 vidíme základní kostru programu. Více o m a t e m a t i c k é m modelování dife
renciálních rovnic v Pythonu nalezneme na [9]. 

4.2 Adamsova metoda 
Adamsova metoda spadá do t ř ídy l ineárních vícekrokových metod pro numerický výpočet 
sys tému diferenciálních rovnic. Lze j i zapsat ve tvaru 

fc-i 
Vn+i = Un + r(3kfif(tn+1, yn+i) + r ^ f3kdfn+1_j, 

3=1 
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Import nurapy as np 
fror. scipy Lr.poirt signal 

t = np.linspace(0,1000,1000000} #cas 
u[0:] = 1./180. ivstup 

sys = signal.StateSpace(Ä fB,C,D} # stavový model se vstupy A,B rC FD 
t,y Fx = s i g n a l . l s i r i [ s y s , u , t j #simulacej 

kde k je ř á d metody, j = 0 , 1 , . . . k — 1, r značí délku kroku a koeficienty (3kj dopočí táme, 
více v l i te ra tuře [6]. Je známo , že implici tní Adamsovy metody jsou výhodnějš í z hlediska 
stability, ze jména pak vhodnějš í pro řešení t uhých sys témů. Adamsova metoda je imple
men tována 
v řešiči, k t e rá je součást í knihovny SciPy. Více informací lze nalézt v dokumentaci [8]. 
Nejprve sestavíme model soustavy diferenciálních rovnic, tak jak byl uveden v 3.5 s 
počá tečními podmínkami . N a obrázku 7 vidíme pouze kostru modelu (program je ve 
skutečnost i rozsáhlejší). 

[import numpy SE np 
from scipy.integrate import ode 

def model(t,yG,delta_a = 0.,delta_e = 1./ISO.,delta_r = 0.): # vstupy cas, pocatecni podminlcy 
tfmodel soustavy 
return [dUdt,dVdt,dWdt,dEdt,dQdt,dRdt,dFhidt,dThetadt,dFsidt; 

solver = ode(model) 
solver . set_integrator (prlsoda'r) 
t0 = 0. 
H=1000 
z = lip. empty ( (N, 9}} 
z[0] = yO 
solver.set_initial_value[y0, tO) 
k: = 1 
while 3olver.successful[} and solver.t < 1000: 

solver.integrate[t[k]) 
z[k] = solver.y 
k += 1 

5 Stabilita a zpětněvazební řízení 
Př i řešení pohybových rovnic pro malé odchylky získáme pohybové odezvy letadla na 
vstup. Tyto odezvy ne vždy vyhovují p o ž a d a v k ů m na letadlo a je tedy p o t ř e b a je t lumit 
nebo kontrolovat j i n ý m způsobem. Výchozím bodem bude matice přenosových funkcí 
sys tému ve formě 

kde A(s ) = de t (A — st) je charakter is t ický polynom 5 společný všem přenosovým funkcím 
a N(s) je matice typu n x m. 

5.1 Stabilita lineárních sys témů 
Pojem stabilita si můžeme předs tav i t jako schopnost letadla se po vychýlení z us tá leného 
stavu po konečném čase opět v rá t i t do us tá leného stavu. Př i řešení stability řízené sou-

5 I je jednotková matice řádu n 

Obrázek 6: Ukázka části skriptu 

Obrázek 7: ukázka část i skriptu 
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stavy (v p ř ípadě pohybových rovnic mluvíme o řídicích členech) se můžeme omezit na 
s tanovení stability nulového řešení pouze neřízené soustavy. Matematicky definujme sta
bi l i tu dynamického sys tému následovně. 

Definice 5.1 (s tabi lního řešení) . Mějme počá teční úlohu x = f(x, u),x(ío) = Řekneme, 
že řešení počá tečn í úlohy x(í , £) je stabilní , jestl iže pro každé e > 0 existuje ó > 0 takové, 
že pro každý vektor rj splňující || rj — £ \\< S p la t í || x(r,?7) — x ( í , £ ) ||< e pro všechna 
t G (t0,oo). Pokud navíc l im || x(í , rf) — x(í , £) ||= 0, označíme řešení za asymptoticky 

X—^oo 
stabilní . 

P ř i s tanovení stability nulového řešení řízené soustavy bude počá teční p o d m í n k a x(0) = 
0. Stabil i tu není nu tné zkoumat na základě výše uvedené definice. Bude stači t znalost 
znamének reálných část í v las tních čísel matice A l ineární soustavy x = Ax . Vlas tn í čísla 
je možné urči t z charakter is t ického polynomu z (5.1) 

+ an-\s + aTl 0. 

Pokud jsou koeficienty reálné, mohou bý t kořeny reálné, komplexně sdružené nebo kom
binace těchto dvou. Lineární sys tém potom považujeme za asymptoticky stabilní , po
kud všechny reálné části kořenů jsou záporné . S rozvojem výpoče tn í techniky se výpočet 
kořenů polynomu i vyšších ř á d ů stal jednoduchou záležitostí . Existuje však metoda, k te rá 
n á m umožn í urči t znaménka kořenů, aniž bychom je počítal i . 

5.1.1 Routh—Hurwitzovo k r i t é r i u m 

Znaménka kořenů polynomu a tedy i asymptotickou stabilitu je možné zkoumat následujícím 
způsobem. 

V ě t a 5.2 (Routh-Hurwitzovo k r i t é r ium) . Mějme polynom tvaru Pn(s) = sn + a i s n _ 1 + 
... + an-is + an a 

H , 

a i 1 0 0 0 . . . 0 
0 3 0 2 0 1 1 0 . . . o 
05 04 03 ci2 a i . . . 0 

0 0 0 0 0 0 0 

je tzv. Hurwitzova matice, kde = 0 pro k > n. Pokud jsou všechny subdeterminanty 

D i = a i , D2 

a\ 1 
a 3 a 2 

D? 
a i 1 0 
O3 O2 Ol 

05 04 03 

Dn = d e t ( H n ) , 

kladné, potom maji kořeny polynomu Pn(s) zápornou reálnou část. Je-li alespoň jeden 
subdeterminant záporný, má polynom kořen s kladnou reálnou částí 

Routh-Hurwitzovo kr i t é r ium n á m d á v á efektivní nás t ro j pro určování stability lineární
ho dynamického sys tému. Stabil i tu podle výše uvedené definice nazveme pojmem dyna
mická stabilita. 
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Př i vychýlení se letoun vrací do us tá leného stavu j i s tým způsobem, často kmi t avým. 
Rozeberme si podrobněj i dynamickou stabilitu podé lného pohybu. Charakter i s t ický po
lynom je č tv r t ého ř á d u a obvykle m á dva komplexně sdružené kořeny, k teré odpovídaj í 
dvojici kmi tavých pohybů . Rychlé kmity označované jako „short period" jsou velmi dobře 
tlumeny s periodou jen několik vteř in . Letadla jsou již nav rhována tak, aby tato složka 
neměla zásadní v l iv na stabilitu letadla. Druhou složkou jsou fygoidální kmity („phu-
goid"). Je to obvykle málo t l u m e n á složka s menší frekvencí, ale s vyšší amplitudou, což 
m á za následek změny v rychlosti a výšce. T l u m e n í k m i t ů letadla lze modelovat formou 
t lumeného harmonického oscilátoru, čemuž odpovída j í i pohybové odezvy. Charakteris
tickou rovnici si proto nap išme do formy 

Cs a £ p označují t lumící koeficienty k m i t ů bez posílení stability a oos,up jejich frekvenci. 

U př íčných rovnic m á charakter is tycký polynom obvykle 2 reálné kořeny a jeden kom
plexně sdružený. Pohyb se skládá z nekmi tavého houpavého „roli mode", nekmi tavého 
„spirál mode" a kmi tavého „dutch roli mode". Rozsáhlejší popis pohybů najdeme v [2]. 

5.2 Posilování stability 
Mezi základní vybavení modern ího letadla p a t ř í posilovače stability založené na zpě tně-
vazebním řízení. Díky n im je možné efektivně tlumit odezvy při vstupu formou turbulencí , 
nebo jako v našem př ípadě , výchylky řídících členů, k te ré se projevují pohyby popsanými 
v kapitole o stabil i tě . 

5.2.1 Ř i d i t e l n o s t 

Základní vlastnost l ineárního dynamického systému, kterou je t ř e b a ověřit je ř idi telnost . 
Ta se u letadla p ředpok ládá již z kons t rukčních p a r a m e t r ů a „uskutečni te lnost i" us tá leného 
letu. Pro úp lný popis však ř idi telnost ověřme. 

Definice 5.3. Lineární dynamický sys tém je ř idi telný, existuje-li takové řízení u, k teré 
převede daný sys tém z libovolného počá tečn ího stavu x ( í 0 ) do libovolného koncového 
stavu x ( í i ) za konečnou dobu ti — t0. 

Obvykle se ř idi telnost ověřuje pomoc í čtvercové matice ř idi telnost i 

A(s) = (s2 + 2(pUJPS + u2){s2 + 2(suss + UJ 2) = 0. (5.2) 

Obrázek 8: Model t l umeného osci látoru 
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5.2.2 P o s i l o v á n í stability 

Sestavme nyní jednoduchou řídící smyčku, ve které budeme sledovat úhel 9 a pomoc í pro
porcionálního t lumícího koeficientu jej vracet na vstup. Cílem bude rychleji t lumit „phu-
goid" a zmenši t amplitudu. Vstup ve formě pohybu výškovky v čase bude tedy vyjádřen 
jako 

óe(t) = šsAt)-Ke9(t). (5.3) 

Blokové schéma 9 můžeme chápa t jako odezvu sys tému na řízení s požadavkem na £<5e(£), 

požadavek + E 
odezva 

9(s) 

Obrázek 9: regulační smyčka 

které vyjadřuje pozměněnou charakteristickou rovnici A ( s ) c o s kořeny, k teré odpovídaj í 
požadovaným vlastnostem odezvy. Přenosovou funkci původn í odezvy na výškovku m á m e 
podle (5.1) ve tvaru 

K o(s) 
G(s) 

Př i využi t í smyčky potom m á m e 

9(s) _ Nl(s) 
£s e A ( s ) c o A(s) + KeNl(Sy 

S využ i t ím rovnice (5.3) a rovnic pro podé lný pohyb dostaneme 

A(s) óJs) 

ú 
w 
Q 

_ 9 _ 

•E v 
Zv 

0 

xq xe 
zq ze  

u mw mq me 

x 
z, 
m 

0 

• K0xSe 

• KezSe 

• Kemse  

0 

u X5E xT 

w + ZT + 
Q mT 

9 0 0 
r 

Takovou soustavu už u m í m e pro libovolné KQ řešit . O tázkou zůs tává , j aké KQ zvolit, 
abychom dosáhli požadovaných vlas tnost í , tedy koeficient t lumen í ( a frekvenci k m i t ů u. 
Vhled do t é t o problematiky n á m d á metoda root-locus. 

5.2.3 Metoda root—locus 

V klasické teorii řízení, root-locus je grafická metoda, k t e rá zkoumá změnu kořenů sys tému 
na změnu parametru v systému. Vraťme se nyní k charakter is t ické rovnici (5.2). K o m 
plexně sdružený kořen napišme jako 

(s + a+J7 ) ( s + a - J 7 ) = s 2 + 2as + (a2 + Ý) = s 2 + 2(o;s + o;2 = 0, 
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a a <7 2 + 7 2 u2, dostaneme kde a je reá lná část kořenu a 7 komplexní část . P ro tože (u 
vztah pro koeficient t lumen í ( 

C= - ff 

A/CT 2 + 7 2 

Vykreslíme-li všechny kořeny charakter is t ické rovnice ne t lumené soustavy (Kg = 0) do 
komplexní roviny, dostaneme obdobný graf jako na obrázku 10. Odtud vidíme, že na 
hranici stability je dvojice komplexně sdružených kořenů pro „phugoid". „short period" 
je i přes větš í amplitudu kmi tů dobře tlumen. Pokud spočí táme kořeny charakter is t ické 

1.00 

0.75 

0.50 

% 0.25 
771 

OJ 

I 0.00 

I -0.25 

-0.50 

-0.75 

-1.00 

It ^ 

J 

Phugoid . 
Short perio d 

( -
V " 

* ) 
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 
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Obrázek 10: Zobrazení kořenů v s-rovině 

rovnice pro různé koeficienty t l umen í Kg, dostaneme takzvaný Root-Locus diagram, k terý 
lze sestrojit i bez pomoci výpoče tn í techniky pomoc í několika j ednoduchých pravidel. 

1. (symetrie) Jelikož m á charakter is t ická rovnice reálné koeficienty, nuly sys tému bu
dou komplexně sdružené páry. Root -Locus je proto symetr ický kolem reálné osy. 

2. (počet větví) Počet vě tv í Root -Locus je roven ř á d u charakter is t ické rovnice. 
3. (výchozí a konečné body) Root-Locus začíná při Kg — 0 v pólech a končí pro 

Kg —> 00, kde jsou nuly systému. 
4. (asymptoty) Pokud q > 0, kde q je rozdíl poč tu pólů p a nul z, potom existují 

asymptoty prot ínaj íc í reálnou osu v 

E n r - i m 
i=l V i ~ l^i=l Zi 

a vzdalují se pod úh lem 9 = ±r^jp, kde r 1,3,5, 
5. (Root-Locus na reálné ose) Root -Locus se vyskytuje na reálné ose nalevo od lichého 

poč tu pólů a nul. 

Pravidel existuje více, nebudeme je však všechny uvádě t , pro naše po t ř eby je j ich 
zapo t řeb í jen několik. Nyní můžeme sledovat, jak se budou měni t vlastnosti „short period" 
a „phugoid" kmi tů . 
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P ř í k l a d 5.4. Data pro letadlo McDonnel l F-4C Phantom o hmotnosti 17 642 kg byla 
p řevza ta z [2]. Letadlo se nachází ve výšce 10668 m, Machovo číslo je 0.6. Da ta jsou pro 
us tá lený p ř ímočarý let. 

7 S = 0 rad. b= 11.787 m, p = 0.3809 k g / m 3 , Ixx = 33898 kg 
as = 0.164 rad, Iyy = 165669 kg • m 2 , S = 49.239 m 2 , Izz = 189496 k 
V0 = 178 m/s , g = 9.81 m / s 2 c = 4.889 m, Ixz = 2952 kg 

Xu = 0.0076, ZU = -0.7273, Mu = 0.0340, Yv = -0.5974, 
Xw = 0.0483, ZW = -3.1245, Mw = -0.2169, Yp = o, 
Xw = o, ZÚ = -0.3997, = -0.5910, Yr = o, 
x q = o, ZQ = -1.2109, Mq = -1.2732, Y5a = = -0.0159, 
XSe = 0.0618, Z S E = -0.3741, Mse 

= -0.5581, YSr = = 0.1193. 

Lv = -0.1048 Nv = 0.0987, 
Lp = -0.1164 Np = -0.0045, 
Lr = 0.0455, Nr = -0.1132, 
L5a = 0.0454, N5a = 0.00084, 
LSr = 0.0086, NSr = -0.0741 

Obrázek 12: Phantom F-4C 

Zadané s tabi l i tní derivace jsou v bez rozměrném tvaru. Převedeme je proto pomocí 
převodní tabulky uvedené v [2] do jednotek SI. 
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Z dat nejprve sestavme soustavy podélných a př íčných rovnic. 
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Odezvy podélných i př íčných rovnic byly získány metodou stavového prostoru v pros t ředí 
jazyka Python. Nejprve se podívejme na odezvy podélných rovnic na t rojúhelníkový vstup 
na výškovce. 

Obrázek 13: odezvy podélné soustavy na t rojúhelníkový vstup na výškovce 

Všechny další výsledky byly provedeny při setrvajicím skokovém vstupu. Nejprve si 
prohlédněme odezvy všech pohybových proměnných . 
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Srovnejme nyní odezvu pohybové p roměnné u l ineárního modelu s řešením nel ineární 
soustavy. Budeme zvyšovat výchylku výškovky na vstupu a sledovat, jak rychle se od sebe 
řešení vzdalují. 

1 deg. 3 dog. 

f 
A 

\ A A 

V 

Obrázek 16: porovnán í odezvy 

Abychom lépe viděli rozdíl v řešení, vykresl íme graf odchylek 

zůtí(í) l^linear (t) ^nonlinear (^)|-

chyba: delta_{e} =0deg. 
chyba: delta_{e} = l deg . 
chyba: delta_{e} =2deg. 
chyba: delta_{e} =3deg. 

400 600 
t[s] 

Obrázek 17: srovnání l ineárního a nel ineárního modelu 

Vidíme, že velikost chyby při zvětšování v s tupn í výchylky rychle roste, proto je t ř eba při 
použi t í l ineárního modelu postupovat s urč i tou opa t rnos t í . 

Po výpoč tu kořenů pro Kg = 0 dos t áváme koeficienty t lumen í pro „short period" ( s = 
0.705 a pro „phugoid" ( p = 0.0841. Vykreslení root-locus bylo pro tento p ř ípad už uve
deno na obrázku 11. Zvolen byl dále Kg = 0.1 pro technickou uskutečni te lnos t a dobré 
vlastnosti t lumení . Po zavedení t l umen í se změnily vlastnosti k m i t ů následovně. U „short 
period" m ó d u se n á m lehce zhoršil rychlost t l umen í na koeficient ( s = 0.628. P o ř á d jde 
ale o dobrou t lumící vlastnost. Naopak u „phugoid" došlo k vý raznýmu zlepšení /zvětšení 
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t lumícího koeficientu na ( p = 0.493. N a obrázku 18 můžeme pozorovat, jak výrazně se 
podař i lo „phugoid" utlumit. U př íčných rovnic byla s ledována odezva precesního úhlu na 
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Obrázek 18: t l umen í oscilací 

Ms) + K*Nt(s) 

Root-locus n á m dává přehled o dynamicko-s tabi l i tn ích módech př íčných rovnic. Zejména 
lze ocenit posun kořenů u „spirál" m ó d u a „dutch roli " m ó d u doleva. 
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Obrázek 19: root-locus 
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6 Závěr 
V teoret ické část i zadán í bakalářské práce byl odvozen m a t e m a t i c k ý model pohybových 
rovnic letadla a nad rámec p o p s á n a ú loha h ledání us tá leného letu. N a základě tohoto 
popisu by mohl být dále nap rog ramován algoritmus, k te rý ze zadaných v s t u p ů nalezne 
us tá lený let. Separováním modelu na př íčný a podé lný bylo možné použí t klasické teorie 
řízení l ineárních sys témů. Srovnáním řešení l ineárního modelu s nel ineárním bylo ověřeno, 
že l ineární model je pro malé odchylky od us tá leného letu blízký p ů v o d n í m nel ineárním. 
Odezva letadla se dá v některých př ípadech modelovat jako t lumen í harmonického os
ci látoru. V práci je vysvět len pouze m ó d „short period" a „phugoid". Dalš ím popisem 
dynamicky stabi l i tních m ó d ů by se dalo lépe pochopit chování letadla v příčné rovině. 
Vykres lením kořenů 
v komplexní rovině metodou root-locus pomohlo naj í t vhodné t l umen í oscilací v intervalu 
s tanoveného technickými požadavky v [1]. Výsledky práce pořízené na datech pře ja tých 
z literatury by se daly použí t na libovolných datech naměřených pro j iná letadla. V prak
tické části bylo použi to v současné době dynamicky se rozvíjejícího jazyka Py thon spolu 
s knihovnami N u m P y a SciPy, k teré poskytuj í p o d o b n ě efektivní p ros t ředky jako M A T L A B 
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