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Abstrakt: V ekonomické praxi je náhodný jev mnohdy vágně vymezen jako
např. vysoká mı́ra inflace. Takové neurčité jevy je vhodné modelovat pomoćı
fuzzy množin. Nejprve je tedy předložená disertačńı práce zaměřena na rozš́ı̌reńı
pravděpodobnostńıho prostoru na př́ıpad fuzzy jev̊u. Zejména je studována pro-
blematika vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u, kde jsou nejprve zkoumány
př́ıpady využ́ıvaj́ıćı ostrou pravděpodobnostńı mı́ru. V této kategorii je porovnána
nejznáměǰśı pravděpodobnostńı mı́ra, která vyjadřuje pravděpodobnost fuzzy
jevu pomoćı reálného č́ısla, s tzv. fuzzy pravděpodobnostmi - fuzzy množinami,
jejichž funkce př́ıslušnosti je nějakým zp̊usobem odvozena z pravděpodobnost́ı α-
-̌rez̊u fuzzy jev̊u. Následuje definice fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry. Pravděpodob-
nosti fuzzy jev̊u jsou poté rozš́ı̌reny na př́ıpad fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry
a jsou zanalyzovány jejich vlastnosti. V rámci aplikaćı těchto pravděpodobnost́ı
v teorii rozhodováńı za rizika je práce zaměřena na aparát rozhodovaćı matice. Jej́ı
prvky vyjadřuj́ı d̊usledky daných variant za daných stav̊u světa. Varianty jsou
poté porovnávány na základě jejich očekávaných hodnot a rozptyl̊u. Následně
jsou uvažovány fuzzy stavy světa a popsány možné př́ıstupy k rozhodovaćı matici
s fuzzy stavy světa. Mezi nimi je popsán také pohled na rozhodovaćı matici, kdy
jsou informace v ńı obsažené chápány jako systém báźı fuzzy pravidel, a ne jako
běžně uvažovaný systém diskrétńıch náhodných veličin. Na závěr jsou uvedeny
a vzájemně srovnány možné př́ıstupy k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa,
fuzzy d̊usledky variant a podkladovou fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou. Vše je
ilustrováno na názorných př́ıkladech.
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3.2.3 Pravděpodobnostńı prostor se σ-algebrou fuzzy jev̊u a fuzzy
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Použité značeńı

Ω universum

χA charakteristická funkce množiny A

µA funkce př́ıslušnosti fuzzy množiny A

F(Ω) tř́ıda všech fuzzy množin definovaných na Ω

Ker A jádro fuzzy množiny A

SuppA nosič fuzzy množiny A

Aα α-̌rez fuzzy množiny A

hgt(A) výška fuzzy množiny A

A ∪B,A ∩B sjednoceńı a pr̊unik fuzzy množin A a B

Ac doplněk fuzzy množiny A

R množina všech reálných č́ısel

FN (R) množina všech fuzzy č́ısel

FN (〈a, b〉) množina všech fuzzy č́ısel na intervalu 〈a, b〉

〈a1, a2, a3, a4〉 lichoběžńıkové fuzzy č́ıslo A určené svými význačnými

hodnotami

〈a1, a2, a4〉 trojúhelńıkové fuzzy č́ıslo A určené svými význačnými

hodnotami

A < B,A ≤ B fuzzy č́ıslo A je menš́ı než fuzzy č́ıslo B, fuzzy č́ıslo A je

menš́ı nebo rovno fuzzy č́ıslu B
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cog(A) těžǐstě fuzzy množiny A

f : Ω→ Ψ zobrazeńı f z Ω do Ψ

fF fuzzy rozš́ı̌reńı zobrazeńı f

P pravděpodobnostńı mı́ra

A σ-algebra náhodných jev̊u

(Ω,A) měřitelný prostor

(Ω,A, P ) pravděpodobnostńı prostor

AF σ-algebra fuzzy náhodných jev̊u

PZ(A) pravděpodobnost fuzzy náhodného jevu A dle Zadeha

PY (A) fuzzy pravděpodobnost fuzzy náhodného jevu A dle Yagera

P(Ω,A) množina všech pravděpodobnostńıch měr na měřitelném

prostoru (Ω,A)

F (P(Ω,A)) množina všech fuzzy množin na P(Ω,A)

PF fuzzy pravděpodobnostńı mı́ra

(Ω,AF ) fuzzy měřitelný prostor

PFZ(A) pravděpodobnost fuzzy náhodného jevu A dle Zadeha

rozš́ı̌rená na př́ıpad fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry
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Kapitola 1

Úvod

1.1. Současný stav poznáńı

S pravděpodobnostńımi prostory a zejména s pravděpodobnostmi náhodných

jev̊u se často setkáváme v reálném životě. Např́ıklad předpověd’ počaśı se udává

s určitou pravděpodobnost́ı, že dané počaśı opravdu nastane. Náhodné jevy však

mohou být popsány také neurčitě, což matematicky modelujeme pomoćı aparátu

teorie fuzzy množin. Disertačńı práce se tedy zabývá rozš́ı̌reńım přesně popsaných

náhodných jev̊u na náhodné jevy neurčitě popsané. Následně je rozš́ı̌ren také

pravděpodobnostńı prostor na př́ıpad neurčitě popsaného, tj. fuzzy, pravděpodob-

nostńıho prostoru a ten je v aplikačńı části využit v nástroji pro podporu rozho-

dováńı za rizika.

V práci bude uvažován pravděpodobnostńı prostor zavedený Kolmogorovem

[29] v roce 1933. Tvoř́ı jej množina všech elementárńıch jev̊u, množina uvažovaných

náhodných jev̊u a pravděpodobnostńı mı́ra. Pravděpodobnostńı mı́ra je základem

teorie pravděpodobnosti, kterou se zabývá mnoho publikaćı, např. [3, 12, 14, 22,

28].

Teorie fuzzy množin, za jej́ıž pomoci bude v pravděpodobnostńım prostoru

modelována neurčitost, byla představena Zadehem [69] v roce 1965. Umožňuje

matematicky modelovat vágně popsané pojmy.

V praktických aplikaćıch mohou být vágně popsané také náhodné jevy. Jejich

matematickým vyjádřeńım pomoćı fuzzy množin se zabýval Zadeh [70]. Množina
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náhodných jev̊u byla zobecněna na př́ıpad fuzzy náhodných jev̊u a jej́ı vlastnosti

dokázali Negoita a Ralescu [36].

Nejstarš́ı a nejčastěji použ́ıvaná pravděpodobnostńı mı́ra pro fuzzy náhodné

jevy byla představena Zadehem [70]. Tato mı́ra je použita např. v [35, 66, 67]

a vyjadřuje pravděpodobnost fuzzy náhodného jevu jako reálné č́ıslo.

Yager [61] však ṕı̌se, že intuitivně se jev́ı býti přirozené, aby pravděpodobnost

fuzzy náhodného jevu byla také fuzzy. V literatuře lze tedy naj́ıt také př́ıstupy,

kdy pravděpodobnost́ı fuzzy náhodného jevu je fuzzy č́ıslo nebo obecně jen fuzzy

množina. Tyto př́ıstupy lze rozdělit na práce zaměřené teoreticky, jako např.

[24, 34, 33, 46, 44, 45, 54], a práce zaměřené na praktické aplikace jako [5, 18, 25,

57, 61, 62].

V praxi se setkáváme i s problémy, kdy nemáme dostatek informaćı o pravdě-

podobnostńı mı́̌re na uvažovaném univerzu. V takových př́ıpadech může být

pravděpodobnostńı mı́ra modelována také za pomoci aparátu teorie fuzzy množin

(viz [4, 31, 38, 57]).

V literatuře již bylo definováno také několik fuzzy pravděpodobnostńıch pro-

stor̊u, které uvažuj́ı některou ze zmı́něných pravděpodobnostńıch měr, anebo sṕı̌se

rozeb́ıraj́ı jejich vlastnosti. Je to studováno např. v [5, 24, 44, 54, 57, 60, 59, 68].

Avšak práce zaměřené na praktické aplikace jsou zejména [5, 57, 68].

Fuzzy pravděpodobnostńı prostory, resp. fuzzy pravděpodobnostńı rozděleńı,

lze využ́ıt ve statistice k řešeńı úloh, při nichž všechny informace nejsou známy

zcela přesně, např. jestliže nám při experimentu nějaké pozorováńı zcela chyb́ı,

anebo neznáme jeho přesnou hodnotu. Statickými metodami pro fuzzy data a od-

hadem fuzzy parametr̊u rozděleńı pravděpodobnosti z fuzzy dat se zabývá Viertl

[59]. Rozš́ı̌reńı známých rozděleńı pravděpodobnosti na př́ıpad jejich neurčitě po-

psaných parametr̊u studoval Buckley [6, 7].

Jinou oblast́ı, v ńıž fuzzy pravděpodobnostńı prostory mohou nalézt uplatněńı,

je teorie rozhodováńı za rizika. Zde se využ́ıvaj́ı rozhodovaćı matice, které mohou

být užitečným nástrojem pro podporu rozhodováńı také ve vágně definovaném,

tj. fuzzy, prostřed́ı. Rozhodovaćı matice, kterým se věnuj́ı např. v [16, 21, 39, 65],
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modeluj́ı situace, ve kterých d̊usledky možných variant rozhodnut́ı záviśı na sta-

vech světa, jež mohou nastat. Rozhodovaćımi maticemi s fuzzy prvky se zabývaj́ı

např. v [57]. Využit́ı r̊uzných agregačńıch operátor̊u v rozhodovaćı matici s pod-

kladovou fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou a př́ıslušnými fuzzy pravděpodobnostmi

stav̊u světa je rozebráno v [53].

V [57] je uvažována rozhodovaćı matice, ve které jsou stavy světa vyjádřeny

pomoćı fuzzy množin na univerzu, na němž je dáno rozděleńım pravděpodobnosti.

Autoři navrhli v tomto př́ıpadě postupovat shodně jako v př́ıpadě přesně po-

psaných stav̊u světa, tj. určili pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa pomoćı vzorce

navrženého Zadehem v [70]. V rámci tohoto př́ıstupu jsou d̊usledky variant chápány

jako diskrétńı náhodné veličiny nabývaj́ıćı fuzzy hodnot s pravděpodobnostmi

uvažovaných stav̊u světa.

1.2. Ćıle disertačńı práce

Ćıle disertačńı práce jsou:

1. Popsat možné zp̊usoby fuzzifikace ostrého pravděpodobnostńıho prostoru

na př́ıpad fuzzy jev̊u a fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry.

2. Prozkoumat r̊uzné zp̊usoby vyjádřeńı pravděpodobnosti fuzzy jevu na zákla-

dě ostré pravděpodobnostńı mı́ry a vzájemně srovnat jejich vlastnosti.

3. Navrhnout možné vyjádřeńı pravděpodobnosti fuzzy jevu na základě fuzzy

pravděpodobnostńı mı́ry a prozkoumat jeho vlastnosti.

4. Ukázat možné aplikace fuzzy pravděpodobnostńıch prostor̊u při rozhodováńı

za rizika. Zaměřit se na jejich využit́ı v nástroji rozhodovaćı matice v několika

úrovńıch jej́ı fuzzifikace a popsat možné př́ıstupy k jej́ımu řešeńı. Popsané

př́ıstupy vzájemně srovnat a ilustrovat na př́ıkladech.
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1.3. Struktura a výsledky disertačńı práce

Nyńı představ́ıme náplň následuj́ıćıch kapitol disertačńı práce a zmı́ńıme vý-

sledky, kterých bylo dosaženo.

Druhá kapitola je věnována základńım pojmům a vztah̊um z teorie fuzzy

množin. Jej́ı náplńı jsou zejména fuzzy č́ısla. Je zde také popsán fuzzy vážený

pr̊uměr s normovanými fuzzy váhami. V posledńı části této kapitoly je připome-

nuta báze fuzzy pravidel a dva inferenčńı algoritmy, využité v kapitole 4 této

práce.

Ve třet́ı kapitole je fuzzifikován Kolmogorov̊uv pravděpodobnostńı prostor.

V části věnované pravděpodobnostńımu prostoru se σ-algebrou fuzzy jev̊u a os-

trou pravděpodobnostńı mı́rou jsou dokázány některé vlastnosti Zadehovy prav-

děpodobnostńı mı́ry, které dosud v literatuře zkoumány nebyly. Dále jsou doká-

zány fuzzifikované vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry, které zachovávaj́ı fuzzy

pravděpodobnosti fuzzy jev̊u dle Yagerovy definice. Dokázáno je také zachováńı

některých fuzzifikovaných vlastnost́ı pravděpodobnostńı mı́ry pro fuzzy pravdě-

podobnosti fuzzy jev̊u dle Klementa a nověǰśıho Yagerova př́ıstupu. Vždy je zhod-

nocena vhodnost daného př́ıstupu k vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u.

Ve druhé části třet́ı kapitoly je nově definována fuzzy pravděpodobnostńı mı́ra

jako fuzzy množina ostrých pravděpodobnostńıch měr, jej́ıž α-̌rezy maj́ı vlast-

nosti analogické vlastnostem fuzzy č́ısla. Ve třet́ı části je nově rozš́ı̌rena Zadehova

pravděpodobnost fuzzy jev̊u na př́ıpad fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry. Jsou zde

dokázány jej́ı vlastnosti coby pravděpodobnostńı mı́ry a posouzena jej́ı vhodnost.

Čtvrtá kapitola obsahuje aplikace fuzzifikovaných pravděpodobnostńıch pro-

stor̊u na rozhodovaćı matici. Nejprve je zkoumána rozhodovaćı matice s ex-

pertně zadanými fuzzy pravděpodobnostmi stav̊u světa. Poté jsou popsány dva

možné př́ıstupy k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa. Jsou zde také uvedeny

vzorce pro výpočet očekávaných hodnot d̊usledk̊u variant a korektńı vzorce pro

výpočet jejich rozptyl̊u. Problematika výpočtu rozptyl̊u d̊usledk̊u variant byla

řešena v [49].

Rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa a fuzzy d̊usledky variant za daných
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stav̊u světa byla popsána pomoćı systému báźı fuzzy pravidel v [51]. V tomto

článku byly také srovnány vzorce pro výpočet charakteristik variant na základě

popisu rozhodovaćı matice jako systému báźı fuzzy pravidel s těmi, které byly

použity autory v [57].

Rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa popsaná pomoćı systému báźı fuzzy

pravidel byla rozš́ı̌rena na př́ıpad podkladové diskrétńı fuzzy pravděpodobnostńı

mı́ry v [50]. Tento problém byl v [41] rozš́ı̌ren na př́ıpad, kdy stavy světa stejně

jako d̊usledky variant jsou modelovány pomoćı fuzzy množin definovaných na

univerzu, na kterém je dáno diskrétńı rozděleńı fuzzy pravděpodobnosti.

V posledńı části čtvrté kapitoly jsou popsány a vzájemně srovnány možné

př́ıstupy k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa, fuzzy d̊usledky variant i pod-

kladovou fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou. Popsané př́ıstupy jsou také ilustrovány

na př́ıkladech.
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Kapitola 2

Fuzzy množiny

Druhá kapitola je věnována fuzzy množinám. Nejprve je zde rozebrán rozd́ıl

mezi množinou a fuzzy množinou, na který navazuje popis základńıch operaćı

s fuzzy množinami. Dále je představena speciálńı tř́ıda fuzzy množin, tzv. fuzzy

č́ısla, a popsáno poč́ıtáńı s nimi včetně jejich fuzzy váženého pr̊uměru. Posledńı

část kapitoly je věnována jazykovým proměnným a možnému zp̊usobu popisu

vztah̊u mezi nimi.

2.1. Od množin k fuzzy množinám

V této kapitole je vysvětlen rozd́ıl mezi množinami, které budou dále nazývány

ostrými množinami (v angličtině označovanými jako crisp sets), a fuzzy množina-

mi. Následně jsou zde zavedeny základńı pojmy pro práci s fuzzy množinami,

které budou později využity.

Teorie množin byla zavedena Cantorem [9] v roce 1874. Cantor chápe množinu

jako souhrn jej́ıch prvk̊u. V současném pojet́ı lze množinu jednoznačně určit také

pomoćı jej́ı charakteristické funkce.

Definice 2.1. Necht’ je dána neprázdná množina Ω. Charakteristickou funkćı

množiny A ⊆ Ω nazveme funkci χA : Ω → {0, 1}, jej́ı̌z hodnota se pro libovolné

ω ∈ Ω urč́ı následovně:

χA(ω) =

{
1, pokud ω ∈ A,
0, jinak.
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Poznámka 2.1. V daľśım textu bude Ω označovat neprázdnou množinu, tzv.

univerzum.

Př́ıklad 2.1. Jednoduchým př́ıkladem množiny je množina jablek v koš́ıku nebo

množina aut vyrobených v posledńıch pěti letech. Jablko totǐz je v koš́ıku, anebo

neńı. Podobně, auto bylo vyrobeno v posledńıch pěti letech, nebo je starš́ı.

Charakteristická funkce množiny tedy popisuje, zda daný prvek ω do této

množiny patř́ı či nikoliv, tj. nabývá jen dvou hodnot. Jej́ım zobecněńım na př́ıpad,

kdy může nabývat nekonečně mnoha hodnot, źıskáme funkci př́ıslušnosti fuzzy

množiny. Fuzzy množiny představil Zadeh [69] v roce 1965 a jsou definovány

právě pomoćı jejich funkćı př́ıslušnosti.

Definice 2.2. Fuzzy množina A na Ω je určena svou funkćı př́ıslušnosti

µA : Ω→ 〈0, 1〉.

Pro libovolné ω ∈ Ω nazveme hodnotu µA(ω) stupněm př́ıslušnosti prvku ω k fuzzy

množině A.

Př́ıklad 2.2. Jako př́ıklady lze uvést množinu všech červených jablek v koš́ıku

a množinu všech nových aut. Některá jablka totǐz nemuśı být celá červená, mo-

hou být zpola žlutá. Podobně, od kdy auto označ́ıme za nové? Je nové auto ma-

ximálně rok staré? U neurčitých pojm̊u jako je právě červené jablko nebo nové

auto nejsme schopni určit přesnou hranici, od ńı̌z prvek, tj. jablko nebo auto, má

danou vlastnost.

Pro dané ω ∈ Ω vyjadřuje sutpeň př́ıslušnosti µA(ω) = 1, že daný prvek

ω zcela nálež́ı do fuzzy množiny A; µA(ω) = 0 znač́ı, že daný prvek ω do fuzzy

množiny A nenálež́ı. Daný prvek ω nálež́ı do fuzzy množiny A pouze zčásti, pokud

µA(ω) ∈ (0, 1).

Poznámka 2.2. V daľśım textu bude F(Ω) značit tř́ıdu všech fuzzy množin de-

finovaných na neprázdném univerzu Ω.
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Nyńı budou zavedeny dále použ́ıvané pojmy z teorie fuzzy množin. Jedná se

o jádro fuzzy množiny, nosič fuzzy množiny, α-̌rez fuzzy množiny a výšku fuzzy

množiny. Uvedeme také vlastnosti α-̌rez̊u fuzzy množin, které budou v daľśım

textu využity.

Definice 2.3. Jádrem fuzzy množiny A ∈ F(Ω), označeném Ker A (z anglického

slova kernel), rozumı́me

Ker A = {ω ∈ Ω | µA(ω) = 1} .

Definice 2.4. Nosičem fuzzy množiny A ∈ F(Ω), označeném SuppA (z ang-

lického slova support), rozumı́me

SuppA = {ω ∈ Ω | µA(ω) > 0} .

Definice 2.5. Pro libovolné α ∈ 〈0, 1〉 rozumı́me α-̌rezem fuzzy množiny A,

označeném Aα,

Aα = {ω ∈ Ω | µA(ω) ≥ α} .

Poznámka 2.3. Pro α = 0 rozumı́me α-řezem libovolné fuzzy množiny celé uni-

verzum Ω.

Poznámka 2.4. Množina A ⊆ Ω m̊uže být chápána jako speciálńı př́ıpad fuzzy

množiny A ∈ F(Ω), a to takové, že Aα = A pro všechna α ∈ (0, 1〉 a A0 = Ω.

Věta 2.1. Pro α-řezy libovolná fuzzy množiny A ∈ F(Ω) plat́ı:

1. Aα ⊆ Aβ pro všechna 0 ≤ β < α ≤ 1,

2. Aα =
⋂

0≤β<αAβ pro všechna 0 < α ≤ 1,

3. Supp A =
⋃
α∈(0,1〉Aα.

D̊ukaz. Viz [47].

Poznámka 2.5. V [47] je ukázáno, že fuzzy množinu lze zavést pomoćı systému

jej́ıch α-řez̊u Aα, α ∈ (0, 1〉, který splňuje vlastnosti z věty 2.1. Jej́ı funkci

př́ıslušnosti pak lze pro libovolné ω ∈ Ω zapsat µA(ω) = sup{α | ω ∈ Aα}.
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Definice 2.6. Výškou fuzzy množiny A ∈ F(Ω), označenou hgt(A) (z anglického

slova height), rozumı́me

hgt(A) = sup {µA(ω)|ω ∈ Ω} .

Definice 2.7. Má-li fuzzy množinu A ∈ F(Ω) výšku hgt(A) = 1, pak se nazývá

normálńı. V opačném př́ıpaddě se nazývá subnormálńı.

V závěru podkapitoly ještě zavedeme inkluzi a rovnost dvou fuzzy množin.

Definice 2.8. Fuzzy množina A ∈ F(Ω) je podmnožinou fuzzy množiny B ∈

F(Ω), znač́ıme A ⊆ B, pokud pro každé ω ∈ Ω plat́ı

µA(ω) ≤ µB(ω).

Definice 2.9. Fuzzy množina A ∈ F(Ω) je rovna fuzzy množině B ∈ F(Ω),

znač́ıme A = B, pokud pro každé ω ∈ Ω plat́ı

µA(ω) = µB(ω).

Inkluzi a rovnost dvou fuzzy množin lze vyjádřit také pomoćı jejich α-̌rez̊u,

jak uvád́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.2. Necht’ A,B ∈ F(Ω). Pak pro každé α ∈ (0, 1〉 plat́ı:

A ⊆ B ⇔ Aα ⊆ Bα,

A = B ⇔ Aα = Bα.

D̊ukaz. Tvrzeńı o inkluzi plyne př́ımo z definic 2.5 a 2.8. Tvrzeńı o rovnosti plyne

z definic 2.5 a 2.9.

2.2. Základńı operace s fuzzy množinami

S fuzzy množinami lze podobně jako s ostrými množinami provádět r̊uzné ope-

race. Podrobně se jimi zabývaj́ı např. [13, 27, 47]. Tato část se zabývá pr̊unikem,

sjednoceńım a doplňkem fuzzy množin. Tyto operace představuj́ı rozš́ı̌reńı operaćı

s ostrými množiny na př́ıpad fuzzy množin. Uvedené definice představil Zadeh

[69] ve svém prvńım článku o fuzzy množinách. Klir [27] je nazývá standardńı

fuzzy operace.
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Definice 2.10. Pr̊unik a sjednoceńı dvou fuzzy množin A ∈ F(Ω) a B ∈ F(Ω)

představuj́ı fuzzy množiny A ∩ B ∈ F(Ω) a A ∪ B ∈ F(Ω), jejichž funkce

př́ıslušnosti jsou pro libovolné ω ∈ Ω dány

µA∩B(ω) = min{µA(ω), µB(ω)},

µA∪B(ω) = max{µA(ω), µB(ω)}.

Věta 2.3. Necht’ A,B ∈ F(Ω). Pak pro každé α ∈ (0, 1〉 plat́ı:

(A ∩B)α = Aα ∩Bα,

(A ∪B)α = Aα ∪Bα.

D̊ukaz. Viz [27].

Definice 2.11. Doplněk fuzzy množiny A ∈ F(Ω) představuje fuzzy množina

Ac ∈ F(Ω), jej́ı̌z funkce př́ıslušnosti je pro libovolné ω ∈ Ω dána

µAc(ω) = 1− µA(ω).

Věta 2.4. Pro doplněk libovolné fuzzy množiny A ∈ F(Ω) plat́ı:

(Ac)α =

( ⋃
β>1−α

Aβ

)c

pro každé α ∈ (0, 1〉.

D̊ukaz. Viz [27].

Poznámka 2.6. V teorii a praxi se použ́ıvaj́ı také zobecněné operace pr̊uniku,

sjednoceńı a doplňku. Tyto zobecněné operace se obecně zavád́ı axiomaticky. Operá-

tory pro zobecněný pr̊unik se nazývaj́ı t-normy, pro zobecněné sjednoceńı se jedná

o t-konormy (v́ıce viz např. [13, 27]). Z těchto operaci jsou nejpouž́ıvaněǰśı tzv.

Lukasiewiczova t-norma a t-konorma (nazývány také odvážný pr̊unik a odvážné

sjednoceńı). Jejich výsledky v́ıce odpov́ıdaj́ı lidskému uvažováńı než výsledky výše

definovaných operaćı.
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2.3. Fuzzy č́ısla

Fuzzy č́ısla představuj́ı tř́ıdu fuzzy množin na reálné ose. Umožňuj́ı matema-

ticky popsat neurčitá množstv́ı, a proto se využ́ıvaj́ı v reálných aplikaćıch. V li-

teratuře lze nalézt r̊uzné definice fuzzy č́ısel v návaznosti na r̊uzné definice fuzzy

množin, a to např. v [13, 27, 47, 59]. V této práci budeme uvažovat následuj́ıćı

definici fuzzy č́ısla.

Definice 2.12. Fuzzy č́ıslem nazveme fuzzy množinu A ∈ F(R), pro kterou plat́ı:

1. Ker A 6= ∅;

2. Aα jsou uzavřené intervaly pro všechna α ∈ (0, 1〉;

3. SuppA je omezený.

Definice 2.13. Řekneme, že fuzzy č́ıslo A je definováno na intervalu 〈a, b〉, kde

a, b ∈ R, a ≤ b, pokud

SuppA ⊆ 〈a, b〉.

Poznámka 2.7. Tř́ıdu všech fuzzy č́ısel na reálné ose budeme dále značit FN (R).

Tř́ıdu všech fuzzy č́ısel na intervalu 〈a, b〉 budeme značit FN (〈a, b〉).

Nyńı se zaměř́ıme na funkce př́ıslušnosti fuzzy č́ısla. Následuj́ıćı věta tvrd́ı, že

funkce př́ıslušnosti fuzzy č́ısla může být obecně definována po částech.

Věta 2.5. Necht’ A ∈ F(R). A je fuzzy č́ıslo tehdy a jen tehdy, když existuje

čtveřice reálných č́ısel a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a4 takových, že pro funkci př́ıslušnosti

fuzzy množiny A plat́ı:

µA(x) =


1, pokud x ∈ 〈a2, a3〉,

L(x), pokud x ∈ (−∞, a2),
R(x), pokud x ∈ (a3,∞),

kde L : (−∞, a2) → 〈0, 1) je funkce neklesaj́ıćı, spojitá zprava a plat́ı pro ni, že

L(x) = 0, pokud x ∈ (−∞, a1); R : (a3,∞)→ 〈0, 1) je funkce nerostoućı, spojitá

zleva a taková, že R(x) = 0, pokud x ∈ (a4,∞).

20



D̊ukaz. Viz [27].

Ve větě 2.5 jsou využita čtyři reálná č́ısla označená a1, a2, a3, a4. V následuj́ıćı

definici je nazveme význačných hodnotami fuzzy č́ısla.

Definice 2.14. Význačnými hodnotami fuzzy č́ısla A ∈ FN (R) nazveme čtveřici

reálných č́ısel a1, a2, a3, a4 takových, že a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a4, 〈a1, a4〉 = Cl(SuppA)

a 〈a2, a3〉 = Ker A, kde Cl(SuppA) označuje uzávěr nosiče fuzzy č́ısla A.

V praktických aplikaćıch se často použ́ıvaj́ı lineárńı fuzzy č́ısla, tj. fuzzy č́ısla

s lineárńımi levými i pravými částmi funkce př́ıslušnosti, a to kv̊uli jednoduchosti

jejich zadáváńı. Stač́ı totiž zadat pouze jejich význačné hodnoty.

Definice 2.15. Lineárńım fuzzy č́ıslem určeným čtveřićı jeho význačných hodnot

a1, a2, a3, a4 rozumı́me fuzzy č́ıslo A, jehož funkce př́ıslušnosti je určena pro každé

x ∈ R následovně

µA(x) =


x−a1
a2−a1 pro x ∈ 〈a1, a2),

1 pro x ∈ 〈a2, a3〉,
a4−x
a4−a3 pro x ∈ (a3, a4〉,

0 jinak.

Rozlǐsujeme dva základńı typy lineárńıch fuzzy č́ısel, a to fuzzy č́ısla trojúhel-

ńıková a fuzzy č́ısla lichoběžńıková. Pro význačné hodnoty trojúhelńıkového fuzzy

č́ısla A plat́ı, že a2 = a3, tj. jeho jádro je jednoprvkové. Naproti tomu jádro

lichoběžńıkového fuzzy č́ısla představuje uzavřený interval.

Poznámka 2.8. Lichoběžńıkové fuzzy č́ıslo A určené čtveřićı jeho význačných

hodnot budeme v daľśım textu označovat 〈a1, a2, a3, a4〉. Trojúhelńıkové fuzzy č́ıslo

A určené trojićı jeho význačných hodnot budeme v daľśım textu označovat 〈a1, a2,

a4〉. V př́ıpadě, že některá význačná hodnota lineárńıho fuzzy č́ısla bude dána

desetinným č́ıslem, budou k odděleńı význačných hodnot tohoto fuzzy č́ısla použity

středńıky mı́sto čárek.

Fuzzy č́ısla lze zapsat i jiným zp̊usobem než pomoćı jejich význačných hodnot,

a to pomoćı tzv. dolńıch a horńıch funkćı reprezentuj́ıćıch krajńı hodnoty jejich

α-̌rez̊u.
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Věta 2.6. Necht’ A ∈ FN (R). Pak existuj́ı funkce a : 〈0, 1〉 → R a a : 〈0, 1〉 → R,

které jsou zleva spojité, splňuj́ı nerovnosti

a(α) ≤ a(β) ≤ a(β) ≤ a(α) pro každé 0 ≤ α < β ≤ 1

a pro které plat́ı

Aα =〈a(α), a(α)〉 pro všechna α ∈ (0, 1〉,

Cl(SuppA) =〈a(0), a(0)〉.

D̊ukaz. Viz [40].

Poznámka 2.9. Reálné č́ıslo c lze také vyjádřit pomoćı horńıch a dolńıch funkćı,

a to jako c(α) = c(α) = c pro každé α ∈ (0, 1〉.

Poznámka 2.10. Fuzzy č́ıslo A určené pomoćı jeho horńıch a dolńıch funkćı

budeme v daľśım textu označovat A = {〈a(α), a(α)〉 | α ∈ (0, 1〉}.

Na závěr kapitoly ještě zmiňme uspořádáńı fuzzy č́ısel, které bude využito

v aplikačńı části práce. Nejprve poṕı̌seme základńı uspořádáńı fuzzy č́ısel, a to

na základě uspořádáńı jejich α-̌rez̊u. Zadefinujeme pouze př́ıpad, kdy jedno fuzzy

č́ıslo je menš́ı než druhé. Rovnost byla totiž představena již v kapitole 2.1.

Definice 2.16. Necht’ A,B ∈ FN (R), A = {〈a(α), a(α)〉 | α ∈ (0, 1〉} a B ={
〈b(α), b(α)〉 | α ∈ (0, 1〉

}
. Pak řekneme, že A je menš́ı než B, znač́ıme A < B,

pokud současně plat́ı:

a) Aα ≤ Bα, tj. a(α) ≤ b(α) a zároveň a(α) ≤ b(α) pro každé α ∈ (0, 1〉,

b) Aα < Bα, tj. a(α) < b(α) a zároveň a(α) ≤ b(α), nebo a(α) ≤ b(α) a zároveň

a(α) < b(α) pro alespoň jedno α ∈ (0, 1〉.

Pokud plat́ı pouze a), pak řekneme, že A je menš́ı nebo rovno B, znač́ıme A ≤ B.

Fuzzy č́ısla lze uspořádat také na základě uspořádáńı jejich č́ıselných charak-

teristik (viz např. [13]). Dále využijeme pouze uspořádáńı na základě těžǐst’ fuzzy

množin. Těžǐstě fuzzy č́ısla je vyjádřeno reálným č́ıslem a představuje analogii ke

středńı hodnotě náhodné veličiny.
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Definice 2.17. Těžǐstě fuzzy množiny A je reálné č́ıslo cog(A) určené

cog(A) =

´∞
−∞ µA(x) · x dx´∞
−∞ µA(x) dx

. (2.1)

2.4. Výpočty s fuzzy č́ısly

Výpočty s fuzzy č́ısly jsou založeny na principu rozš́ı̌reńı. Ten představuje

základ pro fuzzy aritmetiku zobecňuj́ıćı intervalovou aritmetiku na př́ıpad fuzzy

č́ısel. Jak princip rozš́ı̌reńı, tak intervalová aritmetika poč́ıtaj́ıćı s α-̌rezy fuzzy

č́ısel jsou popsány v této kapitole. Na závěr je v podkapitole 2.4.1 představeno

konkrétńı využit́ı principu rozš́ı̌reńı, a to ve fuzzy váženém pr̊uměru.

Princip rozš́ıřeńı byl představen Zadehem v jeho trojici článk̊u o jazykové

aproximaci a přibližném usuzováńı [71, 72, 73], kde se často uplatňuje. Zavedeme

jej zde v obecné formě pro fuzzy množiny. Jak je známo, fuzzy č́ısla představuj́ı

speciálńı př́ıpady fuzzy množin. Obecně princip rozš́ı̌reńı funkce f zobrazuj́ıćı

jedno univerzum do univerza druhého indukuje, jak použit́ım funkce f źıskáme

obraz fuzzy množiny, definované na prvńım univerzu, na univerzu druhém.

Definice 2.18. Necht’ Ω a Ψ jsou univerza a necht’ je dáno zobrazeńı f : Ω →

Ψ. Pak fuzzifikaćı tohoto zobrazeńı, rozumı́me zobrazeńı fF : F(Ω) → F(Ψ),

které každé fuzzy množině A ∈ F(Ω) přiřazuje jej́ı obraz fF (A) ∈ F(Ψ) s funkćı

př́ıslušnosti definovanou pro každé y ∈ Ψ následovně

µfF (A)(y) =

{
sup {µA(x)|x ∈ Ω, f(x) = y} , pokud f−1(y) 6= ∅,
0, pokud f−1(y) = ∅.

Intervalová aritmetika pracuj́ıćı s α-řezy fuzzy č́ısel je popsána např. v [27].

V tomto př́ıpadě je fuzzy č́ıslo chápána jako systém jeho α-̌rez̊u. Každý α-̌rez je

pak určen svými krajńımi hodnotami, které se použ́ıvaj́ı při výpočtech obdobně

jako krajńı hodnoty interval̊u.

Uvažujme fuzzy č́ısla A = {〈a(α), a(α)〉 | α ∈ (0, 1〉} a B =
{
〈b(α), b(α)〉 |

α ∈ (0, 1〉} taková, mezi nimiž nejsou žádné vzájemné vztahy, tzv. interakce. Pak
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jejich součet, rozd́ıl, součin a pod́ıl źıskáme následovně

A+B =
{
〈a(α) + b(α), a(α) + b(α)〉 | α ∈ (0, 1〉

}
,

A−B =
{
〈a(α)− b(α), a(α)− b(α)〉 | α ∈ (0, 1〉

}
,

A ·B =
{
〈min

{
a(α) · b(α), a(α) · b(α), a(α) · b(α), a(α) · b(α)

}
,

max
{
a(α) · b(α), a(α) · b(α), a(α) · b(α), a(α) · b(α)

}
〉 | α ∈ (0, 1〉

}
,

A : B =
{
〈min

{
a(α) : b(α), a(α) : b(α), a(α) : b(α), a(α) : b(α)

}
,

max
{
a(α) : b(α), a(α) : b(α), a(α) : b(α), a(α) : b(α)

}
〉 | α ∈ (0, 1〉

}
.

Poznámka 2.11. Intervalovou aritmetiku pracuj́ıćı s α-řezy fuzzy č́ısel lze použ́ıt

pouze v př́ıpadech, kdy nejsou žádné interakce mezi fuzzy č́ısly. V př́ıpadě, že

vzájemné interakce mezi fuzzy č́ısly existuj́ı, lze použ́ıt tzv. princip rozš́ıřeńı s pod-

mı́nkou. V tomto př́ıpadě se do podmı́nek principu rozš́ıřeńı zaṕı̌śı vzájemné

vztahy mezi fuzzy č́ısly a výpočet se provede s jej́ıch uvažováńım. Př́ıkladem ta-

kových fuzzy č́ısel s interakcemi jsou dále zmı́něné normované fuzzy váhy i m-tice

fuzzy pravděpodobnost́ı.

2.4.1. Fuzzy vážený pr̊uměr

Poṕı̌seme fuzzy rozš́ı̌reńı operace váženého pr̊uměru na př́ıpad fuzzy č́ısel, a to

na základě výše představeného principu rozš́ı̌reńı. Zavedeme vzorce pro výpočet

fuzzy váženého pr̊uměru s tzv. normovanými fuzzy váhami a zmı́ńıme i př́ıpad,

kdy váhy jsou vyjádřeny reálnými č́ısly.

V praktických aplikaćıch, např. při agregaci d́ılč́ıch hodnoceńı do hodnoceńı

celkového ve v́ıcekriteriálńım rozhodováńı nebo při výpočtu očekávané hodnoty

v diskrétńıch modelech při rozhodováńı za rizika, se často využ́ıvá vážený pr̊uměr

tak, jak jej zavád́ı následuj́ıćı definice.

Definice 2.19. Necht’ u1, . . . , um jsou reálná č́ısla. Necht’ v1, . . . , vm, vj ∈ R,

vj ≥ 0,
∑m

j=1 vj = 1, představuj́ı normované váhy přiřazené č́ısl̊um u1, . . . , um.

Pak definujeme vážený pr̊uměr jako reálné č́ıslo u následovně

u =
m∑
j=1

vj · uj.
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Abychom mohli vhodným zp̊usobem fuzzifikovat vážený pr̊uměr, zaved’me

nejprve tzv. normované fuzzy váhy (viz např. [8, 40]).

Definice 2.20. Fuzzy č́ısla Vj, j = 1, 2, . . . ,m, definovaná na intervalu 〈0, 1〉,

nazveme normovanými fuzzy váhami, pokud pro všechna α ∈ (0, 1〉 a pro všechna

j ∈ {1, 2, . . . ,m} plat́ı: pro libovolné vj ∈ Vjα existuj́ı vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . ,m,

i 6= j, takové, že

vj +
m∑

i=1,i 6=j

vi = 1 .

Normované fuzzy váhy vyjadřuj́ı neurčité pod́ıly na celku rozděleném na části.

Nyńı již zaved’me tzv. fuzzy vážený pr̊uměr fuzzy č́ısel s normovanými fuzzy

váhami, který dále v práci využijeme.

Definice 2.21. Fuzzy vážený pr̊uměr fuzzy č́ısel Uj =
{
〈uj(α), uj(α)〉 | α ∈ (0, 1〉

}
,

j = 1, 2, . . . ,m, definovaných na intervalu 〈a, b〉, s normovanými fuzzy váhami

Vj =
{
〈vj(α), vj(α)〉 | α ∈ (0, 1〉

}
, j = 1, 2, . . . ,m, je fuzzy č́ıslo na intervalu

〈a, b〉, které označ́ıme U = {〈u(α), u(α)〉 | α ∈ (0, 1〉}, jehož funkce př́ıslušnosti

je pro libovolné u ∈ 〈a, b〉 dána vzorcem

µU(u) = max

{
min {µV1(v1), . . . , µVm(vm), µU1(u1), . . . , µUm(um)} |

m∑
j=1

vj · uj = u,

m∑
j=1

vj = 1, vj ≥ 0, uj ∈ 〈a, b〉, j = 1, 2, . . . ,m

}
.

Prakticky se fuzzy vážený pr̊uměr většinou poč́ıtá pomoćı α-̌rez̊u pro vybraná

α ∈ (0, 1〉. Funkce př́ıslušnosti výsledného fuzzy váženého pr̊uměru se pak urč́ı

aproximaćı. Pro libovolné α ∈ (0, 1〉 plat́ı:

u(α) = min

{
m∑
j=1

vj · uj(α) | vj ∈ 〈vj(α), vj(α)〉, j = 1, . . . ,m,
m∑
j=1

vj = 1

}
,

u(α) = max

{
m∑
j=1

vj · uj(α) | vj ∈ 〈vj(α), vj(α)〉, j = 1, . . . ,m,
m∑
j=1

vj = 1

}
.
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Poznámka 2.12. Speciálńım př́ıpadem fuzzy váženého pr̊uměru fuzzy č́ısel s nor-

movanými fuzzy váhami je fuzzy vážený pr̊uměr fuzzy č́ısel s normovanými reál-

nými váhami, kdy jsou váhy přiřazené fuzzy č́ısl̊um Uj ∈ FN (〈a, b〉), j = 1, 2, . . . ,

m, Uj =
{
〈uj(α), uj(α)〉 | α ∈ (0, 1〉}, vyjádřeny reálnými č́ısly vj, j = 1, 2, . . . ,

m,
∑m

j=1 vj = 1. Pak se α-řez fuzzy váženého pr̊uměru U ∈ FN (〈a, b〉), U =

{〈u(α), u(α)〉 | α ∈ (0, 1〉}, pro libovolné α ∈ (0, 1〉 źıská následovně

u(α) =
m∑
j=1

vj · uj(α),

u(α) =
m∑
j=1

vj · uj(α).

2.5. Jazyková proměnná a báze fuzzy pravidel

Náplńı této části práce jsou zejména definice jazykové proměnné, jazykové

škály a báze fuzzy pravidel. Poté jsou uvedeny Sugen̊uv a zobecněný Sugen̊uv

inferenčńı algoritmus k źıskáńı výstup̊u z dané báze fuzzy pravidel.

Jazyková proměnná představuje rozš́ı̌reńı reálné proměnné, v ńıž zaměňuje

č́ıselné hodnoty za slova. Jazyková proměnná je tedy proměnná, která nabývá

slovně popsaných hodnot, tzv. term̊u. Každému termu pak na základě daného

sémantického pravidla přǐrazuje jeho matematický význam. Představil ji Zadeh ve

své trojici článk̊u o jazykové proměnné a jejich aplikaćıch v přibližném usuzováńı

[71, 72, 73].

Definice 2.22. Uspořádanou pětici (X , T (X ), 〈a, b〉, G, M), kde X je název ja-

zykové proměnné, T (X ) = {T1, . . . , Ts} je množina jej́ıch jazykových term̊u, 〈a, b〉

je univerzum, G představuje syntaktické pravidlo pro generováńı term̊u z T (X )

a M je sémantické pravidlo přiřazuj́ıćı každé jazykové hodnotě jej́ı matematický

význam, nazveme jazykovou proměnnou.

V praktických aplikaćıch hodnoty jazykové proměnné často tvoř́ı speciálńı

strukturu, tzv. jazykovou škálu. Než ji však bude možné představit, je třeba

nejprve zadefinovat fuzzy rozklad uzavřeného intervalu 〈a, b〉.
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Definice 2.23. Fuzzy č́ısla Ti ∈ FN (〈a, b〉), i = 1, . . . , s, tvoř́ı fuzzy rozklad

uzavřeného intervalu 〈a, b〉, pokud pro každé x ∈ 〈a, b〉 plat́ı, že

s∑
i=1

µTi(x) = 1.

Jazyková škála pak představuje množinu jazykových hodnot, jejichž matema-

tické významy tvoř́ı fuzzy rozklad uzavřeného intervalu 〈a, b〉 a jsou indexovány

na základě jejich lineárńıho uspořádáńı.

Definice 2.24. Jazyková proměnná (X , T (X ), 〈a, b〉, G, M), T (X ) = {T1, . . . , Ts},

tvoř́ı jazykovou škálu, pokud fuzzy č́ısla Ti = M(Ti), i = 1, . . . , s, Ti ∈ FN (〈a, b〉),

jsou oč́ıslována ve shodě s jejich lineárńım uspořádáńım, tj. T1 < T2 < · · · < Ts

(viz definice 2.16) a tvoř́ı fuzzy rozklad intervalu 〈a, b〉 (viz definice 2.23).

Př́ıklad 2.3. Uvažujme jazykovou škálu zobrazenou na obrázku 2.1. Tuto škálu

tvoř́ı jazykové termy
”

velká ztráta“ (V−),
”

malá ztráta“ (M−),
”

téměř nulový

zisk či ztráta“ (TNZ),
”

malý zisk“ (M+) a
”

velký zisk“ (V+).

Obrázek 2.1: Př́ıklad jazykové škály

Daľśı možné uplatněńı jazykových proměnných představuje tzv. báze fuzzy

pravidel. Báze fuzzy pravidel slouž́ı k jazykovému popisu matematických závislost́ı
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mezi vstupńımi a výstupńımi proměnnými, které jsou modelovány pomoćı jazy-

kových proměnných. V kapitole zabývaj́ıćı se praktickými aplikacemi je využita

pouze báze pravidel s jednou vstupńı a jednou výstupńı proměnnou, která vždy

přǐrazuje jedné hodnotě vstupńı proměnné jednu hodnotu výstupńı proměnné.

Definice 2.25. Necht’ jsou dány dvě jazykové proměnné (S, T (S), 〈a, b〉, Gs,Ms)

a (H, T (H), 〈c, d〉, Gh, Mh), kde T (S) = {S1, . . . ,Sm}, Ms(Sj) = Sj, j =

1, . . . ,m, Sj ∈ FN (〈a, b〉), T (H) = {H1, . . . ,Hk}, Mh(Hk) = Hk , k = 1, . . . , l,

l ≤ m, Hk ∈ FN(〈c, d〉).

Báźı fuzzy pravidel nazveme množinu m pravidel ve tvaru:

Jestlǐze S je Sj, pak H je Hk, j = 1 . . . ,m, k = 1, . . . , l, l ≤ m.

Poznámka 2.13. Vstupy a výstupy z báze fuzzy pravidel, tj. levé a pravé strany

pravidel, nejsou v některých př́ıpadech popsány slovně, ale č́ıselně. V těchto př́ıpa-

dech báze fuzzy pravidel slovně popisuje vztah mezi hodnotami dvou reálných

proměnných, popř. mezi jazykovou proměnnou a reálnou proměnnou.

Později budeme uvažovat, že množina T (S) představuje množinu možných

stav̊u světa. Množina T (H) bude představovat množinu d̊usledk̊u dané varianty

za daných stav̊u světa Sj. Při vztahu mezi stavy světa a d̊usledky za daných

stav̊u světa popsanými pro danou variantu pomoćı báze fuzzy pravidel nás bude

zaj́ımat, jak źıskáme nějaký celkový d̊usledek této varianty. Přesněji řečeno,

chceme z dané báze fuzzy pravidel źıskat nějaký výstup. Využijeme k tomu Suge-

nova inferenčńıho algoritmu nebo Zobecněného Sugenova inferenčńıho algoritmu.

Sugen̊uv inferenčńı algoritmus, představený Sugenem [55] v roce 1985, předpo-

kládá, že matematickou reprezentaćı hodnot vstupńı proměnné jsou fuzzy č́ısla

zat́ımco hodnoty výstupńı proměnné představuj́ı reálná č́ısla. Výstupem z báze

fuzzy pravidel je v tomto př́ıpadě reálné č́ıslo.

Necht’ je dána báze fuzzy pravidel ve tvaru:

Jestliže S je Sj, pak h je hk, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , l, l ≤ m,
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kde Ms(Sj) = Sj, Sj ∈ FN (〈a, b〉) a hj ∈ R. Necht’ je dána vstupńı hodnota S ′.

Pak výstup hS, hS ∈ R, se z dané báze fuzzy pravidel źıská

hS =

∑m
j=1 hgt(Sj ∩ S ′) · hj∑m
j=1 hgt(Sj ∩ S ′)

. (2.2)

Naproti tomu Zobecněný Sugen̊uv inferenčńı algoritmus, popsaný v [56], pra-

cuje s fuzzy č́ısly na obou stranách pravidel. Výstupem z báze fuzzy pravidel je

pak fuzzy č́ıslo.

Necht’ je dána báze fuzzy pravidel ve tvaru:

Jestliže S je Sj, pak H je Hk, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , l, l ≤ m,

kde Ms(Sj) = Sj, Sj ∈ FN (〈a, b〉), Mh(Hj) = Hj a Hj ∈ FN(〈c, d〉). Necht’ je

dána vstupńı hodnota S ′. Pak výstup HS, HS ∈ FN(〈c, d〉), se z dané báze fuzzy

pravidel źıská

HS =

∑m
j=1 hgt(Sj ∩ S ′) ·Hj∑m

j=1 hgt(Sj ∩ S ′)
. (2.3)
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Kapitola 3

Fuzzy pravděpodobnostńı prostor

Náplńı této kapitoly je fuzzifikace pravděpodobnostńıho prostoru. Nejprve je

definován pravděpodobnostńı prostor a připomenuty základńı vlastnosti pravdě-

podobnostńı mı́ry. Následně jsou popsány tři typy fuzzy pravděpodobnostńıch

prostor̊u, kde jsou rozš́ı̌reny jevy na př́ıpad fuzzy jev̊u, σ-algebra náhodných

jev̊u na př́ıpad σ-algebry fuzzy jev̊u a pravděpodobnostńı mı́ra na př́ıpad fuzzy

pravděpodobnostńı mı́ry. Pravděpodobnosti fuzzy jev̊u mohou být vyjádřeny

v́ıcero zp̊usoby. Zp̊usoby popsané v literatuře jsou analyzovány v př́ıslušných

částech této kapitoly, popř. jsou navrženy př́ıstupy nové.

3.1. Pravděpodobnostńı prostor

V této části je definován pravděpodobnostńı prostor a popsány vlastnosti

pravděpodobnostńı mı́ry. Pravděpodobnostńı prostor byl zaveden Kolmogorovem

[29] v roce 1933.

Začněme definićı σ-algebry, kterou tvoř́ı náhodné jevy na daném neprázdném

univerzu Ω.

Definice 3.1. σ-algebraA náhodných jev̊u představuje neprázdnou tř́ıdu množin,

která je uzavřená vzhledem ke sjednoceńı spočetně mnoha množin a doplňku, tj.

plat́ı:

1. Pokud A1, A2, · · · ∈ A, pak také
⋃∞
i=1Ai ∈ A.

2. Pokud A ∈ A, pak také Ac ∈ A.
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Posledńı ze složek pravděpodobnostńıho prostoru je pravděpodobnostńı mı́ra.

Abychom funkci P mohli nazvat pravděpodobnostńı mı́rou (poprvé byla před-

stavena Kolmogorovem [29]), muśı splňovat tři axiomy uvedené v následuj́ıćı de-

finici.

Definice 3.2. Necht’ Ω znač́ı neprázdnou množinu všech elementárńıch jev̊u a A

přestavuje σ-algebru náhodných jev̊u. Pravděpodobnostńı mı́rou nazveme každou

reálnou funkci P , která splňuje následuj́ıćı axiomy:

1.

P (A) ≥ 0 pro každé A ∈ A; (3.1)

2.

P (Ω) = 1; (3.2)

3. pro každou posloupnost množin A1, A2, . . . ∈ A takovou, že Ai ∩Aj = ∅ pro

každé i, j ∈ N, i 6= j, plat́ı:

P

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P (Ai). (3.3)

Obecně je tedy pravděpodobnostńı mı́ra množinová funkce, která je nezáporná

(axiom (3.1)), normovaná (tj. pravděpodobnost celého univerza je rovna jedné -

axiom (3.2)) a spočetně aditivńı (axiom (3.3)).

Analogicky může být pravděpodobnostńı mı́ra definována jako zobrazeńı P :

A → 〈0, 1〉, které každému náhodnému jevuA ∈ A přǐrazuje jeho pravděpodobnost

P (A) ∈ 〈0, 1〉, splňuj́ıćı (3.2) a (3.3).

Nyńı se dostáváme k pravděpodobnostńımu prostoru, který zavád́ı následuj́ıćı

definice.

Definice 3.3. Pravděpodobnostńım prostorem nazveme uspořádanou trojici (Ω,

A, P ), kde Ω označuje neprázdnou množinu všech elementárńıch jev̊u, A přestavu-

je σ-algebru náhodných jev̊u a P : A → 〈0, 1〉 je pravděpodobnostńı mı́ra.
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V aplikačńı části této práce budeme uvažovat, že množina všech elementárńıch

jev̊u Ω je tvořena všemi možnými budoućımi stavy světa.

Na závěr ještě zaved’me pojem měřitelný prostor, tj. prostor na němž neńı

uvažována konkrétńı mı́ra.

Definice 3.4. Necht’ Ω znač́ı neprázdnou množinu všech elementárńıch jev̊u a A

přestavuje σ-algebru náhodných jev̊u. Uspořádanou dvojici (Ω,A) pak nazveme

měřitelným prostorem.

Měřitelný prostor dále využijeme při fuzzifikaci pravděpodobnostńı mı́ry.

3.1.1. Vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry

Nyńı ukážeme daľśı vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry a rozebereme také jej́ı

interpretaci.

Každá pravděpodobnostńı mı́ra má také daľśı vlastnosti, které hraj́ı velkou

roli v praktických aplikaćıch. Tyto vlastnosti jsou uvedeny v následuj́ıćı větě.

Věta 3.1. Pro pravděpodobnostńı mı́ru P plat́ı:

1. P (∅) = 0;

2. pro každé A,B ∈ A, A ⊆ B: P (A) ≤ P (B);

3. pro každé A,B ∈ A: P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B);

4. pro každé A ∈ A: P (Ac) = 1− P (A);

5. pro každé A1, . . . , An ∈ A takové, že Ai∩Aj = ∅ pro každé i, j ∈ {1, . . . , n},

i 6= j, a
⋃n
i=1Ai = Ω plat́ı:

∑n
i=1 P (Ai) = 1.

D̊ukaz. Důkazy vlastnost́ı 1. - 4. viz [30]. Posledńı vlastnost je d̊usledkem plat-

nosti axiomů (3.2) a (3.3).

Ještě popǐsme interpretaci pravděpodobnost́ı. Pravděpodobnost P (A) jedno-

značně určeného ostrého jevu A je běžně chápána jako mı́ra šance, že daný jev

A nastane někdy v budoucnu. Např. pokud A označuje jev
”
úroková mı́ra bude
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menš́ı nebo rovna 2 % p.a.“ a P (A) = 0, 5, pak v́ıme, že je zde zcela totožná

šance, že úroková mı́ra bude menš́ı nebo rovna 2 % p.a., nebo, že úroková mı́ra

bude větš́ı než 2 % p.a. Jinými slovy, pokud bychom neustále opakovali daný

proces, pak by relativńı četnosti výskytu obou možnost́ı konvergovaly k 50 %.

V daľśıch částech budeme studovat zachováńı popsaných vlastnost́ı také pro

r̊uzné zp̊usoby vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u.

3.2. Fuzzy pravděpodobnostńı prostor

Pravděpodobnostńı prostor popsaný v kapitole 3.1 může být fuzzifikován

r̊uznými zp̊usoby. σ-algebra může být rozš́ı̌rena na př́ıpad fuzzy jev̊u. Obdobně

můžeme také uvažovat ostrou anebo fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru.

V následuj́ıćıch podkapitolách tedy představ́ıme r̊uzné zp̊usoby fuzzifikace

pravděpodobnostńıho prostoru, tj. r̊uzné varianty tzv. fuzzy pravděpodobnostńıho

prostoru. Součást́ı této části je také popis r̊uzných zp̊usob̊u vyjádřeńı pravděpo-

dobnost́ı fuzzy jev̊u včetně pr̊uzkumu jejich vlastnost́ı.

3.2.1. Pravděpodobnostńı prostor se σ-algebrou fuzzy jev̊u

a ostrou pravděpodobnostńı mı́rou

V této části je daný pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P ) rozš́ı̌ren na př́ıpad

fuzzy jev̊u. Je zde popsán př́ıstup navržený Zadehem [68].

Zadeh ve skutečnosti uvažoval Ω = Rn a A = Bn, kde Bn znač́ı σ-algebru

Borelovských množin na Rn (v́ıce o Borelovských množinách a teorii mı́ry lze

nalézt např. v [17]). Popsaný zp̊usob rozš́ı̌reńı však může být bez jakýchkoli

modifikaćı aplikován také na př́ıpad obecného univerza Ω a obecné σ-algebry A.

Nejprve určeme, jaké fuzzy množiny definované na Ω představuj́ı fuzzy jevy.

Zaheh [70] zavedl pojem fuzzy jev následovně:

Definice 3.5. Fuzzy jevem nazveme fuzzy množinu A ∈ F(Ω), jej́ı̌z funkce

př́ıslušnosti je A-měřitelná, tj. Aα ∈ A pro každé α ∈ (0, 1〉.

Př́ıklad 3.1. Pro srovnáńı s ostrým jevem A uvažovaným v části 3.1.1 uvažujme
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vágně popsané jevy
”

ńızká úroková mı́ra“ a
”

př́ı̌st́ı rok se očekává úroková mı́ra

asi 2 %“. Oba tyto jevy představuj́ı neurčitý popis budoućıho stavu, a proto by

měly být matematicky popsány pomoćı aparátu teorie fuzzy množin.

Nyńı definujme pojem σ-algebra fuzzy jev̊u shodně jako v [36], abychom s ńım

mohli dále pracovat.

Definice 3.6. σ-algebraAF fuzzy jev̊u představuje neprázdnou tř́ıdu fuzzy množin,

která je uzavřená vzhledem ke sjednoceńı spočetně mnoha fuzzy množin, doplňku

a jej́ımž prvkem je také celé univerzum, tj. plat́ı:

1. pro každé A1, A2 . . . ∈ AF :
⋃∞
i=1 Ai ∈ AF ,

2. pro každé A ∈ AF : Ac ∈ AF ,

3. Ω ∈ AF .

Jevy na daném univerzu tvoř́ı σ-algebru A (viz definice 3.1), pokud splňuj́ı

prvńı dvě podmı́nky z definice 3.6. Fuzzy jevy však k tvorbě σ-algebry AF fuzzy

jev̊u muśı splnit ještě jednu podmı́nku nav́ıc: Samotné univerzum muśı být prv-

kem σ-algebry AF fuzzy jev̊u. Potřeba této vlastnosti je zp̊usobena definicemi

operaćı s fuzzy množinami popsanými v kapitole 2.2. Sjednoceńım fuzzy jevu

a doplňkového fuzzy jevu (viz definice 2.11) totiž obecně neźıskáme celé univer-

zum Ω.

Následuj́ıćı věta tvrd́ı, že fuzzy jevy na daném univerzu Ω tvoř́ı σ-algebru

fuzzy jev̊u.

Věta 3.2. Množina všech fuzzy jev̊u na Ω tvoř́ı σ-algebru AF fuzzy jev̊u na Ω.

D̊ukaz. Viz [36].

Vzájemný vztah mezi σ-algebrou A a σ-algebrou AF fuzzy jev̊u popisuje

následuj́ıćı poznámka.

Poznámka 3.1. σ-algebra A obsahuje všechny náhodné jevy na univerzu Ω. Na-

proti tomu fuzzy σ-algebra AF fuzzy jev̊u obsahuje kromě těchto náhodných jev̊u
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nav́ıc také všechny fuzzy jevy na univerzu Ω. Pokud tedy chápeme ostré jevy jako

speciálńı př́ıpad fuzzy jev̊u, tzn. množiny jako speciálńı př́ıpad fuzzy množin (viz

pozn. 2.4), pak A ⊆ AF .

Kv̊uli využit́ı v aplikačńı části práce ještě zaved’me pojem fuzzy měřitelný

prostor, tj. měřitelný prostor, do jehož σ-algebry pař́ı kromě náhodných jev̊u

také fuzzy náhodné jevy.

Definice 3.7. Necht’ Ω znač́ı neprázdnou množinu elementárńıch jev̊u a AF σ-

algebru fuzzy jev̊u. Pak uspořádanou dvojici (Ω,AF ) nazveme fuzzy měřitelným

prostorem.

Nyńı se dostáváme k fuzzy pravděpodobnostńımu prostoru. Naš́ım ćılem je

zkonstruovat uspořádanou trojici (Ω,AF , PAF ), kde Ω je neprázdná množina ele-

mentárńıch jev̊u, AF znač́ı σ-algebru fuzzy jev̊u a PAF představuje rozš́ı̌reńı

pravděpodobnostńı mı́ry P na př́ıpad fuzzy jev̊u.

Pravděpodobnostńı mı́ru P lze na př́ıpad fuzzy jev̊u rozš́ı̌rit r̊uznými zp̊usoby.

Dále nejprve poṕı̌seme zp̊usob, kdy je pravděpodobnost nějakého fuzzy jevu

vyjádřena reálným č́ıslem. Následně se zaměř́ıme na tři zp̊usoby výpočt̊u pravdě-

podobnost́ı fuzzy jev̊u vyjádřených pomoćı fuzzy množin.

Zp̊usoby vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u budou zkoumány z následuj́ı-

ćıch dvou hledisek:

1. Matematické vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry P popsané v kapitolách

3.1 a 3.1.1 by měly být nějakým zp̊usobem zachovány i v př́ıpadě fuzzy

jev̊u.

2. Interpretace pravděpodobnosti ostrého jevu by měla nějakým zp̊usobem

z̊ustat zachována i v př́ıpadě fuzzy jev̊u.

Druhý aspekt je motivován úvahou R. Yagera v [61]:
”
Otázka, jaký je význam

pravděpodobnosti nějakého fuzzy jevu, je obt́ıžná. Jej́ı zkoumáńı by mělo být

provázeno otázkou: Co znamená výrok, že fuzzy jev nastal?“ Problém je následuj́ı-

ćı: Pravděpodobnost jednoznačně určeného ostrého jevu je běžně interpretována
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jako mı́ra šance, že daný jev nastane v budoucnosti. Např. je-li pravděpodobnost

ostrého jevu
”
źıtra bude pr̊uměrná denńı teplota nejméně 30 ◦C“ rovna 0,5, pak

jsou zcela totožné šance, že źıtřeǰśı pr̊uměrná teplota bude nejméně 30 ◦C, anebo,

že bude nižš́ı. Nicméně, źıtra budeme schopni určit, zda uvažovaný ostrý jev na-

stal, nebo nenastal. Nyńı uvažujme neurčitě popsaný jev
”
źıtra bude horký den“.

Vyjádřeńım tohoto fuzzy jevu jako fuzzy množiny ve skutečnosti přǐrazujeme

každé denńı teplotě stupeň, ve kterém bude splněna podmı́nka
”
horký den“.

Pokud bude v tomto př́ıpadě stupeň naplněńı podmı́nky z otevřeného inter-

valu (0,1), tzn. bude-li źıtřeǰśı den považován za horký pouze částečně, nebu-

deme schopni jednoznačně rozhodnout, zda daný fuzzy jev nastal, nebo nenastal.

Budeme schopni pouze ř́ıci, že tento fuzzy jev nastal v jistém stupni. Stupně

př́ıslušnosti totiž obecně nemaj́ı pravděpodobnostńı interpretaci. Tato skutečnost

by se měla nějakým zp̊usobem projevit ve zp̊usobu vyjádřeńı pravděpodobnost́ı

fuzzy jev̊u.

Pravděpodobnost fuzzy jevu zavedená Zadehem [70]

Obsahem této části je rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry P na př́ıpad fuzzy

jev̊u, kdy je pravděpodobnost fuzzy jevu vyjádřena reálným č́ıslem. Následuje

pr̊uzkum vlastnost́ı této rozš́ı̌rené pravděpodobnostńı mı́ry, který byl publikován

v [43, 52], a definice př́ıslušného fuzzy pravděpodobnostńıho prostoru.

Zadeh [70] definoval pravděpodobnost PZ(A) fuzzy jevu A ∈ AF jako očekáva-

nou hodnotu jeho funkce př́ıslušnosti µA, tj. pomoćı Lebesgueova-Stieltjesova

integrálu

PZ(A) = E(µA) =

ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP. (3.4)

Existence tohoto integrálu plyne př́ımo z předpokladu, že funkce př́ıslušnosti µA

je A-měřitelná.

Ze vzorce (3.4) je zřejmé, že PZ : AF → 〈0, 1〉. Nav́ıc v [36] je ukázáno, že

PZ splňuje také potřebné axiomy pravděpodobnostńı mı́ry, tj. PZ(Ω) = 1 a pro

každé A1, A2, . . . ∈ AF takové, že Ai ∩ Aj = ∅ pro každé i, j ∈ N, i 6= j, plat́ı:
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PZ (
⋃∞
i=1 Ai) =

∑∞
i=1 PZ(Ai). Zaved’me tedy př́ıslušný fuzzy pravděpodobnostńı

prostor.

Definice 3.8. Necht’ Ω znač́ı neprázdnou množinu elementárńıch jev̊u a AF
představuje σ-algebru fuzzy jev̊u. Pak uspořádanou trojici (Ω,AF , PZ), kde PZ

je dána vzorcem (3.4), nazveme fuzzy pravděpodobnostńım prostorem se Zade-

hovou pravděpodobnostńı mı́rou.

Vztah mezi klasickou pravděpodobnost́ı a Zadehovou pravděpodobnost́ı ostrého

jevu popisuje poznámka 3.2. Plyne z ńı, že pro ostrý jev obě pravděpodobnosti

splývaj́ı.

Poznámka 3.2. Pro jakýkoli jev A ∈ A plat́ı, že µA(ω) = 1 pouze pro ω ∈ A a

µA(ω) = 0 pro ω 6∈ A. Proto PZ(A) = P (A).

Nyńı ukažme, že pravděpodobnostńı mı́ra PZ splňuje také daľśı vlastnosti

pravděpodobnostńı mı́ry (uvedené ve větě 3.1), což bylo společně s jej́ı interpretaćı

zkoumáno v [43, 52].

Věta 3.3. Pro pravděpodobnostńı mı́ru PZ plat́ı:

1. PZ(∅) = 0;

2. pokud A,B ∈ AF , A ⊆ B, pak PZ(A) ≤ PZ(B);

3. pro každé A,B ∈ AF : PZ(A ∪B) = PZ(A) + PZ(B)− PZ(A ∩B);

4. pro každé A ∈ AF : PZ(Ac) = 1− PZ(A);

5. pokud A1, . . . , An ∈ AF tvoř́ı fuzzy rozklad Ω, tj.
∑n

i=1 µAi(ω) = 1 pro každé

ω ∈ Ω, pak

n∑
i=1

PZ(Ai) = 1.

D̊ukaz.

1. PZ(∅) = P (∅) = 0;
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2. d̊ukaz viz [70];

3. d̊ukaz viz [70];

4. PZ(Ac) = E(µAc) = E(1 − µA) = 1 − E(µA) = 1 − PZ(A), kde E(·) znač́ı

středńı hodnotu výrazu uvedeného v závorkách;

5.
∑n

i=1 PZ(Ai) =
∑n

i=1E(µAi) = E (
∑n

i=1 µAi) = E(1) = 1, kde 1 je náhodná

veličina na Ω taková, že 1(ω) = 1 pro každé ω ∈ Ω.

Můžeme tedy vidět, že z matematického hlediska představuje zobrazeńı PZ

dané pomoćı vzorce (3.4) korektńı rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry P . Toto je

pravděpodobně d̊uvod, proč se jedná o v odborné literatuře nejrozš́ı̌reněǰśı zp̊usob

vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u. Vyvstává však otázka, zda pro fuzzy jev

A ∈ AF , který neńı ostrý, hodnota PZ(A) představuje jeho pravděpodobnost tak,

jak je běžně chápána. Tento problém bude nyńı rozebrán podrobněji.

Uvažujme vágně popsaný jev
”
úroková mı́ra bude ńızká“ matematicky po-

psaný fuzzy množinou A. Pokud PZ(A) = 0, 5, pak můžeme v budoucnu očekávat

úrokovou mı́ru i % p.a. takovou, že µA(i) = 0, 5, tj. očekávaný stupeň, v jakém

i odpov́ıdá termu
”
malá“, je roven 0, 5. Jedná se tedy o odlǐsný význam, než má

běžná interpretace pravděpodobnosti ostrého jevu. Vůbec se netýká šance, se kte-

rou nastane jev A v budoucnosti. Pokud ve skutečnosti totiž v budoucnu nastane

úroková mı́ra i∗ % p.a. taková, že µA(i∗) ∈ (0, 1), nebudeme schopni dokonce

ani jednoznačně rozhodnout, zda jev A nastal nebo nenastal, tedy zda úroková

mı́ra i je nebo neńı
”
malá“. Jediným př́ıpadem, kdy by hodnota PZ(A) mohla

mı́t stejný význam jako pravděpodobnost ostrého jevu popsaná v kapitole 3.1.1,

je ten, kdy stupeň př́ıslušnosti µA(u) je interpretován jako pravděpodobnost, že

prvek u nálež́ı jevu A. Takovou interpretaci stupň̊u př́ıslušnosti uvažovala Hisdal

[19]. Nicméně, stupně př́ıslušnosti standardně nemaj́ı pravděpodobnostńı inter-

pretaci. PZ(A) vyjadřuje pouze jaký stupeň splněńı podmı́nky, popsané pomoćıA,

můžeme očekávat v budoucnosti. Pouze pokud PZ(A) = 0, můžeme ř́ıci, že fuzzy

jev A nikdy nenastane (podmı́nka nebude nikdy splněna v nenulovém stupni),
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a pokud PZ(A) = 1, můžeme konstatovat, že fuzzy jev A je jistý (podmı́nka bude

vždy zcela splněna).

Jiná pravděpodobnostńı interpretace PZ(A) může být odvozena ze vztahu

představeného Höhlem [20], který je ekvivalentńı s (3.4) (dokázáno např. v [57])

a který má následuj́ıćı podobu:

PZ(A) =

ˆ 1

0

P (Aα)dα pro libovolné A ∈ AF .

Tedy PZ(A) může být viděna jako pr̊uměr pravděpodobnost́ı konkrétńıch α-̌rez̊u

Aα.

Pro př́ıpad, kdy PZ(A) ∈ (0, 1) a A ∈ AF neńı ostrá množina, ilustrujme

problém pomoćı dvou př́ıklad̊u. V prvńım je univerzum Ω tvořeno konečně mnoha

elementárńımi jevy. V druhém př́ıkladě je uvažováno Ω = R.

Př́ıklad 3.2. Uvažujme př́ıklad, který p̊uvodně pocháźı od Yagera [61]. Necht’

Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4} je množina lid́ı a A ∈ F(Ω) je fuzzy množina vysokých lid́ı

dána následovně

A = {0,7|ω1 ,
0,3 |ω2 ,

0,5 |ω3 ,
1 |ω4},

kde prvky množiny A jsou ve tvaru µA(ωi)|ωi, i = 1, 2, 3, 4.

Provedeme-li experiment, při kterém náhodně vybereme jednu osobu ω ∈ Ω

s následuj́ıćımi vlastnostmi

P (ω = ω1) = 0, 5, P (ω = ω2) = 0, 3, P (ω = ω3) = 0, 1 a P (ω = ω4) = 0, 1.

Pak pravděpodobnost fuzzy jevu A, tj. pravděpodobnost výběru vysoké osoby,

poč́ıtaná dle (3.4), bude

P (A) =
4∑
i=1

µA(ωi) · P (ω = ωi) = 0, 7 · 0, 5 + 0, 3 · 0, 3 + 0, 5 · 0, 1 + 1 · 0, 1 =

= 0, 59.

Výsledek 0, 59 vyjadřuje očekávaný stupeň př́ıslušnosti, ve kterém bude náhod-

ně vybraná osoba vysoká. Avšak nem̊užeme obecně ř́ıci, že zde existuje 59% šance,

že náhodně vybraná osoba bude vysoká.
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Př́ıklad 3.3. Uvažujme, že výška muž̊u v určité oblasti je normálně rozdělená se

středńı hodnotou 177 cm a směrodatnou odchylkou 7 cm. Dále uvažujme fuzzy jev

T =
”

muž je vysoký“, jehož funkce př́ıslušnosti µT je na obrázku 3.1.

Obrázek 3.1: Fuzzy jev
”
vysoký muž“

Pravděpodobnost fuzzy jevu T poč́ıtaná podle Zadehovy definice (3.4) je násle-

duj́ıćı

P (T ) =

ˆ ∞
185

µT (x) · 1

7
√

2π
· exp

{
−(x− 177)2

98

}
dx

.
= 0, 071.

Hodnota 0,071 však nevyjadřuje šanci, že muž z dané oblasti, kterého náhodně

potkáme, bude vysoký. Tato hodnota nám pouze ř́ıká, že středńı hodnota stupně

př́ıslušnosti náhodně potkaného muže k fuzzy jevu
”

vysoký muž“ je 0,071, což je

odlǐsný význam.

Daľśı problém představuje skutečnost, že hodnota PZ(A) nám nedává žádnou

informaci o fuzziness (tj. neurčitosti) fuzzy jevu A ∈ AF . To je hlavńı d̊uvod, proč

Yager [61] a také Talašová a Pavlačka [57] přǐsli s myšlenkou, že pravděpodobnost

fuzzy jevu by měla být také fuzzy, což bude analyzováno v daľśı části.

Fuzzy pravděpodobnost fuzzy jevu poč́ıtaná s využit́ım ostré pravděpo-

dobnostńı mı́ry P

Dále se zaměř́ıme na odlǐsný zp̊usob vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u

na základě ostré pravděpodobnostńı mı́ry P , a to pomoćı fuzzy množiny na inter-

valu 〈0, 1〉 nazývané fuzzy pravděpodobnost. S motivaćı pro tento př́ıstup přǐsel
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Yager [61]:
”
Intuitivně se zdá být nepřirozené, aby pravděpodobnost fuzzy množin

byla vyjádřena ostrým č́ıslem. Bylo by přirozeněǰśı, kdyby pravděpodobnost byla

vyjádřena fuzzy č́ıslem. Fuzziness nevzniká d́ıky nedostatečné znalosti pravděpo-

dobnostńı mı́ry, ale je zp̊usobena neurčitost́ı fuzzy jev̊u.“ Zaměř́ıme se tedy na tři

zp̊usoby definováńı fuzzy pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u, které byly publikovány

v odborné literatuře.

Fuzzy pravděpodobnosti fuzzy jev̊u podle Yagera [61]

Prvńı zp̊usob vyjádřeńı fuzzy pravděpodobnosti fuzzy jevu představil Yager

[61]. Později stejnou myšlenku nast́ınili Talašová a Pavlačka [57]. Velice podobnou

ideu uvažoval také Zadeh v [68], ale pouze pro diskrétńı univerzum Ω s konečným

počtem prvk̊u.

Yager [61] zavedl pravděpodobnosti fuzzy jev̊u pomoćı zobrazeńı PY : AF →

F(〈0, 1〉) definovaného následovně: Pro libovolný fuzzy jev A ∈ AF je pro všechna

p ∈ 〈0, 1〉 funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti PY (A) dána

µPY (A)(p) =

{
max{α | p = P (Aα)}, pokud {α | p = P (Aα)} 6= ∅,
0, jinak.

(3.5)

Jelikož Aα ∈ A pro jakékoli α ∈ (0, 1〉, jsme schopni určit všechny pravděpo-

dobnosti P (Aα). Uvažujme např́ıklad fuzzy jev A z př́ıkladu 3.2 a fuzzy jev T

z př́ıkladu 3.3. Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnost́ı PY (A) a PY (T ) jsou

zobrazeny na obrázćıch 3.2 a 3.3.

Obrázek 3.2: Funkce př́ıslušnosti µPY (A)(·) fuzzy pravděpodobnosti fuzzy jevu A
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Obrázek 3.3: Funkce př́ıslušnosti µPY (T )(·) fuzzy pravděpodobnosti fuzzy jevu T

Posud’me nyńı vhodnost tohoto př́ıstupu. Nejprve se zaměřme na interpretaci

fuzzy pravděpodobnosti PY (A) fuzzy jevu A ∈ AF . Ze vzorce (3.5) můžeme dle

Yagera [62] vidět, že stupeň př́ıslušnosti pravděpodobnosti p ∈ 〈0, 1〉 k fuzzy

pravděpodobnosti PY (A) je větš́ı než 0, pokud p vyjadřuje pravděpodobnost

splněńı podmı́nky dané fuzzy jevem A alespoň ve stupni α. Existuje zde tedy jasná

pravděpodobnostńı interpretace fuzzy pravděpodobnosti PY (A), která odpov́ıdá

běžnému významu pravděpodobnosti (viz diskuze v úvodu této podkapitoly).

Prozkoumejme nyńı, zda jsou vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry zachovány

pro PY . Pro libovolný ostrý jev A ∈ A plyne př́ımo ze vzorce (3.5), že fuzzy

pravděpodobnost PY (A)
”
splývá“ s hodnotou P (A), tj. µPY (A)(p) = 1 pro p =

P (A) a µPY (A)(p) = 0 pro libovolné p 6= P (A). Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravdě-

podobnosti PY (Ω) je proto dána následovně: µPY (Ω)(1) = 1 a µPY (Ω)(p) = 0 pro

libovolné p ∈ 〈0, 1).

Vlastnost pravděpodobnostńı mı́ry daná vzorcem (3.3) může být pro PY po-

zorována tak, jak uvád́ı následuj́ıćı věta.

Věta 3.4. Necht’ A1, A2, . . . ∈ AF jsou vzájemně disjunktńı, tj. Ai ∩ Aj = ∅

pro libovolné i, j ∈ N, i 6= j. Pak funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti

PY (
⋃∞
i=1Ai) m̊uže být źıskána z funkćı př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnost́ı PY (Ai),

i = 1, 2, . . ., následuj́ıćım zp̊usobem:

µPY (
⋃∞
i=1 Ai)

(p) =
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=

max
{
α | p =

∑∞
i=1 pi, pi = max

{
q | µPY (Ai)(q) ≥ α

}
, i = 1, 2, . . .

}
,

pokud nejméně jedno takové α existuje,
0, jinak.

(3.6)

D̊ukaz. Pro všechna α ∈ (0, 1〉 předpoklady implikuj́ı, že α-̌rezy z
⋃∞
i=1 Ai jsou

rovny
⋃∞
i=1 Aiα, a že Aiα∩Ajα = ∅ pro libovolné i, j ∈ N, i 6= j. Pak pro libovolné

p ∈ 〈0, 1〉:

µPY (
⋃∞
i=1 Ai)

(p) =

=

{
max {α | p = P (

⋃∞
i=1Aiα)} , pokud {α | p = P (

⋃∞
i=1Aiα)} 6= ∅,

0, jinak,

}
=

=

{
max {α | p =

∑∞
i=1 P (Aiα)} , pokud {α | p =

∑∞
i=1 P (Aiα)} 6= ∅,

0, jinak.

Vzorec (3.6) poté plyne př́ımo ze skutečnosti, že

P (Aiα) = max
{
q | µPY (Ai)(q) ≥ α

}
, i = 1, 2, . . .

Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti PY (∅) je dána analogicky jako

funkce př́ıslušnosti µPY (Ω), tj. plat́ı: µPY (∅)(0) = 1 a µPY (∅)(p) = 0 pro libovolné

p ∈ (0, 1〉.

Nyńı uvažujme, že jsou dány fuzzy jevy A,B ∈ AF takové, že A ⊆ B, tj.

Aα ⊆ Bα pro všechna α ∈ (0, 1〉. Prověřme vzájemné vztahy mezi jejich fuzzy

pravděpodobnostmi PY (A) a PY (B). Yager [61] poukázal na to, že obecně mohou

mı́t fuzzy pravděpodobnosti PY (A) a PY (B) zcela odlǐsné nosiče. Nálež́ı-li p do

nosič̊u obou fuzzy pravděpodobnost́ı, pak µPY (A)(p) ≤ µPY (B)(p). Je však otázkou,

zda je tento vztah nějakou fuzzifikaćı vlastnosti 2 z věty 3.1. Proto Pavlačka

a Rotterová [43] zkoumali uspořádáńı fuzzy pravděpodobnost́ı. Ukázali, že pro

všechna α ∈ (0, 1〉 plat́ı: min{p | p ∈ PY (A)α} ≤ min{p | p ∈ PY (B)α} a max{p |

p ∈ PY (A)α} ≤ max{p | p ∈ PY (B)α}. Tyto nerovnosti plynou ze skutečnosti,

že P (Aα) ≤ P (Bα) pro všechna α ∈ (0, 1〉. Můžeme tedy ř́ıci, že PY (A) je menš́ı

nebo rovno PY (B).
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Vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry (3) a (4) z věty 3.1 mohou být pro PY

pozorovány následovně.

Věta 3.5. Necht’ A,B ∈ AF . Pak pro libovolné p ∈ 〈0, 1〉 m̊uže být funkce

př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti PY (A ∪B) źıskána z funkćı př́ıslušnosti fuzzy

pravděpodobnost́ı PY (A), PY (B) a PY (A ∩B) takto:

µPY (A∪B)(p) =

=


max

{
α | p = pA + pB − pA∩B, pA = maxPY (A)α, pB = maxPY (B)α,

pA∩B = maxPY (A ∩B)α

}
, pokud alespoň jedno takové α existuje,

0, jinak.

D̊ukaz. Důkaz může být proveden analogicky jako d̊ukaz věty 3.4. Je však třeba

uvažovat skutečnost, že pro všechna α ∈ (0, 1〉 plat́ı: P ((A∪B)α) = P (Aα∪Bα) =

P (Aα) + P (Bα)− P (Aα ∩Bα) = P (Aα) + P (Bα)− P ((A ∩B)α).

Věta 3.6. Necht’ A ∈ AF a necht’ Ac představuje doplněk fuzzy množiny A.

Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti PY (Ac) m̊uže být z funkce př́ıslušnosti

fuzzy pravděpodobnosti PY (A) pro libovolné p ∈ 〈0, 1〉 źıskána

µPY (Ac)(p) =

max
{
α | 1− p = sup{q | µPY (A)(q) > 1− α}

}
,

pokud alespoň jedno takové α existuje,
0, jinak.

D̊ukaz. Pro libovolné A ∈ AF je pro libovolné p ∈ 〈0, 1〉 funkce př́ıslušnosti fuzzy

pravděpodobnosti PY (Ac) dána

µPY (Ac)(p) =

{
max {α | p = P (Acα)} , pokud {α | p = P (Acα)} 6= ∅,
0, jinak,

}
=

=


max

{
α | 1− p = P

(⋃
β>1−αAβ

)}
,

pokud alespoň jedno takové α existuje,
0, jinak.

Jelikož α-̌rezy fuzzy množiny jsou vnořené (viz vlastnost (1) z věty 2.1),

P
(⋃

β>1−α
Aβ

)
= sup {q | q = P (Aβ), β > 1− α} .
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Proto

µPY (Ac)(p) =


max {α | 1− p = sup {q | q = P (Aβ), β > 1− α}} ,

pokud alespoň jedno takové α existuje,
0, jinak,

 =

=

max
{
α | 1− p = sup{q | µPY (A)(q) > 1− α}

}
,

pokud alespoň jedno takové α existuje,
0, jinak.

Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti PY (Ac) doplňku fuzzy jevu A

z př́ıkladu 3.2 je na obrázku 3.4.

Obrázek 3.4: Funkce př́ıslušnosti µPY (Ac)(·) fuzzy pravděpodobnosti fuzzy jevu Ac

Můžeme tedy shrnout, že zobrazeńı PY : AF → F(〈0, 1〉) dané vzorcem

(3.5) nějakým zp̊usobem zachovává téměř všechny vlastnosti pravděpodobnostńı

mı́ry uvažované v kapitolách 3.1 a 3.1.1. Nezachová se pouze posledńı vlastnost,

tj. součet Yagerových pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u tvoř́ıćıch fuzzy rozklad uni-

verza se nerovná jedné, jak ukazuje př́ıklad 3.4. Pozorováńı těchto vlastnost́ı

však neńı zcela př́ımočaré, tzn. nemůžeme např. použ́ıt pouze princip rozš́ı̌reńı

pro sč́ıtáńı a odč́ıtańı fuzzy pravděpodobnost́ı. Ani Yager nezkoumal tyto fuzzy

pravděpodobnosti z hlediska jejich praktického využit́ı. Obecně lze ř́ıci, že se

s těmito fuzzy pravděpodobnostmi velice obt́ıžně pracuje.
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Př́ıklad 3.4. Uvažujme opět fuzzy jev T =
”

muž je vysoký“, jehož funkce př́ısluš-

nosti je dána obrázkem 3.1, tj. vyjádřena lichoběžńıkovým fuzzy č́ıslem 〈185, 190,

∞,∞〉. Nav́ıc uvažujme doplněk tohoto fuzzy jevu T c =
”

muž neńı vysoký“ s funk-

ćı př́ıslušnosti vyjádřenou lichoběžńıkovým fuzzy č́ıslem 〈0, 0, 185, 190〉. Tyto fuzzy

jevy tvoř́ı fuzzy rozklad univerza, kterým je kladná část reálné osy. Funkce př́ı-

slušnosti Yagerorvých fuzzy pravděpodobnost́ı obou fuzzy jev̊u, spoč́ıtané pomoćı

(3.5) s uvažovaným podkladovým normálńım rozděleńım s parametry µ = 177

a σ = 7, jsou ukázány na obrázku 3.5. Funkce př́ıslušnosti Yagerovy fuzzy pravdě-

podobnosti fuzzy jevu T ∪ T c je zobrazena na obrázku 3.6. Z tohoto obrázku je

jasně vidět, že µPY (T∪T c)(1) = 0, 5. Ačkoli tedy T a T c tvoř́ı fuzzy rozklad univerza,

Yagerova fuzzy pravděpodobnost jejich sjednoceńı se nerovná
”

asi jedné“.

Obrázek 3.5: Funkce př́ıslušnosti µPY (T )(·) a µPY (T c)(·) fuzzy pravděpodobnost́ı
fuzzy jev̊u T a T c

Fuzzy pravděpodobnosti fuzzy jev̊u dle Klementa [25] a Yagera [62]

Stručně popǐsme také daľśı dva zp̊usoby, kterými lze definovat fuzzy pravděpo-

dobnosti fuzzy jev̊u pomoćı pravděpodobnostńı mı́ry P , a to navržené Klementem

[25] a Yagerem [62]. V obou př́ıstupech autoři předpokládali diskrétńı univerzum

Ω s konečným počtem prvk̊u. Jejich definice fuzzy pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u

však bez jakýchkoli problémů můžeme rozš́ı̌rit také na př́ıpad spojitého univerza
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Obrázek 3.6: Funkce př́ıslušnosti µPY (T∪T c)(·) fuzzy pravděpodobnosti sjednoceńı
fuzzy jev̊u T a T c

Ω.

Klement [25] představil zobrazeńı PK : AF → F(〈0, 1〉) definované následovně

(pro zjednodušeńı zápisu zde uvád́ıme ekvivalentńı verzi Klementovy definice pre-

zentovanou Yagerem [62]): Pro libovolný fuzzy jev A ∈ AF je funkce př́ıslušnosti

fuzzy pravděpodobnosti PK(A) pro libovolné p ∈ 〈0, 1〉 dána

µPK(A)(p) = sup {α | P (Aα) ≥ p} . (3.7)

Pro libovolné A ∈ AF je funkce př́ıslušnosti µPK(A) nerostoućı a zleva spojitá

na intervalu 〈0, 1〉. Jako hlavńı výhodu tohoto př́ıstupu oproti PY Klement [25]

považoval monotonii PK vzhledem k inkluzi fuzzy množin, tj. pokud A,B ∈ AF ,

A ⊆ B, pak PK(A) ⊆ PK(B). Tato vlastnost však nemůže být chápána jako

zobecněńı vlastnosti 2 z věty 3.1.

Na základě (3.7) Yager [62] interpretoval µPK(A)(p) jako stupeň pravdivosti

tvrzeńı
”
pravděpodobnost jevu A je rovna nejméně p“. Je-li však jev A neostrý,

neńı zcela zřejmé co znamená tvrzeńı
”
pravděpodobnost jevu A“. Uved’me tedy

výstižněǰśı interpretaci PK(A). Ze vzorce (3.7) plyne, že, pokud µPK(A)(p) = α,

pak
”
pravděpodobnost alespoň α stupně splněńı podmı́nky dané pomoćı A je

rovna alespoň p“. Tato interpretace je platná také pro α = 0, což je významný

rozd́ıl oprati interpretaci µPY (A)(p). Nicméně můžeme pozorovat, že zobrazeńı PK

nepředstavuje rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry P , protože poskytuje jiný druh

informace. Jelikož PY (A) ⊆ PK(A) pro libovolný jev A ∈ A, Yager [62] uvedl,
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že v př́ıpadě ostrých jev̊u nesou fuzzy pravděpodobnosti PK méně informace než

PY . Poznamenejme, že tato poznámka může být očividně rozš́ı̌rena také na př́ıpad

fuzzy jev̊u.

Yager [62] vyšel z Klementovy definice fuzzy pravděpodobnosti fuzzy jevu PK ,

a představil zobrazeńı P̂ : AF → F(〈0, 1〉). Postupoval následovně:

Necht’ Ac představuje doplněk fuzzy jevu A ∈ AF . Necht’ Ac
α označuje α-̌rez

fuzzy jevu Ac. Funkce př́ıslušnosti k PK(Ac) je dána pro všechna p ∈ 〈0, 1〉 pomoćı

µPK(Ac)(p) = sup {α | P (Ac
α) ≥ p} .

Podle Yagera [62] vyjadřuje µPK(Ac)(p) stupeň pravdivosti tvrzeńı
”
pravděpodob-

nost, že nenastane jev A, je rovna alespoň p“. Přesněji řečeno, pokud µPK(Ac)(p) =

α, pak pravděpodobnost toho, že
”
stupeň splněńı podmı́nky dané pomoćı A je

nejvýše 1− α“, je alespoň p.

Pak Yager [62] definoval P∗(A) jako

P∗(A) = 1− PK(Ac),

tj. pro všechna p ∈ 〈0, 1〉,

µP∗(A)(p) = µPK(Ac)(1− p) = sup {α | P (Ac
α) ≥ 1− p} . (3.8)

Yager [62] interpretoval µP∗(A)(p) jako stupeň pravdivosti tvrzeńı
”
pravděpodob-

nost jevu A je rovna nejvýše p“. Opět můžeme pozorovat, že tato interpretace

neńı zcela jednoznačná. Uved’me tedy výstižněǰśı interpretaci. Můžeme jednoduše

vidět, že

sup {α | P (Ac
α) ≥ 1− p} = sup

{
α | 1− P

(⋃
β>1−α

Aβ

)
≥ 1− p

}
=

= sup
{
α | P

(⋃
β>1−α

Aβ

)
≤ p
}
.

Tedy µP∗(A)(p) = α znamená, že pravděpodobnost toho, že
”
podmı́nka daná

pomoćı jevu A je splněna ve stupni větš́ım než 1− α“, je nejvýše p.

Nakonec Yager [62] definoval fuzzy pravděpodobnost P̂ (A) fuzzy jevu A ∈ AF
jako

P̂ (A) = PK(A) ∩ P∗(A),
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tj. funkce př́ıslušnosti k P̂ (A) je pro libovolné p ∈ 〈0, 1〉 dána následovně:

µP̂ (A)(p) = min
{
µPK(A)(p), µP∗(A)(p)

}
.

Při interpretaci P̂ (A) vyšel Yager [62] z interpretaćı PK(A) a P∗(A). µP̂ (A)(p)

interpretoval jako stupeň pravdivosti tvrzeńı
”
pravděpodobnost jevu A je rovna

přesně p“. Tato interpretace je však sporná. Jak lze vidět ze vzorc̊u (3.7) a (3.8),

µP̂ (A)(p) = α znamená pouze, že α je nejvyšš́ı stupeň takový, že pravděpodobnost

toho, že
”
podmı́nka daná jevem A je splněna alespoň ve stupni α“ je alespoň p,

a pravděpodobnost toho, že
”
podmı́nka daná jevem A je splněna ve stupni alespoň

1 − α“, je nejvýše p. Tento význam však neodpov́ıdá Yagerově výkladu. Fuzzy

pravděpodobnost P̂ (A) má jasnou pravděpodobnostńı interpretaci, je však disku-

tabilńı, zda toto je očekávaný druh informace, který by měla fuzzy pravděpodob-

nost fuzzy jevu vyjadřovat.

Jinou otázkou je, jak by se mělo s fuzzy pravděpodobnostmi P̂ poč́ıtat, a tedy

ověřovat zachováńı fuzzifikovaných vlastnost́ı pravděpodobnostńı mı́ry. Yager [62]

nav́ıc ukázal, že pro libovolný fuzzy jev A ∈ AF takový, že existuje alespoň jedno

ω ∈ Ω s µA(ω) 6∈ {0, 1} a P ({ω}) > 0, fuzzy pravděpodobnost P̂ (A) neńı normálńı

fuzzy množina (tj. jej́ı jádro je prázdná množina). Z praktického hlediska to však

neńı dobrá vlastnost.

3.2.2. Pravděpodobnostńı prostor s fuzzy pravděpodobnost-

ńı mı́rou

V této části se zaměř́ıme na př́ıpad, kdy je uvažována σ-algebra A a fuzzy je

pouze podkladová pravděpodobnostńı mı́ra.

Uvažujme daný měřitelný prostor (Ω, A) dle definice 3.4 a na něm zaved’me

fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru.

Poznámka 3.3. Konvexńı kombinaćı pravděpodobnostńıch měr P1 a P2 budeme

rozumět pravděpodobnostńı mı́ru P = λ ·P1 + (1−λ) ·P2 pro libovolné λ ∈ 〈0, 1〉.

Pro pravděpodobnost libovolného jevu A ∈ A pak tedy plat́ı: P (A) = λ · P1(A) +

(1− λ) · P2(A).
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Definice 3.9. Necht’ P(Ω,A) označuje množinu všech pravděpodobnostńıch měr

na měřitelném prostoru (Ω,A). Necht’ F (P(Ω,A)) je množina všech fuzzy množin

na množině P(Ω,A). Pak PF ∈ F(P(Ω,A)) nazveme fuzzy pravděpodobnostńı

mı́rou, pokud

1. PF je normálńı fuzzy množina, tzn. existuje alespoň jedna pravděpodobnostńı

mı́ra P ∈ P(Ω,A) taková, že µPF (P ) = 1.

2. Pro každé α ∈ (0, 1〉 plat́ı:

(a) PF,α je konvexńı množina, tj. pro každé λ ∈ 〈0, 1〉 a každé P1, P2 ∈ PF,α
plat́ı: (λ · P1 + (1− λ) · P2) ∈ PF,α;

(b) pro každý náhodný jev A ∈ A existuje minimum i maximum množiny

{P (A) | P ∈ PF,α}.

Poznámka 3.4. V př́ıpadě diskrétńıho univerza Ω bývá PF,α pro libovolné α ∈

(0, 1〉 v anglicky psané literatuře označováno jako credal set (viz např. [1, 2, 11,

23, 58]).

Fuzzy pravděpodobnost libovolného náhodného jevu A ∈ A představuje fuzzy

množina PF (A) určená svými α-̌rezy PF (A)α = {p ∈ 〈0, 1〉 | p = P (A), P ∈ PF,α},

α ∈ (0, 1〉. Z podmı́nek kladených v definici 3.9 na fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru

PF vyplývá, že pro každé A ∈ A a každé α ∈ (0, 1〉 jsou PF (A)α uzavřené inter-

valy. Plyne z nich také, že jádro Ker PF (A) je neprázdné. Protože pravděpodob-

nost P (A) jevu A vždy nálež́ı do intervalu 〈0, 1〉, tak nosič SuppPF (A) ⊆ 〈0, 1〉,

tzn. je omezený. PF (A) je tedy fuzzy č́ıslo. Tato fuzzy pravděpodobnost se prak-

ticky spoč́ıtá následovně: Označme α-̌rez PF (A)α = 〈pLA,α, pUA,α〉 pro libovolné

α ∈ (0, 1〉. Krajńı hodnoty tohoto α-̌rezu jsou pak dány

pLA,α = min

{ˆ
ω∈Ω

χA(ω)dP | P ∈ PF,α
}
, (3.9)

pUA,α = max

{ˆ
ω∈Ω

χA(ω)dP | P ∈ PF,α
}
. (3.10)

Nyńı uvažujme konečné univerzum Ω. Abychom na něm mohli určit fuzzy

pravděpodobnosti jev̊u, je nejprve třeba zavést tzv. m-tici fuzzy pravděpodobnost́ı.
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Definice 3.10. Necht’ Ω = {ω1, . . . , ωm}. Necht’ PF ({ωk}) ∈ FN(〈0, 1〉), k =

1, . . . ,m, jsou fuzzy pravděpodobnosti elementárńıch jev̊u. Řekneme, že PF ({ω1}),

. . . , PF ({ωm}) tvoř́ı m-tici fuzzy pravděpodobnost́ı, jestlǐze pro libovolné j ∈

{1, . . . ,m} a libovolné α ∈ (0, 1〉 plat́ı, že pro libovolné pj ∈ PF ({ωj})α existuj́ı

pk ∈ PF ({ωk})α, k = 1, . . . ,m, k 6= j, takové, že pj +
∑m

k=1,k 6=j pk = 1.

Z definice 3.10 je vidět, že m-tice fuzzy pravděpodobnost́ı splňuje stejnou

podmı́nku jako normované fuzzy váhy definované v části 2.4.1.

Konkrétńı možné podoby fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry a výpočty fuzzy

pravděpodobnost́ı jsou ukázány v následuj́ıćıch dvou př́ıkladech. V prvńım z nich

je uvažováno konečné univerzum Ω = {ω1, . . . , ωm}. Krajńı hodnoty α-̌rezu fuzzy

pravděpodobnosti PF (A)α = 〈pLA,α, pUA,α〉 libovolného jevu A ∈ A se pomoćı m-

tice fuzzy pravděpodobnost́ı PF ({ω1}), . . . , PF ({ωm}) pro libovolné α ∈ (0, 1〉

urč́ı

pLA,α = min

{
m∑
j=1

χA(ωj) · pj | pj ∈ PF ({ωj})α, j = 1, . . . ,m,
m∑
j=1

pj = 1

}
,

(3.11)

pUA,α = max

{
m∑
j=1

χA(ωj) · pj | pj ∈ PF ({ωj})α, j = 1, . . . ,m,
m∑
j=1

pj = 1

}
.

(3.12)

Vzorce (3.11) a (3.12) představuj́ı aplikaci vzorc̊u (3.9) a (3.10) na př́ıpad konečného

univerza.

Př́ıklad 3.5. Představme si, že háźıme kostkou, která má šest stran s1, . . . , s6.

Uvažujme, že kostka neńı zcela pravidelná. Předpokládejme, že fuzzy pravděpodob-

nost padnut́ı jakékoli strany je rovna fuzzy č́ıslu PF ({sj}) = 〈1/8, 1/6, 1/4〉, j ∈

{1, . . . , 6}. Ukažme si, jak se urč́ı pravděpodobnost jevu L =
”

hod́ıme stranu

kostky označenou lichým indexem“.

V uvažovaném př́ıpadě je výsledkem fuzzy č́ıslo PF (L), které lze určit pomoćı

fuzzy váženého pr̊uměru s uvažováńım šestice fuzzy pravděpodobnost́ı namı́sto

normovaných fuzzy vah, tj. pomoćı vzorc̊u (3.11) a (3.12). Pro libovolné α ∈ (0, 1〉
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se α-řez PF (L)α = 〈pLL,α, pUL,α〉 urč́ı

pLL,α = min

{
6∑
j=1

χL(sj) · pj | pj ∈ PF ({sj})α, j = 1, . . . , 6,
6∑
j=1

pj = 1

}
,

pLL,α = max

{
6∑
j=1

χL(sj) · pj | pj ∈ PF ({sj})α, j = 1, . . . , 6,
6∑
j=1

pj = 1

}
.

Fuzzy pravděpodobnost fuzzy jevu L je rovna fuzzy č́ıslu 〈3/8, 1/2, 5/8〉.

V následuj́ıćım př́ıkladě předpokládejme univerzum Ω = R. Fuzzy pravděpo-

dobnost uvažovaného jevu se pak urč́ı pomoćı speciálńıch př́ıpad̊u vzorc̊u (3.9)

a (3.10).

Př́ıklad 3.6. Uvažujme univerzum R s daným normálńım rozděleńım pravděpo-

dobnosti a na něm jev A. Parametry normálńıho rozděleńı pravděpodobnosti ne-

jsou přesně známy. Jsou vyjádřeny pomoćı fuzzy č́ısel µF a σF (takový př́ıpad je

uvažován v [6, 7]). Parametry mohou být určeny expertně, anebo odhadnuty z dat

(viz [59]). Ukažme, jak se poč́ıtá fuzzy pravděpodobnost ostrého jevu A.

Označme α-řez fuzzy pravděpodobnosti PF (A)α = 〈pLA,α, pUA,α〉 pro libovolné

α ∈ (0, 1〉. Krajńı hodnoty tohoto α-řezu jsou źıskány pomoćı speciálńıch př́ıpad̊u

vzorc̊u (3.9) a (3.10), tj. pomoćı

pLA,α = min

{ˆ
x∈A

1√
2 · π · σ2

· exp

{
−(x− µ)2

2 · σ2

}
dx | µ ∈ µF,α, σ ∈ σF,α

}
,

pUA,α = max

{ˆ
x∈A

1√
2 · π · σ2

· exp

{
−(x− µ)2

2 · σ2

}
dx | µ ∈ µF,α, σ ∈ σF,α

}
.

Nyńı zaved’me obecně fuzzy pravděpodobnostńı prostor, v němž fuzzy je pouze

pravděpodobnostńı mı́ra.

Definice 3.11. Necht’ Ω znač́ı neprázdnou tř́ıdu všech elementárńıch jev̊u, A je

σ-algebra náhodných jev̊u a PF představuje fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru danou

definićı 3.9. Pak uspořádanou trojici (Ω,A, PF ) nazveme pravděpodobnostńım

prostorem s fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou.
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Pravděpodobnostńı prostor s fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou lze obecně použ́ıt

v př́ıpadech, kdy známe univerzum, na něm přesně popsané jevy, ale nemáme do-

statek informaćı o rozděleńı pravděpodobnosti na onom univerzu. Můžeme mı́t

např. jen přibližné expertńı odhady parametr̊u rozděleńı pravděpodobnosti nebo

pracovat s fuzzy daty a odhadnout fuzzy parametry př́ımo z těchto dat (viz [59]).

Uvažovaný pravděpodobnostńı prostor je dále využit v aplikačńı části této práce.

3.2.3. Pravděpodobnostńı prostor se σ-algebrou fuzzy jev̊u

a fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou

Nyńı se dostáváme k př́ıpadu, kdy jsou obě fuzzifikované složky pravděpodob-

nostńıho prostoru popsané v předchoźıch dvou částech uvažovány současně. Naš́ım

ćılem je zkonstruovat uspořádanou trojici (Ω,AF , PFAF ), kde Ω je neprázdná

množina elementárńıch jev̊u, AF znač́ı σ-algebru fuzzy jev̊u a PFAF představuje

rozš́ı̌reńı fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry PF na př́ıpad fuzzy jev̊u.

V následuj́ıćı podkapitole poṕı̌seme možný zp̊usob, jak definovat fuzzy prav-

děpodobnosti fuzzy jev̊u pomoćı fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry a prověř́ıme jej́ı

vlastnosti.

Rozš́ı̌reńı Zadehovy pravděpodobnostńı mı́ry na př́ıpad fuzzy pravdě-

podobnostńı mı́ry

Obsahem této části práce je rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry PZ na př́ıpad

obecné fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry zavedené definićı 3.9. Toto rozš́ı̌reńı bylo

poprvé využito v [50], kde však byla uvažována pouze diskrétńı fuzzy pravděpo-

dobnostńı mı́ra.

Rozš́ı̌reńı Zadehovy pravděpodobnosti libovolného fuzzy náhodného jevu A ∈

AF na př́ıpad fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry PF představuje PFZ(A) ∈ F(Ω)

určená svými α-̌rezy PFZ(A)α = {p ∈ 〈0, 1〉 | p =
´
ω∈Ω

µA(ω)dP, P ∈ PF,α}, α ∈

(0, 1〉. Z podmı́nek kladených na fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru PF v definici

3.9 plyne, že pro každé A ∈ AF a každé α ∈ (0, 1〉 jsou α-̌rezy PFZ(A)α fuzzy

pravděpodobnosti fuzzy jevu A uzavřené intervaly. Dále z nich plyne, že jádro
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Ker PFZ(A) je neprázdné. Nosič SuppPFZ(A) ⊆ 〈0, 1〉, tzn. je omezený. PFZ(A)

je tedy fuzzy č́ıslo. Obecně proto plat́ı: PFZ : AF → FN(〈0, 1〉). Prakticky se

pro libovolné α ∈ (0, 1〉 krajńı hodnoty α-̌rezu PFZ(A)α = 〈pLA,α, pUA,α〉 spoč́ıtaj́ı

takto:

pLA,α = min

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP | P ∈ PF,α
}
, (3.13)

pUA,α = max

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP | P ∈ PF,α
}
. (3.14)

Poznámka 3.5. Výpočet fuzzy pravděpodobnosti PFZ(A) fuzzy jevu A ∈ AF bude

v daľśım textu zapsán také symbolicky jako

PFZ(A) = (F)

ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dPF . (3.15)

Ilustrujme na př́ıkladech, jak vypadaj́ı fuzzy pravděpodobnosti fuzzy jev̊u A

a T z př́ıklad̊u 3.2 a 3.3.

Př́ıklad 3.7. Opět uvažujme, že Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4} je množina lid́ı a A ∈ F(Ω)

je fuzzy množina vysokých lid́ı dána následovně

A = {0,7|ω1 ,
0,3 |ω2 ,

0,5 |ω3 ,
1 |ω4},

kde prvky množiny A jsou stále ve tvaru A(ωi)|ωi, i = 1, 2, 3, 4.

Provedeme-li experiment, při kterém náhodně vybereme jednu osobu ω ∈ Ω

s následuj́ıćımi fuzzy pravděpodobnostmi elementárńıch jev̊u

PF (ω = ω1) = 〈0, 4; 0, 5; 0, 6〉, PF (ω = ω2) = 〈0, 2; 0, 3; 0, 4〉,

PF (ω = ω3) = 〈0; 0, 1; 0, 2〉 a PF (ω = ω4) = 〈0; 0, 1; 0, 2〉.

Pak bude mı́t funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti PFZ(A) výběru vysoké

osoby, poč́ıtaná dle vzorc̊u (3.13) a (3.14), podobu zobrazenou na obrázku 3.7.

Př́ıklad 3.8. Uvažujme, že výška muž̊u v určité oblasti je normálně rozdělená

s fuzzy středńı hodnotou 〈170, 177, 185〉 cm a fuzzy směrodatnou odchylkou 〈5, 7, 9〉

cm. Dále opět uvažujme fuzzy jev T =
”

muž je vysoký“, jehož funkce př́ıslušnosti

µT je znázorněna na obrázku 3.1 v př́ıkladě 3.3.

Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti PFZ(T ) je ukázána na obrázku 3.8.
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Obrázek 3.7: Funkce př́ıslušnosti µPFZ(A)(·) fuzzy pravděpodobnosti fuzzy jevu A

Obrázek 3.8: Funkce př́ıslušnosti µPFZ(T )(·) fuzzy pravděpodobnosti fuzzy jevu T

Nyńı ukažme, že PFZ zachovává zobecněné vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry

dané vzorci (3.2) a (3.3).

Věta 3.7. PFZ(Ω) = 1.

D̊ukaz. PFZ(Ω) = (F)
´
ω∈Ω

1dPF . Pro libovolné α ∈ (0, 1〉 jsou krajńı hodnoty

intervalu PFZ(Ω)α = 〈pLΩ,α, pUΩ,α〉 źıskány následovně:

pLΩ,α = min

{ˆ
ω∈Ω

1dP | P ∈ PF,α
}

= min {P (Ω) | P ∈ PF,α} = 1,

pUΩ,α = max

{ˆ
ω∈Ω

1dP | P ∈ PF,α
}

= max {P (Ω) | P ∈ PF,α} = 1.

Věta 3.8. Necht’ A1, A2, . . . ∈ AF jsou takové, že Ai∩Aj = ∅ pro každé i, j ∈ N,

i 6= j. Pak se PFZ (
⋃∞
i=1 Ai) rovná fuzzy č́ıslu, jehož α-řez 〈pLsum,α, pUsum,α〉 se pro
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libovolné α ∈ (0, 1〉 urč́ı:

pLsum,α = min

{
∞∑
i=1

ˆ
ω∈Ω

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}
,

pUsum,α = max

{
∞∑
i=1

ˆ
ω∈Ω

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}
.

D̊ukaz. Pro libovolné α ∈ (0, 1〉 lze krajńı hodnoty intervalu PFZ (
⋃∞
i=1Ai)α =

〈pL⋃∞
i=1 Ai,α

, pU⋃∞
i=1 Ai,α

〉 vyjádřit

pL⋃∞
i=1 Ai,α

= min

{ˆ
ω∈Ω

µ⋃∞
i=1 Ai

(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= min

{ˆ
ω∈Ω

max
i=1,2,...

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= min

{ˆ
ω∈Ω

∞∑
i=1

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}
=

= min

{
∞∑
i=1

ˆ
ω∈Ω

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}
,

pU⋃∞
i=1 Ai,α

= max

{ˆ
ω∈Ω

µ⋃∞
i=1 Ai

(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= max

{ˆ
ω∈Ω

max
i=1,2,...

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= max

{ˆ
ω∈Ω

∞∑
i=1

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}
=

= max

{
∞∑
i=1

ˆ
ω∈Ω

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}
.

kde maximum ze stupň̊u př́ıslušnosti může být nahrazeno jejich součtem d́ıky

předpokladu věty o disjunktnosti fuzzy jev̊u.

JelikožAF tvoř́ı σ-algebru fuzzy jev̊u na Ω, tak uspořádanou trojici (Ω,AF , PFZ)

lze nazvat fuzzy pravděpodobnostńım prostorem určeným následuj́ıćı definićı.
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Definice 3.12. Necht’ Ω znač́ı neprázdnou tř́ıdu všech elementárńıch jev̊u, AF je

σ-algebra fuzzy jev̊u a PFZ představuje Zadehovu fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru

rozš́ıřenou na př́ıpad fuzzy jev̊u. Pak uspořádanou trojici (Ω,AF , PFZ) nazveme

fuzzy pravděpodobnostńım prostorem.

Ukažme nyńı, že fuzzy pravděpodobnostńı mı́ra PFZ splňuje také daľśı vlast-

nosti pravděpodobnostńı mı́ry (uvedené ve větě 3.1).

Věta 3.9. Pro fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru PFZ plat́ı:

1. PFZ(∅) = 0;

2. pokud A,B ∈ AF , A ⊆ B, pak PFZ(A) ≤ PFZ(B);

3. pro každé A,B ∈ AF se PFZ(A ∪ B) rovná takovému fuzzy č́ıslu, že pro

libovolné α ∈ (0, 1〉 se jeho α-řez 〈pLA∪B,α, pUA∪B,α〉 urč́ı:

pLA∪B,α = min

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP +

ˆ
ω∈Ω

µB(ω)dP −
ˆ
ω∈Ω

µA∩B(ω)dP |

P ∈ PF,α
}
,

pUA∪B,α = max

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP +

ˆ
ω∈Ω

µB(ω)dP −
ˆ
ω∈Ω

µA∩B(ω)dP |

P ∈ PF,α
}
.

4. pro každé A ∈ AF : PFZ(Ac) = 1− PFZ(A);

5. pokud A1, . . . , An ∈ AF tvoř́ı fuzzy rozklad Ω, tj.
∑n

i=1 µAi(ω) = 1 pro každé

ω ∈ Ω, pak se součet fuzzy pravděpodobnost́ı PFZ(A1), . . . , PFZ(An) fuzzy

jev̊u A1, . . . , An při zohledněńı interakćı mezi nimi rovná 1.

D̊ukaz.

1. Analogicky jako d̊ukaz věty 3.7, ale plat́ı PFZ(∅) = P (∅) = 0.
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2. Pro každé α ∈ (0, 1〉 je dle věty 2.2 Aα ⊆ Bα. Pro výpočet jejich fuzzy

pravděpodobnosti tedy plat́ı

min

{ˆ
ω∈Ω

µAα(ω)dP | P ∈ PF,α
}
≤ min

{ˆ
ω∈Ω

µBα(ω)dP | P ∈ PF,α
}
,

max

{ˆ
ω∈Ω

µAα(ω)dP | P ∈ PF,α
}
≤ max

{ˆ
ω∈Ω

µBα(ω)dP | P ∈ PF,α
}
,

z čehož plyne tvrzeńı věty.

3. Pro libovolné α ∈ (0, 1〉 lze krajńı hodnoty intervalu PFZ (A ∪B)α =

〈pLA∪B,α, pUA∪B,α〉 vyjádřit

pLA∪B,α = min

{ˆ
ω∈Ω

µA∪B(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= min

{ˆ
ω∈Ω

max {µA(ω), µB(ω)} dP | P ∈ PF,α
}

=

= min

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω) + µB(ω)−min {µA(ω), µB(ω)} dP |

P ∈ PF,α
}

=

= min

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP +

ˆ
ω∈Ω

µB(ω)dP −
ˆ
ω∈Ω

µA∩B(ω)dP |

P ∈ PF,α
}
,

pUA∪B,α = max

{ˆ
ω∈Ω

µA∪B(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= max

{ˆ
ω∈Ω

max {µA(ω), µB(ω)} dP | P ∈ PF,α
}

=

= max

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω) + µB(ω)−min {µA(ω), µB(ω)} dP |

P ∈ PF,α
}

=

= max

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP +

ˆ
ω∈Ω

µB(ω)dP −
ˆ
ω∈Ω

µA∩B(ω)dP |

P ∈ PF,α
}
.
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4. Pro libovolné α ∈ (0, 1〉 lze krajńı hodnoty intervalu PFZ (Ac)α = 〈pLAc,α, p
U
Ac,α〉

vyjádřit

pLAc,α = min

{ˆ
ω∈Ω

µAc(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= min

{ˆ
ω∈Ω

(1− µA(ω)) dP | P ∈ PF,α
}

=

= min

{ˆ
ω∈Ω

1dP −
ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= min

{
1−
ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= 1−max

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP | P ∈ PF,α
}
,

pUAc,α = max

{ˆ
ω∈Ω

µAc(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= max

{ˆ
ω∈Ω

(1− µA(ω)) dP | P ∈ PF,α
}

=

= max

{ˆ
ω∈Ω

1dP −
ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= max

{
1−
ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP | P ∈ PF,α
}

=

= 1−min

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP | P ∈ PF,α
}
.

5. Pro libovolné α ∈ (0, 1〉 lze krajńı hodnoty intervalu 〈pLsum,α, pUsum,α〉 před-

stavuj́ıćıho α-̌rez součtu fuzzy pravděpodobnost́ı PFZ(A1), . . . , PFZ(An) fuz-

zy jev̊u A1, . . . , An při zohledněńı interakćı mezi nimi vyjádřit

pLsum,α = min

{
n∑
i=1

ˆ
ω∈Ω

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}

= min

{ˆ
ω∈Ω

n∑
i=1

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}

= min

{ˆ
ω∈Ω

1dP | P ∈ PF,α
}

= P (Ω) = 1,
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pUsum,α = max

{
n∑
i=1

ˆ
ω∈Ω

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}

= max

{ˆ
ω∈Ω

n∑
i=1

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}

= max

{ˆ
ω∈Ω

1dP | P ∈ PF,α
}

= P (Ω) = 1.

Ukázali jsme, že zobrazeńı PFZ dané pomoćı vzorc̊u (3.13) a (3.14) zachovává

fuzzifikované vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry. Z matematického hlediska se

tedy jedná o korektńı rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry P . Zobrazeńı PFZ však

představuje pouze rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry PZ na př́ıpad fuzzy pravdě-

podobnostńı mı́ry. Proto je zde také zachována problematická interpretace prav-

děpodobnost́ı fuzzy jev̊u popsaná v kapitole 3.2.1. Zobrazeńı PFZ však zachovává

neurčitost informace o pravděpodobnostńım rozděleńı.

3.3. Diskrétńı fuzzy náhodná veličina

V této části zobecńıme diskrétńı náhodnou veličinu definovanou na pravděpo-

dobnostńım prostoru (Ω,A, P ) s konečnou množinou elementárńıch jev̊u na př́ıpad

tzv. fuzzy náhodné veličiny definované na pravděpodobnostńım prostoru s fuzzy

pravděpodobnostńı mı́rou. Uvedeme také vzorce pro výpočet očekávané hodnoty

a rozptylu fuzzy náhodné veličiny, které budou využity v aplikačńı části této

práce.

Začněme připomenut́ım významu pojmu diskrétńı náhodná veličina.

Definice 3.13. Necht’ (Ω,A, P ), kde Ω = {ω1, . . . , ωr}, je pravděpodobnostńı

prostor. Pak každé zobrazeńı o : Ω→ R nazveme diskrétńı náhodnou veličinou.

Ve fuzzy př́ıpadě uvažujeme namı́sto pravděpodobnostńı mı́ry P fuzzy prav-

děpodobnostńı mı́ru PF . Definujme tedy fuzzy náhodnou veličinu.
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Definice 3.14. Necht’ (Ω,A, PF ) je pravděpodobnostńı prostor s fuzzy pravdě-

podobnostńı mı́rou. Pak každé zobrazeńı õ : Ω→ FN (R) nazveme fuzzy náhodnou

veličinou.

Poznámka 3.6. V př́ıpadě pravděpodobnostńıho prostoru (Ω,A, PF ) s fuzzy prav-

děpodobnostńı mı́rou a konečnou množinou elementárńıch jev̊u Ω = {ω1, . . . , ωr},

budeme zobrazeńı õ dané definićı 3.14 nazývat diskrétńı fuzzy náhodnou veličinou.

Pokračujme definováńım obecných vzorc̊u pro výpočet fuzzy očekávané hod-

noty a fuzzy rozptylu diskrétńı fuzzy náhodné veličiny, které jsou vyjádřeny po-

moćı principu rozš́ı̌reńı.

Definice 3.15. Necht’ (Ω,A, PF ), kde Ω = {ω1, . . . , ωr}, je pravděpodobnostńı

prostor s fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou. Necht’ PF ({ω1}), . . . , PF ({ωr}) tvoř́ı m-

tici fuzzy pravděpodobnost́ı elementárńıch jev̊u. Necht’ õ : Ω→ FN (R) je diskrétńı

fuzzy náhodná veličina taková, že õ(ωk) = Ok, k = 1, . . . , r. Fuzzy očekávanou

hodnotou diskrétńı fuzzy náhodné veličiny õ nazveme fuzzy č́ıslo Eõ s funkćı

př́ıslušnosti definovanou pro každé o ∈ R

µEõ(o) = max
{

min
{
µPF ({ω1})(p1), . . . , µPF ({ωr})(pr), µO1(o1), . . . , µOr(or)

}
|

r∑
k=1

pk · ok = o, pk ∈ 〈0, 1〉, k = 1, . . . , r, ok ∈ R,
r∑

k=1

pk = 1

}
. (3.16)

Fuzzy rozptylem diskrétńı fuzzy náhodné veličiny õ nazveme fuzzy č́ıslo var õ

s funkćı př́ıslušnosti definovanou pro každé o ∈ R

µvar õ(o) = max
{

min
{
µPF ({ω1})(p1), . . . , µPF ({ωr})(pr), µO1(o1), . . . , µOr(or)

}
|

r∑
k=1

pk ·

(
ok −

r∑
j=1

pj · oj

)2

= o, pk ∈ 〈0, 1〉, k = 1, . . . , r,

ok ∈ R,
r∑

k=1

pk = 1

}
. (3.17)

Poznámka 3.7. Fuzzy očekávaná hodnota diskrétńı fuzzy náhodné veličiny daná

vzorcem 3.16 je definována pomoćı fuzzy váženého pr̊uměru o1 . . . , or s normo-

vanými fuzzy váhami PF ({ω1}), . . . , PF ({ωr}) popsaného v části 2.4.1.
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Poznámka 3.8. Označme α-řez fuzzy rozptylu var õα = 〈var oLα, var oUα 〉 pro

libovolné α ∈ (0, 1〉. Pak krajńı hodnoty tohoto α-řezu mohou být pomoćı známého

vztahu z teorie pravděpodobnosti var o = Eo2 − (Eo)2 źıskány vyřešeńım dvojice

úloh matematického programováńı pro dané α ∈ (0, 1〉

var oLα = min


r∑

k=1

pk · o2
k −

(
r∑

k=1

pk · ok

)2

| pk ∈ PF ({ωk})α, k = 1, . . . , r,

ok ∈ Ok,α,
r∑

k=1

pk = 1

}
,

var oUα = max


r∑

k=1

pk · o2
k −

(
r∑

k=1

pk · ok

)2

| pk ∈ PF ({ωk})α, k = 1, . . . , r,

ok ∈ Ok,α,
r∑

k=1

pk = 1

}
.

V závěru kapitoly ilustrujme, jak vypadá fuzzy očekávaná hodnota a fuzzy

rozptyl diskrétńı fuzzy náhodné veličiny nabývaj́ıćı tř́ı hodnot s trojićı fuzzy

pravděpodobnost́ı.

Př́ıklad 3.9. Uvažujme pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, PF ), v němž Ω = {ω1,

ω2, ω3}. Uvažujme fuzzy pravděpodobnosti PF ({ω1}) = 〈0, 1; 0, 2; 0, 3〉, PF ({ω2}) =

〈0, 2; 0, 3; 0, 4〉 a PF ({ω3}) = 〈0, 4; 0, 5; 0, 6〉, které tvoř́ı trojici fuzzy pravděpodob-

nost́ı zobrazenou na obrázku 3.9. Na daném fuzzy pravděpodobnostńım prostoru

uvažujme diskrétńı fuzzy náhodnou veličinu õ nabývaj́ıćı fuzzy hodnot: õ({ω1}) =

O1 = 〈1, 3, 5〉, õ({ω2}) = O2 = 〈3, 5, 7〉, õ({ω3}) = O3 = 〈4, 7, 10〉, jejichž funkce

př́ıslušnosti jsou na obrázku 3.10.

Fuzzy očekávaná hodnota Eõ, jej́ı̌z funkce př́ıslušnosti je ukázána na obrázku

3.11, je spoč́ıtána pomoćı vzorce (3.16). Fuzzy rozptyl var õ, spoč́ıtaný pomoćı

(3.17), je vyobrazen na obrázku 3.12.
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Obrázek 3.9: Trojice fuzzy pravděpodobnost́ı PF ({ω1}) . . . , PF ({ω3})

Obrázek 3.10: Fuzzy hodnoty fuzzy náhodné veličiny õ

Obrázek 3.11: E(õ)
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Obrázek 3.12: var(õ)
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Kapitola 4

Aplikace fuzzy
pravděpodobnostńıch prostor̊u ve
fuzzifikovaných rozhodovaćıch
matićıch

V aplikačńı části práce se zaměř́ıme na aplikace fuzzy pravděpodobnostńıch

prostor̊u na jeden nástroj pro podporu rozhodováńı za rizika, a to na rozhodovaćı

matici. Rozhodovaćı matice popisuje, jak d̊usledky uvažovaných variant záviśı na

skutečnosti, který z možných stav̊u světa nastane. Začneme popisem rozhodovaćı

matice za rizika, ve které je vše ostré. Dále prozkoumáme rozhodovaćı matici

s expertně zadanými pravděpodobnostmi stav̊u světa. Poté budou fuzzifikovány

stavy světa a popsány dva možné př́ıstupy k řešeńı rozhodovaćı matice s fuzzy

stavy světa. U každého př́ıstupu bude uvedeno, jak se poč́ıtá (fuzzy) očekávaný

d̊usledek a (fuzzy) rozptyl d̊usledk̊u variant. Následně budou popsány a vzájemně

srovnány možné př́ıstupy k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa, fuzzy d̊usledky

variant a podkladovou fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou. Popsané př́ıstupy budou

ilustrovány na př́ıkladech.

4.1. Rozhodovaćı matice

Nejprve představ́ıme známou rozhodovaćı matici (viz např. [10, 15, 65]) mode-

luj́ıćı nějaký konkrétńı rozhodovaćı problém za rizika, při kterém je ćılem vybrat
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jednu variantu z množiny všech dostupných variant. Následně si poṕı̌seme, jak

spoč́ıtat očekávanou hodnotu a rozptyl d̊usledk̊u dané varianty. Dále uvedeme

rozhodovaćı pravidla, která budou v př́ıkladech využita k výběru nejlepš́ı vari-

anty.

Předpokládejme, že je daný pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P ). Pak má

rozhodovaćı matice obvykle formu tabulky 4.1. Varianty, mezi nimiž rozhodova-

tel vyb́ırá, jsou označeny x1, . . . , xn. S1, . . . , Sm, kde Sj ∈ A pro j = 1, . . . ,m,

zastupuj́ı vzájemně disjunktńı stavy světa (tj. Sj ∩ Sk = ∅ pro jakákoli j, k ∈

{1, . . . ,m}, j 6= k). p1, . . . , pm představuj́ı pravděpodobnosti stav̊u věta S1, . . . ,

Sm, tj. pj = P (Sj). Pro jakékoli i ∈ {1, . . . , n} a j ∈ {1, . . . ,m} vyjadřuje hi,j

d̊usledek dané varianty xi za daného stavu světa Sj.

Důsledek dané varianty xi za daných stav̊u světa Sj, j = 1, . . . ,m, představuje

diskrétńı náhodnou veličinu Hi : {S1, . . . , Sm} → R, která nabývá hodnot hi,j =

Hi(Sj) s pravděpodobnostmi pj, j = 1, . . . ,m.

S1 S2 · · · Sm EHi var Hip1 p2 · · · pm
x1 h1,1 h1,2 · · · h1,m EH1 var H1

x2 h2,1 h2,2 · · · h2,m EH2 var H2
...

...
...

...
...

...
...

xn hn,1 hn,2 · · · hn,m EHn var Hn

Tabulka 4.1: Rozhodovaćı matice

Varianty se obvykle uspořádávaj́ı na základě jejich očekávaných d̊usledk̊u EHi,

i = 1, . . . , n, a rozptyl̊u jejich d̊usledk̊u var Hi, i = 1, . . . , n, poč́ıtaných

EHi =
m∑
j=1

pj · hi,j,

var Hi =
m∑
j=1

pj · (hi,j − EHi)
2 .

Nejlepš́ı varianta je následně vybrána na základě nějakého rozhodovaćıho pra-

vidla. V následuj́ıćıch částech využijeme dvě rozhodovaćı pravidla, a to pravidlo

očekávané hodnoty a pravidlo očekávané hodnoty a rozptylu.
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Na základě pravidla očekávané hodnoty plat́ı pro nejlepš́ı variantu xi0 , i0 ∈

{1, 2, . . . , n}, následuj́ıćı

EHi0 = max
i=1,2,...n

EHi.

Pravidlo očekávané hodnoty a rozptylu považuje variantu xi za lepš́ı než vari-

antu xj, pokud

EHi > EHj a zároveň var Hi ≤ var Hj,

nebo

EHi ≥ EHj a zároveň var Hi < varHj.

Při použit́ı tohoto pravidla však můžeme narazit na problém, že některé varianty

budou vzájemně nesrovnatelné. Źıskáme tedy množinu tzv. nedominovaných va-

riant, mezi nimiž nebudeme schopni na základě uvažovaného rozhodovaćıho pra-

vidla vybrat tu nejlepš́ı. Pak je možné použ́ıt např. tzv. komparativńı analýzu

(viz např. [15]), ale ta v této práci nebude dále uvažována.

Nyńı bude popsaná rozhodovaćı matice ilustrována na př́ıkladech. V prvńım je

uvažováno diskrétńı univerzum i diskrétńı podkladová pravděpodobnostńı mı́ra,

zat́ımco ve druhém jsou univerzum i pravděpodobnostńı mı́ra spojité.

Př́ıklad 4.1. Uvažujme následuj́ıćı situaci: M̊užeme realizovat jeden ze dvou

možných projekt̊u, označených x1 a x2. Budoućı zisk z obou projekt̊u záviśı pouze

na skutečnosti, jaký druh vládnoućı koalice bude sestaven po parlamentárńıch

volbách. Předpokládejme, že m̊uže být sestaveno pouze šest koalic, označených

ω1, . . . , ω6. Pro jednoduchost nav́ıc předpokládejme, že pravděpodobnosti sesta-

veńı jednotlivých koalic jsou všechny stejné. Je tedy dán pravděpodobnostńı pro-

stor (Ω,A, P ), kde Ω = {ω1, . . . , ω6}, A je množina všech podmnožin univerza Ω

a P je pravděpodobnostńı mı́ra taková, že P ({ωk}) = 1/6, k = 1, . . . , 6.

Rozlǐsme tři možnosti (stavy světa) - pravicová vláda (S1), středová vláda

(S2) a levicová vláda (S3). Necht’ jsou tyto tři stavy stavy světa vyjádřeny pomoćı

množin na Ω:

S1 = {ω1, ω2} ,
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S2 = {ω3, ω4} ,

S3 = {ω5, ω6} .

Pravděpodobnosti těchto stav̊u světa jsou určeny pomoćı P (Sj) =
∑6

k=1 χSj(ωk) ·

1/6, j = 1, 2, 3.

Jak záviśı budoućı zisk (v %) na skutečnosti, který ze tři možných typ̊u vlády

nastane po volbách, je uvedeno v rozhodovaćı matici dané tabulkou 4.2. Očekávané

hodnoty a rozptyly obou variant byly určený pomoćı vzorc̊u popsaných výše v této

části.

S1 S2 S3 EXi var Xi1/3 1/3 1/3
x1 15 0 −4 3.67 66.89
x2 15 −3 0 4.00 62.00

Tabulka 4.2: Budoućı zisk (v %) projekt̊u x1 a x2 v závislosti na typu vlády

Jak pomoćı pravidla očekávané hodnoty, tak také pomoćı pravidla očekávané

hodnoty a rozptylu, popsaných výše, bychom se rozhodli realizovat projekt x2. Z ta-

bulky 4.2 totǐz plyne, že EX2 > EX1 a současně var X2 < varX1.

Př́ıklad 4.2. Porovnejme akcie x1 a x2 na základě budoućıch zhodnoceńı je-

jich cen. Uvažujme následuj́ıćı stavy ekonomiky:
”

velký propad ekonomiky“ (V P ),

”
propad ekonomiky“ (P ),

”
stagnace ekonomiky“ (S),

”
r̊ust ekonomiky“ (R) a

”
vel-

ký r̊ust ekonomiky“ (V R). Předpokládejme, že uvažované stavy světa jsou určeny

pouze vývojem hrubého domáćıho produktu (dále jen HDP). Nav́ıc uvažujme, že

předpověd’ vývoje HDP (v %) na př́ı̌st́ı rok ukazuje jeho normálně rozdělený r̊ust

se středńı hodnotou µ = 1 a směrodatnou odchylkou σ = 2.

Stavy ekonomiky, které tvoř́ı rozklad univerza představuj́ıćıho všechny možné

úrokové mı́ry, jsou dány obrázkem 4.1 jako následuj́ıćı intervaly: V P = (−∞;

−3, 5〉, P = (−3, 5;−0, 875〉, S = (−0, 875; 0, 875), R = 〈0, 875; 3, 5) a V R =

〈3, 5;∞). Jejich pravděpodobnosti jsou poč́ıtány pomoćı

P (Sj) =

ˆ
R
χSj(x) · 1

2
√

2π
· exp

{
−(x− 1)2

4

}
dx, kde Sj = V P, P, S,R, V R.
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Uvažujme také, že předpovědi budoućıch zhodnoceńı cen akcíı (v %) jsou dány

expertně. Spolu s pravděpodobnostmi stav̊u světa jsou uvedeny v tabulce 4.3. Očekávané

hodnoty a rozptyly byly opět určený dle vzorc̊u popsaných výše.

Obrázek 4.1: Stavy ekonomiky

V P P S R V R
EXi var Xi0,012 0,162 0,301 0,419 0,106

x1 -34 -13,5 0 14,5 30,5 6,699 185,221
x2 -36 -15,5 0 14 29 5,982 190,013

Tabulka 4.3: Rozhodovaćı matice obsahuj́ıćı budoućı zhodnoceńı cen akcíı (v %)

Podobně jako v předchoźım př́ıkladě je i zde pomoćı obou rozhodovaćıch pra-

videl stejná akcie lepš́ı, a to akcie x1. Z tabulky 4.3 je totǐz vidět, že EX1 > EX2

a var X1 < varX2.

V obou př́ıkladech jsme uvažovali ostré d̊usledky variant. V následuj́ıćı pod-

kapitole je budeme uvažovat vágně popsané, tj. fuzzy.

4.2. Rozhodovaćı matice s fuzzy d̊usledky vari-

ant a expertně zadanými pravděpodobnost-

mi stav̊u světa

Nyńı se zaměřme na rozhodovaćı matici s expertně určenými pravděpodob-

nostmi stav̊u světa a fuzzy d̊usledky variant. Po představeńı uvažované rozhodo-

vaćı matice budou uvedeny korektńı vzorce pro výpočet očekávaných d̊usledk̊u

variant a jejich rozptyl̊u. Využit́ı popsané rozhodovaćı matice bude na závěr ilu-

strováno na př́ıkladě.

Nejprve ale popǐsme možné d̊uvody a zp̊usoby zadáńı fuzzy d̊usledk̊u variant.

Pro rozhodovatele může být obt́ıžné popsat všechny d̊usledky variant reálnými
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č́ısly. Jedńım d̊uvodem může být nedostatek informaćı zp̊usobený např. nepřes-

nostmi měřeńı anebo špatnou kvalitou přenosu dat. Jiným d̊uvodem může být

fakt, že pro rozhodovatele je přirozeněǰśı popsat d̊usledky variant slovně než po-

moćı č́ısel. Obecně jsou zde tedy dvě možnosti, jak vyjádřit fuzzy d̊usledek dané

varianty.

Prvńı možnost́ı je zadat fuzzy d̊usledek př́ımo pomoćı fuzzy č́ısla. V některých

modelech může být jeho nosič omezen pouze na uzavřený interval, nejčastěji

〈0, 1〉. Nějaký expert může např. popsat d̊usledek konkrétńı varianty pomoćı fuzzy

č́ısla
”
asi pětiprocentńı zisk“, jehož funkce př́ıslušnosti je ukázána na obrázku 4.2.

Obrázek 4.2: Př́ıklad expertně zadaného d̊usledku nějaké varianty

Druhou možnost vyjádřeńı fuzzy d̊usledk̊u varianty představuje jejich popis

pomoćı hodnot jazykové proměnné, která byla představena v části 2.5. Expert

nebo rozhodovatel poṕı̌se výstupy variant za konkrétńıch stav̊u světa pomoćı

vhodných jazykových termů, jejichž matematické významy jsou dány př́ıslušnými

fuzzy č́ısly. Př́ıklad jazykové škály byl uveden již dř́ıve na obrázku 2.1 v př́ıkladě

2.3.

Rozhodovaćı matice s fuzzy d̊usledky variant je dána tabulkou 4.4. Jsou v ńı

uvažovány neurčité pouze d̊usledky Hi,j ∈ FN (R), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m,

variant x1, . . . , xn za daných stav̊u světa, které z̊ustávaj́ı ostré, tj. vyjádřené po-

moćı interval̊u. Uvažovaným stav̊um světa jsou expertně přǐrazené jejich fuzzy
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pravděpodobnosti PE(S1), . . . , PE(Sm), které tvoř́ı m-tici fuzzy pravděpodobnost́ı

(viz definice 3.10). Expert bud’ př́ımo zadá m-tici fuzzy pravděpodobnost́ı, anebo

fuzzy pravděpodobnosti odhadne pomoćı lichoběžńıkových či trojúhelńıkových

fuzzy č́ısel PE(Sj)
′, j = 1, . . . ,m, PE(Sj)

′ = 〈p′1j , p
′2
j , p

′3
j , p

′4
j 〉, splňuj́ıćıch podmı́nky

m∑
j=1

p
′1
j ≤ 1,

m∑
j=1

p
′2
j ≤ 1, ,

m∑
j=1

p
′3
j ≥ 1,

m∑
j=1

p
′4
j ≥ 1.

m-tice fuzzy pravděpodobnost́ı PE(Sj), j = 1, . . . ,m, PE(Sj) = 〈p1
j , p

2
j , p

3
j , p

4
j〉,

fuzzy stav̊u světa se pak z pravděpodobnost́ı PE(S1)′, . . . , PE(Sm)′ źıská následuj́ıćı

transformaćı

p1
j = max

{
p1′

j , 1−
m∑

i=1,i 6=j

p4′

i

}
, p2

j = max

{
p2′

j , 1−
m∑

i=1,i 6=j

p3′

i

}
,

p3
j = min

{
p3′

j , 1−
m∑

i=1,i 6=j

p2′

i

}
, p4

j = min

{
p4′

j , 1−
m∑

i=1,i 6=j

p1′

i

}
.

Tato transformace pro lichoběžńıková fuzzy č́ısla, popsaná v [8], odstraňuje ne-

konzistentnost expertńıch odhad̊u.

S1 S2 · · · Sm EHi var HiPE(S1) PE(S2) · · · PE(Sm)
x1 h1,1 h1,2 · · · h1,m EH1 var H1

x2 h2,1 h2,2 · · · h2,m EH2 var H2
...

...
...

...
...

...
...

xn hn,1 hn,2 · · · hn,m EHn var Hn

Tabulka 4.4: Rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa a jejich expertně zadanými
fuzzy pravděpodobnostmi

Vzorce pro výpočet očekávaných d̊usledk̊u EHi, i = 1, . . . , n, variant a jejich

rozptyl̊u varHi, i = 1, . . . , n, byly publikovány v [57]. Vzorec pro výpočet rozptylu

však nebral v úvahu vzájemný vztah mezi d̊usledky Hi,j, i ∈ {1, . . . , n}, j =

1, . . . ,m, variant za daných stav̊u světa a jejich očekávanou hodnotou EHi. V [49]

tedy Rotterová a Pavlačka navrhli správný vzorec, který tyto závislosti uvažuje.

Popǐsme, jak určit očekávaný d̊usledek EHi varianty xi a rozptyl varHi jejich

d̊usledk̊u. Očekávaný d̊usledek EHi se poč́ıtá pomoćı fuzzy váženého pr̊uměru
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(viz definice 2.21), tj. pro libovolné α ∈ (0, 1〉 se krajńı hodnoty intervalu EHi,α =

〈EhLi,α, EhUi,α〉 urč́ı

EhLi,α = min

{
m∑
j=1

pj · hi,j | pj ∈ PE(Sj)α, j = 1, . . . ,m,
m∑
j=1

pj = 1, hi,j ∈ Hi,j,α

}
,

(4.1)

EhUi,α = max

{
m∑
j=1

pj · hi,j | pj ∈ PE(Sj)α, j = 1, . . . ,m,
m∑
j=1

pj = 1, hi,j ∈ Hi,j,α

}
.

(4.2)

Krajńı hodnoty α-̌rezu rozptylu var Hi,α = 〈var hLi,α, var hUi,α〉 se pro libovolné

α ∈ (0, 1〉 urč́ı

var hLi,α = min


m∑
j=1

pj ·

(
hi,j −

m∑
k=1

pk · hi,k

)2

| pj ∈ PE(Sj)α, j = 1, . . . ,m,

m∑
j=1

pj = 1, hi,j ∈ Hi,j,α

}
, (4.3)

var hUi,α = max


m∑
j=1

pj ·

(
hi,j −

m∑
k=1

pk · hi,k

)2

| pj ∈ PE(Sj)α, j = 1, . . . ,m,

m∑
j=1

pj = 1, hi,j ∈ Hi,j,α

}
. (4.4)

Na závěr ilustrujme využit́ı rozhodovaćı matice popsané výše na př́ıkladě

s uvažovaným diskrétńım univerzem. V př́ıpadě spojitého univerza by byl po-

stup řešeńı shodný.

Př́ıklad 4.3. Uvažujme zadáńı př́ıkladu 4.1. Uvažujme tedy měřitelný prostor

(Ω,A), kde Ω = {ω1, . . . , ω6} a A je množina všech podmnožin univerza Ω.

Opět rozlǐsme tři možné stavy světa - pravicová vláda (S1), středová vláda

(S2) a levicová vláda (S3). Uvažujme však, že jejich pravděpodobnosti jsou určeny

expertně, a to následovně:

PE(S1) = 〈1/6, 1/3, 1/2〉, PE(S2) = 〈1/3, 1/2, 2/3〉, PE(S3) = 〈0, 1/6, 1/3〉.
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Pro jednoduchost uvažujme, že budoućı zisky (v %) z možné realizace projekt̊u

x1 a x2 jsou vyjádřeny reálnými č́ısly. Jak tyto zisky záviśı na skutečnosti, který

ze tři možných typ̊u vlády nastane po volbách, je uvedeno v rozhodovaćı matici

dané tabulkou 4.5.

S1 S2 S3

PE(S1) PE(S2) PE(S3)
x1 15 0 −4
x2 15 −3 0

Tabulka 4.5: Budoućı zisk (v %) projekt̊u x1 a x2 v závislosti na typu vlády

Výpočet očekávaných hodnot a rozptyl̊u byl proveden pomoćı vzorc̊u (4.1),

(4.2), (4.3) a (4.4). Funkce př́ıslušnosti źıskaných fuzzy charakteristik jsou zob-

razeny na obrázćıch 4.3 a 4.4. Jejich význačné hodnoty a těžǐstě jsou uvedeny

v tabulce 4.6. Na základě těchto výsledk̊u (vizuálńıho porovnáńı α-řez̊u funkćı

př́ıslušnosti či srovnáńı fuzzy č́ısel na základě jejich těžǐst’) bychom měli pomoćı

obou uvažovaných rozhodovaćıch pravidel zvolit realizaci projektu x1.

Obrázek 4.3: Fuzzy očekávané hodnoty projekt̊u x1 a x2

V této i předchoźı části jsme v př́ıkladech uvažovali ostré stavy světa, tj.

každá koalice ω1, . . . , ω6 patřila vždy pouze do jednoho stavu světa. V následuj́ıćı

podkapitole se přibĺıž́ıme lidskému uvažováńı. Budeme uvažovat, že tyto koalice

mohou částečně náležet do v́ıce stav̊u světa.
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Obrázek 4.4: Fuzzy rozptyly projekt̊u x1 a x2

Charakteristika Význačné hodnoty Těžǐstě
EX1 〈1, 167; 4, 333; 7, 500〉 4,333
EX2 〈0, 667; 3, 667; 6, 667〉 3,667
var X1 〈36, 806; 58, 889; 70, 250〉 56,061
var X2 〈40, 556; 66, 222; 81, 000〉 63,553

Tabulka 4.6: Výsledné fuzzy charakteristiky

4.3. Rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa

Nyńı uvažujme rozhodovaćı matici, ve které jsou neurčitě popsané pouze stavy

světa. V tomto př́ıpadě je lze korektně matematicky vyjádřit pomoćı fuzzy množin

definovaných na univerzu Ω, jehož tvoř́ı fuzzy rozklad.

V části 4.3.1 je popsána rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa, kde jejich

pravděpodobnosti jsou určeny př́ıstupy popsanými v části 3.2.1, tj. na základě

dané ostré pravděpodobnostńı mı́ry P na univerzu Ω. Podkapitola 4.3.2 je následně

věnována novému př́ıstupu k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa při uvažováńı

dané ostré pravděpodobnostńı mı́ry na univerzu Ω, při jehož využit́ı jsou infor-

mace obsažené v rozhodovaćı matici chápány jako systém báźı fuzzy pravidel.

74



4.3.1. Rozhodovaćı matice s pravděpodobnostmi fuzzy stav̊u

světa poč́ıtanými na základě ostré pravděpodobnostńı

mı́ry P

Uvažujme rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa matematicky popsanými

pomoćı fuzzy množin tvoř́ıćıch fuzzy rozklad univerza Ω. Dále uvažujme, že

známe pravděpodobnostńı mı́ru P na univerzu Ω, na jej́ımž základě budeme

poč́ıtat pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa. Nejprve se zaměř́ıme na výpočet

pravděpodobnost́ı fuzzy stav̊u světa dle Zadeha [70]. Poté zmı́ńıme také př́ıstup

uvažovaný Yagerem [61]. Oboje pravděpodobnosti budou využity v rozhodovaćı

matici k źıskáńı očekávaných d̊usledk̊u uvažovaných variant a jejich rozptyl̊u.

Začněme rozhodovaćı matićı danou tabulkou 4.7, kde jsou pravděpodobnosti

fuzzy stav̊u světa vyjádřeny reálným č́ıslem tak, jak to navrhl Zadeh [70]. Taková

rozhodovaćı matice byla zkoumána v [42]. Fuzzy stavy světa S1, . . . , Sm před-

stavuj́ı fuzzy náhodné jevy, které tvoř́ı fuzzy rozklad univerza Ω, tj.
∑m

j=1 µSj(ω) =

1 pro libovolné ω ∈ Ω. Proměnné pZ1, . . . , pZm, kde pZj := PZ(Sj), j = 1, . . . ,m,

zastupuj́ı pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa dané vzorcem (3.4). Jelikož fuzzy

stavy světa tvoř́ı fuzzy rozklad univerza Ω, mohou být d̊usledky při výběru va-

rianty xi, i ∈ {1, . . . , n}, chápány jako hodnoty diskrétńı náhodné veličiny HZ
i ,

která nabývá hodnot hi,j ∈ R, j = 1, . . . ,m, s pravděpodobnostmi pZ1, . . . , pZm.

S1 S2 · · · Sm EHi var HipZ1 pZ2 · · · pZm
x1 h1,1 h1,2 · · · h1,m EHZ

1 var HZ
1

x2 h2,1 h2,2 · · · h2,m EHZ
2 var HZ

2
...

...
...

...
...

...
...

xn hn,1 hn,2 · · · hn,m EHZ
n var HZ

n

Tabulka 4.7: Rozhodovaćı matice s ostrými pravděpodobnostmi fuzzy stav̊u světa

Abychom varianty x1, . . . , xn mohli vzájemně srovnat, je třeba určit očekávané

hodnoty EHZ
1 , . . . , EH

Z
n jejich d̊usledk̊u a rozptyly var HZ

1 , . . . , var H
Z
n těchto
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d̊usledk̊u. Pro i = 1, . . . , n se poč́ıtaj́ı

EHZ
i =

m∑
j=1

pZj · hi,j, (4.5)

var HZ
i =

m∑
j=1

pZj · (hi,j − EHZ
i )2. (4.6)

Můžeme tedy vidět, že d́ıky využit́ı Zadehových ostrých pravděpodobnost́ı

fuzzy stav̊u světa, dospějeme k př́ımočarému rozš́ı̌reńı rozhodovaćı matice. Nyńı,

zanalyzujme problémy spojené s t́ımto zp̊usobem rozš́ı̌reńı rozhodovaćı matice.

V části 4.1 popisoval prvek hi,j z rozhodovaćı matice dané tabulkou 4.1 d̊usledek

při výběru varianty xi, pokud nastane stav světa Sj. Uvažujeme-li však fuzzy

stavy světa namı́sto ostrých, objevuje se zásadńı otázka: Co znamená ř́ıci, že

”
fuzzy stav světa Sj nastane“? Uvažujme, že nějaké konkrétńı ω ∈ Ω nastalo.

Pokud µSj(ω) = 1, pak je zřejmé, že d̊usledek při výběru varianty xi je přesně

hi,j. Avšak jaký je d̊usledek výběru varianty xi, pokud 0 < µSj(ω) < 1 (což

také znamená, že 0 < µSk(ω) < 1 pro nějaké k 6= j)? V př́ıpadě rozhodo-

vaćı matice s fuzzy stavy světa neńı tedy nejsṕı̌se vhodné zacházet s d̊usledkem

výběru varianty xi jako s diskrétńı náhodnou veličinou HZ
i , která nabývá hodnot

hi,1, . . . , hi,m. Nav́ıc ačkoli pZ1, . . . , pZm maj́ı vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry,

maj́ı odlǐsný význam. Obecně totiž vyjadřuj́ı očekávaný stupeň př́ıslušnosti, ve

kterém konkrétńı stav světa nastane. Nemaj́ı tedy běžnou pravděpodobnostńı

interpretaci - mı́ra šance, že daný jev nastane v budoucnosti, kterou v př́ıpadě

rozhodovaćı matice očekáváme.

Proto nemůžeme zkonstatovat, že hodnotyEHZ
1 , . . . , EH

Z
n , dané pomoćı (4.5),

a var HZ
1 , . . . , var H

Z
n , poč́ıtané pomoćı (4.6), vyjadřuj́ı očekávané d̊usledky va-

riant a rozptyly d̊usledk̊u variant. Uspořádáńı variant založené na těchto charak-

teristikách je tedy diskutabilńı.

Ukažme nyńı popisovanou rozhodovaćı matici na př́ıkladech z části 4.1, které

zobecńıme na uvažovanou problematiku.

Př́ıklad 4.4. Uvažujme zadáńı př́ıkladu 4.1 a fuzzifikujme uvažované stavy světa.

Uvažujme tedy fuzzy pravděpodobnostńı prostor se Zadehovou pravděpodobnostńı
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mı́rou (Ω,AF , PZ), kde Ω = {ω1, . . . , ω6}, AF je množina všech fuzzy podmnožin

univerza Ω a PZ je pravděpodobnostńı mı́ra popsaná v části 3.2.1. Pro pravděpo-

dobnostńı mı́ru P také plat́ı, že P ({ωk}) = 1/6, k = 1, . . . , 6.

Rozlǐsme tři možné fuzzy stavy světa - pravicová vláda (S1), středová vláda

(S2) a levicová vláda (S3). Necht’ jsou tyto tři stavy stavy světa vyjádřeny pomoćı

fuzzy množin na Ω:

S1 =
{

1|ω1 ,
0.8 |ω2 ,

0.2 |ω3 ,
0 |ω4 ,

0 |ω5 ,
0 |ω6

}
,

S2 =
{

0|ω1 ,
0.2 |ω2 ,

0.8 |ω3 ,
1 |ω4 ,

0.5 |ω5 ,
0 |ω6

}
,

S3 =
{

0|ω1 ,
0 |ω2 ,

0 |ω3 ,
0 |ω4 ,

0.5 |ω5 ,
1 |ω6

}
,

kde prvky fuzzy množin jsou ve tvaru µSj (ωk)|ωk , j = 1, 2, 3, a k = 1, . . . , 6. Vid́ıme,

že fuzzifikaćı stav̊u světa modelujeme fakt, že některé koalice nejsou jednoznačně

levicové, pravicové nebo středové. Ale pokud bychom museli uvažovat ostré stavy

světa, tak bychom źıskali typy vlády uvažované v př́ıkladě 4.1. Akorát u koalice

ω5 bychom mohli být na vážkách, do kterého typu vlády ji zahrnout.

Jak záviśı budoućı zisk (v %) na skutečnosti, který ze tři možných typ̊u vlády

nastane po volbách, je uvedeno v rozhodovaćı matici dané tabulkou 4.8, kde jsou

uvedeny také Zadehovy pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa spoč́ıtané pomoćı (3.4).

EXZ
1 = 0, 333 · 15 + 0, 417 · 0 + 0, 25 · (−4) = 4,

EXZ
2 = 0, 333 · 15 + 0, 417 · (−3) + 0, 25 · 0 = 3, 75

var XZ
1 = 0, 333 · (15− 4)2 + 0, 417 · (0− 4)2 + 0, 25 · (−4− 4)2 = 63,

var XZ
2 = 0, 333 · (15− 3, 75)2 + 0, 417 · (−3− 3, 75)2 + 0, 25 · (0− 3, 75)2 =

= 64, 688.

Pomoćı obou uvažovaných rozhodovaćıch pravidel bychom se měli opět rozhod-

nout realizovat projekt x1. Avšak kv̊uli sporné interpretaci charakteristik EXZ
i ,

i = 1, 2, a var XZ
i neńı doporučeńı zvolit variantu x1 př́ılǐs d̊uvěryhodné.

Př́ıklad 4.5. Uvažujme zadáńı př́ıkladu 4.2. Porovnejme opět akcie X1 a X2

na základě budoućıch zhodnoceńı jejich cen. Uvažujme stejně označené stavy
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S1 S2 S3 EXi var Xi0, 333 0, 417 0, 250
x1 15 0 −4 4,00 63,000
x2 15 −3 0 3,75 64,688

Tabulka 4.8: Budoućı zisk (v %) projekt̊u x1 a x2 v závislosti na typu vlády

ekonomiky:
”

velký propad ekonomiky“ (V P ),
”

propad ekonomiky“ (P ),
”

stag-

nace ekonomiky“ (S),
”

r̊ust ekonomiky“ (R) a
”

velký r̊ust ekonomiky“ (V R).

Předpokládejme také, že uvažované stavy světa jsou určeny pouze vývojem HDP.

Nav́ıc stále uvažujme, že předpověd’ vývoje HDP (v %) na př́ı̌st́ı rok ukazuje

normálně rozdělený r̊ust se středńı hodnotou µ = 1 a směrodatnou odchylkou

σ = 2. Stavy ekonomiky jsou však vyjádřeny pomoćı fuzzy množin, které tvoř́ı

fuzzy rozklad univerza. Jejich funkce př́ıslušnosti jsou zobrazeny na obrázku 4.5.

Obrázek 4.5: Fuzzy stavy ekonomiky

Pravděpodobnosti fuzzy stav̊u ekonomiky jsou poč́ıtány následovně:

P (Sj) =

ˆ
R
µSj(x) · 1

2
√

2π
· exp

{
−(x− 1)2

4

}
dx, kde Sj = V P, P, S,R, V R.

Uvažujme také předpovědi budoućıho zhodnoceńı cen akcíı (v %) shodné jako

v př́ıkladě 4.2. Spolu s pravděpodobnostmi fuzzy stav̊u ekonomiky jsou uvedeny

v tabulce 4.9. Očekávané hodnoty a rozptyly zhodnoceńı cen akcíı byly určeny

pomoćı vzorc̊u (4.5) a (4.6).
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V P P S R V R
EXi var Xi0,013 0,148 0,339 0,392 0,108

x1 -34 -13,5 0 14,5 30,5 6,537 182,173
x2 -36 -15,5 0 14 29 5,856 189,790

Tabulka 4.9: Rozhodovaćı matice obsahuj́ıćı budoućı zhodnoceńı cen akcíı (v %)
s fuzzy stavy ekonomiky a pravděpodobnostmi dle Zadeha [70]

Podobně jako v př́ıkladě na rozhodovaćı matici, v ńı̌z bylo vše ostré, je i zde

pomoćı obou rozhodovaćıch pravidel stejná akcie lepš́ı, a to akcie x1. Z tabulky

4.9 je totǐz vidět, že EX1 > EX2 a var X1 < varX2.

Nyńı se zaměřme na př́ıpad, kdy jsou pravděpodobnosti fuzzy jev̊u źıskávány

pomoćı jejich α-̌rez̊u. Uvažujme pouze prvńı př́ıstup popsaný v části 3.2.1, tj.

uvažujme fuzzy pravděpodobnosti PY (S1), . . . , PY (Sm) fuzzy stav̊u světa S1, . . . ,

Sm tvoř́ıćıch fuzzy rozklad univerza Ω. Rozhodovaćı matice je pak daná tabulkou

4.10. Jak již bylo uvedeno v části 3.2.1, Yager [61] se nezabýval praktickými

výpočty s těmito fuzzy pravděpodobnostmi. Rotterová a Pavlačka [52] ukázali

jednu možnost, jak by mohly j́ıt poč́ıtat očekávané hodnoty a rozptyly d̊usledk̊u

uvažovaných variant. Tato možnost se však nejev́ı býti vhodná pro praktické

účely.

S1 S2 · · · Sm
PY (S1) PY (S2) · · · PY (Sm)

x1 h1,1 h1,2 · · · h1,m EHY
1 var HY

1

x2 h2,1 h2,2 · · · h2,m EHY
2 var HY

2
...

...
...

...
...

...
...

xn hn,1 hn,2 · · · hn,m EHY
n var HY

n

Tabulka 4.10: Rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa a jejich fuzzy
pravděpodobnostmi PY (S1), . . . , PY (Sm)

Necht’ α ∈ (0, 1〉. Pro libovolný stav světa Sj, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, je d̊usledek

varianty xi, i ∈ {1, . . . , n}, roven hi,j s pravděpodobnost́ı P (Sjα) ve stupni
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př́ıslušnosti α. Avšak obecně
∑m

j=1 P (Sjα) 6= 1. Proto označme

P (Sj|α) =

{
P (Sjα)∑m
k=1 P (Skα)

, pokud
∑m

k=1 P (Skα) 6= 0,

0, jinak.
(4.7)

Plat́ı, že P (Sj|α) ∈ 〈0, 1〉 pro všechna j.
∑m

j=1 P (Sj|α) = 1 mimo př́ıpadu,

kdy P (Sj|α) = 0 pro všechna j, který nastane např. obsahuje-li každé jádro

CoreSj pouze jeden prvek a je-li pravděpodobnostńı rozděleńı dané na Ω spojité.

P (S1|α), . . . , P (Sm|α) mohou být interpretovány jako pravděpodobnosti stav̊u

světa, pokud nastal nějaký prvek ω ∈ Ω nálež́ıćı do alespoň jednoho Sjα.

Očekávaná hodnota d̊usledku dané varianty xi v uvažovaném stupni α je pak

dána

E(Hi|α) =

{∑m
j=1 P (Sj|α) · hi,j, pokud

∑m
j=1 P (Sj|α) 6= 0,

neexistuje, jinak.
(4.8)

Stupeň př́ıslušnosti fuzzy očekávaného d̊usledku EHY
i varianty xi je poté dán

pro všechna hi ∈ 〈0, 1〉

µEHY
i

(hi) =


sup{α ∈ (0, 1〉 | hi = E(Hi|α)}, pokud {α ∈ (0, 1〉 |

hi = E(Hi|α)} 6= ∅,
0, jinak.

(4.9)

Nyńı se zaměřme na źıskáńı fuzzy rozptylu. V uvažovaném stupni α, využijeme

P (Sj|α) ∈ 〈0, 1〉 pro všechna j = 1, . . . ,m a E(Hi|α), které byly definovány

pomoćı (4.7) a (4.8). Rozptyl var (Hi|α) d̊usledk̊u varianty xi v uvažovaném

stupni α je dán

var (Hi|α) =

{∑m
j=1(hi,j − E(Hi|α))2 · P (Sj|α), pokud

∑m
j=1 P (Sj|α) 6= 0,

neexistuje, jinak.

Stupeň př́ıslušnosti fuzzy rozptylu varHY
i d̊usledk̊u varianty xi je pak dán pro

všechna hi ∈ 〈0, 1〉

µvar HY
i

(hi) =


sup{α ∈ (0, 1〉 | hi = var (Hi|α)}, pokud {α ∈ (0, 1〉 |

hi = var (Hi|α)} 6= ∅,
0, jinak.

(4.10)
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Nejlepš́ı varianta může být nalezena pomoćı vizuálńıho porovnáńı funkćı př́ı-

slušnosti fuzzy středńıch hodnot EHY
1 , . . . , EH

Y
n a fuzzy rozptyl̊u var HY

1 , . . . ,

var HY
n a následně aplikováńım př́ıslušného rozhodovaćıho pravidla (viz kapi-

tola 4.1). Jinou možnost́ı je na výsledné fuzzy charakteristiky nejprve aplikovat

nějakou defuzzifikačńı metodu (viz kapitola 2.3) a poté teprve rozhodovaćı pra-

vidlo.

Ilustrujme nyńı uvažovanou rozhodovaćı matici opět na dvojici př́ıklad̊u.

Př́ıklad 4.6. Uvažujme zadáńı př́ıkladu 4.4. Pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa

však nyńı vyjádřeme podle Yagera [61]. Výsledné fuzzy pravděpodobnosti možných

typ̊u vlády, spoč́ıtané pomoćı (3.5), jsou na obrázku 4.6.

(a) PY (S1) (b) PY (S2) (c) PY (S3)

Obrázek 4.6: Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u S1, S2, S3

(a) EXY
1 (b) EXY

2

Obrázek 4.7: Funkce př́ıslušnosti fuzzy očekávaných d̊usledk̊u projekt̊u x1 a x2

Pro ilustraci si ukažme, jak se urč́ı středńı hodnota EXY
1 v jednotlivých stupńıch

př́ıslušnosti pomoćı pravděpodobnost́ı P (Sj|α), j = 1, 2, 3, α = 0, 2; 0, 5; 0, 8; 1,
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fuzzy stav̊u světa:

E(X1|0, 2) =
1

3
· 15 +

4

9
· 0 +

2

9
· (−4) =

37

9
,

E(X1|0, 5) =
2

7
· 15 +

3

7
· 0 +

2

7
· (−4) =

22

7
,

E(X1|0, 8) =
2

5
· 15 +

2

5
· 0 +

1

5
· (−4) =

26

5
,

E(X1|1) =
1

3
· 15 +

1

3
· 0 +

1

3
· (−4) =

11

3
.

Středńı hodnota EXY
2 v př́ıslušných stupńıch př́ıslušnosti se urč́ı analogicky.

(a) varXY
1 (b) varXY

2

Obrázek 4.8: Funkce př́ıslušnosti fuzzy rozptyl̊u d̊usledk̊u projekt̊u x1 a x2

Funkce př́ıslušnosti fuzzy očekávaných hodnot EXY
1 , EXY

2 , spoč́ıtaných po-

moćı (4.9), a fuzzy rozptyl̊u var XY
1 , var XY

2 , spoč́ıtaných pomoćı (4.10), jsou

pak zobrazeny na obrázćıch 4.7 a 4.8. Tyto očekávané hodnoty a rozptyly mo-

hou být srovnány na základě jejich α-řez̊u. Pro jednoduchost je však srovnáme na

základě jejich těžǐst’. Těžǐstě, spoč́ıtaná pomoćı (2.1), jsou uvedena v tabulce 4.11.

Ná základě těžǐst’ bychom při rozhodováńı pomoćı pravidla maximalizuj́ıćıho

očekávanou hodnotu měli realizovat projekt x1. Budeme-li však nav́ıc uvažovat

i rozptyl, pak na základě maximalizace těžǐstě očekávané hodnoty a minimalizace

těžǐstě rozptylu nejsme schopni vybrat lepš́ı projekt.
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Charakteristika Těžǐstě
EXY

1 4,088
EXY

2 4,029
var XY

1 64,655
var XY

2 64,452

Tabulka 4.11: Těžǐstě fuzzy charakteristik

Př́ıklad 4.7. Uvažujme zadáńı př́ıkladu 4.5. Pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa

opět vyjádřeme podle Yagera [61]. Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti

možných fuzzy stav̊u ekonomiky, spoč́ıtané pomoćı (3.5), jsou na obrázku 4.9.

Obrázek 4.9: Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnost́ı fuzzy stav̊u ekonomiky

Funkce př́ıslušnosti fuzzy středńıch hodnot a fuzzy rozptyl̊u, spoč́ıtané pomoćı

(4.9) a (4.10), jsou vyobrazeny na obrázćıch 4.10 a 4.11.

Obrázek 4.10: Funkce př́ıslušnosti fuzzy očekávaných zhodnoceńı cen akcíı X1
a X2
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Obrázek 4.11: Funkce př́ıslušnosti fuzzy rozptyl̊u zhodnoceńı cen akcíı X1 a X2

Charakteristika Těžǐstě
EXY

1 6,812
EXY

2 6,132
var XY

1 180,137
var XY

2 183,657

Tabulka 4.12: Těžǐstě fuzzy charakteristik

Pro srovnáńı akcíı opět využijme těžǐst’ spoč́ıtaných charakteristik a následně

aplikujme rozhodovaćı pravidla, popsaná v části 4.1. Hodnoty těžǐst’ fuzzy č́ısel,

spoč́ıtaných dle (2.1), jsou uvedeny v tabulce 4.12. Podle obou rozhodovaćıch pra-

videl se akcie X1 jev́ı jako správná volba.

Př́ıstup k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa a jejich fuzzy pravděpodob-

nostmi dle Yagera [61] již nebude dále uvažován kv̊uli svému výpočetńımu po-

stupu založenému na normováńı fuzzy pravděpodobnost́ı po α-̌rezech, který se

z praktického hlediska nejev́ı př́ılǐs vhodný.

4.3.2. Rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa chápána jako

systém báźı fuzzy pravidel

Nyńı představme zcela odlǐsný př́ıstup k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy

světa, který byl popsán v [42]. Nejprve opět uvažujme daný pravděpodobnostńı

prostor (Ω,A, P ) obdobně jako v předchoźı části.
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S1 S2 · · · Sm
x1 h1,1 h1,2 · · · h1,m EHS

1 var HS
1

x2 h2,1 h2,2 · · · h2,m EHS
2 var HS

2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xn hn,1 hn,2 · · · hn,m EHS

n var HS
n

Tabulka 4.13: Rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa chápána jako systém báźı
fuzzy pravidel

Vezměme v úvahu problémy spojené s př́ıstupem k rozhodovaćı matici s fuzzy

stavy světa využ́ıvaj́ıćıho Zadehových pravděpodobnost́ı rozebrané v předchoźı

části. Při tomto př́ıstupu byly d̊usledky při výběru konkrétńı varianty xi, i ∈

{1, . . . , n}, chápány jako diskrétńı náhodná veličina HZ
i nabývaj́ıćı hodnot hi,1,

. . . , hi,m s pravděpodobnostmi pZ1, . . . , pZm. Namı́sto toho nyńı uvažujme rozho-

dovaćı matici s fuzzy stavy světa danou tabulkou 4.13. Informace o d̊usledku při

výběru varianty xi mohou být vyjádřeny pomoćı následuj́ıćı báze fuzzy pravidel:

Jestliže stav světa je S1, pak d̊usledek varianty xi je hi,1.
...
Jestliže stav světa je Sm, pak d̊usledek varianty xi je hi,m.

(4.11)

Vzhledem k charakteru uvažované báze fuzzy pravidel je vhodné k źıskáńı

výstupu z báze fuzzy pravidel (4.11) využ́ıt Sugen̊uv inferenčńı algoritmus, před-

stavený Sugenem [55] a daný vzorcem (2.2), tj. pro libovolné ω ∈ Ω je výstup při

výběru varianty xi dán

HS
i (ω) =

∑m
j=1 µSj(ω) · hi,j∑m

j=1 µSj(ω)
=

m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j, (4.12)

kde jsme využili předpokladu
∑m

j=1 µSj(ω) = 1 pro libovolné ω ∈ Ω.

Jelikož je na univerzu Ω dána pravděpodobnostńı mı́ra P , HS
i představuje

náhodnou veličinu. Distribučńı funkce náhodné veličiny HS
i je dána pro libovolné

h ∈ R následovně:

FHS
i
(h) = P (HS

i ≤ h) =

ˆ
{ω∈Ω|HS

i (ω)≤h}
dP.
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Poznámka 4.1. Ze vzorce (4.12) m̊užeme vidět, že v př́ıpadě uvažováńı ostrých

stav̊u světa S1, . . . , Sm, se náhodné veličiny HS
1 , . . . , H

S
n shoduj́ı s diskrétńımi

náhodnými veličinami H1, . . . , Hn nabývaj́ıćımi hodnot hi,1, . . . , hi,m, i = 1, . . . , n,

s pravděpodobnostmi pj = P (Sj), j = 1, . . . ,m. Tento nový př́ıstup tedy také

představuje rozš́ıřeńı rozhodovaćı matice na př́ıpad fuzzy stav̊u světa.

Varianty x1, . . . , xn mohou být uspořádány na základě očekávaných hodnot

a rozptyl̊u náhodných veličin HS
1 , . . . , H

S
n podobně jako u předchoźıch př́ıstup̊u.

Odvod’me tedy nyńı vzorce pro výpočet těchto charakteristik. Zároveň je porov-

nejme s charakteristikami náhodných veličin HZ
1 , . . . , H

Z
n .

Nejprve ukažme, že středńı hodnoty náhodných veličin HS
1 , . . . , H

S
n se shoduj́ı

s EHZ
1 , . . . , EH

Z
n . Pro i = 1, . . . , n plat́ı:

EHS
i =

ˆ
Ω

HS
i (ω)dP =

ˆ
Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j dP =
m∑
j=1

ˆ
Ω

µSj(ω) dP · hi,j =

=
m∑
j=1

pZj · hi,j = EHZ
i . (4.13)

Oba př́ıstupy k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa tedy vedou k totožným

očekávaným d̊usledk̊um.

Nicméně, ukažme, že rozptyly náhodných veličin HS
1 , . . . , H

S
n se obecně lǐśı od

var HZ
1 , . . . , var H

Z
n . Pro i = 1, . . . , n je rozptyl var HS

i źıskán následovně:

var HS
i = E

(
HS
i

)2 −
(
EHS

i

)2
=

ˆ
Ω

HS
i (ω)2 dP −

(
EHS

i

)2
=

=

ˆ
Ω

(
m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j

)2

dP −
(
EHS

i

)2
. (4.14)

Pro var HZ
i , i = 1, . . . , n, plat́ı, že

var HZ
i = E

(
HZ
i

)2 −
(
EHZ

i

)2
=

m∑
j=1

pZj · h2
i,j −

(
EHZ

i

)2
=

=

ˆ
Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · h2
i,j dP −

(
EHZ

i

)2
.
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Využit́ım
(
EHS

i

)2
=
(
EHZ

i

)2
tedy dostáváme

var HZ
i − var HS

i =

ˆ
Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · h2
i,j dP −

ˆ
Ω

(
m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j

)2

dP =

=

ˆ
Ω

 m∑
j=1

µSj(ω) · h2
i,j −

(
m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j

)2
 dP ≥ 0.

Integrand je jistě nezáporný (představuje rozptyl diskrétńı náhodné veličiny, která

nabývá hodnot hi,1, . . . , hi,m s
”
pravděpodobnostmi“ µS1(ω), . . . , µSm(ω)). Dále je

zřejmé, že rozd́ıl rozptyl̊u je roven nule tehdy a jen tehdy, když hi,j = hi,k pro

libovolné j 6= k takové, že obě EµSj a EµSk jsou kladné.

Zat́ımco se tedy očekávané hodnoty náhodných veličin HS
1 , . . . , H

S
n a HZ

1 , . . . ,

HZ
n shoduj́ı, jejich rozptyly se obecně lǐśı. To znamená, že uspořádáńı variant na

základě očekávaných hodnot a rozptyl̊u jejich d̊usledk̊u se pro oba př́ıstupy může

lǐsit. Nyńı ukažme př́ıstup k rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa jako systému

báźı fuzzy pravidel na př́ıkladech.

Př́ıklad 4.8. Uvažujme zadáńı př́ıkladu 4.4. Avšak nyńı nebudeme uvažovat

žádné pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa. Namı́sto toho zkonstruujme náhodné

proměnné HS
1 a HS

2 . Jelikož univerzum Ω je diskrétńı, HS
1 a HS

2 jsou diskrétńı

náhodné veličiny. Pomoćı vzorce (4.12) źıskáme:

HS
1 (ω1) = 1, HS

1 (ω2) = 0, 9, HS
1 (ω3) = 0, 6,

HS
1 (ω4) = 0, 5, HS

1 (ω5) = 0, 3, a HS
1 (ω6) = 0, 1,

HS
2 (ω1) = 1, HS

2 (ω2) = 0, 84, HS
2 (ω3) = 0, 36,

HS
2 (ω4) = 0, 2, HS

2 (ω5) = 0, 35 a HS
2 (ω6) = 0, 5.

Obě náhodné veličiny HS
1 a HS

2 nabývaj́ı těchto hodnot s pravděpodobnostmi

rovnými 1/6.

Očekávané hodnoty EHS
1 a EHS

2 , spoč́ıtané pomoćı (4.13), se shoduj́ı s EHZ
1

a EHZ
2 z př́ıkladu 4.4, tj. EHS

1 = 0, 5667 a EHS
2 = 0, 5417. Rozptyly náhodných

veličin HS
1 a HS

2 jsou źıskány následovně:

var HS
1 =

∑6
k=1(HS

1 (ωk)− 0.5667)2

6
= 0, 0989,
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var HS
2 =

∑6
k=1(HS

2 (ωk)− 0.5417)2

6
= 0, 0812.

M̊užeme tedy vidět, že v tomto př́ıpadě nejsme schopni rozhodnout mezi projekty

x1 a x2 na základě pravidla maximalizace očekávané hodnoty a minimalizace roz-

ptylu, protože EHS
1 > EHS

2 a var HS
1 > var HS

2 .

Př́ıklad 4.9. Nyńı uvažujme zadáńı př́ıkladu 4.5. Rozhodovaćı matice je nyńı

dána tabulkou 4.14. Očekávané hodnoty a rozptyly byly opět určeny pomoćı vzorc̊u

(4.13) a (4.14).

V P P S R V R
EXi var Xi0,013 0,148 0,339 0,392 0,108

x1 -34 -13,5 0 14,5 30,5 6,537 166,503
x2 -36 -15,5 0 14 29 5,856 169,894

Tabulka 4.14: Rozhodovaćı matice obsahuj́ıćı budoućı zhodnoceńı cen akcíı s fuzzy
stavy ekonomiky

Podobně jako u předchoźıch př́ıstup̊u k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa

je i zde pomoćı obou rozhodovaćıch pravidel stejná akcie lepš́ı, a to akcie X1.

Z tabulky 4.14 totǐz plyne, že EXS
1 > EXS

2 a var XS
1 < varXS

2 .

4.4. Rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa, fuzzy

d̊usledky variant a podkladovou fuzzy prav-

děpodobnostńı mı́rou

V této části se zaměř́ıme na rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa, fuzzy

d̊usledky variant i fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou. Budeme ji nazývat fuzzy roz-

hodovaćı matice.

Nejprve však stručně připomeňme fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru. Důvodem

k jej́ımu uvažováńı v rozhodovaćı matici může být např. nedostatek informaćı

o rozděleńı pravděpodobnosti na uvažovaném univerzu nebo odhadnut́ı jeho pa-

rametr̊u z fuzzy dat (viz např. [59]). Obecně byla fuzzy pravděpodobnostńı mı́ra

PF zavedena v části 3.2.2. Vlastnosti Zadehovy pravděpodobnostńı mı́ry rozš́ı̌rené

na př́ıpad fuzzy jev̊u, označené PFZ , byly prozkoumány v části 3.2.3.
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V následuj́ıćıch podkapitolách se zaměř́ıme na dva př́ıstupy k uvažované fuzzy

rozhodovaćı matici. Nejprve v části 4.4.1 poṕı̌seme př́ıstup využ́ıvaj́ıćı fuzzifi-

kovaných Zadehových pravděpodobnost́ı fuzzy stav̊u světa, které byly zavedeny

v části 3.2.3 a tvoř́ı m-tici fuzzy pravděpodobnost́ı. Poté v části 4.4.2 představ́ıme

př́ıstup k fuzzy rozhodovaćı matici, který reprezentuje informace v ńı obsažené

pomoćı systému báźı fuzzy pravidel. Tento př́ıstup k fuzzy rozhodovaćı matici

s expertně zadanými pravděpodobnostmi elementárńıch jev̊u byl řešen v [50].

V [41] je tento př́ıstup popsán na fuzzy rozhodovaćı matici s diskrétńı podklado-

vou fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou. Praktické využit́ı fuzzy rozhodovaćı matice

chápané jako systém báźı pravidel k porovnáńı akcíı je popsáno v [48]. Na závěr

v podkapitole 4.4.3 oba př́ıstupy k fuzzy rozhodovaćı matici srovnáme.

4.4.1. Rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa, fuzzy d̊u-

sledky variant a fuzzifikovanými Zadehovými prav-

děpodobnostmi stav̊u světa

V této části popǐsme př́ıstup k fuzzy rozhodovaćı matici využ́ıvaj́ıćı fuzzifi-

kovaných Zadehových pravděpodobnost́ı fuzzy stav̊u světa vyjádřených pomoćı

fuzzy č́ısel.

Uvažujme fuzzy rozhodovaćı matici danou tabulkou 4.15. V rozhodovaćı ma-

tici znač́ı x1, . . . , xn varianty rozhodovatele. Hi,j ∈ FN (R), i = 1 . . . , n, j =

1, . . . ,m, představuj́ı d̊usledky těchto variant za daných fuzzy stav̊u světa S1, . . . ,

Sm, které tvoř́ı fuzzy rozklad univerza Ω. Těmto fuzzy stav̊um světa přǐrazujeme

jejich fuzzy pravděpodobnosti PFZj = PFZ(Sj), j = 1, . . . ,m, poč́ıtané na základě

podkladové fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry PF pomoćı vzorc̊u (3.13) a (3.14). Ve

vzorćıch pro výpočet charakteristik variant však budou tyto fuzzy pravděpodob-

nosti kv̊uli vzájemným interakćım vyjádřeny pomoćı vzorc̊u pro jejich výpočet.

Libovolný řádek rozhodovaćı matice vyjadřuje hodnoty diskrétńı fuzzy náhod-

né veličiny HZ
i , i ∈ {1, . . . , n}, která nabývá fuzzy hodnot Hi,1, . . . , Hi,m s fuzzy

pravděpodobnostmi PFZ1, . . . , PFZm.

Poznámka 4.2. V př́ıpadě rozhodovaćı matice popsané v části 4.1, tj. rozhodo-
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S1 S2 · · · Sm
PFZ1 PFZ2 · · · PFZm

x1 H1,1 H1,2 · · · H1,m EHZ
1 var HZ

1

x2 H2,1 H2,2 · · · H2,m EHZ
2 var HZ

2
...

...
...

...
...

...
...

xn Hn,1 Hn,2 · · · Hn,m EHZ
n var HZ

n

Tabulka 4.15: Rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa, fuzzy d̊usledky a podkla-
dovou fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou

vaćı matice bez jakékoli fuzzifikace, diskrétńı náhodné veličiny HZ
i , i = 1, . . . , n,

splývaj́ı s diskrétńımi náhodnými veličinami H1, . . . , Hn nabývaj́ıćıch hodnot hi,1,

. . . , hi,m, i = 1, . . . , n, s pravděpodobnostmi pj = P (Sj), j = 1, . . . ,m. Tento

př́ıstup tedy představuje rozš́ıřeńı rozhodovaćı matice na př́ıpad fuzzy stav̊u světa,

fuzzy d̊usledk̊u variant a podkladové fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry.

Ukažme, jak lze źıskat charakteristiky fuzzy náhodné veličiny HZ
i , i ∈ {1, . . . ,

n}. Pro libovolné α ∈ (0, 1〉 označme α-̌rez Hi,j,α = 〈hLi,j,α, hUi,j,α〉. Pak pro libo-

volnou variantu xi, i ∈ {1, . . . , n}, a libovolné α ∈ (0, 1〉 je α-̌rez fuzzy očekávané

hodnoty EHZ
i,α = 〈EhZ,Li,α , Eh

Z,U
i,α 〉 dán následovně:

EhZ,Li,α = min

{
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · hLi,j,α | P ∈ PF,α

}
, (4.15)

EhZ,Ui,α = max

{
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · hUi,j,α | P ∈ PF,α

}
. (4.16)

Výpočet fuzzy rozptylu var HZ
i je komplikovaněǰśı. Kv̊uli vzájemným závis-

lostem mezi fuzzy d̊usledky Hi,1, . . . , Hi,m a fuzzy očekávanou hodnotou EHZ
i

je α-̌rez var HZ
i,α = 〈var hZLi,α , var hZUi,α 〉 fuzzy rozptylu d̊usledk̊u varianty určen

následovně: Označme

z(hi,1, . . . hi,m, P ) =

=
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP ·

(
hi,j −

m∑
k=1

ˆ
t∈Ω

µSk(t)dP · hi,k

)2

. (4.17)
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Poté se krajńı hodnoty α-̌rezu urč́ı

var hZLi,α = min {z(hi,1, . . . hi,m, P ) | hi,j ∈ Hi,j,α, j = 1, . . . ,m, P ∈ PF,α} ,
(4.18)

var hZUi,α = max {z(hi,1, . . . hi,m, P ) | hi,j ∈ Hi,j,α, j = 1, . . . ,m, P ∈ PF,α} .
(4.19)

V části 3.2.3 bylo ukázáno, že z matematického hlediska představuje PFZ fuzzy

pravděpodobnostńı mı́ru. Jedná se však pouze o rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı

mı́ry PZ na př́ıpad podkladové fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry, proto interpretačńı

problémy popsané v části 3.2.1 z̊ustávaj́ı zachovány. Nav́ıc bylo v části 3.2.1 dis-

kutováno, že neńı jasné, co znamená výrok
”
fuzzy stav světa nastal“. Proto nelze

ř́ıci, že hodnoty EHZ
i , i = 1, . . . , n, dané pomoćı (4.15) a (4.16), a var HZ

i ,

i = 1, . . . , n, dané vzorci (4.18) a (4.19), vyjadřuj́ı očekávané d̊usledky a rozptyly

d̊usledk̊u variant. Věrohodnost uspořádáńı variant na základě těchto charakteris-

tik je tedy otázkou.

4.4.2. Rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa, fuzzy d̊u-

sledky variant a podkladovou fuzzy pravděpodob-

nostńı mı́rou chápána jako systém báźı fuzzy pravi-

del

V této části budou informace obsažené ve fuzzy rozhodovaćı matici popsány

pomoćı systému báźı fuzzy pravidel podobně jako v části 4.3.2. Uvažujme tedy

daný pravděpodobnostńı prostor s fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou (Ω,A, PF ).

S1 S2 · · · Sm
x1 H1,1 H1,2 · · · H1,m EHS

1 var HS
1

x2 H2,1 H2,2 · · · H2,m EHS
2 var HS

2
...

...
...

...
...

...
...

xn Hn,1 Hn,2 · · · Hn,m EHS
n var HS

n

Tabulka 4.16: Fuzzy rozhodovaćı matice chápána jako systém báźı fuzzy pravidel

Nejprve popǐsme uvažovanou fuzzy rozhodovaćı matici danou tabulkou 4.16.

V tabulce znač́ı x1, . . . , xn varianty rozhodovatele a S1, . . . , Sm fuzzy stavy světa
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tvoř́ıćı fuzzy rozklad univerza Ω. Pro libovolné i ∈ {1, . . . , n} a j ∈ {1, . . . ,m}

vyjadřuje Hi,j fuzzy d̊usledek varianty xi za daného fuzzy stavu světa Sj. Infor-

mace o fuzzy d̊usledćıch při výběru libovolné varianty xi, i ∈ {1, . . . , n}, mohou

být vyjádřeny pomoćı následuj́ıćı báze fuzzy pravidel:

Jestliže stav světa je S1, pak d̊usledek varianty xi je Hi,1.
...
Jestliže stav světa je Sm, pak d̊usledek varianty xi je Hi,m.

K źıskáńı výstupu z této báze fuzzy pravidel je vhodné použ́ıt Zobecněný

Sugen̊uv inferenčńı algoritmus daný vzorcem (2.3). Pro libovolné α ∈ (0, 1〉

a libovolné ω ∈ Ω označme Hi,j,α = 〈hLi,j,α, hUi,j,α〉, j = 1, . . . ,m, a HS
i,α(ω) =

〈hSLi,α(ω), hSUi,α (ω)〉. Pak se krajńı hodnoty α-̌rezu HS
i,α(ω) výstupu z báze fuzzy

pravidel źıskaj́ı

hS,Li,α (ω) =
m∑
j=1

µSj(ω) · hLi,j,α,

hS,Ui,α (ω) =
m∑
j=1

µSj(ω) · hUi,j,α.

Jelikož je na univerzu Ω uvažována fuzzy pravděpodobnostńı mı́ra PF , tak

HS
i : Ω → FN (R) může být chápána jako fuzzy náhodná veličina. Vyjádřeme

tedy jej́ı očekávanou hodnotu EHS
i a rozptyl var HS

i .

Pro libovolné α ∈ (0, 1〉 se α-̌rez EHS
i,α = 〈EhSLi,α , EhSUi,α 〉 fuzzy očekávané

hodnoty urč́ı

EhSLi,α = min

{ˆ
ω∈Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · hLi,j,αdP | P ∈ PF,α

}
, (4.20)

EhSUi,α = max

{ˆ
ω∈Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · hUi,j,αdP | P ∈ PF,α

}
. (4.21)

Pro výpočet fuzzy rozptylu nejprve označme

s(hi,1, . . . , hi,m, P ) =
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=

ˆ
ω∈Ω

(
m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j −
ˆ
t∈Ω

m∑
k=1

µSk(t) · hi,kdP

)2

dP. (4.22)

Pak se pro libovolné α ∈ (0, 1〉 α-̌rez var HS
i,α = 〈var hSLi,α , var hSUi,α 〉 źıská

var hSLi,α = min {s(hi,1, . . . , hi,m, P ) | hi,j ∈ Hi,j,α, j = 1, . . . ,m, P ∈ PF,α} ,
(4.23)

var hSUi,α = max {s(hi,1, . . . hi,m, P ) | hi,j ∈ Hi,j,α, j = 1, . . . ,m, P ∈ PF,α} .
(4.24)

4.4.3. Srovnáńı obou př́ıstup̊u

Srovnejme fuzzy očekávané hodnoty EHZ
i , i ∈ {1, . . . , n}, a EHS

i stejně jako

fuzzy rozptyly var HS
i a var HZ

i . Na závěr ilustrujme oba př́ıstupy k fuzzy roz-

hodovaćı matici na dvojici př́ıklad̊u.

Nejprve srovnejme fuzzy očekávané hodnoty.

Věta 4.1. Necht’ EHS
i je fuzzy očekávaná hodnota fuzzy náhodné veličiny HS

i

a EHZ
i je fuzzy očekávaná hodnota fuzzy náhodné veličiny HZ

i . Pak plat́ı: EHS
i =

EHZ
i .

D̊ukaz. Necht’ pro libovolné α ∈ (0, 1〉 jsou EHZ
i,α = 〈EhZLi,α , EhZUi,α 〉 a EHS

i,α =

〈EhSLi,α , EhSUi,α 〉 α-̌rezy fuzzy očekávaných hodnot. Pro krajńı hodnoty α-̌rezu EHS
i,α

plat́ı:

EhSLi,α = min

{ˆ
ω∈Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · hLi,j,αdP | P ∈ PF,α

}
=

= min

{
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · hLi,j,α | P ∈ PF,α

}
= EhZLi,α ,

EhSUi,α = max

{ˆ
ω∈Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · hUi,j,αdP | P ∈ PF,α

}
=

= max

{
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · hUi,j,α | P ∈ PF,α

}
= EhZUi,α

Všechny α-̌rezy se tedy shoduj́ı. A proto EHS
i = EHZ

i .
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Nyńı určeme vzájemný vztah mezi fuzzy rozptyly d̊usledk̊u variant.

Věta 4.2. Necht’ var HS
i je fuzzy rozptyl fuzzy náhodné veličiny HS

i a var HZ
i je

fuzzy rozptyl fuzzy náhodné veličiny HZ
i . Pak plat́ı: var HS

i ≤ var HZ
i .

D̊ukaz. Necht’ z(hi,1, . . . , hi,m, P ) a s(hi,1, . . . hi,m, P ) jsou pomocné funkce de-

finované pomoćı (4.17) a (4.22). Pro zjednodušeńı d̊ukazu označme pro daná

hi,j ∈ Hi,j,α, j = 1, . . . ,m,

Ehi =

ˆ
ω∈Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · hi,jdP =
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · hi,j.

Rozd́ıl funkćı z(hi,1, . . . hi,m, P ) a s(hi,1, . . . , hi,m, P ) můžeme vyjádřit následovně:

d(hi,1, . . . hi,m, P ) = z(hi,1, . . . hi,m, P )− s(hi,1, . . . , hi,m, P ) =

=
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · (hi,j − Ehi)2 −
ˆ
ω∈Ω

(
m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j − Ehi

)2

dP =

=
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP ·
(
h2
i,j − 2 · hi,j · Ehi + Eh2

i

)
−

−
ˆ
ω∈Ω

(
m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j

)2

dP + 2 ·
ˆ
ω∈Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j · EhidP−

−
ˆ
ω∈Ω

Eh2
i dP =

m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · h2
i,j−

− 2 ·
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · hi,j · Ehi +
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · Eh2
i−

−
ˆ
ω∈Ω

(
m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j

)2

dP + 2 ·
ˆ
ω∈Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j · EhidP−

−
ˆ
ω∈Ω

Eh2
i dP =

m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · h2
i,j − Eh2

i−

−
ˆ
ω∈Ω

(
m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j

)2

dP + Eh2
i =
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=

ˆ
ω∈Ω

 m∑
j=1

µSj(ω) · h2
i,j −

(
m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j

)2
 dP

kde jsme využili vztahu, že pro libovolné ω ∈ Ω plat́ı
∑m

j=1 µSj(ω) = 1.

Integrand je vždy nezáporný (představuje rozptyl diskrétńı náhodné veličiny,

která nabývá hodnot hi,j, j = 1, . . . ,m, s
”
pravděpodobnostmi“ µSj(ω), j =

1, . . . ,m). Nule se rovná pouze v př́ıpadě, kdy hi,j = hi,k pro každé j 6= k takové,

že nosiče fuzzy pravděpodobnosti PFZ(Sj) a PFZ(Sk) stav̊u světa Sj a Sk jsou

podmnožinou intervalu (0,∞). Funkce d(hi,1, . . . hi,m, P ) je tedy vždy nezáporná.

Jelikož d(hi,1, . . . hi,m, P ) je pomocná funkce pro výpočet fuzzy rozd́ılu Di mezi

fuzzy rozptyly var HZ
i a var HS

i , tak pro libovolné α ∈ (0, 1〉 jsou krajńı hodnoty

α-̌rezu Di,α = 〈dLi,α, dUi,α〉 fuzzy rozd́ılu dány následovně:

dLi,α = min {d(hi,1, . . . hi,m, P )|hi,j ∈ Hi,j,α, j = 1, . . . ,m, P ∈ PF,α} ,

dUi,α = max {d(hi,1, . . . hi,m, P )|hi,j ∈ Hi,j,α, j = 1, . . . ,m, P ∈ PF,α} .

Vhledem k nezápornosti pomocné funkce d(hi,1, . . . hi,m, P ) obsahuj́ı α-̌rezy

fuzzy rozd́ılu Di pouze nezáporné hodnoty. Plat́ı tedy, že var HZ
i,α ≥ var HS

i,α,

a proto var HZ
i ≥ var HS

i .

Ačkoli se fuzzy očekávané hodnoty EHZ
i a EHS

i shoduj́ı, fuzzy rozptyly

var HZ
i a var HS

i se obecně lǐśı. Tato skutečnost může významně ovlivnit uspořá-

dáńı variant ve fuzzy rozhodovaćı matici. Ilustrujme využit́ı fuzzy rozhodovaćı

matice opět na dvojici př́ıklad̊u.

Př́ıklad 4.10. Uvažujme situaci, kdy vyb́ıráme jeden ze dvou projekt̊u, označených

x1 a x2, obdobně jako v předchoźıch př́ıkladech s diskrétńı podkladovou pravděpo-

dobnostńı mı́rou. Necht’ budoućı zisk obou projekt̊u opět záviśı pouze na skutečnosti,

jaká vládńı koalice bude sestavena po parlamentárńıch volbách. Pravděpodobnosti

sestaveńı těchto koalic nejsou přesně známy. Máme k dispozici pouze jejich ex-

pertńı odhady pomoćı trojúhelńıkových fuzzy č́ısel PF ({ωk}) = 〈1/12, 1/6, 1/3〉,

k = 1, . . . , 6.
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Rozlǐsme tři možné situace - pravicová vláda (S1), středová vláda (S2) a le-

vicová vláda (S3), které jsou vyjádřeny pomoćı fuzzy množin definovaných na

Ω shodně jako v př́ıkladě 4.4. Jak záviśı budoućı zisk (v %) na tom, jaký typ

vlády nastane, je uvedeno v tabulce 4.17. Budoućı zisky jsou vyjádřeny pomoćı

trojúhelńıkových fuzzy č́ısel určených jejich význačnými hodnotami. Funkce př́ı-

slušnosti fuzzy pravděpodobnost́ı fuzzy stav̊u světa, spoč́ıtaných pomoćı (3.13)

a (3.14), jsou vyobrazeny na obrázku 4.12.

S1 S2 S3

PFZ1 PFZ2 PFZ3

x1 〈10, 15, 20〉 〈−3, 0, 3〉 〈−12,−4, 4〉
x2 〈10, 15, 20〉 〈−12,−3, 9〉 〈−4, 0, 4〉

Tabulka 4.17: Budoućı fuzzy zisk (v %) projekt̊u v závislosti na typu vlády

Obrázek 4.12: Fuzzy pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa

Sestrojme fuzzy náhodné veličiny XS
1 a XS

2 představuj́ıćı budoućı fuzzy zisky

z projekt̊u x1 a x2. Fuzzy výstupy z báze fuzzy pravidel odvozené z fuzzy rozhodovaćı

matice, tj. trojúhelńıková fuzzy č́ısla XS
1 (ω1), . . . , XS

1 (ω6) a XS
2 (ω1), . . . , XS

2 (ω6),

jsou dána tabulkou 4.18.

Určeme nyńı fuzzy očekávané hodnoty i fuzzy rozptyly výstup̊u obou projekt̊u.

Funkce př́ıslušnosti fuzzy očekávaných hodnot, určených pomoćı (4.15) a (4.16)

nebo (4.20) a (4.21), a fuzzy rozptyl̊u obou projekt̊u, spoč́ıtané pomoćı (4.18),

(4.19), (4.23) a (4.24), jsou ukázány na obrázćıch 4.13 a 4.14. Jejich význačné

hodnoty i těžǐstě jsou uvedeny v tabulce 4.19.
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XS
1 XS

2

ω1 〈10, 15, 20〉 〈10, 15, 20〉
ω2 〈7, 4; 12; 16, 6〉 〈5, 6; 11, 4; 17, 8〉
ω3 〈−0, 4; 3; 6, 4〉 〈−7, 6; 0, 6; 11, 2〉
ω4 〈−3, 0, 3〉 〈−12,−3, 9〉
ω5 〈−7, 5;−2; 3, 5〉 〈−8;−1, 5; 6, 5〉
ω6 〈−12,−4, 4〉 〈−4, 0, 4〉

Tabulka 4.18: Výstupy ze systému báźı fuzzy pravidel pro uvažované koalice

Obrázek 4.13: Fuzzy očekávané hodnoty projekt̊u x1 a x2

Budeme-li rozhodovat pouze na základě těžǐst’ fuzzy očekávaných hodnot, pak

bychom měli zvolit variantu x2. Vezmeme-li v úvahu nav́ıc také těžǐstě fuzzy roz-

ptyl̊u uvažovaných projekt̊u, pak na základě př́ıstupu k fuzzy rozhodovaćı matici

uvažuj́ıćıho výpočty fuzzy pravděpodobnost́ı nejsme schopni zvolit lepš́ı variantu,

protože cog(EXZ
1 ) < cog(EXZ

2 ) a zároveň cog(var XZ
1 ) < cog(var XZ

2 ). Budeme-

-li však chápat informace obsažené ve fuzzy rozhodovaćı matici jako systém báźı

fuzzy pravidel, pak bychom měli zvolit variantu x2, protože cog(EXS
1 ) < cog(EXS

2 )

a zároveň cog(var XS
1 ) > cog(var XS

2 ).

Př́ıklad 4.11. Porovnejme dvě akcie, X1 a X2, vzhledem k budoućımu zhod-

noceńı jejich cen obdobně jako v předchoźıch př́ıkladech se spojitou podklado-

vou pravděpodobnostńı mı́rou. Uvažujme opět následuj́ıćı stavy ekonomiky:
”

velký

propad ekonomiky“ (V P ),
”

propad ekonomiky“ (P ),
”

stagnace ekonomiky“ (S),

”
r̊ust ekonomiky“ (R) a

”
velký r̊ust ekonomiky“ (V R). Jejich funkce př́ıslušnosti
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Obrázek 4.14: Fuzzy rozptyly projekt̊u x1 a x2

Charakteristika Význačné hodnoty Těžǐstě
EXZ

1 = EXS
1 〈−5, 333; 4.000; 13, 608〉 4,173

EXZ
2 = EXS

2 〈−6.333; 3.750; 15, 158〉 4,328
var XZ

1 〈5, 889; 63.000; 212, 250〉 85,742
var XZ

2 〈2, 854; 64.068; 232, 000〉 90,029
var XS

1 〈4, 126; 50.333; 196, 454〉 75,605
var XS

2 〈2, 198; 47.033; 200, 850〉 73,767

Tabulka 4.19: Výsledné fuzzy charakteristiky

stále tvoř́ı fuzzy rozklad univerza a jsou zobrazeny na obrázku 4.5. Dále uvažujme,

že fuzzy stavy světa záviśı pouze na vývoji HDP a že předpověd’ vývoje r̊ustu/po-

klesu HDP (v %) na př́ı̌st́ı rok ukazuje normálně rozdělený r̊ust HDP s fuzzy

středńı hodnotou µF = 〈0, 1, 2〉 a fuzzy směrodatnou odchylkou σF = 〈1, 2, 3〉. Dále

uvažujme expertně stanovené budoućı hodnoty akcíı vyjádřené lichoběžńıkovými

fuzzy č́ısly, jejichž význačné hodnoty jsou dané tabulkou 4.20. Funkce př́ıslušnosti

fuzzy pravděpodobnost́ı fuzzy stav̊u světa jsou vyobrazeny na obrázku 4.15.

V P P S R V R
PF (V P ) PF (P ) PF (S) PF (R) PF (V R)

x1 〈−50,−37,−31,−27〉 〈−24,−17,−10,−5〉 〈−5,−3, 3, 8〉 〈5, 12, 17, 24〉 〈20, 27, 34, 43〉
x2 〈−45,−40,−32,−25〉 〈−22,−20,−11, 5〉 〈−5,−3, 3, 6〉 〈0, 12, 16, 17〉 〈20, 26, 33, 52〉

Tabulka 4.20: Rozhodovaćı matice obsahuj́ıćı budoućı zhodnoceńı cen akcíı (v %)

Funkce př́ıslušnosti fuzzy očekávaných hodnot a fuzzy rozptyl̊u jsou na obrázćıch

4.16 a 4.17. Jejich význačné hodnoty i těžǐstě jsou dány tabulkou 4.21. Na základě
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maximalizace těžǐstě fuzzy očekávané hodnoty bychom měli vybrat akcii X1. Budeme-

li nav́ıc uvažovat i rozptyly, pak bychom na základě maximalizace těžǐstě fuzzy

očekávané hodnoty a minimalizace těžǐstě fuzzy rozptylu poč́ıtaného s fuzzifiko-

vanými Zadehovými pravděpodobnostmi měli zvolit také akcii X1, jelikož cog(EX1) >

cog(EX2) a zároveň cog(var XZ
1 ) < cog(var XZ

2 ). Budeme-li chápat informace

obsažené ve fuzzy rozhodovaćı matici jako systém báźı fuzzy pravidel, pak nejsme

na základě maximalizace těžǐstě fuzzy očekávané hodnoty a minimalizace těžǐstě

fuzzy rozptylu bohužel schopni vybrat lepš́ı akcii, protože cog(EX1) > cog(EX2)

a zároveň cog(var XS
1 ) > cog(var XS

2 ).

Obrázek 4.15: Fuzzy pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa

Charakteristika Význačné hodnoty Těžǐstě
EX1 〈−9, 660; 3, 604; 9, 468; 22, 700〉 6,527
EX2 〈−9, 789; 3, 013; 8, 807; 22, 571〉 6,206
var XZ

1 〈4, 501; 119, 931; 261, 842; 819, 560〉 327,384
var XZ

2 〈0, 330; 121, 699; 272, 581; 818, 021〉 327,487
var XS

1 〈2, 786; 109, 210; 239, 171; 782, 786〉 309,514
var XS

2 〈0, 166; 110, 876; 249, 322; 778, 719〉 309,126

Tabulka 4.21: Výsledné fuzzy charakteristiky
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Obrázek 4.16: Fuzzy očekávané hodnoty

Obrázek 4.17: Fuzzy rozptyly
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Závěr

Disertačńı práce byla zaměřena na problematiku fuzzy pravděpodobnostńıch

prostor̊u a jejich aplikace v rozhodováńı za rizika. Práce byla složena ze dvou

hlavńıch část́ı, a to teoretické a aplikačńı.

V teoretické části byly nejprve popsány potřebné pojmy a operace z teorie

fuzzy množin. Poté následovala nejvýznamněǰśı kapitola práce věnovaná fuzzy

pravděpodobnostńım prostor̊um. Známý ostrý pravděpodobnostńıho prostor byl

postupně fuzzifikován, při čemž vznikaly př́ıpady fuzzy pravděpodobnostńıch pro-

stor̊u, které byly dále studovány. Na pravděpodobnostńım prostoru se σ-algebrou

fuzzy jev̊u a ostrou pravděpodobnostńı mı́rou byly studovány čtyři možné zp̊usoby

vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u, a to dle Zadeha [70], Yagera [61], Kle-

menta [25] a Yagera [62]. Bylo zjǐstěno, že Zadehovy pravděpodobnosti splňuj́ı

všechny vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry, ale maj́ı problematickou interpretaci.

Interpretace pravděpodobnost́ı dle Yagera [61] je bezproblémová, ale obt́ıžně se

s nimi poč́ıtá a nesplňuj́ı jednu fuzzifikovanou vlastnost pravděpodobnostńı mı́ry,

která je od ńı očekávána. Posledńı dva zp̊usoby vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy

jev̊u nemaj́ı potřebné vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry a i jejich interpretace

je obt́ıžná.

K tvorbě pravděpodobnostńıho prostoru s fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou

byla tato fuzzy pravděpodobnostńı mı́ra nově definována. Představuje ji fuzzy

množina ostrých pravděpodobnostńıch měr, která je normálńı a jej́ıž α-̌rezy jsou

konvexńı a uzavřené množiny pravděpodobnostńıch měr. Výpočty fuzzy pravděpo-

dobnost́ı ostrých jev̊u byly ilustrovány na př́ıkladech.

Na pravděpodobnostńım prostoru se σ-algebrou fuzzy jev̊u a fuzzy pravdě-
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podobnostńı mı́rou byly rozš́ı̌reny Zadehovy pravděpodobnosti fuzzy jev̊u na

př́ıpad fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry a zkoumány jejich vlastnosti. Bylo dokázáno,

že splňuj́ı požadované fuzzifikované vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry. Jejich

problematická interpretace však z̊ustala zachována.

V závěru teoretické části byla popsána ještě fuzzy náhodná veličina a obecné

vzorce pro výpočet jej́ı fuzzy očekávané hodnoty a jej́ıho fuzzy rozptylu.

Aplikačńı část práce byla zaměřena na využit́ı popsaných fuzzy pravděpodob-

nostńıch prostor̊u v jednom rozhodovaćım nástroji pro podporu rozhodováńı za

rizika, a to v rozhodovaćı matici. Nejprve byla popsána rozhodovaćı matice, v ńıž

bylo vše ostré. Poté byly v rozhodovaćı matici uvažovány expertně zadané fuzzy

pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa, kdy se očekávaná hodnota d̊usledk̊u vari-

ant poč́ıtá pomoćı fuzzy váženého pr̊uměru. Rozptyl se poč́ıtá na základě prin-

cipu rozš́ı̌reńı, ale vzorec muśı brát v potaz vzájemné interakce mezi d̊usledky

konkrétńı varianty a jejich očekávanou hodnotou. Následně byly fuzzifikovány

stavy světa.

Byly popsány dva možné př́ıstupy k řešeńı rozhodovaćı matice s fuzzy stavy

světa. Prvńı př́ıstup spoč́ıval ve výpočtech pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u na základě

uvažované podkladové pravděpodobnostńı mı́ry. Byly uvažovány pravděpodob-

nosti fuzzy jev̊u dle Zadeha [70] a Yagera [61], ale použit́ı ani jedněch z nich

neńı bezproblémové. Druhý př́ıstup k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa také

uvažoval danou podkladovou pravděpodobnostńı mı́ru. Informace obsažené v roz-

hodovaćı matici však chápal jako systém báźı fuzzy pravidel.

Na závěr byla uvažována rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa, fuzzy d̊u-

sledky variant a podkladovou fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou, tj. fuzzy roz-

hodovaćı matice. Byly popsány dva možné př́ıstupy k jej́ımu řešeńı. Prvńım

př́ıstup byl založen na výpočtu Zadehových pravděpodobnost́ı fuzzy stav̊u světa

rozš́ı̌rených na př́ıpad fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry. Druhý př́ıstup opět chápal

informace obsažené ve fuzzy rozhodovaćı matici jako systém báźı fuzzy pravidel,

jejichž výstupy představuj́ı fuzzy náhodné veličiny. Oba př́ıstupy k fuzzy rozho-

dovaćı matici byly vzájemně porovnány. Bylo dokázáno, že očekávané hodnoty
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fuzzy náhodných veličin źıskané pomoćı obou př́ıstup̊u se shoduj́ı, zat́ımco roz-

ptyl výstup̊u z báze fuzzy pravidel je vždy menš́ı nebo roven rozptylu d̊usledk̊u

dané varianty poč́ıtanému pomoćı Zadehovvých pravděpodobnost́ı fuzzy stav̊u

světa rozš́ı̌rených na př́ıpad fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry. Proto volba př́ıstupu

k fuzzy rozhodovaćı matici může ovlivnit uspořádáńı variant, což bylo ilustrováno

na př́ıkladech.
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ference Proceedings, Palacký University, Olomouc, Czech Republic, 2014, s.
760–765.

[44] Piasecki, K.: Extension of fuzzy P-measure. BUSEFAL 05 (1984).

[45] Piasecki, K.: On one relationship between classical probability measure and
fuzzy P-measure. BUSEFAL 07 (1985).

[46] Piasecki, K.: Probability of fuzzy events defined on denumerable additive me-
asure. Fuzzy Sets Syst 3/17 (1985), s. 271–284.

[47] Ramı́k, J., Vlach, M.: Generalized Concavity in Fuzzy Optimization And
Decision Analysis. Kluwer Academic Publishers, Boston-Dordrecht-London,
2002.
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verzita Palackého, Olomouc, 2003.
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elektrárny a skládkové hospodářstv́ı
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Rotterová, P., Pavlačka, O.: Comparison of Stocks

using a Fuzzy Decision Matrix in Knowledge for Mar-

ket Use 2017: People In Enomics – Decisions, Beha-

vior and Normative Models, Palacký University, Olo-
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Rotterová, P., Pavlačka, O.: Probability of Fuzzy

Events and Their Use in Decision Matrices. Int. J.

Mathematics in Operational Research 4/9 (2016),

s. 423–435.

111
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Uchazeč: Mgr. Pavla Rotterová
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Univerzita Palackého v Olomouci
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2 Současný stav poznáńı 6
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5.1.1 Pravděpodobnostńı prostor se σ-algebrou fuzzy jev̊u . . . . 12
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Abstrakt

V ekonomické praxi je náhodný jev mnohdy vágně vymezen jako např. vysoká
mı́ra inflace. Takové neurčité jevy je vhodné modelovat pomoćı fuzzy množin. Nej-
prve je tedy předložená disertačńı práce zaměřena na rozš́ı̌reńı pravděpodobnost-
ńıho prostoru na př́ıpad fuzzy jev̊u. Zejména je studována problematika vyjádřeńı
pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u, kde jsou nejprve zkoumány př́ıpady využ́ıvaj́ıćı os-
trou pravděpodobnostńı mı́ru. V této kategorii je porovnána nejznáměǰśı pravdě-
podobnostńı mı́ra, která vyjadřuje pravděpodobnost fuzzy jevu pomoćı reálného
č́ısla, s tzv. fuzzy pravděpodobnostmi - fuzzy množinami, jejichž funkce př́ısluš-
nosti je nějakým zp̊usobem odvozena z pravděpodobnost́ı α-̌rez̊u fuzzy jev̊u.
Následuje definice fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry. Pravděpodobnosti fuzzy jev̊u
jsou poté rozš́ı̌reny na př́ıpad fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry a jsou zanalyzovány
jejich vlastnosti. V rámci aplikaćı těchto pravděpodobnost́ı v teorii rozhodováńı
za rizika je práce zaměřena na aparát rozhodovaćı matice. Jej́ı prvky vyjadřuj́ı
d̊usledky daných variant za daných stav̊u světa. Varianty jsou poté porovnávány
na základě jejich očekávaných hodnot a rozptyl̊u. Následně jsou uvažovány fuzzy
stavy světa a popsány možné př́ıstupy k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa.
Mezi nimi je popsán také pohled na rozhodovaćı matici, kdy jsou informace v ńı
obsažené chápány jako systém báźı fuzzy pravidel, a ne jako běžně uvažovaný
systém diskrétńıch náhodných veličin. Na závěr jsou uvedeny a vzájemně srovnány
možné př́ıstupy k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa, fuzzy d̊usledky variant
a podkladovou fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou. Vše je ilustrováno na názorných
př́ıkladech.

Kĺıčová slova: Fuzzy jevy, fuzzy pravděpodobnostńı mı́ra, fuzzy pravděpodob-
nostńı prostor, fuzzy rozhodovaćı matice, pravděpodobnosti fuzzy jev̊u.
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Abstract in English

In economical practice, a random event is often vaguely defined. like e.g.
a high inflation rate. It is appropriate to model such indeterminate events by
means of tools of fuzzy sets theory. First, the dissertation thesis is focused on
the extension of the probability space to the case of fuzzy events. Particularly,
it is studied a problem how probabilities of fuzzy events can be expressed where
approaches using the crisp probability measure are examined at first. In this ca-
tegory, the most used probability measure, which expresses probability of a fuzzy
event by a real number, is compared with so-called fuzzy probabilities, whose
membership functions are somehow derived from probabilities of α-cuts of fuzzy
events. Then, the fuzzy probability measure is defined. After that, the probabi-
lities of fuzzy events are extended to the case of the fuzzy probability measure
and their properties are analysed. Within applications of these probabilities in
the models of decision making under risk, the thesis is focused on the apparatus
of a decision matrix. Its elements express results of particular alternatives under
particular states of the world. Then, the alternatives are compared based on their
expected values and their variances. After that, the states of the world represen-
ting fuzzy events are fuzzified and possible approaches to the decision matrix with
fuzzy states of the world are described. Among them, it is also described a view
of the decision matrix which understood information contained in it as a fuzzy
rule-based system and not as a commonly considered system of discrete random
variables. At the end, two possible approaches to the decision matrix with fuzzy
states of the world, fuzzy results of alternatives, and underlying fuzzy probability
measure are described and compared. Everything is illustrated in examples.

Key words: Fuzzy events, fuzzy probability measure, fuzzy probability space,
fuzzy decision matrix, probabilities of fuzzy events.
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1. Úvod

Obsahem předkládané disertačńı práce jsou fuzzy pravděpodobnostńı prostory

a jejich aplikace v rozhodováńı za rizika. Práce je tedy složena ze dvou hlavńıch

část́ı, a to teoretické a aplikačńı.

V teoretické části jsou nejprve popsány potřebné základńı pojmy z teorie

fuzzy množin. Poté je známý ostrý pravděpodobnostńı prostor postupně fuzzifi-

kován, při čemž vznikaj́ı př́ıpady fuzzy pravděpodobnostńıho prostoru, které jsou

dále studovány. Na těchto pravděpodobnostńıch prostorech jsou zkoumány možné

zp̊usoby vyjádřeńı pravděpodobnost́ı neurčitě popsaných, tj. fuzzy, jev̊u. Je ana-

lyzováno, zda zachovávaj́ı požadované vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry, a stu-

dována vhodnost jejich interpretace. V závěru teoretické části je ještě popsána

fuzzy náhodná veličina.

Aplikačńı část práce je zaměřena na využit́ı popsaných fuzzy pravděpodob-

nostńıch prostor̊u v rozhodovaćım nástroji za rizika zvaném rozhodovaćı ma-

tice. Rozhodovaćı matice popisuje, jak d̊usledky srovnávaných variant záviśı na

skutečnosti, který z možných stav̊u světa nastane. Nejprve je popsána rozhodo-

vaćı matice, v ńıž je vše ostré. Následně jsou zfuzzifikovány stavy světa a stu-

dovány možné př́ıstupy k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa. Nakonec je

v aplikačńı části práce uvažována tzv. fuzzy rozhodovaćı matice, tj. rozhodo-

vaćı matice s fuzzy stavy světa, fuzzy d̊usledky variant a podkladovou fuzzy

pravděpodobnostńı mı́rou. Jsou popsány a vzájemně srovnány dva možné př́ıstu-

py k jej́ımu řešeńı, které mohou vést k odlǐsnému uspořádáńı srovnávaných vari-

ant.

2. Současný stav poznáńı

V práci je uvažován pravděpodobnostńı prostor zavedený Kolmogorovem [30]

v roce 1933. Tvoř́ı jej množina všech elementárńıch jev̊u, množina uvažovaných

náhodných jev̊u a pravděpodobnostńı mı́ra. Pravděpodobnostńı mı́ra je základem

teorie pravděpodobnosti, kterou se zabývá mnoho publikaćı, např. [11, 17, 19, 24,
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29].

Teorie fuzzy množin, za jej́ıž pomoci bude v pravděpodobnostńım prostoru

modelována neurčitost, byla představena Zadehem [54] v roce 1965. Umožňuje

matematicky modelovat vágně popsané pojmy.

V praktických aplikaćıch mohou být vágně popsané také náhodné jevy. Jejich

matematickým vyjádřeńım pomoćı fuzzy množin se zabýval Zadeh [55]. Množina

náhodných jev̊u byla zobecněna na př́ıpad fuzzy náhodných jev̊u a jej́ı vlastnosti

dokázali Negoita a Ralescu [35].

Nejstarš́ı a nejčastěji použ́ıvaná pravděpodobnostńı mı́ra pro fuzzy náhodné

jevy byla představena Zadehem [55]. Tato mı́ra je použita např. v [34, 51, 52]

a vyjadřuje pravděpodobnost fuzzy náhodného jevu jako reálné č́ıslo.

Yager [48] však ṕı̌se, že intuitivně se jev́ı býti přirozené, aby pravděpodobnost

fuzzy náhodného jevu byla také fuzzy. V literatuře lze tedy naj́ıt také př́ıstupy,

kdy pravděpodobnost́ı fuzzy náhodného jevu je fuzzy č́ıslo nebo obecně jen fuzzy

množina. Tyto př́ıstupy lze rozdělit na práce zaměřené teoreticky, jako např.

[26, 33, 32, 40, 38, 39, 42], a práce zaměřené na praktické aplikace jako [13, 21,

28, 44, 48, 49].

V praxi se setkáváme i s problémy, kdy nemáme dostatek informaćı o pravdě-

podobnostńı mı́̌re na uvažovaném univerzu. V takových př́ıpadech může být

pravděpodobnostńı mı́ra modelována také za pomoci aparátu teorie fuzzy množin

(viz [12, 31, 36, 44]).

V literatuře již bylo definováno také několik fuzzy pravděpodobnostńıch pro-

stor̊u, které uvažuj́ı některou ze zmı́něných pravděpodobnostńıch měr, anebo sṕı̌se

rozeb́ıraj́ı jejich vlastnosti. Je to studováno např. v [13, 26, 38, 42, 44, 47, 46, 53].

Avšak práce zaměřené na praktické aplikace jsou zejména [13, 44, 53].

Fuzzy pravděpodobnostńı prostory, resp. fuzzy pravděpodobnostńı rozděleńı,

lze využ́ıt také ve statistice k řešeńı úloh, při nichž všechny informace nejsou

známy zcela přesně, např. jestliže nám při experimentu nějaké pozorováńı zcela

chyb́ı, anebo neznáme jeho přesnou hodnotu. Statickými metodami pro fuzzy

data a odhadem fuzzy paramatr̊u rozděleńı pravděpodobnosti z fuzzy dat se
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zabývá Viertl [46]. Rozš́ı̌reńım známých rozděleńı pravděpodobnosti na př́ıpad

jejich neurčitě popsaných parametr̊u studoval Buckley [14, 15].

Jinou oblast́ı, v ńıž fuzzy pravděpodobnostńı prostory mohou nalézt uplatněńı,

je teorie rozhodováńı za rizika. Zde se využ́ıvaj́ı rozhodovaćı matice, které mohou

být užitečným nástrojem pro podporu rozhodováńı také ve vágně definovaném,

tj. fuzzy, prostřed́ı. Rozhodovaćı matice, kterým se věnuj́ı např. v [20, 23, 37, 50],

modeluj́ı situace, ve kterých d̊usledky možných variant rozhodnut́ı záviśı na sta-

vech světa, jež mohou nastat. Rozhodovaćımi maticemi s fuzzy prvky se zabývaj́ı

např. v [44]. Využit́ı r̊uzných agregačńıch operátor̊u v rozhodovaćı matici s pod-

kladovou fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou a př́ıslušnými fuzzy pravděpodobnostmi

stav̊u světa je rozebráno v [41].

V [44] je uvažována rozhodovaćı matice, ve které jsou stavy světa vyjádřeny

pomoćı fuzzy množin na univerzu, na němž je dáno rozděleńım pravděpodobnosti.

Autoři navrhli v tomto př́ıpadě postupovat shodně jako v př́ıpadě přesně po-

psaných stav̊u světa, tj. určili pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa pomoćı vzorce

navrženého Zadehem v [55]. V rámci tohoto př́ıstupu jsou d̊usledky variant chápány

jako diskrétńı náhodné veličiny nabývaj́ıćı fuzzy hodnot s pravděpodobnostmi

uvažovaných fuzzy stav̊u světa.

3. Ćıle disertačńı práce

Ćıle disertačńı práce jsou:

1. Popsat možné zp̊usoby fuzzifikace ostrého pravděpodobnostńıho prostoru

na př́ıpad fuzzy jev̊u a fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry.

2. Prozkoumat r̊uzné zp̊usoby vyjádřeńı pravděpodobnosti fuzzy jevu na zákla-

dě ostré pravděpodobnostńı mı́ry a vzájemně srovnat jejich vlastnosti.

3. Navrhnout možné vyjádřeńı pravděpodobnosti fuzzy jevu na základě fuzzy

pravděpodobnostńı mı́ry a prozkoumat jeho vlastnosti.

4. Ukázat možné aplikace fuzzy pravděpodobnostńıch prostor̊u při rozhodováńı
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za rizika. Zaměřit se na jejich využit́ı v nástroji rozhodovaćı matice v několika

úrovńıch jej́ı fuzzifikace a popsat možné př́ıstupy k jej́ımu řešeńı. Popsané

př́ıstupy vzájemně srovnat a ilustrovat na př́ıkladech.

4. Teoretická východiska práce

Disertačńı práce je založena na fuzzifikaci pravděpodobnostńıho prostoru,

zkoumáńı vlastnost́ı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u a jejich uplatněńı ve fuzzifi-

kované rozhodovaćı matici.

Nejprve připomeňme pravděpodobnostńı prostor a daľśı vlastnosti pravděpo-

dobnostńı mı́ry. Kolmogorov [30] zavedl pravděpodobnostńı prostor jako uspořá-

danou trojici (Ω,A, P ), kde Ω znač́ı neprázdnou množinu všech elementárńıch

jev̊u, tzv. univerzum, A představuje σ-algebru náhodných jev̊u, tj. množinu všech

podmnožin Ω, a P : A → 〈0, 1〉 je pravděpodobnostńı mı́ra, která přǐrazuje

každému náhodnému jevu A ∈ A jeho pravděpodobnost P (A) ∈ 〈0, 1〉 splňuj́ıćı:

1. P (A) ≥ 0 pro každé A ∈ A;

2. P (Ω) = 1;

3. pro každou posloupnost množin A1, A2, . . . ∈ A takovou, že Ai∩Aj = ∅ pro

každé i, j ∈ N, i 6= j, plat́ı:

P

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P (Ai). (1)

Každá pravděpodobnostńı mı́ra P má také následuj́ıćı daľśı vlastnosti, které

hraj́ı d̊uležitou roli v praktických aplikaćıch:

1. P (∅) = 0;

2. pro každé A,B ∈ A, A ⊆ B: P (A) ≤ P (B);

3. pro každé A,B ∈ A: P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B);

4. pro každé A ∈ A: P (Ac) = 1− P (A);
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5. pro každé A1, . . . , An ∈ A takové, že Ai∩Aj = ∅ pro každé i, j ∈ {1, . . . , n},

i 6= j, a
⋃n
i=1 Ai = Ω plat́ı:

∑n
i=1 P (Ai) = 1.

Nyńı popǐsme základńı pojmy z teorie fuzzy množin. Fuzzy množina A na

neprázdném univerzu Ω je určena svou funkćı př́ıslušnosti µA : Ω → 〈0, 1〉.

Množina všech fuzzy množin na Ω bude značena F(Ω). Jádrem a nosičem fuzzy

množiny A, označeným Ker A a SuppA, nazveme Ker A = {ω ∈ Ω | µA(ω) = 1}

a SuppA = {ω ∈ Ω | µA(ω) > 0}. Pro libovolné α ∈ 〈0, 1〉 představuje Aα =

{ω ∈ Ω | µA(ω) ≥ α} α-̌rez fuzzy množiny A, přičemž je uvažováno, že A0 = Ω

a A1 = Ker A.

Množina všech α-̌rez̊u {Aα}α∈〈0,1〉 libovolné fuzzy množiny A ∈ F(Ω) má

následuj́ıćı vlastnosti:

Aα ⊆ Aβ pro všechna 0 ≤ β < α ≤ 1,

Aα =
⋂

0≤β<α

Aβ pro všechna 0 < α ≤ 1,

Supp A =
⋃

α∈(0,1〉

Aα.

Fuzzy množina může být také zavedena pomoćı systému svých α-̌rez̊u {Aα}α∈〈0,1〉,

který splňuje právě uvedené vlastnosti.

Každá množina A ∈ A je speciálńım př́ıpadem fuzzy množiny, jej́ıž funkce

př́ıslušnosti µA se v takovém př́ıpadě schoduje s charakteristickou funkćı χA

množiny A. Pro množinu A ∈ A plat́ı, že SuppA = A a Aα = A pro každé

α ∈ (0, 1〉.

Řekneme, že fuzzy množina A ∈ F(Ω) je podmnožinou fuzzy množiny B ∈

F(Ω), znač́ıme A ⊆ B, pokud µA(ω) ≤ µB(ω) pro každé ω ∈ Ω.

Pr̊unik a sjednoceńı dvou fuzzy množin A,B ∈ F(Ω) definujme jako fuzzy

množiny A∩B ∈ F(Ω) a A∪B ∈ F(Ω). Jejich funkce př́ıslušnosti jsou pro každé

ω ∈ Ω dány µA∩B(ω) = min{µA(ω), µB(ω)} a µA∪B(ω) = max{µA(ω), µB(ω)}.

Doplněk fuzzy množiny A ∈ F(Ω) představuje fuzzy množina Ac ∈ F(Ω),

jej́ıž funkce př́ıslušnosti je pro libovolné ω ∈ Ω dána µAc(ω) = 1− µA(ω).
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Fuzzy rozklad neprázdné množiny Ω je tvořen konečným počtem fuzzy množin

A1, . . . , Am ∈ F(Ω), které pro každé ω ∈ Ω splňuj́ı
∑m

i=1 µAi(ω) = 1.

Fuzzy č́ıslem nazveme fuzzy množinu A ∈ F(R), jej́ıž jádro je neprázdné, jej́ıž

α-̌rezy jsou uzavřené intervaly pro všechna α ∈ (0, 1〉 a jej́ıž nosič je omezený.

Množina všech fuzzy č́ısel na reálné př́ımce bude značena FN (R). Množina všech

fuzzy č́ısel, jejichž nosič je podmnožinou intervalu 〈a, b〉, bude značena FN (〈a, b〉).

Popǐsme také rozhodovaćı matici, která je základem aplikačńı část práce.

Rozhodovaćı matice prezentuje, jak záviśı d̊usledky srovnávaných variant na

možných stavech světa, a je obvykle dána tabulkou 1. Varianty, mezi nimiž roz-

hodovatel vyb́ırá, jsou označeny x1, . . . , xn. S1, . . . , Sm, kde Sj ∈ A pro j =

1, . . . ,m, zastupuj́ı vzájemně disjunktńı stavy světa (tj. Sj ∩ Sk = ∅ pro jakákoli

j, k ∈ {1, . . . ,m}, j 6= k). p1, . . . , pm představuj́ı pravděpodobnosti stav̊u věta

S1, . . . , Sm, tj. pj = P (Sj). Pro jakékoli i ∈ {1, . . . , n} a j ∈ {1, . . . ,m} vyjadřuje

hi,j d̊usledek dané varianty xi za daného stavu světa Sj.

S1 S2 · · · Sm EHi var Hip1 p2 · · · pm
x1 h1,1 h1,2 · · · h1,m EH1 var H1

x2 h2,1 h2,2 · · · h2,m EH2 var H2
...

...
...

...
...

...
...

xn hn,1 hn,2 · · · hn,m EHn var Hn

Tabulka 1: Rozhodovaćı matice

Důsledek dané varianty xi za daných stav̊u světa Sj, j = 1, . . . ,m, představuje

diskrétńı náhodnou veličinu Hi : {S1, . . . , Sm} → R, která nabývá hodnot hi,j =

Hi(Sj) s pravděpodobnostmi pj, j = 1, . . . ,m.

Varianty se obvykle uspořádávaj́ı na základě jejich očekávaných d̊usledk̊u EHi,

i = 1, . . . , n, a rozptyl̊u jejich d̊usledk̊u var Hi, i = 1, . . . , n, poč́ıtaných

EHi =
m∑
j=1

pj · hi,j,

var Hi =
m∑
j=1

pj · (hi,j − EHi)
2 .
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Nejlepš́ı varianta je následně vybrána na základě nějakého rozhodovaćıho pra-

vidla.

5. Popis vlastńıho řešeńı a p̊uvodńı výsledky

5.1. Fuzzy pravděpodobnostńı prostory

V této části jsou popsány tři př́ıpady fuzzy pravděpodobnostńıho prostoru,

a to pravděpodobnostńı prostor se σ-algebrou fuzzy jev̊u, pravděpodobnostńı pro-

stor s fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou a pravděpodobnostńı prostor se σ-algebrou

fuzzy jev̊u a fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou, tzv. fuzzy pravděpodobnostńı pro-

stor. Jsou zde uvedeny také možné zp̊usoby vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy

jev̊u, které byly v disertačńı práci zkoumány. Část popsaných výsledk̊u byla pu-

blikována v [3, 8].

5.1.1. Pravděpodobnostńı prostor se σ-algebrou fuzzy jev̊u

Nejprve zavedeme pojem fuzzy jev dle [55] a také σ-algebru fuzzy jev̊u, kterou

dle [35] tvoř́ı všechny fuzzy jevy na Ω. Poté poṕı̌seme fuzzy pravděpodobnostńı

prostory se σ-algebrou fuzzy jev̊u.

Definice 5.1. Fuzzy jevem nazveme fuzzy množinu A ∈ F(Ω), jej́ı̌z funkce

př́ıslušnosti je A-měřitelná, tj. Aα ∈ A pro každé α ∈ (0, 1〉.

Definice 5.2. σ-algebraAF fuzzy jev̊u představuje neprázdnou tř́ıdu fuzzy množin,

pro které plat́ı:

1. pro každé A1, A2 . . . ∈ AF :
⋃∞
i=1 Ai ∈ AF ,

2. pro každé A ∈ AF : Ac ∈ AF ,

3. Ω ∈ AF .

Nyńı se dostáváme k pravděpodobnostńımu prostoru se σ-algebrou fuzzy

jev̊u. Naš́ım ćılem je zkonstruovat uspořádanou trojici (Ω,AF , PAF ), kde Ω je
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neprázdná množina elementárńıch jev̊u, AF znač́ı σ-algebru fuzzy jev̊u a PAF

představuje rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry P na př́ıpad fuzzy jev̊u.

Pravděpodobnostńı mı́ru P lze na př́ıpad fuzzy jev̊u rozš́ı̌rit r̊uznými zp̊usoby.

Dále nejprve poṕı̌seme zp̊usob, kdy je pravděpodobnost nějakého fuzzy jevu

vyjádřena reálným č́ıslem. Následně uvedeme tři zp̊usoby výpočt̊u pravděpodob-

nost́ı fuzzy jev̊u vyjádřených pomoćı fuzzy množin.

Zp̊usoby vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u byly zkoumány z následuj́ıćıch

dvou hledisek:

1. Matematické vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry P popsané v Teoretických

východisćıch práce by měly být nějakým zp̊usobem zachovány i v př́ıpadě

fuzzy jev̊u.

2. Interpretace pravděpodobnosti ostrého jevu by měla nějakým zp̊usobem

z̊ustat zachována i v př́ıpadě fuzzy jev̊u.

Zadeh [55] definoval pravděpodobnost PZ(A) fuzzy jevu A ∈ AF jako očekáva-

nou hodnotu jeho funkce př́ıslušnosti µA, tj. pomoćı Lebesgueova-Stieltjesova

integrálu

PZ(A) = E(µA) =

ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP. (2)

Ze vzorce (2) je zřejmé, že PZ : AF → 〈0, 1〉. Nav́ıc v [35] je ukázáno, že

PZ splňuje také potřebné axiomy pravděpodobnostńı mı́ry, tj. PZ(Ω) = 1 a pro

každé A1, A2, . . . ∈ AF takové, že Ai ∩ Aj = ∅ pro každé i, j ∈ N, i 6= j, plat́ı:

PZ (
⋃∞
i=1 Ai) =

∑∞
i=1 PZ(Ai). Zaved’me tedy př́ıslušný pravděpodobnostńı pro-

stor.

Definice 5.3. Necht’ Ω znač́ı neprázdnou množinu elementárńıch jev̊u a AF
představuje σ-algebru fuzzy jev̊u. Pak uspořádanou trojici (Ω,AF , PZ), kde PZ

je dána vzorcem (2), nazveme fuzzy pravděpodobnostńım prostorem se Zadeho-

vou pravděpodobnostńı mı́rou.

Pravděpodobnostńı mı́ra PZ splňuje také daľśı vlastnosti pravděpodobnostńı

mı́ry, jak tvrd́ı následuj́ıćı věta.
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Věta 5.1. Pro pravděpodobnostńı mı́ru PZ plat́ı:

1. PZ(∅) = 0;

2. pokud A,B ∈ AF , A ⊆ B, pak PZ(A) ≤ PZ(B);

3. pro každé A,B ∈ AF : PZ(A ∪B) = PZ(A) + PZ(B)− PZ(A ∩B);

4. pro každé A ∈ AF : PZ(Ac) = 1− PZ(A);

5. pokud A1, . . . , An ∈ AF tvoř́ı fuzzy rozklad Ω, tj.
∑n

i=1 µAi(ω) = 1 pro každé

ω ∈ Ω, pak

n∑
i=1

PZ(Ai) = 1.

Můžeme tedy vidět, že z matematického hlediska představuje zobrazeńı PZ

dané pomoćı vzorce (2) korektńı rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry P . Toto je

pravděpodobně d̊uvod, proč se jedná o v odborné literatuře nejrozš́ı̌reněǰśı zp̊usob

vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u. Vyvstává však otázka, zda pro fuzzy jev

A ∈ AF , který neńı ostrý, hodnota PZ(A) představuje jeho pravděpodobnost tak,

jak je běžně chápána. Tento problém bude nyńı rozebrán podrobněji

Uvažujme vágně popsaný jev
”
úroková mı́ra bude ńızká“ matematicky po-

psaný fuzzy množinou A. Pokud PZ(A) = 0, 5, pak můžeme v budoucnu očekávat

úrokovou mı́ru i % p.a. takovou, že µA(i) = 0, 5, tj. očekávaný stupeň, v jakém

i odpov́ıdá termu
”
malá“, je roven 0, 5. Jedná se tedy o odlǐsný význam, než má

běžná interpretace pravděpodobnosti ostrého jevu, tj. mı́ra šance, s ńıž uvažovaný

jev nastane v budoucnosti. Vůbec se totiž takové šance netýká. Pokud ve skuteč-

nosti v budoucnu nastane úroková mı́ra i∗ % p.a. taková, že µA(i∗) ∈ (0, 1),

nebudeme schopni dokonce ani jednoznačně rozhodnout, zda jev A nastal nebo

nenastal, tedy zda úroková mı́ra i je nebo neńı
”
malá“. Jediným př́ıpadem, kdy

by hodnota PZ(A) mohla mı́t stejný význam jako pravděpodobnost ostrého jevu,

je ten, kdy stupeň př́ıslušnosti µA(u) je interpretován jako pravděpodobnost, že

prvek u nálež́ı jevu A. Takovou interpretaci stupň̊u př́ıslušnosti uvažovala Hisdal

[22].
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Daľśı problém představuje skutečnost, že hodnota PZ(A) nám nedává žádnou

informaci o fuzziness (tj. neurčitosti) fuzzy jevu A ∈ AF . To je hlavńı d̊uvod, proč

Yager [48] a také Talašová a Pavlačka [44] přǐsli s myšlenkou, že pravděpodobnost

fuzzy jevu by měla být také fuzzy, což bude analyzováno dále.

Zaměřme se tedy na tři odlǐsné zp̊usoby vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy

jev̊u na základě ostré pravděpodobnostńı mı́ry P , a to pomoćı fuzzy množiny na

intervalu 〈0, 1〉 nazývané fuzzy pravděpodobnost.

Yager [48] zavedl pravděpodobnosti fuzzy jev̊u pomoćı zobrazeńı PY : AF →

F(〈0, 1〉) definovaného následovně: Pro libovolný fuzzy jev A ∈ AF je pro všechna

p ∈ 〈0, 1〉 funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti PY (A) dána

µPY (A)(p) =

{
max{α | p = P (Aα)}, pokud {α | p = P (Aα)} 6= ∅,
0, jinak.

(3)

Jelikož Aα ∈ A pro jakékoli α ∈ (0, 1〉, jsme schopni určit všechny pravděpodob-

nosti P (Aα).

Posud’me nyńı vhodnost tohoto př́ıstupu. Nejprve se zaměřme na interpretaci

fuzzy pravděpodobnosti PY (A) fuzzy jevu A ∈ AF . Ze vzorce (3) můžeme dle

Yagera [49] vidět, že stupeň př́ıslušnosti pravděpodobnosti p ∈ 〈0, 1〉 k fuzzy

pravděpodobnosti PY (A) je větš́ı než 0, pokud p vyjadřuje pravděpodobnost

splněńı podmı́nky dané fuzzy jevem A alespoň ve stupni α. Existuje zde tedy

jasná pravděpodobnostńı interpretace fuzzy pravděpodobnosti PY (A), která od-

pov́ıdá běžnému významu pravděpodobnosti.

Prozkoumejme nyńı, zda jsou vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry zachovány

pro PY . Pro libovolný ostrý jev A ∈ A plyne př́ımo ze vzorce (3), že fuzzy

pravděpodobnost PY (A)
”
splývá“ s hodnotou P (A), tj. µPY (A)(p) = 1 pro p =

P (A) a µPY (A)(p) = 0 pro libovolné p 6= P (A). Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravdě-

podobnosti PY (Ω) je proto dána následovně: µPY (Ω)(1) = 1 a µPY (Ω)(p) = 0 pro

libovolné p ∈ 〈0, 1).

Vlastnost pravděpodobnostńı mı́ry daná vzorcem (1) může být pro PY pozo-

rována tak, jak uvád́ı následuj́ıćı věta.
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Věta 5.2. Necht’ A1, A2, . . . ∈ AF jsou vzájemně disjunktńı, tj. Ai ∩ Aj = ∅

pro libovolné i, j ∈ N, i 6= j. Pak funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti

PY (
⋃∞
i=1Ai) m̊uže být źıskána z funkćı př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnost́ı PY (Ai),

i = 1, 2, . . ., následuj́ıćım zp̊usobem:

µPY (
⋃∞
i=1 Ai)

(p) =

=

max
{
α | p =

∑∞
i=1 pi, pi = max

{
q | µPY (Ai)(q) ≥ α

}
, i = 1, 2, . . .

}
,

pokud nejméně jedno takové α existuje,
0, jinak.

Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti PY (∅) je dána analogicky jako

funkce př́ıslušnosti µPY (Ω), tj. plat́ı: µPY (∅)(0) = 1 a µPY (∅)(p) = 0 pro libovolné

p ∈ (0, 1〉.

Nyńı uvažujme, že jsou dány fuzzy jevy A,B ∈ AF takové, že A ⊆ B, tj.

Aα ⊆ Bα pro všechna α ∈ (0, 1〉. Prověřme vzájemné vztahy mezi jejich fuzzy

pravděpodobnostmi PY (A) a PY (B). Yager [48] poukázal na to, že obecně mo-

hou mı́t fuzzy pravděpodobnosti PY (A) a PY (B) zcela odlǐsné nosiče. Nálež́ı-li

p do nosič̊u obou fuzzy pravděpodobnost́ı, pak µPY (A)(p) ≤ µPY (B)(p). Je však

otázkou, zda je tento vztah nějakou fuzzifikaćı vlastnosti 2 z daľśıch vlastnost́ı

pravděpodobnostńı mı́ry. Proto bylo v [3] zkoumáno uspořádáńı fuzzy pravděpo-

dobnost́ı. Bylo ukázáno, že pro všechna α ∈ (0, 1〉 plat́ı: min{p | p ∈ PY (A)α} ≤

min{p | p ∈ PY (B)α} a max{p | p ∈ PY (A)α} ≤ max{p | p ∈ PY (B)α}. Tyto

nerovnosti plynou ze skutečnosti, že P (Aα) ≤ P (Bα) pro všechna α ∈ (0, 1〉.

Můžeme tedy ř́ıci, že PY (A) je menš́ı nebo rovno PY (B).

Vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry (3) a (4) z daľśıch vlastnost́ı pravděpo-

dobnostńı mı́ry mohou být pro PY pozorovány následovně.

Věta 5.3. Necht’ A,B ∈ AF . Pak pro libovolné p ∈ 〈0, 1〉 m̊uže být funkce

př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti PY (A ∪B) źıskána z funkćı př́ıslušnosti fuzzy

pravděpodobnost́ı PY (A), PY (B) a PY (A ∩B) takto:

µPY (A∪B)(p) =
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=


max

{
α | p = pA + pB − pA∩B, pA = maxPY (A)α, pB = maxPY (B)α,

pA∩B = maxPY (A ∩B)α

}
, pokud alespoň jedno takové α existuje,

0, jinak.

Věta 5.4. Necht’ A ∈ AF a necht’ Ac představuje doplněk fuzzy množiny A.

Funkce př́ıslušnosti fuzzy pravděpodobnosti PY (Ac) m̊uže být z funkce př́ıslušnosti

fuzzy pravděpodobnosti PY (A) pro libovolné p ∈ 〈0, 1〉 źıskána

µPY (Ac)(p) =

max
{
α | 1− p = sup{q | µPY (A)(q) > 1− α}

}
,

pokud alespoň jedno takové α existuje,
0, jinak.

Můžeme tedy shrnout, že zobrazeńı PY : AF → F(〈0, 1〉) dané vzorcem (3)

nějakým zp̊usobem zachovává téměř všechny vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry

uvažované v Teoretických východisćıch práce. Nezachová se pouze posledńı vlast-

nost, tj. součet Yagerových pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u tvoř́ıćıch fuzzy rozklad

univerza se nerovná jedné. Pozorováńı těchto vlastnost́ı však neńı zcela př́ımočaré,

tzn. nemůžeme např. použ́ıt pouze princip rozš́ı̌reńı pro sč́ıtáńı a odč́ıtańı fuzzy

pravděpodobnost́ı. Ani Yager nezkoumal tyto fuzzy pravděpodobnosti z hlediska

jejich praktického využit́ı. Obecně lze ř́ıci, že se s těmito fuzzy pravděpodobnostmi

velice obt́ıžně pracuje.

Klement [28] představil zobrazeńı PK : AF → F(〈0, 1〉) definované následovně

(pro zjednodušeńı zápisu je zde uvedena ekvivalentńı verze Klementovy definice

prezentovaná Yagerem [49]): Pro libovolný fuzzy jev A ∈ AF je funkce př́ıslušnosti

fuzzy pravděpodobnosti PK(A) pro libovolné p ∈ 〈0, 1〉 dána

µPK(A)(p) = sup {α | P (Aα) ≥ p} . (4)

Pro libovolné A ∈ AF je tedy funkce př́ıslušnosti µPK(A) nerostoućı a zleva spojitá

na intervalu 〈0, 1〉. Jako hlavńı výhodu tohoto př́ıstupu oproti PY Klement [28]

považoval monotonii PK vzhledem k inkluzi fuzzy množin, tj. pokud A,B ∈ AF ,

A ⊆ B, pak PK(A) ⊆ PK(B). Tato vlastnost však nemůže být chápána jako

zobecněńı vlastnosti 2 z daľśıch vlastnost́ı pravděpodobnostńı mı́ry.

Na základě (4) Yager [49] interpretoval µPK(A)(p) jako stupeň pravdivosti tvr-

zeńı
”
pravděpodobnost jevu A je rovna nejméně p“. Je-li však jev A neostrý,
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neńı zcela zřejmé co znamená tvrzeńı
”
pravděpodobnost jevu A“. Uved’me tedy

výstižněǰśı interpretaci PK(A). Ze vzorce (4) plyne, že, pokud µPK(A)(p) = α,

pak
”
pravděpodobnost alespoň α stupně splněńı podmı́nky dané pomoćı A je

rovna alespoň p“. Tato interpretace je platná také pro α = 0, což je významný

rozd́ıl oprati interpretaci µPY (A)(p). Nicméně můžeme pozorovat, že zobrazeńı PK

nepředstavuje rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry P , protože poskytuje jiný druh

informace.

Yager [49] vyšel z Klementovy definice fuzzy pravděpodobnosti fuzzy jevu PK ,

a představil zobrazeńı P̂ : AF → F(〈0, 1〉). Postupoval následovně:

Necht’ Ac představuje doplněk fuzzy jevu A ∈ AF . Necht’ Ac
α označuje α-̌rez

fuzzy jevu Ac. Funkce př́ıslušnosti k PK(Ac) je dána pro všechna p ∈ 〈0, 1〉 pomoćı

µPK(Ac)(p) = sup {α | P (Ac
α) ≥ p} .

Podle Yagera [49] vyjadřuje µPK(Ac)(p) stupeň pravdivosti tvrzeńı
”
pravděpodob-

nost, že nenastane jev A, je rovna alespoň p“. Přesněji řečeno, pokud µPK(Ac)(p) =

α, pak pravděpodobnost toho, že
”
stupeň splněńı podmı́nky dané pomoćı A je

nejvýše 1− α“, je alespoň p.

Pak Yager [49] definoval P∗(A) jako

P∗(A) = 1− PK(Ac),

tj. pro všechna p ∈ 〈0, 1〉,

µP∗(A)(p) = µPK(Ac)(1− p) = sup {α | P (Ac
α) ≥ 1− p} . (5)

Yager [49] interpretoval µP∗(A)(p) jako stupeň pravdivosti tvrzeńı
”
pravděpodob-

nost jevu A je rovna nejvýše p“. Opět můžeme pozorovat, že tato interpretace

neńı zcela jednoznačná. Uved’me tedy výstižněǰśı interpretaci. Můžeme jednoduše

vidět, že

sup {α | P (Ac
α) ≥ 1− p} = sup

{
α | 1− P

(⋃
β>1−α

Aβ

)
≥ 1− p

}
=

= sup
{
α | P

(⋃
β>1−α

Aβ

)
≤ p
}
.
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Tedy µP∗(A)(p) = α znamená, že pravděpodobnost toho, že
”
podmı́nka daná

pomoćı jevu A je splněna ve stupni větš́ım než 1− α“, je nejvýše p.

Nakonec Yager [49] definoval fuzzy pravděpodobnost P̂ (A) fuzzy jevu A ∈ AF
jako

P̂ (A) = PK(A) ∩ P∗(A),

tj. funkce př́ıslušnosti k P̂ (A) je pro libovolné p ∈ 〈0, 1〉 dána následovně:

µP̂ (A)(p) = min
{
µPK(A)(p), µP∗(A)(p)

}
.

Při interpretaci P̂ (A) vyšel Yager [49] z interpretaćı PK(A) a P∗(A). µP̂ (A)(p)

interpretoval jako stupeň pravdivosti tvrzeńı
”
pravděpodobnost jevu A je rovna

přesně p“. Tato interpretace je však sporná. Jak lze vidět ze vzorc̊u (4) a (5),

µP̂ (A)(p) = α znamená pouze, že α je nejvyšš́ı stupeň takový, že pravděpodobnost

toho, že
”
podmı́nka daná jevem A je splněna alespoň ve stupni α“ je alespoň p,

a pravděpodobnost toho, že
”
podmı́nka daná jevem A je splněna ve stupni alespoň

1 − α“, je nejvýše p. Tento význam však neodpov́ıdá Yagerově výkladu. Fuzzy

pravděpodobnost P̂ (A) má jasnou pravděpodobnostńı interpretaci, je však disku-

tabilńı, zda toto je očekávaný druh informace, který by měla fuzzy pravděpodob-

nost fuzzy jevu vyjadřovat.

Jinou otázkou je, jak by se mělo s fuzzy pravděpodobnostmi P̂ poč́ıtat, a tedy

ověřovat zachováńı fuzzifikovaných vlastnost́ı pravděpodobnostńı mı́ry. Yager [49]

nav́ıc ukázal, že pro libovolný fuzzy jev A ∈ AF takový, že existuje alespoň jedno

ω ∈ Ω s µA(ω) 6∈ {0, 1} a P ({ω}) > 0, je jádro fuzzy pravděpodobnost P̂ (A)

prázdná množina. Z praktického hlediska to však neńı dobrá vlastnost.

5.1.2. Pravděpodobnostńı prostor s fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou

Nejprve budou zavedeny potřebné pojmy a představeny vzorce pro výpočet

pravděpodobnost́ı ostrých jev̊u. Poté zadefinujeme pravděpodobnostńı prostor

s fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou a tzv. fuzzy náhodnou veličinu.

Definice 5.4. Necht’ Ω znač́ı neprázdnou množinu všech elementárńıch jev̊u a A

přestavuje σ-algebru náhodných jev̊u. Uspořádanou dvojici (Ω,A) pak nazveme
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měřitelným prostorem.

Poznámka 5.1. Konvexńı kombinaćı pravděpodobnostńıch měr P1 a P2 budeme

rozumět pravděpodobnostńı mı́ru P = λ ·P1 + (1−λ) ·P2 pro libovolné λ ∈ 〈0, 1〉.

Pro pravděpodobnost libovolného jevu A ∈ A pak tedy plat́ı: P (A) = λ · P1(A) +

(1− λ) · P2(A).

Definice 5.5. Necht’ P(Ω,A) označuje množinu všech pravděpodobnostńıch měr

na měřitelném prostoru (Ω,A). Necht’ F (P(Ω,A)) je množina všech fuzzy množin

na množině P(Ω,A). Pak PF ∈ F(P(Ω,A)) nazveme fuzzy pravděpodobnostńı

mı́rou, pokud

1. PF je normálńı fuzzy množina, tzn. existuje alespoň jedna pravděpodobnostńı

mı́ra P ∈ P(Ω,A) taková, že µPF (P ) = 1.

2. Pro každé α ∈ (0, 1〉 plat́ı:

(a) PF,α je konvexńı množina, tj. pro každé λ ∈ 〈0, 1〉 a každé P1, P2 ∈ PF,α
plat́ı: (λ · P1 + (1− λ) · P2) ∈ PF,α;

(b) pro každý náhodný jev A ∈ A existuje minimum i maximum množiny

{P (A) | P ∈ PF,α}.

Fuzzy pravděpodobnost libovolného náhodného jevu A ∈ A představuje fuzzy

množina PF (A) určená svými α-̌rezy PF (A)α = {p ∈ 〈0, 1〉 | p = P (A), P ∈ PF,α},

α ∈ (0, 1〉. Z podmı́nek kladených v definici 5.5 na fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru

PF vyplývá, že pro každé A ∈ A a každé α ∈ (0, 1〉 jsou PF (A)α uzavřené inter-

valy. Plyne z nich také, že jádro Ker PF (A) je neprázdné. Protože pravděpodob-

nost P (A) jevu A vždy nálež́ı do intervalu 〈0, 1〉, tak nosič SuppPF (A) ⊆ 〈0, 1〉,

tzn. je omezený. PF (A) je tedy fuzzy č́ıslo. Tato fuzzy pravděpodobnost se prak-

ticky spoč́ıtá následovně: Označme α-̌rez PF (A)α = 〈pLA,α, pUA,α〉 pro libovolné

α ∈ (0, 1〉. Krajńı hodnoty tohoto α-̌rezu jsou pak dány

pLA,α = min

{ˆ
ω∈Ω

χA(ω)dP | P ∈ PF,α
}
,
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pUA,α = max

{ˆ
ω∈Ω

χA(ω)dP | P ∈ PF,α
}
.

Nakonec zaved’me pravděpodobnostńı prostor s fuzzy pravděpodobnostńı mı́-

rou a definujme tzv. fuzzy náhodnou veličinu, která je využita v aplikačńı části

práce.

Definice 5.6. Necht’ Ω znač́ı neprázdnou tř́ıdu všech elementárńıch jev̊u, A je

σ-algebra náhodných jev̊u a PF představuje fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru danou

definićı 5.5. Pak uspořádanou trojici (Ω,A, PF ) nazveme pravděpodobnostńım

prostorem s fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou.

Definice 5.7. Necht’ (Ω,A, PF ) je pravděpodobnostńı prostor s fuzzy pravdě-

podobnostńı mı́rou. Pak každé zobrazeńı õ : Ω→ FN (R) nazveme fuzzy náhodnou

veličinou.

5.1.3. Fuzzy pravděpodobnostńı prostor

Nyńı poṕı̌seme př́ıpad, kdy jsou obě fuzzifikované složky pravděpodobnostńıho

prostoru popsané v předchoźıch dvou částech uvažovány současně. Nejprve budou

rozš́ı̌reny pravděpodobnosti fuzzy jev̊u dle Zadeha [55] na př́ıpad fuzzy pravděpo-

dobnostńı mı́ry a prověřeny jejich vlastnosti. Toto rozš́ı̌reńı bylo poprvé využito

v [6], kde však byla uvažována pouze diskrétńı fuzzy pravděpodobnostńı mı́ra.

Poté zavedeme př́ıslušný fuzzy pravděpodobnostńı prostor.

Rozš́ı̌reńı Zadehovy pravděpodobnosti libovolného fuzzy náhodného jevu A ∈

AF na př́ıpad fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry PF představuje PFZ(A) ∈ F(Ω)

určená svými α-̌rezy PFZ(A)α = {p ∈ 〈0, 1〉 | p =
´
ω∈Ω

µA(ω)dP, P ∈ PF,α}, α ∈

(0, 1〉. Z podmı́nek kladených na fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru PF v definici

5.5 plyne, že pro každé A ∈ AF a každé α ∈ (0, 1〉 jsou α-̌rezy PFZ(A)α fuzzy

pravděpodobnosti fuzzy jevu A uzavřené intervaly. Dále z nich plyne, že jádro

Ker PFZ(A) je neprázdné. Nosič SuppPFZ(A) ⊆ 〈0, 1〉, tzn. je omezený. PFZ(A)

je tedy fuzzy č́ıslo. Prakticky se pro libovolné α ∈ (0, 1〉 krajńı hodnoty α-̌rezu
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PFZ(A)α = 〈pLA,α, pUA,α〉 spoč́ıtaj́ı takto:

pLA,α = min

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP | P ∈ PF,α
}
, (6)

pUA,α = max

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP | P ∈ PF,α
}
. (7)

Z výše uvedeného proto plyne: PFZ : AF → FN(〈0, 1〉). Obsahem následuj́ıćıch

vět je, že PFZ zachovává zobecněné vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry.

Věta 5.5. PFZ(Ω) = 1.

Věta 5.6. Necht’ A1, A2, . . . ∈ AF jsou takové, že Ai∩Aj = ∅ pro každé i, j ∈ N,

i 6= j. Pak se PFZ (
⋃∞
i=1 Ai) rovná fuzzy č́ıslu, jehož α-řez 〈pLsum,α, pUsum,α〉 se pro

libovolné α ∈ (0, 1〉 urč́ı:

pLsum,α = min

{
∞∑
i=1

ˆ
ω∈Ω

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}
,

pUsum,α = max

{
∞∑
i=1

ˆ
ω∈Ω

µAi(ω)dP | P ∈ PF,α

}
.

Věta 5.7. Pro fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru PFZ plat́ı:

1. PFZ(∅) = 0;

2. pokud A,B ∈ AF , A ⊆ B, pak PFZ(A) ≤ PFZ(B);

3. pro každé A,B ∈ AF se PFZ(A ∪ B) rovná takovému fuzzy č́ıslu, že pro

libovolné α ∈ (0, 1〉 se jeho α-řez 〈pLA∪B,α, pUA∪B,α〉 urč́ı:

pLA∪B,α = min

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP +

ˆ
ω∈Ω

µB(ω)dP −
ˆ
ω∈Ω

µA∩B(ω)dP |

P ∈ PF,α
}
,

pUA∪B,α = max

{ˆ
ω∈Ω

µA(ω)dP +

ˆ
ω∈Ω

µB(ω)dP −
ˆ
ω∈Ω

µA∩B(ω)dP |

P ∈ PF,α
}
.
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4. pro každé A ∈ AF : PFZ(Ac) = 1− PFZ(A);

5. pokud A1, . . . , An ∈ AF tvoř́ı fuzzy rozklad Ω, tj.
∑n

i=1 µAi(ω) = 1 pro každé

ω ∈ Ω, pak se součet fuzzy pravděpodobnost́ı PFZ(A1), . . . , PFZ(An) fuzzy

jev̊u A1, . . . , An při zohledněńı interakćı mezi nimi rovná 1.

Zobrazeńı PFZ dané pomoćı vzorc̊u (6) a (7) tedy zachovává fuzzifikované

vlastnosti pravděpodobnostńı mı́ry. Z matematického hlediska se proto jedná

o korektńı rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry P . Zobrazeńı PFZ však představuje

pouze rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry PZ na př́ıpad fuzzy pravděpodobnostńı

mı́ry. Proto je zde také zachována problematická interpretace Zadehových pravdě-

podobnost́ı fuzzy jev̊u popsaná v části 5.1.1.

JelikožAF tvoř́ı σ-algebru fuzzy jev̊u na Ω, tak uspořádanou trojici (Ω,AF , PFZ)

lze nazvat fuzzy pravděpodobnostńım prostorem určeným následuj́ıćı definićı.

Definice 5.8. Necht’ Ω znač́ı neprázdnou tř́ıdu všech elementárńıch jev̊u, AF je

σ-algebra fuzzy jev̊u a PFZ představuje Zadehovu fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru

rozš́ıřenou na př́ıpad fuzzy jev̊u. Pak uspořádanou trojici (Ω,AF , PFZ) nazveme

fuzzy pravděpodobnostńım prostorem.

5.2. Fuzzifikované rozhodovaćı matice

V této části bude nejprve popsán př́ıstup k rozhodovaćı matici s expertně za-

danými pravděpodobnostmi stav̊u světa. V rámci tohoto př́ıstupu bude představen

korektńı vzorec pro výpočet rozptylu výsledk̊u variant, který byl publikován v [5].

Poté bude uveden př́ıstup k rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa uvažuj́ıćı

pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa dle Yagera [48], jehož podstatná část byla

publikována v [8]. Tento př́ıstup se však nejev́ı býti vhodný pro praktické apli-

kace. Následně budou popsány a vzájemně srovnány dva možné př́ıstupy k fuzzy

rozhodovaćı matici, z nichž jeden je p̊uvodńı celý a druhý zčásti. Větš́ı část

těchto výsledk̊u včetně jejich aplikaćı a speciálńıch př́ıpad̊u byla publikována

v [1, 2, 4, 6, 7].
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5.2.1. Rozhodovaćı matice s expertně zadanými pravděpodobnostmi

stav̊u světa

Nejprve bude zavedena tzv. m-tici fuzzy pravděpodobnost́ı. Poté bude popsána

rozhodovaćı matici s fuzzy stavy světa a uveden korektńı vzorce pro výpočet roz-

ptylu výsledk̊u variant.

Definice 5.9. Necht’ Ω = {ω1, . . . , ωm}. Necht’ PF ({ωk}) ∈ FN(〈0, 1〉), k =

1, . . . ,m, jsou fuzzy pravděpodobnosti. Pak PF ({ω1}), . . . , PF ({ωm}) tvoř́ı m-tici

fuzzy pravděpodobnost́ı, jestlǐze pro libovolné j ∈ {1, . . . ,m} a libovolné α ∈

(0, 1〉 plat́ı, že pro libovolné pj ∈ PF ({ωj})α existuj́ı pk ∈ PF ({ωk})α, k = 1, . . . ,m,

k 6= j, takové, že pj +
∑m

k=1,k 6=j pk = 1.

Uvažujme rozhodovaćı matici danou tabulkou 1. Předpokládejme však, že

uvažovaným stav̊um světa S1, . . . , Sm jsou expertně přǐrazeny jejich fuzzy pravdě-

podobnosti PE(S1), . . . , PE(Sm) tak, aby vytvořili m-tici fuzzy pravděpodobnost́ı.

Nav́ıc předpokládejme, že d̊usledky variant x1, . . . , xn za daných stav̊u světa

S1, . . . , Sm jsou vyjádřeny pomoćı fuzzy č́ısel Hi,j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Popǐsme, jak určit rozptyl varHi výsledk̊u varianty xi. Krajńı hodnoty α-̌rezu

rozptylu var Hi,α = 〈var hLi,α, var hUi,α〉 se pro libovolné α ∈ (0, 1〉 urč́ı

var hLi,α = min


m∑
j=1

pj ·

(
hi,j −

m∑
k=1

pk · hi,k

)2

| pj ∈ PE(Sj)α, j = 1, . . . ,m,

m∑
j=1

pj = 1, hi,j ∈ Hi,j,α

}
,

var hUi,α = max


m∑
j=1

pj ·

(
hi,j −

m∑
k=1

pk · hi,k

)2

| pj ∈ PE(Sj)α, j = 1, . . . ,m,

m∑
j=1

pj = 1, hi,j ∈ Hi,j,α

}
.
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5.2.2. Rozhodovaćı matice s pravděpodobnostmi fuzzy stav̊u světa dle

Yagera [48]

Opět uvažujme rozhodovaćı matici danou tabulkou 1. Nyńı však fuzzifikujme

stavy světa, tzn. vyjádřeme je pomoćı fuzzy množin tvoř́ıćıch fuzzy rozklad uni-

verza Ω, tj.
∑m

j=1 µSj(ω) = 1 pro libovolné ω ∈ Ω. Na rozd́ıl od předchoźı části

však nav́ıc uvažujme, že známe pravděpodobnostńı mı́ru P na univerzu Ω, pomoćı

které užit́ım vzorce (3) źıskáme fuzzy pravděpodobnosti PY (S1), . . . , PY (Sm)

fuzzy stav̊u světa S1, . . . , Sm dle Yagera [48].

Jelikož fuzzy stavy světa tvoř́ı fuzzy rozklad univerza Ω, mohou být d̊usledky

při výběru varianty xi, i ∈ {1, . . . , n}, chápány jako hodnoty diskrétńı náhodné

veličiny Hi, která nabývá hodnot hi,1, . . . , hi,m s pravděpodobnostmi PY (S1), . . . ,

PY (Sm). Pod́ıvejme se tedy nyńı, jak lze určit jej́ı očekávanou hodnotu EHY
i

a rozptyl var HY
i .

Necht’ α ∈ (0, 1〉. Pro libovolný stav světa Sj, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, je d̊usledek

varianty xi, i ∈ {1, . . . , n}, roven hi,j s pravděpodobnost́ı P (Sjα) ve stupni

př́ıslušnosti α. Avšak obecně
∑m

j=1 P (Sjα) 6= 1. Proto označme

P (Sj|α) =

{
P (Sjα)∑m
k=1 P (Skα)

, pokud
∑m

k=1 P (Skα) 6= 0,

0, jinak.
(8)

Plat́ı, že P (Sj|α) ∈ 〈0, 1〉 pro všechna j.
∑m

j=1 P (Sj|α) = 1 mimo př́ıpadu,

kdy P (Sj|α) = 0 pro všechna j, který nastane např. obsahuje-li každé jádro

CoreSj pouze jeden prvek a je-li pravděpodobnostńı rozděleńı dané na Ω spojité.

P (S1|α), . . . , P (Sm|α) mohou být interpretovány jako pravděpodobnosti stav̊u

světa, pokud nastal nějaký prvek ω ∈ Ω nálež́ıćı do alespoň jednoho Sjα.

Očekávaná hodnota d̊usledku dané varianty xi v uvažovaném stupni α je pak

dána

E(Hi|α) =

{∑m
j=1 P (Sj|α) · hi,j, pokud

∑m
j=1 P (Sj|α) 6= 0,

neexistuje, jinak.
(9)

Stupeň př́ıslušnosti fuzzy očekávaného d̊usledku EHY
i varianty xi je poté dán
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pro všechna hi ∈ 〈0, 1〉

µEHY
i

(hi) =


sup{α ∈ (0, 1〉 | hi = E(Hi|α)}, pokud {α ∈ (0, 1〉 |

hi = E(Hi|α)} 6= ∅,
0, jinak.

(10)

Nyńı se zaměřme na źıskáńı fuzzy rozptylu. V uvažovaném stupni α, využijeme

P (Sj|α) ∈ 〈0, 1〉 pro všechna j = 1, . . . ,m a E(Hi|α), které byly definovány

pomoćı (8) a (9). Rozptyl var (Hi|α) d̊usledk̊u varianty xi v uvažovaném stupni

α je dán

var (Hi|α) =

{∑m
j=1(hi,j − E(Hi|α))2 · P (Sj|α), pokud

∑m
j=1 P (Sj|α) 6= 0,

neexistuje, jinak.

Stupeň př́ıslušnosti fuzzy rozptylu varHY
i d̊usledk̊u varianty xi je pak dán pro

všechna hi ∈ 〈0, 1〉

µvar HY
i

(hi) =


sup{α ∈ (0, 1〉 | hi = var (Hi|α)}, pokud {α ∈ (0, 1〉 |

hi = var (Hi|α)} 6= ∅,
0, jinak.

(11)

V Teoretických východisćıch práce popisoval prvek hi,j z rozhodovaćı matice

dané tabulkou 1 d̊usledek při výběru varianty xi, pokud nastane stav světa Sj.

Uvažujeme-li však fuzzy stavy světa namı́sto ostrých, objevuje se zásadńı otázka:

Co znamená ř́ıci, že
”
fuzzy stav světa Sj nastává“? Uvažujme, že nějaké konkrétńı

ω ∈ Ω nastalo. Pokud µSj(ω) = 1, pak je zřejmé, že d̊usledek při výběru varianty

xi je přesně hi,j. Avšak jaký je d̊usledek výběru varianty xi, pokud 0 < µSj(ω) < 1

(což také znamená, že 0 < µSk(ω) < 1 pro nějaké k 6= j)? V př́ıpadě rozhodo-

vaćı matice s fuzzy stavy světa neńı tedy nejsṕı̌se vhodné zacházet s d̊usledkem

výběru varianty xi jako s diskrétńı náhodnou veličinou, která nabývá hodnot

hi,1, . . . , hi,m.

5.2.3. Fuzzy rozhodovaćı matice

V této části budou popsány a vzájemně srovnány dva př́ıstupy k fuzzy roz-

hodovaćı matici. Prvńı uvažuje fuzzifikované Zadehovy pravděpodobnost́ı fuzzy
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stav̊u světa. Druhý chápe informace obsažené ve fuzzy rozhodovaćı matici pomoćı

systému tzv. báźı fuzzy pravidel.

Nejprve uvažujme daný fuzzy pravděpodobnostńı prostor (Ω,AF , PFZ). Opět

uvažujme také rozhodovaćı matici danou tabulkou 1. Nyńı však uvažujme jak

fuzzy stavy světa S1, . . . , Sm, které tvoř́ı fuzzy rozklad univerza Ω, tak také

fuzzy d̊usledky Hi,j ∈ FN (R), i = 1 . . . , n, j = 1, . . . ,m, variant x1, . . . , xn za

daných fuzzy stav̊u světa. Těmto fuzzy stav̊um světa přǐrazujeme jejich fuzzy

pravděpodobnosti PFZj = PFZ(Sj), j = 1, . . . ,m, poč́ıtané na základě podkla-

dové fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry PF pomoćı vzorc̊u (6) a (7). Ve vzorćıch pro

výpočet charakteristik variant však budou tyto fuzzy pravděpodobnosti kv̊uli

vzájemným interakćım vyjádřeny pomoćı vzorc̊u pro jejich výpočet.

Libovolný řádek uvažované fuzzy rozhodovaćı matice vyjadřuje hodnoty fuzzy

náhodné veličiny HZ
i , i ∈ {1, . . . , n}, která nabývá fuzzy hodnot Hi,1, . . . , Hi,m

s fuzzy pravděpodobnostmi PFZ1, . . . , PFZm. Ukažme tedy, jak lze źıskat charak-

teristiky této fuzzy náhodné veličiny. Pro libovolné α ∈ (0, 1〉 označme α-̌rez

Hi,j,α = 〈hLi,j,α, hUi,j,α〉. Pak pro libovolnou variantu xi, i ∈ {1, . . . , n}, a libo-

volné α ∈ (0, 1〉 je α-̌rez fuzzy očekávané hodnoty EHZ
i,α = 〈EhZ,Li,α , Eh

Z,U
i,α 〉 dán

následovně:

EhZ,Li,α = min

{
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · hLi,j,α | P ∈ PF,α

}
,

EhZ,Ui,α = max

{
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP · hUi,j,α | P ∈ PF,α

}
.

Výpočet fuzzy rozptylu var HZ
i je komplikovaněǰśı. Kv̊uli vzájemným závis-

lostem mezi fuzzy d̊usledky Hi,1, . . . , Hi,m a fuzzy očekávanou hodnotou EHZ
i

je α-̌rez var HZ
i,α = 〈var hZLi,α , var hZUi,α 〉 fuzzy rozptylu d̊usledk̊u varianty určen

následovně: Označme

z(hi,1, . . . hi,m, P ) =

=
m∑
j=1

ˆ
ω∈Ω

µSj(ω)dP ·

(
hi,j −

m∑
k=1

ˆ
t∈Ω

µSk(t)dP · hi,k

)2

.
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Poté se krajńı hodnoty α-̌rezu urč́ı

var hZLi,α = min {z(hi,1, . . . hi,m, P ) | hi,j ∈ Hi,j,α, j = 1, . . . ,m, P ∈ PF,α} ,

var hZUi,α = max {z(hi,1, . . . hi,m, P ) | hi,j ∈ Hi,j,α, j = 1, . . . ,m, P ∈ PF,α} .

Ačkoli z matematického hlediska představuje PFZ fuzzy pravděpodobnostńı

mı́ru, jedná se pouze o rozš́ı̌reńı pravděpodobnostńı mı́ry PZ na př́ıpad podkla-

dové fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry, proto interpretačńı problémy popsané v části

5.1.1 z̊ustávaj́ı zachovány. Nav́ıc bylo v části 5.2.2 diskutováno, že neńı jasné, co

znamená výrok
”
fuzzy stav světa nastal“. Proto nelze ř́ıci, že hodnoty EHZ

i ,

i = 1, . . . , n, a var HZ
i , i = 1, . . . , n, vyjadřuj́ı očekávané d̊usledky a rozptyly

d̊usledk̊u variant. Věrohodnost uspořádáńı variant na základě těchto charakteris-

tik je tedy otázkou.

Nyńı vysvětleme informace obsažené ve fuzzy rozhodovaćı matici pomoćı

systému tzv. báźı fuzzy pravidel. Uvažujme daný pravděpodobnostńı prostor

s fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou (Ω,A, PF ). V rozhodovaćı matici uvažované

v této části nyńı v̊ubec nevyužijeme fuzzy pravděpodobnosti fuzzy stav̊u světa.

Informace o fuzzy d̊usledćıch při výběru libovolné varianty xi, i ∈ {1, . . . , n},

mohou být vyjádřeny pomoćı následuj́ıćı báze fuzzy pravidel:

Jestliže stav světa je S1, pak d̊usledek varianty xi je Hi,1.
...
Jestliže stav světa je Sm, pak d̊usledek varianty xi je Hi,m.

K źıskáńı výstupu z této báze fuzzy pravidel je vhodné použ́ıt Zobecněný

Sugen̊uv inferenčńı algoritmus (viz [43]). Pro libovolné α ∈ (0, 1〉 a libovolné

ω ∈ Ω označme Hi,j,α = 〈hLi,j,α, hUi,j,α〉 a HS
i,α(ω) = 〈hSLi,α(ω), hSUi,α (ω)〉. Pak se krajńı

hodnoty α-̌rezu HS
i,α(ω) výstupu z báze fuzzy pravidel źıskaj́ı

hS,Li,α (ω) =
m∑
j=1

µSj(ω) · hLi,j,α,

hS,Ui,α (ω) =
m∑
j=1

µSj(ω) · hUi,j,α.
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Jelikož je na univerzu Ω uvažována fuzzy pravděpodobnostńı mı́ra PF , tak

HS
i : Ω → FN (R) může být chápána jako fuzzy náhodná veličina. Vyjádřeme

tedy jej́ı očekávanou hodnotu EHS
i a rozptyl var HS

i .

Pro libovolné α ∈ (0, 1〉 se α-̌rez EHS
i,α = 〈EhSLi,α , EhSUi,α 〉 fuzzy očekávané

hodnoty urč́ı

EhSLi,α = min

{ˆ
ω∈Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · hLi,j,αdP | P ∈ PF,α

}
,

EhSUi,α = max

{ˆ
ω∈Ω

m∑
j=1

µSj(ω) · hUi,j,αdP | P ∈ PF,α

}
.

Pro výpočet fuzzy rozptylu nejprve označme

s(hi,1, . . . , hi,m, P ) =

=

ˆ
ω∈Ω

(
m∑
j=1

µSj(ω) · hi,j −
ˆ
t∈Ω

m∑
k=1

µSk(t) · hi,kdP

)2

dP.

Pak se pro libovolné α ∈ (0, 1〉 α-̌rez var HS
i,α = 〈var hSLi,α , var hSUi,α 〉 źıská

var hSLi,α = min {s(hi,1, . . . , hi,m, P ) | hi,j ∈ Hi,j,α, j = 1, . . . ,m, P ∈ PF,α} ,

var hSUi,α = max {s(hi,1, . . . hi,m, P ) | hi,j ∈ Hi,j,α, j = 1, . . . ,m, P ∈ PF,α} .

Na závěr srovnejme fuzzy očekávané hodnoty EHZ
i , i ∈ {1, . . . , n}, a EHS

i

stejně jako fuzzy rozptyly var HS
i a var HZ

i .

Následuj́ıćı věty popisuj́ı vzájemný vztah mezi fuzzy očekávanými hodnotami

a mezi fuzzy rozptyly.

Věta 5.8. Necht’ EHS
i je fuzzy očekávaná hodnota fuzzy náhodné veličiny HS

i

a EHZ
i je fuzzy očekávaná hodnota fuzzy náhodné veličiny HZ

i . Pak plat́ı: EHS
i =

EHZ
i .

Věta 5.9. Necht’ var HS
i je fuzzy rozptyl fuzzy náhodné veličiny HS

i a var HZ
i je

fuzzy rozptyl fuzzy náhodné veličiny HZ
i . Pak plat́ı: var HS

i ≤ var HZ
i .
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6. Př́ınosy p̊uvodńıch výsledk̊u

V rámci pravděpodobnostńıho prostoru se σ-algebrou fuzzy jev̊u byly za-

nalyzovány př́ıstupy k vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u na základě ostré

pravděpodobnostńı mı́ry. Byly prozkoumány jejich matematické vlastnosti i in-

terpretace. Bylo ukázáno, že žádný ze zkoumaných př́ıstup̊u neńı př́ılǐs vhodný

k vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u.

Fuzzy pravděpodobnostńı mı́ra byla nově definována v části týkaj́ıćı se pravdě-

podobnostńıho prostoru s fuzzy pravděpodobnostńı mı́rou. V odborné literatuře

totiž nebyla nalezena obecná definice fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry vhodná

k vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u. Př́ıstup k vyjádřeńı pravděpodobnost́ı

fuzzy jev̊u dle Zadeha [55] byl rozš́ı̌ren na př́ıpad fuzzy pravděpodobnostńı mı́ry.

Přestože z matematického hlediska se jedná o fuzzy pravděpodobnostńı mı́ru, ani

tento př́ıstup neńı vhodný k vyjádřeńı pravděpodobnost́ı fuzzy jev̊u kv̊uli jeho

interpretačńım problémům.

Pro rozhodovaćı matici s expertně zadanými pravděpodobnostmi stav̊u světa

byl korektně zformulován vzorec pro výpočet rozptylu d̊usledk̊u uvažovaných vari-

ant. Původńı vzorec, použitý v odborné literatuře, totiž nebral v úvahu vzájemné

závislosti mezi d̊usledky dané varianty a jejich očekávanou hodnotou, a proto

zbytečně zvětšoval neurčitost poč́ıtaného rozptylu.

V rámci rozhodovaćı matice s fuzzy stavy světa a jejich fuzzy pravděpodob-

nostmi dle Yagera [48] byly navrženy možné postupy, jak určit očekávané hodnoty

a rozptyly d̊usledk̊u variant.

Pro fuzzy rozhodovaćı matici bylo ukázáno, že je problematické chápat d̊usled-

ky dané varianty jako hodnoty fuzzy náhodné veličiny nabývaj́ıćı těchto hod-

not s pravděpodobnostmi fuzzy stav̊u světa. Proto byl představen nový př́ıstup

k fuzzy rozhodovaćı matici. V rámci tohoto př́ıstupu je fuzzy rozhodovaćı ma-

tice chápána jako systém báźı fuzzy pravidel. Tento nový př́ıstup je bez inter-

pretačńıch problémů. Nav́ıc byly srovnány fuzzy očekávané hodnoty a fuzzy roz-

ptyly źıskané pomoćı obou př́ıstup̊u k fuzzy rozhodovaćı matici. Bylo dokázáno,

že ačkoli se fuzzy očekávané hodnoty shoduj́ı, fuzzy rozptyly se obecně lǐśı. Tato
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skutečnost může významně ovlivnit uspořádáńı variant ve fuzzy rozhodovaćı ma-

tici.
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[5] Rotterová, P., Pavlačka, O.: Computing Fuzzy Variances of Evaluations of
Alternatives in Fuzzy Decision Matrices in MME2016: Conference Procee-
dings, Technical University of Liberec, Liberec, Czech Republic, 2016, s. 735–
740.
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Pavlačka, O., Rotterová, P.: Probability of fuzzy

events in MME2014: Conference Proceedings, Pa-
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