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Kapitola 1

Uvod

1.1. Soucasny stav poznani

S pravdépodobnostnimi prostory a zejména s pravdépodobnostmi nahodnych
jevil se casto setkdvame v redlném Zivoté. Napiiklad pfedpovéd pocasi se udava
s urcitou pravdépodobnosti, ze dané pocasi opravdu nastane. Nahodné jevy vsak
mohou byt popsany také neurcité, coz matematicky modelujeme pomoci aparatu
teorie fuzzy mnozin. Disertacni prace se tedy zabyva rozsitenim presné popsanych
nahodnych jevi na ndhodné jevy neurcité popsané. Nasledné je rozsiten také
pravdépodobnostni prostor na pripad neurcité popsaného, tj. fuzzy, pravdépodob-
nostniho prostoru a ten je v aplikacni ¢asti vyuzit v nastroji pro podporu rozho-
dovani za rizika.

V praci bude uvazovan pravdépodobnostni prostor zavedeny Kolmogorovem
[29] v roce 1933. Tvoii jej mnozina vsech elementérnich jevii, mnozina uvazovanych
nahodnych jevu a pravdépodobnostni mira. Pravdépodobnostni mira je zakladem
teorie pravdépodobnosti, kterou se zabyva mnoho publikaci, napt. [3, 12, 14, 22

).

Teorie fuzzy mnozin, za jejiz pomoci bude v pravdépodobnostnim prostoru
modelovéna neurcitost, byla predstavena Zadehem [09] v roce 1965. Umoziuje
matematicky modelovat vagné popsané pojmy.

V praktickych aplikacich mohou byt vagné popsané také nahodné jevy. Jejich

matematickym vyjadfenim pomoci fuzzy mnozin se zabyval Zadeh [70]. Mnozina
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nahodnych jevu byla zobecnéna na pripad fuzzy nahodnych jevu a jeji vlastnosti
dokézali Negoita a Ralescu [30].

Nejstarsi a nejcastéji pouzivand pravdépodobnostni mira pro fuzzy nahodné
jevy byla ptedstavena Zadehem [70]. Tato mira je pouzita napt. v [35, 60, 67]
a vyjadiuje pravdépodobnost fuzzy nahodného jevu jako realné cislo.

Yager [01] vSak piSe, Ze intuitivné se jevi byti pfirozené, aby pravdépodobnost
fuzzy nahodného jevu byla také fuzzy. V literatute lze tedy najit také pristupy,
kdy pravdépodobnosti fuzzy ndhodného jevu je fuzzy ¢islo nebo obecné jen fuzzy
mnozina. Tyto piistupy lze rozdélit na prace zamérené teoreticky, jako napi.

|, a prace zamétené na praktické aplikace jako [0, 18, 25,

[ I ) Y ) ) Y

, 61, 62].

V praxi se setkavame i s problémy, kdy nemame dostatek informaci o pravdé-
podobnostni mife na uvazovaném univerzu. V takovych ptipadech muze byt
pravdépodobnostni mira modelovana také za pomoci aparatu teorie fuzzy mnozin
(viz [4, 31, 38, 57)).

V literatute jiz bylo definovano také nékolik fuzzy pravdépodobnostnich pro-
storu, které uvazuji nékterou ze zminénych pravdépodobnostnich mér, anebo spise
rozebiraji jejich vlastnosti. Je to studovano napt. v [5, 24, 44, 54, 57, 60, 59, 68].
Avsak prace zamérené na praktické aplikace jsou zejména [, 57, 68].

Fuzzy pravdépodobnostni prostory, resp. fuzzy pravdépodobnostni rozdéleni,
lze vyuzit ve statistice k Teseni tloh, pfi nichz vSechny informace nejsou znamy
zcela presné, napt. jestlize nam pii experimentu néjaké pozorovani zcela chybi,
anebo nezname jeho presnou hodnotu. Statickymi metodami pro fuzzy data a od-
hadem fuzzy parametru rozdéleni pravdépodobnosti z fuzzy dat se zabyva Viertl
[59]. Rozsifeni znamych rozdéleni pravdépodobnosti na piipad jejich neurcité po-
psanych parametru studoval Buckley [0, 7].

Jinou oblasti, v niz fuzzy pravdépodobnostni prostory mohou nalézt uplatnéni,
je teorie rozhodovani za rizika. Zde se vyuzivaji rozhodovaci matice, které mohou
byt uzitetnym néastrojem pro podporu rozhodovani také ve vagné definovaném,

tj. fuzzy, prostiedi. Rozhodovaci matice, kterym se vénuji napf. v [16, 21, 39, 65],
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modeluji situace, ve kterych dusledky moznych variant rozhodnuti zavisi na sta-
vech svéta, jez mohou nastat. Rozhodovacimi maticemi s fuzzy prvky se zabyvaji
napft. v [57]. Vyuziti ruznych agregacnich operdtoru v rozhodovaci matici s pod-
kladovou fuzzy pravdépodobnostni mirou a ptislusnymi fuzzy pravdépodobnostmi
stavi svéta je rozebrano v [53].

V [57] je uvazovana rozhodovaci matice, ve které jsou stavy svéta vyjadreny
pomoci fuzzy mnozin na univerzu, na némz je dano rozdélenim pravdépodobnosti.
Autori navrhli v tomto pripadé postupovat shodné jako v piipadé presné po-
psanych stavu svéta, tj. urcili pravdépodobnosti fuzzy stavu svéta pomoci vzorce
navrzeného Zadehem v [70]. V rdmci tohoto piistupu jsou dusledky variant chdpany
jako diskrétni nahodné veliciny nabyvajici fuzzy hodnot s pravdépodobnostmi

uvazovanych stavu svéta.

1.2. Cile disertac¢ni prace
Cile disertacni prace jsou:

1. Popsat mozné zpusoby fuzzifikace ostrého pravdépodobnostniho prostoru

na piipad fuzzy jevu a fuzzy pravdépodobnostni miry.

2. Prozkoumat ruzné zpusoby vyjadieni pravdépodobnosti fuzzy jevu na zékla-

dé ostré pravdépodobnostni miry a vzajemné srovnat jejich vlastnosti.

3. Navrhnout mozné vyjadieni pravdépodobnosti fuzzy jevu na zakladé fuzzy

pravdépodobnostni miry a prozkoumat jeho vlastnosti.

4. Ukazat mozné aplikace fuzzy pravdépodobnostnich prostoru pii rozhodovani
za rizika. Zaméfit se na jejich vyuziti v nastroji rozhodovaci matice v nékolika
urovnich jeji fuzzifikace a popsat mozné pristupy k jejimu teseni. Popsané

pristupy vzdajemné srovnat a ilustrovat na prikladech.
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1.3. Struktura a vysledky disertac¢ni prace

Nyni predstavime napln nasledujicich kapitol disertacni préace a zminime vy-
sledky, kterych bylo dosazeno.

Druha kapitola je vénovana zékladnim pojmum a vztahtim z teorie fuzzy
mnozin. Jeji naplni jsou zejména fuzzy cisla. Je zde také popsan fuzzy vazeny
prumér s normovanymi fuzzy vahami. V posledni ¢asti této kapitoly je pripome-
nuta baze fuzzy pravidel a dva inferencéni algoritmy, vyuzité v kapitole 4 této
prace.

Ve treti kapitole je fuzzifikovan Kolmogorovuv pravdépodobnostni prostor.
V ¢asti vénované pravdépodobnostnimu prostoru se o-algebrou fuzzy jevu a os-
trou pravdépodobnostni mirou jsou dokazany nékteré vlastnosti Zadehovy prav-
dépodobnostni miry, které dosud v literature zkoumany nebyly. Dale jsou doka-
zany fuzzifikované vlastnosti pravdépodobnostni miry, které zachovavaji fuzzy
pravdépodobnosti fuzzy jevu dle Yagerovy definice. Dokézano je také zachovani
nékterych fuzzifikovanych vlastnosti pravdépodobnostni miry pro fuzzy pravde-
podobnosti fuzzy jevi dle Klementa a novéjstho Yagerova piistupu. Vzdy je zhod-
nocena vhodnost daného pristupu k vyjadieni pravdépodobnosti fuzzy jevu.

Ve druhé ¢asti treti kapitoly je nové definovana fuzzy pravdépodobnostni mira
jako fuzzy mmozina ostrych pravdépodobnostnich mér, jejiz a-tezy maji vlast-
nosti analogické vlastnostem fuzzy ¢isla. Ve tieti ¢asti je nové rozsitena Zadehova
pravdépodobnost fuzzy jevu na piipad fuzzy pravdépodobnostni miry. Jsou zde
dokazany jeji vlastnosti coby pravdépodobnostni miry a posouzena jeji vhodnost.

Ctvrtd kapitola obsahuje aplikace fuzzifikovanych pravdépodobnostnich pro-
storu na rozhodovaci matici. Nejprve je zkoumdana rozhodovaci matice s ex-
pertné zadanymi fuzzy pravdépodobnostmi stavu svéta. Poté jsou popsany dva
mozné piistupy k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta. Jsou zde také uvedeny
vzorce pro vypocet ocekavanych hodnot dusledku variant a korektni vzorce pro
vypocet jejich rozptylu. Problematika vypoctu rozptylu dusledku variant byla
fesena v [19)].

Rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta a fuzzy dusledky variant za danych
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stavu svéta byla popséna pomoci systému bazi fuzzy pravidel v [51]. V tomto
clanku byly také srovnany vzorce pro vypocet charakteristik variant na zakladé
popisu rozhodovaci matice jako systému bazi fuzzy pravidel s témi, které byly
pouzity autory v [57].

Rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta popsana pomoci systému bazi fuzzy
pravidel byla rozsitena na pripad podkladové diskrétni fuzzy pravdépodobnostni
miry v [50]. Tento problém byl v [11] rozsiten na piipad, kdy stavy svéta stejné
jako dusledky variant jsou modelovany pomoci fuzzy mnozin definovanych na
univerzu, na kterém je dano diskrétni rozdéleni fuzzy pravdépodobnosti.

V posledni ¢asti ¢tvrté kapitoly jsou popsany a vzdjemné srovnany mozné
pristupy k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta, fuzzy dusledky variant i pod-
kladovou fuzzy pravdépodobnostni mirou. Popsané pristupy jsou také ilustrovany

na piikladech.
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Kapitola 2

Fuzzy mnoziny

Druhd kapitola je vénovana fuzzy mnozinam. Nejprve je zde rozebran rozdil
mezi mnozinou a fuzzy mnozinou, na ktery navazuje popis zakladnich operaci
s fuzzy mnozinami. Dale je pfedstavena specidlni tiida fuzzy mnozin, tzv. fuzzy
¢isla, a popsano pocitani s nimi véetné jejich fuzzy vazeného pruméru. Posledni
¢ast kapitoly je vénovana jazykovym proménnym a moznému zpusobu popisu

vztahlu mezi nimi.

2.1. Od mnozin k fuzzy mnozinam

V této kapitole je vysvétlen rozdil mezi mnozinami, které budou dale nazyvany
ostrymi mnozinami (v angli¢tiné oznacovanymi jako crisp sets), a fuzzy mnozina-
mi. Nasledné jsou zde zavedeny zakladni pojmy pro praci s fuzzy mnozinami,
které budou pozdéji vyuzity.

Teorie mnozin byla zavedena Cantorem [9] v roce 1874. Cantor chdpe mnozinu
jako souhrn jejich prvku. V soucasném pojeti 1ze mnozinu jednoznacné urcit také

pomoci jeji charakteristické funkce.

Definice 2.1. Necht je ddna neprdzdnd mnoZina Q. Charakteristickou funkei
mnoziny A C Q nazveme funkci x4 : Q — {0,1}, jejiz hodnota se pro libovolné

w € Q uréi ndsledovné:

1, pokud w € A,

Xaw) = {O, Jinak.
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Poznamka 2.1. V dalsim textu bude ) oznacovat neprdzdnou mnoZinu, tzv.

UNIVETZUM.

Priklad 2.1. Jednoduchym prikladem mnoZiny je mnozina jablek v kosiku nebo
mnozina aut vyrobenych v poslednich péti letech. Jablko totiZ je v kosiku, anebo

nent. Podobné, auto bylo vyrobeno v poslednich péti letech, nebo je starsi.

Charakteristickd funkce mnoziny tedy popisuje, zda dany prvek w do této
mnoziny patii ¢i nikoliv, tj. nabyva jen dvou hodnot. Jejim zobecnénim na piipad,
kdy muze nabyvat nekoneéné mnoha hodnot, ziskame funkci prislusnosti fuzzy
mnoziny. Fuzzy mnoziny ptedstavil Zadeh [69] v roce 1965 a jsou definovany

pravé pomoci jejich funkei prislusnosti.

Definice 2.2. Fuzzy mnozina A na €2 je urcena svou funkci prislusnosti

J QO — <0,1>

Pro libovolné w € Q nazveme hodnotu j14(w) stupném piislusnosti prvku w k fuzzy

mnoziné A.

Priklad 2.2. Jako priklady lze uvést mnozZinu vsech cervenych jablek v kosiku
a mnozinu vsech noviych aut. Nékterd jablka totiZ nemusi byt celd cervend, mo-
hou byt zpola Zlutd. Podobné, od kdy auto oznacime za mové? Je nové auto ma-
ximalné rok staré? U neurcitych pojmi jako je prdavé cervené jablko nebo nové
auto nejsme schopni urcit presnou hranici, od niz prvek, tj. jablko nebo auto, ma

danou vlastnost.

Pro dané w € Q vyjadfuje sutpen piislusnosti ps(w) = 1, ze dany prvek
w zcela nalezi do fuzzy mnoziny A; pa(w) = 0 znadi, ze dany prvek w do fuzzy
mnoziny A nenélezi. Dany prvek w nalezi do fuzzy mnoziny A pouze zcéasti, pokud

pa(w) € (0,1).

Poznamka 2.2. V dalsim textu bude F(2) znacit tridu vsech fuzzy mnoZin de-

finovangch na neprdazdném univerzu 2.
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Nyni budou zavedeny déle pouzivané pojmy z teorie fuzzy mnozin. Jednd se
o jadro fuzzy mnoziny, nosi¢ fuzzy mnoziny, a-fez fuzzy mnoziny a vysku fuzzy
mnoziny. Uvedeme také vlastnosti a-fezu fuzzy mnozin, které budou v dalsim

textu vyuzity.

Definice 2.3. Jadrem fuzzy mnoziny A € F(Q2), oznaceném Ker A (z anglického

slova kernel), rozumime

KerA={we Q| pa(w) =1}.

Definice 2.4. Nosi¢em fuzzy mnoziny A € F(Q2), oznaceném Supp A (z ang-

lického slova support), rozumime

Supp A ={w € Q| pa(w) > 0}.

Definice 2.5. Pro libovolné o € (0,1) rozumime a-tezem fuzzy mnoziny A,

oznaceném A,

Ay ={w e Q| ua(w) > a}.

Poznamka 2.3. Pro a = 0 rozumime a-rezem libovolné fuzzy mnoZiny celé uni-

verzum, €.

Poznamka 2.4. Mnozina A C Q) muzZe byt chdpdna jako specidlni pripad fuzzy

mnoziny A € F(Q), a to takové, zZe A, = A pro viechna a € (0,1) a Ay = Q.
Véta 2.1. Pro a-rezy libovolnd fuzzy mnoziny A € F(Q) plati:

1. A, C Az provsechna 0 < <a <1,

2. A, = mog,@m Ap  pro vsechna 0 < a <1,

3. Supp A = UaE(O,l) A,
Diikaz. Viz [17]. O

Poznamka 2.5. V [/7] je ukdzdno, Ze fuzzy mnoZinu lze zavést pomoct systému
jejich a-rezii A,, a € (0,1), ktery spliuje vlastnosti z véty 2.1. Jeji funkci
prislusnosti pak lze pro libovolné w € Q zapsat pia(w) = sup{a | w € A,}.
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Definice 2.6. Vyskou fuzzy mnoziny A € F(Q2), oznacenou hgt(A) (z anglického

slova height), rozumime
hgt(A) = sup {pa(w)jw € Q}.

Definice 2.7. Ma-li fuzzy mnozinu A € F () vysku hgt(A) = 1, pak se nazjvd

normalni. V opacném pripaddé se nazyvd subnormalni.

V zavéru podkapitoly jesté zavedeme inkluzi a rovnost dvou fuzzy mnozin.
Definice 2.8. Fuzzy mnozina A € F(2) je podmnozinou fuzzy mnoziny B €
F(), znacime A C B, pokud pro kazdé w € Q plati

pa(w) < ppw).
Definice 2.9. Fuzzy mnozina A € F(§2) je rovna fuzzy mnoziné B € F(Q),
znacime A = B, pokud pro kazdé w € Q plati

pa(w) = pp(w).

Inkluzi a rovnost dvou fuzzy mnozin lze vyjadrit také pomoci jejich a-fezu,
jak uvadi nasledujici véta.

Véta 2.2. Necht A, B € F(Q)). Pak pro kazdé o € (0,1) plati:
ACB<s A, C B,
A=B& A, = B,.

Diikaz. Tvrzeni o inkluzi plyne piimo z definic 2.5 a 2.8. Tvrzeni o rovnosti plyne

7 definic 2.5 a 2.9. O

2.2. Zakladni operace s fuzzy mnozinami

S fuzzy mnozinami lze podobné jako s ostrymi mnozinami provadét riuzné ope-
race. Podrobné se jimi zabyvaji napt. [13, 27, 17]. Tato ¢ast se zabyva prunikem,
sjednocenim a doplnkem fuzzy mnozin. Tyto operace predstavuji rozsiteni operaci
s ostrymi mnoziny na piipad fuzzy mnozin. Uvedené definice predstavil Zadeh
[69] ve svém prvnim ¢lanku o fuzzy mmnozindch. Klir [27] je nazyvéa standardni

fuzzy operace.
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Definice 2.10. Prunik a sjednoceni dvou fuzzy mnozin A € F(Q2) a B € F(Q)
predstavuji fuzzy mnoziny AN B € F(Q) a AUB € F(Q), jejich funkce
prislusnosti jsou pro libovolné w € Q dany

franp(w) = min{pa(w), pp(w)},

pravp(w) = max{pa(w), pp(w)}.
Véta 2.3. Necht A, B € F(Q)). Pak pro kazdé o € (0,1) plati:
(AN B)y = Aa N By,
(AUB), = A, U B,.
Diikaz. Viz [27]. O

Definice 2.11. Doplnék fuzzy mnoziny A € F(QQ) predstavuje fuzzy mnozina
Ac € F(Q), jejiz funkce prislusnosti je pro libovolné w € Q) ddana

prac(w) =1 = pa(w).

Véta 2.4. Pro doplnék libovolné fuzzy mnoziny A € F(Q) plati:

(A9, = ( U A5> pro kazdé a € (0,1).

B>1—«
Diikaz. Viz [27]. O

Poznamka 2.6. V teorii a praxi se pouzivaji také zobecnéné operace priuniku,
sjednocent a dopliku. Tyto zobecnéné operace se obecné zavddi axiomaticky. Operd-
tory pro zobecnény prunik se nazyvaji t-normy, pro zobecnéné sjednoceni se jednd
o t-konormy (vice viz napr. [13, 27]). Z téchto operaci jsou nejpouzivanéjsi tzv.
Lukasiewiczova t-norma a t-konorma (nazjvdny také odvdziny prinik a odvdzné
sjednocent). Jejich vysledky vice odpovidaji lidskému uvaZovdani nez visledky vyse

definovanych operaci.
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2.3. Fuzzy cisla

Fuzzy ¢isla predstavuji tiidu fuzzy mnozin na redlné ose. Umoznuji matema-
ticky popsat neurcitd mnozstvi, a proto se vyuzivaji v redlnych aplikacich. V li-
teratute lze nalézt ruzné definice fuzzy ¢isel v navaznosti na ruzné definice fuzzy
mnozin, a to napt. v [13, 27, 47, 59]. V této praci budeme uvazovat nésledujici

definici fuzzy cisla.
Definice 2.12. Fuzzy ¢islem nazveme fuzzy mnozinu A € F(R), pro kterou plati:
1. Ker A # 0;
2. A, jsou uzaviené intervaly pro viechna a € (0,1);
3. Supp A je omezeny.
Definice 2.13. Rekneme, Ze fuzzy Gislo A je definovano na intervalu (a, b), kde
a,beR, a<b, pokud
Supp A C {(a, b).

Poznamka 2.7. Tridu vsech fuzzy ¢isel na redlné ose budeme ddle znacit F (R).

Tridu véech fuzzy ¢isel na intervalu {a,b) budeme znacit Fy ({(a,b)).

Nyni se zamétrime na funkce ptislusnosti fuzzy ¢isla. Nasledujici véta tvrdi, ze

funkce prislusnosti fuzzy ¢isla muze byt obecné definovana po castech.

Véta 2.5. Necht A € F(R). A je fuzzy ¢islo tehdy a jen tehdy, kdyZ ewistuje
Ctverice redlngch cisel a1 < as < az < ay takovych, Ze pro funkci prislusnosti
fuzzy mnoziny A plati:

1, pokud x € (as,as3),

(x), pokud x € (—o0, as),

palz) = L
R(z), pokud x € (a3, 00),

kde L : (—o00,as) — (0,1) je funkce neklesajict, spojitd zprava a plati pro ni, Ze
L(z) =0, pokud x € (—o0,a;); R : (ag,00) — (0,1) je funkce nerostouct, spojitd

zleva a takovd, Ze R(x) =0, pokud x € (a4, 00).
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Diikaz. Viz [27]. O

Ve véteé 2.5 jsou vyuzita ¢tyti redlna ¢isla oznacena aq, as, ag, as. V nésledujici

definici je nazveme viyjznacnych hodnotami fuzzy cisla.

Definice 2.14. Vyznacnymi hodnotami fuzzy ¢isla A € Fy (R) nazveme cétverici
redlngch ¢isel ai, as, as, ay takovych, Ze ay < as < az < ay, {ay,as) = Cl(Supp A)

a (ag,a3) = Ker A, kde Cl(Supp A) oznacuje uzdvér nosice fuzzy cisla A.

V praktickych aplikacich se ¢asto pouzivaji linedrni fuzzy cisla, tj. fuzzy cisla
s linedrnimi levymi i pravymi ¢astmi funkce prislusnosti, a to kvuli jednoduchosti

jejich zadavani. Staci totiz zadat pouze jejich vyznacéné hodnoty.

Definice 2.15. Linearnim fuzzy ¢islem urcenym ctvertici jeho vyzna¢énych hodnot
ai, as, as, ay rozumime fuzzy cislo A, jehoz funkce prislusnosti je uréena pro kazdé

z € R ndsledovné

ﬁ pro x € {(ay,as),
1 pro x € (ag, as),
x = —
pa(z) L=E pro 1 € (a3, a4),
0  jinak.

Rozlisujeme dva zakladni typy linedrnich fuzzy ¢isel, a to fuzzy ¢isla trojuhel-
nikovd a fuzzy cisla lichobéznikovd. Pro vyznaéné hodnoty trojihelnikového fuzzy
¢isla A plati, ze as = as, tj. jeho jadro je jednoprvkové. Naproti tomu jadro

lichobéznikového fuzzy cisla predstavuje uzavieny interval.

Poznamka 2.8. Lichobéznikové fuzzy cislo A urcené ctverici jeho wviyjznacnych
hodnot budeme v dalsim textu oznacovat {ay, as, as,as). Trojihelnikové fuzzy cislo
A wuréené trojict jeho viznacnijch hodnot budeme v dal§im textu oznacovat {(ay, as,
as). V pripadé, Ze nékterd vijznacnd hodnota linedrniho fuzzy cisla bude ddna
desetinnym cislem, budou k oddélent vyznacnych hodnot tohoto fuzzy c¢isla pouZity

stredniky misto c¢drek.

Fuzzy cisla lze zapsat i jinym zpusobem nez pomoci jejich vyznacnych hodnot,
a to pomoci tzv. dolnich a hornich funkci reprezentujicich krajni hodnoty jejich
a-tezu.
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Véta 2.6. Necht A € Fy (R). Pak existuji funkce a : (0,1) - R aa: (0,1) = R,

které jsou zleva spojité, splniugi nerovnosti

a(a) <a(f) <a(f) <ala) prokazdé0<a<p<1

a pro které plati

A, =(a(a),a(a)) pro vsechna o € (0,1),

Diikaz. Viz [10]. O

Poznamka 2.9. Redlné cislo c lze také vyjadrit pomoci hornich a dolnich funkct,

a to jako c(a) = ¢(a) = ¢ pro kazdé o € (0,1).

Poznamka 2.10. Fuzzy cislo A urcéené pomoci jeho hornich a dolnich funkci

budeme v dalsim textu oznacovat A = {{a(a),a(a)) | a € (0,1)}.

Na zavér kapitoly jesté zminme usporddani fuzzy cisel, které bude vyuzito
v aplika¢ni ¢asti prace. Nejprve popiseme zakladni usporadani fuzzy ¢isel, a to
na zakladé uspordadani jejich a-tfezu. Zadefinujeme pouze piipad, kdy jedno fuzzy

¢islo je mensi nez druhé. Rovnost byla totiz predstavena jiz v kapitole 2.1.

Definice 2.16. Necht A,B € Fn (R), A = {(a(a),a(a)) | a € (0,1)} a B =
{(b(a),b()) | e € (0,1)}. Pak Fekneme, Ze A je mensf nez B, znaéime A < B,
pokud soucasneé plati:

a) Ay < By, tj. a(a) < b(a) a zdrover a(a) < b(a) pro kazdé a € (0,1),

12

b) Ay < Ba, tj. a(a) < b(a) a zdroveri a(a) < b(a), nebo a(a) < b(a) a zdrover

)

a(a) < b(a) pro alespori jedno o € (0,1).
Pokud plati pouze a), pak ekneme, Ze A je mensi nebo rovno B, znacime A < B.

Fuzzy cisla lze usporadat také na zédkladé usporadéani jejich ¢iselnych charak-
teristik (viz napt. [13]). Ddle vyuzijeme pouze usporaddni na zaklade téZist fuzzy

sttedni hodnoté nahodné veli¢iny.
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Definice 2.17. Tézisté fuzzy mnoZiny A je redlné cislo cog(A) uréené

[ pa(e) o da
cog(A) = I a0 de (2.1)

2.4. Vypocty s fuzzy cisly

Vypocty s fuzzy cisly jsou zalozeny na principu rozsiteni. Ten ptredstavuje
zaklad pro fuzzy aritmetiku zobectniujici intervalovou aritmetiku na ptipad fuzzy
¢isel. Jak princip rozsiteni, tak intervalova aritmetika pocitajici s a-tezy fuzzy
¢isel jsou popsany v této kapitole. Na zavér je v podkapitole 2.4.1 predstaveno
konkrétni vyuziti principu rozsiteni, a to ve fuzzy vazeném pruméru.

Princip rozsireni byl predstaven Zadehem v jeho trojici ¢lanku o jazykové
aproximaci a ptiblizném usuzovani [71, 72, 73], kde se ¢asto uplatiiuje. Zavedeme
jej zde v obecné formé pro fuzzy mnoziny. Jak je znamo, fuzzy ¢isla predstavuji
specialni pripady fuzzy mnozin. Obecné princip rozsiteni funkce f zobrazujici
jedno univerzum do univerza druhého indukuje, jak pouzitim funkce f ziskame

obraz fuzzy mnoziny, definované na prvnim univerzu, na univerzu druhém.

Definice 2.18. Necht Q a ¥ jsou univerza a necht je ddno zobrazeni f : Q —
V. Pak fuzzifikaci tohoto zobrazeni, rozumime zobrazeni fr : F(Q) — F(V),
které kazdé fuzzy mnoziné A € F(Q) pritazuje jeji obraz fr(A) € F(V) s funkei

prislusnosti definovanou pro kazdé y € U ndsledovné

(y) = sup {pa(z)|lz € Q, f(x) =y}, pokud f~(y) # 0,
Birty 0, pokud f~(y) = 0.

Intervalovd aritmetika pracugici s a-fezy fuzzy cisel je popsana napi. v [27].
V tomto pripadeé je fuzzy c¢islo chapana jako systém jeho a-tezu. Kazdy a-tez je
pak uréen svymi krajnimi hodnotami, které se pouzivaji pii vypoctech obdobné
jako krajni hodnoty intervalu.

Uvazujme fuzzy ¢isla A = {({a(a),a(a)) |a € (0,1)} a B = {(b(e),b(a)) |

a € (0,1)} takovd, mezi nimiz nejsou zadné vzajemné vztahy, tzv. interakce. Pak
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jejich soucet, rozdil, soucin a podil ziskdme nésledovné
A+ B ={{a(a) +b(a),a(a) +b(a)) | a € (0,1)}
A~ B ={{a(a) = b(a),a(a) = b()) | a € (0,1)},
A+ B = {{min {a(a) - b(a),a(a) - b(a),a(a) - b(a),a(a) -bla) }
max {a(a) - b(a), a(@) - b(a),a(a) - b(e),ala) - b(e)}) | a € (0,1)},
A B ={(min {a(a) : b(a),a(a) : b(a),a(a) : b(a),a(a) : b(a)},
max {a(a) : b(a), a(@) : b(a),a(a) : be),a(a) : b(a)}) | a € (0,1)} .

Poznamka 2.11. Intervalovou aritmetiku pracujici s a-rezy fuzzy c¢isel lze pouZit
pouze v pripadech, kdy nejsou Zadné interakce mezi fuzzy cisly. V pripade, Ze
vzdjemné interakce mezi fuzzy ¢isly existugi, lze pouzit tzv. princip rozsireni s pod-
minkou. V tomto pripadé se do podminek principu rozsiteni zapisi vzdjemmné
vztahy mezi fuzzy cisly a vypocet se provede s jejich uwvaZovanim. Prikladem ta-
kovych fuzzy cisel s interakcemi jsou ddle zminéné normované fuzzy vihy © m-tice

fuzzy pravdéepodobnosti.

2.4.1. Fuzzy vazeny prumeér

Popiseme fuzzy rozsireni operace vazeného prumeéru na pripad fuzzy ¢isel, a to
na zakladé vyse predstaveného principu rozsiteni. Zavedeme vzorce pro vypocet
fuzzy vazeného pruméru s tzv. normovanymi fuzzy véahami a zminime i piipad,
kdy vahy jsou vyjadieny realnymi ¢isly.

V praktickych aplikacich, napft. pti agregaci dilé¢ich hodnoceni do hodnoceni
celkového ve vicekriteridlnim rozhodovani nebo pii vypoctu ocekavané hodnoty
v diskrétnich modelech pti rozhodovani za rizika, se ¢asto vyuziva vdzeny prumeér

tak, jak jej zavadi nasledujici definice.

Definice 2.19. Necht ui,...,uy, jsou redlnd ¢isla. Necht vq,..., vy, v; € R,
v; > 0, Z;"Zl v; = 1, predstavuji normované vdhy prirazené cislim uy,. .., Up,.

Pak definujeme vazeny prumeér jako redlné c¢islo u ndsledovné

m

u = E ’Uj'Uj.

j=1
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Abychom mohli vhodnym zptsobem fuzzifikovat véZeny primér, zaved me

nejprve tzv. normované fuzzy vihy (viz napt. [3, 10]).

Definice 2.20. Fuzzy cisla V;, j = 1,2,...,m, definovand na intervalu (0,1),
nazveme normovanymi fuzzy vahami, pokud pro vsechna o € (0,1) a pro vsechna
Jj € {1,2,...,m} plati: pro libovolné v; € Vj, existuji v; € Vi, i = 1,2,...,m,

1 #£ j, takové, Ze

m
Vj + E vV, = 1.
i=1,ij
Normované fuzzy vahy vyjadiuji neurcité podily na celku rozdéleném na ¢asti.
Nyni jiz zavedme tzv. fuzzy vdZeny primér fuzzy cisel s normovanymi fuzzy

vahami, ktery dale v praci vyuzijeme.

Definice 2.21. Fuzzy vazeny prumér fuzzy ¢isel U; = {(&(a),u_j(a)) | a € (0, 1>},
j = 1,2,...,m, definovangch na intervalu (a,b), s normovanymi fuzzy véhami
V; = {(ﬂ(@z),v_j(a» |a € (0,1)}, Jj = 1,2,....m, je fuzzy cislo na intervalu
(a,b), které oznacime U = {(u(a),u()) | a € (0,1)}, jehoZ funkce prislusnosti

je pro libovolné u € (a,b) ddna vzorcem

MU(U) = max {min {MVl (U1)7 cee anm(Um)a Huy (ul)v e 7/’LUm<um)} | Zvj CUj = U,
j=1

Z'szl, Uj ZO,Uj € (a,b>, j:1,2,...,m} .

=1
Prakticky se fuzzy vazeny prumeér vétsinou pocita pomoci a-fezu pro vybrana
a € (0,1). Funkce piislusnosti vysledného fuzzy vazeného pruméru se pak urci

aproximaci. Pro libovolné a € (0, 1) plati:

m

u(a) = min{Zvj ~uj(@) | vy € (i), v5(a)), j = 1,...,m,Zv]~ = },

J=1 J=1

(a) = max{Zvj 5 (0) | v € (0y(0) T (@), = 1o om, 30y = 1}.

j=1 j=1
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Poznamka 2.12. Specidlnim pripadem fuzzy vdZeného priméru fuzzy cisel s nor-
movanymi fuzzy vdhami je fuzzy vazeny prumér fuzzy ¢isel s normovanymi real-
nymi vahami, kdy jsou vahy prirazené fuzzy c¢islim U; € Fy ({(a,b)), j=1,2,...,
m, U; = {(uj(a),u_j(a)) | a€(0,1)}, vyjadreny redlnymi cisly v;, j = 1,2, ...,
m, Y v; = 1. Pak se a-fez fuzzy vdZeného primeru U € Fy ((a,b)), U =

{{u(a),u(a)) | @ € (0,1)}, pro libovolné o € (0,1) ziskd ndsledovné

m

u(e) = v uy(a),

i=1

w(a) = vy (0.

2.5. Jazykova proménna a baze fuzzy pravidel

Néplni této casti prace jsou zejména definice jazykové proménné, jazykové
skaly a baze fuzzy pravidel. Poté jsou uvedeny Sugenuv a zobecnény Sugenuv
inferenc¢ni algoritmus k ziskani vystupu z dané béaze fuzzy pravidel.

Jazykovd promeénnd predstavuje rozsiteni redlné proménné, v niz zaménuje

¢iselné hodnoty za slova. Jazykovd proménna je tedy proménnd, kterd nabyva
slovné popsanych hodnot, tzv. termi. Kazdému termu pak na zdkladé daného
sémantického pravidla ptitazuje jeho matematicky vyznam. Predstavil ji Zadeh ve
své trojici ¢lanku o jazykové proménné a jejich aplikacich v ptiblizném usuzovani
[71, 72, 73],
Definice 2.22. Usporddanou pétici (X, T(X), (a,b), G, M), kde X je ndzev ja-
zykové promeénné, T(X) = {Ti,...,Ts} je mnozina jejich jazykovijch termi, {a,b)
je univerzum, G predstavuje syntaktické pravidlo pro generovani termi z T(X)
a M je sémantické pravidlo pritazujici kazdé jazykové hodnoté jeji matematicky
vyznam, nazveme jazykovou proménnou.

V praktickych aplikacich hodnoty jazykové proménné casto tvoii specidlni

strukturu, tzv. jazykovou skalu. Nez ji vSak bude mozné predstavit, je tieba

nejprve zadefinovat fuzzy rozklad uzavieného intervalu (a,b).
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Definice 2.23. Fuzzy cisla T; € Fn ({a,b)), i = 1,...,s, tvori fuzzy rozklad

uzavieného intervalu (a,b), pokud pro kazdé x € (a,b) plati, Ze
Z HT; (55) =1
i=1

Jazykova skala pak predstavuje mnozinu jazykovych hodnot, jejichz matema-
tické vyznamy tvoii fuzzy rozklad uzavieného intervalu (a,b) a jsou indexovany

na zakladé jejich linedrniho usporadani.

Definice 2.24. Jazykovd proménnd (X, T(X), (a,b), G, M), T(X) ={T1,...,Ts},
tvori jazykovou skalu, pokud fuzzy ¢isla T, = M(T;), i =1,...,s, T; € Fn ({a,b)),
jsou ocislovana ve shodé s jejich linearnim usporadanim, tj. Ty < Ty < --- < Ty

(viz definice 2.16) a tvori fuzzy rozklad intervalu {(a,b) (viz definice 2.23).

Priiklad 2.3. Uvazujme jazykovou skdlu zobrazenou na obrdzku 2.1. Tuto Skdlu
tvort jazykové termy ,velkd ztrata“ (V—), ,mald ztrdata“ (M—), ,témér nulovy

zisk ¢i ztrata“ (TNZ), ,maly zisk* (M+) a ,velky zisk“ (V+).

TNZ

2 4 0 1 2
Zisk/ztrata [procento trzeb]

Obrazek 2.1: Priklad jazykové skaly

Dalsi mozné uplatnéni jazykovych proménnych ptredstavuje tzv. bdze fuzzy

pravidel. Baze fuzzy pravidel slouzi k jazykovému popisu matematickych zavislosti
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mezi vstupnimi a vystupnimi proménnymi, které jsou modelovany pomoci jazy-
kovych proménnych. V kapitole zabyvajici se praktickymi aplikacemi je vyuzita
pouze béze pravidel s jednou vstupni a jednou vystupni proménnou, ktera vzdy

pritazuje jedné hodnoté vstupni proménné jednu hodnotu vystupni proménné.

Definice 2.25. Necht jsou ddny dvé jazykové proménné (S, T(S), (a,b), Gy, M)
a (H, T(H), {(c,d), Gp, M), kde T(S) = {S1,...,Sn}, Ms(S;) = S;, j =
Looom, S5 € Fy (b)), T(H) = {Ha, ... Hids Ma(Hy) = Hy , kb =1,....1,
Il <m, Hy, € Fn({c,d)).

Bazi fuzzy pravidel nazveme mnozinu m pravidel ve tvaru:
Jestlize S je S;, pak H je Hy, j=1...,m, k=1,...,[, [ <m.

Poznamka 2.13. Vstupy a vystupy z baze fuzzy pravidel, tj. levé a pravé strany
pravidel, nejsou v nekterych pripadech popsany slovné, ale ciselne. V téchto pripa-
dech baze fuzzy pravidel slovné popisuje vztah mezi hodnotami dvou redlnich

promennyjch, popr. mezi jazykovou promennou a redlnou proménnou.

Pozdéji budeme uvazovat, ze mnozina T'(S) predstavuje mnozinu moznych
stavu svéta. Mnozina T'(H) bude predstavovat mnozinu dusledku dané varianty
za danych stavu svéta S;. PTi vztahu mezi stavy svéta a dusledky za danych
stavi svéta popsanymi pro danou variantu pomoci baze fuzzy pravidel nas bude
zajimat, jak ziskame néjaky celkovy dusledek této varianty. Ptresnéji teceno,
chceme z dané baze fuzzy pravidel ziskat néjaky vystup. Vyuzijeme k tomu Suge-
nova inferen¢niho algoritmu nebo Zobecnéného Sugenova inferen¢niho algoritmu.

Sugeniv inferencni algoritmus, predstaveny Sugenem [55] v roce 1985, predpo-
kladd, ze matematickou reprezentaci hodnot vstupni proménné jsou fuzzy ¢cisla
zatimco hodnoty vystupni proménné predstavuji realna cisla. Vystupem z baze
fuzzy pravidel je v tomto piipadé redlné cislo.

Necht je ddna baze fuzzy pravidel ve tvaru:

Jestlize S je S;, pak hje hy, 7 =1,...,m, k

I
\.)—‘
IN
S
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kde M,(S;) = S;, S; € Fn ((a,b)) a h; € R. Necht je ddna vstupni hodnota S’
Pak vystup h°, h° € R, se z dané béze fuzzy pravidel ziskd
Z;‘nzl hgt(Sj N S/) . hj

h® =
2 j=1 het(5;N.5)

(2.2)

Naproti tomu Zobecnény Sugeniv inferencni algoritmus, popsany v [50], pra-
cuje s fuzzy ¢isly na obou stranach pravidel. Vystupem z béaze fuzzy pravidel je
pak fuzzy cislo.

Necht je ddna béze fuzzy pravidel ve tvaru:
Jestlize S je S;, pak Hje Hy,7=1,....m, k=1,...,[, 1 <m,

kde My(S;) = S;, S; € Fn ({a,b)), My(H;) = H; a H; € Fn({c,d)). Necht je
déna vstupni hodnota S’. Pak vystup H®, H% € Fx({(c,d)), se z dané baze fuzzy
pravidel ziska

> iy hgt(S; N S') - Hj

H® = =5
23:1 hgt(S; N.S7)

(2.3)
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Kapitola 3

Fuzzy pravdépodobnostni prostor

Naplni této kapitoly je fuzzifikace pravdépodobnostniho prostoru. Nejprve je
definovan pravdépodobnostni prostor a pripomenuty zakladni vlastnosti pravdé-
podobnostni miry. Nésledné jsou popsany tii typy fuzzy pravdépodobnostnich
prostoru, kde jsou rozsifeny jevy na piipad fuzzy jevu, o-algebra nahodnych
jevu na pripad o-algebry fuzzy jevu a pravdépodobnostni mira na piipad fuzzy
pravdépodobnostni miry. Pravdépodobnosti fuzzy jevi mohou byt vyjadieny
vicero zpusoby. Zpusoby popsané v literatuie jsou analyzovany v prislusnych

castech této kapitoly, popi. jsou navrzeny pristupy nové.

3.1. Pravdépodobnostni prostor

V této césti je definovan pravdépodobnostni prostor a popsany vlastnosti
pravdépodobnostni miry. Pravdépodobnostni prostor byl zaveden Kolmogorovem
[29] v roce 1933.

Zacénéme definici o-algebry, kterou tvoii nahodné jevy na daném neprazdném

univerzu §).

Definice 3.1. o-algebra A ndhodnych jevu predstavuje neprdzdnou tridu mnozin,
kterd je uzavrend vzhledem ke sjednoceni spocetné mnoha mnozin a dopliku, tj.

plati:
1. Pokud Ay, Ay, --- € A, pak také |-, A; € A.

2. Pokud A € A, pak také A® € A.
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Posledni ze slozek pravdépodobnostniho prostoru je pravdépodobnostni mira.
Abychom funkci P mohli nazvat pravdépodobnostni mirou (poprvé byla pred-
stavena Kolmogorovem [29]), musi spliovat tfi axiomy uvedené v nasledujici de-

finici.

Definice 3.2. Necht Q2 znaci neprdzdnou mnoZinu vsech elementdrnich jevi a A
prestavuje o-algebru nahodnijch jevi. Pravdépodobnostni mirou nazveme kazdou

redlnou funkci P, kterd splnuje ndsledujici axiomy:

P(A) >0 pro kazdé A € A; (3.1)

P(Q) = 1; (3.2)

3. pro kazdou posloupnost mnozin Ay, As, ... € A takovou, ze A;NA; =0 pro
kazdé i,7 € N, i # j, plati:

P (G AZ-) = f: P(A). (3.3)

Obecné je tedy pravdépodobnostni mira mnozinova funkce, ktera je nezaporna
(axiom (3.1)), normovand (tj. pravdépodobnost celého univerza je rovna jedné -
axiom (3.2)) a spocetné aditivni (axiom (3.3)).

Analogicky muze byt pravdépodobnostni mira definovana jako zobrazeni P :
A — (0, 1), které kazdému ndhodnému jevu A € A piitazuje jeho pravdépodobnost
P(A) € (0,1), splaujici (3.2) a (3.3).

Nyni se dostavame k pravdépodobnostnimu prostoru, ktery zavadi nasledujici

definice.

Definice 3.3. Pravdépodobnostnim prostorem nazveme usporddanou trojici (£2,
A, P), kde Q oznacuje neprazdnou mnozinu viech elementdrnich jevi, A prestavu-

je o-algebru ndhodnijch jevi a P : A — (0,1) je pravdépodobnostni mira.
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V aplika¢ni ¢asti této prace budeme uvazovat, ze mnozina vsech elementarnich
jevu € je tvofena vSemi moznymi budoucimi stavy svéta.
Na zdvér jesté zavedme pojem méritelny prostor, tj. prostor na némz neni

uvazovana konkrétn{ mira.

Definice 3.4. Necht Q2 znaéi neprdzdnou mnoZinu vsech elementdrnich jevi a A
prestavuje o-algebru ndhodnijch jevi. Usporddanou dvojici (2, A) pak nazveme

méritelnym prostorem.

Métitelny prostor dale vyuzijeme pti fuzzifikaci pravdépodobnostni miry.

3.1.1. Vlastnosti pravdépodobnostni miry

Nyni ukédzeme dalsi vlastnosti pravdépodobnostni miry a rozebereme také jeji
interpretaci.
Kazda pravdépodobnostni mira ma také dalsi vlastnosti, které hraji velkou

roli v praktickych aplikacich. Tyto vlastnosti jsou uvedeny v nasledujici véte.
Véta 3.1. Pro pravdépodobnostni miru P plati:

1. P@) =0;

2. pro kazdé A,B € A, AC B: P(A) < P(B);

3. pro kazdé A,B € A: P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B);

4. pro kazdé A € A: P(A°) =1— P(A);

5. pro kazdé Ay, ..., A, € A takové, ze A;,NA; =0 pro kazdéi,j € {1,...,n},
i# 7, alU, A = Q plati: Y7 | P(A;) = 1.

Diikaz. Dukazy vlastnosti 1. - 4. viz [30]. Posledni vlastnost je dusledkem plat-
nosti axiomu (3.2) a (3.3). O

Jesté popisme interpretaci pravdépodobnosti. Pravdépodobnost P(A) jedno-
znacné urceného ostrého jevu A je bézné chapana jako mira Sance, ze dany jev

A nastane nékdy v budoucnu. Napf. pokud A oznacuje jev ,drokova mira bude
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mensi nebo rovna 2 % p.a.“ a P(A) = 0,5, pak vime, ze je zde zcela totoznd
Sance, ze urokova mira bude mensi nebo rovna 2 % p.a., nebo, Ze trokova mira
bude vétsi nez 2 % p.a. Jinymi slovy, pokud bychom neustdle opakovali dany
proces, pak by relativni ¢etnosti vyskytu obou moznosti konvergovaly k 50 %.
V dalsich c¢astech budeme studovat zachovani popsanych vlastnosti také pro

ruzné zpusoby vyjadreni pravdépodobnosti fuzzy jevi.

3.2. Fuzzy pravdépodobnostni prostor

Pravdépodobnostni prostor popsany v kapitole 3.1 muze byt fuzzifikovan
ruznymi zpusoby. o-algebra muze byt rozsitena na pripad fuzzy jevi. Obdobné
muzeme také uvazovat ostrou anebo fuzzy pravdépodobnostni miru.

V nasledujicich podkapitolach tedy predstavime ruzné zpusoby fuzzifikace
pravdépodobnostniho prostoru, tj. rizné varianty tzv. fuzzy pravdépodobnostniho
prostoru. Soucasti této ¢asti je také popis ruznych zpusobu vyjadieni pravdépo-

dobnosti fuzzy jevu véetné pruzkumu jejich vlastnosti.

3.2.1. Pravdépodobnostni prostor se o-algebrou fuzzy jevi
a ostrou pravdépodobnostni mirou

V této ¢ésti je dany pravdépodobnostni prostor (€2,.4, P) rozsiten na piipad
fuzzy jevu. Je zde popsén piistup navrzeny Zadehem [65].

Zadeh ve skutec¢nosti uvazoval 2 = R™ a A = B,, kde B,, znaci o-algebru
Borelovskych mnozin na R"™ (vice o Borelovskych mnozindch a teorii miry lze
nalézt napt. v [17]). Popsany zpusob rozsifeni vSsak muze byt bez jakychkoli
modifikaci aplikovan také na piipad obecného univerza {2 a obecné g-algebry A.

Nejprve urceme, jaké fuzzy mnoziny definované na 2 predstavuji fuzzy jevy.

Zaheh [70] zavedl pojem fuzzy jev nésledovné:

Definice 3.5. Fuzzy jevem nazveme fuzzy mnozinu A € F(Q), jejiz funkce

prislusnosti je A-méritelnd, tj. A, € A pro kazdé a € (0,1).

Priiklad 3.1. Pro srovndni s ostrym jevem A uvaZovanym v ¢dsti 3.1.1 uvaZujme
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vagne popsané jevy ,nizkd urokovd mira“ a ,pristi rok se ocekdva urokovd mira
asi 2 %“. Oba tyto jevy predstavuji neurcity popis budouciho stavu, a proto by

mely byt matematicky popsdny pomoci apardtu teorie fuzzy mnoZin.

Nyni definujme pojem o-algebra fuzzy jevi shodné jako v [36], abychom s nim

mohli dale pracovat.

Definice 3.6. o-algebra Ay fuzzy jevu predstavuje neprdzdnou tridu fuzzy mnozin,
kterd je uzaviend vzhledem ke sjednoceni spocetné mnoha fuzzy mnozin, dopliku

a jejimz prokem je také celé univerzum, tj. plati:
1. pro kazdé Ay, As ... € Ap: U2, Ai € Ap,
2. pro kazdé A € Ap: A° € Ap,
3. Qe Ap.

Jevy na daném univerzu tvoii o-algebru A (viz definice 3.1), pokud spliuji
prvni dvé podminky z definice 3.6. Fuzzy jevy vsak k tvorbé o-algebry Ag fuzzy
jevu musi splnit jesté jednu podminku navic: Samotné univerzum musi byt prv-
kem o-algebry Ap fuzzy jevu. Potifeba této vlastnosti je zpusobena definicemi
operaci s fuzzy mnozinami popsanymi v kapitole 2.2. Sjednocenim fuzzy jevu
a doplinkového fuzzy jevu (viz definice 2.11) totiz obecné neziskdme celé univer-
zum ).

Nasledujici véta tvrdi, ze fuzzy jevy na daném univerzu 2 tvoii o-algebru

fuzzy jevu.
Véta 3.2. Mnozina vsech fuzzy jevi na Q) tvori o-algebru Ag fuzzy jeva na €.
Diikaz. Viz [30]. O

Vzajemny vztah mezi o-algebrou A a o-algebrou Ap fuzzy jevu popisuje

nasledujici poznamka.

Poznamka 3.1. o-algebra A obsahuje vsechny ndhodné jevy na univerzu €2. Na-

proti tomu fuzzy o-algebra Ap fuzzy jevi obsahuje kromé téchto ndhodnyjch jevi
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navic také vsechny fuzzy jevy na univerzu §2. Pokud tedy chdapeme ostré jevy jako
specidlni pripad fuzzy jevu, tzn. mnozZiny jako specidlni pripad fuzzy mnozin (viz

pozn. 2.4), pak A C Ap.

Kvuli vyuziti v aplika¢ni ¢asti prace jesté zavedme pojem fuzzy méritelny
prostor, tj. méritelny prostor, do jehoz o-algebry pairi kromé nahodnych jevu

také fuzzy ndhodné jevy.

Definice 3.7. Necht Q znaci neprdzdnou mnoZinu elementdrnich jevi a Ap o-
algebru fuzzy jevi. Pak uspordadanou dvojici (2, Ap) nazveme fuzzy méritelnym

prostorem.

Nyni se dostavame k fuzzy pravdépodobnostnimu prostoru. Nasim cilem je
zkonstruovat usporadanou trojici (2, Ag, Py,.), kde Q je neprazdnad mnozina ele-
mentarnich jevi, Ap znaci o-algebru fuzzy jevii a Py, predstavuje rozsifeni
pravdépodobnostni miry P na piipad fuzzy jevu.

Pravdépodobnostni miru P lze na piipad fuzzy jevu rozsitit ruznymi zpusoby.
Déle nejprve popiseme zpusob, kdy je pravdépodobnost néjakého fuzzy jevu
vyjadrena redlnym cislem. Nésledné se zamérime na tii zpusoby vypoctu pravde-
podobnosti fuzzy jevu vyjadienych pomoci fuzzy mnozin.

Zpusoby vyjadieni pravdépodobnosti fuzzy jevii budou zkoumany z nasleduji-

cich dvou hledisek:

1. Matematické vlastnosti pravdépodobnostni miry P popsané v kapitolach
3.1 a 3.1.1 by mély byt néjakym zpusobem zachovany i v piipadé fuzzy

jevu.

2. Interpretace pravdépodobnosti ostrého jevu by méla néjakym zptsobem

zustat zachovana i v ptipadé fuzzy jevu.

Druhy aspekt je motivovan uvahou R. Yagera v [01]: Otédzka, jaky je vyznam
pravdépodobnosti néjakého fuzzy jevu, je obtizna. Jeji zkouméani by meélo byt
provéazeno otazkou: Co znamend vyrok, ze fuzzy jev nastal?* Problém je nasleduji-

ci: Pravdépodobnost jednoznacné urceného ostrého jevu je bézné interpretovana
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jako mira Sance, ze dany jev nastane v budoucnosti. Napi. je-li pravdépodobnost
ostrého jevu ,zitra bude prumérna denni teplota nejméné 30 °C* rovna 0,5, pak
jsou zcela totozné Sance, ze zitfejsi prumérna teplota bude nejméné 30 °C, anebo,
ze bude nizsi. Nicméné, zitra budeme schopni uréit, zda uvazovany ostry jev na-
stal, nebo nenastal. Nyni uvazujme neurcité popsany jev ,zitra bude horky den*.
Vyjadrenim tohoto fuzzy jevu jako fuzzy mnoziny ve skutecnosti prifazujeme
kazdé denni teploté stupen, ve kterém bude splnéna podminka ,horky den®.
Pokud bude v tomto piipadé stupen naplnéni podminky z otevieného inter-
valu (0,1), tzn. bude-li zitFejsi den povazovan za horky pouze Castecné, nebu-
deme schopni jednoznacéné rozhodnout, zda dany fuzzy jev nastal, nebo nenastal.
Budeme schopni pouze tici, Ze tento fuzzy jev nastal v jistém stupni. Stupné
prislusnosti totiz obecné nemaji pravdépodobnostni interpretaci. Tato skutec¢nost
by se méla néjakym zpusobem projevit ve zpusobu vyjadreni pravdépodobnosti

fuzzy jevu.

Pravdépodobnost fuzzy jevu zavedend Zadehem [70]

Obsahem této casti je rozsiteni pravdépodobnostni miry P na ptipad fuzzy
jevu, kdy je pravdépodobnost fuzzy jevu vyjadiena realnym cislem. Nasleduje
pruzkum vlastnosti této rozsitené pravdépodobnostni miry, ktery byl publikovan
v [13, 52], a definice piislugného fuzzy pravdépodobnostniho prostoru.

Zadeh [70] definoval pravdépodobnost Pz(A) fuzzy jevu A € Ap jako ocekava-
nou hodnotu jeho funkce ptislusnosti pa, tj. pomoci Lebesgueova-Stieltjesova
integralu

Py(4) = E(ua) = / 414(w)dP. (3.4)

we

Existence tohoto integralu plyne ptimo z predpokladu, ze funkce prislusnosti pi4
je A-métitelna.

Ze vzorce (3.4) je ziejmé, ze Py : Ap — (0,1). Navic v [30] je ukdzédno, ze
Pz spliuje také potiebné axiomy pravdépodobnostni miry, tj. Pz(£2) = 1 a pro
kazdé Ay, A, ... € Ap takové, ze A; N A; = 0 pro kazdé 7,5 € N, ¢ # j, plati:
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Py (U2, Ai) = Do, Pz(A;). Zavedme tedy pifslusny fuzzy pravdépodobnostni

prostor.

Definice 3.8. Necht Q) znaci neprdzdnou mnoZinu elementdrnich jevi a Ap
predstavuje o-algebru fuzzy jevi. Pak usporddanou trojici (), Ap, Pz), kde Py
je ddana vzorcem (3.4), nazveme fuzzy pravdépodobnostnim prostorem se Zade-

hovou pravdépodobnostni mirou.

Vztah mezi klasickou pravdépodobnosti a Zadehovou pravdépodobnosti ostrého
jevu popisuje poznamka 3.2. Plyne z ni, Zze pro ostry jev obé pravdépodobnosti

splyvaji.

Poznamka 3.2. Pro jakykoli jev A € A plati, Ze pus(w) =1 pouze prow € A a
pa(w) =0 prow ¢ A. Proto Pz(A) = P(A).

Nyni ukazme, ze pravdépodobnostni mira Pz spliuje také dalsi vlastnosti
pravdépodobnostni miry (uvedené ve vété 3.1), coz bylo spolecné s jeji interpretact

zkouméno v [13, 52].
Veéta 3.3. Pro pravdépodobnostni miru Py plati:
1. Py(0) = 0;
2. pokud A, B € Ap, A C B, pak Pz(A) < P;(B);
3. pro kazdé A,B € Ap: P;(AUB) = P4(A) 4+ Pz(B) — P;(AN B);
4. pro kazdé A € Ap : P;(A%) =1 — Py(A);

5. pokud Ay, ..., A, € Ap toord fuzzy rozklad Q, tj. > | pa,(w) =1 pro kazdé
w € Q, pak

> Py(A) = 1.

i=1
Dikaz.

1. Pz(0) = P(0)

Il
L
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2. dukaz viz [70];
3. dukaz viz [70];

4. Pz(AC) = E(/LAc) = E(l — /LA) =1- E(/LA) =1- Pz(A>, kde E() znaci

sttedni hodnotu vyrazu uvedeného v zavorkach;

5. S0 Po(A) = X0 Ba,) = B (X, pa) = E(1) = 1, kde 1 je ndhodnd
veli¢ina na ) takova, ze 1(w) = 1 pro kazdé w € €.

]

Muzeme tedy vidét, ze z matematického hlediska predstavuje zobrazeni Py
dané pomoci vzorce (3.4) korektni rozsiteni pravdépodobnostni miry P. Toto je
pravdépodobné duvod, pro¢ se jedna o v odborné literature nejrozsitenéjsi zpusob
vyjadreni pravdépodobnosti fuzzy jevi. Vyvstava vsak otdzka, zda pro fuzzy jev
A € Ap, ktery nenf ostry, hodnota Pz(A) predstavuje jeho pravdépodobnost tak,
jak je bézné chapéana. Tento problém bude nyni rozebran podrobnéji.

Uvazujme vagné popsany jev ,udrokova mira bude nizkd“ matematicky po-
psany fuzzy mnozinou A. Pokud Pz(A) = 0,5, pak muzeme v budoucnu o¢ekavat
urokovou miru ¢ % p.a. takovou, ze pua(i) = 0,5, tj. ocekdvany stupen, v jakém
1 odpovida termu ,,mala”, je roven 0, 5. Jednd se tedy o odlisny vyznam, nez ma
bézna interpretace pravdépodobnosti ostrého jevu. Vubec se netyka sance, se kte-
rou nastane jev A v budoucnosti. Pokud ve skutecnosti totiz v budoucnu nastane
urokova mira i* % p.a. takovd, ze pua(i*) € (0,1), nebudeme schopni dokonce
ani jednoznacné rozhodnout, zda jev A nastal nebo nenastal, tedy zda irokova
mira i je nebo neni ,mald“. Jedinym piipadem, kdy by hodnota Pz(A) mohla
mit stejny vyznam jako pravdépodobnost ostrého jevu popsand v kapitole 3.1.1,
je ten, kdy stupen piislusnosti pa(u) je interpretovan jako pravdépodobnost, ze
prvek u nélezi jevu A. Takovou interpretaci stupnu prislusnosti uvazovala Hisdal
[19]. Nicméneé, stupné piislusnosti standardné nemaji pravdépodobnostni inter-
pretaci. Pz(A) vyjadiuje pouze jaky stupen splnéni podminky, popsané pomoci A,
muzeme oc¢ekavat v budoucnosti. Pouze pokud Pz(A) = 0, muzeme tici, ze fuzzy

jev A nikdy nenastane (podminka nebude nikdy splnéna v nenulovém stupni),
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a pokud Pz(A) = 1, muzeme konstatovat, ze fuzzy jev A je jisty (podminka bude
vzdy zcela splnéna).

Jind pravdépodobnostni interpretace Pz(A) muze byt odvozena ze vztahu
predstaveného Hohlem [20], ktery je ekvivalentni s (3.4) (dokdzano napt. v [57])

a ktery ma nasledujici podobu:

1
Pz (A) = / P(A,)da  pro libovolné A € Ap.
0

Tedy Pz(A) muze byt vidéna jako prumeér pravdépodobnosti konkrétnich a-fezu
A,

Pro piipad, kdy Pz(A) € (0,1) a A € Ap neni ostrd mnozina, ilustrujme
problém pomoci dvou prikladu. V prvnim je univerzum €2 tvofeno kone¢né mnoha

elementarnimi jevy. V druhém piikladé je uvazovano (2 = R.

Priklad 3.2. UvaZujme priklad, ktery pivodné pochdzi od Yagera [01]. Necht
Q = {wy,ws, ws,wys} je mnozina lidi a A € F(Q) je fuzzy mnozina vysokijch lidi

ddana ndsledovné

A= {0’7|W17073 |W270’5 |w371 |LU4};

kde prvky mnoziny A jsou ve tvaru fa(wi)

w1 =1,2,34.
Provedeme-li experiment, pri kterém ndahodné vybereme jednu osobu w € )

s nasledujicimi vlastnostmi
Plw=w)=0,5,Plw=wy) =0,3,Plw=w3) =0,1 a Plw=wy) =0, 1.
Pak pravdépodobnost fuzzy jevu A, tj. pravdépodobnost vijbéru vysoké osoby,
pocitand dle (3.4), bude

4
P(A) =) pa(w) - Plw=w;)=0,7-0,540,3-0,3+0,5-0,1+1-0,1=
=1

=0,59.

Vysledek 0,59 vyjadruje ocekavany stupen prislusnosti, ve kterém bude nahod-
né vybrand osoba vysokd. Avsak nemizeme obecné Tici, Ze zde existuje 59% Sance,

zZe nahodné vybrand osoba bude vysokd.
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Priklad 3.3. Uvazujme, Ze vyska muzi v urcité oblasti je normdiné rozdélend se
stredni hodnotou 177 cm a smérodatnou odchylkou 7 cm. Ddle uvaZujme fuzzy jev

T = ,muz je vysoky“, jehoZ funkce prislusnosti pur je na obrazku 3.1.
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T T T T
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70 175 180 185 190 185 200
Vyska muze [cm]

Obrazek 3.1: Fuzzy jev ,,vysoky muz“

Pravdépodobnost fuzzy jevu T' pocitand podle Zadehovy definice (3.4) je ndsle-

dugict

> 1 x—177)? ,
P(T) = /185 pr () - 7\/%-6@{—%}@ = 0,071.

Hodnota 0,071 vsak nevyjadiuje sanci, Ze muz z dané oblasti, kterého nahodné
potkame, bude vysoky. Tato hodnota mam pouze 7ikd, Ze stredni hodnota stupné
prislusnosti nahodné potkaného muze k fuzzy jevu ,vysoky muz“ je 0,071, coz je

odlisny vyznam.

Dalsi problém predstavuje skutecnost, ze hodnota Pz(A) ndm nedavé zadnou
informaci o fuzziness (tj. neurcitosti) fuzzy jevu A € Ap. To je hlavni divod, pro¢
Yager [01] a také Talasova a Pavlacka [57] ptisli s myslenkou, ze pravdépodobnost

fuzzy jevu by méla byt také fuzzy, coz bude analyzovano v dalsi ¢asti.

Fuzzy pravdépodobnost fuzzy jevu pocitana s vyuzitim ostré pravdépo-

dobnostni miry P

Déle se zamérime na odlisny zpusob vyjadreni pravdépodobnosti fuzzy jevu
na zakladé ostré pravdépodobnostni miry P, a to pomoci fuzzy mnoziny na inter-

valu (0, 1) nazyvané fuzzy pravdépodobnost. S motivaci pro tento piistup prisel
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Yager [01]: ,, Intuitivné se zd4 byt neptirozené, aby pravdépodobnost fuzzy mnozin
byla vyjadiena ostrym ¢islem. Bylo by prirozenéjsi, kdyby pravdépodobnost byla
vyjadiena fuzzy ¢islem. Fuzziness nevznika diky nedostatecné znalosti pravdépo-
dobnostni miry, ale je zpuisobena neurcitosti fuzzy jevu.“ Zaméiime se tedy na tii
zpusoby definovani fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu, které byly publikovany

v odborné literatufe.

Fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu podle Yagera [61]

Prvni zpusob vyjadreni fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu predstavil Yager
[01]. Pozdgji stejnou myslenku nastinili Talasova a Pavlacka [57]. Velice podobnou
ideu uvazoval také Zadeh v [65], ale pouze pro diskrétni univerzum €2 s koneénym
poctem prvku.

Yager [01] zavedl pravdépodobnosti fuzzy jevu pomoci zobrazeni Py : Ap —
F((0,1)) definovaného nésledovné: Pro libovolny fuzzy jev A € Ap je pro vsechna

p € (0,1) funkce piislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py(A) dana

max{a | p= P(A,)}, pokud {a|p= P(A,)} # 0,

MPY(A)(p) - {0, jinak. (3.5)

Jelikoz A, € A pro jakékoli o € (0,1), jsme schopni urcit vsechny pravdépo-
dobnosti P(A,). Uvazujme napiiklad fuzzy jev A z piikladu 3.2 a fuzzy jev T
z piikladu 3.3. Funkce piislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py (A) a Py (T') jsou

zobrazeny na obréazcich 3.2 a 3.3.

~ 00 O =

o

pfalusnosti
o ooe e

n
N
B
T T
-
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e e
- N W

T T

L | 1 e l L |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Pravdépodobnost fuzzy jevu A

(=]
-

(=)

Obrazek 3.2: Funkce pifslusnosti yip, (a)(-) fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu A
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Obrazek 3.3: Funkce pifslusnosti jup, (7)(-) fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu T

Posud'me nyni vhodnost tohoto ptistupu. Nejprve se zaméime na interpretaci
fuzzy pravdépodobnosti Py (A) fuzzy jevu A € Ap. Ze vzorce (3.5) muzeme dle
Yagera [(2] vidét, ze stupen pifslusnosti pravdépodobnosti p € (0,1) k fuzzy
pravdépodobnosti Py (A) je vétsi nez 0, pokud p vyjadiuje pravdépodobnost
splnéni podminky dané fuzzy jevem A alespon ve stupni a.. Existuje zde tedy jasna
pravdépodobnostni interpretace fuzzy pravdépodobnosti Py (A), kterda odpovida
béznému vyznamu pravdépodobnosti (viz diskuze v tivodu této podkapitoly).

Prozkoumejme nyni, zda jsou vlastnosti pravdépodobnostni miry zachovany
pro Py. Pro libovolny ostry jev A € A plyne pifmo ze vzorce (3.5), ze fuzzy
pravdépodobnost Py (A) ,splyva“ s hodnotou P(A), tj. pup,(a)(p) = 1 pro p =
P(A) a pip,a)(p) = 0 pro libovolné p # P(A). Funkce piisludnosti fuzzy pravde-
podobnosti Py (£2) je proto dana nésledovné: pp, (a)(1) =1 a pp,)(p) = 0 pro
libovolné p € (0, 1).

Vlastnost pravdépodobnostni miry dana vzorcem (3.3) muze byt pro Py po-

zorovana tak, jak uvadi nasledujici véta.

Véta 3.4. Necht Ay, Aa,... € Ap jsou vzdjemné disjunktni, tj. A; N A; = 0
pro libovolné i,j7 € N, 1 # j. Pak funkce prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti
Py (U2, A;) muze byt ziskdna z funkct prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py (A;),

1=1,2,..., ndsledujicim zpusobem:
HpPy (U2, Az)(p) =
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rnax{a | b= Z;‘)leia pi = max {q ’ ,LLPY(AZ)((]) > Oé} ) L= 1727 . } )
= pokud nejméne jedno takové a existuje,
0, jinak.
(3.6)

Diikaz. Pro vSechna o € (0,1) predpoklady implikujf, ze a-fezy z J;-, A; jsou
rovay |J;~, Aia, 8 Ze AjgNAjq = 0 pro libovolné ¢, j € N, i # j. Pak pro libovolné
€ (0,1):
Py (U (p) =

{max{a | p=P(U;2; Aia)} s pokud {a | p=P(U;2; Aia)} # 0, }
Jinak,

{max{a |p=> "7 P(Ai)}, pf?kfzd {alp=2272 P(Ain)} # 0,
Jinak.

Vzorec (3.6) poté plyne piimo ze skutecnosti, ze
P(Aia) = max {q | /’I’Py(Al)<Q) Z Oé} ) 1= 1727 s
]

Funkce piislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py () je ddna analogicky jako

funkce piislusnosti pip, (), tj. plati: pp, @)(0) = 1 a up, @ (p) = 0 pro libovolné
€ (0,1).

Nyni uvazujme, ze jsou dény fuzzy jevy A, B € Ap takové, ze A C B, tj.
A, C B, pro vsechna o € (0,1). Provéime vzajemné vztahy mezi jejich fuzzy
pravdépodobnostmi Py (A) a Py (B). Yager [01] poukézal na to, Ze obecné mohou
mit fuzzy pravdépodobnosti Py (A) a Py (B) zcela odlisné nosice. Nélezi-li p do
nosicti obou fuzzy pravdépodobnosti, pak pp, (4)(p) < pipy () (p)- Je viak otdzkou,
zda je tento vztah néjakou fuzzifikaci vlastnosti 2 z véty 3.1. Proto Pavlacka
a Rotterova [13] zkoumali usporadéni fuzzy pravdépodobnosti. Ukazali, ze pro
vSechna o € (0,1) plati: min{p | p € Py(A)s} <min{p | p € Py(B),} a max{p |
p € Py(A)o} < max{p | p € Py(B),}. Tyto nerovnosti plynou ze skutecnosti,
ze P(A,) < P(B,) pro vsechna « € (0,1). Muzeme tedy fici, ze Py(A) je mensf
nebo rovno Py (B).
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Vlastnosti pravdépodobnostni miry (3) a (4) z véty 3.1 mohou byt pro Py

pozorovany nasledovneé.

Véta 3.5. Necht A,B € Ap. Pak pro libovolné p € (0,1) maiZe byt funkce
prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py (AU B) ziskdna z funkct prislusnosti fuzzy

pravdépodobnosti Py(A), Py(B) a Py(AN B) takto:
KPy (AUB) (p) =

max {Oé | p=pa+ps— pang, Pa = max Py(A),, pp = max Py(B)a,

= pang = max Py (AN B)a}, pokud alesponi jedno takové o existuge,
0, Jinak.

Diikaz. Dukaz muze byt proveden analogicky jako diukaz véty 3.4. Je vsak tteba
uvazovat skutecnost, ze pro vsechna a € (0, 1) plati: P((AUB),) = P(A,UB,) =
P(Aa) + P(Ba) — P(Aa N Bs) = P(Aq) + P(Ba) — P((AN B)a). 0

Véta 3.6. Necht A € Ap a necht A° predstavuje doplnek fuzzy mnoZiny A.
Funkce prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py (A€) mize bijt z funkce prislusnosti

fuzzy pravdépodobnosti Py (A) pro libovolné p € (0,1) ziskdna

max {a | 1 —p=sup{q | pp,(a)(q) > 1 - a}},
Py (4c)(P) = pokud alespon jedno takové o existuge,
0, 7inak.

Diikaz. Pro libovolné A € Ap je pro libovolné p € (0, 1) funkce piislusnosti fuzzy
pravdépodobnosti Py (A€) ddna

_ Jmax{a|p=P(A5)}, pokud {a|p= P(A5)} #0,| _
iy (4)(P) = 0, jinak, -

max {a |[1—p=P <U5>1_QA5>},

= pokud alespon jedno takové o existuje,
0, jinak.

Jelikoz a-fezy fuzzy mnoziny jsou vnorené (viz vlastnost (1) z véty 2.1),

F <U6>1_QA6> =sup{q|q=P(Ap), B>1—a}.
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Proto

max{a |1l —p=sup{q|q¢=P(4p), >1—a}},
Lpy (ac)(p) = pokud alespori jedno takové a existuje, =
0, ginak,

max {a | 1 —p=sup{q | pp,(a)(q) > 1 —a}},
= pokud alespon jedno takové a existuge,
0, jinak.

]

Funkce prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py (A€) dopliku fuzzy jevu A
z ptikladu 3.2 je na obrazku 3.4.
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Obrézek 3.4: Funkce ptislusnosti fip, (ac)(-) fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu A¢

Muzeme tedy shrnout, ze zobrazeni Py : Ar — F((0,1)) dané vzorcem
(3.5) nejakym zpusobem zachovava témeér viechny vlastnosti pravdépodobnostni
miry uvazované v kapitolach 3.1 a 3.1.1. Nezachova se pouze posledni vlastnost,
tj. soucet Yagerovych pravdépodobnosti fuzzy jevu tvoricich fuzzy rozklad uni-
verza se nerovna jedné, jak ukazuje ptiklad 3.4. Pozorovani téchto vlastnosti
vsak neni zcela pfimocaré, tzn. nemuzeme napf. pouzit pouze princip rozsireni
pro s¢itani a odéitani fuzzy pravdépodobnosti. Ani Yager nezkoumal tyto fuzzy
pravdépodobnosti z hlediska jejich praktického vyuziti. Obecné lze Tici, ze se

s témito fuzzy pravdépodobnostmi velice obtizné pracuje.
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Priklad 3.4. Uvazujme opét fuzzy jev T = ,muz je vysoky“, jehoz funkce prislus-
nosti je ddna obrdzkem 3.1, tj. vyjadrena lichobéznikovym fuzzy ¢islem (185,190,
00, 00). Navic uvazugme doplnék tohoto fuzzy jevu T = ,muz nend vysoky“ s funk-
ct prislusnosti vyjadrenou lichobéznikovym fuzzy cislem (0,0, 185,190). Tyto fuzzy
jevy tvori fuzzy rozklad univerza, kterym je kladnd cast redlné osy. Funkce pti-
slusnosti Yagerorvych fuzzy pravdépodobnosti obou fuzzy jevi, spocitané pomoct
(3.5) s wwvazovanym podkladovym normdlnim rozdélenim s parametry p = 177
ao =17, jsou ukdzany na obrdzku 3.5. Funkce prislusnosti Yagerovy fuzzy pravde-
podobnosti fuzzy jevu T U TC je zobrazena na obrdzku 3.6. Z tohoto obrdzku je
jasné videt, Ze ppy (rure) (1) = 0,5. Ackoli tedy T a T tvor fuzzy rozklad univerza,

Yagerova fuzzy pravdépodobnost jejich sjednoceni se nerovnd ,ast jedné*.
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Obrazek 3.5: Funkce pfislusnosti ppy (1)(-) a ppy,(ro)(-) fuzzy pravdépodobnosti
fuzzy jeva T a T

Fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu dle Klementa [25] a Yagera [62]

Strucné popisme také dalsi dva zpusoby, kterymi lze definovat fuzzy pravdépo-
dobnosti fuzzy jevu pomoci pravdépodobnostni miry P, a to navrzené Klementem
[25] a Yagerem [G2]. V obou pristupech autoti predpokladali diskrétni univerzum
2 s koneénym poctem prvku. Jejich definice fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu

vsak bez jakychkoli problému muzeme rozsitit také na pripad spojitého univerza
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Obrazek 3.6: Funkce piislusnosti pp, (rure)(+) fuzzy pravdépodobnosti sjednocent
fuzzy jeva T a T°

Q.

Klement [25] predstavil zobrazeni Py : Ar — F((0, 1)) definované nésledovné
(pro zjednoduseni zépisu zde uvadime ekvivalentni verzi Klementovy definice pre-
zentovanou Yagerem [(2]): Pro libovolny fuzzy jev A € Ap je funkce ptislusnosti

fuzzy pravdépodobnosti Pk (A) pro libovolné p € (0, 1) déna
tpia)(p) =sup{a | P(Ay) = p}. (3.7)

Pro libovolné A € Ap je funkce piislusnosti pp,(4) nerostouci a zleva spojita
na intervalu (0, 1). Jako hlavni vyhodu tohoto pfistupu oproti Py Klement [25]
povazoval monotonii Px vzhledem k inkluzi fuzzy mnozin, tj. pokud A, B € Ap,
A C B, pak Px(A) C Pk(B). Tato vlastnost vSak nemuze byt chédpdna jako
zobecnéni vlastnosti 2 z véty 3.1.

Na zakladé (3.7) Yager [062] interpretoval pip,(a)(p) jako stupen pravdivosti
tvrzeni ,pravdépodobnost jevu A je rovna nejméné p“. Je-li vSak jev A neostry,
neni zcela ziejmé co znamend tvrzeni ,pravdépodobnost jevu A“. Uvedme tedy
vystiznéjsi interpretaci Py (A). Ze vzorce (3.7) plyne, Ze, pokud fip,(4)(p) = a,
pak ,pravdépodobnost alespon « stupné splnéni podminky dané pomoci A je
rovna alespon p“. Tato interpretace je platnd také pro a = 0, coz je vyznamny
rozdil oprati interpretaci tp, (4)(p). Nicméné mizZeme pozorovat, ze zobrazeni Py
nepredstavuje rozsiteni pravdépodobnostni miry P, protoze poskytuje jiny druh

informace. Jelikoz Py (A) C Pg(A) pro libovolny jev A € A, Yager [62] uvedl,
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ze v pripadé ostrych jevu nesou fuzzy pravdépodobnosti P méné informace nez
Py. Poznamenejme, ze tato poznamka muze byt o¢ividné rozsitena také na pripad
fuzzy jevu.

Yager [62] vySel z Klementovy definice fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu Pk,
a piedstavil zobrazeni P : Ap — F((0,1)). Postupoval nésledovné:

Necht A predstavuje doplnék fuzzy jevu A € Ag. Necht AS oznacuje a-fez

fuzzy jevu A°. Funkce piislusnosti k P (A€) je ddna pro vsechna p € (0, 1) pomoci
pp(ac)(p) = sup {ar | P(A3) > p}.

Podle Yagera [02] vyjadiuje fip, (ac)(p) stupen pravdivosti tvrzeni ,pravdépodob-
nost, Ze nenastane jev A, je rovna alespon p“. Piesnéji feceno, pokud jip, (ac)(p) =
a, pak pravdépodobnost toho, ze ,stupen splnéni podminky dané pomoci A je
nejvyse 1 — a, je alespon p.

Pak Yager [02] definoval P.(A) jako
Pi(A) =1 = Pg(A9),

tj. pro vsechna p € (0, 1),
1p.(4)(P) = ppge(a (1 — p) = sup {a | P(A7) 21— p}. (3.8)

Yager [62] interpretoval fip, (4)(p) jako stupen pravdivosti tvrzeni ,pravdépodob-
nost jevu A je rovna nejvyse p“. Opét muzeme pozorovat, ze tato interpretace
nenf zcela jednozna¢nd. Uved me tedy vystiznéjsi interpretaci. Muzeme jednoduse

vidét, ze
¢ > - == — > —_ =
sup{a | P(A7) = 1 —p} = sup {04 [1-P (l ]Mﬂ Aﬁ) > 1 p}

“owfalP (U, ) <2}

Tedy pp,(a)(p) = a znamend, ze pravdépodobnost toho, ze ,podminka dana
pomoci jevu A je splnéna ve stupni vétsim nez 1 — a“, je nejvyse p.
Nakonec Yager [62] definoval fuzzy pravdépodobnost P(A) fuzzy jevu A € Ap
jako
P(A) = Pg(A) N P.(A),
48



tj. funkce pifslusnosti k P (A) je pro libovolné p € (0, 1) dana nasledovneé:

f1p(a)(p) = min {pia (D), ppoa)(p) } -

Pii interpretaci P(A) vysel Yager [02] z interpretaci Pk (A) a P,(A). Ip(ay(P)
interpretoval jako stupen pravdivosti tvrzeni ,pravdépodobnost jevu A je rovna
presné p“. Tato interpretace je viak spornd. Jak lze vidét ze vzorcu (3.7) a (3.8),
L p(a) (p) = o znamend pouze, ze « je nejvyssi stupen takovy, ze pravdépodobnost
toho, ze ,,podminka dand jevem A je splnéna alespon ve stupni o je alespon p,
a pravdépodobnost toho, ze ,,podminka dand jevem A je splnéna ve stupni alespon
1 — a“, je nejvyse p. Tento vyznam vSak neodpovida Yagerové vykladu. Fuzzy
pravdépodobnost ]5(A) ma jasnou pravdépodobnostni interpretaci, je vSak disku-
tabilni, zda toto je ocekavany druh informace, ktery by méla fuzzy pravdépodob-
nost fuzzy jevu vyjadiovat.

Jinou otazkou je, jak by se mélo s fuzzy pravdépodobnostmi P pocitat, a tedy
ovétovat zachovani fuzzifikovanych vlastnosti pravdépodobnostni miry. Yager [(2]
navic ukazal, ze pro libovolny fuzzy jev A € A takovy, ze existuje alespon jedno
we Qs pa(w) € {0,1} a P({w}) > 0, fuzzy pravdépodobnost P(A) neni normélni
fuzzy mnozina (tj. jeji jadro je prazdnd mnozina). Z praktického hlediska to vsak

neni dobré vlastnost.

3.2.2. Pravdépodobnostni prostor s fuzzy pravdépodobnost-
ni mirou

V této casti se zaméiime na ptipad, kdy je uvazovana o-algebra A a fuzzy je
pouze podkladova pravdépodobnostni mira.
Uvazujme dany méfitelny prostor (£2, A) dle definice 3.4 a na ném zavedme

fuzzy pravdépodobnostni miru.

Poznamka 3.3. Konvexni kombinaci pravdépodobnostnich mér P, a P, budeme
rozumét pravdépodobnostni miru P = X\- P+ (1 — X\) - Py pro libovolné X € (0, 1).
Pro pravdépodobnost libovolného jevu A € A pak tedy plati: P(A) = X - Pi(A) +
(1=X) - Py(A).
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Definice 3.9. Necht P(2,.A) oznacuje mnoZinu vsech pravdépodobnostnich mér
na méritelném prostoru (2, A). Necht F (P(£2,.A)) je mnoZina vech fuzzy mnoZin
na mnoziné P(2, A). Pak Pr € F(P(2, A)) nazveme fuzzy pravdépodobnostni

mirou, pokud

1. Prg je normdlni fuzzy mnozZina, tzn. existuje alespon jedna pravdépodobnostni

mira P € P(2, A) takovd, Ze pp,(P) = 1.
2. Pro kazdé o € (0,1) plati:

(a) Prq je konvexni mnozina, tj. pro kazdé A € (0,1) a kazdé Py, Py € Pr,
platz/ (>\P1—|—<1 —/\) PQ) € PF,a;
(b) pro kazdy ndhodny jev A € A existuje minimum i mazimum mnoziny

{P(A)| P € Ppa}.

Poznamka 3.4. V pripadé diskrétniho univerza Q0 byvd Pro pro libovolné o €

(0,1) v anglicky psané literature oznacovdno jako credal set (viz napr. [1, 2, 11,
, 58]).

Fuzzy pravdépodobnost libovolného ndhodného jevu A € A predstavuje fuzzy
mnozina Pr(A) uréend svymi a-fezy Pr(A), = {p € (0,1) | p= P(A),P € Pr,},
a € (0,1). Z podminek kladenych v definici 3.9 na fuzzy pravdépodobnostni miru
Pr vyplyva, ze pro kazdé A € A a kazdé o € (0,1) jsou Pr(A), uzaviené inter-
valy. Plyne z nich také, ze jadro Ker Pr(A) je neprazdné. Protoze pravdépodob-
nost P(A) jevu A vzdy nélezi do intervalu (0, 1), tak nosi¢ Supp Pr(A) C (0, 1),
tzn. je omezeny. Pr(A) je tedy fuzzy ¢islo. Tato fuzzy pravdépodobnost se prak-
ticky spocitd ndsledovné: Oznactme a-fez Pp(A)q = (ph,,0%,) pro libovolné

a € (0,1). Krajni hodnoty tohoto a-fezu jsou pak dany

pk, = min {/ Xa(w)dP | P e PF,Q} : (3.9)
we

o= max{ [ xa)P| P Pr (3.10)
we

Nyni uvazujme kone¢né univerzum (2. Abychom na ném mohli urcit fuzzy

pravdépodobnosti jevu, je nejprve tieba zavést tzv. m-tici fuzzy pravdépodobnostt.
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Definice 3.10. Necht Q = {wi,...,wn}. Necht Pr({wy}) € Fn((0,1)), k =
1,...,m, jsou fuzzy pravdépodobnosti elementdrnich jevii. Rekneme, Ze Pp({w:}),
ooy Pe({wm}) tvori m-tici fuzzy pravdépodobnosti, jestlize pro libovolné j €
{1,...,m} a libovolné o € (0,1) plati, Ze pro libovolné p; € Pr({w;})a existuji
Pk € Pr({wr})ar b =1, ,m,k # j, takové, Ze p; + 3L, .ok = 1.

Z definice 3.10 je vidét, ze m-tice fuzzy pravdépodobnosti spliiuje stejnou
podminku jako normované fuzzy vahy definované v casti 2.4.1.

Konkrétni mozné podoby fuzzy pravdépodobnostni miry a vypocty fuzzy
pravdépodobnosti jsou ukazany v nasledujicich dvou ptikladech. V prvnim z nich
je uvazovano kone¢né univerzum Q = {wy, ..., wp,}. Krajni hodnoty a-fezu fuzzy
pravdépodobnosti Pp(A)q = (P4 4,04%) libovolného jevu A € A se pomoci m-
tice fuzzy pravdépodobnosti Pr({wi}), ..., Pe({wn}) pro libovolné o € (0,1)

urcéi

J=1

Pha= min{ZXA(wj) pj | pj € Pr({wiPanj =1,....m, > p;= 1} :
=1
(

3.11)

=1

P = Max {ZXA(%‘) -pj | pj € Prl{wjPard =1,...,m, Y _pj = 1} :
=1
(

3.12)

Vzorce (3.11) a (3.12) predstavuji aplikaci vzorcu (3.9) a (3.10) na piipad koneéného

univerza.

Priiklad 3.5. Predstavme si, Ze hdzime kostkou, kterd md sSest stran si,..., Sg.
Uvazugme, Ze kostka neni zcela pravidelnd. Predpoklddejme, Ze fuzzy pravdépodob-
nost padnuti jakékoli strany je rovna fuzzy cislu Pp({s;}) = (1/8,1/6,1/4), j €
{1,...,6}. UkaZme si, jak se urci pravdépodobnost jevu L = ,hodime stranu
kostky oznacenou lichym indexem”.

V wvazovaném pripadé je vysledkem fuzzy cislo Pr(L), které lze urcit pomoct
fuzzy vazZeného pruméru s uvaZovdnim Sestice fuzzy pravdépodobnosti namisto

normovanych fuzzy vah, tj. pomoci vzorci (3.11) a (3.12). Pro libovolné o € (0, 1)
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se a-rez Pp(L)o = (D] o DY o) urct

6 6
DI, = min {ZXL(Sj> pj | 2 € Pr({s; and =1,...,6,> p; = 1} :
=1

Jj=1

6 6
Pho = maX{ZXL(Sj) pj | pj € Pe({s; i =1,...,6,) p; = 1} :
j=1

j=1
Fuzzy pravdépodobnost fuzzy jevu L je rovna fuzzy cislu (3/8,1/2,5/8).

V nasledujicim piikladé predpokladejme univerzum 2 = R. Fuzzy pravdépo-
dobnost uvazovaného jevu se pak uréi pomoci specidlnich piipada vzorcu (3.9)

a (3.10).

Priklad 3.6. Uvazujme univerzum R s danym normdlnim rozdélenim pravdépo-
dobnosti a na ném jev A. Parametry normdalniho rozdéleni pravdépodobnosti ne-
jsou presné znamy. Jsou vyjddreny pomoct fuzzy cisel pp a op (takovy pripad je
uvazovan v [0, 7]). Parametry mohou byt urceny expertné, anebo odhadnuty z dat
(viz [50]). Ukazme, jak se poéitd fuzzy pravdépodobnost ostrého jevu A.
Oznacme a-rez fuzzy pravdépodobnosti Pp(A), = (pﬁ,a,pgjo) pro libovolné
a € (0,1). Krajni hodnoty tohoto a-rezu jsou ziskiny pomoci specidlnich pripadi

vzoretu (3.9) a (3.10), tj. pomoci

pg = min / —/1—'eXp _M dx|:U“€,U/Fa70-€0-Fa ’
o QTEA 2'71-'0'2 20-2 ’ ’

pga:max{/ ;'GXP{_M}CL@|,UJEIUF70“0'€0'F’O‘}_
’ x€A\/2'7T'O’2 2-0

Nyni zaved me obecné fuzzy pravdépodobnostni prostor, v némz fuzzy je pouze

pravdépodobnostni mira.

Definice 3.11. Necht Q znaci neprdzdnou tridu vsech elementdrnich jevi, A je
o-algebra nahodnijch jevi a Pg predstavuje fuzzy pravdépodobnostni miru danou
definici 3.9. Pak usporddanou trojici (), A, Pr) nazveme pravdépodobnostnim

prostorem s fuzzy pravdépodobnostni mirou.
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Pravdépodobnostni prostor s fuzzy pravdépodobnostni mirou lze obecné pouzit
v piipadech, kdy zname univerzum, na ném pfesné popsané jevy, ale nemame do-
statek informaci o rozdéleni pravdépodobnosti na onom univerzu. Muzeme mit
napf. jen priblizné expertni odhady parametru rozdéleni pravdépodobnosti nebo
pracovat s fuzzy daty a odhadnout fuzzy parametry pfimo z téchto dat (viz [59]).

Uvazovany pravdépodobnostni prostor je dale vyuzit v aplikaéni ¢asti této prace.

3.2.3. Pravdépodobnostni prostor se o-algebrou fuzzy jevi
a fuzzy pravdépodobnostni mirou

Nyni se dostavame k ptripadu, kdy jsou obé fuzzifikované slozky pravdépodob-
nostniho prostoru popsané v predchozich dvou ¢astech uvazovany soucasné. Nasim
cilem je zkonstruovat uspotrddanou trojici (€2, Ar, Pra,), kde © je neprazdna
mnozina elementarnich jevu, Ap znaci o-algebru fuzzy jevi a Pp 4, predstavuje
rozsiteni fuzzy pravdépodobnostni miry Pr na piipad fuzzy jevu.

V nasledujici podkapitole popiSeme mozny zpusob, jak definovat fuzzy prav-
dépodobnosti fuzzy jevi pomoci fuzzy pravdépodobnostni miry a provéiime jeji

vlastnosti.

Rozsiteni Zadehovy pravdépodobnostni miry na piripad fuzzy pravdé-

podobnostni miry

Obsahem této ¢asti prace je rozsiteni pravdépodobnostni miry P, na ptipad
obecné fuzzy pravdépodobnostni miry zavedené definici 3.9. Toto rozsiteni bylo
poprvé vyuzito v [50], kde vSak byla uvazovana pouze diskrétni fuzzy pravdépo-
dobnostni mira.

Rozsiteni Zadehovy pravdépodobnosti libovolného fuzzy nahodného jevu A €
Ap na piipad fuzzy pravdépodobnostni miry Pp predstavuje Prz(A) € F(Q)
uréend svymi a-fezy Prz(A)o = {p € (0,1) |p= [ o pa(w)dP, P € Pp,}, a €
(0,1). Z podminek kladenych na fuzzy pravdépodobnostni miru Pr v definici
3.9 plyne, ze pro kazdé A € Ap a kazdé a € (0,1) jsou a-tezy Prz(A), fuzzy

pravdépodobnosti fuzzy jevu A uzaviené intervaly. Déle z nich plyne, Ze jadro
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Ker Prz(A) je neprazdné. Nosi¢ Supp Prz(A) C (0, 1), tzn. je omezeny. Prz(A)
je tedy fuzzy ¢islo. Obecné proto plati: Pry : Ap — Fn((0,1)). Prakticky se
pro libovolné a € (0,1) krajni hodnoty a-fezu Ppz(A)q = (P4 4, 1%.) sPOCitaji
takto:

ph . = min { / pia(w)dP | P e PF@} : (3.13)
wel

Pio = max { / pa(w)dP | P e PF,a} : (3.14)
weN

Poznamka 3.5. Vypocet fuzzy pravdépodobnosti Pry(A) fuzzy jevu A € Ap bude

v dalsim textu zapsan také symbolicky jako

Prs(A) = (F) / 414(w)dPy. (3.15)

weN
[lustrujme na prikladech, jak vypadaji fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu A
a T z prikladu 3.2 a 3.3.
Priklad 3.7. Opét uwvazugme, Ze Q = {wy, wa, w3, wy} je mnozina lidi a A € F(Q)
je fuzzy mnozina vysokiyjch lidi ddna ndsledovné

A= {0’7’@70’3 ’w27075 |W371 ’w4}7

kde proky mnoziny A jsou stdle ve tvaruy 4«

wiy 0 =1,2,34.
Provedeme-li experiment, pri kterém ndhodné vybereme jednu osobu w € §2
s nasledujicimi fuzzy pravdépodobnostmi elementdrnich jevi
Pr(w =w;) =(0,4;0,5;0,6), Pr(w = ws) = (0,2;0,3;0,4),
Pr(w =w3) =(0;0,1;0,2) a Pr(w =wys) = (0;0,1;0,2).

Pak bude mit funkce prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Prz(A) vibéru vysoké

0soby, pocitand dle vzorci (3.13) a (3.14), podobu zobrazenou na obrazku 3.7.

Priklad 3.8. Uwvazujme, Ze viyska muzu v urcité oblasti je normdilné rozdeélend
s fuzzy stredni hodnotou (170,177,185) em a fuzzy smérodatnou odchylkou (5,7,9)
cm. Ddle opét wvazugme fuzzy jev'T' = ,muz je vysoky“, jehoZ funkce prislusnosti
wr je znazornéna na obrazku 3.1 v prikladé 3.5.

Funkce prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Pry(T) je ukdzdina na obrdzku 3.8.
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Obrazek 3.8: Funkce piislusnosti jup,, ) (-) fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu T
Nyni ukazme, ze Ppy zachovava zobecnéné vlastnosti pravdépodobnostni miry

dané vzorci (3.2) a (3.3).

Diikaz. Ppz(Q) = (F) [,.q 1dPp. Pro libovolné o € (0, 1) jsou krajni hodnoty

intervalu Ppz(Q)a = (ph.» Ph.q) ziskény nésledovne:

Do = min{/ 1dP | P € PF,Q} =min{P(Q) | P € Pp,} =1,
weN

pga = max{/ 1dP | P € Ppya} =max{P(Q) | P € Ppo} =1
weN

]

Véta 3.8. Necht Ay, A, ... € Ap jsou takové, ze A;NA; =0 pro kazdé i,j € N,

i # j. Pak se Ppz (U2, Ai) round fuzzy Cislu, jehoz a-fez (pl,,. o Doim.a) S€ PTO
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libovolné o € (0,1) urci:

pﬁum,a = min Z/ HA, (C“'))dp | P e PF,a )
i=1 weN

Plim.a = Max {Z/ pa,(w)dP | P e Ppﬁa} :
i=1 WGQ

Diikaz. Pro libovolné o € (0, 1) lze krajni hodnoty intervalu Ppz (U;2; Ai), =
(Plee, v PUz, 410 VYIAILL

/ HU;’;IAZ(CU)CZP | P c PF,a} =
weN

/ max pa,(w)dP | P € PF,a} =
[ > uair|pe P} -
weN
— min Z/ ILLAi(CU)dP|PGPF,o¢}7
. weN

pg;’il A« = max{‘/b;eﬂ “Uf; AZ(CL))dP ‘ P (- PF,a} =

= max / max ,LLA( )dP ‘ P e PF@} =

cQ i=1,2,...

/ ZM dP\PePFa}:
:max{Z/ pa, (w)dP | PEPFVQ}.
i—1 Y wWEQ

kde maximum ze stupnu prislusnosti muze byt nahrazeno jejich souc¢tem diky

predpokladu véty o disjunktnosti fuzzy jevu. O

Jelikoz Ap tvoii o-algebru fuzzy jevii na €, tak usporadanou trojici (2, Ap, Prz)

lze nazvat fuzzy pravdépodobnostnim prostorem uréenym nasledujici definici.
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Definice 3.12. Necht Q znaci neprdzdnou tridu viech elementdrnich jevi, Ar je
o-algebra fuzzy jevi a Pry predstavuje Zadehovu fuzzy pravdépodobnostni miru
roz§irenou na pripad fuzzy jevi. Pak usporddanou trojici (), Ar, Prz) nazveme

fuzzy pravdépodobnostnim prostorem.

Ukazme nyni, ze fuzzy pravdépodobnostni mira Pry spliuje také dalsi vlast-

nosti pravdépodobnostni miry (uvedené ve véte 3.1).
Veéta 3.9. Pro fuzzy pravdépodobnostni miru Pry plati:
1. Prz(0) =0;
2. pokud A, B € Ar, A C B, pak Prz(A) < Prz(B);

3. pro kazdé A, B € Ar se Ppz(AU B) rovnd takovému fuzzy ¢islu, Ze pro

libovolné o € (0,1) se jeho a-fez (P, o PALB.) WL

PAvBa = min{ / pa(w)dP + / pp(w)dP — / ftans(w)dP |
wes we

weN

PePF,a},

e =max{ [ u@ir s [ usiar- [ pusap |
weN weN

weN

PePEa}.

4. pro kazdé A € Ap : Ppz(A°) =1— Ppy(A);

5. pokud Ay, ..., A, € Ap tvori fuzzy rozklad Q, tj. > | pa,(w) =1 pro kazdé
w € Q, pak se soucet fuzzy pravdépodobnosti Ppz(A1), ..., Prz(A,) fuzzy

jevi Ay, ..., A, pri zohlednéni interakci mezi nimi rovnd 1.
Dukaz.

1. Analogicky jako dukaz véty 3.7, ale plati Prz(0) = P(0) = 0.
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2. Pro kazdé « € (0,1) je dle véty 2.2 A, C B,. Pro vypocet jejich fuzzy
pravdépodobnosti tedy plati

min {/ pa, (wW)dP | P e Pp’a} < min {/ pp, (W)dP | P € PF@} :
we weN

max {/ pa, (W)dP | P e vaa} < max {/ pp, (w)dP | P € vaa} ,
weN weN

z ¢ehoz plyne tvrzeni véty.

3. Pro libovolné a € (0,1) lze krajni hodnoty intervalu Prz (AU B), =

<pﬁu3,w pgu B7a) vyjadrit

phup.. =min {/ paup(w)dP | P € PF,a} =
we
—min{/ max {pa(w), pp(w)}dP | P € PF,a} =
we

me{/;#m@ﬂ+uﬂw%—mmﬂm@&uBWﬂdP|

pPe PF,C,} -
— min { [ ma@ap+ [ s [ psar |
weN weN wel
P € Pra}.
ngB’a = max{/ paup(w)dP | P € PF,a} =
we
= max{/ max {pa(w), up(w)}dP | P € Pp,a} =
we
— {04+ ) — i s pn) P |
weN
Pe PF@} -

:max{ / a(w)dP + / i (w)dP / pans(@)dP |
weN we we

Pe PF,Q}.
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4. Pro libovolné a € (0, 1) Ize krajni hodnoty intervalu Prz (A°), = (p4c o, PY%e )
vyjadrit

L .
Peo = MIN

/ ,uAc(w)dP ‘ Pe PF@} =
weN

= min

{
= min {/WEQ (1— pa(w))dP | P € Ppﬁa} -
{

/ 1dP —/ pa(w)dP | P e Pp,a} =
weN weN

:min{l—/ uA(w)dP|P€PF7a}:
we

zl—max{/ ,uA(w)dP|P€PF7a},
we
pgc,a = max {/ pAc(w)dP | P e PF,a} =
weN
:max{/ (1—,u,4(w))dP|P€PF,a}:
we

= max{/ 1dP —/ pa(w)dP | P € PF,a} =
weN weN

:max{l—/ ,uA(w)dP‘pEPRa}:
weld

~ 11— min {/ ja(w)dP | P € PF,Q} |
weN

5. Pro libovolné o € (0,1) lze krajni hodnoty intervalu (pf,,. .,p%,, ) pied-
stavujictho a-tez souctu fuzzy pravdépodobnosti Prz (A1), ..., Prz(A,) fuz-

zy jevu Ay, ..., A, pfi zohlednéni interakci mezi nimi vyjadrit

Phome =mind 37 / jia ()P | P € Pr,
i=1 weN
= min {/ > pa(w)dP | P e PF@}
we ;4

:min{/ ldP]PEPF,a}:P(Q):L
we
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pgxma = Inax Z/ ,UAZ(CU)dP | P c PF,a
’ i=1 JweQ
= max {/ > pa(w)dP | P e PF,Q}
w€eN ;4

:max{/ 1dP|P€PF7a}:P(Q):1.
we

O

Ukazali jsme, ze zobrazeni Pryz dané pomoci vzorcu (3.13) a (3.14) zachovava
fuzzifikované vlastnosti pravdépodobnostni miry. Z matematického hlediska se
tedy jedna o korektni rozsiteni pravdépodobnostni miry P. Zobrazeni Pr; vSak
predstavuje pouze rozsiteni pravdépodobnostni miry P, na piipad fuzzy pravdé-
podobnostni miry. Proto je zde také zachovana problematickd interpretace prav-
dépodobnosti fuzzy jevu popsana v kapitole 3.2.1. Zobrazeni Ppy vSak zachovava

neurcitost informace o pravdépodobnostnim rozdéleni.

3.3. Diskrétni fuzzy nahodna veli¢ina

V této ¢asti zobecnime diskrétni ndhodnou veli¢inu definovanou na pravdépo-
dobnostnim prostoru (£2, A, P) s kone¢nou mnozinou elementérnich jevu na pripad
tzv. fuzzy nadhodné veliciny definované na pravdépodobnostnim prostoru s fuzzy
pravdépodobnostni mirou. Uvedeme také vzorce pro vypocet ocekdavané hodnoty
a rozptylu fuzzy nahodné veliciny, které budou vyuzity v aplikacni césti této
prace.

Zacénéme pripomenutim vyznamu pojmu diskrétni ndhodnd veli¢ina.

Definice 3.13. Necht (2, A, P), kde Q = {wi,...,w,}, je pravdépodobnostni

prostor. Pak kazZdé zobrazeni o : 0 — R nazveme diskrétni nahodnou veli¢inou.

Ve fuzzy ptipadé uvazujeme namisto pravdépodobnostni miry P fuzzy prav-

dépodobnostni miru Pg. Definujme tedy fuzzy nahodnou velicinu.
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Definice 3.14. Necht (2, A, Pr) je pravdépodobnostni prostor s fuzzy pravdé-
podobnostni mirou. Pak kazdé zobrazeni o : Q@ — Fy (R) nazveme fuzzy nahodnou
velic¢inou.

Poznamka 3.6. V pripadé pravdépodobnostniho prostoru (2, A, Pr) s fuzzy prav-
dépodobnostni mirou a koneénou mnozinou elementdrnich jevi Q = {wy, ..., w.},

budeme zobrazeni 6 dané definici 3.14 nazyvat diskrétni fuzzy nahodnou velic¢inou.

Pokra¢ujme definovanim obecnych vzorcu pro vypocet fuzzy ocekavané hod-
noty a fuzzy rozptylu diskrétni fuzzy ndhodné veliciny, které jsou vyjadieny po-
moci principu rozsiteni.

Definice 3.15. Necht (2, A, Pr), kde Q = {wy,...,w.}, je pravdépodobnostni
prostor s fuzzy pravdépodobnostni mirou. Necht Pr({w:}),. .., Pr({w,}) tvori m-
tici fuzzy pravdépodobnosti elementdrnich jevi. Necht 6 : Q@ — Fn (R) je diskrétni
fuzzy ndhodnd velic¢ina takovd, Ze 6(wy) = Ok, k = 1,...,r. Fuzzy otekdvanou
hodnotou diskrétni fuzzy ndhodné veliciny o nazveme fuzzy cislo Eo s funkci

prislusnosti definovanou pro kaZdé o € R
jigs(0) =max { min { o (fn ) (P1)s - -+ Bep(n) (Pr)s 0y (01); - - s 1o, (04) } |
Zpk~0k =o,pr €(0,1),k=1,...,1r,0 € R,Zpk = 1} . (3.16)
k=1 k=1
Fuzzy rozptylem diskrétni fuzzy ndhodné veliciny o nazveme fuzzy ¢islo var o
s funkci prislusnosti definovanou pro kazdé o € R

[war5(0) = max { min { fp, (i 1) (P1)s - - - 1P ({r ) (Pr) 104, (01), -5 10, (04) |

r r 2
ZPk‘(Ok—ij'Og) :Oapk€<071>7k:17"'ar7
k=1 j=1

okER,Zpkzl}. (3.17)
k=1

Poznamka 3.7. Fuzzy ocekavand hodnota diskrétni fuzzy ndahodné veliciny dand
vzorcem 3.16 je definovdna pomoci fuzzy vdZeného priméru oy ...,0,. S normo-

vangmi fuzzy vahami Pp({w1}),..., Pr({w,.}) popsaného v édsti 2.4.1.
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‘ . . ~ L U
Poznamka 3.8. Oznacme a-tez fuzzy rozptylu varo, = (var oy, varol) pro

libovolné o € (0, 1). Pak krajni hodnoty tohoto a-tezu mohou byt pomoci znamého
vztahu z teorie pravdépodobnosti var o = Eo* — (Eo0)? ziskdny vyresenim dvojice

tloh matematického programovdni pro dané o € (0, 1)

2
r r
UaTOmein Zpk’oi_ (Zpk0k> |pkEPF({Wk})a7k:1,...,T,
k=1

k=1

o € Ok,a,ZPk = 1} ;

k=1

T T 2
var o =max Zpk -0} — (Zpk . Ok) | o € Pr({wp})a, k=1,...,1,
k=1

k=1

o € Ok,a,Zpk = 1} :

k=1

V zavéru kapitoly ilustrujme, jak vypada fuzzy ocekavand hodnota a fuzzy
rozptyl diskrétni fuzzy nahodné veliciny nabyvajici tii hodnot s trojici fuzzy

pravdépodobnosti.

Piiklad 3.9. Uvazujme pravdépodobnostni prostor (2, A, Pr), v némz Q = {wy,
wa, ws }. Uvazujme fuzzy pravdépodobnosti Pp({w1}) = (0,1;0,2;0,3), Pr({w2}) =
(0,2;0,3;0,4) a Pr({ws}) = (0,4;0,5;0,6), které tvori trojici fuzzy pravdépodob-
nosti zobrazenou na obrdzku 3.9. Na daném fuzzy pravdépodobnostnim prostoru
uvazujme diskrétni fuzzy ndahodnou velicinu 6 nabyvajict fuzzy hodnot: 6({w1}) =
01 =(1,3,5), 6({ws2}) = O = (3,5,7), 0({ws}) = O3 = (4,7,10), jejichz funkce
prislusnosti jsou na obrazku 3.10.

Fuzzy ocekavand hodnota Eo, jejiz funkce prislusnosti je ukdzdna na obrdzku
3.11, je spocitina pomoci vzorce (3.16). Fuzzy rozptyl var 6, spocitany pomoci

(3.17), je vyobrazen na obrdzku 3.12.
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0.9+ —P{w )]
——P{w,}) | |

= 0.8
2 Pellwy)
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2
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o = 4
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0 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

p

Obrazek 3.9: Trojice fuzzy pravdépodobnosti Pr({w1})..., Pr({ws})

Obréazek 3.10: Fuzzy hodnoty fuzzy nahodné veli¢iny o

Obrazek 3.11: E(0)

63



var(o)

Obrazek 3.12: var(0)
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Kapitola 4

Aplikace fuzzy
pravdépodobnostnich prostoru ve
fuzzifikovanych rozhodovacich
maticich

V aplikacni ¢ésti prace se zaméiime na aplikace fuzzy pravdépodobnostnich
prostoru na jeden néastroj pro podporu rozhodovani za rizika, a to na rozhodovaci
matici. Rozhodovaci matice popisuje, jak dusledky uvazovanych variant zavisi na
skutecnosti, ktery z moznych stavu svéta nastane. Za¢neme popisem rozhodovaci
matice za rizika, ve které je vSe ostré. Dale prozkoumame rozhodovaci matici
s expertné zadanymi pravdépodobnostmi stavu svéta. Poté budou fuzzifikovany
stavy svéta a popsany dva mozné pristupy k feseni rozhodovaci matice s fuzzy
stavy svéta. U kazdého ptistupu bude uvedeno, jak se poc¢ita (fuzzy) ocekavany
dusledek a (fuzzy) rozptyl dusledku variant. Nasledné budou popsany a vzajemné
srovnany mozné pristupy k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta, fuzzy dusledky
variant a podkladovou fuzzy pravdépodobnostni mirou. Popsané pristupy budou

ilustrovany na prikladech.

4.1. Rozhodovaci matice

Nejprve predstavime zndmou rozhodovaci matici (viz napt. [10, 15, 65]) mode-

lujici néjaky konkrétni rozhodovaci problém za rizika, pii kterém je cilem vybrat
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jednu variantu z mnoziny vSech dostupnych variant. Nasledné si popiSeme, jak
spocitat ocekdvanou hodnotu a rozptyl dusledku dané varianty. Déle uvedeme
rozhodovaci pravidla, kterd budou v piikladech vyuzita k vybéru nejlepsi vari-
anty.

Predpokladejme, ze je dany pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P). Pak mé
rozhodovaci matice obvykle formu tabulky 4.1. Varianty, mezi nimiz rozhodova-
tel vybird, jsou oznaceny x1,...,%,. Si,...,5,, kde S; € Aproj=1,...,m,
zastupuji vzdjemné disjunktni stavy svéta (tj. S; N Sy = 0 pro jakdkoli j,k €
{1,...,m}, j # k). p1,...,pm predstavuji pravdépodobnosti stavu véta Sy, ...,
Sm, tj. pj = P(S;). Pro jakékoli i € {1,...,n} a j € {1,...,m} vyjadiuje h; ;
dusledek dané varianty z; za daného stavu svéta S;.

Disledek dané varianty x; za danych stavu svéta S, j = 1,..., m, predstavuje
diskrétni ndhodnou velicinu H; : {S1,...,S,} — R, kterd nabyvéa hodnot h; ; =
H;(S;) s pravdépodobnostmi p;, j = 1,...,m.

51 S2 0 Sm EH; wvarH;
b1 P2 - Pm
T h171 hLQ cee hl,m EH1 var H1
) h271 h272 ce hQ,m EHQ var H2
Ty | g hno -+ hpm | EH, wvarH,

Tabulka 4.1: Rozhodovaci matice

Varianty se obvykle usporadavaji na zakladeé jejich ocekdvanyjch disledki EH;,

1=1,...,n, a rozptylu jejich dusledku var H;, i = 1,...,n, poCitanych

EFH; = ij - hj,
j=1

var Hz = Zp] . (hi,j — EHZ)2
j=1

Nejlepsi varianta je nasledné vybrana na zéakladé néjakého rozhodovaciho pra-
vidla. V nasledujicich ¢astech vyuzijeme dvé rozhodovaci pravidla, a to pravidlo

ocekavané hodnoty a pravidlo ocekavané hodnoty a rozptylu.
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Na zékladé pravidla ocekdvané hodnoty plati pro nejlepsi variantu z;,, io €

{1,2,...,n}, nasledujici
E-Hio = max EHZ

i=1,2,..n

Pravidlo ocekdvané hodnoty a rozptylu povazuje variantu x; za lepsi nez vari-

antu x;, pokud

FEH; > FH; azaroven wvar H; <wvar Hj,

nebo

FEH; > FH; aziroven wvarH; <var H;.

Pt pouziti tohoto pravidla vsak muzeme narazit na problém, ze nékteré varianty
budou vzajemné nesrovnatelné. Ziskame tedy mnozinu tzv. nedominovanych va-
riant, mezi nimiz nebudeme schopni na zakladé uvazovaného rozhodovaciho pra-
vidla vybrat tu nejlepsi. Pak je mozné pouzit napi. tzv. komparativni analyzu
(viz napt. [15]), ale ta v této praci nebude dale uvazovéna.

Nyni bude popsand rozhodovaci matice ilustrovana na ptrikladech. V prvnim je
uvazovano diskrétni univerzum i diskrétni podkladova pravdépodobnostni mira,

zatimco ve druhém jsou univerzum i pravdépodobnostni mira spojité.

Priklad 4.1. UvazZujme ndsledujici situaci: MuZeme realizovat jeden ze dvou
moznyjch projekti, oznacenych x1 a xo. Budouct zisk z obou projekti zdvisi pouze
na skutecnosti, jaky druh vlddnouci koalice bude sestaven po parlamentdrnich
volbdch. Predpoklidejme, Ze muze byt sestaveno pouze Sest koalic, oznacenych
wi,-..,ws. Pro jednoduchost navic predpoklidejme, Ze pravdépodobnosti sesta-
vend jednotlivych koalic jsou vsechny stejné. Je tedy ddn pravdépodobnostni pro-
stor (0, A, P), kde Q = {wy,...,ws}, A je mnoZina vsech podmnozin univerza
a P je pravdépodobnostni mira takovad, ze P({wy}) =1/6, k=1,...,6.

Rozlisme tri moznosti (stavy svéta) - pravicovd vldda (S:), stredovd vldda
(Sy) a levicovd vidda (S3). Necht jsou tyto tri stavy stavy svéta vyjadreny pomoct

mnozin na €):

S = {wl,wz},
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Sy = {wg,w4},
Sg = {w5,w6} .

Pravdépodobnosti téchto stavi svéta jsou urceny pomoci P(S;) = 22:1 Xs; (W) -
1/6, j =1,2,3.

Jak zdvisi budouct zisk (v %) na skutecnosti, ktery ze tri moznijch typu vlddy
nastane po volbdch, je uvedeno v rozhodovaci matici dané tabulkou 4.2. Ocekdvané
hodnoty a rozptyly obou variant byly uréeny pomoci vzorcu popsanich vyse v této

casti.

S Sy Ss . '
13 1/3 1/3 EX;, warlX,
x| 15 0 —4 | 3.67 66.89
x2 | 15 =3 0 | 400 62.00

Tabulka 4.2: Budouci zisk (v %) projektu 21 a xs v zdvislosti na typu vlady

Jak pomoci pravidla ocekdvané hodnoty, tak také pomoci pravidla ocekdvané
hodnoty a rozptylu, popsanijch vyse, bychom se rozhodli realizovat projekt xo. Z ta-

bulky 4.2 totiZ plyne, Ze EXy > E X, a soucasné var Xy < var Xj.

Piiklad 4.2. Porovnejme akcie x1 a w9 na zdkladé budoucich zhodnoceni je-
jgich cen. Uvazujme ndsledugjici stavy ekonomiky: ,velky propad ekonomiky“ (V P),
spropad ekonomiky“ (P), , stagnace ekonomiky“ (S ), ,rust ekonomiky“ (R) a ,vel-
ky rust ekonomiky“ (V R). Predpoklddejme, Ze uvaZované stavy svéta jsou urcéeny
pouze vjvojem hrubého domdctho produktu (ddle jen HDP). Navic uvazujme, Ze
predpovéd vijvoje HDP (v %) na pristi rok ukazuge jeho normdiné rozdélenyj rist
se stredni hodnotou i =1 a smérodatnou odchylkou o = 2.

Stavy ekonomiky, které tvori rozklad univerza predstavujiciho vsechny mozné
trokové miry, jsou dany obrdzkem J.1 jako ndsledujici intervaly: VP = (—o0;
—3,5), P = (=3,5;-0,875), S = (—0,875;0,875), R = (0,875;3,5) a VR =

(3,5;00). Jejich pravdépodobnosti jsou pocitdny pomoci

. 2
P(S;) = / x5, () - ﬁ exp {—%} dr, kde S, = VP,P,S,R,VR.
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Uvazujme také, Ze predpovédi budoucich zhodnoceni cen akeii (v %) jsou ddany
expertné. Spolu s pravdépodobnostmi stavi svéta jsou uvedeny v tabulce 4.3. Ocekdvané

hodnoty a rozptyly byly opét urceny dle vzorci popsangch vise.

VP P S VR R

5 -4 -3 2 - 0 1 2 3 4 5
Mira ristu/propadu HDP [%]

Obrazek 4.1: Stavy ekonomiky

VP P S R VR
0012 0162 0301 0419 0106 | 27X vord
x| -3¢ -135 0 14,5 30,5 | 6,699 185,221
2y | -36 -155 0 14 29 |5982 190,013

Tabulka 4.3: Rozhodovaci matice obsahujici budouci zhodnoceni cen akeii (v %)

Podobné jako v predchozim priklade je i zde pomoci obou rozhodovacich pra-
videl stejnd akcie lepsi, a to akcie x1. Z tabulky 4.3 je totiz vidét, ze EX, > EX,

a var X, < var Xs.

V obou piikladech jsme uvazovali ostré dusledky variant. V nasledujici pod-

kapitole je budeme uvazovat vagné popsané, tj. fuzzy.

4.2. Rozhodovaci matice s fuzzy dusledky vari-
ant a expertné zadanymi pravdépodobnost-
mi stava svéta

Nyni se zaméime na rozhodovaci matici s expertné uréenymi pravdépodob-
nostmi stavu svéta a fuzzy dusledky variant. Po predstaveni uvazované rozhodo-
vaci matice budou uvedeny korektni vzorce pro vypocet ocekavanych dusledku
variant a jejich rozptylu. Vyuziti popsané rozhodovaci matice bude na zavér ilu-
strovano na prikladeé.

Nejprve ale popisme mozné duvody a zpusoby zadani fuzzy dusledku variant.

Pro rozhodovatele muze byt obtizné popsat vsechny dusledky variant realnymi
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¢isly. Jednim duvodem muze byt nedostatek informaci zpusobeny napt. nepres-
nostmi métreni anebo $patnou kvalitou prenosu dat. Jinym duvodem muze byt
fakt, ze pro rozhodovatele je prirozenéjsi popsat dusledky variant slovné nez po-
moci ¢isel. Obecné jsou zde tedy dvé moznosti, jak vyjadrit fuzzy dusledek dané
varianty.

Prvni moznosti je zadat fuzzy dusledek primo pomoci fuzzy ¢isla. V nékterych
modelech muze byt jeho nosi¢ omezen pouze na uzavieny interval, nejcastéji
(0, 1). Nejaky expert muze napi. popsat dusledek konkrétni varianty pomoci fuzzy

¢isla ,asi pétiprocentni zisk”, jehoz funkce prislusnosti je ukazana na obrazku 4.2.

09+
= 08|
2]

o7+

B o6l

2

5 0.5
N L
o 0.4
503+
—

(n 0.2 -

0.1

zisk (v %)

Obrazek 4.2: Priklad expertné zadaného dusledku néjaké varianty

Druhou moznost vyjadieni fuzzy dusledku varianty predstavuje jejich popis
pomoci hodnot jazykové proménné, kterd byla predstavena v ¢asti 2.5. Expert
nebo rozhodovatel popiSe vystupy variant za konkrétnich stavu svéta pomoci
vhodnych jazykovych termi, jejichz matematické vyznamy jsou dany ptislusnymi
fuzzy cisly. Priklad jazykové skaly byl uveden jiz diive na obrazku 2.1 v piikladé
2.3.

Rozhodovaci matice s fuzzy dusledky variant je dana tabulkou 4.4. Jsou v ni
uvazovany neurcité pouze dusledky H;; € Fy(R), i =1,...,n, j = 1,...,m,
variant x1,...,x, za danych stavu svéta, které zustavaji ostré, tj. vyjadrené po-

moci intervali. Uvazovanym stavim svéta jsou expertné pritazené jejich fuzzy
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pravdépodobnosti Pg(S1), . .., Pe(Sn), které tvoii m-tici fuzzy pravdépodobnosti
(viz definice 3.10). Expert bud pifmo zad4 m-tici fuzzy pravdépodobnosti, anebo
fuzzy pravdépodobnosti odhadne pomoci lichobéznikovych ¢i trojuhelnikovych

fuzzy ¢isel Pg(S;)',j =1,...,m, Pg(S;) = <p;-1,p;2,p;3,p;4>, spliujicich podminky
dpf<L ) pP<L ) pi2L ) izl
j=1 Jj=1 j=1 j=1

m-tice fuzzy pravdépodobnosti Pg(S;), j = 1,...,m, Pp(S;) = (0}, 05,03, p;),

fuzzy stavu svéta se pak z pravdépodobnosti Pg(S1)', . .., Pg(Sy,)’ ziska nasledujici
transformaci
p}=maX{p] 1- Z P; } p?zmaX{p?,l— > b }
i=1,i#7] i=1,i#j

gl )t $ )

i=1,i#j i=1,i#j

Tato transformace pro lichobéznikova fuzzy ¢isla, popsand v [8], odstranuje ne-

konzistentnost expertnich odhadu.

Sl 5’2 Ce Sm
FEH;, warH;
Pg(S1)  Pg(5:) Pp(Sm)
T h171 h172 e hl,m EH1 var H1
T h271 h272 s h27m EH2 var H2
T, hn 1 o2 e lonm FH, wvar H,

Tabulka 4.4: Rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta a jejich expertné zadanymi
fuzzy pravdépodobnostmi

Vzorce pro vypocet ocekavanych dusledku FH;, i = 1,...,n, variant a jejich

rozptylu varH;,i = 1,...,n, byly publikovany v [57]. Vzorec pro vypocet rozptylu

vSak nebral v tvahu vzdjemny vztah mezi dusledky H,;, i € {1,...,n}, j =
1,...,m, variant za danych stavi svéta a jejich ocekavanou hodnotou FH;. V [19]

tedy Rotterova a Pavlacka navrhli spravny vzorec, ktery tyto zavislosti uvazuje.
Popisme, jak urcit ocekavany dusledek E H; varianty x; a rozptyl var H; jejich

dusledku. Oc¢ekavany dusledek EH; se pocita pomoci fuzzy vazeného pruméru
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(viz definice 2.21), tj. pro libovolné a € (0, 1) se krajni hodnoty intervalu EH,; , =
(EhL,, ERY,) urei

7,00

Ehil:a = min {Zp] . hi,j | p; € PE(Sj)omj = ]_, .. ,m,ij = 1, hi,j € Hi,j,oc} ,
=1

i=1

(4.1)

Ehiq = max {ij “hig |9y € Pe(Sj)arj =1,..com, ) pj=1hi; € Hi’j’a} |
j=1 =

(4.2)

Krajn{ hodnoty a-fezu rozptylu var H;, = (var ht

1,000

var hY,) se pro libovolné

a € (0,1) urci

m m 2
var hfu =min ij : (hi,j — Zpk : hiyk) | pj € Pe(Sj)a,j=1,...,m,
k=1

J=1

> pi=1hi€ Hi,j,a} : (4.3)
j=1
m m 2
var hga:ma’x ij (hld_zpkhz,k) |p] EPE(Sj)aa.]:177m7
=1 k=1

m
Y pj=1hi;e€ Hz',j,a} : (4.4)
j=1

Na zaveér ilustrujme vyuziti rozhodovaci matice popsané vySe na prikladé
s uvazovanym diskrétnim univerzem. V ptipadé spojitého univerza by byl po-

stup feSeni shodny.

Piiklad 4.3. Uvazujme zadani prikladu 4.1. UvaZujme tedy méritelny prostor
(2, A), kde Q = {ws,...,ws} a A je mnoZina vsech podmnozin univerza 2.

Opét rozlisme tri mozné stavy svéta - pravicovd vldda (Sy), stredovd vldda
(S2) a levicovd vldda (Ss). Uvazujme viak, Ze jejich pravdépodobnosti jsou urceny

expertneé, a to ndsledovné:
Pg(S1) =(1/6,1/3,1/2), Pgr(S:) = (1/3,1/2,2/3), Pg(Ss3) = (0,1/6,1/3).
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Pro jednoduchost uvazujme, Ze budouci zisky (v %) z mozné realizace projekti
1 a o jsou vyjadreny redlnyma cisly. Jak tyto zisky zdvisi na skutecnosti, ktery
ze tri moznych typu vlddy nastane po volbdch, je uvedeno v rozhodovaci matici

dané tabulkou 4.5.

Si So Ss

Tabulka 4.5: Budouci zisk (v %) projektu z1 a xo v zdvislosti na typu vlady

Vigpoéet ocekdvanijch hodnot a rozptyli byl proveden pomoci vzorcu (4.1),
(4.2), (4.3) a (4.4). Funkce prislusnosti ziskanych fuzzy charakteristik jsou zob-
razeny na obrazcich 4.3 a 4.4. Jejich vyznacné hodnoty a tézZisté jsou uvedeny
v tabulce 4.6. Na zdkladé téchto vysledki (vizudlniho porovndni a-tezi funkci
prislusnosti ¢i srovndni fuzzy cisel na zdkladé jejich tézist) bychom méli pomoct

obou uvazovanich rozhodovacich pravidel zvolit realizaci projektu .

09+
=08
8
207

L o6

0
= 0.5

C L
G 0.4

zisk

Obrazek 4.3: Fuzzy ocekdvané hodnoty projektu x; a x-

V této i predchozi ¢asti jsme v prikladech uvazovali ostré stavy svéta, tj.
kazda koalice wy, . .., wg patiila vzdy pouze do jednoho stavu svéta. V nasledujici
podkapitole se priblizime lidskému uvazovani. Budeme uvazovat, ze tyto koalice

mohou ¢astecné ndlezet do vice stavu svéta.
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09+
= 08|
Q0.7+
B o6l
]

5 0.5
c |
S 04
So3f
2
@2

0.1+
0 I I 1

L L L L L L L L 1 L 1 L L 1 L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
var zisk

Obrazek 4.4: Fuzzy rozptyly projektu z; a z»

Charakteristika Vyznacné hodnoty Teziste
EX; (1,167;4,333;7,500) 4,333
EX, (0,667;3,667;6,667) 3,667
var X, (36, 806; 58, 889; 70,250) 56,061
var X, (40, 556; 66, 222; 81,000) 63,553

Tabulka 4.6: Vysledné fuzzy charakteristiky

4.3. Rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta

Nyni uvazujme rozhodovaci matici, ve které jsou neurcité popsané pouze stavy
svéta. V tomto pripadeé je 1ze korektné matematicky vyjadrit pomoci fuzzy mnozin
definovanych na univerzu {2, jehoz tvori fuzzy rozklad.

V ¢asti 4.3.1 je popsana rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta, kde jejich
pravdépodobnosti jsou uréeny pristupy popsanymi v ¢asti 3.2.1, tj. na zakladé
dané ostré pravdépodobnostni miry P na univerzu 2. Podkapitola 4.3.2 je nasledné
vénovana novému piistupu k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta pti uvazovani
dané ostré pravdépodobnostni miry na univerzu 2, pti jehoz vyuziti jsou infor-

mace obsazené v rozhodovaci matici chapany jako systém bazi fuzzy pravidel.
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4.3.1. Rozhodovaci matice s pravdépodobnostmi fuzzy stavi
svéta pocitanymi na zakladé ostré pravdépodobnostni
miry P

Uvazujme rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta matematicky popsanymi
pomoci fuzzy mnozin tvoticich fuzzy rozklad univerza (). Dale uvazujme, ze
zname pravdépodobnostni miru P na univerzu €2, na jejimz zdkladé budeme
pocitat pravdépodobnosti fuzzy stavu svéta. Nejprve se zamérime na vypocet
pravdépodobnosti fuzzy stavu svéta dle Zadeha [70]. Poté zminime také piistup
uvazovany Yagerem [(1]. Oboje pravdépodobnosti budou vyuzity v rozhodovact
matici k ziskani ocekdvanych dusledku uvazovanych variant a jejich rozptylu.

Zacénéme rozhodovaci matici danou tabulkou 4.7, kde jsou pravdépodobnosti
fuzzy stavu svéta vyjadieny redlnym cislem tak, jak to navrhl Zadeh [70]. Takova
rozhodovaci matice byla zkoumédna v [12]. Fuzzy stavy svéta S,..., S, pred-
stavuji fuzzy nahodné jevy, které tvoii fuzzy rozklad univerza €, tj. 27:1 ps; (w) =
1 pro libovolné w € Q. Proménné pyy,...,pzm, kde pz; := Pz(5;), j=1,...,m,
zastupuji pravdépodobnosti fuzzy stavu svéta dané vzorcem (3.4). Jelikoz fuzzy
stavy svéta tvori fuzzy rozklad univerza €2, mohou byt dusledky pii vybéru va-
rianty z;, i € {1,...,n}, chapany jako hodnoty diskrétni ndhodné veliciny HZ,
ktera nabyva hodnot h; ; € R, j =1,...,m, s pravdépodobnostmi pz1,...,Dzm.

St Sz e S EFH;, warH,
Pz1r Pz2 - DPZm
Ty | iy e -+ hin | EHY wvar HY
Ty | hax has -+ hom | EH? war HY
T hn,l hn,? trt hn,m EHnZ var Hg

Tabulka 4.7: Rozhodovaci matice s ostrymi pravdépodobnostmi fuzzy stavi svéta

Abychom varianty x1, ..., x, mohli vzajemné srovnat, je tfeba urcit ocekavané

hodnoty EHZ, ..., EHZ jejich dusledkt a rozptyly var HZ, ... ,var H? téchto
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dusledku. Pro ¢ =1,...,n se pocitaji

EHZZ = Zij . hi,j; (45)
j=1

var H? = " pz; - (hij — EH])”. (4.6)
j=1

Muzeme tedy vidét, ze diky vyuziti Zadehovych ostrych pravdépodobnosti
fuzzy stavu svéta, dospéjeme k primocarému rozsiteni rozhodovaci matice. Nyni,
zanalyzujme problémy spojené s timto zpusobem rozsiteni rozhodovaci matice.

V ¢ésti 4.1 popisoval prvek h; ; z rozhodovaci matice dané tabulkou 4.1 dusledek
pii vybéru varianty z;, pokud nastane stav svéta S;. Uvazujeme-li vSak fuzzy
stavy svéta namisto ostrych, objevuje se zasadni otazka: Co znamend fici, ze
~fuzzy stav svéta S; nastane”? Uvazujme, Ze né&jaké konkrétni w € 2 nastalo.
Pokud pgs,(w) = 1, pak je ziejmé, ze dusledek pii vybéru varianty x; je presné
hij. Avsak jaky je dusledek vybéru varianty z;, pokud 0 < pg (w) < 1 (coz
také znamend, ze 0 < pug, (w) < 1 pro néjaké k # j)? V piipadé rozhodo-
vaci matice s fuzzy stavy svéta neni tedy nejspise vhodné zachézet s dusledkem
vybéru varianty z; jako s diskrétni ndhodnou veli¢inou HZ, ktera nabyva hodnot
hii,...,him. Navic ackoli pzy, ..., pz, maji vlastnosti pravdépodobnostni miry,
maji odlisny vyznam. Obecné totiz vyjadiuji ocekdvany stupen prislusnosti, ve
kterém konkrétni stav svéta nastane. Nemaji tedy béznou pravdépodobnostni
interpretaci - mira Sance, ze dany jev nastane v budoucnosti, kterou v piipadé
rozhodovaci matice ocekavame.

Proto nemuzeme zkonstatovat, ze hodnoty EHZ, ..., EHZ, dané pomoci (4.5),
awvar HY, ... ,var HZ potitané pomoci (4.6), vyjadiuji ocekavané dusledky va-
riant a rozptyly dusledku variant. Usporadani variant zalozené na téchto charak-
teristikach je tedy diskutabilni.

Ukazme nyni popisovanou rozhodovaci matici na piikladech z ¢asti 4.1, které

zobecnime na uvazovanou problematiku.

Priklad 4.4. Uvazujme zadani prikladu 4.1 a fuzzifikujme uvaZované stavy svéta.

UvazZugme tedy fuzzy pravdépodobnostni prostor se Zadehovou pravdépodobnostni
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mirou (0, Ar, Pz), kde Q = {w1,...,ws}, Ar je mnozina vSech fuzzy podmnozin
univerza ) a Py je pravdépodobnostni mira popsand v ¢dsti 3.2.1. Pro pravdépo-
dobnostni miru P také plati, Ze P({wy}) =1/6, k=1,...,6.

Rozlisme tri mozné fuzzy stavy svéta - pravicovd vldda (Sy), stredovd vldda
(Ss) a levicovd vldda (S3). Necht jsou tyto tri stavy stavy svéta vyjddreny pomoct

fuzzy mnozin na €):
Sl - {1|w170.8 |w270‘2 |w3a0 |w470 |w570 |w6} s
52 - {O|w17042 |w270‘8 |w371 |w470‘5 |w570 |w6} 9

S3 = {0|wl 70 LA)Q7O |W370 |LU470‘5 |u}5;1 |w6} 9

kde proky fuzzy mnoZin jsou ve tvaru " (w’“)|wk, 1=123,ak=1,...,6. Vidime,
ze fuzzifikaci stavi svéta modelujeme fakt, Ze nékteré koalice nejsou jednoznacné
levicové, pravicové nebo stiedové. Ale pokud bychom museli uvaZovat ostré stavy
svéta, tak bychom ziskali typy vlddy wvaZované v prikladé 4.1. Akordt u koalice
ws bychom mohli byt na vdzkdch, do kterého typu vldady ji zahrnout.

Jak zdvisi budouct zisk (v %) na skutecnosti, ktery ze tri moznijch typu vlddy
nastane po volbdach, je uvedeno v rozhodovaci matici dané tabulkou 4.8, kde jsou

uvedeny také Zadehovy pravdépodobnosti fuzzy stavi svéta spocitané pomoct (3.4).

EX? =0,333-1540,417-0+0,25 - (—4) = 4,
EXZ =0,333-15+0,417-(=3)4+0,25-0= 3,75
var X7 =0,333- (15 —4)% + 0,417 (0 —4)* + 0,25 - (—4 — 4)? = 63,
var XZ =0,333- (15— 3,75)2 + 0,417 - (=3 — 3,75)* + 0,25 - (0 — 3,75)* =
= 64, 688.
Pomoci obou uvaZovanych rozhodovacich pravidel bychom se méli opét rozhod-

nout realizovat projekt xy. Aviak kvili sporné interpretaci charakteristik EXZ,

i=1,2, avar XZ neni doporuceni zvolit variantu x, prilis diveéryhodné.

Priklad 4.5. UvazZuyme zadani prikladu 4.2. Porovnejme opét akcie X; a Xo

na zakladé budoucich zhodnoceni jejich cen. UvaZujme stejné oznacené stavy
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S, S, A | |
0.333 0,417 0,250 | DX verd
| 15 0 4 | 400 63,000
2o | 15 ~3 0 | 375 64,688

Tabulka 4.8: Budouci zisk (v %) projektu z; a xo v zdvislosti na typu vlady

ekonomiky: ,velky propad ekonomiky“ (VP), ,propad ekonomiky“ (P), ,stag-
nace ekonomiky“ (S), ,rust ekonomiky“ (R) a ,velky rust ekonomiky“ (VR).
Predpokladeyme také, Ze uvazZované stavy svéta jsou urceny pouze vyvojem HDP.
Navic stdle wvazujme, Ze predpovéd wvijvoje HDP (v %) na pristi rok ukazuje
normdlné rozdéleny rist se stredni hodnotou p = 1 a smérodatnou odchylkou
o = 2. Stavy ekonomiky jsou vsak vyjddreny pomoci fuzzy mnozin, které tvori

fuzzy rozklad univerza. Jejich funkce prislusnosti jsou zobrazeny na obrdzku 4.5.

0.9 - -
= 0.8+ =
8
Qo7l .
@

Sosl .
®
ssos- VP 4
C 04| |
’g 0.4
3 0.3+ =
D o2l 4
0.1+ =
0

-5 -4 5
Mira rustu/propadu HDP %)

Obrazek 4.5: Fuzzy stavy ekonomiky

Pravdépodobnosti fuzzy stavi ekonomiky jsou pocitany ndsledovné:

)2
P(S;) = /Rugj(:c) . - exp {—%} dz, kde S; =V P,P,S,R,VR.

1
2/ 27
Uvazugme také predpovédi budouciho zhodnoceni cen akcii (v %) shodné jako
v prikladé 4.2. Spolu s pravdépodobnostmi fuzzy stavi ekonomiky jsou uvedeny
v tabulce 4.9. Ocekavané hodnotly a rozptyly zhodnoceni cen akcii byly urceny

pomoct vzorcu (4.5) a (4.6).
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VP P S R VR
0,013 0,148 0,339 0,392 0,108
x| -34  -13,5 0 14,5 30,5 | 6,537 182,173
Ty | =36 -15, 0 14 29 15,856 189,790

EX;, wvarlX;

Tabulka 4.9: Rozhodovaci matice obsahujici budouci zhodnoceni cen akcii (v %)
s fuzzy stavy ekonomiky a pravdépodobnostmi dle Zadeha [70)]

Podobneé jako v prikladé na rozhodovaci matici, v niZ bylo vse ostré, je i zde
pomoci obou rozhodovacich pravidel stejnd akcie lepsi, a to akcie x1. Z tabulky

4.9 je totiz vidét, ze EX, > EXs a var X1 < var Xs.

Nyni se zaméime na pripad, kdy jsou pravdépodobnosti fuzzy jevu ziskavany
pomoci jejich a-fezu. Uvazujme pouze prvni pristup popsany v ¢asti 3.2.1, tj.
uvazujme fuzzy pravdépodobnosti Py (S1),. .., Py(Sy,) fuzzy stavi svéta Sy, ...,
Sm tvoricich fuzzy rozklad univerza €. Rozhodovaci matice je pak dana tabulkou
4.10. Jak jiz bylo uvedeno v ¢asti 3.2.1, Yager [(1] se nezabyval praktickymi
vypocty s témito fuzzy pravdépodobnostmi. Rotterova a Pavlacka [52] ukézali

jednu moznost, jak by mohly jit pocitat ocekavané hodnoty a rozptyly dusledku

uvazovanych variant. Tato moznost se vSak nejevi byti vhodna pro praktické

ucely.
Sl 5'2 ce Sm
Pr(S1) Py(Ss) Py (Sy)
T hl,l h172 s hl,m EHly var Hly
T2 hg,l h272 cee hg,m EH; var Hg
T, o 1 P, 2 e P EHY war HY

Tabulka 4.10: Rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta a jejich fuzzy
pravdépodobnostmi Py (S4),..., Py(Sn)

Necht « € (0,1). Pro libovolny stav svéta S;, j € {1,2,...,m}, je dusledek

varianty z;, ¢ € {1,...,n}, roven h;; s pravdépodobnosti P(S;,) ve stupni
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prislusnosti a. Avsak obecné ) 7" | P(S;,) # 1. Proto ozna¢me

_ PSia) m
P(Sj|la) = { S P(Ska)’ pokud Zk:1 P(Ska) # 0,

4.7
0, jinak. (4.7)

Plati, ze P(Sjla) € (0,1) pro viechna j. >°™", P(Sjla) = 1 mimo piipadu,
kdy P(S;la) = 0 pro vSechna j, ktery nastane napf. obsahuje-li kazdé jadro
CoreS; pouze jeden prvek a je-li pravdépodobnostni rozdéleni dané na €2 spojité.
P(Si|a), ..., P(Sn|a) mohou byt interpretoviny jako pravdépodobnosti stavu
svéta, pokud nastal néjaky prvek w € €2 ndlezici do alespon jednoho Sj,.

Ocekavana hodnota dusledku dané varianty z; v uvazovaném stupni « je pak
déana

B(Hi|o) = { > iy P(Sjla) - hij, pokud Y770, P(Sj|a) # 0,

neexistuje, jinak.

(4.8)

Stupen pifslusnosti fuzzy ocekdvaného disledku EHY varianty z; je poté dan

pro vSechna h; € (0, 1)

sup{a € (0,1) | h; = E(H;|a)}, pokud {«a € (0,1) |
HEHY (hi) = hi = E(H;|o)} # 0, (4.9)
0, jinak.

Nyni se zaméirme na ziskani fuzzy rozptylu. V uvazovaném stupni «, vyuzijeme
P(Sjla) € (0,1) pro v8echna j = 1,...,m a E(H;|a), které byly definovany
pomoci (4.7) a (4.8). Rozptyl var (H;|a) dusledku varianty x; v uvazovaném
stupni « je dan

var (H;|a) = {Z;nzl(hi’j — E(H;|a))? - P(Sj|a), pokud Z;nﬂ P(Sjla) # 0,

neexistuje, jinak.

Stupen piislusnosti fuzzy rozptylu var HY dusledki varianty z; je pak ddn pro
vSechna h; € (0,1)
sup{a € (0,1) | h; = var (H;|a)}, pokud {a € (0,1) |
Hovar HY (hl) - h; = var (Hl‘&)} 7£ 07

0, jinak.
(4.10)
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Nejlepsi varianta muze byt nalezena pomoci vizualniho porovnani funkei pri-
slusnosti fuzzy strednich hodnot EHY |...  EHY a fuzzy rozptyli var HY , ...,
var HY a nésledné aplikovanim p#islusného rozhodovactho pravidla (viz kapi-
tola 4.1). Jinou moznosti je na vysledné fuzzy charakteristiky nejprve aplikovat
néjakou defuzzifikaéni metodu (viz kapitola 2.3) a poté teprve rozhodovaci pra-
vidlo.

[ustrujme nyni uvazovanou rozhodovaci matici opét na dvojici piikladu.

Priklad 4.6. Uvazujme zadani prikladu 4.4. Pravdépodobnosti fuzzy stavi svéta
vSak nyni vyjadreme podle Yagera [01]. Vysledné fuzzy pravdépodobnosti moznych
typu vlddy, spocitané pomoci (3.5), jsou na obrdzku 4.6.

L]
L]
L]

o o o
709 %09 709
e o +
, , ,
=1 = =1
2o 2o 2o
pre 1 B ST 0, o pre| § o
o o o
o 04 c 04 o 04
G 0.3 G 0.3 G 0.3
So.2 ° 2902 e So.2
& o & o0 & o
0 o 0 o 0 o
0 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1 0 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1 0 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1
p p p
(a) Py (S1) (b) Py (S2) (c) Py(S3)

Obrazek 4.6: Funkce prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu Sy, So, S3

1 1 o
% 0.9 % 0.9
o S 1 :
Hl H
= 3
o 0.6 - 0.6
= 0.5 o S 0.5 o
o 0.4 o 0.4
0 0.3 $ 0.3
5 0.2 o 50.2 o
in 0.1 n 0.1
0 0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
zisk zisk
(a) BXY (b) EX3

Obrazek 4.7: Funkce piislusnosti fuzzy oc¢ekavanych dusledku projektu z; a zo

Pro ilustraci si ukazme, jak se urcéi stiedni hodnota EXY v jednotlivijch stupnich

prislusnosti pomoci pravdépodobnosti P(S;|a), j = 1,2,3, a = 0,2;0,5;0,8;1,
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fuzzy stavu svéta:

E(leo,z):%-15+g-o+§ (—4)=%,
E(X1|0,5):?15+;-0+§-(—4)=2—72,
E(leo,s)=§-15+§-o+§-<—4)=?

E(X1|1):%-15+%-0+% (—4):%.

_ 1 o _ 1 o
*g 0.9 *g 0.9
%07 ° %07 s
2 E]
= =
E 0.6 E 0.6
’E. 0.5 o =!-D-_ 0.5 o
»c 04 o 0.4
80 3 30'3
50.2 o =50.2 o
o 0.1 o 0.1
0 ; : g 0 O ;
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70 80
var zisk var zisk
(a) var X7 (b) var X

Obrazek 4.8: Funkce prislusnosti fuzzy rozptylu dusledku projektu x; a x»

Funkce prislusnosti fuzzy oéekdvangjch hodnot EXY, EXY, spocitangch po-
moci (4.9), a fuzzy rozptyli var XY, var X3, spocitangch pomoci (4.10), jsou
pak zobrazeny na obrdzcich 4.7 a 4.8. Tyto ocekdavané hodnoty a rozptyly mo-
hou byt srovndny na zdklade jejich a-rezi. Pro jednoduchost je vsak srovndme na

Nd zdkladé tézist bychom pri rozhodovdni pomoci pravidla mazimalizujiciho

ocekavanou hodnotu meli realizovat projekt x,. Budeme-li vsak navic uvazZovat
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Charakteristika | Teziste
EX{ 4,088
EXY 4,029
var Xy 64,655
var X3 64,452

Tabulka 4.11: Tézisté fuzzy charakteristik

Priklad 4.7. UvaZujme zadani prikladu 4.5. Pravdépodobnosti fuzzy stavi svéta
opét vyjadreme podle Yagera [01]. Funkce prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti

moznych fuzzy stavi ekonomiky, spocitané pomoci (3.5), jsou na obrdzku 4.9.

1
@ 0.9 —P(VP)
gor —rm
=Ry P.(S)
S 05 —PyR)
e g-; ——P(VR)
g0
= 0.2
@ 0.1

D L L L L L 1 L L 1 |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

p

Obrazek 4.9: Funkce ptislusnosti fuzzy pravdépodobnosti fuzzy stavi ekonomiky

Funkce prislusnosti fuzzy stiednich hodnot a fuzzy rozptylu, spocéitané pomoct

(4.9) a (4.10), jsou vyobrazeny na obrazcich 4.10 a 4.11.

1 T T

= 0.8 —EXY|J

0 I I I I I 1 I I 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

zisk

Obrazek 4.10: Funkce piislusnosti fuzzy ocekavanych zhodnoceni cen akcii X
a X2
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= 0.8 —_—var X; _
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)

5 0.5 B
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’8 0.4

503 .l

=
D2l 4
0.1 bl

0
170 175 180 185 190 195 200
var zisk

Obrazek 4.11: Funkce piislusnosti fuzzy rozptylu zhodnoceni cen akcii X; a X,

Charakteristika | Tézisté
EX{ 6,812
EXY 6,132
var XY 180,137
var X3 183,657

Tabulka 4.12: Tézisté fuzzy charakteristik

Pro srovndni akcii opét vyuZijme téZist spocitanijch charakteristik a ndsledné
aplikujme rozhodovaci pravidla, popsand v édsti 4.1. Hodnoty tézist fuzzy &isel,
spocitangch dle (2.1), jsou uvedeny v tabulce 4.12. Podle obou rozhodovacich pra-

videl se akcie X, jevi jako sprdvnd volba.

Pristup k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta a jejich fuzzy pravdépodob-
nostmi dle Yagera [01] jiz nebude dale uvazovén kvuli svému vypocetnimu po-
stupu zalozenému na normovani fuzzy pravdépodobnosti po a-fezech, ktery se

z praktického hlediska nejevi ptilis vhodny.
4.3.2. Rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta chapana jako
systém bazi fuzzy pravidel

Nyni predstavme zcela odlisny pristup k rozhodovaci matici s fuzzy stavy
svéta, ktery byl popsén v [12]. Nejprve opét uvazujme dany pravdépodobnostni

prostor (€2, A, P) obdobné jako v predchozi ¢asti.
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Sl 5'2 Cen Sm
s} hl,l hl,g cee hl,m EHig var Hig
T2 h271 hg}g cee h2,m EHég var Hég
T | hng hna o0 ham EH;? var H;f

Tabulka 4.13: Rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta chdpana jako systém bazi
fuzzy pravidel

Vezméme v tivahu problémy spojené s pristupem k rozhodovaci matici s fuzzy
stavy svéta vyuzivajictho Zadehovych pravdépodobnosti rozebrané v ptredchozi
¢asti. Pri tomto pristupu byly dusledky pifi vybéru konkrétni varianty z;, i €
{1,...,n}, chdpdny jako diskrétni ndhodna veli¢ina HZ nabyvajici hodnot h; 1,

.., him s pravdépodobnostmi pz1, .. ., pzm,. Namisto toho nyni uvazujme rozho-
dovaci matici s fuzzy stavy svéta danou tabulkou 4.13. Informace o dusledku pti
vybéru varianty x; mohou byt vyjadreny pomoci néasledujici baze fuzzy pravidel:

Jestlize stav svéta je S, pak dusledek varianty z; je h; 1.

: (4.11)
Jestlize stav svéta je S,,, pak dusledek varianty z; je hj .

Vzhledem k charakteru uvazované baze fuzzy pravidel je vhodné k ziskani
vystupu z béze fuzzy pravidel (4.11) vyuzit Sugenuv inferen¢ni algoritmus, pred-
staveny Sugenem [55] a dany vzorcem (2.2), tj. pro libovolné w € 2 je vystup pii

vybéru varianty x; dan

Z;n:l HS]' (CU

)
() —
Hiw) == @

2

hiy O
= > s (W) - hag, (4.12)
j=1
kde jsme vyuzili predpokladu Z;n:l ps;(w) = 1 pro libovolné w € 2.
JelikoZ je na univerzu  déna pravdépodobnostni mira P, HY piedstavuje
nahodnou veli¢inu. Distribuéni funkce ndhodné veliciny H; je dana pro libovolné
h € R nasledovné:

Fus () = P(HS < 1) = | aP.
‘ {weQ|HS (w)<h}
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Poznamka 4.1. Ze vzorce (4.12) muZeme vidét, Ze v pripadé uvazovani ostrijch
stavii svéta Sy, ..., Sm, se ndhodné velicing Hy, ... HS shoduji s diskrétnimi
ndhodnymi velicinami Hy, ..., H, nabyvajicimi hodnot h; 1, ..., him,1=1,...,n,
s pravdépodobnostmi p; = P(S;), 7 = 1,...,m. Tento novy pristup tedy také

predstavuje rozsirent rozhodovaci matice na pripad fuzzy stavi svéta.

Varianty z1,...,x, mohou byt usporddany na zakladé oc¢ekavanych hodnot
a rozptyli ndhodnych veli¢in Hy, ..., H? podobné jako u piedchozich piistupti.
Odvod'me tedy nyni vzorce pro vypocet téchto charakteristik. Zaroven je porov-
nejme s charakteristikami ndhodnych velicin HZ, ..., HZ.

Nejprve ukazme, Ze stfedni hodnoty nahodnych velicin HY, ..., HS se shoduji

s EHZ,...,EH?. Proi=1,...,n plati:
S:/His(w)dP:/Zugj(w)-hm dP:Z/,qu(w) dP - h;; =
Q Q= =1
j=1

Oba pristupy k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta tedy vedou k totoznym
ocekavanym dusledkum.
Nicméné, ukazme, ze rozptyly ndhodnych veli¢in HY, ..., H se obecné lisf od

var HZ, ... ,var HZ. Pro i = 1,...,n je rozptyl var H? ziskén nésledovné:

var HY = E (H?) — (EH?)? / HS(w)? dP — (EHP)? =
2

N / > ps,(w) - hiy | dP - (EH?)?. (4.14)
Pro var H?,i=1,...,n, plati, Ze

var HY = E (Hf) EHZ ZPZJ 0 EHZ)

:/Zusj(w)-hfj dP — (EH?)?.
oy ’
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Vywitim (EHS)? = (EH?)? tedy dostévame

m m 2
var H? —var HY = /QZ”SJ (w) - hi; dP — /Q (Z s, (w) - hi,j) dP =
=1 i=1

m m 2
= / Zugj (w) - hi; — Zugj (w) - hy dP > 0.
Q=1 j=1

Integrand je jisté nezdporny (predstavuje rozptyl diskrétni ndhodné velic¢iny, ktera
nabyvé hodnot h; 1, ..., h;m s ,pravdépodobnostmi® ug, (w),. .., is,, (w)). Déle je
ziejmé, ze rozdil rozptyli je roven nule tehdy a jen tehdy, kdyz h; ; = h; ) pro
libovolné j # k takové, ze obé Epus, a Epug, jsou kladné.

Zatimco se tedy ocekavané hodnoty nahodnych velicin HY ..., HY a HZ, ...,
HZ shoduj, jejich rozptyly se obecné lisi. To znamend, 7e uspotradan{ variant na
zakladé ocekavanych hodnot a rozptylu jejich dusledki se pro oba pristupy muze
lisit. Nyni ukazme ptistup k rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta jako systému

bézi fuzzy pravidel na prikladech.

Piiklad 4.8. Uvazujme zaddni prikladu 4.4. Avsak nyni nebudeme uvaZovat
zZadné pravdépodobnosti fuzzy stavi svéta. Namisto toho zkonstruujme ndhodné
proménné Hy a Hj. JelikoZ univerzum ) je diskrétni, HY a H5 jsou diskrétni
ndhodné veli¢iny. Pomoci vzorce (4.12) ziskame:
HY (w)) =1, HY (wy) = 0,9, HY (w3) = 0,86,
H{ (ws) = 0,5, H{ (ws) = 0,3, a H{ (we) = 0,1,
H; (w1) =1, H3 (wp) = 0,84, Hy(ws) = 0,36,
HY (wy) = 0,2, H5(ws) = 0,35 a H5(ws) =0, 5.

Obé ndhodné wveliciny Hy a H5 nabyjvaji téchto hodnot s pravdépodobnostmi
rovngmi 1/6.

Ocekdvané hodnoty EH? a EHS, spocitané pomoci (4.13), se shoduji s EHE
a EHZ z prikladu 4.4, tj. EHY = 0,5667 a EHS = 0,5417. Rozptyly ndhodnyjch
velicin HY a HS jsou ziskdny ndsledovné:

Soh_y (HE (wr) — 0.5667)°
6
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var HY =

=0,0989,



S (H5 (wi) — 0.5417)2

= 0,0812.
6 )

var Hy =

Muzeme tedy vidét, Ze v tomto pripadé nejsme schopni rozhodnout mezi projekty
1 a x9 na zdkladé pravidla mazimalizace ocekdvané hodnoty a minimalizace roz-

ptylu, protoze EHY > EHS a var HY > var HY .

Priklad 4.9. Nyni wvazujme zaddni prikladu 4.5. Rozhodovaci matice je nyni

dana tabulkou 4.1/4. Ocekdvané hodnoty a rozptyly byly opét uréeny pomoci vzorci

(4.13) a (4.14).

VP P S R VR
0013 0148 0339 0392 0108 | 22X verd
2| -3¢ -135 0 14,5 30,5 | 6,537 166,503
2y | <36 -155 0 14 29 |5856 169,804

Tabulka 4.14: Rozhodovaci matice obsahujici budouci zhodnoceni cen akcii s fuzzy
stavy ekonomiky

Podobné jako u predchozich pristupu k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta
je 1 zde pomoci obou rozhodovacich pravidel stejnd akcie lepsi, a to akcie X;.

7 tabulky 4.1/ totiz plyne, ze EXY > EX3 avar X? < var X5.

4.4. Rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta, fuzzy
dusledky variant a podkladovou fuzzy prav-
dépodobnostni mirou

V této casti se zaméfime na rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta, fuzzy
dusledky variant i fuzzy pravdépodobnostni mirou. Budeme ji nazyvat fuzzy roz-
hodovaci matice.

Nejprve vsak struéné pripomenme fuzzy pravdépodobnostni miru. Duvodem
k jejimu uvazovani v rozhodovaci matici muze byt napt. nedostatek informaci
o rozdéleni pravdépodobnosti na uvazovaném univerzu nebo odhadnuti jeho pa-
rametru z fuzzy dat (viz napt. [59]). Obecné byla fuzzy pravdépodobnostni mira
Pr zavedena v ¢éasti 3.2.2. Vlastnosti Zadehovy pravdépodobnostni miry rozsirené

na pripad fuzzy jevu, oznacené Pryz, byly prozkoumany v ¢asti 3.2.3.
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V nasledujicich podkapitolach se zaméiime na dva pristupy k uvazované fuzzy
rozhodovaci matici. Nejprve v ¢asti 4.4.1 popiSeme pristup vyuzivajici fuzzifi-
kovanych Zadehovych pravdépodobnosti fuzzy stavu svéta, které byly zavedeny
v ¢asti 3.2.3 a tvori m-tici fuzzy pravdépodobnosti. Poté v ¢asti 4.4.2 predstavime
pristup k fuzzy rozhodovaci matici, ktery reprezentuje informace v ni obsazené
pomoci systému bazi fuzzy pravidel. Tento pristup k fuzzy rozhodovaci matici
s expertné zadanymi pravdépodobnostmi elementdrnich jeva byl fesen v [50].
V [11] je tento piistup popsén na fuzzy rozhodovaci matici s diskrétni podklado-
vou fuzzy pravdépodobnostni mirou. Praktické vyuziti fuzzy rozhodovaci matice
chapané jako systém bézi pravidel k porovnani akcii je popsano v [18]. Na zavér

v podkapitole 4.4.3 oba pristupy k fuzzy rozhodovaci matici srovname.

4.4.1. Rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta, fuzzy di-
sledky variant a fuzzifikovanymi Zadehovymi prav-
dépodobnostmi stavia svéta

V této ¢asti popisme piistup k fuzzy rozhodovaci matici vyuzivajici fuzzifi-
kovanych Zadehovych pravdépodobnosti fuzzy stavu svéta vyjadienych pomoci
fuzzy cisel.

Uvazujme fuzzy rozhodovaci matici danou tabulkou 4.15. V rozhodovaci ma-
tici znaél zy,...,x, varianty rozhodovatele. H;; € Fy(R), ¢ = 1...,n, j =
1,...,m, predstavuji dusledky téchto variant za danych fuzzy stavu svéta Sy, ...,
S, které tvori fuzzy rozklad univerza 2. Témto fuzzy stavum svéta prirazujeme
jejich fuzzy pravdépodobnosti Prz; = Pryz(S;), j = 1,..., m, pocitané na zéklade
podkladové fuzzy pravdépodobnostni miry Pr pomoci vzorcu (3.13) a (3.14). Ve
vzorcich pro vypocet charakteristik variant vsak budou tyto fuzzy pravdépodob-
nosti kvili vzdjemnym interakcim vyjadreny pomoci vzorcu pro jejich vypocet.

Libovolny rfadek rozhodovaci matice vyjadruje hodnoty diskrétni fuzzy ndhod-
né veliciny HZ, i € {1,...,n}, kterd nabyvé fuzzy hodnot H; 1, ..., H;, s fuzzy

pravdépodobnostmi Prz1, ..., Przm.

Poznamka 4.2. V pripadé rozhodovaci matice popsané v ¢dsti 4.1, tj. rozhodo-
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) S, - S,
Prz1 Prza -+ Przgm

x| Hiy Hip -+ Hy,, | EHY wvar HY

Ty | Hyy Hes -+ Hyy | EHZ wvar HY

T, | Hoy Hno -+ Hpp | EHZ var H?

Tabulka 4.15: Rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta, fuzzy dusledky a podkla-
dovou fuzzy pravdépodobnostni mirou

vaci matice bez jakékoli fuzzifikace, diskrétni ndhodné veliciny HZ , i = 1,...,n,
splyvagi s diskrétnimi ndhodnymi velicinams Hy, . .., H, nabyvajicich hodnot h; 1,

ooy him, © = 1,...,n, s pravdépodobnostmi p; = P(S;), j = 1,...,m. Tento
pristup tedy predstavuje rozsirent rozhodovaci matice na pripad fuzzy stavu svéta,

fuzzy dusledku variant a podkladové fuzzy pravdépodobnostni miry.

Ukazme, jak lze ziskat charakteristiky fuzzy ndhodné veliciny HZ, i € {1,...,
hi; o). Pak pro libo-
volnou variantu z;, ¢ € {1,...,n}, alibovolné o € (0, 1) je a-tez fuzzy ocekavané

hodnoty EHZ, = (Eh[:F, ER],) dan nésledovné:

1,00 )

n}. Pro libovolné a € (0,1) oznacme a-fez Hjq = (hf; .

Ehi, =min {Z / s, (W)dP - htol P € Pp,a} , (4.15)
j:]. we

Ehf&U =max {i

J=1

/ /'LSj(w)dP : hgj,a | P e PF,a} . (4.16)
weN

Vypocet fuzzy rozptylu var HZ je komplikovanéjsi. Kvili vzdjemnym zavis-
lostem mezi fuzzy dusledky H; i, ..., H;, a fuzzy ocekavanou hodnotou EH?
je a-tez var Hfa = (var hfﬁ,var hZZg ) fuzzy rozptylu dusledku varianty uréen

nasledovné: Oznacme

Z(hi,la .. hi,m; P) =

=> / Q,ugj(w)dP~ (hi,j = / /ucsk(t)dP-h@k) . (4.17)

k=1 €N
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Poté se krajni hodnoty a-fezu urci

var hZZ(f =min{z(hi1,... him, P) | hij € Hijoa,j=1,...,m,P € Pp,},
(4.18)

var hff{ =max{z(hi1,...him, P) | hij € Hijo,j=1,...,m, P € Pr,}.
(4.19)
V ¢asti 3.2.3 bylo ukazano, ze z matematického hlediska predstavuje Pry fuzzy
pravdépodobnostni miru. Jedna se vSak pouze o rozsiteni pravdépodobnostni
miry Pz na piipad podkladové fuzzy pravdépodobnostni miry, proto interpretacni
problémy popsané v ¢asti 3.2.1 zustavaji zachovany. Navic bylo v ¢dsti 3.2.1 dis-
kutovano, ze neni jasné, co znamena vyrok ,fuzzy stav svéta nastal“. Proto nelze
ifci, ze hodnoty FHZ, i = 1,...,n, dané pomoci (4.15) a (4.16), a var HZ,
i=1,...,n, dané vzorci (4.18) a (4.19), vyjadiuji ocekavané dusledky a rozptyly
dusledku variant. Vérohodnost usporadani variant na zakladé téchto charakteris-

tik je tedy otazkou.

4.4.2. Rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta, fuzzy du-
sledky variant a podkladovou fuzzy pravdépodob-

nostni mirou chapana jako systém bazi fuzzy pravi-
del

V této ¢asti budou informace obsazené ve fuzzy rozhodovaci matici popsany
pomoci systému bazi fuzzy pravidel podobné jako v casti 4.3.2. Uvazujme tedy

dany pravdépodobnostni prostor s fuzzy pravdépodobnostni mirou (2, A, Pr).

5. S, - S
1 | Hiy Hip -+ Hym | EHY wvar HY
Ty | Hyy Hap -+ Hop | EHS wvar HY
T, | Hyy Hno -+ Hum | EHY wvar H?

Tabulka 4.16: Fuzzy rozhodovaci matice chapana jako systém bazi fuzzy pravidel

Nejprve popisme uvazovanou fuzzy rozhodovaci matici danou tabulkou 4.16.

V tabulce znaci x4, ..., x, varianty rozhodovatele a Sy, ..., .S, fuzzy stavy svéta
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tvorici fuzzy rozklad univerza Q. Pro libovolné i € {1,...,n} aj € {1,...,m}
vyjadiuje H; ; fuzzy dusledek varianty z; za daného fuzzy stavu svéta S;. Infor-
mace o fuzzy dusledcich pti vybéru libovolné varianty x;, i € {1,...,n}, mohou

byt vyjadieny pomoci nasledujici baze fuzzy pravidel:

Jestlize stav svéta je Sy, pak dusledek varianty z; je H; ;.

Jestlize stav svéta je S,,, pak dusledek varianty x; je H; .

K ziskani vystupu z této béaze fuzzy pravidel je vhodné pouzit Zobecnény
Sugenuv inferenéni algoritmus dany vzorcem (2.3). Pro libovolné a € (0,1)
a libovolné w € Q oznacme H;jo = (b, 5.0, 7 = 1,...,m, a HY (w) =
(h7E(w), hi¥(w)). Pak se krajni hodnoty a-fezu H?,(w) vystupu z béze fuzzy

pravidel ziskaji

hSL ZMS Jw
hSU ZMS Ja

Jelikoz je na univerzu () uvazovana fuzzy pravdépodobnostni mira Pg, tak
H? : Q — Fy (R) mize byt chdpdna jako fuzzy ndhodnd veli¢ina. Vyjadieme
tedy jeji ocekdvanou hodnotu FH? a rozptyl var H?.

Pro libovolné o € (0,1) se a-tez EH}, = (EhPL, EhY) fuzzy ocekavané

7,000

hodnoty urci

Ehiy = min {/ D s, (W) hijadP | Pe PFQ} , (4.20)
we j=1

Ehfg = max{/ ) g ij(w) . ”adP | P € Ppa} ) (4.21)
we =1

Pro vypocet fuzzy rozptylu nejprve oznacme

S(h@l, e ,h@m,P) =
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:/WEQ (g:mj(w)- i /@Zusk : zdeD)ZdP (4.22)

Pak se pro libovolné a € (0,1) a-fez var H, = (var h{%, var hi'l) ziské

1,00

hfs = min {S(hiJ, . ,hi7m,P) ’ hi,j (- Hi,j,a;j = 17 ... ,m,P - PF,CY}?
(4.23)

var

hfaU = max {S(hiyl, . hi,m; P) ’ hi,j S H@jﬂ,j = 1, oM, P c PF@} .
(4.24)

var

4.4.3. Srovnani obou pristupt

Srovnejme fuzzy ocekdvané hodnoty EHZ i € {1,...,n}, a EH? stejné jako
fuzzy rozptyly var HY a var H?. Na zavér ilustrujme oba pifstupy k fuzzy roz-
hodovaci matici na dvojici prikladu.

Nejprve srovnejme fuzzy ocekavané hodnoty.

Véta 4.1. Necht EH? je fuzzy oéekdvand hodnota fuzzy ndhodné veliciny HY
a EHZ je fuzzy ocekdvand hodnota fuzzy ndhodné veliciny HZ . Pak plati: EH? =
EH?.

(2

Diikaz. Nechf pro libovolné o € (0,1) jsou EH7, = (EhZL ERZY) a EHS, =

7,00

(EnL ERSY) a-tezy fuzzy oéekavanych hodnot. Pro krajni hodnoty a-fezu EH,

1,00

plati:
ERLt = min{/ > s, (w) - hE; P | P e PFa} -
wen j=1
= min Z/ s;(w)dP -h¥;, | P € Ppop = EWZE,
jil WGQ
ErsY = max{/ > s, (w) Y dP | P e PFQ}
we ]:1
= max Z/ s;(W)dP - h{; | P € Ppo p = ER]Y
j:1 LUEQ
Vsechny a-fezy se tedy shoduji. A proto EH® = EH?. O]
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Nyni uréeme vzajemny vztah mezi fuzzy rozptyly dusledku variant.

Véta 4.2. Nechf var HY je fuzzy rozptyl fuzzy ndhodné veliciny H? a var HZ je
fuzzy rozptyl fuzzy ndhodné velicing HZ . Pak plati: var HY < var HZ .

Diikaz. Necht z(hi1,...,him, P) a s(hi1,...him, P) jsou pomocné funkce de-
finované pomoci (4.17) a (4.22). Pro zjednoduseni dukazu ozna¢me pro dana

h'i,j € Hi,j,a7 j = 17 s, M,
Eh; = / Z/JJSJ' (W) - Dy ydP = Z/ ps; (W)dP - hij.
wEQ ]:1 j:l UJGQ

Rozdil funket z(h; 1, ... him, P) as(hiy, ..., him, P) mizeme vyjadfit nasledovneé:

d(h@h .. .hi7m,P) = Z(hi71, Ce hi7m,P) — S(hiJ, .. .,hz"m,P) =

/ P (hi; — Eh;)* — /MEQ (g ps; (w) - hij — Ehi>2dP =
> [

||M§ ||M3

P (h?, —2-hy;- Eh; + ER?) —

m 2 m
—/ Z#sj(w)'hi,j dP+2'/ ZMSj(w)'hi,j'EhidP_
wefd j=1 we j=1
- / ER2dP = Z / s, (w)dP - h? —
weN
—2. Z/ 15, (W)dP - hy ;- Ehy +Z/ s, (wW)dP - Eh? -
j=1 weN

m 2 m
- / ZMSJ- (W) - hij | dP+2- / Zﬂsj (W) - hij - EhydP—
weN j=1 weN j=1
- / Eh2dP = Z / ps, (w)dP - h?; — EhZ—
weN

m 2
— / > ps,(w) - hiy | dP + Eh} =
we j=1
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m m 2
= / 0 Zusj (w) - hij - (Z ps; (W) - hi,]') dp
webd =1 j=1

kde jsme vyuzili vztahu, Ze pro libovolné w € Q plati 77" | ps; (w) = 1.
Integrand je vzdy nezdporny (predstavuje rozptyl diskrétni ndhodné veli¢iny,
kterd nabyvad hodnot h,;, j = 1,...,m, s ,pravdépodobnostmi® us (w), j =
1,...,m). Nule se rovna pouze v piipade, kdy h; ; = h;j pro kazdé j # k takové,
ze nosice fuzzy pravdépodobnosti Prz(S;) a Prpz(Sk) stavu svéta S; a S jsou
podmnozinou intervalu (0, o). Funkce d(h; 1, - .. him, P) je tedy vzdy nezaporna.
Jelikoz d(h; 1, - . . him, P) je pomocna funkce pro vypocet fuzzy rozdilu D; mezi
fuzzy rozptyly var HZ a var HY, tak pro libovolné a € (0, 1) jsou krajni hodnoty

a-fezu D, = (dF,,dV.) fuzzy rozdilu ddny nasledovné:

dﬁa =min{d(hi1, ... Pim, P)|hij € Hijo,j=1,...,m, P € Pr,},

dga =max {d(hi,la .. hi,m; P>|h7,7] c Hi7j706’j = 1, e, P e PF,oc} .

Vhledem k nezapornosti pomocné funkce d(h; 1, ... him, P) obsahuji a-fezy
fuzzy rozdilu D; pouze nezédporné hodnoty. Plati tedy, ze var Hfa > var H?

2,000

a proto var HZ > var H?. ]

Ackoli se fuzzy ocekdvané hodnoty FH? a EH? shoduji, fuzzy rozptyly
var HZ a var HY se obecné ligi. Tato skuteénost miize vyznamné ovlivnit uspoia-
dani variant ve fuzzy rozhodovaci matici. Ilustrujme vyuziti fuzzy rozhodovaci

matice opét na dvojici prikladu.

Priklad 4.10. Uvazujme situaci, kdy vybirame jeden ze dvou projekti, oznacenyjch
1 a Xo, obdobné jako v predchozich prikladech s diskrétni podkladovou pravdépo-
dobnostni mirou. Necht budouci zisk obou projekti opét zdvisi pouze na skutecnosti,
jakd vladni koalice bude sestavena po parlamentdrnich volbdch. Pravdépodobnosti
sestaveni téchto koalic nejsou presné znamy. Mdame k dispozici pouze jejich ex-
pertni odhady pomoci trojuhelnikovijch fuzzy éisel Pr({wr}) = (1/12,1/6,1/3),
kE=1,...,6.

95



Rozlisme tri mozné situace - pravicovd vldda (S1), stredovd vldda (Ss) a le-
vicovd vldda (S3), které jsou vyjddreny pomoci fuzzy mnozZin definovanych na
Q shodné jako v prikladé 4.4. Jak zavisi budouci zisk (v %) ma tom, jaky typ
vlady nastane, je uvedeno v tabulce 4.17. Budouci zisky jsou vyjddreny pomoci
trojuhelnikovych fuzzy cisel uréenych jejich vyznacnymi hodnotami. Funkce pri-
slusnosti fuzzy pravdépodobnosti fuzzy stavi svéta, spocitanygch pomoci (3.13)

a (3.14), jsou vyobrazeny na obrdzku 4.12.

S s Ss
PFZl PFZQ PFZB
21 | (10,15,20)  (=3,0,3) (—12,—4,4)
2o | (10,15,20) (—12,—3,9)  (—4,0,4)

Tabulka 4.17: Budouci fuzzy zisk (v %) projektu v zavislosti na typu vlady

0.9
= 08+
8
=07~
>N
3506+
2
= 0.5+
-y |-
’g 0.4
503+
w 02 |-

0.1+

0.8 0.9 1

Obrazek 4.12: Fuzzy pravdépodobnosti fuzzy stavu svéta

Sestrojme fuzzy ndhodné velicing X7 a X5 predstavugict budouci fuzzy zisky
z projekti x1 a xo. Fuzzy vistupy z baze fuzzy pravidel odvozené z fuzzy rozhodovact
matice, tj. trojuhelnikovd fuzzy éisla X7 (w),. .., X7 (ws) a X3 (wi), ..., X5 (we),
jsou dana tabulkou 4.18.

Urceme nyni fuzzy ocekdvané hodnoty i fuzzy rozptyly vystupt obou projekti.
Funkce prislusnosti fuzzy ocekdvanych hodnot, uréengch pomoci (4.15) a (4.16)
nebo (4.20) a (4.21), a fuzzy rozptyli obou projekti, spocitané pomoci (4.18),
(4.19), (4.23) a (4.24), jsou ukdzdiny na obrdzcich 4.13 a 4.14. Jejich vjznacéné

hodnoty i téziste jsou uvedeny v tabulce 4.19.
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X7 X3

o | (10,15, 20) (10, 15, 20)
wo | (7,4;12;16,6) | (5,6;11,4;17,8)
wg | (=0,4;3;6,4) | (—=7,6;0,6;11,2)

wi | (=3,0,3) (~12,-3,9)
We <_127 _474> <_47074>

Tabulka 4.18: Vystupy ze systému bazi fuzzy pravidel pro uvazované koalice

T

Z _ pxS
—EX{ = EXJ |

Z _ gxS
—EX; = EX7 ||

zisk

Obrazek 4.13: Fuzzy ocekavané hodnoty projektu x; a xs

Budeme-li rozhodovat pouze na zdkladé tézist fuzzy ocekdvanych hodnot, pak
bychom méli zvolit variantu xo. Vezmeme-li v dvahu navic také tézisté fuzzy roz-
ptylu uvazZovanyjch projektu, pak na zdkladé pristupu k fuzzy rozhodovaci matici
wvazugictho vypocty fuzzy pravdépodobnosti nejsme schopni zvolit lepsi variantu,
protoze cog(EXY) < cog(EXY) a zdrover cog(var X{) < cog(var XZ). Budeme-
-li vsak chdpat informace obsaZené ve fuzzy rozhodovaci matici jako systém bdzi
fuzzy pravidel, pak bychom méli zvolit variantu x4, protoze cog(EX?Y) < cog(EX3)

a zdroven cog(var X?) > cog(var X5).

Priiklad 4.11. Porovnejme dvé akcie, X1 a Xa, vzhledem k budoucimu zhod-
noceni jejich cen obdobné jako v predchozich prikladech se spojitou podklado-
vou pravdépodobnostni mirou. UvazZujme opét ndsledujici stavy ekonomiky: ,velky
propad ekonomiky“ (VP), ,propad ekonomiky“ (P), ,stagnace ekonomiky“ (S),
,rust ekonomiky“ (R) a ,velky rust ekonomiky“ (VR). Jejich funkce prislusnosti

97



c
>c|J 0.4

0 30 60 90 120 150 180 210 240
var zisk

Obrazek 4.14: Fuzzy rozptyly projektu x; a o

Charakteristika Vyznacné hodnoty Teziste
EX? = EX? (—5,333;4.000; 13,608) 4,173
EX? = EXS (—6.333;3.750; 15,158) 4,328

var X7 (5,889; 63.000; 212, 250) 85,742
var X2 (2,854: 64.068; 232, 000) 90,029
var X3 (4,126:50.333; 196, 454) 75,605
var X3§ (2,198: 47.033;200,850) 73,767

Tabulka 4.19: Vysledné fuzzy charakteristiky

stdle tvori fuzzy rozklad univerza a jsou zobrazeny na obrazku 4.5. Ddle uvazujme,
Ze fuzzy stavy svéta zdvisi pouze na vijvoji HDP a Ze predpovéd vijvoje ristu/po-
klesu HDP (v %) na pristi rok ukazuje normdlné rozdéleny rist HDP s fuzzy
stredni hodnotou pur = (0, 1,2) a fuzzy smérodatnou odchylkou op = (1,2,3). Ddle
wvaZugme expertné stanovené budouci hodnoty akcii vyjadrené lichobéznikovymi
fuzzy cisly, jejichZ vyznacéné hodnoty jsou dané tabulkou 4.20. Funkce prislusnosti

fuzzy pravdépodobnosti fuzzy stavi sveta jsou vyobrazeny na obrdzku 4.15.

VP P S R VR
Pp(VP) Pp(P) Pr(S) Pp(R) Pp(VR)
o1 | (=50, 37, 31, —27) (—24,-17,-10,5) (-5,-3,3.8) (5.12,17,24) (20,27,34,43)
oo | (—45,-40,-32,-25)  (—22,-20,-11,5) (—5.-3,3,6) (0,12,16,17) (20,26,33,52)

Tabulka 4.20: Rozhodovaci matice obsahujici budouci zhodnoceni cen akeii (v %)

Funkce prislusnosti fuzzy ocekdvanijch hodnot a fuzzy rozptyli jsou na obrdzcich

4.16 a 4.17. Jejich vyznacné hodnoty i tézisté jsou dany tabulkou 4.21. Na zakladé
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vanymi Zadehoviymi pravdépodobnostmi méli zvolit také akcii X1, jelikoz cog(EX1)
cog(EXy) a zdroven cog(var XZ) < cog(var XZ). Budeme-li chdpat informace
obsazené ve fuzzy rozhodovaci matici jako systém bazi fuzzy pravidel, pak nejsme
fuzzy rozptylu bohuzel schopni vybrat lepsi akcii, protoZe cog(EX,) > cog(EX53)

a zdroven cog(var X?) > cog(var X5).

[0}
o 08

Obrazek 4.15: Fuzzy pravdépodobnosti fuzzy stavu svéta

Charakteristika Vyznacné hodnoty Teziste
EX,y (—9,660; 3,604; 9, 468; 22, 700) 6,527

EX, (—9,789;3,013;8,807;22,571) 6,206

var X¥ (4,501;119,931; 261, 842; 819, 560) 327,384
var XZ (0,330;121,699; 272, 581; 818,021) 327,487
var X? (2,786;109,210;239,171;782,786) 309,514
var X5 (0,166; 110, 876; 249, 322; 778, 719) 309,126

Tabulka 4.21: Vysledné fuzzy charakteristiky
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Obrazek 4.16: Fuzzy ocekdvané hodnoty
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Obrazek 4.17: Fuzzy rozptyly
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Zaver

Diserta¢ni prace byla zamérena na problematiku fuzzy pravdépodobnostnich
prostoru a jejich aplikace v rozhodovéani za rizika. Prace byla slozena ze dvou
hlavnich ¢asti, a to teoretické a aplikacni.

V teoretické c¢asti byly nejprve popsany potiebné pojmy a operace z teorie
fuzzy mnozin. Poté nasledovala nejvyznamnéjsi kapitola prace vénovana fuzzy
pravdépodobnostnim prostorum. Znamy ostry pravdépodobnostniho prostor byl
postupné fuzzifikovan, pri cemz vznikaly pripady fuzzy pravdépodobnostnich pro-
storu, které byly déle studovany. Na pravdépodobnostnim prostoru se o-algebrou
fuzzy jevu a ostrou pravdépodobnostni mirou byly studovany ¢tyii mozné zpusoby
vyjadreni pravdépodobnosti fuzzy jevu, a to dle Zadeha [70], Yagera [01], Kle-
menta [25] a Yagera [02]. Bylo zjisténo, ze Zadehovy pravdépodobnosti spliuji
vSechny vlastnosti pravdépodobnostni miry, ale maji problematickou interpretaci.
Interpretace pravdépodobnosti dle Yagera [(1] je bezproblémova, ale obtizné se
s nimi pocita a nesplnuji jednu fuzzifikovanou vlastnost pravdépodobnostni miry,
ktera je od ni o¢ekavana. Posledni dva zptusoby vyjadieni pravdépodobnosti fuzzy
jevlu nemaji pottebné vlastnosti pravdépodobnostni miry a i jejich interpretace
je obtizna.

K tvorbé pravdépodobnostniho prostoru s fuzzy pravdépodobnostni mirou
byla tato fuzzy pravdépodobnostni mira nové definovana. Predstavuje ji fuzzy
mnozina ostrych pravdépodobnostnich mér, ktera je normalni a jejiz a-fezy jsou
konvexni a uzaviené mnoziny pravdépodobnostnich mér. Vypocty fuzzy pravdépo-
dobnosti ostrych jevu byly ilustrovany na piikladech.

Na pravdépodobnostnim prostoru se o-algebrou fuzzy jevu a fuzzy pravde-
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podobnostni mirou byly rozsiteny Zadehovy pravdépodobnosti fuzzy jevu na
pripad fuzzy pravdépodobnostni miry a zkouméany jejich vlastnosti. Bylo dokazéano,
ze splnuji pozadované fuzzifikované vlastnosti pravdépodobnostni miry. Jejich
problematicka interpretace vSak zustala zachovana.

V zaveéru teoretické ¢asti byla popsédna jesté fuzzy ndhodna veli¢ina a obecné
vzorce pro vypocet jeji fuzzy ocekavané hodnoty a jejiho fuzzy rozptylu.

Aplika¢ni ¢ast prace byla zaméfena na vyuziti popsanych fuzzy pravdépodob-
nostnich prostoru v jednom rozhodovacim néstroji pro podporu rozhodovani za
rizika, a to v rozhodovaci matici. Nejprve byla popsana rozhodovaci matice, v niz
bylo vsSe ostré. Poté byly v rozhodovaci matici uvazovany expertné zadané fuzzy
pravdépodobnosti fuzzy stavu svéta, kdy se ocekavana hodnota dusledku vari-
ant pocitd pomoci fuzzy vazeného prumeéru. Rozptyl se pocita na zakladé prin-
cipu rozsiteni, ale vzorec musi brat v potaz vzajemné interakce mezi dusledky
konkrétni varianty a jejich ocekdvanou hodnotou. Nésledné byly fuzzifikovany
stavy svéta.

Byly popsany dva mozné pristupy k feSeni rozhodovaci matice s fuzzy stavy
sveta. Prvni ptistup spocival ve vypoctech pravdépodobnosti fuzzy jevu na zakladé
uvazované podkladové pravdépodobnostni miry. Byly uvazovany pravdépodob-
nosti fuzzy jevu dle Zadeha [70] a Yagera [01], ale pouziti ani jednéch z nich
neni bezproblémové. Druhy piistup k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta také
uvazoval danou podkladovou pravdépodobnostni miru. Informace obsazené v roz-
hodovaci matici vSak chapal jako systém bazi fuzzy pravidel.

Na zavér byla uvazovana rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta, fuzzy du-
sledky variant a podkladovou fuzzy pravdépodobnostni mirou, tj. fuzzy roz-
hodovaci matice. Byly popsany dva mozné piistupy k jejimu teSeni. Prvnim
pristup byl zalozen na vypoctu Zadehovych pravdépodobnosti fuzzy stavi svéta
rozsitenych na ptipad fuzzy pravdépodobnostni miry. Druhy ptistup opét chépal
informace obsazené ve fuzzy rozhodovaci matici jako systém bazi fuzzy pravidel,
jejichz vystupy predstavuji fuzzy ndhodné veliciny. Oba piistupy k fuzzy rozho-

dovaci matici byly vzajemné porovnany. Bylo dokazano, ze ocekavané hodnoty
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fuzzy nahodnych veli¢in ziskané pomoci obou pristupu se shoduji, zatimco roz-
ptyl vystupu z baze fuzzy pravidel je vzdy mensi nebo roven rozptylu dusledku
dané varianty pocitanému pomoci Zadehovvych pravdépodobnosti fuzzy stavu
svéta rozsitenych na piipad fuzzy pravdépodobnostni miry. Proto volba piistupu
k fuzzy rozhodovaci matici muze ovlivnit usporadani variant, coz bylo ilustrovano

na piikladech.
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Abstrakt

V ekonomické praxi je nahodny jev mnohdy vagné vymezen jako napft. vysoka
mira inflace. Takové neurcité jevy je vhodné modelovat pomoci fuzzy mnozin. Nej-
prve je tedy predlozena disertacni prace zaméiena na rozsiteni pravdépodobnost-
niho prostoru na pripad fuzzy jevu. Zejména je studovana problematika vyjadieni
pravdépodobnosti fuzzy jevu, kde jsou nejprve zkouméany piipady vyuzivajici os-
trou pravdépodobnostni miru. V této kategorii je porovnana nejzname;jsi pravdé-
podobnostni mira, kterd vyjadiuje pravdépodobnost fuzzy jevu pomoci redlného
¢isla, s tzv. fuzzy pravdépodobnostmi - fuzzy mnozinami, jejichz funkce prislus-
nosti je néjakym zpusobem odvozena z pravdépodobnosti a-fezu fuzzy jevu.
Nasleduje definice fuzzy pravdépodobnostni miry. Pravdépodobnosti fuzzy jevu
jsou poté rozsiteny na piipad fuzzy pravdépodobnostni miry a jsou zanalyzovany
jejich vlastnosti. V ramci aplikaci téchto pravdépodobnosti v teorii rozhodovéani
za rizika je prace zaméfena na aparat rozhodovaci matice. Jeji prvky vyjadiuji
dusledky danych variant za danych stavu svéta. Varianty jsou poté porovnavany
na zékladé jejich ocekavanych hodnot a rozptylia. Nasledné jsou uvazovany fuzzy
stavy svéta a popsany mozné pristupy k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta.
Mezi nimi je popsan také pohled na rozhodovaci matici, kdy jsou informace v ni
obsazené chapany jako systém bézi fuzzy pravidel, a ne jako bézné uvazovany
systém diskrétnich nahodnych velic¢in. Na zavér jsou uvedeny a vzajemné srovnany
mozné pristupy k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta, fuzzy dusledky variant

a podkladovou fuzzy pravdépodobnostni mirou. Vse je ilustrovano na nézornych
prikladech.

Klicova slova: Fuzzy jevy, fuzzy pravdépodobnostni mira, fuzzy pravdépodob-
nostni prostor, fuzzy rozhodovaci matice, pravdépodobnosti fuzzy jevi.



Abstract in English

In economical practice, a random event is often vaguely defined. like e.g.
a high inflation rate. It is appropriate to model such indeterminate events by
means of tools of fuzzy sets theory. First, the dissertation thesis is focused on
the extension of the probability space to the case of fuzzy events. Particularly,
it is studied a problem how probabilities of fuzzy events can be expressed where
approaches using the crisp probability measure are examined at first. In this ca-
tegory, the most used probability measure, which expresses probability of a fuzzy
event by a real number, is compared with so-called fuzzy probabilities, whose
membership functions are somehow derived from probabilities of a-cuts of fuzzy
events. Then, the fuzzy probability measure is defined. After that, the probabi-
lities of fuzzy events are extended to the case of the fuzzy probability measure
and their properties are analysed. Within applications of these probabilities in
the models of decision making under risk, the thesis is focused on the apparatus
of a decision matrix. Its elements express results of particular alternatives under
particular states of the world. Then, the alternatives are compared based on their
expected values and their variances. After that, the states of the world represen-
ting fuzzy events are fuzzified and possible approaches to the decision matrix with
fuzzy states of the world are described. Among them, it is also described a view
of the decision matrix which understood information contained in it as a fuzzy
rule-based system and not as a commonly considered system of discrete random
variables. At the end, two possible approaches to the decision matrix with fuzzy
states of the world, fuzzy results of alternatives, and underlying fuzzy probability
measure are described and compared. Everything is illustrated in examples.

Key words: Fuzzy events, fuzzy probability measure, fuzzy probability space,
fuzzy decision matrix, probabilities of fuzzy events.



1. Uvod

Obsahem predkladané disertacni prace jsou fuzzy pravdépodobnostni prostory
a jejich aplikace v rozhodovani za rizika. Prace je tedy slozena ze dvou hlavnich
casti, a to teoretické a aplikacni.

V teoretické ¢asti jsou nejprve popsany potiebné zakladni pojmy z teorie
fuzzy mnozin. Poté je zndmy ostry pravdépodobnostni prostor postupné fuzzifi-
kovéan, pti ¢emz vznikaji ptipady fuzzy pravdépodobnostniho prostoru, které jsou
dale studovany. Na téchto pravdépodobnostnich prostorech jsou zkoumany mozné
zpusoby vyjadieni pravdépodobnosti neurcité popsanych, tj. fuzzy, jevi. Je ana-
lyzovano, zda zachovavaji pozadované vlastnosti pravdépodobnostni miry, a stu-
dovana vhodnost jejich interpretace. V zavéru teoretické c¢asti je jesté popsana
fuzzy nahodna velic¢ina.

Aplika¢ni ¢ast prace je zamérena na vyuziti popsanych fuzzy pravdépodob-
nostnich prostoru v rozhodovacim néstroji za rizika zvaném rozhodovaci ma-
tice. Rozhodovaci matice popisuje, jak dusledky srovnavanych variant zavisi na
skutecnosti, ktery z moznych stavu svéta nastane. Nejprve je popsana rozhodo-
vaci matice, v niz je vSe ostré. Nasledné jsou zfuzzifikovany stavy svéta a stu-
dovany mozné piistupy k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta. Nakonec je
v aplika¢ni casti prace uvazovana tzv. fuzzy rozhodovaci matice, tj. rozhodo-
vaci matice s fuzzy stavy svéta, fuzzy dusledky variant a podkladovou fuzzy
pravdépodobnostni mirou. Jsou popsany a vzajemné srovnany dva mozné piistu-
py k jejimu feseni, které mohou vést k odlisnému usporadani srovnavanych vari-

ant.

2. Soucasny stav poznani

V préci je uvazovan pravdépodobnostni prostor zavedeny Kolmogorovem [3()]
v roce 1933. Tvoii jej mnozina vSech elementarnich jevii, mnozina uvazovanych
nahodnych jevu a pravdépodobnostni mira. Pravdépodobnostni mira je zakladem

teorie pravdépodobnosti, kterou se zabyva mnoho publikaci, napt. [11, 17, 19, 24,



).

Teorie fuzzy mnozin, za jejiz pomoci bude v pravdépodobnostnim prostoru
modelovéna neurcitost, byla predstavena Zadehem [51] v roce 1965. Umoznuje
matematicky modelovat vagné popsané pojmy.

V praktickych aplikacich mohou byt vagné popsané také nahodné jevy. Jejich
matematickym vyjadfenim pomoci fuzzy mnozin se zabyval Zadeh [55]. Mnozina
nahodnych jevi byla zobecnéna na pripad fuzzy nahodnych jevi a jeji vlastnosti
dokdzali Negoita a Ralescu [35].

Nejstarsi a nejcastéji pouzivana pravdépodobnostni mira pro fuzzy nahodné
jevy byla predstavena Zadehem [55]. Tato mira je pouzita napi. v [34, 51, 52]
a vyjadiuje pravdépodobnost fuzzy nahodného jevu jako realné cislo.

Yager [13] vSak piSe, Ze intuitivné se jevi byti pfirozené, aby pravdépodobnost
fuzzy nahodného jevu byla také fuzzy. V literatute lze tedy najit také pristupy,
kdy pravdépodobnosti fuzzy nahodného jevu je fuzzy ¢islo nebo obecné jen fuzzy
mnozina. Tyto piistupy lze rozdélit na prace zamérené teoreticky, jako napf.
(26, 33, 32, 10, 38, 39, 12], a prace zaméfené na praktické aplikace jako [13, 21,

| 44, 48, 49].

V praxi se setkavame i s problémy, kdy nemame dostatek informaci o pravdeé-
podobnostni mife na uvazovaném univerzu. V takovych piipadech muze byt
pravdépodobnostni mira modelovana také za pomoci aparatu teorie fuzzy mnozin
(viz [12, 31, 36, 44]).

V literatufte jiz bylo definovano také nékolik fuzzy pravdépodobnostnich pro-
storu, které uvazuji nékterou ze zminénych pravdépodobnostnich mér, anebo spise
rozebiraji jejich vlastnosti. Je to studovano napt. v [13, 26, 38, 42, 444716, 53].
Avsak prace zamérené na praktické aplikace jsou zejména [13, 11, 53].

Fuzzy pravdépodobnostni prostory, resp. fuzzy pravdépodobnostni rozdéleni,
lze vyuzit také ve statistice k Teseni tloh, pfi nichz vSechny informace nejsou
znamy zcela presné, napt. jestlize nam pfi experimentu néjaké pozorovani zcela
chybi, anebo nezname jeho pfesnou hodnotu. Statickymi metodami pro fuzzy

data a odhadem fuzzy paramatru rozdéleni pravdépodobnosti z fuzzy dat se



zabyva Viertl [10]. Rozsifenim znamych rozdéleni pravdépodobnosti na piipad
jejich neurcité popsanych parametru studoval Buckley [14, 15].

Jinou oblasti, v niz fuzzy pravdépodobnostni prostory mohou nalézt uplatnéni,
je teorie rozhodovani za rizika. Zde se vyuzivaji rozhodovaci matice, které mohou
byt uzite¢nym nastrojem pro podporu rozhodovani také ve vagné definovaném,
tj. fuzzy, prostiedi. Rozhodovaci matice, kterym se vénuji napf. v [20, 23, 37, 50],
modeluji situace, ve kterych dusledky moznych variant rozhodnuti zavisi na sta-
vech svéta, jez mohou nastat. Rozhodovacimi maticemi s fuzzy prvky se zabyvaji
napf. v [44]. Vyuziti ruznych agregacnich operatoru v rozhodovaci matici s pod-
kladovou fuzzy pravdépodobnostni mirou a ptislusnymi fuzzy pravdépodobnostmi
stavu svéta je rozebrano v [11].

V [11] je uvazovana rozhodovaci matice, ve které jsou stavy svéta vyjadreny
pomoci fuzzy mnozin na univerzu, na némz je dano rozdélenim pravdépodobnosti.
Autori navrhli v tomto pripadé postupovat shodné jako v ptipadé presné po-
psanych stavu svéta, tj. urcili pravdépodobnosti fuzzy stavu svéta pomoci vzorce
navrzeného Zadehem v [55]. V rdmci tohoto piistupu jsou dusledky variant chapény
jako diskrétni nahodné veliciny nabyvajici fuzzy hodnot s pravdépodobnostmi

uvazovanych fuzzy stavu svéta.

3. Cile disertacni prace
Cile disertacni préace jsou:

1. Popsat mozné zpusoby fuzzifikace ostrého pravdépodobnostniho prostoru

na pripad fuzzy jevu a fuzzy pravdépodobnostni miry.

2. Prozkoumat ruzné zpusoby vyjadreni pravdépodobnosti fuzzy jevu na zakla-

dé ostré pravdépodobnostni miry a vzajemné srovnat jejich vlastnosti.

3. Navrhnout mozné vyjadreni pravdépodobnosti fuzzy jevu na zakladé fuzzy

pravdépodobnostni miry a prozkoumat jeho vlastnosti.

4. Ukézat mozné aplikace fuzzy pravdépodobnostnich prostort pti rozhodovani
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za rizika. Zaméfit se na jejich vyuziti v nastroji rozhodovaci matice v nékolika
urovnich jeji fuzzifikace a popsat mozné pristupy k jejimu feseni. Popsané

pristupy vzajemné srovnat a ilustrovat na ptikladech.

4. Teoreticka vychodiska prace

Disertacni prace je zalozena na fuzzifikaci pravdépodobnostniho prostoru,
zkoumani vlastnosti pravdépodobnosti fuzzy jevi a jejich uplatnéni ve fuzzifi-
kované rozhodovaci matici.

Nejprve pripomenme pravdépodobnostni prostor a dalsi vlastnosti pravdépo-
dobnostni miry. Kolmogorov [30] zavedl pravdépodobnostni prostor jako uspots-
danou trojici (2,4, P), kde Q zna¢i neprazdnou mnozinu vsech elementédrnich
jevu, tzv. univerzum, A predstavuje o-algebru nahodnych jevi, tj. mnozinu vsech
podmnozin Q, a P : A — (0,1) je pravdépodobnostni mira, kterd prifazuje

kazdému ndhodnému jevu A € A jeho pravdépodobnost P(A) € (0, 1) splaujici:
1. P(A) >0 pro kazdé A € A;
2. P(Q) =1;

3. pro kazdou posloupnost mnozin Ay, A, ... € A takovou, ze A;NA; = ) pro
kazdé 7,5 € N, i # j, plati:

P (U AZ-) = ZP(A,-). (1)

Kazda pravdépodobnostni mira P ma také néasledujici dalsi vlastnosti, které

hraji dulezitou roli v praktickych aplikacich:
1. P(0) =0,
2. pro kazdé A,B € A, AC B: P(A) < P(B);
3. pro kazdé A,B € A: P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B);

4. pro kazdé A € A: P(A°) =1 — P(A);
9



5. pro kazdé Ay, ..., A, € Atakové, ze A;NA; = 0 prokazdéi,j € {1,...,n},
i#j,alJ A =Qplati: > | P(A4;) = 1.

Nyni popisme zékladni pojmy z teorie fuzzy mnozin. Fuzzy mnozina A na
neprazdném univerzu ) je urcena svou funkei piislusnosti pg : Q@ — (0,1).
Mnozina vsech fuzzy mnozin na 2 bude znacena F(€2). Jddrem a nosicem fuzzy
mnoziny A, oznacenym Ker A a Supp A, nazveme Ker A = {w € Q | pa(w) = 1}
a SuppA = {w € Q| pa(w) > 0}. Pro libovolné a € (0,1) predstavuje A, =
{w € Q| pa(w) > a} a-tez fuzzy mnoziny A, pricemz je uvazovano, ze Ay = 2
a A = Ker A.

Mnozina vsech a-feztt {Aq}ac(o,qy libovolné fuzzy mnoziny A € F(2) ma

nasledujici vlastnosti:
Ay € Ag pro viechna 0 < < a <1,

Ay, = ﬂ Ap pro vSechna 0 < o < 1,
0<B8<a

Supp A = U A,

a€e(0,1)

Fuzzy mnozina muze byt také zavedena pomoci systému svych a-fezt { Aa }ac(o,1),
ktery spliiuje pravé uvedené vlastnosti.

Kazdd mnozina A € A je specidlnim piipadem fuzzy mnoziny, jejiz funkce
prislusnosti ps se v takovém pripadé schoduje s charakteristickou funkei x4
mnoziny A. Pro mnozinu A € A plati, ze SuppA = A a A, = A pro kazdé
a € (0,1).

Rekneme, ze fuzzy mnozina A € F(Q) je podmnozinou fuzzy mnoziny B €
F(Q), znacime A C B, pokud ps(w) < pp(w) pro kazdé w € Q.

Prunik a sjednoceni dvou fuzzy mnozin A, B € F(2) definujme jako fuzzy
mnoziny ANB € F(Q2) a AUB € F(Q). Jejich funkce prislusnosti jsou pro kazdé
w € Q dany panp(w) = min{pa(w), pp(w)} a paup(w) = max{pa(w), up(w)}.

Doplnék fuzzy mnoziny A € F(2) predstavuje fuzzy mnozina A° € F(2),

jejiz funkce piislusnosti je pro libovolné w € 2 dana pac(w) =1 — pa(w).

10



Fuzzy rozklad neprazdné mnoziny {2 je tvoren koneé¢nym poctem fuzzy mnozin
Ay, .. Ay € F(Q), které pro kazdé w € Q spliuji > " | pia, (w) = 1.

Fuzzy ¢islem nazveme fuzzy mnozinu A € F(R), jejiz jadro je neprazdné, jejiz
a-Tezy jsou uzaviené intervaly pro vsechna a € (0,1) a jejiz nosi¢ je omezeny.
Mnozina vsech fuzzy ¢isel na redlné piimce bude znacena Fy (R). Mnozina vSech
fuzzy cisel, jejichz nosi¢ je podmnozinou intervalu (a, b), bude znac¢ena Fy ({a, b)).

Popisme také rozhodovaci matici, kterd je zakladem aplika¢ni ¢ast préce.
Rozhodovaci matice prezentuje, jak zdvisi dusledky srovnavanych variant na
moznych stavech svéta, a je obvykle ddana tabulkou 1. Varianty, mezi nimiz roz-
hodovatel vybira, jsou oznaceny zi,...,Z,. Si,...,Sn, kde S; € A pro j =
1,...,m, zastupuji vzdjemné disjunktni stavy svéta (tj. S; N Sy = 0 pro jakdkoli
gk e {l,...,m}, j # k). p1,...,pm predstavuji pravdépodobnosti stavu véta
Sty .oy Sm, tj. pj = P(S;). Pro jakékolii € {1,...,n} aj e {1,...,m} vyjadiuje

h; ; dusledek dané varianty z; za daného stavu svéta S;.

St S o Om EH;, warH,
P1 P2 -+ Pm
I hl,l h172 s hl,m EH1 var H1
) hQ’l h272 cee h27m EH2 var H2
Ty | bp1 hpno -+ hpm | EH, varH,

Tabulka 1: Rozhodovaci matice

Dusledek dané varianty x; za danych stavu svéta Sj, j = 1,...,m, pfedstavuje
diskrétni ndhodnou veli¢inu H; : {S1,...,S,} — R, kterd nabyva hodnot h; ; =
H;(S;) s pravdépodobnostmi p;, j =1,...,m.

Varianty se obvykle uspotadavaji na zékladé jejich ocekdvangch dusledku EH;,

1=1,...,n, a rozptyli jejich dusledki var H;, i = 1,...,n, poc¢itanych

FH; = ij RCRE
j=1

var Hz = Zp] . (h@j — EH,)Q
j=1

11



Nejlepsi varianta je nasledné vybrana na zakladé néjakého rozhodovaciho pra-

vidla.

5. Popis vlastniho reseni a ptuvodni vysledky

5.1. Fuzzy pravdépodobnostni prostory

V této ¢asti jsou popsany tii pripady fuzzy pravdépodobnostniho prostoru,
a to pravdépodobnostni prostor se g-algebrou fuzzy jevu, pravdépodobnostni pro-
stor s fuzzy pravdépodobnostni mirou a pravdépodobnostni prostor se o-algebrou
fuzzy jevu a fuzzy pravdépodobnostni mirou, tzv. fuzzy pravdépodobnostni pro-
stor. Jsou zde uvedeny také mozné zpusoby vyjadieni pravdépodobnosti fuzzy
jevi, které byly v disertacni préci zkoumany. Cést popsanych vysledki byla pu-

blikovéna v [3, &].

5.1.1. Pravdépodobnostni prostor se o-algebrou fuzzy jeva

Nejprve zavedeme pojem fuzzy jev dle [55] a také o-algebru fuzzy jevu, kterou
dle [35] tvori v8echny fuzzy jevy na . Poté popiseme fuzzy pravdépodobnostni

prostory se g-algebrou fuzzy jevu.

Definice 5.1. Fuzzy jevem nazveme fuzzy mnozinu A € F(Q), jejiz funkce

prislusnosti je A-méritelnd, tj. A, € A pro kazdé o € (0,1).

Definice 5.2. o-algebra Ay fuzzy jevu predstavuje neprdazdnou tridu fuzzy mnozin,

pro které plati:
1. pro kazdé Ay, As ... € Ap: U2, Ai € Ap,
2. pro kazdé A € Ap: A° € Ap,
3. Qe Ap.

Nyni se dostavame k pravdépodobnostnimu prostoru se o-algebrou fuzzy

jevii. Nasim cilem je zkonstruovat uspotddanou trojici (Q, Ap, Py, ), kde Q je

12



neprazdnd mnozina elementarnich jevi, Ap znaci o-algebru fuzzy jevi a Py,
predstavuje rozsiteni pravdépodobnostni miry P na piipad fuzzy jevu.
Pravdépodobnostni miru P lze na piipad fuzzy jevu rozsitit ruznymi zpusoby.
Déle nejprve popiSeme zpusob, kdy je pravdépodobnost néjakého fuzzy jevu
vyjadrena redlnym cislem. Nasledné uvedeme tti zptusoby vypoctu pravdépodob-
nosti fuzzy jevu vyjadienych pomoci fuzzy mnozin.
Zpusoby vyjadieni pravdépodobnosti fuzzy jevu byly zkoumany z nasledujicich

dvou hledisek:
1. Matematické vlastnosti pravdépodobnostni miry P popsané v Teoretickych
vychodiscich prace by mély byt néjakym zpusobem zachovany i v pripadé

fuzzy jevu.

2. Interpretace pravdépodobnosti ostrého jevu by méla néjakym zpusobem

zustat zachovéana i v pripadé fuzzy jevu.

Zadeh [55] definoval pravdépodobnost Pz (A) fuzzy jevu A € Ap jako ocekava-

nou hodnotu jeho funkce ptislusnosti pa, tj. pomoci Lebesgueova-Stieltjesova

integralu
PAA) = E(ua) = [ pa(w)aP 2)
weN
Ze vzorce (2) je ziejmé, ze Py : Ap — (0,1). Navic v [35] je ukdzéno, ze

P splnuje také potiebné axiomy pravdépodobnostni miry, tj. Pz(2) = 1 a pro
kazdé Ay, As, ... € Ap takové, ze A; N A; = 0 pro kazdé i,j € N, i # j, plati:
Py (Ui, 4i) = Do, Pz(A;). Zavedme tedy pifslusny pravdépodobnostni pro-

stor.

Definice 5.3. Necht Q0 znaci neprdzdnou mnoZinu elementdrnich jevi a Ap
predstavuje o-algebru fuzzy jevi. Pak usporddanou trojici (S, Ap, Pz), kde Py
je ddna vzorcem (2), nazveme fuzzy pravdépodobnostnim prostorem se Zadeho-

vou pravdépodobnostni mirou.

Pravdépodobnostni mira P, splinuje také dalsi vlastnosti pravdépodobnostni

miry, jak tvrdi néasledujici véta.
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Véta 5.1. Pro pravdépodobnostni miru Py plati:
1. Py(0) = 0;
2. pokud A, B € Ar, A C B, pak Pz(A) < Pz(B);
3. pro kazdé A,B € Ap: P;(AUB) = P4(A) 4+ Pz(B) — P;(AN B);
4. pro kazdé A € Ap : Pz(A°) =1 — Pz (A);

5. pokud Ay, ..., A, € Ap toori fuzzy rozklad Q, tj. > | pa,(w) =1 pro kazdé
w € Q, pak

Muzeme tedy vidét, ze z matematického hlediska predstavuje zobrazeni Py
dané pomoci vzorce (2) korektni rozsiteni pravdépodobnostni miry P. Toto je
pravdépodobné duvod, proc se jedna o v odborné literatute nejrozsirenéjsi zpusob
vyjadreni pravdépodobnosti fuzzy jevi. Vyvstava vsak otézka, zda pro fuzzy jev
A € Ap, ktery nenf ostry, hodnota Pz(A) predstavuje jeho pravdépodobnost tak,
jak je bézné chapéna. Tento problém bude nyni rozebran podrobnéji

Uvazujme vagné popsany jev ,drokova mira bude nizkd“ matematicky po-
psany fuzzy mnozinou A. Pokud Pz(A) = 0,5, pak muzeme v budoucnu ocekavat
urokovou miru ¢ % p.a. takovou, ze pua(i) = 0,5, tj. ocekavany stupen, v jakém
1 odpovidéd termu ,mala®, je roven 0, 5. Jednd se tedy o odlisny vyznam, nez ma
bézné interpretace pravdépodobnosti ostrého jevu, tj. mira Sance, s niz uvazovany
jev nastane v budoucnosti. Vubec se totiz takové sance netyka. Pokud ve skutec-
nosti v budoucnu nastane drokova mira i* % p.a. takovd, ze pua(i*) € (0,1),
nebudeme schopni dokonce ani jednoznacné rozhodnout, zda jev A nastal nebo
nenastal, tedy zda trokova mira ¢ je nebo neni ,mala®“. Jedinym ptipadem, kdy
by hodnota Pz(A) mohla mit stejny vyznam jako pravdépodobnost ostrého jevu,
je ten, kdy stupen piislusnosti pa(u) je interpretovén jako pravdépodobnost, ze
prvek u nélezi jevu A. Takovou interpretaci stupnu prislusnosti uvazovala Hisdal
[22].
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Dalsi problém ptedstavuje skutecnost, ze hodnota Pz(A) ndm nedavé zadnou
informaci o fuzziness (tj. neurcitosti) fuzzy jevu A € Ap. To je hlavni duvod, pro¢
Yager [18] a také Talasova a Pavlacka [11] ptisli s myslenkou, ze pravdépodobnost
fuzzy jevu by méla byt také fuzzy, coz bude analyzovano dale.

Zaméime se tedy na tfi odlisné zpusoby vyjadieni pravdépodobnosti fuzzy
jevu na zakladé ostré pravdépodobnostni miry P, a to pomoci fuzzy mnoziny na
intervalu (0, 1) nazyvané fuzzy pravdépodobnost.

Yager [18] zavedl pravdépodobnosti fuzzy jevu pomoci zobrazeni Py : Ap —
F({0,1)) definovaného nésledovné: Pro libovolny fuzzy jev A € Ar je pro vsechna
p € (0,1) funkce piislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py (A) dana

) = { RO |7 = P ok o[ p= PN A0

Jelikoz A, € A pro jakékoli a € (0, 1), jsme schopni uré¢it vsechny pravdépodob-
nosti P(A,).

Posud'me nyni vhodnost tohoto ptistupu. Nejprve se zaméfme na interpretaci
fuzzy pravdépodobnosti Py (A) fuzzy jevu A € Ap. Ze vzorce (3) muzeme dle
Yagera [19] vidét, ze stupen prislusnosti pravdépodobnosti p € (0,1) k fuzzy
pravdépodobnosti Py (A) je vétsi nez 0, pokud p vyjadiuje pravdépodobnost
splnéni podminky dané fuzzy jevem A alespon ve stupni a. Existuje zde tedy
jasnd pravdépodobnostni interpretace fuzzy pravdépodobnosti Py (A), kterd od-
povida béznému vyznamu pravdépodobnosti.

Prozkoumejme nyni, zda jsou vlastnosti pravdépodobnostni miry zachovany
pro Py. Pro libovolny ostry jev A € A plyne piimo ze vzorce (3), ze fuzzy
pravdépodobnost Py (A) ,splyva“ s hodnotou P(A), tj. up,(a)(p) = 1 pro p =
P(A) a pp,a)(p) = 0 pro libovolné p # P(A). Funkce piislusnosti fuzzy pravdé-
podobnosti Py (€2) je proto dana nasledovné: jip,(o)(1) = 1 a pp, )(p) = 0 pro
libovolné p € (0, 1).

Vlastnost pravdépodobnostni miry dana vzorcem (1) muze byt pro Py pozo-

rovana tak, jak uvadi nasledujici véta.
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Véta 5.2. Necht Ay, Aa,... € Ap jsou vzdjemné disjunktni, tj. A; N A; = 0
pro libovolné i,j7 € N, 1 # j. Pak funkce prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti
Py (U2, A;) muze byt ziskdna z funkct prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py (A;),

1=1,2,..., ndsledujicim zpusobem:

HPy (U, Ai)(p) =

max{a | b= zzlph pbi = max {q ’ :uPy(A,)(Q) Z Oé} ) L= 1727 s } )
= pokud nejméne jedno takové a existuge,
0, ginak.

Funkce piislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py () je ddna analogicky jako
funkce pifslusnosti pp, (), tj. plati: up,9)(0) = 1 a pp, @) (p) = 0 pro libovolné
p € (0,1).

Nyni uvazujme, ze jsou dany fuzzy jevy A, B € Ap takové, ze A C B, tj.
A, C B, pro vsechna « € (0,1). Provéime vzajemné vztahy mezi jejich fuzzy
pravdépodobnostmi Py (A) a Py(B). Yager [18] poukédzal na to, Ze obecné mo-
hou mit fuzzy pravdépodobnosti Py (A) a Py (B) zcela odlisné nosice. Nalezi-li
p do nosicit obou fuzzy pravdépodobnosti, pak pip, (4)(p) < ppy(5)(p). Je viak
otazkou, zda je tento vztah néjakou fuzzifikaci vlastnosti 2 z dalsich vlastnosti
pravdépodobnostni miry. Proto bylo v [3] zkouméno uspotddani fuzzy pravdépo-
dobnosti. Bylo ukézano, ze pro vsechna « € (0,1) plati: min{p | p € Py(A)s} <
min{p | p € Py(B).} amax{p | p € Py(A)s} < max{p | p € Py(B),}. Tyto
nerovnosti plynou ze skutecnosti, ze P(A,) < P(B,) pro vsechna o € (0,1).
Muzeme tedy tici, ze Py (A) je mensi nebo rovno Py (B).

Vlastnosti pravdépodobnostni miry (3) a (4) z dalsich vlastnosti pravdépo-

dobnostni miry mohou byt pro Py pozorovany nésledovneé.

Véta 5.3. Necht A,B € Ap. Pak pro libovolné p € (0,1) maize byt funkce
prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py (AU B) ziskdna z funkct prislusnosti fuzzy

pravdépodobnosti Py (A), Py(B) a Py(AN B) takto:

Py (AUB) (P) =
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max {a | p=pa+p5 — Panp, pa = max Py(A)a, pp = max Py (B),,
= panp = max Py (AN B)a}, pokud alespori jedno takové o existuje,
0, Jinak.

Véta 5.4. Necht A € Ap a necht A° predstavuje doplnek fuzzy mnoZiny A.
Funkce prislusnosti fuzzy pravdépodobnosti Py (A€) mize bijt z funkce prislusnosti

fuzzy pravdépodobnosti Py (A) pro libovolné p € (0,1) ziskdna

max {a |1 —p=sup{q | pp,(1)(q) > 1 —a}},
py (ac)(p) = pokud alesponi jedno takové o existuge,
0, jinak.

Muzeme tedy shrnout, ze zobrazeni Py : Ap — F({0,1)) dané vzorcem (3)
néjakym zpusobem zachovava témeér vSechny vlastnosti pravdépodobnostni miry
uvazované v Teoretickych vychodiscich prace. Nezachova se pouze posledni vlast-
nost, tj. soucet Yagerovych pravdépodobnosti fuzzy jevu tvoticich fuzzy rozklad
univerza se nerovna jedné. Pozorovani téchto vlastnosti vsak neni zcela primocaré,
tzn. nemuzeme napi. pouzit pouze princip rozsiteni pro séitani a odcitani fuzzy
pravdépodobnosti. Ani Yager nezkoumal tyto fuzzy pravdépodobnosti z hlediska
jejich praktického vyuziti. Obecné lze Tici, ze se s témito fuzzy pravdépodobnostmi
velice obtizné pracuje.

Klement [28] predstavil zobrazeni Py : Ar — F((0, 1)) definované nésledovné
(pro zjednoduseni zapisu je zde uvedena ekvivalentni verze Klementovy definice
prezentovand Yagerem [19]): Pro libovolny fuzzy jev A € Ap je funkce piislusnosti

fuzzy pravdépodobnosti Pk (A) pro libovolné p € (0,1) déna
tp(a)(p) = sup{a | P(Aq) = p}. (4)

Pro libovolné A € Ay je tedy funkce piislusnosti pp, 4y nerostouci a zleva spojita
na intervalu (0, 1). Jako hlavni vyhodu tohoto piistupu oproti Py Klement [2]
povazoval monotonii Py vzhledem k inkluzi fuzzy mnozin, tj. pokud A, B € Ap,
A C B, pak Px(A) C Pg(B). Tato vlastnost vsak nemuze byt chdpéna jako
zobecnéni vlastnosti 2 z dalsich vlastnosti pravdépodobnostni miry.

Na zékladé (4) Yager [19] interpretoval jup,(a)(p) jako stupen pravdivosti tvi-

zeni ,pravdépodobnost jevu A je rovna nejméné p“. Je-li vSak jev A neostry,
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nenf zcela ziejmé co znamend tvrzeni ,pravdépodobnost jevu A“. Uvedme tedy
vystiznéjsi interpretaci Px(A). Ze vzorce (4) plyne, ze, pokud pp.(a)(p) = o,
pak ,pravdépodobnost alespon « stupné splnéni podminky dané pomoci A je
rovna alespon p“. Tato interpretace je platna také pro @ = 0, coz je vyznamny
rozdil oprati interpretaci pp, (4)(p). Nicméné mizZeme pozorovat, ze zobrazeni Py
nepredstavuje rozsiteni pravdépodobnostni miry P, protoze poskytuje jiny druh
informace.

Yager [19] vysel z Klementovy definice fuzzy pravdépodobnosti fuzzy jevu P,
a predstavil zobrazeni P : Ay — F((0,1)). Postupoval nasledovné:

Necht A¢ predstavuje doplnék fuzzy jevu A € Ap. Necht AS oznacuje a-fez
fuzzy jevu Ac. Funkce piislusnosti k P (A€) je ddna pro vsechna p € (0, 1) pomoci

1Py a9y (p) = sup {a | P(Ag) > p}.

Podle Yagera [19] vyjadiuje fip, (ac)(p) stupen pravdivosti tvrzeni ,pravdépodob-
nost, ze nenastane jev A, je rovna alespon p*. Pfesnéji feceno, pokud fip, (a¢)(p) =
«, pak pravdépodobnost toho, ze ,stupen splnéni podminky dané pomoci A je
nejvyse 1 — a“, je alespon p.

Pak Yager [19] definoval P,(A) jako

P.(A) = 1 = Pg(A9),

tj. pro vsechna p € (0, 1),

pp, 4 (P) = ppg(asy(1 — p) =sup{a | P(A;) > 1 - p}. (5)
Yager [19] interpretoval fip, (4)(p) jako stupen pravdivosti tvrzeni ,pravdépodob-
nost jevu A je rovna nejvyse p“. Opét muzeme pozorovat, ze tato interpretace

nenf zcela jednoznaéné. Uvedme tedy vystiznéjsi interpretaci. Mizeme jednoduse

vidét, ze

sup{a | P(45) 21 —p} =swp{a|1-P (| As)=1-p}=

B>1—«

“owfatr(U,, ) <2}
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Tedy jip,(a)(p) = a znamend, Ze pravdépodobnost toho, ze ,podminka dana
pomoci jevu A je splnéna ve stupni vétsim nez 1 — a“, je nejvyse p.
Nakonec Yager [19] definoval fuzzy pravdépodobnost P (A) fuzzy jevu A € Ap
jako
P(A) = Pi(A) N P.(A),

tj. funkce prislusnosti k P(A) je pro libovolné p € (0, 1) déna nasledovné:

Hp(a) (p) = min {,UPK(A) (p), HP, (A) (p)} .

Pii interpretaci P(A) vySel Yager [19] z interpretaci Pk (A) a P,(A). Ip(ay(P)
interpretoval jako stupen pravdivosti tvrzeni ,pravdépodobnost jevu A je rovna
presné p“. Tato interpretace je vSak sporna. Jak lze vidét ze vzorcu (4) a (5),
I p(a) (p) = a znamend pouze, ze « je nejvyssi stupen takovy, ze pravdépodobnost
toho, ze ,podminka dana jevem A je splnéna alespon ve stupni o je alespon p,
a pravdépodobnost toho, ze ,,podminka dand jevem A je splnéna ve stupni alespon
1 — a“, je nejvyse p. Tento vyznam vsSak neodpovida Yagerové vykladu. Fuzzy
pravdépodobnost P (A) ma jasnou pravdépodobnostni interpretaci, je vSak disku-
tabilni, zda toto je ocekavany druh informace, ktery by méla fuzzy pravdépodob-
nost fuzzy jevu vyjadiovat.

Jinou otéazkou je, jak by se mélo s fuzzy pravdépodobnostmi P pocitat, a tedy
ovétovat zachovani fuzzifikovanych vlastnosti pravdépodobnostni miry. Yager [19]
navic ukazal, Ze pro libovolny fuzzy jev A € A takovy, Ze existuje alespon jedno
we Qs paw) & {0,1} a Pw}) > 0, je jadro fuzzy pravdépodobnost P(A)

prazdna mnozina. 7Z praktického hlediska to vSak neni dobra vlastnost.

5.1.2. Pravdépodobnostni prostor s fuzzy pravdépodobnostni mirou

Nejprve budou zavedeny potiebné pojmy a predstaveny vzorce pro vypocet
pravdépodobnosti ostrych jevi. Poté zadefinujeme pravdépodobnostni prostor

s fuzzy pravdépodobnostni mirou a tzv. fuzzy nahodnou veli¢inu.

Definice 5.4. Necht Q2 znaéi neprdzdnou mnoZinu viech elementdrnich jevi a A

prestavuje o-algebru ndhodnijch jevi. Uspordadanou dvojici (2, A) pak nazveme
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meéritelnym prostorem.

Poznamka 5.1. Konvexni kombinaci pravdépodobnostnich mér Py a Py budeme
rozumét pravdépodobnostni miru P = X\- Py + (1 — X) - Py pro libovolné A € (0,1).
Pro pravdépodobnost libovolného jevu A € A pak tedy plati: P(A) = X - Pi(A) +
(1=X)- Py(A).

Definice 5.5. Necht P(2,.A) oznacuje mnoZinu vech pravdépodobnostnich mér
na méritelném prostoru (2, A). Necht F (P(S2,.A)) je mnoZina vech fuzzy mnoZin
na mnoziné P(Q, A). Pak Pr € F(P(S2, A)) nazveme fuzzy pravdépodobnostni

mirou, pokud

1. Pr je normdlni fuzzy mnozina, tzn. existuje alespon jedna pravdépodobnostni

mira P € P(Q, A) takovd, Ze up,(P) = 1.
2. Pro kazdé o € (0,1) plati:

(a) Prq je konvexni mnozina, tj. pro kazdé X € (0,1) a kazdé Py, Py € P,
platz’: (/\ - P+ (1 — /\) . PQ) S PF@;

(b) pro kazdy ndhodny jev A € A existuje minimum i mazimum mnoziny

{P(A) | P € Pr,}.

Fuzzy pravdépodobnost libovolného ndhodného jevu A € A predstavuje fuzzy
mnozina Pr(A) ur¢end svymi a-fezy Pr(A), = {p € (0,1) | p= P(A),P € Pr,},
a € (0,1). Z podminek kladenych v definici 5.5 na fuzzy pravdépodobnostni miru
Pr vyplyva, ze pro kazdé A € A a kazdé o € (0,1) jsou Pr(A), uzaviené inter-
valy. Plyne z nich také, ze jadro Ker Pr(A) je neprazdné. Protoze pravdépodob-
nost P(A) jevu A vzdy nalezi do intervalu (0, 1), tak nosi¢ Supp Pr(A) C (0, 1),
tzn. je omezeny. Pr(A) je tedy fuzzy ¢islo. Tato fuzzy pravdépodobnost se prak-
ticky spocitd nésledovné: Oznacme a-fez Pp(A)q = (ph,,0%,) pro libovolné

a € (0,1). Krajni hodnoty tohoto a-fezu jsou pak dany
pf‘,a = min {/ Xa(w)dP | P € PF@} ,
weN
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pfia = max {/ Xa(w)dP | P € Ppya} )
weN

Nakonec zavedme pravdépodobnostni prostor s fuzzy pravdépodobnostni mi-
rou a definujme tzv. fuzzy nahodnou velic¢inu, ktera je vyuzita v aplikacni casti

prace.

Definice 5.6. Necht Q znaci neprdzdnou tiidu viech elementdrnich jewvi, A je
o-algebra ndahodnijch jevi a Pr predstavuje fuzzy pravdépodobnostni miru danou
definici 5.5. Pak usporddanou trojici (2, A, Pr) nazveme pravdépodobnostnim

prostorem s fuzzy pravdépodobnostni mirou.

Definice 5.7. Necht (2, A, Pr) je pravdépodobnostni prostor s fuzzy pravdé-
podobnostni mirou. Pak kazZdé zobrazeni o : Q@ — Fy (R) nazveme fuzzy nahodnou

velic¢inou.
5.1.3. Fuzzy pravdépodobnostni prostor

Nyni popiSeme ptipad, kdy jsou obé fuzzifikované slozky pravdépodobnostniho
prostoru popsané v piedchozich dvou ¢astech uvazovany soucasné. Nejprve budou
rozsireny pravdépodobnosti fuzzy jevu dle Zadeha [55] na piipad fuzzy pravdépo-
dobnostni miry a provéreny jejich vlastnosti. Toto rozsiteni bylo poprvé vyuzito
v [0], kde vsak byla uvazovéna pouze diskrétni fuzzy pravdépodobnostni mira.
Poté zavedeme piislusny fuzzy pravdépodobnostni prostor.

Rozsiteni Zadehovy pravdépodobnosti libovolného fuzzy nahodného jevu A €
Ap na piipad fuzzy pravdépodobnostni miry Pr predstavuje Prz(A) € F(Q)
uréend svymi a-fezy Prz(A)a = {p € (0,1) | p= [ _qpa(w)dP, P € Ppa}, o €
(0,1). Z podminek kladenych na fuzzy pravdépodobnostni miru Pp v definici
5.5 plyne, ze pro kazdé A € Ap a kazdé a € (0,1) jsou a-tezy Prz(A), fuzzy
pravdépodobnosti fuzzy jevu A uzaviené intervaly. Déle z nich plyne, Ze jadro
Ker Prpz(A) je neprazdné. Nosi¢ Supp Prz(A) C (0, 1), tzn. je omezeny. Prz(A)
je tedy fuzzy ¢islo. Prakticky se pro libovolné o € (0, 1) krajni hodnoty a-fezu

21



Prz(A)a = (p4 0 P%.4) spocitaji takto:

pﬁ,azmin{ / uA<w>dP|PePF,a}, 6)

wEN

pho=moc{ [ paar | P e pral 7)
wEN

Z vyse uvedeného proto plyne: Ppz : Ap — Fn((0,1)). Obsahem nasledujicich
vét je, ze Ppy zachovava zobecnéné vlastnosti pravdépodobnostni miry.

Véta 5.5. Ppy(Q) = 1.

Véta 5.6. Necht Ay, As, ... € Ap jsou takové, Ze A;NA; =0 pro kazdéi,j € N,
i # j. Pak se Ppz (U2y Ai) round fuzzy cislu, jehoz a-rez (pl,, o Doum.a) S€ PTO

libovolné o € (0,1) urci:

Phume = min Z/ pa,(w)dP | P € Ppg ¢,
7 i=1 JweR

P = max {z [ natrir pe p} |
i=1 weN

Véta 5.7. Pro fuzzy pravdépodobnostni miru Pry plati:
1. PFZ(@) = O,’
2. pOk'U,d A,B € AF, A g B, p(]]{] sz(A) S sz(B),

3. pro kazdé A, B € Ar se Prz(A U B) rovnd takovému fuzzy cislu, Ze pro

libovolné a € (0,1) se jeho a-rez (P g or Piup.a) Urée:

pﬁUB,a:min{ [ wa@ap+ [ s - [ psiar |
weN weN

we

PGHM}

topa=max{ [ pa@ar+ [ puiar= [ psw)ar]
weN weN

weN
Peﬂm}
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4. pro kazdé A € Ap : Pry(A°) =1 — Ppy(A);

5. pokud Ay, ..., A, € Ar tvori fuzzy rozklad Q, tj. > " pa,(w) = 1 pro kazdé
w € Q, pak se soucet fuzzy pravdépodobnosti Prz(A1), ..., Prz(Ay) fuzzy

jevu Aq, ..., A, pri zohlednéni interakci mezi nimi rovnd 1.

Zobrazeni Ppy; dané pomoci vzorcu (6) a (7) tedy zachovava fuzzifikované
vlastnosti pravdépodobnostni miry. Z matematického hlediska se proto jedna
o korektni rozsiteni pravdépodobnostni miry P. Zobrazeni Ppy vSak predstavuje
pouze rozsiteni pravdépodobnostni miry Pz na pripad fuzzy pravdépodobnostni
miry. Proto je zde také zachovana problematicka interpretace Zadehovych pravdé-
podobnosti fuzzy jevu popsand v ¢asti 5.1.1.

Jelikoz Af tvoii o-algebru fuzzy jevii na €, tak usporadanou trojici (2, Ar, Prz)

lze nazvat fuzzy pravdépodobnostnim prostorem urcenym nasledujici definici.

Definice 5.8. Necht Q) znaci neprdzdnou tridu viech elementdrnich jevi, Ap je
o-algebra fuzzy jevi a Pry predstavuje Zadehovu fuzzy pravdépodobnostni miru
rozsirenou na pripad fuzzy jevi. Pak uspordadanou trojici (2, Ar, Prz) nazveme

fuzzy pravdépodobnostnim prostorem.

5.2. Fuzzifikované rozhodovaci matice

V této casti bude nejprve popsan piistup k rozhodovaci matici s expertné za-
danymi pravdépodobnostmi stavu svéta. V ramci tohoto ptistupu bude predstaven
korektni vzorec pro vypocet rozptylu vysledku variant, ktery byl publikovén v [5].
Poté bude uveden piistup k rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta uvazujici
pravdépodobnosti fuzzy stavu svéta dle Yagera [18], jehoz podstatnd ¢ast byla
publikovéna v [3]. Tento piistup se v8ak nejevi byti vhodny pro praktické apli-
kace. Nasledné budou popsany a vzajemné srovnany dva mozné ptistupy k fuzzy
rozhodovaci matici, z nichz jeden je puvodni cely a druhy zcdsti. Vétsi c¢ast
téchto vysledku véetné jejich aplikaci a specidlnich ptripadu byla publikovana

v [l,2,4,6,17].
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5.2.1. Rozhodovaci matice s expertné zadanymi pravdépodobnostmi

stavu svéta

Nejprve bude zavedena tzv. m-tici fuzzy pravdépodobnosti. Poté bude popsana
rozhodovaci matici s fuzzy stavy svéta a uveden korektni vzorce pro vypocet roz-

ptylu vysledku variant.

Definice 5.9. Necht Q = {wi,...,wn}. Necht Pr({wy}) € Fn((0,1)), k =
1,...,m, jsou fuzzy pravdépodobnosti. Pak Pr({w1}),..., Pr({wn}) tvord m-tici
fuzzy pravdépodobnosti, jestlize pro libovolné j € {1,...,m} a libovolné o €
(0,1) plati, Ze pro libovolné p; € Pr({w;})a ezvistujip, € Pr({wi})a, k=1,...,m,
k # j, takové, Ze p; + > 3L ok = 1.

Uvazujme rozhodovaci matici danou tabulkou 1. Predpokladejme vsak, ze
uvazovanym stavum svéta Sy, ..., S, jsou expertné pritazeny jejich fuzzy pravde-
podobnosti Pg(S1), ..., Pe(Sny) tak, aby vytvorili m-tici fuzzy pravdépodobnosti.
Navic predpokladejme, ze dusledky variant zq,...,x, za danych stavu svéta
S1,. .., 9, jsou vyjadieny pomoci fuzzy ¢isel H; ;, 1 =1,...,n,j=1,...,m.

Popisme, jak urcit rozptyl var H; vysledku varianty z;. Krajni hodnoty a-fezu

rozptylu var H; o = (var hl,,var hY,) se pro libovolné o € (0,1) uréi

i,000

m m 2
var hzl,la:mln Zp] <hl,J_Zpkhz,k) |pj GPE(SJ)OMJZ 17"'7m7
j=1 k=1

ij =1h; € Hi,j,a} )

j=1

m m 2
var hga = max ij : (hiyj — Zpk : hi7k> | pj € Pe(S)ad=1,...,m,
k=1

j=1

ij = 17hi,j € Hi,j,a} .

j=1
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5.2.2. Rozhodovaci matice s pravdépodobnostmi fuzzy stavi svéta dle

Yagera [48]

Opét uvazujme rozhodovaci matici danou tabulkou 1. Nyni vSak fuzzifikujme
stavy svéta, tzn. vyjadieme je pomoci fuzzy mnozin tvoticich fuzzy rozklad uni-
verza €, tj. 37" ps;(w) = 1 pro libovolné w € Q. Na rozdil od predchozi ¢ésti
vsak navic uvazujme, ze zname pravdépodobnostni miru P na univerzu €2, pomoci
které uzitim vzorce (3) ziskdme fuzzy pravdépodobnosti Py (S1), ..., Py (Sn)
fuzzy stavu svéta Sy, ..., S, dle Yagera [13].

Jelikoz fuzzy stavy svéta tvoii fuzzy rozklad univerza €2, mohou byt dusledky
pii vybéru varianty z;, i € {1,...,n}, chdpany jako hodnoty diskrétni ndhodné
veliciny H;, kterda nabyva hodnot h; 1, ..., h;m s pravdépodobnostmi Py (S4), .. .,
Py (S,,). Podivejme se tedy nyni, jak lze uréit jeji ocekdvanou hodnotu FHY
a rozptyl var HY .

Necht o € (0,1). Pro libovolny stav svéta S;, j € {1,2,...,m}, je dusledek
varianty z;, ¢ € {l,...,n}, roven h;; s pravdépodobnosti P(Sj,) ve stupni
prislusnosti a. Avsak obecné 7" P(S;,) # 1. Proto ozna¢me

P(Sjla) = { s pse Pokud 3oty P(Ska) # 0,

0, jinak.

(8)

Plati, ze P(Sjla) € (0,1) pro vsechna j. 37", P(Sjla) = 1 mimo piipadu,
kdy P(Sjla) = 0 pro vSechna j, ktery nastane napf. obsahuje-li kazdé jadro
CoreS; pouze jeden prvek a je-li pravdépodobnostni rozdéleni dané na €2 spojité.
P(Si|a), ..., P(Sy|a) mohou byt interpretovany jako pravdépodobnosti stavu
svéta, pokud nastal néjaky prvek w € €2 ndlezici do alespon jednoho Sj,.

Ocekavana hodnota dusledku dané varianty z; v uvazovaném stupni « je pak
dana

> iy P(Sjla) - hij, pokud Y70, P(Sj|a) # 0,

neexistuje, jinak.

() = { )

Stupen ptislugnosti fuzzy ocekdvaného disledku EH) varianty x; je poté dan
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pro vSechna h; € (0,1)

sup{a € (0,1) | h; = E(H;|a)}, pokud {« € (0,1) |
:uEHiY(hi) = h; = E(H;|a)} # 0, (10)
0, jinak.

Nyni se zaméime na ziskani fuzzy rozptylu. V uvazovaném stupni o, vyuzijeme
P(S;la) € (0,1) pro vSechna j = 1,...,m a E(H;|a), které byly definoviny
pomoci (8) a (9). Rozptyl var (H;|a) dusledka varianty z; v uvazovaném stupni
a je dan

>t (hiy — E(Hila))? - P(Sjla), pokud Y77, P(Sjla) # 0,

j=1
neexistuje, jinak.

var (Hilo) = {

Stupen piislusnosti fuzzy rozptylu var HY dusledki varianty z; je pak ddn pro
vSechna h; € (0,1)

sup{a € (0,1) | h; = var (H;|a)}, pokud {a € (0,1)

|
Hvar H}’(hl) = h; = var (H1|O./)} £ 0, (11>
0, jinak.

V Teoretickych vychodiscich prace popisoval prvek h; ; z rozhodovaci matice
dané tabulkou 1 dusledek pfi vybéru varianty x;, pokud nastane stav svéta S;.
Uvazujeme-li vsak fuzzy stavy svéta namisto ostrych, objevuje se zasadni otazka:
Co znamena tici, ze ,fuzzy stav svéta S; nastava“? Uvazujme, Ze néjaké konkrétni
w € Q nastalo. Pokud g, (w) = 1, pak je ziejmé, ze dusledek pii vybéru varianty
7; je presné h; ;. Avsak jaky je dusledek vybéru varianty z;, pokud 0 < pg,(w) < 1
(coz také znamena, ze 0 < pg, (w) < 1 pro néjaké k # j)? V piipadé rozhodo-
vaci matice s fuzzy stavy svéta neni tedy nejspise vhodné zachézet s dusledkem
vybéru varianty x; jako s diskrétni nahodnou veli¢inou, kterd nabyva hodnot

higs s him.

5.2.3. Fuzzy rozhodovaci matice

V této céasti budou popsany a vzajemné srovnany dva piistupy k fuzzy roz-

hodovaci matici. Prvni uvazuje fuzzifikované Zadehovy pravdépodobnosti fuzzy
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stavu svéta. Druhy chape informace obsazené ve fuzzy rozhodovaci matici pomoci
systému tzv. bazi fuzzy pravidel.

Nejprve uvazujme dany fuzzy pravdépodobnostni prostor (£2, Ag, Prz). Opét
uvazujme také rozhodovaci matici danou tabulkou 1. Nyni vSak uvazujme jak
fuzzy stavy svéta Si,..., S, které tvoii fuzzy rozklad univerza (), tak také
fuzzy dusledky H;; € Fx(R), i =1...,n, j = 1,...,m, variant xq,...,2, za
danych fuzzy stavi svéta. Témto fuzzy stavim svéta prifazujeme jejich fuzzy
pravdépodobnosti Prz; = Prz(S;), j = 1,...,m, potitané na zakladé podkla-
dové fuzzy pravdépodobnostni miry Pp pomoci vzorcu (6) a (7). Ve vzorcich pro
vypocet charakteristik variant vsak budou tyto fuzzy pravdépodobnosti kvuli
vzajemnym interakcim vyjadireny pomoci vzorcu pro jejich vypocet.

Libovolny tadek uvazované fuzzy rozhodovaci matice vyjadiuje hodnoty fuzzy
ndhodné veliciny HZ, i € {1,...,n}, kterd nabyva fuzzy hodnot H;1,..., H;
s fuzzy pravdépodobnostmi Pry1, ..., Prz,. Ukazme tedy, jak lze ziskat charak-
teristiky této fuzzy ndhodné veliciny. Pro libovolné a € (0,1) ozna¢me a-fez

Hi,j,a = <hL hU

iic> Nija)- Pak pro libovolnou variantu z;, ¢« € {1,...,n}, a libo-

volné a € (0,1) je a-fez fuzzy ocekdvané hodnoty EHZ, = (Eh:F, ER7Y) dan

i, )

nésledovneé:

Ehf&L =min {Z/ Q:usj (w)dP ’ hil:j,a | P e PF,a} )

Ehf’aU =max {i

=1

/ pis, (w)dP - b | P € Ppq ¢
weN w

Vipocet fuzzy rozptylu var HZ je komplikovangjsi. Kvili vzdjemnym zdvis-

lostem mezi fuzzy dusledky H; i, ..., H;, a fuzzy otekdvanou hodnotou EH?
ZL

je a-tez var Hfa = (var hi s, var hfg ) fuzzy rozptylu dusledku varianty urcen

nasledovné: Oznacéme
Z(hz‘,l, e hz‘,m; P) ==
m

= Xm;/weg s, (w)dP - (hm‘ - Z/t

2
/Lsk(t)dp h%k) .
k=1 [SY)
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Poté se krajni hodnoty a-fezu urci
var hZZ(f =min{z(hi1,... him, P) | hij € Hijoa,j=1,...,m,P € Pp,},

var hfg = Imax {Z(hi’l, .. .hi’m,P> | hi,j S Hi,j,a,j = 1, c. ,m,P € Ppya} .

Ackoli z matematického hlediska ptredstavuje Prz fuzzy pravdépodobnostni
miru, jedna se pouze o rozsiteni pravdépodobnostni miry P, na ptipad podkla-
dové fuzzy pravdépodobnostni miry, proto interpreta¢ni problémy popsané v casti
5.1.1 zustavaji zachovany. Navic bylo v ¢asti 5.2.2 diskutovano, ze neni jasné, co
znamend vyrok ,fuzzy stav svéta nastal“. Proto nelze iici, Ze hodnoty FHZ,
i=1,...,n, avar H?, i = 1,...,n, vyjadiuji otekdvané disledky a rozptyly
dusledku variant. Vérohodnost uspotadani variant na zakladeé téchto charakteris-
tik je tedy otazkou.

Nyni vysvétleme informace obsazené ve fuzzy rozhodovaci matici pomoci
systému tzv. bazi fuzzy pravidel. Uvazujme dany pravdépodobnostni prostor
s fuzzy pravdépodobnostni mirou (2, A, Pr). V rozhodovaci matici uvazované
v této ¢asti nyni vubec nevyuzijeme fuzzy pravdépodobnosti fuzzy stavi svéta.

Informace o fuzzy dusledcich pii vybéru libovolné varianty xz;, i € {1,...,n},

mohou byt vyjadreny pomoci néasledujici baze fuzzy pravidel:

Jestlize stav svéta je S, pak dusledek varianty z; je H, ;.

Jestlize stav svéta je S,,, pak dusledek varianty x; je H; .

K ziskani vystupu z této baze fuzzy pravidel je vhodné pouzit Zobecnény

Sugentuv inferencni algoritmus (viz [13]). Pro libovolné a € (0,1) a libovolné
w € Qomacme H; o = (hf; . b ,) a HY, (w) = (hPk(w), hPY (w)). Pak se krajni

hodnoty a-fezu H, (w) vystupu z béze fuzzy pravidel ziskaji

Wiy (w) = ps,(w) - by,
j=1

hff (w) = Z s, (w) - hj o
j=1
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Jelikoz je na univerzu €2 uvazovana fuzzy pravdépodobnostni mira Pg, tak
H? : Q — Fy (R) mize byt chdpdna jako fuzzy ndhodnd veli¢ina. Vyjadieme
tedy jeji ocekavanou hodnotu EHY a rozptyl var HY.

Pro libovolné o € (0,1) se a-tez EH;, = (EhPL, EhJY) fuzzy ocekavané

hodnoty urci

it =i [ S5 byuae | P pi
weN =1

Ehfg - max {/ ZMSJ- (w) - hgj,adp | P € PF,a} .

Pro vypocet fuzzy rozptylu nejprve oznacme

S(hi’l, ce h,i’m,P) =

m m 2
= / (Z ps; (W) - hij — Zﬂsk (t) - hi,de) dP.
we) j=1

e 1y

Pak se pro libovolné o € (0,1) a-fez var HY, = (var h{ %, var hYY) ziské

1,000
S . .
var hij =min{s(hi1,...,him, P) | hij € Hijo,j=1,...,m, P € Pp,},

var hfﬁ{ =max {s(hi1,...him, P) | hi; € Hijo,j=1,...,m, P € Pp,}.

Na zévér srovnejme fuzzy ocekavané hodnoty EHZ, i € {1,...,n}, a EH?
stejné jako fuzzy rozptyly var HY a var HZ.
Nésledujici véty popisuji vzajemny vztah mezi fuzzy ocekavanymi hodnotami

a mezi fuzzy rozptyly.

Véta 5.8. Necht EH? je fuzzy oéekdvand hodnota fuzzy ndhodné veliciny HY
a EH? je fuzzy ocekdvand hodnota fuzzy ndhodné veliciny HZ . Pak plati: EH? =
EH?.

7

Véta 5.9. Necht var HY je fuzzy rozptyl fuzzy ndhodné veliciny H? a var HZ je
fuzzy rozptyl fuzzy ndhodné veliciny HZ . Pak plati: var HY < var HZ .
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6. Prinosy puvodnich vysledku

V ramci pravdépodobnostniho prostoru se c-algebrou fuzzy jevu byly za-
nalyzovany pristupy k vyjadieni pravdépodobnosti fuzzy jevu na zdkladé ostré
pravdépodobnostni miry. Byly prozkoumany jejich matematické vlastnosti i in-
terpretace. Bylo ukazano, ze zadny ze zkoumanych piistupu neni piilis vhodny
k vyjadreni pravdépodobnosti fuzzy jevu.

Fuzzy pravdépodobnostni mira byla nové definovana v ¢asti tykajici se pravde-
podobnostniho prostoru s fuzzy pravdépodobnostni mirou. V odborné literatute
totiz nebyla nalezena obecnd definice fuzzy pravdépodobnostni miry vhodna
k vyjadreni pravdépodobnosti fuzzy jevu. Ptistup k vyjadieni pravdépodobnosti
fuzzy jevu dle Zadeha [55] byl rozsiten na piipad fuzzy pravdépodobnostni miry.
Prestoze z matematického hlediska se jednd o fuzzy pravdépodobnostni miru, ani
tento pristup neni vhodny k vyjadieni pravdépodobnosti fuzzy jevu kvuli jeho
interpreta¢nim problémum.

Pro rozhodovaci matici s expertné zadanymi pravdépodobnostmi stavu svéta
byl korektné zformulovan vzorec pro vypocet rozptylu dusledki uvazovanych vari-
ant. Puvodni vzorec, pouzity v odborné literatute, totiz nebral v ivahu vzajemné
zavislosti mezi dusledky dané varianty a jejich o¢ekdvanou hodnotou, a proto
zbytecéné zvétsoval neurcitost pocitaného rozptylu.

V ramci rozhodovaci matice s fuzzy stavy svéta a jejich fuzzy pravdépodob-
nostmi dle Yagera [18] byly navrzeny mozné postupy, jak urcit ocekdvané hodnoty
a rozptyly dusledku variant.

Pro fuzzy rozhodovaci matici bylo ukazano, ze je problematické chapat dusled-
ky dané varianty jako hodnoty fuzzy ndhodné veliciny nabyvajici téchto hod-
not s pravdépodobnostmi fuzzy stavu svéta. Proto byl predstaven novy pristup
k fuzzy rozhodovaci matici. V ramci tohoto ptistupu je fuzzy rozhodovaci ma-
tice chapana jako systém bazi fuzzy pravidel. Tento novy ptistup je bez inter-
pretac¢nich problému. Navic byly srovnany fuzzy ocekavané hodnoty a fuzzy roz-
ptyly ziskané pomoci obou pristupu k fuzzy rozhodovaci matici. Bylo dokazéno,

ze ackoli se fuzzy ocekavané hodnoty shoduji, fuzzy rozptyly se obecné lisi. Tato
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skutecnost muze vyznamné ovlivnit usporadani variant ve fuzzy rozhodovaci ma-

tici.
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