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|Al
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P'(ky, ko, ... ky)

Vyznam
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pocet vSech k-Clennych kombinaci s opakovanim z n prvki

n faktorial
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Uvod

Matematicka olympiada (dale jen MO) je celostatni soutéz z matematiky, vyhlasovana
Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy a poradana Jednotou ¢eskych matema-
tikt a fyziki, které slouzi k vyhledavani a rozvijeni talentovanych zakt v oblasti mate-
matiky a informatiky. Soutéz je urcena zaktim zakladnich a stfednich gkol. Na stfednich
skolach jsou v oblasti matematiky vypséany tii kategorie. Kategorie C je uréena zakiim
1. ro¢niki stiednich Skol, kategorie B je urc¢ena zakim 2. ro¢niki stfednich Skola a kate-
gorie A je pro zdky 3. a 4. ro¢niki stfednich skol. Ve vSech tfech kategoriich probithd MO
v domécim, 8kolnim a krajském kole. Pouze v kategorii A se koné také ustfedni kolo.
MO. Na zavér soustiedéni je vybrano Sest nejlepSich soutézicich, ktefi nésledné repre-
zentuji Ceskou republiku p¥i Stredoevropské matematické olympiadé a pii Mezinarodni
matematické olympiadé [1]. V letosnim skolnim roce (2014/2015) probéhl jiz 64. roc-
nik MO. Jednou z velmi oblibenych matematickych disciplin, ktera je ¢asto zarazovani
do tloh rizné obtiznosti ve vSech tfech stfedoskolskych kategoriich, je kombinatorika.

Nejstarsi dochované texty z kombinatoriky se datuji do obdobi staré éiny a Indie,
ale pocatek systematického studia kombinatoriky nastal az s rozvojem pravdépodob-
nostnitho poc¢tu v oblasti hazardnich her na pfelomu 16. a 17. stoleti. V této dobé
doslo k rozvoji tzv. klasické kombinatoriky, ktera se zabyva predev§im otazkou stano-
veni po¢tu v8ech k-tic z danych n prvku spliujici predepsané vlastnosti. K nejvétsimu
rozvoji kombinatoriky dochazi v pribéhu 20. stoleti, kdy jsou kombinatorické postupy
a tvahy stale ¢astéji vyuzivany pii feSeni problémi z oblasti algebry a geometrie, coz
vede k vnitini diferenciaci kombinatoriky a vzniku samostatnych disciplin (napft. dis-
krétni matematika, teorie grafi apod.) [2].

Cilem této diplomové prace je vytvorit sbirku piikladt z kombinatoriky s vyuzi-
tim tloh zatazenych v jednotlivych ro¢nicich matematické olympiady. Prace je ¢lenéna
do osmi kapitol. V prvni kapitole jsou zavedeny pojmy, pfedevsim z teorie mnozin a kla-
sické kombinatoriky, s nimiz se v dal$im textu pracuje. Dalsi kapitoly jsou postupné
vénovany pravidlu souctu a soucinu, pravidlu bijekce, Dirichletovu principu, principu
inkluze a exkluze, metodé rozkladu, metodé rekurze a metodé dil¢ich problému. Pri-
klady uvedené v jednotlivych kapitolach jsou podle tématického zaméreni ¢lenény do né-
které¢ho z odstavci — tlohy z klasické kombinatoriky, tlohy o ¢islech, tlohy o geomet-
rickych objektech, ilohy o mnozinach, popfipadé jsou zafazeny do odstavce piiklady a
ulohy. V mnoha piikladech se vyuziva vice nez jedna z uvedenych metod a proto jsou
priklady prifazeny k metodé, kterd pii feSeni prevazuje nebo je jeji uziti hlavni myslen-



kou vedouci k vyfeSeni celého ptikladu. Rozclenéni prikladi k jednotlivym principtim
a metodam je proto pouze pfiblizné. V kazdém odstavci (ze druhé az osmé kapitoly) je
vzdy nékolik vyfesenych prikladi a déle nasleduji typové podobné nefesené piiklady.
Netesené piiklady jsou pro snazsi odliSeni oznaceny jako tlohy a samostatné ¢islovany.

V praci je vyuzito dvou typtu odkazi na pouzitou literaturu. Prvni typem jsou
klasické odkazy (v hranatych zavorkach) na literaturu ze seznamu pouzité literatury.
Druhy typ odkazi je pouzit u prikladi, které byly prevzaty z jednotlivych rocenek MO.
Napiiklad [MO 42 C — I - 4] odkazuje na ¢tvrty piiklad doméciho kola (I) zafazeny
do 42. ro¢niki MO kategorie C.
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Kapitola 1
Uvodni pojmy

V tvodni kapitole uvedeme nékteré pojmy, predevsim z teorie mnozin a z oblasti kla-
sické kombinatoriky, se kterymi se v kombinatorice bézné pracuje.

V prvni kapitole autor vychazi piedevsim z literatury |2, 3, 4, 5].

Na tavod uvedme, Ze kombinatorika se zabyva vyhradné konecngmi mnoZinami
(tj. mnozinami jejichZ pocet prvki lze vyjadiit celym nezapornym ¢islem) a proto
tuto skutec¢nost nebudeme v dal$im textu uvadét.

Definice 1.1.1 Necht M je mnozina, kterd ma n prvka (n je celé nezaporné ¢islo).
Mohutnost mnoziny M (znacime |M|) udava pocet prvkia mnoziny M, tj. |[M| = n.
Pro prazdnou mnozinu plati, ze |()| = 0.

Definice 1.1.2 Necht M je mnozina. Potencni mnoZinou mnoziny M nazyvame mno-
zinu v8ech podmnoZin mnoziny M (znacime ji P(M)).

Definice 1.1.3 Necht M je nepréazdna mnozina a necht a,b € M. Neusporddanou
dvojici tvofenou prvky a a b rozumime mnozinu {a,b}. Pro neusporadanou dvojici
tvofenou prvky a a b budeme v déle pouzivat zapis |a, b].

Pozndmka. Pro pfirozené ¢islo k > 2 lze obdobné definovat neusporddanou k-tici
tvoienou prvky mnoziny M, jako libovolnou k-prvkovou podmnozinu mnoziny M.

Definice 1.1.4 Necht M je neprazdnd mnozina a necht a,b € M. Uspordidanou dvojict
s prvnim prvkem a a druhym prvkem b rozumime mnozinu {{a}, {a, b}}. Pro uspoia-
danou dvojici s prvnim prvkem a a druhym prvkem b budeme v dalsim textu uzivat
zapis (a,b).

11



Pozndmka. Pro piirozené cislo k > 2 lze rekurentné definovat usporddanou k-tici
prvki z mnoziny M, tj. jsou-li a; € M (pro i =1,2,... k), pak

(a1,ay...,a;) = (a1, (ag, ..., ax)).

Véta 1.1.1 Necht M je neprazdnd mnozina a necht a;,b; € M prokazdé:=1,2,... k.
Pak
(a1,as,...,ax) = (b1, ba, ..., b;) pravé tehdy, kdyz a; = b;

pro kazdé 1 =1,2,... k.

Definice 1.1.5 Necht Aq, As, ..., A jsou neprazdné mnoziny. Kartézskym soucinem
mnozin Aj, As, ..., Ax rozumime mnozinu

A:{(al,az,...,ak); a1€A1, GQEAQ,...,akEAk}

a znacime jej

Al X Ay X ... X Ag.

Pozndamka. Je-li Ay = Ay = ... = A, = A, pak kartézsky soucin A; x Ay x ... x Ay
znacime A", tj.
<4><A><...><A:Ak,

TV
k-krat

a nazyvame jej k-tou kartézskou mocninou mnoziny A.

Dale zavedeme dva pojmy, které jsou typické pro oblast kombinatorickych tvah
a s nimiz se ¢tenari jisté setkali pii urcovani jistych k-¢lennych skupin sestavenych
z danych n prvku. Jsou to pojmy n faktoridl a kombinacni ¢islo.

Definice 1.1.6 Necht n je pfirozené ¢islo. Symbol, ktery se pouziva ke struc¢nému
zapisu sou¢inu prvnich n prirozenych ¢isel, znac¢ime n! a nazyvame n faktoridl, tedy

nl=1-2-...-n.

Definitoricky zavadime 0! = 1.

Definice 1.1.7 Necht k < n jsou cela nezaporna ¢isla. Kombinacni ¢islo je symbol (Z)
(¢teme: ,n nad k“), ktery se pouziva k oznaceni zlomku #’_1),, tedy

(+)

12



Protoze ur¢ovani uspoiradanych (resp. neuspoiadanych) k-tic sestavenych z danych
n prvki s opakovanim nebo bez opakovani tvoii pii vyuce na stfednich Skoladch hlavni
a Casto jedinou ¢éast tématického celku kombinatorika, jsou v druhé ¢asti prvni kapitoly
uvedeny jednotlivé pojmy, jenz se vZzili pro oznaceni k-Clennych skupiny sestavenych
z n prvki (tj. variace, permutace, kombinace), pouze pro pfipomenuti. Pro ¢tenaie je
nejpiinosnéjsi odvozeni, resp. metody vyuzivané k odvozeni jednotlivych vzorcu (pou-
zivanych k vyjadieni po¢tu danych k-¢lennych skupin). K odvozeni jednotlivych vzorci
je vyuzito pravidel souctu a souc¢inu a pravidla bijekce.

Definice 1.1.8 (variace) Necht k& < n jsou pfirozena ¢isla. Variaci k-té tiidy z dané
n-prvkové mnoziny (k-élennou variaci z n prvkil) rozumime kazdou uspoiadanou k-tici
sestavenou z téchto prvku tak, ze se v ni kazdy prvek vyskytuje nejvyse jednou.

Pocet vSech k-¢lennych variaci sestavenych z dané n-prvkové mnoziny budeme ozna-
¢ovat symbolem Vi (n).

Véta 1.1.2 Pro pocet vSech k-Clennych variaci z n prvku plati

Vk(n):ZL-(n—l)-(n—%}-...-(n—k—i—l)jz(nﬁ—!l)!.

k-Cinitelt

D1ikaz. Necht je dana n-prvkova mnozina a k necht je prirozené ¢islo takové, ze k < n.
Pak vybér prvniho ¢lenu usporadané k-tice, sestavené z prvki dané mnoziny, mizeme
provést n zpusoby. Druhy ¢len miizeme po vybéru prvniho ¢lenu vybrat n — 1 zptsoby,
protoze jiz nemuzeme pouzit prvek, ktery jsme vybrali na misto prvniho ¢lenu. Pro
vybér tietiho ¢lenu (po vybéru prvniho a druhého ¢lenu) zbyva n — 2 moznosti a tak
dale, az pro vybér k-tého clenu, po vybéru vSech predchézejicich ¢lenu, nam zbude
n — (k — 1) moznosti. Podle kombinatorického pravidla soucinu tedy plati

Vin)=n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1).
k-tiniteli

Tim je tvrzeni dokazano.

Definice 1.1.9 (permutace) Necht n je ptirozené ¢islo. Permutaci z n prvka rozu-
mime kazdou usporadanou n-tici sestavenou z téchto prvki tak, ze se v ni kazdy prvek
vyskytuje pravé jednou.

Pocet vSech permutaci z n-prvka budeme oznacovat symbolem P(n).

Pozndmka. Permutace z n prvki je kazd4 variace n-té tiidy sestavena z dané n-prvkoveé
mnoziny.

Véta 1.1.3 Pro pocet vSech permutaci z n prvki plati

P(n) =nl.

13



Dikaz. Necht n je prirozené ¢islo. Pocet vSech permutaci z n prvki je roven poctu
vSech variaci n-té t¥idy z n prvka a tedy

Pn)=V,(n)=n-(n—1)-(n—2)-...-2- 1.

Podle definice faktorialu tedy plati, ze P(n) = n!. Tim je dikaz ukoncen.

Definice 1.1.10 (kombinace) Necht k& < n jsou celd nezaporna ¢isla. Kombinaci k-té
tridy z dané n-prvkové mnoziny (k-clennou kombinaci z n prvki) rozumime kazdou
neusporadanou k-tici sestavenou z téchto prvku tak, ze se v ni kazdy prvek vyskytuje
nejvyse jednou.

Pocet vSech kombinaci k-té tiidy z dané n-prvkové mnoziny budeme oznacovat
symbolem Ki(n).

Pozndmka. Kombinace k-té tiidy z n-prvkové mnoziny je k-prvkova podmnozina dané
n-prvkové mnoziny.

Naptiklad tlohu, urc¢it kolik dvojjazycnych slovniki je tieba pro ptimy pieklad ang-
lického, némeckého a ¢eského jazyka (7 kazdého jazyka do zbyvajicich dvou jazyki), 1ze
chapat jako tlohu na urceni vSech dvouprvkovych podmnozin dané t¥iprvkové mnoziny.

Véta 1.1.4 Pro pocet vSech k-clennych kombinaci z n prvki plati

Ky(n) = (Z)

Diikaz. Necht £ < n jsou celd nezaporna ¢isla. Pak libovolnych k& prvka z dané
n-prvkové mnoziny urc¢uje pravé jednu neuspotradanou k-tici a soucasné mizeme z téchto
k prvka vytvorit k! usporddanych k-tic.

Uvazujme nyni vSechny variace k-té tfidy z dané n-prvkové mnoziny a usporadejme
je do skupin tak, Ze ve stejné skupiné budou variace se stejnymi prvky (variace ligici
se pouze pofadim prvki). Pocet variaci v kazdé skupiné je roven po¢tu vSech permu-
taci z k prvki, tedy k!. Kazda skupina pfestavuje jednu neuspoiadanou k-tici z dané
n-prvkové mnoziny a soucasné k-prvkovou podmnozinu dané n-prvkové mnoziny.

Pocet vSech nami vytvorenych skupin tedy odpovida poc¢tu k-clennych kombinaci
z dané n-prvkové mnoziny. Protoze jsou jednotlivé skupiny po dvou disjunktni a pfitom
je v kazdé skupiné pravé k! variaci plati podle pravidla souctu, 7ze

Odtud plyne

Tim je véta dokazana.
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Definice 1.1.11 (variace s opakovanim) Necht k,n jsou pfirozena ¢isla. Variaci
k-té tridy s opakovanim z dané n-prvkové mmoziny (k-clennou variaci s opakovdnim
z n prvki) rozumime kazdou usporadanou k-tici sestavenou z téchto prvku tak, ze se
v ni kazdy prvek vyskytuje nejvyse k-krat.

Pocet vSech k-Clennych variaci s opakovanim sestavenych z dané n-prvkové mnoziny
budeme oznacovat symbolem V, (n).

Véta 1.1.5 Pro pocet vSech k-Clennych variaci s opakovanim z n prvkia plati

Vi(n) = n".

D1ikaz. Necht k,n jsou piirozené c¢isla. Pak kazdy ¢len usporadané k-tice sestavené
z prvki dané n-prvkové mnoziny muze vybrat praveé n zptusoby. Protoze se prvky mohou
v nami uvazované usporadané k-tici opakovat, je vybér jednotlivych prvku nezéavisly
a podle pravidla soucinu plati

Vin)=n-n-...-n=n"
—_—

n-Cinitela

Tim je tvrzeni dokdzano.

Definice 1.1.12 (permutace s opakovanim) Necht k > n jsou pfirozena ¢isla.
Permutaci s opakovdnim z n prvkové mnoziny rozumime kazdou uspoiradanou k-tici
sestavenou z prvkl této mnoziny tak, Ze se v ni kazdy prvek vyskytuje aspoil jednou.

Pocet v8ech permutaci s opakovanim z n-prvki, v nichz se prvni prvek opakuje
kq-kréat, druhy prvek ko-krat s tak dale az n-ty prvek k,-krat, kde k1 +ko+...+k, =k,
budeme oznacovat symbolem P’(ky, ko, ..., k).

Pozndamka.

(i) Definici 1.1.12 lze rozsifit i pro piipad kdy k; = 0, tj. pro pfipad kdy se ve vybrané
k-tici i-ty prvek nevyskytuje.

(ii) Jestlize ky = ko= ... =k, =1, kde ky + ks + ...+ k, = n pak
I+1+4+...4+1
/ _ ] —
P(1,1,...,1) = TITIST =nl = P(n).

Je ziejmé, Ze permutace bez opakovani z n prvki jsou specialnim piipadem per-
mutaci s opakovanim z n prvku.

Véta 1.1.6 Pro pocet vSech permutaci s opakovanim z n-prvki, v nichz se prvni
prvek opakuje ki-krat, druhy prvek ko-krat a tak dale az n-ty prvek k,-krat, kde
k1+k2+...+k3n:k’, plati

(ki + ko ...+ k) Kl
kol k. Klkall k!

P'(ki,koy. .. ky) =

15



Dikaz. Necht k > n jsou piirozena ¢isla. Méjme uspofadanou k-tici slozenou z prvki
dané n-prvkové mnoziny tak, 7Ze se v ni prvni prvek (ozna¢me ho A) opakuje ki-krat,
druhy prvek (ozna¢me ho B) opakuje ko-krat a tak déle, az n-ty prvek (ozna¢me ho N)
opakuje k,-krat (pFitom plati, Ze ky + ko + ...+ k, = k). UvaZujme nyni v8echny uspo-
fadané k-tice, ve kterych se i prvky stejného typu navzajem lisi (tj. v dané usporadané
k-tici se nevyskytuje prvek A ki-krat, prvek B ko-krat, atd. az prvek N k,-krat, ale na-
lezneme zde prvky Ay, Ao, ..., A, B1, Ba, ..., By, atd. az prvky Ny, No,... Ny, ).

Pocet vSech takto vytvorenych usporadany k-tic odpovida poc¢tu vSech permutaci
bez opakovani z k prvku, tj.

P(k) =kl = (ky + ko + ... + k).

Rozdélme ndmi vytvorené usporadané k-tice do skupin tak, Ze ve stejné skupiné
jsou ty uspofadané k-tice, v nichz jsou zaménény pouze prvky stejného typu. V kazdé
skupiné tedy existuje pro prvky typu A ki! permutaci, pro prvky typu B ko! permutaci,
atd. az pro prvky typu N k,! permutaci. Podle pravidla soucinu tedy kazda skupina
obsahuje k{!-ko!-.. .-k, ! usporadanych k-tic. Uvédomme si, ze kazd4 skupina predstavuje
pravé jednu permutaci s opakovani z n prvki, v niz se prvni prvek opakuje kq-krat,
druhy prvek ko-krat, atd. az n-ty prvek k,-krat. Pak podle pravidla souctu a pravidla
soucinu plati

Tedy plati, ze

(ky + ko + -+ k) k!

P'(ki, ko, ... k) = - '
( 1, %2 ’ n) kllkﬁg'kn' kl'kQ'kn'

Tim je ditkkaz ukoncen.

Definice 1.1.13 (kombinace s opakovanim) Necht k je celé nezaporné ¢islo a n je
prirozené ¢islo. Kombinaci k-té tvidy s opakovdnim z dané n-prvkové mnoziny (k-clennou
kombinaci s opakovdnim z n prvki) rozumime kazdou neuspoiadanou k-tici sestavenou
z téchto prvki tak, ze se v ni kazdy prvek muze opakovat.

Pocet vSech kombinaci k-té tiidy s opakovanim z dané n-prvkové mnoziny budeme
oznac¢ovat symbolem K (n).

Véta 1.1.7 Pro pocet vSech k-Clennych kombinaci s opakovanim z n prvku plati

K!(n) = (k+Z—1>.

Diikaz. Necht k je celé nezaporné ¢islo a n je pfirozené ¢islo. Uvazujme vSechny ne-
usporadané k-tice vytvorené z prvki dané n-prvkové mnoziny M = {A, B,C,... N}
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tak, ze se v ni prvky mohou opakovat, tj. vSechny kombinace s opakovanim z n prvki.
Ozna¢me jako p(i) (kde i € M) pocet vyskyta prvku i ve vybrané neuspofadané k-tici.
Uvédomme si, Ze pro danou neuspoiadanou k-tici je Y., p(i) = k.

Priradme nyni kazdé neusporadané k-tici posloupnost kole¢ek a svislych ¢ar (oddé-
lovacii) tak, ze postupné napisSeme p(A) kolecek, svislou ¢aru, p(B) kolecek, svislou ¢aru,
p(C) kolecek, svislou ¢aru, . . ., svislou ¢aru a p(NV) koleéek. Napiiklad pro ¢tyiprvkovou
mnozinu M = {A, B,C, D} odpovida neuspoiadané pétici [A, A, C, C, D] posloupnost
(o o || o o|o) a obracené posloupnosti (o] o | o 0 o |) piifadime neuspoiadanou pétici
[A, B,C, C, C]. Ozna¢ime-li pocet prvki vzniklé posloupnosti I, pak plati

[ = p(A) koletek + svisla ¢ara + p(B) kole¢ek + svisla ¢ara +
+p(C) kolecek + svisla ¢ara + ...+ svisla ¢ara + p(N) kolecek =
= [p(A) + p(B) + p(C) + ... + p(N)] koletek + (n — 1)-svislych ¢ar =
= k-kole¢ek + (n — 1)-svislych car.

Podle vyse popsané konstrukce ptifadime kazdé neuspoiddané k-tici pravé jednu
uspotradanou (k+n—1)-tici, ve které se opakuji pravé dva prvky (kolecko a svisla ¢ara)
a naopak kazdé usporadané (k 4+ n — 1)-tici, v niz se opakuji pravé dva prvky, jsme
schopni vzdy piifadit pravé jednu neuspofadanou k-tici (vytvofili jsme tedy bijekei).
Pocet vsech k-¢lennych kombinaci s opakovanim z n prvki leze tedy ztotoznit s po¢tem

vSech permutaci s opakovanim dvou prvki, v nichz se prvni prvek opakuje k-krat
a druhy prvek (n — 1)-krat. Odtud plyne

, , k+n—1)! k+n-—-1
Kk(n):P(k,n—l):w:( f )

Véta je timto dokazana.

V dlohach o ¢islech budeme ¢asto vyuzivat pozicniho zapisu danych pfirozenych
¢isel v desitkové soustavé podle néasledujici véty.

Véta 1.1.8 Necht je dano piirozené ¢islo a. Pak jej lze vyjadfit pravé jednim zpiisobem
ve tvaru @ = a,, - 10" + a,—1 - 10" 4 ... 4 a; - 101 4 ag - 10°, kde n je pFirozené ¢islo,
¢isla ag, ay, . .., a, jsou néktera z ¢isel 0,1,...,9 a plati, ze a, # 0.

V dalsich dlohéach o ¢islech budeme vyuzivat rozklad daného ¢isla na souc¢in prvocisel
a rozklad c¢isla pomoci binomické véty.

Véta 1.1.9 Necht je dano pfirozené ¢islo ¢ > 1. Pak jej vidy miizeme zapsat pravé
jednim zptsobem ve tvaru

q=p" PP
kde p; < ps < ... < p, jsou prvocisla a ry,rs,...,r, jsou piirozend cisla.

Definice 1.1.14 Rozklad pfirozeného ¢isla ¢ na n ¢initelt uvedeny v predchazejici vété
se nazyva kanonicky (prvociselny) rozklad cisla q.
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Vé&ta 1.1.10 (binomick4 vé&ta) Pro viechna realna (komplexni) ¢isla a, b a kazdé celé
nezaporné cislo n plati

n __ n n n n—171 n n—kpk n n—1 n n
(a+0b) <O>a —1—(1)@ b+...+(k)a b+...+(n_1)ab +<n>b,

neboli

V tlohach z geometrie se budeme ¢asto zabyva otazkou rozmisténi nékolika ttvart
Uy, Us,...,U, do daného utvaru U tak, aby se tyto utvary (tj. atvary Uy, Us,...,U,)
nepiekryvaly, poptipadé aby dany tutvar U cely vyplnili.

Definice 1.1.15 Rekneme, Ze utvary Uy a Us se prekryjvagi, praveé kdyz maji aspon jeden
spole¢ny vnitini bod. V opa¢ném pripadé, fekneme, ze atvary U; a Uy se neprekrijvaji.

Definice 1.1.16 Necht je dan titvar U a systém tutvaru S = {U, U, ..., U, }. Rekneme,
7e systém utvara S

(i) pokrgvd utvar U (poptipadé, ze utvar U je pokryt systémem S), paklize plati

(ii) je uloZen v utvaru U, jestlize se nepfekryvaji zadné dva utvary U; a U; (i # j) ze
systému S a navic plati, ze U ,U; C U,

(iii) wvypliuje atvar U (piipadné, ze atvar U je vyplnén systémem S), je-li utvar U,
v némz je systém S ulozen, zaroven systémem S pokryt (tj. plati, ze U, U; = U).
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Kapitola 2

Pravidlo souc¢tu a souc¢inu

Mezi nejjednodussi a bézné uzivana pravidla v kombinatorice patii pravidlo souctu
a pravidlo soucinu.

Pojmy uvedené v druhé kapitoly jsou Cerpany z literatury [3, 4].

Véta 2.1.1 (pravidlo souétu) Necht Ay, Ay, ..., A, jsou kone¢né mnoziny, které jsou
po dvou disjunktni (tj. A;NA; = 0 pro kazdé i # j) anecht A = U, A;. Pak pro pocet
prvki mnoziny A plati

Al = A + | Aa| + ...+ |[An] = D Al
=1

Dikaz. Ziejmé plati, ze kazdy prvek a € A patii pravé do jedné z mnozin A;, kde
¢t = 1,...,n. Proto je na obou stranach dokazované rovnosti zapocitan pravé jednou
a pocet prvki na pravé strané je shodny s po¢tem prvku na levé strané. Tim je tvrzeni
dokazéano.

Véta 2.1.2 (pravidlo soucinu) Necht n je pfirozené ¢islo. Uvazujme uspofadanou
n-tici takovou, ze jeji prvni ¢len lze vybrat k; zpusoby, druhy ¢len v zavislosti na vybéru
prvniho ¢lenu ky zplisoby a tak dale az n-ty ¢len v zavislosti na vybéru prvniho, druhého
az n — 1 c¢lenu k, zpusoby. Pak pocet vsech takovychto usporadanych n-tic je roven
soucinu ky - ko - ... k.

D1iikaz. Dikaz provedeme uzitim principu matematické indukce vzhledem k n.

(i) Pro n =1 tvrzeni plati.

(ii) Necht dané tvrzeni plati pro ur¢ité n > 2. UkadZeme nyni, Ze tvrzeni plati také
pron + 1.

Vsechny uspofadané (n + 1)-tice rozdélime do skupin tak, Ze ve stejné skupiné
budou pravé ty (n+1)-tice, které se shoduji v prvnich n-prveich. Takto vytvorené
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skupiny jsou jisté po dvou disjunktni. Protoze (n + 1)-ni prvek mizeme vybrat
k.41 zpusoby, obsahuje kazda skupina pravé k,.; uspofadanych (n + 1)-tic.

Podle indukéniho predpokladu odpovida pocet skupin soudinu ki - ko - ... - k,.
S vyuzitim pravidla souctu dostavame, ze celkovy pocet vSech uspotfadanych
(n + 1)-tic lze vyjadiit jako soudin (ky ko ... kp) - knp1 = k1 - koo kyyr.

Uvedené tvrzeni tedy plati i pro pfirozené ¢islo n + 1.

Spojenim ¢4sti (i) a (ii) je dokazano, ze dané tvrzeni plati pro libovolné piirozené
¢islo n.

Tim je ditkaz ukoncen.

Pozndmka.
(i) Je-li (zq,2,...,x,) uspofadana n-tice takova, ze kazdy prvek z; patii do néjaké
neprazdné koneéné mnoziny A; (kde i = 1,...,n) pak pravidlo sou¢inu udava

pocet vSech takovych to usporadanych n-tic, tj. pocet prvki kartézského soucinu
A X Ay X ... X Ay

’A1XA2XXATL|:|A1‘|A2|‘A”|

(ii) V mnoha piikladech se uziva pravidlo souc¢tu a soucinu spoleéné.

2.1 Ulohy z klasické kombinatoriky

V prvnim odstavci této kapitoly uvedeme nékolik piikladi a tdloh, z oblasti klasické
kombinatoriky, ktera je ¢tenaium jisté dobie znama.

Priklad 2.1.1

Urcita dopravni linka vyjizdi z dané zastavky vzdy v celou hodinu, v sudych ho-
dindch jezdi v intervalu 15 minut a v lichych hodinach v intervalu 20 minut. Kolik
dopravnich spoju této linky lze vyuzit mezi 8:00 a 11:597

Resent.
Zkoumejme danou tlohu ve ¢tyfech hodinovych intervalech:

8:00 - 8:59 — 4 spoje
9:00 - 9:59 — 3 spoje
10:00 - 10:59 — 4 spoje
11:00 - 11:59 — 3 spoje.
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Takto jsme ziskali ¢tyfi navzajem disjunktni mnoziny (Gtyfi intervaly), jejichz sjed-
noceni je cela zkoumana mnozina (interval 8:00 - 11:59). Podle pravidla souc¢tu tedy
v dobé mezi 8:00 a 11:59 muzeme vyuzit 14 spoji zkoumané dopravni linky.

Piiklad 2.1.2 [MO 38 B — I - 2]

Devét judistii se rozhodlo uspofddat vylucovaci turnaj nésledujicim zpisobem:
V kazdém kole se z dosud neporazenych zapasniki urci losem dvojice zapasniki, ktera
se utka. Vitéz posledniho (osmého) zapasu se stava vitézem turnaje. Zjistéte pocet
v8ech moznych prubéht takovéto soutéze.

Resend. 9
Do prvniho kola miize nastoupit 9 zapasniki, z nich7 lze losem vytvorit (2> dvojic,
e ) o o 9 N
pricemz zvitézit mize prvni anebo druhy zapasnik, tj. existuje celkem 2- 5 moznosti,

jak miize prvni kolo probéhnout. Do druhého kola postoupi vitéz prvniho kola a zbylych

sedm zapasniki, tj. celkem 8 zapasnikt. Z nich opét losem ur¢ime jednu dvojici, ktera

se utkd ve druhém kole. Moznych prabéht druhého kola je (vzhledem k tomu, ze opét
8

muze zvitézit kterykoliv z dané dvojice zapasniki) 2- (2> . Takto ur¢ime vSechny mozné

pribéhy jednotlivych kol.
Pocet vSech moznych prubéht této soutéze je podle pravila soucinu

2 (2) 2 (5)

Piiklad 2.1.3 [MO 38 B - S — 1]
Je dano pfirozené ¢islo n. Urcete pocet permutaci (a1, as, ..., a,) ¢isel 1,2,... n,
pro kterd je soucin

2
-2-(2):9-8-8-7-...-2~1:9-(8!)2.

(ay—1)-(ag—2)-... - (a, —n)
¢islo liché.

Reseni.

Dany soucin bude lichy, pokud zadny z ¢initelti neni ¢islo sudé. To znamena, Ze pro
i liché (kde ¢ = 1,2...,n) musi byt ¢islo a; sudé a naopak pro ¢ sudé musi byt a; liché
¢islo. To je mozné, jen pokud je n sudé ¢islo; jinak by mezi ¢isly 1,2,...,n nebyl
stejny pocet sudych a lichych ¢isel. Cisla a1, as, ... an_1 jsou tedy sud4 cisla a cisla
ag,Qy, ...,y jsou lichd. Pocet mozZnosti jak uspofadat suda (resp. lichd) cisla je (%)!
(jedna se o permutaci ¢isel 1,3,...,n — 1, resp. ¢isel 2,4,...,n).

Pocet vSech hledanych permutaci je ((4)!)?, pro n sudé, resp. 0 pro n liché.

Uloha 2.1.1 [MO 32 Z - III - 3|
Na ¢iselnou osu umistime do obrazu ¢isla O figurku. Figurkou pohybujeme tak, ze
ji pfi kazdém tahu pfemistime do obrazu sousedntho celého ¢isla, doprava nebo doleva.
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Figurka se mize vracet, obrazem nékterého ¢isla mtze projit nékolikrat. Z obrazu ¢isla
O se mame dostat do obrazu d¢isla 5 pravé deviti tahy. Kolika riznymi cestami miuze
figurka jit?

Uloha 2.1.2 [MO 43 C — 1 - 3]

Sachového turnaje hraného systéme kazdy s kazdym se zicastnili jen prvaci a dru-
héaci. Navzdory tomu, ze druhaki bylo tfikrat vice nez prvaku, ziskali dohromady jen
o 3 body vice nez prvaci. Urcete pocet zaki, ktefi se zacastnili turnaje, vite-li ze za
vyhru se udéluje jeden bod, za remizu ptil bodu a za prohru zadny bod.

Uloha 2.1.3 [MO 38 A - S — 1]
Mnozina M ma pravé n prvkia. Kolik existuje dvojic mnozin (B, C) takovych, Ze
B c C C M? (Prazdna mnoZina a mnozina X jsou podmnoziny mnoZiny X.)

Uloha 2.1.4 [MO 16 A - P - 3]

Ve tiidé je 15 dvoumistnych lavic a 27 zaki. Kolika zplisoby je mozno zaky rozsadit,
jestlize urciti dva zaci maji sedét vedle sebe (z vychovnych divodi) a zadné lavice neméa
zustat prazdna?

Uloha 2.1.5 [MO 17D - P - 2]
P1i slavnosti sedi u kulatého stolu 6 hocht Hy, Hs, ..., Hg a 6 divek Dy, D, ..., Dg,
rozmisténych tak, Ze vedle sebe sedi vzdy stiidavé chlapec a divka (viz obr. 2.1).

H,
D6 Dl
HG HQ
D5 DQ
Hs Hj
D, Ds
H,
Obr. 2.1

Pted koncem slavnosti odesli dva chlapci a dvé divky. Pritom obé mista, kter& uvol-
nili chlapci, oddéluji obé mista uvolnéna dévéaty. (Napi. mohli odejit Hy, Hs, Do, D5,
ale nemohly odejit Hy, H3, Dy, Dg.)

Zjistéte, kolika zpiisoby lze vybrat takovou dvojici chlapct a dvojici dévcat.
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2.2 Ulohy o ¢&islech

V tomto odstavci ukdzeme nékolik aplikaci pravidel souc¢tu a soucinu v tillohach o ¢islech.

Priklad 2.2.1
Urcete soucet ptirozenych ¢isel 1 az 50, v jejichz dekadické zapise se zadna Cislice
neopakuje.

Resend.

Nejprve, s vyuzitim znamého vzorce pro urceni souctu prvnich n ¢leni aritmetické
posloupnosti, zjistime, ze soucet prvnich padesati prirozenych cisel je %(1%—50) = 1275.
Ptirozena ¢isla, ktera jsou mensi nez ¢islo padesit a v nichz se néktera ¢islice opakuje
jsou c¢isla 11, 22, 33 a 44. Jejich soucet je 110. S vyuzitim pravidla souctu, tedy nami
hledany soucet ziskame, jako rozdil souc¢tu prvnich padeséti prirozenych ¢isel a souc¢tu
vSech ¢isel mensich nez padesat, v nichz se néktera ¢islice opakuje, tj. 1275—110 = 1165.

Piiklad 2.2.2 [MO 28 C -1 - 2]
Zjistéte pocet vSech usporaddanych trojic prirozenych cisel z,y, z, které vyhovuji
rovnici
xyz = 1000 000.

Resent.
Rozkladem ¢isla 1 000 000 na prvocinitele, (tj. 1000000 = 25 - 25) zjistime, Ze pro
uspotradanou trojici ¢isel x,y, z plati
m:2a1,5517 y:2062_5527 z:2a3_5ﬁ3’

kde aq, 5; jsou celd nezédporna Cisla takova, ze

041+CY2+063:6,

B1+ B2 + B3 = 6.
Pro 7,7,k = 1,2, 3 plati:
;00 600 | 510 | 420 | 411 | 330 | 321 | 222
Pocet cisel ve tvaru ooy, | 3 6 6 3 3 6 1

Pocet vSech ¢isel a0, a tedy i ¢isel 3;3; 5 je tedy 28. Pocet vSech usporadanych
trojic x,y, z je podle kombinatorického pravidla soucinu 28 - 28 = 784.

Uloha 2.2.1 [MO 28 B 1 - 1]

Necht symbol xjxexsrirsr627 (21 # 0) oznacuje dekadicky zapis piirozeného ¢isla.
Kolik je navzajem ruznych sedmicifernych piirozenych ¢isel xqxox314252627, pro které
plati

T1X9T3X4T5L6 + TeLsTaT3LoT1 = LrXrTyLrTrly ?
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Uloha 2.2.2 [MO 28 C — 11 - 3a]
Oznac¢me M mnozinu v8ech sedmicifernych ¢isel sestavenych z ¢islic 1,2,...,7 bez
opakovani.

a) UrCete pocet vSech ¢isel z mnoziny M délitelnych ¢islem 25.

b) Uréete pocet vSech ¢isel z mnoziny M délitelnych ¢islem 15.

Uloha 2.2.3 [MO 44 A —1I - 1]
Kolik patnécticifernych ¢isel slozenych z ¢islic 3 a 8 je délitelnych 117

Uloha 2.2.4 [MO 1B -1 6]
Bud n pfirozené ¢islo. Kolik je mezi &isly n? a (n + 2)? piirozenych ¢isel, z nichz
zadné neni druhou mocninou pfirozeného ¢isla?

Uloha 2.2.5 [MO 51 C — 11 - 1]
Urcete pocet dvojic (a,b) pFirozenych ¢isel (1 < a < b < 86), pro které je soucin ab
délitelny tremi.

Uloha 2.2.6 [MO 56 B — 11 - 3]

Prirozené ¢islo nazveme vinitgm, pokud pro kazdé tii po sobé jdouci ¢islice a, b, ¢
jeho desitkového zapisu plati (a —b)(b—c¢) > 0. Dokazte, Ze z ¢islic 0,1, ...,9 je moZno
sestavit vice néz 25 000 desetimistnych vlnitych ¢isel, které obsahuji vSechny éislice od
nuly do devitky (¢islice 0 nemize byt na prvnim misté).

2.3 Ulohy o geometrickych objektech

V poslednim odstavci druhé kapitoly se budeme zabyvat piiklady o geometrickych
objektech, které lze vytesit uzitim pravidla souctu a soucinu.

Piiklad 2.3.1 [MO 32 Z - TIT - 3 (SR)]

Dfevény kvadr s rozméry 3 cm X 3 cm X 1 cm cely obarvime c¢ervené, potom ho
¢tyfmi rovinami roziezeme na 9 kostek o rozmérech 1 cm x 1 em x 1 em. Vrchni stény
kosti¢ek oznacime Cisly 1 az 9 (viz obr. 2.2) a kostky promichame. Kolika raznymi
zpusoby lze z kosticek opét slozit ¢erveny kvadr, v némz jsou vSechna ¢isla na horni
sténé?
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Obr. 2.2

Resent.

Kostka s ¢islem 5 musi lezet vzdy uprostied — tj. mame jedinou moznost, jak kostku
s ¢islem 5 umistit. Kostky s ¢isly 1, 3, 7 a 9 musi byt vidy v rozich kvadru — existuje
celkem 4 -3 -2-1 = 24 takovych to rozmisténi. Obdobné existuje i 24 moznosti, jak
rozmistit zbylé ¢tyti kostky. Podle pravidla soucinu lze z danych kosticek slozit kvadr
celkem 1-24-24 = 576 zptusoby. V tomto poc¢tu jsou ale zapoc¢itany vzdy ¢tyii kvadry,
které jsou vici sobé pouze pootoceny o 90°. Budeme-li takovéto kvadry povazovat za

576

shodné, pak je jen > = 144 mozZnosti, jak dany kvadr sestavit.

Piiklad 2.3.2 [MO 29 Z — 11 - 3|
Je dan pravidelny 33-tihelnik A; A, ... As3. Urcete pocet tisecek spojujicich jeho
vrcholy, které maji aspon jeden spole¢ny bod s trojahelnikem AjqAgp Ass.

Resent.

7 kazdého z bodu A; az Ayg vychazi vzdy 23 usecek, které maji aspon jeden
spole¢ny bod s danym trojuhelnikem Aj;1As0A33 — jsou to tdsecky spojujici bod A;
(1=1,2,...,10) s body Ay, Aja, ..., Asz. Obdobné vychézi vzdy po 23 tseckach z kaz-
dého z bodu Alg, Alg, Ce A21 a z kazdého z bodu A237 A24, Ce ,A32.

Vsechny tsecky vychézejici z bodia A1, Ags, Ass a spojujici tyto body s ostatnimi
body daného 33-tihelniku maji zfejmé vzdy aspon jeden spole¢ny bod s trojihelnikem
Aq1 A9 As3. Pro kazdy bod Aqq, Aso, Asz je téchto tsecek 32.

Protoze jsme kazdou z vySe popsanych tsecek zapocetli dvakrat je hledany pocet

3023+ 3-32

= 393.
2

Uloha 2.3.1 [MO 44 B - S - 2]

V roviné je dano n bodi. Jestlize je navzdjem pospojujeme piimkami, prochazeji
tyto piimky danymi body a vytvareji nové priseciky. Dokazte, Zze pocet téchto novych
pruseciki neni vétsi nez

1
gn(n —1)(n—2)(n—3).
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Uloha 2.3.2 [MO 3 B -1-12]

Obdélnik, jehoz rozméry jsou prirozena ¢isla a, b, je rozdélen na ab shodnych ¢tverci.
Sto¢me tento obdélnik do plasté rotacniho valce tak, aby strana obdélnika, kterd ma ve-
likost a, se stala obvodem podstavy tohoto valce. Vrcholy zminénych shodnych ¢tvercu
vytvori na plasti tzv. miizové body. Kazdé dva rizné miizové body spojime piimkou,
kterou nazveme pfticka.

a) Kolik je téch piicek, které prochazeji vnitikem vytvoreného valce?

b) Dostaneme vice takovych piicek, kdyz sto¢ime vétsi nebo mensi stranu obdélnika
v podstavnou kruznici rotac¢niho valce?

Uloha 2.3.3 [MO 43 C — 1 — 4]

Tentokrat si nas stary znami pavouk Hubert vybral na svoje hry v kabineté ma-
tematiky dratény model pravidelného osmisténu. Jeho stény tvoii 8 rovnostrannych
trojuhelniku (viz obr. 2.3). Na kazdé sténé pospojoval Hubert stiedy piislusnych hran.
7 kolika cest nejkratsi délky si miaze Hubert vybrat, aby se v takto vzniklé siti pavucin
a drata dostal z vrcholu E do vrcholu F'.

[ O/~

Ac

=

Obr. 2.3

Uloha 2.3.4 [MO 15D — P - 4]
Vrcholy, stiedy stran a prisecik thlopticek ¢tverce tvori skupinu deviti bodu. Kolik
trojihelnikit ma vSechny tii vrcholy v téchto deviti bodech?

26



Kapitola 3

Pravidlo bijekce

V tlohéch o urceni po¢tu prvki dané mnoziny casto s vyhodou ztotoznime kazdy prvek
z dané mnoziny s pravé jednim prvkem z mnoziny, jejiz pocet prvki zname, nebo jsme
ho schopni snadno zjistit. Pfitom pozadujeme, aby mél také kazdy prvek ze zvolené
(nové) mnoziny pravé jeden vzor v zadané mnozing, tj. snazime se nalézt bijektivni
zobrazeni mezi témito dvéma mnoZinami.

V této kapitole je erpano z literatury [6, 7).

Véta 3.1.1 (pravidlo bijekce) Necht A, B jsou konefné mnoziny. Pak |A| = |B)|
(mnoziny A, B maji stejny pocet prvki) pravé tehdy, kdyz existuje bijekce (vzajemné
jednozna¢né zobrazeni) ¢ : A — B.

Pozndamka. Uzijeme-li pii feSeni piikladu pravidla bijekce musime:

(i) Nalézt vhodnou mnozinu jejiz pocet prvki zname, nebo jsme ho schopni snadno
urcit.

(ii) Presvédcit se, Ze mezi novou a zadanou mnozinou existuje bijektivni zobrazeni.

(ii) Urcit pocet prvkia nové mnoziny.

3.1 Priklady a alohy

V tomto odstavci uvedeme nékolik zédkladnich piikladu na aplikaci pravidla bijekce.

Priklad 3.1.1
Kolika zpiisoby je mozné z tady 25 chlapcii sestavit druzstvo na volejbal, pokud
mezi vybranymi chlapci nemaji byt zadni dva, kteri stoji vedle sebe?
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Resend.

Chlapcim muzeme prifadit posloupnost nul a jednicek tak, ze vybranym Sesti chlap-
cum prifadime jedni¢ku a ostatnim nulu. Takové pfifazeni je jisté vzajemné jedno-
znacné. Nasli jsme tedy bijekci. Stejny pocet feSeni jako dany piiklad méa tedy i tloha
urcit kolika zpiisoby, 1ze umistit do posloupnosti 19 nul 6 jednic¢ek tak, aby zadné dvé
jednicky nestali vedle sebe. 19 nul vytvari 20 prihradek, do nichz Ize umistit 6 jednicek

o (20) .
prave 6 zpusoby.

20
Volejbalové druzstvo lze tedy sestavit prave ( 6 ) = 38760 zpusoby.

Piiklad 3.1.2 [MO 1 A —1-12]

Bud ABCD ¢tverec. Uvnitf strany AB zvolme m raznych bodi a vedme jimi
rovnobézky se stranou BC'. Podobné uvniti strany BC' zvolme n riznych bodu a
vedme jimi rovnobézky ke strané AB.

Kolik pravouhlych rovnobézniktu vzniklo provedenou konstrukei?

Resent.

Popsanou konstrukci vzniknou dvé soustavy rovnobéznych piimek — prvni je tvo-
fena m + 2 piimkami (zapocitavame i piimky, na nichz lezi strany ¢tverce) a druhé
n + 2 ptimkami. Protoze strany kazdého pravoihlého rovnobézniku lezi na dvou dvoji-
cich rovnobéznych primek a naopak kazdé dvé dvojice navzajem ruznych rovnobéznych
piimek vymezuji pravé jeden pravouhly rovnobéznik, je podle pravidla bijekce hledany
pocet rovnobézniki stejny jako pocet dvou dvojic navzajem riznych rovnobéznych pii-
mek — prvni dvé rovnobézky jsou z prvni soustavy rovnobézek a druhé dvé rovnobézky
jsou z druhé soustavy rovnobézek.

m 4+ 2 n-+ 2
V prvni soustavé lze vytvorit ( 2+ ) rovnobézek a ve druhé soustave ( —2'— )

rovnobézek. Pocet vSech hledanych pravoihlych rovnobézniki je podle pravidla souc¢inu
m+ 2 n+ 2
2 2 )

Piiklad 3.1.3 [MO 39 A - S - 2]

V roviné je dano n > 3 bodi, z nichz zadné tii nelezi v piimce. Pak existuje
aspon %n(n — 1) trojtahelniku s vrcholy v danych bodech, které neobsahuji zadny dalsi
z danych bodi. Dokazte.

Resent.

Vybereme libovolné body A, B ze zadanych n bodu. Déle uré¢ime bod Z (ze zada-
nych bodi) tak, aby vyska trojihelniku ABC na stranu AB byla co nejmensi. V tako-
vém piipadé uz nebude trojuhelnik ABC obsahovat zadny ze zbylych zadanych bodi.
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Ke kazdé dvojici danych bodu jsme tedy schopni urcit jednoznacné trojahelnik spl-
n
nujici dané predpokladi. Celkem lze takto vybrat 5 dvojic. Protoze ma trojihelnik

tfi strany a kazd4 strana je urcena pravé jednou dvojici ze zadanych n bodi, existuje

aspon
1/n 1
- = - -1
3 (2> 6" 1)

trojihelnikt splhujici dané predpoklady.

Uloha 3.1.1

V jazykové ucebné je lavice ve tvaru pulkruznice o 16 mistech. Urcete, kolika zpt-
soby je v této ucebné mozné na pisemny test rozsadit 7 zakia tak, aby mezi kazdymi
dvéma zaky bylo aspon jedno volné misto?

Uloha 3.1.2

Pan Josefi, majitel prosperujici firmy zabyvajici se kovovyrobou, koupil od sousedni
firmy halu s piidorysem obdélniku o rozmérech 50x 120 metri. Jediny vjezd do této haly
je ale na protilehlé strané (120 metra dlouhé), nez je stavajici kovovyrobni komplex. Pan
Josefi se proto rozhodl puvodni vjezd zazdit a vybourat tfi nova vrata z druhé strany.
P1i prozkoumani stavebni dokumentace haly zjistil, Ze sténa haly je tvorena nosnymi
pilifi, které jsou od sebe vzdaleny dva metry (dva pilife jsou umistény i v rozich stény).
Nova vrata maji byt Sirokd aspon 3,5 metru. Z dtvodu statiky objektu lze odstranit
jen pilife, které nestoji vedle sebe. Kolika zpisoby muze pan Josefi vybourat t¥i nové
vjezdy?

Uloha 3.1.3 [MO 43 A — 1II - 3]

Necht je dan konvexni 2n-thelnik M. Délkou thlopficky rozumime pocet stran
2n-uhelnika M, které tato uhlopficka od daného 2n-thelniku M odfezava. Necht je
v 2n-thelniku M vyznaceno n uhlopticek tak, ze z kazdého vrcholu vychazi pravé
jedna. Potom pocet thlopficek sudé délky je sudy. Dokazte.

Uloha 3.1.4 [MO 54 A - S — 1]

Urcete pocet vSech nekonec¢nych aritmetickych posloupnosti celych ¢isel, které maji
mezi svymi prvnimi deseti ¢leny obé ¢isla 1 a 2005.
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Kapitola 4
Dirichlettv princip

Nésledujici kapitola je vénovana tzv. Dirichletovu (pfihrddkovému) principu, ktery je
dilezitym a ¢asto pouzivanym kombinatorickym principem v mnoha tilohach ptedevsim
existencniho charakteru.

Pojmy uvedené v této kapitole jsou ¢erpéany z literatury |3, §].
Nejjednodussi tvar Dirichletova principu uvadi néasledujici véta.

Véta 4.1.1 Necht je k+ 1 predméti ulozeno do k pfihradek. Pak existuje aspon jedna
prihradka, ve které jsou nejméné dva predmeéty.

vvvvvv

Véta 4.1.2 Necht je nk+1 predméti ulozeno do k prihradek. Pak existuje aspon jedna
prihradka, ve které je nejméné n + 1 predméti.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Necht m; (proi = 1,2,..., k) udavéa pocet predmétu
v 1-té prihradce. Pfedpokladejme sporem, Ze pro kazdé ¢+ = 1,2,...,k je m; < n. Pak
ale plati

nk+1l=mi+mo+...+mpy <n+n+...+n=nk,

~
k-krat

coz je spor. Tim je dané tvrzeni dokazano.

V tlohéach z geometrie budeme pracovat s nasledujicim znénim Dirichletova prin-
cipu.

Véta 4.1.3 Necht je v roviné dan utvar U a konecny systém utvara Uy, Us, ..., U,,
které utvar U pokryvaji tak, Ze hranice itvaru U je totozné s hranici systému tutvaru
Uy, Us,...,U,. Je-li S obsah utvaru U a jsou-li Sy, 9, ...,95, po fadé obsahy ttvaru
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U, Us,...U, a plati-li, ze
S<51+SQ+...+Sn,

pak se aspon dva z utvaria Uy, Us, ..., U, prekryvaji.

Diikaz. Necht je dan v roviné dtvar U a kone¢ny systém utvara Uy, Us, ..., U,, jejichz
hranice je totozné s hranici atvaru U. Pfedpokladejme dale sporem, Ze se pak zadné dva
utvary ze systému Uy, Us, . . ., U, nepiekryvaji. To ale znamen4, Ze atvar U je systémem
utvarta Uy, Us,...,U, vyplnén a tedy

S251+SQ++Sn,

kde S je obsah utvaru U a Si,59,...,5, jsou po fadé obsahy atvaru Uy, U,,...U,.
A to je spor. Tim je dukaz proveden.

4.1 Ulohy z klasické kombinatoriky

V prvnim odstavci ukazeme vyuziti Dirichletova principu, pii feSeni piikladi z oblasti
klasické kombinatoriky a z oblasti teorie mnozin.

Piiklad 4.1.1 [MO 42 C - T - 4]

V matematické soutézi resil kazdy zak 30 tloh. Za spravné vyteSenou tlohu obdrzel
4 body, $patné vyresend tloha znamenala —1 bod, 0 bodu bylo za tulohu, kterou nete-
sil. Kolik muselo byt tc¢astnikii, abychom mohli s jistotou tvrdit, ze dva zaci skoncili
se stejnym poctem bodu?

Resend.

Kazdy zak mohl v soutézi dosdhnout celkovy bodovy soucet od —30 bodu (jestlize
fesil vSech 30 uloh $patné) az do 120 bodu (pii spravném vyfeSeni vSech 30 tloh)
s vyjimkou souc¢tu 119, 118, 117, 114, 113 a 109 bodi, které se pii daném bodova-
cim systému nedaji zadnym zpisobem dosdhnout. Moznych vysledki s soutézi je tedy
151 — 6 = 145. Podle Dirichletova principu to znamend, Ze kdyZz se soutéze ziacastni
aspon 146 zaku, mizeme s jistotou tvrdit, ze aspon dva zaci skoncili se stejnym po-
¢tem bodi.

Piiklad 4.1.2 [MO 37 B - 1T - 2]
Dokazte, ze na Sachovnici 8 X 8 nelze rozmistit sedm stielci tak, aby vSechna pole
Sachovnice byla ohrozena.

Resend.

Méme-li rozmistit sedm stielcti na Sachovnici 8 X 8, pak na polich jedné z barev
(¢erné nebo bilé) mohou byt umistény nejvyse tii stielci. Jestlize tyto tii stielce rozesta-
vime (bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze je budeme umistovat na bila pole) tak,
aby kazdé pole ohrozoval nejvyse jeden stielec, pak kazdy s této trojce stielcii ohrozuje
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pravé ctyti bila pole na obvodu Sachovnice. VSech bilych poli pfi obvodu Sachovnice
je 14, ale zkoumana trojce bilych stfelcti z nich ohrozuje pouze 10. To znamena, 7ze
nejméné 2 pole jsou neohrozena. Tim je tloha dokazana.

Uloha 4.1.1 [MO 45 A — 11 - 4]

Déti se v tabote délili do druzin nasledujicim zptisobem: Vedouci urcil mezi détmi
nékolik nacelnikl. Kazdy nécelnik si pak do své druziny vzal vSechny své kamarady
z tabora (kamaradstvi je vzajemné). Kupodivu to vyslo dobre, tedy tak, ze se nacelnici
nemuseli o zadné dité hadat, zadné dité nezbilo a zadni dva nacelnici nebyli kamaradi.
Podruhé urcil vedouci jiny pocet nacelnikti. Mohlo rozdéleni déti popsanym zplisobem
opét dopadnout dobre?

Uloha 4.1.2 [MO 28 B - 11 - 2]

Je dana Sachovnice tvaru n xn. Jaky nejvétsi pocet figurek lze na Sachovnici rozmisti
tak, aby zadné dvé figurky nestéli na sousednich polickach? (Za sousedni povazujeme
ta policka, kterd maji spole¢nou stranu nebo roh.)

Uloha 4.1.3 [MO 45 A — 11T - 3]

Je dano Sest tfiprvkovych podmnozin konecéné mnoziny X. Dokazte, Ze prvky mno-
ziny X je mozné obarvit dvéma barvami tak, aby zadnéa ze Sesti danych podmnozin
nebyla jednobarevna, tj. neméla vSechny tfi prvky stejné barvy.

Uloha 4.1.4 [MMO 14 — 1]
Dokazte, ze v libovolné mnoziné deseti ritiznych piirozenych ¢isel existuji dvé ne-
prazdné disjunktni podmnoziny takové, ze soucty jejich prvki jsou stejné.

Uloha 4.1.5 [MMO 6 — 4]

Sedmnact osob si navzajem dopisuje, kazdy se vSemi ostatnimi. V celé korespon-
denci se objevuji jen tii riznéd témata. Kazda dvojce osob si spolu pise jen o jednom
z téchto témat.

Dokazte, ze existuji aspon tii osoby, které si navzajem pisi o stejném tématu.

Uloha 4.1.6 [MO 50 C — T - 5|

Tticet maturantii jednoho gymnazia si podalo prihlasku k dalsimu studiu na né-
kterou ze Sesti fakult Ceského vysokého uceni technického. Vyuzili moznost podat vice
prihlasek, a tak polovina zaki podala piihlasku aspon na tii fakulty, tfetina si podala
piihlasku na vice nez tii fakulty. Na fakultu architektury se s ohledem na talentovou
piijimaci zkousku neptihlasil nikdo. Dokazte, 7ze na nékterou ze zbyvajicich péti fakult
se prihlasilo méné nez dvacet studenti.
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Uloha 4.1.7 [MO 51 C - S - 1]

Do sportovniho krouzku chodi 21 chlapcti. Na poslednich dvou schiizkdch nikdo
nechybél, chlapci se pokazdé rozdélili do tii druzstev po sedmi hracich. Dokazte, Ze
néktefi t¥i hraci byli obé schizky spolu v jednom druzstvu.

Uloha 4.1.8 [MO 59 B — 11 - 2]

V matematické soutézi bylo zadéno 7 dloh a za kazdou z nich mohl soutézici ziskat
0, 1, nebo 2 body. Soutéze se zucasnilo 60 zaki. Za kazdou tlohu bylo udéleno aspon
95 bodi. Dokazte, ze mezi soutézicimi najdeme dva tak, Ze kazdou z tloh vyftesil aspon
jeden z nich za 2 body.

4.2 Ulohy o ¢&islech

V nésledujicich ptikladech, je Dirichletiv princip vyuzit pii feSeni tloh o ¢islech.

Piiklad 4.2.1 [MO 42 A - T - 5]

Ve ¢tvercovém schématu je zapsdnu 1000 x 1000 celych ¢isel. Pritom kazda dvé
sousedni ¢isla v fadku nebo ve sloupci se lisi nejvyse o 100. Dokazte, Ze mezi zapsanymi
¢isly je jedno, jez se ve schématu vyskytuje aspon Sestkréat.

Resent.

Zvolme libovolna dvé ¢isla ve schématu. Od jednoho k druhému se muzeme dostat
nanejvys 999 4+ 999 = 1998 kroky tak, ze postupné prochazime pies sousedni ¢isla.
Zadna dvé ¢isla ve schématu se tedy nelisi vice nez o 199 800, proto ¢isla ve schématu
nabyvaji nanejvys 199 801 riznych hodnot. Kdyby ve schématu byla kazda hodnota
zastoupena nejvyse pétkrat, nebylo by v ném vice nez 5 - 199801 < 106 ¢isel, je jich
tam vSak milion. Ve schématu tedy musi byt aspon jedno ¢islo zastoupeno nejméné
Sestkrat.

Piiklad 4.2.2 [MO 30 B - P — 2]
Pro kazdé prirozené ¢islo n existuji navzajem rizna prirozena c¢isla r, s tak, ze ¢islo

3 —-3°
je délitelné cislem n. Dokazte.
Resent.
Uvazujme n + 1 &isel 31,32, ..., 3", Pii déleni téchto ¢isel ¢islem n, ziskdme n
b b ) b

zbytka (0,1,...,n — 1). Podle Dirichletova principu musi tedy aspofi dvé z uvedenych
n+ 1 ¢isel davat pri déleni ¢islem n stejné zbytky. Necht jsou to ¢isla 3" a 3°. Pak plati

=k -n+z 3=k -n+z,
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kde ki, ko jsou vhodné celd nezaporna ¢isla a z je zbytek, tj. z € {0,1,...,n—1}. Tedy
plati, ze
37"—35:(k1—k2)-n,

nebo-li, Ze zkoumany rozdil je délitelny ¢islem n. Tim je tloha vyfeSena.

Uloha 4.2.1 [MO 45 B 1 - 3]

Zvolime-li libovolné 11 riuznych dvojcifernych ¢isel, vzdy z nich lze vybrat dvé sku-
piny cisel, které maji stejny pocet prvki, neobsahuji zadny spoleény prvek a davaji
stejny soucet. Dokazte.

Uloha 4.2.2 [MO 25 C — 11 - 2a]
Dokazte, ze z 50 libovolné zvolenych navzajem ruznych prvocisel 1ze vzdy vybrat
13 ¢isle tak, Ze rozdil kazdych dvou z nich je délitelny péti.

Uloha 4.2.3 [MO 30B 1 - 1]
Pro kazdé ptirozené ¢islo n existuji dva navzajem rizni délitele dy, do ¢isla 9000000
takové, ze n déli rozdil dy — ds. Dokazte.

4.3 Ulohy o geometrickych objektech

V tomto odstavci je Dirichletuv princip aplikovan na piikladech z oblasti geometrie.

Piiklad 4.3.1 [MO 42 C - S — 3]

Uvniti ¢tverce o strané 2 je dano 61 rliznych bodia. Dokazte, Ze existuje kruh o po-
loméru \/75, uvniti kterého lezi aspon 16 téchto bodi.
Resent.

Dany ¢tverec muzeme rozdélit na ¢tyfi ¢tverce o strané 1; kazdému z téchto ¢tvercu
opiSeme kruznici s polomérem ‘/75 Kruhy ohrani¢ené témito kruznicemi zcela pokry-
vaji vnitfek daného ¢tverce. Kdyby v kazdém z téchto kruht lezelo nejvyse 15 bodi,
nemohlo by v celém ¢tverci byt dohromady vice nez 4-15 = 60 < 61 bodu. Proto aspon

v jednom z kruhti musi lezet aspon 16 bodi.

Piiklad 4.3.2 [MO 25 B - II — 2b]

Na vrchliku kulové plochy o poloméru 1 s vyskou 1 jsou umistény ¢tyri ruzné body
tak, ze zadny z nich nelezi na hrani¢ni kruznici vrchliku. Dokazte, Ze aspon dva z nich
maji vzdalenost mensi nez v/2.

Resent.
Oznac¢ime S ,severni pol“ vrchliku. Vzdalenost libovolného bodu vrchliki, jenz

nelezi na hrani¢ni kruznici, od bodu S je mensi nez /2. Pokud néktery z danych
bodi splyne s bodem S, pak tvrzeni plati. Jestlize zadny z uvazovanych ¢tyi bodu
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nesplyne s bodem S pak podle Dirichletova principu aspon dvéma z uvazovanych Ctyf
bodt prochézeji ,poledniky®, které se protnou v bodé S pod tihlem nepiesahujicim
90°. Snadno se vidi, ze vzdalenost téchto dvou bodi je mensi nez /2. Tim je tloha
dokazéna.

Piiklad 4.3.3 [MO 42 B — 1T — 4]

Zahon tvaru rovnostranného trojihelnika je pokryt péti navzajem shodnymi plach-
tami tvaru rovnostranného trojihelniku. (éésti plachet se mohou piekryvat i presah-
nout zahon.) Dokazte, 7e na pokryti zahonu staci ¢tyfi tyto plachty.

Regend. Jednu z péti plachet museji byt prikryty aspon dva body z mnoziny, kterd
je tvorena tiemi vrcholy trojihelniku a tfemi stiedy jeho stran. To ale znamend, Ze
strana plachty je pfinejmensim rovna aspon poloviné strany celého zahonu. Ten se pak
da& pokryt ¢tyimi plachtami podle obr. 4.1.

Obr. 4.1

Piiklad 4.3.4 [MO 29 B - P - 2]
Na sachovnici tvaru 20 x 20 je vyznaceno 31 navzijem rtuznych Sachovnic tvaru
8 x 8. Dokazte, 7ze existuje pole, které patii aspon Sesti z vyznacenych Sachovnic.

Resend.

Prolozme sachovnici 20 x 20 soufadnicovy systém tak, ze fadky ocislujeme od zdola
nahoru a sloupce zleva doprava. Snadno vidime, 7e kazda Sachovnice 8 x 8, ktera je
umisténa v sachovnici 20 x 20 musi obsahovat pravé jedno z poli (8, 8), (8, 16), (16, 8),

(16, 16). Protoze
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je dokonce nékteré z poli Sachovnice 20 x 20 obsazeno v 8 z vyznacenych Sachovnic
typu 8 x 8.

Priklad 4.3.5 [MO 36 C — 1 — 4]
Jakym nejmensim moznym poctem barev je mozné obarvit priseciky deviti pfimek
na obr. 4.2 tak, aby na zaddné této piimce nelezeli dva body téze barvy?

Resent.

Protoze kazda z piimek protne Sest dalsich pifimek, je tfeba nejméné Sest barev.
Z celkovych 27 bodu by pfi obarveni Sesti barvami bylo vzdy aspon pét bodu obarveno
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Obr. 4.2

toutéz barvou. Kazdy bod je prisec¢ikem dvou piimek a protoze na jedné p¥imce nemo-
hou lezet dva a vice bodii téze barvy, potiebovali bychom deset piimek. K dispozici je
vSak pouze devét piimek. Tedy k obarveni je tieba aspon sedm barev a jak je ukézano
na obr. 4.3, sedm barev staci.

Obr. 4.3

Uloha 4.3.1 [MO 42 C - II - 3]

V kruhu o poloméru 1 je ddno 77 rtiznych bodi. Dokazte, ze existuje kruh o polo-
méru \/?g, ve kterém lezi aspon 13 téchto bodi.
Uloha 4.3.2 [MO 25 C — 11 - 3a|

Uvniti kruznice o poloméru 1 jsou dany ¢tyfi rizné body. Dokazte, ze jsou mezi
nimi dva, jejich? vzdalenost je mensi nez v/2.

Uloha 4.3.3 [MO 43 B — 11 — 4]
Kazdy vrchol krychle s hranou délky a obarvime jednou ze t¥i barev. Dokazte, Ze

potom mezi témito vrchol existuji dva stejné barvy, jejichz vzdalenost je vétsi nez %a.
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Uloha 4.3.4 [MO 44 C — 1 — 4]

Kazdému bodu jednotkové kostky je pfifazena pravé jedna ze ¢tyt barev. Dokazte,
ze pro libovolné takovéto obarveni existuji na kostce dva body stejné barvy, jejichz
vzdalenost je aspon % V5.

Uloha 4.3.5 [MO 26 A — 111 - 1]
V krychli s velikosti hrany 1 je dano 2 050 bodu. Dokazte, Ze mezi nimi existuje pét
takovych, ze lezi uvnitt koule o poloméru %.
Uloha 4.3.6 [MO 33 A — 1 - 5]
V kouli o poloméru 1 je dano 73 riznych bodi. Dokazte, ze z téchto bodi lze vybrat
5

13 navzajem ruznych, které lezi uvniti néjaké koule s polomérem 2.

Uloha 4.3.7 [MO 31 A — 1II - 4]
V kruhu o poloméru 1 je zvoleno 64 navzajem riiznych bodu. Dokazte, Ze z nich lze
vybrat 10 navzajem riuznych bodi, které lezi v nékterém kruhu o poloméru %

Uloha 4.3.8 [MO 39C 1 1]

Ctverec 100 x 100 je rozdélen na 10 000 jednotkovych ¢tvercti. Do nich jsou libo-
volnym zptusobem vepsana ¢isla 1 az 10 000 (do raznych ¢tvercia ruzna ¢isla). Dokazte,
ze pak existuji dva sousedni ¢tverce, v nichz jsou ¢isla lisici se asponn o 51. Ctverce
povazujeme za sousedni, maji-li spole¢nou stranu.

Uloha 4.3.9 [MO 59 A — 1II - 2]
Kruhovy ter¢ o poloméru 12 cm zasahlo 19 stiel. Dokazte, ze vzdalenost nékterych
dvou zasahi je mensi nez 7 cm.

Uloha 4.3.10 [MO 26 B - T - 5]
V roviné je dano 50 bodi, z nichz zadné t¥i nelezi na jedné piimce. Dokazte:

a) Trojuhelniky ur¢ené trojicemi danych bodi maji aspoii 200 vnitinich ahla, jejichz
velikost je mensi nez 8°.

b) Z téchto 200 vnitinich thli mé aspon 100 velikost neptesahujici 7°30'.

Uloha 4.3.11 [MO 30 A - 111 - 6]

Uvnitt koule o objemu V' je dano 11 ruznych bodid. Potom existuji roviny p a o,
které obé obsahuji stied koule a urcuji vyse¢ o objemu %V, ktera ve svém vnitiku
neobsahuje zadny z danych 11 bodt. Dokazte.
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Kapitola 5

Princip inkluze a exkluze

Dalsim dilezitym kombinatorickym principem, ktery lze vyuzit v mnoha ptikladech je
princip inkluze a exkluze.

V této kapitole vychazi autor z literatury [2, 3, §].
Ukazme si nejprve nejjednodussi variantu tohoto principu.

Véta 5.1.1 Necht M; a M, jsou kone¢né mnoziny. Pak pro pocet prvku sjednoceni
M1 U M2 plati
| My U Ms| = | M| + |Ms| — | My N M.

Vyslovme toto tvrzeni pro tii kone¢né mnoziny.

Véta 5.1.2 Necht M;, My a M3 jsou kone¢né mnoziny. Pak pro pocet prvki sjednoceni
Ml U MQ U M3 plati

|MiUMyUMs| = | My |+ | Ms|+ | Ms|— | MyN M| — | MyNMs| — | MsN Ms|+ | MyNMaN Ms).

Diikaz. Uvazujme libovolny prvek m, ktery lezi asponi v jedné z mnozin M; (i = 1,2, 3).
Nyni musime rozlisit tii p¥ipady. Pokud lezi prvek m v pravé jedné z mnozin M;, pak
je na obou stranach dokazovaného souc¢tu zapocitan jedenkrat. Jestlize lezi v pravé
dvou mnozinach, pak je na levé strané zapocten jednou a na pravé strané dvakrat se
znaménkem plus a jednou se znaménkem minus — dohromady také jednou. Lezi-li prvek
m soucasné ve vSech tfech mnozinach, pak je na levé strané zapocitan jednou a na pravé
strané ¢tyrikrat se znaménkem plus a tiikrat se znaménkem minus, tj. celkem taktéz
jedenkrat. Tim je dilkaz dokoncen.

Obdobnym zptusobem nyni dokdZeme i obecny tvar principu inkluze a exkluze pro
n konecnych mnozin.
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Véta 5.1.3 (princip inkluze a exkluze) Necht M; (proi = 1,2,...,n) jsou koneéné
mnoziny. Pak plati

M| UMy U UM, =Y (M| = Y |M;0 M|+

i=1 1<i<j<n

+ ) MO M OM| =+ ()" M N My 0 M| =

1<i<j<k<n
— Z(—l)’”“yMj1 NM;,N...0 M|
kde se s¢ita pres vSechny nepréazdné podmnoziny {ji,jo,...j.} indexové mnoziny

{1,2,...,n}.

Diikaz. Necht m je libovolny prvek patiici do sjednoceni v8ech mnozin M;, kde

i={1,2,...,n} anecht prvek m nalezi pravé do s < n z téchto n mnozin.
Na levé strané dokazovaného vztahu se prvek m vyskytuje jednou. Na pravé strané
je pro kazdé r € {1,2,...,s} prvek m zapo&itan pravé v () s¢itancich typu

|M;, N\ M, N ... .0 M|

Vyjadiime-li soucet vSech scitancii, v nichz je prvek m zapocitan, dostaneme néasledujici
kombinatorickou identitu (dikaz napiiklad v [2])

(-0 ()- )

Tim je dikaz ukoncen.

Véta 5.1.4 (dudlni princip inkluze a exkluze) Necht M; (1 = 1,2,...,n) jsou
kone¢né mnoziny. Pak plati

My N My 0 M| =) (=1 My, UM, UL UM,

kde se s¢itd pres vSechny neprazdné podmnoziny {ji,7j2,...,J-} indexové mnoziny
{1,2,...,n}.

D1iikaz. Postupnou aplikaci principu inkluze a exkluze ziskame:

My N My 0 M=) (1) My, UM, UL UM, | =

:Z|Mi|_ Z |MiUMj|+ Z |MiUMjUMk|—...
=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n

e (FD)T M UM UL UM =S M - Y <|Mi| M| — | M; N Mj|)+
=1

1<i<j<n
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30 (I MG M = MO M = [ MO My = [M; O My |+ MM My ) =

1<i<j<k<n

o (CD)"My UM UL UM, =) M = Y [M 0 M|+
=1

1<i<j<n
+ ) MO MO M| =+ (D) M UM UL UM,
1<i<j<k<n

coz vzhledem k vété 5.1.3 jisté plati. Tim je diikaz proveden.

Poznamka. V nékterych piikladech lze vzorec z pfedchozi véty zjednodusit. A to
v pripadé, 7e je kazdy z (") stitancu [M;, N M;, N...NM; | stejny — oznaéme jej m(r).
Vzorec pak prejde do tvaru

My UM, U...UM,| = i(—l)’"“ : <”> “m(r).

r=1

5.1 Prtiklady a tlohy

V tomto odstavci uvedeme nékolik piikladi, k jejichz feSeni lze vyuzit princip inkluze
a exkluze.

Piiklad 5.1.1 [MO 29 A —1- 5]

Na skole pracuje 64 zaki v péti zajmovych krouzcich. Kazdy krouzek ma aspon
19 clent. Zadny zak nepracuje ve vice nez tiech krouzcich, ale kazdé tii krouzky maji
aspon jednoho spole¢ného ¢lena. Dokazte, Ze existuji dva krouzky, které maji spole¢nych
aspon pét ¢lent.

Resend.

Ozna¢me My, Ms, ..., M5 mnoziny vSech ¢leni prvniho az patého krouzku. Ze za-
déani prikladu a podle principu inkluze a exkluze plati

5
My UMy UL UMs| = |Mi[— > [Min M|+ ) [M;0M;N M.
=1

1<i<j<5 1<i<j<k<5
Protoze
5
Y IM|>5-19=95
=1
¢ 5
> IM;N M0 M| > (3) -1 =10,

1<i<j<k<5
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plati, ze

5
oMM =) M+ > [ M0 M0 M| - 64>

1<i<j<5 i=1 1<i<j<k<5
> 95410 — 64 = 41.
Pokud by kazdé dva krouzky méli nejvyse ¢tyfi spolecné c¢leny, pak
5
> IMin M| = (2) 4 =10-4=40.
1<i<j<5

Ale protoze plati
> IMin M| > 4L,

1<i<j<5

musi existovat dva krouzky, které maji aspon pét spolec¢nych ¢lenii.
Tim je tloha vyteSena.

Piiklad 5.1.2 [MO 22 B - P — 1]

Tii koneéné mnoziny My, My, M3 maji po fadé ni, ng, ng prvki. Pocet prvki mno-
ziny My U My U Mj je s. Dokazte:

a) Je-li ny + ng +n3 > 2s + 1, ma prunik vSech t¥f mnozin aspon jeden prvek.

b) Ma-li pranik vSech t¥i mnozin aspon jeden prvek je ny + ng + ng > s + 2.

Dokazte dale, ze podminka b) neni dostacujici pro to, aby t¥i mnoziny mély ne-
prazdny prinik.

Regent.
a) Podle duélniho principu inkluze a exkluze plati:

|MiNMyNMs| = | My |+ | Ma| 4| Ms|— | My UMs| — | My UM;| — | MyUMs|+| My UMyUMs|.
Uvédomme si, ze pro i # j (4,5 = 1,2,3) plati |M; U M;| < |M; U My U Ms|, tj.
| My 0 My N Ms| > | M| + | M| + | Ms| — 2| My U My U M3| = nq + ny + ng — 2s,
coz vzhledem k piedpokladu ny; + ny + ng > 2s + 1 znamena, ze
| My N My Ms| > 1.

b) Ozna¢me p pocet prvki prunik mnozin M; N My N M3. Uzitim principu inkluze
a exkluze a nerovnosti |M; N M;| > | My N My N Ms|, kde i # j ai,j =1, 2,3 ziskame

S = |M1UM2UM3| Z |M1’+|M2|—|—|M3|—2|MlﬂM2ﬂM3| :n1+n2+n3—2p,
vzhledem k predpokladu p > 1 plati

s <njg+mng+n3—2,
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neboli
N1+ No + N3 ZS—l—Z

V posledni ¢éasti dikazu mame ukazat, ze plati-li podminka
N+ no +ng > s+ 2,

nemuseji mit mnoziny My, My, M3 neprazdny prunik. Jako piiklad kdy za splnéni uve-
dené podminky nemaji dané tii mnoziny prazdny pranik uvedme: |M;| = 3, | M| = 5,
‘M3| = 4, |M1OM2| = 2, ‘M1QM3| = ]., |M2ﬂM3’ =3 a |M1QMQOM3| = Q),
tj. podminka ny 4+ no +ng = 12 > 8 = s+ 2 je splnéna, ale priunik mnozin M, My, M3
je prézdny.

Tim je dikaz ukoncen.

Piiklad 5.1.3 [MO 36 A — T - 6]

Sachovnice se skladd z 8 x 8 poli vytvarejicich ¢tverce. Véz je jedna z figur, jimiz
se hraje Sach. Rekneme, ze v€Z je neohrozend, jestlize v fadku a sloupci, ve kterém se
naléza, uz neni jind véz.

a) Urcete pocet v8ech takovych rozmisténi 8 vézi na Sachovnici, pii nichz je kazda
z vézi neohrozena.

b) Urcete pocet rozmisténi 8 vézi na Sachovnici, p¥i nichz je aspon jedna z nich
neohrozena.

c¢) Urfete poCet rozmisténi 8 vézi na Sachovnici, pii nichZ je aspon jedna z nich
neohrozend a zadné dvé nejsou v témze fadku.

d) Reste tlohy b) a ¢) pro ¢tvercovou Sachovnici skladajici se z n x n poli, pFicemsz
rozmistujeme k vézi (1 < k < n).

Resent.

Méme-li rozmistit osm vézi na Sachovnici tak, aby zadna z nich nebyla ohrozena, pak
zadné dvé z uvazovanych osmi vézi nemohou lezet ve stejném Fadku ani sloupci. Prvni
véz muze tedy v prvnim sloupci umistit 8 zptusoby. Druhou véze mizeme v druhém
sloupci umistit jiz jen 7 zpusoby, atd. az osmou véz lze v osmém sloupci umistit uz jen
jednim zptisobem. Podle pravidla souc¢inu existuje celkem

8-7-...-1=28!

moznosti, jak véze rozmistit.
Ulohy b) a ¢) snadno ur¢ime z obecné tlohy pro 8achovnici o n x n polich, na niz je
rozmisténo k vézi. Zabyvejme se proto tlohou d). O¢islujme uvazované véze vy, va, . . ., V.

(i) Oznalme Aj, As, ..., Ay mnoziny v8ech rozmisténi, v nichz jsou po fadé véze
vy, Vs, . . ., U neohrozeny. Pocet v8ech rozmisténi, ve kterych je aspon jedna z uva-
zovanych k vézi neohrozena odpovida poc¢tu prvku mnoziny A; U As U ... U Ag.
Podle principu inkluze a exkluze plati:

k
1 (k
|ATU AU .. U A = E (—1)J1(,)\Aj1mAj2m...mAjky,
J

j=1
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kde se s¢ita pres vSechny j-prvkové podmnoziny {ji, jo, - - ., jx } indexové mnoziny
{1,2,...,k}. Staci proto ur¢it |A; N AN ...NA;|, tedy pocet rozmisténi, v nichz
jsou véze vy, va, . .., v; neohrozeny. Véz v; mizeme umistit do libovolného z n? po-
licek. Véz vy jiz nemiize lezet ve stejném tadku ani sloupci jako véz vy, existuje
pro ni tedy (n —1)? policek, atd. az pro véz v; existuje (n — j+ 1)? policek. Véze
Vjt1, - - -, Uk MiZeme umistit libovolné do zbylych (n — j)? poli¢ek. Pocet téchto
rozmisténi odpovida po¢tu vsech (k — j)-prvkovych variaci z (n — j)2-prvkové

J— / 2
(n—J) )(k — j)L. Tedy plati, 7e

mnoziny, tj. ( I
)

k=
Pro pocet vSech rozmisténi, v nichz je aspon jedna z vézi vy, v, . . . , v neohrozena,
plati
k I (n— j)?
|AjUAU. . . UA| :Z(—w‘—l(_>n2(n—1)2...(n—j+1)2( J )(k—j)! =
i J k—1J
k 2 .
K\ (T, o (n—j)? .
S Q) (e
() () @ () )

Hledany pocet P vSech stejnych (neo¢islovanych) vézi ziskdme podélenim pie-
deslého vztahu pocétem vech shodnych rozmisténi jednotlivych vézi (téch je k!),

t].
k 2 ,
1 (kN (n (n —j)?
pP=— —1)t i1)? k— )l
D V() (9270
Obdobnym zptsobem vyteSime i druhou c¢ast tlohy. Oznacme By, Bs, ..., By
mnoziny vSech rozmisténi, v nichz nejsou po radé véze vy, vo, ..., v, neohrozeny

a zaroven zadné dvé véze nejsou ve stejném radku. Podle principu inkluze a ex-
kluze plati

k

[k
|BiUByU...UBy| = Z(—l)ﬂ 1(]_)|le NBj,N...N B,
j=1
kde se s¢ita pres vSechny j-prvkové podmnoziny {ji, jo, - - ., jx } indexové mnoziny

{1,2,...,k}. Protoze
|BiNByN...NB;| = n*(n—1)%... (n—j+1)*(n—5)" 7 (n—j)(n—j—1) ... (n—k-+1),
je

BiUB,U...UBy| = i(—nﬂ'l (k) (7)2(]'!)2(71 ) (Z:?) (k — ).

j=1



Hledany pocet () nerozliSenych vézi ziskame stejné jako v piredeslém piipadé po-
délenim ziskaného vztah ¢islem k! (pocet vSech shodnych rozmisténi jednotlivych
vézi), tedy

o=k (oo

Uloha 5.1.1 [MO 29 A — P — 4]
Jsou dany kone¢né mnoziny M, My, Ms, My. Symbolem | M| ozna¢ime pocet prvka
mnoziny M. Dokazte, ze plati

| My U My U M3 U My| = | M| 4 | Ma| + | Ms] + | My|—
—| My N M| — | My 0 Ms| — | My N My| — | My 0 Ms| — | My N My| — | Ms 0 My|+

+| My N My O Ms| + [ My 0 My N My| + | My 0 Mz 0 My| + | My 0 Ms 0 My|—
—| My N My N Mg 0 My

Uloha 5.1.2 [MO 22 B — 1 - 3]

Ze 100 osob koupilo na predvano¢nim trhu 80 lidi textilni zbozi, 70 lidi knihy a 55 lidi
elektrotechnické vyrobky. Kolik osob nejméné koupilo vyrobky vSech tii druhi? Jestlize
kazda z uvedenych 100 osob si koupila jeden z uvedenych vyrobki, kolik z uvedenych
osob nejvyse koupilo vyrobky v8ech t¥i druhu?

Uloha 5.1.3 [MO 29 A — 111 - 6]
Necht M je mnozina péti bodu v prostoru, z nichz zadné ¢tyfi nelezi v jedné roviné.
Dale necht R je mnozina sedmi roviny s néasledujicimi vlastnostmi:

a) Kazda rovina z mnoziny R obsahuje aspon jeden bod z mnoziny M.
b) Zédny z bodl mnoziny M nelezi v péti rovindch mnoziny R.

Dokazte, 7ze existuji takové dva riazné body P, Q) € M, ze primka P() neni prusecnici
zadnych dvou rovin z mnoziny R.

Uloha 5.1.4 [MO 22 C - T - 1]
Mnoziny My, My, Ms, My, My U My U M3 U M, maji po fadé ny, no, ng, ng a s prvk,
pritom plati M, N M3 = M, N My = (). Dokazte, Ze plati

258 > ny + ng + nz + ny.

Miize nastat rovnost a v kterém piipadé?
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Kapitola 6

Metoda rozkladu

Mezi klasické kombinatorické problémy patii rozlozeni daného objektu na systém na-
vzajem disjunktnich objekti, jejichz sjednocenim dostaneme ptivodni objekt. V tomto
textu se zaméiime predevsim na piiklady, v nichz se necha s vyhodou vyuzit metody
rozkladu ¢isel a kone¢nych mnozin.

V této kapitole je ¢erpano z literatury [3].

Definice 6.1.1 Rozkladem ptirozeného ¢isla n na k sc¢itanct rozumime kazdou k-tici

r=(ry,Te, ..., k),
kde ri > ry > ... > 71, jsou piirozend ¢isla takova, ze vy + 19 + ... + 1, = n. Cisla
r1,T9, ..., T, se nazyvaji slozky rozkladu r.

Pozndmka. Kazdy rozklad libovolného pfirozeného ¢isla n na soucet k slozek lze
znazornit pomoci tzv. Ferrerova grafu. Jedna se o diagram, ve kterém jsou v kazdém
z jeho k tadki znazornény jednotlivé slozky rozkladu pomoci pfislusného poc¢tu bodi
(i-té slozce rozkladu piislusi i-ty fadek, kde ¢ = 1,2,...,k). Jako piiklad uvedme
diagram, ktery znazoriiuje rozklad (3,3,2,1,1) ¢isla 10 na 5 slozek:

Obr. 6.1

Definice 6.1.2 Systém | = {S},5,..., S5k} neprazdnych podmnozin mnoziny S,
které jsou po dvou disjunktni (tj. S; N S; = () pro vSechna i # j, kde 7,7 =1,2,..., k)
a jejichz sjednocenim ziskime ptivodni mnozinu S se nazyva rozklad mnoziny S na k
trid.
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6.1 Ulohy o mnoZinach

V prvnim odstavci této kapitoly jsou zafazeny priklady, v nichz se vyuziva rozkladu
kone¢nych mnozin.

Piiklad 6.1.1 [MO 21 A —III — 5]

Kolik dvojic navzajem disjunktnich podmnozin ma mnozina o n prvcich?

Reseni.

Nejprve uré¢ime pocet vSech usporadanych dvojic navzajem disjunktnich podmnozin
dané n-prvkové mnoziny. Prvni podmnozina, ozna¢me ji A, muze mit 0,1, ..., n prvku.
Necht A ma k prvka (k = 0,1,...,n). Druha podmnozina, ozna¢me ji B, pak miize
mit uz jen 0,1,...,n—k prvkia. Necht ma mnozina B j prvkia (7 =0,1...,n—k). Pod-

n n—
mnozinu A lze vybrat ( k) zplsoby, podmnozinu B ( ) zpusoby. Uspofadanou
J
dvojici sestavenou z podmnoziny A a B lze vybrat

()07

=0

n

2

k=0

zpusoby. Podle znamé identity (dtkaz naptiklad v [2]) je
n—k
=0 \ 7
Uzitim binomické véty ziskame
n n n n
.2717]6: 1]42”,]6: 1 2\ — 3"
S (1) =y ()= =s
k=0 k=0

Pocet usporadanych dvojic je tedy 3". Kazda neusporaddané dvojice navzajem disjunkt-
nich podmnozin dané n-prvkové mnoziny je v poc¢tu 3" zapocitand dvakrat. Vyjimku
tvori pripad kdy A = () a B = (). Hledany pocet viech navzajem disjunktnich podmno-
3" +1

2

ziny dané n-prvkové mnoziny je

Piiklad 6.1.2 [MO 39 A — T - 5]

Je-li G graf takovy, 7e z kazdého jeho vrcholu vychazi nejméné 2m — 1 hran, lze
vrcholy grafu rozdélit do dvou disjunktnich mnozin A a B tak, ze z kazdého vrcholu
v A vychazi nejméné m hran do vrcholu B a z kazdého vrcholu v B vychéazi nejméné
m hran do vrcholi v A. Dokazte.

Regend.
Necht G je graf, z jehoz kazdého vrcholi vychazi nejméné 2m — 1 hran. Hledejme
disjunktni rozklad mnoziny vSech vrcholii V daného grafu G, tj. V = AUBaANB =10
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tak, aby mezi mnozinami A a B bylo ,,mnoho hran“. Uvazujme z mnoziny vSech moz-
nych rozkladu ten, pii némz je pocet hran mezi mnozinami A a B nejvétsi. Ukazme,
ze se jedna o rozklad s pozadovanou vlastnosti.

Kdyby z libovolného vrcholu v € A vedlo do B nejvyse m — 1 hran, dostali bychom
premisténim v z A do B novy rozklad A\{v}, B U {v}, ktery bude mit mezi obéma
mnozinami vice hran nez ptuvodni rozklad, protoze v je podle predpokladu s ostatnimi
vrcholy v A spojen aspoin m hranami. Tim je tloha vyfeSena.

Priklad 6.1.3 [MO 39 A — 1T — 4]
Zjistéte, kolik existuje potadi (ay, as, ..., a1p) ¢isel 1,2,. .., 10 takovych, Ze souc¢asné
plati:

(a) a; >ag (1<i<

at

)7

(b) a; > agjp (1 <7 <4).

Regent.
Necht poradi (ai,as, ..., a10) spliluje obé nerovnosti. Ozna¢me symbolem a; — a;
relaci a; > a; a usporadejme ¢isla ay, as, . .., a9 do nasledujiciho schématu:
a
vd N\
(05} as
v N\ VNN
Qq as Qg ar
e N\ N\
as Qg aio
Obr. 6.2
Ziejmé a; = 10. Zbyva devét ¢isel (1,2, ...,9), které dle schématu rozdélime na dvé

disjunktni mnoziny obsahujici t¥i a Sest ¢isel. To znamené (g) moznosti.

V kazdém z téchto rozdéleni mizeme vzdy jednoznac¢né ur¢it hodnotu ay jako ma-
ximélni prvek Sestiprvkové mnoziny a hodnotu asz jako maximalni prvek tiiprvkové
mnoziny.

Pro volbu hodnot ag a a7 mame dvé moznosti. Cisla ag, s, as, ag, a9 Musime rozdeé-
lit do dvou disjunktnich mnozin se tfemi a dvéma prvky, coz lze provést (g) zpusoby.
Hodnoty a4 a as jsou v kazdém takovémto rozdéleni jednozna¢né urceny jako maximalni
prvky v prislusnych podmnozinach. Prvky ag a a9 muze v kazdém z uvazovanych roz-
déleni urc¢it dvéma zpusoby a prvek aq je jiz jednozna¢né urcen vybérem prvku as.
Dohromady tedy dostaneme, ze existuje

() + () 2-om

riznych potradi splhujicich dané podminky.
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Piiklad 6.1.4 [MO 34 C -1 - 1]

Dokazte, ze pro kazdy rozklad mnoziny M = {1,2,...,15} na dvé disjunktni pod-
mnoziny A, B plati: alespon v jedné z mnozin A, B lze nalézt tii navzajem ruzné ¢isla
x,y, z tak, ze x je nejvétsi spolecény délitel ¢isel y, 2.

Resent.

Predpokladejme sporem, 7Ze existuje rozklad mnoziny M na dvé disjunktni pod-
mnoziny A, B tak, ze v zddné z mnozin A, B nelezi tii navzajem ruzna ¢isla x, y, z, pro
ktera je ¢islo x nejvétsim spole¢nym délitelem ¢isel y, z. Bez jmy na obecnosti pied-
pokladejme, Ze mnozina A obsahuje ¢islo 1. Mnozina A pak neobsahuje zadnou dvojici
nesoudélnych ¢isel (riiznych od ¢isla 1) z mnoziny M, protoze jednic¢ka déli i vSechna
nesoudélné ¢isla.

Mnozina B nemiuze soucasné obsahovat ¢isla 3, 9, 15 ani trojici ¢isel 2, 4, 14, musi
tedy v mnoziné A lezet aspon jedno z ¢isel 3, 9, 15 a soucasné aspon jedno z ¢isel
2, 4, 14. To je ale spor s tim, Ze mnozina A nemuze obsahovat zadné dvé ¢isla vétsi
nez 1, kterd by byla nesoudélna.

Tim je priklad vytesen.

Piiklad 6.1.5 [MO 35 A — II — 3b]
Pro n prirozené ozna¢me M, mnozinu vSech jednoprvkovych a dvouprvkovych pod-

mnozin mnoziny {1,2,...,n}. Je-li n > 3, 1ze ke kazdé (n — 2)-prvkové podmnoziné P
mnoziny M, najit dvouprvkovou podmnozinu {4, j} mnoziny {1,2,...,n}, pro kterou
je

{it ik {e. 0P =0

Dokazte.
Resend.

Predpokladejme, 7ze P obsahuje k (0 < k < n — 2) dvouprvkovych a n —2 — k
jednoprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n}, pak v mnoziné {1,2...,n} zbyva

k+2
pravé k + 2 takovych cisel i, ze {i} & P. Z nich lze vytvorit ( ;_ ) dvouprvkovych

podmnozin. Musime tedy ovéfit, ze
k42
> k.
()

(k+2)(k+1) > 2k,

coz jisté plati pro kazdé k > 0. Tim je tloha vyTeSena.

Po tprave

Uloha 6.1.1 [MO 38 A — 1 - 2]
Najdéte nejmensi prirozené ¢islo r, pro néz existuji podmnoziny Aq, Ay, As, Ay, As
mnoziny {1,2,...,r} takové, ze pro vSechna i € {1,2,3,4,5} plati
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Uloha 6.1.2 [MMO 30 — 1]
Dokazte, ze mnozina {1,2,...,1989} se d4 napsat jako sjednoceni dvou disjunktnich
mnozin Ay, Ao, ..., Ajy7 tak, Ze jsou splnény nasledujici podminky:

(1) kazda z mnozin A; ma pravé 17 prvki,

(2) soucet vsech ¢isel z mnoziny A; je pro vSechna i € {1,2,...,117} stejny.

Uloha 6.1.3 [MO 23 B 1 - 1]

a) Dokazte, Ze nasledujici iloha neni feitelna: Mame sestrojit dvé neprazdné pod-
mnoziny A, B mnoziny R realnych ¢isle tak, aby R = A U B, déle aby aspon jedna
z mnozin R\ A, R\ B nebyla prazdna a aby pro libovolna ¢isla a € A, o’ € A, b € B,
b € B platilo

a+a €A,
a+be B,
b+t €A

b) Dokazte, ze pokud ve formulaci tlohy a) nahradime mnozinu R mnozinou Z vsech
celych ¢isel, pak existuje pravé jedna dvojce mnozin A, B s pozadovanymi vlastnostmi.
Najdéte ji.

Uloha 6.1.4 [MO 45 C — 1 - 2]
Rozhodnéte, zda lze mnozinu ¢isel 1,2, ...,1995 rozdélit na dvé skupiny tak, aby
v prvni skupiné bylo

a) dvakrat,
b) tiikrat,
¢) Ctyrikrat
vice ¢isel nez ve druhé skupiné a aby soucty ¢isel v obou skupinach byli stejné.
Uloha 6.1.5 [MO 45 C — II - 1]
Zjistéte, pro kterd pfirozend ¢isla n je mozné mnozinu 1,2,...,n rozlozit na dvé

skupiny tak, aby v prvni skupiné bylo tiikrat vice ¢isel nez ve druhé a aby soucty cisel
v obou skupinach byli stejné.

Uloha 6.1.6 [MO 34 B - T - 6]

K, M, N jsou kone¢né mnoziny realnych c¢isle s poc¢tem prvka po tadé k,m,n.
Ozna¢me L mnozinu vSech ¢isel ve tvaru x +y + 2z, kde v € K, x € M a z € N.
Ukazte, ze mnozina L méa aspon k + m + n — 2 prvki.
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Uloha 6.1.7 [MO 35 A — TIT - 1]

Necht n je piirozené ¢islo a S mnozina podmnozin mnoziny {1,2,...,n} s touto
vlastnosti: Pro kazdé dvé mnoziny M; € S, My € S ma mnozina (M; U M)\ (M; N Ms)
sudy pocet prvku. Urcete nejvétsi mozny pocet prvki mnoziny S.

Uloha 6.1.8 [MO 38 B — 1 - 6]

t

Necht ¢ je pFirozené ¢islo an = . Dokazte, Ze mnozinu {1, 2, ..., n} lze rozdélit
na t disjunktnich podmnozin Ay, As, ..., A; tak, ze zdidna mnozina A; neobsahuje ¢isla

x,1y, 2z s vlastnosti z + y = 2.

Uloha 6.1.9 [MO 16 D — II - 3]

Prirozen4 ¢isla 1,2,...,12 jsou rozdélena do ¢tyfech skupin po tfech ¢islech. Sou-
¢et Cisel kazdé této skupiny je nejvyse 20. Dokazte, ze v zddném takovém rozkladu
se nevyskytuje skupina {5,6,7}.

Uloha 6.1.10 [MO 49 A — S — 3]

Urcete nejmensi piirozené k, pro které plati: Vybereme-li libovolnych k riiznych ¢isel
zmnoziny {1,2,3,...,2000}, pak mezi vybranymi ¢isly existuji dvé, jejichz soucet nebo
rozdil je 667.

Uloha 6.1.11 [MO 54 A — 1 - 1]

Neprazdnou mnozinu pfirozenych ¢isel nazveme malou, kdyz ma méné prvki nez je
jeji nejmensi prvek. Urcete pocet vSech malych mnozin M, které jsou podmnozinami
mnoziny {1,2,...,100} a maji tuto vlastnost: patii-li do M dvé rizna ¢&isla x a y patii
do M rovnéz ¢islo |z — y|.

Uloha 6.1.12 [MO 54 A — 111 - 2]

Zjistéte, pro ktera m existuje pravé 2'° podmnozin X mnoziny {1,2,...,47} s vlast-
nosti: ¢islo m je nejmensi prvek mnoziny X a pro kazdé x € X plati bud = +m € X,
nebo x +m > 47.

Uloha 6.1.13 [MO 56 A — T — 4]
Urcete, pro ktera pfirozena ¢isla n je mozno mnozinu M = {1,2,...,n} rozdélit

a) na dve,
b) na t¥i

navzajem disjunktni mnoziny o stejném poctu prvku tak, aby kazda z nich obsahovala
také aritmeticky primér vSech svych prvki.
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6.2 Ulohy o &islech

V tomto odstavci jsou uvedeny piedevsim tulohy, v nichz se vyuziva rozkladu ¢isel
pomoci jejich zapisu v desitkové soustaveé.

Piiklad 6.2.1 [MO 42 C — 11 - 1]
Jestli je péticiferné ¢islo 6AB73 délitelné 99, pak je délitelné také 19. Dokazte.

Resent.
Vime, ze

6ABT3 = 60073 + 1000A + 100B = 606 - 99 + 79 + 990A + 10A + 998 + B =

= 99(606 + 10A + B) + 79 + 10A + B.

Aby bylo toto ¢islo délitelné 99, musi byt 104 + B = 20. Cislo 6ABT3 se tedy rovna
¢islu 62 073, které je délitelné ¢islem 19, coz se mélo dokazat.

Piiklad 6.2.2 [MO 40 C - T - 1]
Kolik je ¢tyfcifernych ¢isel s touto vlastnosti: Jestlize v ném Skrtneme kteroukoliv
¢islici, nedostaneme ¢islo délitelné tremi.

Resent.

Pouzijeme znamé tvrzeni, ze zbytek pii déleni ¢isla tfemi je stejny jako pii déleni
tfemi ciferného souctu tohoto ¢isla. Napiiklad v piipadé ¢tytciferného ¢isla m o ¢islicich
a,b,c,d je m = 100a 4+ 100b + 10c + d = 3(333a + 33b + 3¢) + (a + b + ¢ + d), odtud
vidime, 7e rozdil ¢isla m a jeho ciferného souc¢tu a + b + ¢ + d je délitelny tiemi

Ma-li ¢islo m pozadovanou vlastnost, nesméji zadné tii jeho ¢islice davat pri déleni
tfemi stejny zbytek. Jinak by byl jejich soucet délitelny tiemi, a tim by bylo délitelné
tfemi i ¢islo, které bychom dostali z ¢isla m vynechdnim zbyvajici ¢tvrté cislice. Ze stej-
ného diivodu nesméji zadné tfi Cislice ¢isla m davat pii déleni tfemi navzajem ruzné
zbytky. Zbyva tedy pouze moznost, ze dvé ¢islice davaji stejny zbytek a zbyvajici dvé
rovnéz, avsak ruzny od prvniho.

Déavaji-li naptiklad dveé ¢islice zbytek 1 a zbyvajici dvé zbytek 2, neni soucet zddnych
tii z nich délitelny tfemi. Tyto dvé cislice se zbytkem 1 muZeme ze ¢tyf Cislic vybrat
celkem Sesti zplisoby, pritom kazda z nich se mize rovnat 1, 4 nebo 7. Zbyvajici dvé
vybereme z ¢islic 2, 5 nebo 8. Mame tedy celkem 6 -3 -3 -3 -3 = 486 moznosti.

Podobné je tomu u zbytku 0 a 1 nebo 0 a 2. AvSak ¢islice se zbytkem 0 se pii
déleni t¥femi miuze rovnat 0, 3, 6 nebo 9 (4 moznosti), proto nyni dostavame dvakrat
6-3-3-3-3 =864, tedy 1 728 moznosti. Z nich vSak musime vynechat ty piipady,
v nichz je na prvnim misté ¢islice 0, takové ¢islo by nebylo ¢tytciferné. Je-li na prvnim
misté nula, je jesté na jednom misté ¢islice délitelna t¥emi (0, 3, 6, 9), na dalsich dvou
mistech pak jsou ¢islice 1, 4, 7 nebo 2, 5, 8. Musime tedy vylou¢it 2-3-4-3-3 = 216
pripadu.

Vysledek tlohy je 486 4+ 1728 — 216 = 1998.
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Piiklad 6.2.3 [MO 27 C - P — 1]

Kolika zpiisoby je mozné ¢islo 78 rozlozit na soucet t¥i piirozenych ¢isel. Pritom
dva rozklady ligici se pouze poradim sc¢itanci, tedy naptiklad rozklady 10 + 10 + 58,
10 4+ 58 + 10, 58 4+ 10 + 10, povaZzujeme za stejné.

Resend.

Uvazujme vSechny uspofadané trojce prirozenych ¢isel, jejichz soucet je ¢islo 78.
Prvni ¢len usporadané trojce (prvni séitanec), ozna¢me jej p, miuZeme vybrat libo-
volné, tj. p = 1,2,...,76. Druhy ¢len, ozna¢me jej q 1ze libovolné vybrat uz jen z ¢isel
1,2,...,78 —p—1. Tieti ¢len je jiz ur¢en jednoznacné jako 78 — p — q. P¥i pevné zvole-
ném p existuje 78 — p — 1 takovych to uspofadanych trojic a protoze p =1,2,...,76 je
téchto trojic 79+ 75+...+1=(76+1)+ (75+2) +... + (39+38) = 38 - 77 = 2926.
Rozlisime nasledujici pripady.

(i) V8echny tii s¢itance jsou shodné pouze v p¥ipadé rozkladu 28 + 28 + 28.

(ii) Rozkladi, v nichz jsou pravé dva stejné s¢itance, je 37. Jsou to rozklady 141+ 76,
242474, ... 3843842

(iii) Pocet vSech uspotfadanych trojic, které maji vSechny tii ¢leny navzajem rizné,
zjistime, odeéteme-li od vSech usporadanych trojic (téch je 2 926) v8echny uspo-
fadané trojic, které maji vSechny ¢leny stejné (jedna usporadana trojce), resp.
v8echny uspofadané trojice, v nichz se dva ¢leny opakuji (pro kazdy takovy to
rozklad existuji tii usporadané dvojce — celkem tedy odé¢itame 3-37 = 111 uspo-
radanych trojic. Celkem je tedy

2926 —1—-111=2814

uspoiadanych trojic, jejichz ¢leny se navzajem lisi. Mezi témito uspoirddanymi
trojicemi je vzdy Sest trojic sestavenych ze stejnych ¢lent (pocet vSech permutaci

z tiiprvkové mmnoziny). Poc¢et rozkladu (neuspofadanych trojic), ve kterych se

2814
sCitance navzajem lisi je tedy 5 = 469.

Pocet vSech rozkladu ¢isla 78 na soucet tif s¢itancu dle podminek v zadani je

469 + 37 + 1 = 507.

Piiklad 6.2.4 [MO 27 C - P — 2]
Je-li ptirozené ¢islo n > 10 druhou mocninou lichého ¢&isla, pak je pfedposledni cifra
dekadického zapisu ¢isla n ¢islo sudé. Dokazte.

Resent.
Zapisme-li ¢islo, jehoz druhou mocninou je ¢islo n, ve tvaru 10a + b, kde a je celé
¢islo a b je liché piirozené ¢slo mensi nez 10, pak je n = 100 - a® + 10 - 2ab + b?.
Predposledni cifru tohoto ¢isla ziskdme se¢tenim desitek v &sle b? a jednotek v éisle
2ab. Protoze b = 1,3,5,7,9 je b? &islo sudé; ¢islo 2ab je také sudé, proto je sudy i jejich
soucet a tedy i pfedposledni cifra daného d¢isla n.

52



Uloha 6.2.1 [MO 21 C -1 - 2]

Dokazte, ze kazdé prirozené ¢islo n > 10 lze rozlozit aspont dvojim zptisobem na sou-
¢et dvou prirozenych ¢isel tak, ze prvy scitanec je prvocislo a druhy sc¢itanec je ¢islo
slozené.

Uloha 6.2.2 [MO 29 Z — P - 3]
Urcete dvojici riznych trojcifernych ¢isel, kterd ma tyto dvé vlastnosti:

a) v desitkové soustavé maji ¢isla zapis xyz nebo zyz,

b) maji co nejvétsiho spoleéného délitele.

Uloha 6.2.3 [MO 45 C — 1 - 5|

Urcete vSechna ctyfcifernd cisla A, kterd maji pro kazdé k = 2,3,4,...,9 tuto
vlastnost: VepiSeme-li cifru k£ mezi prostiedni cifry ¢isla A, dostaneme péticiferné ¢islo,
které je nasobkem cisla k.

Uloha 6.2.4 [MO 21 Z - P - 1]
Ciferny soucet kladného trojciferného prvocisla p; je dvojciferné prvocislo py. Ci-
ferny soucet prvocisla py je jednociferné prvocislo ps > 2. Najdéte vSecky takové trojce

prvocisel py, pa, p3.

Uloha 6.2.5 [MO 21 C - T - 2]
Dokazte, ze kazdé prirozené ¢islo n > 10 lze rozlozit asponn dvojim zptisobem na sou-
¢et dvou prirozenych ¢isel, z nichZ jedno je prvoéislo a druhé ¢islo slozené.

Uloha 6.2.6 [MO 32 Z - III - 1 (SR)]

K dvojcifernému prirozenému ¢islu pripocitejte ¢islo k nému obracené, tj. ¢islo, které
z daného ¢isla ziskdme zdménou jeho cifer. Najdéte vSechna dvojciferna ptirozena ¢isla,
o nichz plati, Ze soucet daného cisla a ¢isla k nému obracenému je druhou mocninu
prirozeného ¢isla.

Uloha 6.2.7 [MO 32 C — 1 — 4
Najdéte vSechna pfirozena ¢isla, jejichZ tfeti mocnina kon¢i skupinou cifer 56 789.

Uloha 6.2.8 [MO 45 C — S - 1]
Rozlozte vSemi moznymi zpusoby &islo 1 996 na soucet nékolika (asponi dvou)
po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel.

Uloha 6.2.9 [MO 1 B - 11 - 2]

Najdéte vSechna ¢tyfciferna ¢isla tvaru aabb (kde a # 0 a b jsou arabské cifry),
ktera jsou druhou mocninou celého ¢isla.

53



Uloha 6.2.10 [MO 3 A — T - 15]
Nejdéte vSechna prirozena ¢isla, ktera se rovnaji jedenactinasobku svého ciferného
souctu v desitkové soustaveé.

Uloha 6.2.11 [MO 23 A - 1II - 3]

Pro kazdé pfirozené ¢islo m, které je v dekadickém zapise aspon dvojciferné a mé
Cislice navzajem rizné, ozna¢me jako f(m) soucet vSech piirozenych ¢isel raznych
od m, které z &sla m dostaneme zaménou poradi jeho ¢islic (naptiklad f(302) =
= 023 + 230 + 320 + 203 + 032 = 808).

Najdéte vSechna pfirozené ¢isla , pro ktera plati f(x) = 138 012.

Uloha 6.2.12 [MO 25Z — P - 2]

Dokazte, ze rozdil kazdych dvou kladnych trojcifernych ¢isel, z nichz prvé je v desit-
kové soustaveé zapsano tymiz ¢islicemi jako druhé, avSak v opa¢ném poradi, je délitelny
9all.

Uloha 6.2.13 [MO 44 C - T - 1]

Urcete vSechna c¢tyfcifernd ¢isla délitelnd 4, pro nez plati: Jestlize v ¢isle vymé-
nime prvni dvé ¢islice, dostaneme ¢islo délitelné 7. Jestlize v ¢isle vyménime prostieni
dvé ¢islice, dostaneme ¢isla délitelné 5. Jestlize v ¢isle vymeénime posledni dvé ¢islice,
dostaneme ¢islo délitelné 9.

Uloha 6.2.14 [MO 44 C — 11 - 1]

Urcete rozklad vSech ¢tyfmistnych ¢isel n s vlastnosti: Jestlize k ¢islu n pricteme
Ctyfmistné ¢islo n', které ma v desitkové soustavé opacné poradi ¢islic nez ¢islo n,
dostaneme ¢islo, které je délitelné 70.

Uloha 6.2.15 [MO 46 C — I - 1]

Cislo 4 896 je délitelné jak svym prvnim dvojéislim (48), tak i svym poslednim
dvojéislim (96). Kolik je ¢tyfcifernych ¢isel s touto vlastnosti, ktera jsou navic délitelna
¢islem 177

Uloha 6.2.16 [MO 46 C — 1T — 1]
Ve ¢tyiciferném cisle se rovnaji prvni a druha cislice a treti a ¢tvrta cislice. Urcete
toto ¢islo, vite-li, Ze je druhou mocninou pfirozeného ¢isla.

Uloha 6.2.17 [MO 32 Z — I1I - 2]
Soucet ti1 celych kladnych ¢isel, z nichz kazdé se rovna soucinu zbyvajicich dvou,
je 47. Ktera jsou to ¢isla? Najdéte vSechna FeSeni tlohy.

Uloha 6.2.18 [MO 46 C — S — 3|

Najdéte vSechny Ctyifciferna p¥irozena Cisla, pro ktera plati: Soucet soucini kazdych
dvou c¢isel ze Ctvefice ¢isel se souc¢inem zbyvajicich dvou cisel je roven 51.
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6.3 Ulohy o geometrickych objektech

V poslednim odstavci této kapitoly jsou zarazeny tlohy, vyuzivajici rozklad ur¢itého
geometrického objektu na systém nékolika dalsich objekti.

Piiklad 6.3.1 [MO 33 A —1— 4]

Urcete nejvétsi prirozené c¢islo n s touto vlastnosti: Existuje konvexni n-thelnik,
ktery lze vyjadrit jako sjednoceni kone¢ného poc¢tu vzajemné se nepiekryvajicich pra-
vouhlych trojihelnikii s ostrymi hly 30° a 60°.

Reseni.

Necht A A, ... A, je konvexni n-thelnik, jehoz libovolny vnitini Ghle lze vyjadfit
jako sjednoceni konec¢ného poc¢tu neptekryvajicich se dhlu velikosti 30°, 60° a 90°.
To znamenad, Ze libovolny vnitini thel o zkoumaného n-ihelniku, lze vyjadrit jako
a=k-30° kde k =1,2,3,4,5 (pro k > 6 se jiz nejedna o konvexni n-uhelnik) — jeho
maximéalni hodnota je tedy o = 150°. S vyuzitim zndmého vztahu pro soucet vnitinich
thla konvexniho n-tthelniku s = (n — 2) - 180°, ziskame rovnici

(n —2) - 180° < 150n,

jejimz feSenim je ziejmé
n <12.

Existence konvexniho 12-thelniku, jenz je konvexni n-thelnik s nejvétsim poctem
vrcholi vyhovujici zadani alohy (tj. konvexni n-tuhelnik vyplnény konecnym sjedno-
cenim nepiekryvajicich se pravothlych trojihelniku s vnitfnimi ahly 30° a 60°), je
zndzornéna na obr. 6.3.

Obr. 6.3

Piiklad 6.3.2 [MO 33 C —1— 3]
Je dano prirozené ¢islo n > 2. Dfevénou krychli o hrané délky n natfeme na cerveno
a roziezeme 3(n — 1) rovinnymi fezy na n® malych krychli¢ek o hrané délky 1.

a) Kolik malych krychli¢ek bude mit jednu ¢ervenou sténu, kolik dvé ¢ervené stény,
kolik tii ¢ervené stény?
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b) Je mozné z malych krychli¢ek sestavit kvadr o rozmérech 1 x (4n — 8) x (4n — 8)
tak, aby jedna jeho ¢tvercova sténa o rozmérech (4n—8) x (4n—8) byla vybarvena
jako Sachovnice?

Resent.

a) TTi Cervené stény maji krychlicky, které lezely u vrchola velké krychle — je jich
tedy 8. Dvé Cervené stény maji krychlicky, jez byli u jedné z 12 hrany krychle, ale ne
ve vrcholu — téch je 12 (n — 2). Jednu ¢ervené obarvenou sténu maji krychlicky, které
lezely v nékteré z Sesti stén krychle, ale ne u zadné hrany — jejich pocet je 6 - (n — 2)2.

b) K sestaveni kvadru, jehoz jedna sténa o rozmérech (4n—=8) x (4n—8) je vybarvena

(4n — 8)?

jako Sachovnice, potfebujeme obarvenych krychlicek a stejny pocet neobar-

venych krychlicek. Pocet vSech krychli¢ek, které maji aspon jednu €ervenou sténu je
6n% — 12n + 8. Pro n tedy musi platit

(4n — 8)?

5 < 6n* — 12n + 8,

tj.

(n —5)* < 13.
Této podmince vyhovuji nasledujici prirozena ¢islan = 3,4, 5,6, 7, 8. Z celkového poctu
n? obarvenych i neobarvenych krychli¢ek musime sestavit $achovnici o (4n — 8)? polich.
Na neobarvené pole lze jisté pouzit i neobarvenou sténu z nékteré krychlicky, jejiz
nékteré dalsi stény jsou natfené. Proto musi platit

(4n — 8)% < n®.

7 uvedenych ¢isel vyhovuji jen pripady pro n = 3, 4.
Tim je priklad vyteSen.

Piiklad 6.3.3 [MO 29 A - III - 3]

Mnozina M vznikla z roviny vyjmutim tii bodu A, B, C, které jsou vrcholy troj-
uhelniku. Jaky je nejmensi pocet konvexnich mnozin, jejichZ sjednoceni je mnoZina
M?

Regent.

Ukazeme, Ze nejmensi pocet konvexnich mnozin, jejichz sjednoceni je celd mnozina

M jsou t¥i mnoziny. K tomu je tfeba dokazat soucasné platnost nasledujicich tvrzeni:

(i) Mnozina M lze vyjadiit jako sjednoceni tii konvexnich mnozin.
(ii) Mnozina M nelze vyjadiit jako sjednoceni dvou konvexnich mnozin.

(i) Nejprve dokazeme prvni ¢ast tvrzeni. Sestrojme t¥i konvexni mnoZiny P,Q, R
takové, ze M = P U@ U R. Necht P je mnozina vSech bodu, které lezi uvniti ihlu

ABC' anebo uvnitf tse¢ek AB, BC' (viz obr. 6.4). Dale necht @) je mnozina vsech bodu,
které lezi mimo polorovinu ABC' anebo na polopiimce opaéné k polopiimce AB (vyjma
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Obr. 6.4

bodu A). Obdobné necht R je mnozina vSech bodi v roving, které lezi mimo polorovinu
BC'A anebo na polopiimee opa¢né k polopiimce C'B (vyjma bodu C'). Snadno vidime,
ze P,Q, R jsou konvexni mnoziny jejichZ sjednocenim je mnozina M.

(ii) Druhou ¢ast tvrzeni budeme dokazovat sporem. Pfedpokladejme, ze mnozina
M lze vyjadrit jako sjednoceni dvou konvexnich mnozin U, V. Zvolme na piimce AB
tii navzajem ruzné body X,Y, Z tak, ze bod A lezi uvniti tsecky XY a bod B lezi
uvnitt asecky Y Z (viz obr. 6.5).

Obr. 6.5

Body X,Y,Z € M = U U V. Pak jedna z mnozin U,V musi obsahovat dva z bodu
X,Y, Z. At je to mnozina U. Za predpokladu Ze mnozina U je konvexni, rozliSme tyto
tfi pripady:

a) X,Y € U pak A e U,
b) X,Z €U pak B € U,
c) Y,Z eUpak A €U,

coz je ve vSech tfech piipadech spors A, B & M.
Tim je tloha vyteSena.
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Piiklad 6.3.4 [MO 30 C -1 - 1]

Kostka o hrané délky 5 je slozena ze 125 jednotkovych kostek. Urcete nejmensi
a nejveétsi povreh télesa, které vznikne odstranénim t¥i hranoli sloZzenych z péti jednot-
kovych kostek z puvodni kostky o hrané 5 tak, ze zddné dva z odstranénych hranolu
nemaji spoleény zadny bod ani stejny smér.

Resent.
Libovolny hranol 5 x 1 x 1 muzeme z kostky 5 x 5 X 5 odstranit tfemi zpusoby:

(i) Odstranénim hranolu, ktery obsahuje hranu krychle, zmensime povrch o 2.

(ii) Odstranénim hranolu, jenz lezi v nékteré sténé krychle a jehoz nejdel$i hrana je
riznéd od kazdé hrany krychle, zvétsime povrch o 8.

(iii) Odstranim hranolu, ktery ma se sténami krychle spoletné pouze obé ¢tvercové
podstavy 1 x 1, zvétsime povrch o 18.

Teleso s nejvétsim povrchem ziskame, odstranime-li z dané krychle tii hranoly po-
psané v bodé (iii), které se vzajemné& nedotykaji a které maji rizny smér. Povrch tohoto
télesa je 6-5-5+ 3 - 18 = 204.

Naopak téleso s nejmensim povrchem ziskdme, odstranime-li z dané krychle tii
hranoly popsané v bodé (i), které se vzajemné nedotykaji a které maji rizny smér.
Povrch tohoto télesa je 6 -5-5 — 3 -2 = 146.

Priklad takovych to dvou téles je znazornén na nésledujicim obrazku.

Uloha 6.3.1 [MO 33 C — S - 3b]

Dfevény pravidelny Sestiboky hranol H ma podstavnou hranu délky n a vysku 6n,
¢islo n je prirozené. Hranol natfeme cervené a roziezeme na krychlicky o hrané délky 1.
Zjistéte, pro ktera n lze z krychlicek slepit dutou krychli K o hrané délky 2n, jejiz vnéjsi
povrch je cely cerveny?

Uloha 6.3.2 [MO 35 C — II - 2]

Bodem S prochézi pét rovin, z nichz zadné tii nemaji spole¢nou pfimku. Na kolik
¢asti rozdéli tyto roviny cely prostor? (Predpokladejme, 7e rovina déli prostor na dvé
¢asti, dvé raznobé&zné roviny na ¢tyii ¢asti apod.)
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Uloha 6.3.3 [MO 33 B — S - 3b]

V roviné je dano k£ mnozin piimek M, M, ..., My, kazda z mnozin M; se sklada
z m navzajem ruznych rovnobéznych piimek. Pro ¢ # j nejsou piimky mnoziny M;
rovnobézné s p¥imkami mnoZiny M; a zZadné t¥i pfimky mnoZiny M; U My U ... U M,
neprochézi jednim bodem. Uréete na kolik ¢asti déli rovinu piimky z mnoziny M; U
MyU. ..U M.

Uloha 6.3.4 [MO 38 A — 1T — 4]

Je dano n bodl v roving, z nichz zadné tii nelezi v pfimce. Kazda primka, které
neprochéazi zadnym z danych bodu, urcuje rozklad danych bodi na dvé disjunktni
podmnoziny. Kolik riznych rozkladi lze takto dostat? (Rozklady porovnavame jako
neusporadané dvojice mnoZin.)

Uloha 6.3.5 [MO 10 B — 1 - 3]

Méame rozdélit lichobéznik na tii neptrekryvajici se trojihelniky o stejnych obsazich.
Zjistéte, zda je tloha teSitelna pro kazdy lichobéznik. V piipadé, kdy je tloha feSitelna,
najdéte vSechny zpusoby takového rozdéleni.

Uloha 6.3.6 [MO 25 Z — 11 - 3]

Na obrazku je znazornén hodinovy cifernik a dvé rovnob&zné piimky (viz obr. 6.7),
z nichz zadné neprochazi zadnym z bodi 1 az 12. Zménte polohu primek tak, aby
soucet Cisel lezicich v kazdé z vySrafovanych polorovin byl roven souctu déisel lezicich
v péasu rovnobézek.

Obr. 6.7
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Uloha 6.3.7 [MO 32 A - S - 2|
Urcete v8echna pfirozend ¢isla n, pro ktera lze rovnostranny trojihelnik se stranou
délky n rozlozit na navzajem se nepiekryvajici lichobézniky se stranami délky 1, 1, 1, 2.

Uloha 6.3.8 [MO 48 A — 1 - 6]

Z papiru byl slepen model ¢tytsténu, jehoz kazdé dvé protilehlé stany jsou shodné.
Rozhodnete, zda mizeme model roziiznout podél tii usecek tak, aby ho pak bylo mozno
rozvinout do roviny a vznikl ptitom obdélnik. Existuji pro pravidelny c¢tyfstén dva
uvazované zpusoby roziezani, pii nichz vzniknou neshodné obdélniky?

Uloha 6.3.9 [MO 53 C - T - 1]
Dokazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n, které je vétsi nez 3 a neni délitelné tfemi,
plati: Sachovnici n x n lze roziezat na jeden ¢tverec 1 x 1 a jeden obdélnik 3 x 1.

Uloha 6.3.10 [MO 56 C — I - 2|

Najdéte vSechny trojuhelniky, které lze roziezat na lichobézniky se stranami délek
lem,1cem, 1 cma2cm.
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Kapitola 7

Metoda rekurze

V této kapitole uvedeme nékolik tloh, jejichz feSeni je zalozeno na vytvoreni posloup-
nosti novych problému Py, P, ..., P, ze zadaného problému P tak, ze problém P; je
zjednodugenim piivodniho problému P, problém P, je zjednodusSenim problému P,
atd. az dojdeme k problému P,, ktery je jiz trivialni. Postupnym vyfteseni posloupnosti
problému P,, P,_1, ... P, nakonec nalezneme feSeni ptivodniho problému P. VySe po-
psana metoda je oznaCovana jako tzv. metoda rekurze. Pti feSeni prikladt se obvykle
snazime nalézt vhodny rekurentni vzorec, pomoci néhoz — na zakladé znalosti nejcastéji
poc¢tu feSeni problému Py, P, ..., P, — ur¢ime pocet feSeni problému P, [6].

7.1 Ulohy z klasické kombinatoriky

V prvnim odstavci sedmé kapitoly jsou uvedeny ptiklady z oblasti klasické kombinato-
riky, pii jejichz feSeni je vyhodné nalézt a pozit vhodny rekurentni vzorec.

Piiklad 7.1.1 [MO 47 A — 1 - 3]
V jistém jazyce jsou pouze dvé pismena A a B. Pro slova tohoto jazyka plati:

(i) Jediné slovo délky 1 je A.

(ii) Libovolna skupina pismen X;XoX5... X, X411 kde X; € {A, B} pro kazdy in-
dex i tvofi slovo délky n+1, praveé kdyz obsahuje aspon jedno pismeno A a p¥itom
neni tvaru X; X, ... X, A, kde X1 X5... X, je slovo délky n.

Najdéte

a) vSechna slova délky 4,

b) vzorec pro pocet p, vSech slov délky n.
Resent.

a) Slova délky 2 jsou AB a BA. Nepiipustna slova délky 3 jsou BBB, ABA a BAA.
Ptipustna slova délky 3 pak jsou AAA, AAB, ABB, BAB, BBA. Nepfipustna slova
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délky 4 je slovo BBB a déle slova, ktera ziskdme p¥ipsanim pismena A na konec p¥ipust-
nych slov délky 3, tj. slova AAAA, AABA, ABBA, BABA, BBAA. Vsechna ostatni
jsou pripustna — jsou to slova AAAB, ABAA, BAAA, AABB, ABAB, BAAB, ABBB,
BABB,BBAB,BBBA.

b) Z ¢asti a) vime, ze p; = 1, po = 2, p3 = 5, py = 10. Nyni pomoci rekurentniho
vzorce vyjadiime vztah mezi p,11 a p,. K urceni tohoto vztahu rozdélime slova délky
n + 1 do dvou skupin:

1 p()éet slov tvaru ... A je pI’éVé 2" — "y protoie pfe(] piSlI enem A nemize l)y’t
J p
zapséno zadné slovo délky n,

(2) pocet slov tvaru ...B je pravé 2" — 1, protoZe pied pismenem B nemuze byt
napsano n pismen B.

Pro rekurentni vzorec tedy palti:
Pas1 = (2" =pa) + (2" = 1) = 2" — 1 —p,,.
Ze vztahu pro p,.1 a p,io ziskdme nasledujici tvar rekurentniho vzorce:
Priz=2""2 =1 = poy = 2" =1 - (2" — 1 —p,) = p, +2"*".
Na zékladé posledniho vzorce uréime hodnoty p,, oddélené pro sudé a liché indexy n:
(i) Pro liché n = 2k — 1 plati:

D2k—1 = P2k—3 + 22 = P2k—5 + 92k—4 4 92k=2 _

=222 2R T AP AR g o ?.
(ii) Pro sudé n = 2k plati:
por = Pok—o + 22T = popg + 220 4 2% =
= o 23420 42202l o041 042y 24F 240k = 2. 4k3_ L

Nalezené vzorce plati pro kazdé k > 1.

Uloha 7.1.1 [MO 47 A - S - 2|

V jistém jazyku jsou pouze dva znaky A a B. Pripustnd jsou v ném jen takova
slova, v nichz nestoji vedle sebe vice nez dva stejné znaky. Dokazte, ze pocty p, vSech
pripustnych slov délky n lze urcit pomoci rovnosti p; = 2, po = 4 a prio = Prr1 + Pr
pro kazdé prirozené ¢islo k.

Uloha 7.1.2 [MO 50 A — III - 4]

V jistém jazyce je n pismen. Skupina pismen napsanych za sebou je slovo, pravé
kdyz se mezi dvéma stejnymi pismeny nenachazeji dvé stejna pismena. Urcete pocet
vSech slov maximalni délky.

62



Uloha 7.1.3 [MO 53 A — 1 - 3]

Pro libovolné ptirozené ¢islo n sestavme z pismen A, B v8echna mozné ,slova“ délky
n. Rozdélme je do dvou skupin S,, a L,, podle toho, zda je v daném slové sudy, resp.
lichy pocet ,slabik“ BA (za sudy povazujeme i pocet 0). Naptiklad slova BABBBBA
a AAAAAAB patii obé do skupiny S7, slova AABBABB a BA BAABA patii obé do
skupiny L;. Urcete, pro kterd n maji skupiny S,, a L,, stejny pocet prvku.

Uloha 7.1.4 [MO 53 A — 11 - 2]

Pro libovolné prirozené ¢islo n sestavme z pismen A, B vSechna mozné ,slova“
délky n a oznac¢me p,, pocet téch z nich, ktera neobsahuji trojici AAA po sobé jdoucich
pismen A ani dvojici BB po sobé jdoucich pismen B. Uréete, pro kteréd ptirozena ¢isla n
plati, Ze obé ¢isla p,, a p,41 jsou sudé.

Uloha 7.1.5 [MO 53 A — 11T - 2

Pro libovolné prirozené ¢islo n sestavme z pismen A, B vSechna moznéa ,slova“
délky n a oznac¢me p,, pocet téch z nich, kterd neobsahuji ani ¢tvefici AAAA po sobé
jdoucich pismen A, ani trojici BB B po sobé jdoucich pismen B. Uréete hodnotu vyrazu

P2004 — P2002 — P1999
P2001 + P2000

Uloha 7.1.6 [MO 59 A — T - 5]

V kadi je rg ryb, spole¢ny tlovek n rybafiu. Prichazeji pro svij dil jednotlive, kazdy
si mysli, Ze se dostavil jako prvni a aby si vzal piesné n-tinu aktualniho poc¢tu ryb
v kadi, musi predtim jednu z ryb pustit zpét do mote. Urcete nejmensi mozné ¢islo rg
v zavislosti na daném n > 2, kdyz i posledni rybaf si aspon jednu rybu odnese.

7.2 Ulohy o &islech

V tomto odstaveci jsou uvedeny tlohy o ¢islech, jejichz formulace vyZzaduje nalezeni
a pouziti vhodného rekurentniho vzorec.

Piiklad 7.2.1 [MO 31 B -1 - 5]
Ozna¢me M (n) pocet viech usporadanych n-tic nul a jedni¢ek, v nichz se nevysky-
tuji t¥i nuly vedle sebe.

a) Urcete M(13).
b) Rozhodnéte, zda je M (1000) sudé ¢islo.
Resend.
a) Pron =1,2,3,4 snadno odvodime, ze

M(1) =2, M(2) = 4, M(3) =7, M(4) = 13.
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Pro n > 5 zjistime hodnotu hledaného vyrazu s vyuzitim znalosti poctu predchézeji-
cich (n — 1)-tic nasledujicim zpiisobem. Novou n-tici vytvoiime z (n — 1)-tice piipsa-
nim jednicky nebo nuly na jeji konec. Zatimco jednicku lze doplnit na konec jakékoliv
(n — 1)-tice, u nuly musime vyloucit (n — 1)-tice zakoncené troj¢islim 1, 0, 0. Nevyho-
vujicich n-tic bychom takto vytvorili M (n — 4). Plati tedy

M(n)=2-M(n—1)— M(n—4).

Vypoctem zjistime, ze M (13) = 3 136.

b) Vypsanim nékolika ¢lent s vyuzitim nami odvozeného rekurentniho vztahu zjis-
time, 7e pro n > 4 je M(n) liché tehdy a jen tehdy, kdyz je M(n — 4) liché. Dale lze
z vypsanych ¢lent vyvodit, ze M (n) je liché, pravé kdyz lze n zapsat ve tvaru n = 3+4k
nebo n = 4(k + 1), kde k je libovolné celé nezaporné ¢islo a protoze 1000 = 4 - 250,
je ¢islo M (1000) liché.

Uloha 7.2.1 [MO 31 B -~ S - 3b]
Kolik je ptirozenych ¢isel n s témito vlastnostmi:

a) 10° < n < 10%, tj. n je Ctyiciferné,

b) v desitkovém zépise ¢isla n vedle sebe nejsou zadné dvé sudé islice.

Uloha 7.2.2 [MO 1 A —TII - 2]
Tabulka ¢isel

a b o
ay by co dy e
a3 by c3 d3 es f3 g3

je sestavend takto: Prvni fadek obsahuje tii lich& c¢isla. Kazdé c¢islo dalsich tadki je
rovno souctu tif sousednich ¢isel predchazejiciho faddku, z nichz posledni je nad uvazo-
vanym cislem; schézi-li v tabulce nékteré z téchto tii ¢isel, doplni se nulou. Dokazte,
ze poc¢inaje druhym radkem, kazdy radek obsahuje aspon jedno sudé ¢islo.

Uloha 7.2.3 [MO 45 A — 1 - 3]
Posloupnost piirozenych ¢isel aq,as,as, ... spliuje pro kazdé prirozené n > 1 tii
rovnosti:
Ay + Q2 = A3y,

Qp + A3p—1 = A2p + Q2p—1,
Qp + A3p4+1 = Q2p + A2p41-
Pritom vime, Ze vSechny ¢tyfi ¢leny aq, ai4, ai7, asy jsou prvocisla. Dokazte rovnost

@1995 = A2000-
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Uloha 7.2.4 [MO 57 A — T 4]
Urcete pocet konecnych rostoucich posloupnosti prirozenych ¢isel aq, ao, . . ., ai vSech
moznych délek k, pro které plati: a; = 1, a;|la;q proi =1,2,...,k—1 a ax = 969 969.

7.3 Ulohy o geometrickych objektech

Ve tretim odstavci sedmé kapitoly jsou zafazeny ulohy z geometrie, které lze vyfesit
nalezenim a aplikaci vhodného rekurentniho vzorce.

Piiklad 7.3.1 [MO 34 A —III — 1]
V roviné je dan pravidelny 1 985-tihelnik. Kazdou jeho stranu prolozme piimkou.
Urcete pocet ¢asti, na které tyto piimky rozdéli rovinu.

Resend.

Prolozime-li n prfimek stranami pravidelného n-tihelniku, pak pro liché n plati, ze
zadné dvé z téchto primek nejsou rovnobézné a zadné t¥i neprochazeji jednim bodem.
Pocet oblasti, na které uvazovanych n ptimek rozdéli rovinu, ozna¢me g(n), pron > 3.

1. Je-li n = 3, pak zfejmé plati g(3) = 7.

2. Pro n > 3 predpokladejme, Ze zndme pocet oblasti, na nichz rozdéli n pirimek
rovinu podle zadéani tlohy, tj. zname g(n). Uvazujme (n + 1)-ni piimku, ktera
protind vSech n piimek. Tato pfimka je zbylymi n pfimkami rozdélena na n + 1
¢asti a kazda z téchto ¢asti rozdéli pivodni oblast na dvé nové oblasti. Pocet
takto vzniklych oblasti lze proto vyjadiit vztahem

g(n+1) = gn) +n+ 1.
Plati tedy, ze

n(n+1)

1.
5 +

gn) =n+gn—-1)=n+{n-1)+...+9(4) +903) =
Specialné pro n = 1985 je g(1985) = 1985-993 + 1 = 1971 106.

Uloha 7.3.1 [MO 15 A — 11T - 2]

V roviné je ddno n kruznic, z nichz kazdé dvé se protinaji pravé ve dvou bodech
a zadnym bodem neprochazi tii z téchto kruznic. Urcete celkovy pocet ¢asti, na které
déli dana soustava kruznic rovinu. (Napf. tii kruznice uvedenych vlastnosti déli rovinu
na osm ¢asti.)
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Uloha 7.3.2 [MO 43 B - T - 5]
Urcete nejvétsi mozny pocet ¢asti, na které n kruznic rozdéli rovinu (n je ptirozené
Cislo).

Uloha 7.3.3 [MO 23 B — II - 3a
Je dana kruznice k a prirozené ¢islo n. Zjistéte nejveétsi a nejmensi pocet ¢asti,
na které lze vnitfek kruznice k rozdélit n tétivami.

Uloha 7.3.4 [MO 16 A — 1 - 2]

V prostoru je dano n rovin, z nichz zadné dvé nejsou rovnobézné, zadné t¥i nejsou
rovnobézné s toutéz primkou a zadné ¢tyii neprochézeji tymz bodem. Urcete, na kolik
oblasti déli tyto roviny prostor.

(Navod. Predpokladejme znalost této véty: n piimek roviny, z nichz kazdé dvé jsou
riznobézné a zadné tii neprochazeji tymz bodem, déli rovinu na %(n2 + n+2) oblasti.

Uloha 7.3.5 [MO 23 A - P - 2

Je dan rovnostranny trojuhelnik o strané délky 1. Kazdou stranu rozdélte na k stej-
nych dilia. Sestrojte vSechny tsecky rovnobézné s piislusnymi stranami; jejich krajni
body jsou délici body na stranach daného trojihelniku. Vznikne tak sit slozena z rov-
nostrannych trojihelnikt. Urcete pocet vSech trojihelnikii, které lze v siti najit.

Uloha 7.3.6 [MO 23 A — I - 3a]

V téze roviné lezi kruznice ky, ks, ..., k, (n > 1).

a) Najdéte vzorec pro nejvétsi mozny pocet a, oblasti, na které tyto kruznice rozdéli
rovinu. Popiste konstrukci n kruznic, které rozdéli rovinu na tento pocet a,, oblasti. Jaky
mé odvozeny vysledek vyznam pro Vennovy diagramy?

b) Budiz n = 4; popiSeme symbolem (1010) kazdou z oblasti, ktera lezi uvnit¥ &y, ks
a vné ko, ky, symbolem (0100) kazdou z oblasti, ktera lezi uvniti ke a vné ky, ks, ky
a obdobné dale. Ukazte, Ze je mozné zvolit kruznice tak, ze déli rovinu na a4 oblasti
a kazda z nich ma jiny popis. Narysujte obrazek.
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Kapitola 8

Metoda dil¢ich problémii

V posledni kapitole jsou zafazeny piiklady, pii jejichz feSeni se vyuziva tzv. metoda dil-
¢ich problémi. Tato metoda spociva v rozdéleni feSeného pifkladu na nékolik totoznych
nebo vzajemné nesouvisejicich dil¢ich problémi. Po vyfeSeni jednotlivych problémi
se FeSeni celého prikladu ur¢i na zakladé zkombinovéani (napiiklad pomoci pravidla
souctu a souc¢inu) vysledkua dil¢ich problému [6].

8.1 Ulohy o &islech

V prvnim odstavei osmé kapitoly je zafazeno nékolik dloh o ¢islech, pii jejichz feSeni
lze metodu dil¢ich problémii s vyhodou pouzit.

Piiklad 8.1.1 [MO 22 C - I - 2]

Urcete soucet vSech Sesticifernych ¢isel, z nichz kazdé mé dekadicky zapis obsahujici
kazdou 7z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Resent.

Pocet v8ech Sesticifernych ¢isel, které vyhovuji zadani tlohy je 6! = 720. Nyni
uréime jakymi séitanci piispéji soucty ¢isel na jednotlivych pozicich (jednotky, desitky,
az miliony) v dekadickém zépisu uvazovanych Sesticifernych ¢isel (tj. vyfesime Sest
jednodussich problémi) a poté tyto s¢itance se¢teme.

(i) Kazda z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5, 6 zaujme prvni misto pravé u 120 ¢isel. Cislice na prv-
nim misté u Sesticiferného ¢isla stoji na pozici statisici a proto prispéji k celko-
vému souctu nasledujicim s¢itancem

120-1-10°+120-2-10°+120-3-10> +120-4-10> +120-5-10° + 120 -6 - 10° =
=120-10°- (14+2+3+4+5+6) =120 10° - 21.

(ii) Obdobnou avahou zjistime, Ze cifry na 2. az 6. misté p¥ispé&ji k vyslednému souc¢tu
témito s¢itanci

120-10%-21, 120-10%-21, 120-10%-21, 120-10-21, 120-21.
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Celkovy soucet zjistime sectenim vSech Sesti s¢itanct
120 - 21 - (10° + 10* + 10> + 10 + 10 + 1) = 120 - 21 - 111 111.
Hledany soucet tedy je 279 999 720.

Piiklad 8.1.2 [MO 36 C — II - 3a]
Zjistéte kolik Feseni ma soustava rovnic

I1+$2+I3+$4+I5 :l’(j‘i‘l’?‘i‘l’g,
|I13§21’3l’4l‘5$6$7l’8| =1.
v oboru celych ¢isel.
Resend.
7 druhé rovnice vidime, ze kazdé z ¢isle x1, xo, . . ., x,, sSe muzZe rovnat bud 1 anebo —1.
Rozlisime nasledujici ¢tyti piipady:
(i) Jestlize xg = z7 = x3 = —1, pak je jedno z ¢isle x1, 2, ..., x5 rovno +1 a ostatni

dvé —1, tj. 5 moznosti.

3
(ii) Pokud xg + 27 + 25 = —1 (tj. (2) = 3 moznosti), pak pravé dvé z Cisel

5
x1,T9,...,Ts jsou —1 a zbylé tfi +1; to nastane pro (2) = 10 moznosti. Dohro-
mady je tedy 3 - 10 = 30 moznosti.

(iii) Paklize je jedno z ¢isel xg, 27, xg rovno —1 a zbylé dvé +1, pak podobnou tvahou
jako v bodé (ii) dostaneme 30 moznosti.

(iv) Posledni situace, kterd miZe nastat je pro x¢ = x7 = 23 = 1. V tomto piipadé
ziskame stejné jako v bodé (i) 5 moznosti.

Zjistili jsem, 7ze celkem existuje 70 feSeni dané soustavy rovnic.

Uloha 8.1.1 [MO 28 B - 1I - 3a
Urcete kolik rtiznych trojic pfirozenych ¢isel x,y, z splituje rovnost

$1y9729 — 19791 . 979

Uloha 8.1.2 [MO 28 A — 11T - 1]
Necht n je dané pfirozené ¢islo. Urcete pocet v8ech uspotfadanych trojic (x,y, 2)
nezapornych celych ¢isel x,y, z, které vyhovuji rovnici

x + 2y + 5z = 10n.
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Uloha 8.1.3 [MO 8 C — 1 - 5]
Kolik ¢tveric celych ¢éisel a, b, ¢, d méa tyto vlastnosti:

(i) Zadné dve z ¢isel a, b, ¢, d si nejsou rovna.
(ii) Platia+b+c+d=0.
(iii) Kazdé z ¢isel a, b, ¢, d ma absolutni hodnotu mensi nez 5.

(étveﬁci 1,2, —3,4 povazujeme za riznou od ¢tvetice 2, —3,4,1 apod.)

Uloha 8.1.4 [MO 8 C — 1T - 2]
Pisatka piSe na psacim stroji té€sné za sebou prirozené cisla

123456789101112 atd.

bez mezer a ¢arek; celkem takto napsala 1 000 ¢islic.
Vypocitejte, kolik pii tom napsala sedmicek.

Uloha 8.1.5 [MO 8D — 1 - 3]
Kolik napiSeme devitek, pokud vypiseme vSechna pfirozend ¢isla od 1 do 5 5557

Uloha 8.1.6 [MO 55 A — III - 5]
Najdéte vsechny trojce navzajem ruznych prvocisel p, ¢, r spliujici nasledujici pod-
minky:

i) plg+r,
(ii) q|r+ 2p,

(iii) »|p+ 3q.

8.2 Ulohy o geometrickych objektech

Ve druhém odstavei zavéreéné kapitoly jsou zarazeny ulohy o geometrickych objektech,
které lze vyteSit s pomoci metody dil¢ich problému.

Piiklad 8.2.1 [MO 40 B -1 — 3]
V roviné je dano 7 bodi, z nichz nékteré jsou spojeny tseckou. Pfitom jsou splnény
podminky:

a) z kazdé trojce bodu jsou aspoil dva spojeny tseckou,

b) pocet tsecek je minimalni.
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Kolik asec¢ek obsahuje utvar, ktery splituje tyto podminky? Nakreslete piiklad takového
atvaru.

Resen.
Rozlisme nasledujici tii piipady:

(i)

(ii)

(i)

(iv)

Jestlize z nékterého z danych bodiu (ozna¢me ho A) nevychazi zadna tsecka,
museji byt kazdé dva ze zbyvajicich 6 bodu spojeny, jinak by tyto dva body
tvorily spolu s bodem A trojici, ktera by nespliiovala podminku a). Sest bodi
urcuje (g) = 15 tsecek.

Necht z nékterého bodu A vychézi pouze jedna tsecka, jeji druhy krajni bod
ozna¢me B. Kazdé dva ze zbyvajicich péti bodu museji byt opét spojeny tseckou,
je tedy v tomto ptipadé tieba aspon 11 tsecek.

Necht z nékterého bodu A vychazeji pravé dvé tsecky (do bodu B, C). Kazdé
dva ze zbyvajicich 4 bodi museji byt spojeny, to dava 6 usecek. Podminka a)
vSak bude splnéna jen tehdy, bude-li kazdy z téchto 4 bodi spojen s B nebo s C'
(12 usecek) nebo budou-li spojeny body B, C' (pak je tieba aspon 9 tsecek).

Vychézeji-li z kazdého bodu aspon 3 tsecky, je jich celkem aspon % -3 -7, tedy
aspon 11.

Nejmensi mozny pocet tsecek je tedy 9. Priklad takovéhoto utvaru je znazornén na
obrazku 8.1.

Obr. 8.1

Piiklad 8.2.2 [MO 22 C — II - 3b]

V roviné je dano pét bodu Ay, Ay, As, A4, As, z nichz zadné tii nelezi v jedné piimce.
Kolika zptsoby je mozné vybrat ¢tyfi z nich tak, aby tvofili vrcholy konvexniho ¢tyi-
uhelnika?

Resent.
Celkem mohou nastat ti¥i piipady:

(i)

Pokud dané body tvofti konvexni pétithelnik, pak vynechanim libovolného z téchto
bodi ziskdAme konvexni ¢tytihelnik. V tomto piipadé mé tloha pét feSeni.

70



(ii) Dale se zabyvejme piipadem, kdy ¢tyfi body (napf. Ay, As, A3, Ay) tvoii konvexni
¢tyfuhelnik a bod As lezi uvniti tohoto ¢tyfuhelniku. Protoze bod As nemiize
lezet na uhlopricce A; A3 ani na uhlopii¢ce As A4, miZzeme bez 1jmy na obecnosti
predpokladat, ze bod As lezi uvniti trojihelniku A; A, B, kde bod B je prisecikem
uhlopticek A;As a Ay Ay Pak vynechanim nékterého z bodu A;, As, A5 ziskdme
¢tyriahelnik pozadovanych vlastnosti. V tomto piipadé ma tloha tii reSeni.

(iii) Posledni moznost nastane, jestlize tii body (nap¥. A;, Az, A3) budou tvofit vr-
choly trojihelniku a body A; a As budou lezet uvniti tohoto trojihelniku.
Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, 7e bod A lezi uvnitt trojihelniku A;C' Ay,
kde C' je prusecikem piimek A;A; a A3A4. Abychom ziskali konvexni ¢tyiiuhel-
nik muzeme ze téchto podminek vypustit pouze bod A,. V tomto piipadé tedy
existuje jen jedno feSeni.

Uloha muze mit jedno, tii anebo pét feSeni.

Piiklad 8.2.3 [MO 22 C -1 - 6]
Je dana ¢tvercova Sachovnice o 25 polich. Urcete pocet vSech ¢tverci, z nich kazdy
mé vSechny své vrcholy ve vrcholech ¢tverctu Sachovnice.

Resend.
Pocet vSech ¢tvercu slozenych z jednotlivych poli Sachovnice je

14224324424 5% =55,

Ostatni ¢tverce nemaji strany rovnobézné se stranami pole Sachovnice. Zvolme stranu
pole za jednotku délky a oznacme délky priuméti dvou sousednich stran ¢tverce a, b.
Situace je znézornéna na obr. 8.2 — prumét strany a je vyznacen teckované, strany b
carkované. Pak plati a + 0 < 5.

Obr. 8.2

Je-li a # b, pak ¢tverctu tohoto typu je dvojnasobny pocet nez ¢tvercu slozenych
z (a + b)? poli sachovnice (viz obr. 8.2). Pokud je a = b, pak ¢tvercit tohoto druhu
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je stejné jako ¢tverct skladajicich se z (a + b)? = (2a)? poli Sachovnice. Pocty vsech
¢tverctl, jejichz strany nejsou rovnobézné se stranami poli Sachovnice, jsou uvedeny
v nasledujici tabulce:

(a,b) 4D | 2 3.1 | (22 | (21 (1,1)
Pocet étverct | 2-1=2 | 2-1=2|2-22=8|22=4 2.3 =18 | 42 =16

Soucet téchto ¢tvercu je 50. Celkem tedy tedy zadani dlohy vyhovuje 55 + 50 = 105
Ctvercil.

Piiklad 8.2.4 [MO 42 C — 1 - 6]

Ze siti na obr. 8.3 miizeme slozit tfi kostky. Pokud je postavime do sloupecku,
na jeho bocich si miuZzeme shora doli precist trojmistna ¢isla (nékteré ¢islice budou
leZet na boku nebo budou vzhiru nohama). Tato ¢tyfi ¢isla se¢teme. Kolik takovych
souctii muzeme dostat?

Resent.

Ozna¢me A kostku, jejiz sit je na obr. 8.3 — A. Na této kostce bude sténa s ¢islem 1
proti sténé s ¢islem 3, sténa s ¢islem 2 proti sténé s ¢islem 4 a sténa s ¢islem 5 proti
sténé s ¢islem 6.

Jako B oznac¢ime kostku se siti na obr. 8.3 — B. Na této kostce bude proti sténé
s ¢islem 1 sténa s ¢islem 6, proti sténé s ¢islem 2 sténa s ¢islem 4 a proti sténé s ¢islem
3 sténa s ¢islem 5.

Na kostce C, se siti na obr. 8.3 — C, je proti sténé s ¢islem 1 sténa s ¢islem 5, proti
sténé s ¢islem 2 sténa s ¢islem 3 a proti sténé s ¢islem 4 sténa s ¢islem 6.

6| 5
6 4 4
41 3] 2] 1 3 21 1| 3| o
5 211 6
A B C
Obr. 8.3

7 toho vyplyva, 7e vsecky tii kostky jsou navzajem rtzné. Predtim, nez zacneme
uvazovat o moznostech poc¢tu soucti ¢tyfech trojmistnych ¢isel na sténach sloupecku,
si musime uvédomit, Ze tento pocet nezavisi na umisténi kostek ve sloupecku ani na tom,
které ¢islice jsou na ,skrytych sténach® (horni a dolni) jednotlivych kostek. P¥itom sou-
¢et Cislic na viditelnych boc¢nich sténich horni kostky predstavuje stovky, na stiedni
kostce pocet desitek a na dolni kostce pocet jednotek souctu. Mozné polohy kostek
ve sloupecku, které maji vliv na pocet souc¢ti, jsou zapsané v nasledujici tabulce (in-
dexy oznaujeme mozné rizné polohy piislusné kostky):
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Plocha | Cislice na horni, Cislice viditelné na boc¢nich sténach

kostky | resp. na dolni sténé a jejich soucty
Ay 1; 3 24+5+44+6=17
Ag 2: 4 1+54+3+6=15
As 56 1+24+3+4=10
By 1; 6 2+3+44+5=14
By 2: 4 1+34+5+6=15
B3 3;5 1+24+4+6=13
C 1;5 24+3+44+6=15
Cs 2:3 1+44+5+6=16
Cs 4: 6 1+243+5=11

P1i usporadéani kostek do sloupecku méme celkem 6 riznych moznosti, které mi-
zeme znazornit timto schématem:
A B A C B C
B A CAAB
CcC C B B C A

7 toho, ze vSechny tii kostky jsou vzajemné rizné a ze rozdil mezi nejvétsim
a nejmensim moznym souctem ¢tyfech viditelnych ¢islic je méné nez deset, vyplyva, ze
v8em poloham jednotlivych kosti¢ek pii usporadani ABC' (shora doli) odpovida cel-
kem 3-3-3 = 27 riiznych souctli. Vzhledem k tomu, Ze pro kazdou kostku existuje jedna
poloha se stejnym souctem ¢islic na viditelnych bo¢nich sténach (totiz 15), dostaneme
pii ostatnich usporadénich kostek ve sloupecku uz mensi pocet novych souctu. A to:

(i) Pii usporadani BAC to bude 3 -3 -3 — 3 = 24, protoZe soucet v poloze By AyC;
je stejny jako v poloze AyByC; (pro i = 1,2,3).

(ii) Pti usporadani AC'B to bude opét 3-3-3 —3 = 24, nebot soulet v poloze A;C} By
je stejny jako v poloze A;B.C1,i =1,2,3.

(iii) Pi usporfadani C'AB piibude uz jen jen 3 -3 -3 — 5 = 22 novych souéti, protoze
soucet v poloze C1AsB; je stejny jako v poloze A;C1B; (i = 1,2,3) a soucet
v poloze C1A;Bs je stejny jako soucet v poloze BoA;Cy, proi=1ai=3.

(iv) Pii uspofadani BC'A bude novych sou¢ti opét jen 3-3-3—5 = 22, protoZe soucet
v poloze ByC; A, je stejny jako soucet v poloze AsC;By (pro i = 1,2,3) a soucet
v poloze B;C1 A, je stejny jako soucet v poloze B;A,CY, 1 =1,3.

(v) Konené pii usporadani CBA piibude uz jen 3 -3 -3 — 7 = 20 novych souéti,
nebot soucet v poloze C1 By A; je stejny jako v poloze BoC1A; (i = 1,2,3), soucet
v poloze C)B;As je stejny jako v poloze AsB;C (i = 1,3) a soucet v poloze
C;By A, je stejny jako v poloze C;AyBsy (i = 2, 3).

Celkem tedy miuzeme dostat 27 4+ 2 - 24 + 2 - 22 4+ 20 = 139 ruznych soudcti.
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Uloha 8.2.1 [MO 40 B — 11 - 3]

V roviné je dano sedm bodii, z nichz nékteré jsou spojeny tseckou. Pritom v kazdé
¢tverici bodu jsou aspon dvé dvojce spojené useckou a pocet tsecek je minimalni.
Zjistéte, kolik tsecek takovy utvar obsahuje a nakreslete ptiklad.

Uloha 8.2.2 [MO 40 A — I 3]
V roviné je dano devét bodit, z nichz nékteré jsou spojeny tseckou. Pritom jsou
splnény nasledujici podminky:

a) v kazdé trojici danych bodu jsou aspon dva spojeny tseckou,
b) pocet tsecek je minimalni.

Kolik usecek obsahuje tutvar, ktery tyto dvé podminky spliiuje? Nacrtnéte priklad ta-
kového utvaru.

Uloha 8.2.3 [MO 32 Z - 11 - 3]

Dievénou krychli o hrané délky 7 natfeme na ¢erveno a pak ji roziizneme rovinnymi
fezy na 73 krychli¢ek o hrané délky 1. Kolik krychli¢ek bude mit jednu ¢ervenou sténu,
kolik dvé ¢ervené stény a kolik tii?

Uloha 8.2.4 [MO 32 Z — T - 4]

Z krychli o hrané 1 cm jsme slepili krychli o hrané 4 cm. Potom jsme sténam krychle
pritadili ¢isla 1,2,3,4,5 a 6 stejnym zpusobem jako na hraci kostce, tj. na protéjsich
sténach jsou Cisla 1 a 6, 2 a 5, 3 a 4. Kazdé z téchto ¢isel jsme napsali na prislusné sténé
do kazdého pole ¢tvercové sité vytvorené hranami malych krychli. Velkou krychli jsme
pak opét rozdélili na ptivodni malé krychle a pro kazdou malou krychli jsme vypocetli
soucet vSech ¢isel, kterd na ni byla napsana.

Zjistéte:

a) Kolik je celkem malych krychli se sou¢tem rovnym ¢islu 27
b) Kolik je celkem malych krychli se sou¢tem rovnym ¢islu 67

c¢) Jaky je nejvétsi mozny soucet a kolik existuje malych krychli s timto nejvétsim
souctem?

Uloha 8.2.5 [MO 4 C — 1 - 6]
Urcete, kolik tahti koném lze provést na ¢tvercové Sachovnici, ktera ma n? poli (kde
n > 1 je pfirozené &islo).

Uloha 8.2.6 [MO 6D —1- 7]

Urcete, pocet vSech taht, které miize vykonat ddma na prazdné Sachovnici 8 x 8.
(Pfitom povazujeme tah z pole A na pole B za ruzny od tahu z pole B na pole A.)
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Zaveér

V predkladané diplomové praci na téma Kombinatorické ulohy ve stredoskolskyjch ma-
tematickych olympidddch, jsem vymezil zékladni kombinatorické pojmy (variace, per-
mutace, kombinace) a formuloval nejéastéji uzivané kombinatorické principy a pravidla
— pravidlo souctu a soucinu a pravidlo bijekce, Dirichlett princip, princip inkluze a ex-
kluze a dale metody rozkladu, rekurze a metodu dil¢ich problémi. Kazdé z téchto
kombinatorickych metod a principi jsem vénoval jednu kapitolu (kapitoly 2 a7 8).

V jednotlivych kapitolach jsem vzdy nejprve dany princip nebo metodu vymezil,
popiipadé i dokizal. Dale jsem uvedl nékolik typovych fesenych piikladu a sérii dloh
(tak jsem pro odliSeni oznadil nefesené piiklady) uréenych k procvi¢eni dané proble-
matiky. Tyto piiklady a tlohy jsem navic v kazdé kapitole roz¢lenil, podle jejich téma-
tického zaméieni, do nékolika odstavet. Vyjimku tvoii tieti a pata kapitola (vénované
pravidlu bijekce, resp. principu inkluze a exkluze), v nichZ jsou v8echny piiklady uve-
deny v odstavci s ndzvem ,,Piiklady a tulohy*.

Ve druhé kapitole (vénované pravidlu souctu a sou¢inu), ¢tvrté kapitole (vénované
Dirichletovu principu) a sedmé kapitole (vénované metodé rekurze) jsem piiklady,
v nichZ na povaze prvkil, s nimiz se pracuje nezdlezi, zafadil do odstavce s nazvem
,Ulohy z klasické kombinatoriky*. P¥iklady, v nichZ se pracuje s ¢isly, jsem v téchto ka-
pitolach shrnul do odstavce ,,Ulohy o ¢slech a p¥iklady z oblasti geometrie do odstavce
,Ulohy o geometrickych objektech®.

V Zesté kapitole (vénované metodé rozkladu) jsem misto odstavce ,Ulohy z kla-
sické kombinatoriky* zatadil odstavec ,,Ulohy o mnozinach“ — véechny p¥iklady, v ném
uvedené, se zabyvaji rozkladem urcitého systému mnozin. V posledni osmé kapitole (vé-
nované metodé dil¢ich problémi) jsem piiklady rozélenil pouze do odstavei — ,,Ulohy
o ¢islech® a ,,Ulohy o geometrickych objektech®.

Priklady, které jsem uvedl v diplomové praci vychézeji predevsim z tloh zarazenych
v jednotlivych ro¢nicich matematické olympiady. Tyto piiklady jsem tématicky rozcle-
nil do vySe popsanych kapitol a odstavcii. Vznikla tak sbirka prikladi, kterd mize
poslouzit predevsim pii piipravé nadanych zakid na matematickou olympiddu a jiné
matematické soutéze.

Hlavni cil této diplomové prace, tedy vytvofit sbirku tloh z kombinatoriky charak-

teru matematické olympiady, se mi podafilo splnit a doufam, Ze vzniklé sbirka opravdu
(nékdy v budoucnu) poslouzi svému ucelu.

)
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