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Pouºité ozna£ení

Symbol Význam

a ∈ A a je prvkem mnoºiny A

A ∪B sjednocení mnoºin A a B

A ∩B pr·nik mnoºin A a B

A1 × A2 × . . .× An kartézský sou£in mnoºin A1, A2, . . . , An

P(A) systém v²ech podmnoºin mnoºiny A

|A| mohutnost mnoºiny A

(a1, a2, . . . , an) uspo°ádaná n-tice

[a1, a2, . . . , an] neuspo°ádaná n-tice

Vk(n) po£et v²ech k-£lenných variací z n prvk·

V ′k(n) po£et v²ech k-£lenných variací s opakováním z n prvk·

P (n) po£et v²ech permutací z n prvk·

P ′(k1, k2, . . . , kn) po£et v²ech permutací z n prvk·, v nichº se jednotlivé

prvky opakují k1-krát, k2-krát, . . ., kn-krát

Kk(n) po£et v²ech k-£lenných kombinací z n prvk·

K ′k(n) po£et v²ech k-£lenných kombinací s opakováním z n prvk·

n! n faktoriál(
n

k

)
kombina£ní £íslo n nad k
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Úvod

Matematická olympiáda (dále jen MO) je celostátní sout¥º z matematiky, vyhla²ovaná
Ministerstvem ²kolství, mládeºe a t¥lovýchovy a po°ádaná Jednotou £eských matema-
tik· a fyzik·, která slouºí k vyhledávaní a rozvíjení talentovaných ºák· v oblasti mate-
matiky a informatiky. Sout¥º je ur£ená ºák·m základních a st°edních ²kol. Na st°edních
²kolách jsou v oblasti matematiky vypsány t°i kategorie. Kategorie C je ur£ena ºák·m
1. ro£ník· st°edních ²kol, kategorie B je ur£ena ºák·m 2. ro£ník· st°edních ²kola a kate-
gorie A je pro ºáky 3. a 4. ro£ník· st°edních ²kol. Ve v²ech t°ech kategoriích probíhá MO
v domácím, ²kolním a krajském kole. Pouze v kategorii A se koná také úst°ední kolo.
Nejúsp¥²n¥j²ích °e²itelé v úst°edním kole MO jsou pozváni na výb¥rové soust°ed¥ní
MO. Na záv¥r soust°ed¥ní je vybráno ²est nejlep²ích sout¥ºících, kte°í následn¥ repre-
zentují �eskou republiku p°í St°edoevropské matematické olympiád¥ a p°i Mezinárodní
matematické olympiád¥ [1]. V leto²ním ²kolním roce (2014/2015) prob¥hl jíº 64. ro£-
ník MO. Jednou z velmi oblíbených matematických disciplín, která je £asto za°azovaná
do úloh r·zné obtíºnosti ve v²ech t°ech st°edo²kolských kategoriích, je kombinatorika.

Nejstar²í dochované texty z kombinatoriky se datují do období staré �íny a Indie,
ale po£átek systematického studia kombinatoriky nastal aº s rozvojem pravd¥podob-
nostního po£tu v oblasti hazardních her na p°elomu 16. a 17. století. V této dob¥
do²lo k rozvoji tzv. klasické kombinatoriky, která se zabývá p°edev²ím otázkou stano-
vení po£tu v²ech k-tic z daných n prvk· spl¬ující p°edepsané vlastnosti. K nejv¥t²ímu
rozvoji kombinatoriky dochází v pr·b¥hu 20. století, kdy jsou kombinatorické postupy
a úvahy stále £ast¥ji vyuºívány p°i °e²ení problém· z oblasti algebry a geometrie, coº
vede k vnit°ní diferenciaci kombinatoriky a vzniku samostatných disciplín (nap°. dis-
krétní matematika, teorie graf· apod.) [2].

Cílem této diplomové práce je vytvo°it sbírku p°íklad· z kombinatoriky s vyuºi-
tím úloh za°azených v jednotlivých ro£nících matematické olympiády. Práce je £len¥na
do osmi kapitol. V první kapitole jsou zavedeny pojmy, p°edev²ím z teorie mnoºin a kla-
sické kombinatoriky, s nimiº se v dal²ím textu pracuje. Dal²í kapitoly jsou postupn¥
v¥novány pravidlu sou£tu a sou£inu, pravidlu bijekce, Dirichletovu principu, principu
inkluze a exkluze, metod¥ rozkladu, metod¥ rekurze a metod¥ díl£ích problém·. P°í-
klady uvedené v jednotlivých kapitolách jsou podle tématického zam¥°ení £len¥ny do n¥-
kterého z odstavc· � úlohy z klasické kombinatoriky, úlohy o £íslech, úlohy o geomet-
rických objektech, úlohy o mnoºinách, pop°ípad¥ jsou za°azeny do odstavce p°íklady a
úlohy. V mnoha p°íkladech se vyuºívá více neº jedna z uvedených metod a proto jsou
p°íklady p°i°azeny k metod¥, která p°i °e²ení p°evaºuje nebo je její uºití hlavní my²len-
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kou vedoucí k vy°e²ení celého p°íkladu. Roz£len¥ní p°íklad· k jednotlivým princip·m
a metodám je proto pouze p°ibliºné. V kaºdém odstavci (ze druhé aº osmé kapitoly) je
vºdy n¥kolik vy°e²ených p°íklad· a dále následují typov¥ podobné ne°e²ené p°íklady.
Ne°e²ené p°íklady jsou pro snaz²í odli²ení ozna£eny jako úlohy a samostatn¥ £íslovány.

V práci je vyuºito dvou typ· odkaz· na pouºitou literaturu. První typem jsou
klasické odkazy (v hranatých závorkách) na literaturu ze seznamu pouºité literatury.
Druhý typ odkaz· je pouºit u p°íklad·, které byly p°evzaty z jednotlivých ro£enek MO.
Nap°íklad [MO 42 C � I � 4] odkazuje na £tvrtý p°íklad domácího kola (I) za°azený
do 42. ro£ník· MO kategorie C.
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Kapitola 1

Úvodní pojmy

V úvodní kapitole uvedeme n¥které pojmy, p°edev²ím z teorie mnoºin a z oblasti kla-
sické kombinatoriky, se kterými se v kombinatorice b¥ºn¥ pracuje.

V první kapitole autor vychází p°edev²ím z literatury [2, 3, 4, 5].

Na úvod uve¤me, ºe kombinatorika se zabývá výhradn¥ kone£nými mnoºinami
(tj. mnoºinami jejichº po£et prvk· lze vyjád°it celým nezáporným £íslem) a proto
tuto skute£nost nebudeme v dal²ím textu uvád¥t.

De�nice 1.1.1 Nech´ M je mnoºina, která má n prvk· (n je celé nezáporné £íslo).
Mohutnost mnoºiny M (zna£íme |M |) udává po£et prvk· mnoºiny M , tj. |M | = n.
Pro prázdnou mnoºinu platí, ºe |∅| = 0.

De�nice 1.1.2 Nech´ M je mnoºina. Poten£ní mnoºinou mnoºiny M nazýváme mno-
ºinu v²ech podmnoºin mnoºiny M (zna£íme ji P(M)).

De�nice 1.1.3 Nech´ M je neprázdná mnoºina a nech´ a, b ∈ M . Neuspo°ádanou
dvojicí tvo°enou prvky a a b rozumíme mnoºinu {a, b}. Pro neuspo°ádanou dvojici
tvo°enou prvky a a b budeme v dále pouºívat zápis [a, b].

Poznámka. Pro p°irozené £íslo k ≥ 2 lze obdobn¥ de�novat neuspo°ádanou k-tici
tvo°enou prvky mnoºiny M , jako libovolnou k-prvkovou podmnoºinu mnoºiny M .

De�nice 1.1.4 Nech´M je neprázdná mnoºina a nech´ a, b ∈M . Uspo°ádanou dvojicí
s prvním prvkem a a druhým prvkem b rozumíme mnoºinu {{a}, {a, b}}. Pro uspo°á-
danou dvojici s prvním prvkem a a druhým prvkem b budeme v dal²ím textu uºívat
zápis (a, b).
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Poznámka. Pro p°irozené £íslo k ≥ 2 lze rekurentn¥ de�novat uspo°ádanou k-tici
prvk· z mnoºiny M , tj. jsou-li ai ∈M (pro i = 1, 2, . . . , k), pak

(a1, a2 . . . , ak) = (a1, (a2, . . . , ak)).

V¥ta 1.1.1 Nech´M je neprázdná mnoºina a nech´ ai, bi ∈M pro kaºdé i = 1, 2, . . . , k.
Pak

(a1, a2, . . . , ak) = (b1, b2, . . . , bk) práv¥ tehdy, kdyº ai = bi

pro kaºdé i = 1, 2, . . . , k.

De�nice 1.1.5 Nech´ A1, A2, . . . , Ak jsou neprázdné mnoºiny. Kartézským sou£inem
mnoºin A1, A2, . . . , Ak rozumíme mnoºinu

A = {(a1, a2, . . . , ak); a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . , ak ∈ Ak}

a zna£íme jej
A1 × A2 × . . .× Ak.

Poznámka. Je-li A1 = A2 = . . . = Ak = A, pak kartézský sou£in A1 × A2 × . . .× Ak
zna£íme An, tj.

A× A× . . .× A︸ ︷︷ ︸
k-krát

= Ak,

a nazýváme jej k-tou kartézskou mocninou mnoºiny A.

Dále zavedeme dva pojmy, které jsou typické pro oblast kombinatorických úvah
a s nimiº se £tená°i jist¥ setkali p°i ur£ování jistých k-£lenných skupin sestavených
z daných n prvk·. Jsou to pojmy n faktoriál a kombina£ní £íslo.

De�nice 1.1.6 Nech´ n je p°irozené £íslo. Symbol, který se pouºívá ke stru£nému
zápisu sou£inu prvních n p°irozených £ísel, zna£íme n! a nazýváme n faktoriál, tedy

n! = 1 · 2 · . . . · n.

De�nitoricky zavádíme 0! = 1.

De�nice 1.1.7 Nech´ k ≤ n jsou celá nezáporná £ísla. Kombina£ní £íslo je symbol
(
n
k

)
(£teme: �n nad k�), který se pouºívá k ozna£ení zlomku n!

k! (n−1)! , tedy(
n

k

)
=

n!

k! (n− 1)!
.
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Protoºe ur£ovaní uspo°ádaných (resp. neuspo°ádaných) k-tic sestavených z daných
n prvk· s opakováním nebo bez opakování tvo°í p°i výuce na st°edních ²kolách hlavní
a £asto jedinou £ást tématického celku kombinatorika, jsou v druhé £ásti první kapitoly
uvedeny jednotlivé pojmy, jenº se vºili pro ozna£ení k-£lenných skupiny sestavených
z n prvk· (tj. variace, permutace, kombinace), pouze pro p°ipomenutí. Pro £tená°e je
nejp°ínosn¥j²í odvození, resp. metody vyuºívané k odvození jednotlivých vzorc· (pou-
ºívaných k vyjád°ení po£tu daných k-£lenných skupin). K odvození jednotlivých vzorc·
je vyuºito pravidel sou£tu a sou£inu a pravidla bijekce.

De�nice 1.1.8 (variace) Nech´ k ≤ n jsou p°irozená £ísla. Variací k-té t°ídy z dané
n-prvkové mnoºiny (k-£lennou variací z n prvk·) rozumíme kaºdou uspo°ádanou k-tici
sestavenou z t¥chto prvk· tak, ºe se v ní kaºdý prvek vyskytuje nejvý²e jednou.

Po£et v²ech k-£lenných variací sestavených z dané n-prvkové mnoºiny budeme ozna-
£ovat symbolem Vk(n).

V¥ta 1.1.2 Pro po£et v²ech k-£lenných variací z n prvk· platí

Vk(n) = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1)︸ ︷︷ ︸
k-£initel·

=
n!

(n− 1)!
.

D·kaz. Nech´ je dána n-prvková mnoºina a k nech´ je p°irozené £íslo takové, ºe k ≤ n.
Pak výb¥r prvního £lenu uspo°ádané k-tice, sestavené z prvk· dané mnoºiny, m·ºeme
provést n zp·soby. Druhý £len m·ºeme po výb¥ru prvního £lenu vybrat n− 1 zp·soby,
protoºe jiº nem·ºeme pouºít prvek, který jsme vybrali na místo prvního £lenu. Pro
výb¥r t°etího £lenu (po výb¥ru prvního a druhého £lenu) zbývá n − 2 moºností a tak
dále, aº pro výb¥r k-tého £lenu, po výb¥ru v²ech p°edcházejících £lenu, nám zbude
n− (k − 1) moºností. Podle kombinatorického pravidla sou£inu tedy platí

Vk(n) = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1)︸ ︷︷ ︸
k-£initel·

.

Tím je tvrzení dokázáno.

De�nice 1.1.9 (permutace) Nech´ n je p°irozené £íslo. Permutací z n prvk· rozu-
míme kaºdou uspo°ádanou n-tici sestavenou z t¥chto prvk· tak, ºe se v ní kaºdý prvek
vyskytuje práv¥ jednou.

Po£et v²ech permutací z n-prvk· budeme ozna£ovat symbolem P (n).

Poznámka. Permutace z n prvk· je kaºdá variace n-té t°ídy sestavená z dané n-prvkové
mnoºiny.

V¥ta 1.1.3 Pro po£et v²ech permutací z n prvk· platí

P (n) = n!.
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D·kaz. Nech´ n je p°irozené £íslo. Po£et v²ech permutací z n prvk· je roven po£tu
v²ech variací n-té t°ídy z n prvk· a tedy

P (n) = Vn(n) = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 2 · 1.

Podle de�nice faktoriálu tedy platí, ºe P (n) = n!. Tím je d·kaz ukon£en.

De�nice 1.1.10 (kombinace) Nech´ k ≤ n jsou celá nezáporná £ísla. Kombinací k-té
t°ídy z dané n-prvkové mnoºiny (k-£lennou kombinací z n prvk·) rozumíme kaºdou
neuspo°ádanou k-tici sestavenou z t¥chto prvk· tak, ºe se v ní kaºdý prvek vyskytuje
nejvý²e jednou.

Po£et v²ech kombinací k-té t°ídy z dané n-prvkové mnoºiny budeme ozna£ovat
symbolem Kk(n).

Poznámka. Kombinace k-té t°ídy z n-prvkové mnoºiny je k-prvková podmnoºina dané
n-prvkové mnoºiny.

Nap°íklad úlohu, ur£it kolik dvojjazy£ných slovník· je t°eba pro p°ímý p°eklad ang-
lického, n¥meckého a £eského jazyka (z kaºdého jazyka do zbývajících dvou jazyk·), lze
chápat jako úlohu na ur£ení v²ech dvouprvkových podmnoºin dané t°íprvkové mnoºiny.

V¥ta 1.1.4 Pro po£et v²ech k-£lenných kombinací z n prvk· platí

Kk(n) =

(
n

k

)
.

D·kaz. Nech´ k ≤ n jsou celá nezáporná £ísla. Pak libovolných k prvk· z dané
n-prvkové mnoºiny ur£uje práv¥ jednu neuspo°ádanou k-tici a sou£asn¥ m·ºeme z t¥chto
k prvk· vytvo°it k! uspo°ádaných k-tic.

Uvaºujme nyní v²echny variace k-té t°ídy z dané n-prvkové mnoºiny a uspo°ádejme
je do skupin tak, ºe ve stejné skupin¥ budou variace se stejnými prvky (variace li²ící
se pouze po°adím prvk·). Po£et variací v kaºdé skupin¥ je roven po£tu v²ech permu-
tací z k prvk·, tedy k!. Kaºdá skupina p°estavuje jednu neuspo°ádanou k-tici z dané
n-prvkové mnoºiny a sou£asn¥ k-prvkovou podmnoºinu dané n-prvkové mnoºiny.

Po£et v²ech námi vytvo°ených skupin tedy odpovídá po£tu k-£lenných kombinací
z dané n-prvkové mnoºiny. Protoºe jsou jednotlivé skupiny po dvou disjunktní a p°itom
je v kaºdé skupin¥ práv¥ k! variací platí podle pravidla sou£tu, ºe

Vk(n) = k! ·Kk(n).

Odtud plyne

Kk(n) =
1

k!
· Vk(n) =

n!

k! · (n− k)!
=

(
n

k

)
.

Tím je v¥ta dokázána.
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De�nice 1.1.11 (variace s opakováním) Nech´ k, n jsou p°irozená £ísla. Variací
k-té t°ídy s opakováním z dané n-prvkové mnoºiny (k-£lennou variací s opakováním
z n prvk·) rozumíme kaºdou uspo°ádanou k-tici sestavenou z t¥chto prvk· tak, ºe se
v ní kaºdý prvek vyskytuje nejvý²e k-krát.

Po£et v²ech k-£lenných variací s opakováním sestavených z dané n-prvkové mnoºiny
budeme ozna£ovat symbolem V

′

k (n).

V¥ta 1.1.5 Pro po£et v²ech k-£lenných variací s opakováním z n prvk· platí

V ′k(n) = nk.

D·kaz. Nech´ k, n jsou p°irozená £ísla. Pak kaºdý £len uspo°ádané k-tice sestavené
z prvk· dané n-prvkové mnoºiny m·ºe vybrat práv¥ n zp·soby. Protoºe se prvky mohou
v námi uvaºované uspo°ádané k-tici opakovat, je výb¥r jednotlivých prvk· nezávislý
a podle pravidla sou£inu platí

V ′k(n) = n · n · . . . · n︸ ︷︷ ︸
n-£initel·

= nk.

Tím je tvrzení dokázáno.

De�nice 1.1.12 (permutace s opakováním) Nech´ k ≥ n jsou p°irozená £ísla.
Permutací s opakováním z n prvkové mnoºiny rozumíme kaºdou uspo°ádanou k-tici
sestavenou z prvk· této mnoºiny tak, ºe se v ní kaºdý prvek vyskytuje aspo¬ jednou.

Po£et v²ech permutací s opakováním z n-prvk·, v nichº se první prvek opakuje
k1-krát, druhý prvek k2-krát s tak dále aº n-tý prvek kn-krát, kde k1+k2+ . . .+kn = k,
budeme ozna£ovat symbolem P ′(k1, k2, . . . , kn).

Poznámka.

(i) De�nici 1.1.12 lze roz²í°it i pro p°ípad kdy ki = 0, tj. pro p°ípad kdy se ve vybrané
k-tici i-tý prvek nevyskytuje.

(ii) Jestliºe k1 = k2 = . . . = kn = 1, kde k1 + k2 + . . .+ kn = n pak

P ′(1, 1, . . . , 1) =
1 + 1 + . . .+ 1

1!1! . . . 1!
= n! = P (n).

Je z°ejmé, ºe permutace bez opakování z n prvk· jsou speciálním p°ípadem per-
mutací s opakováním z n prvk·.

V¥ta 1.1.6 Pro po£et v²ech permutací s opakováním z n-prvk·, v nichº se první
prvek opakuje k1-krát, druhý prvek k2-krát a tak dále aº n-tý prvek kn-krát, kde
k1 + k2 + . . .+ kn = k, platí

P ′(k1, k2, . . . , kn) =
(k1 + k2 + . . .+ kn)!

k1!k2! . . . kn!
=

k!

k1!k2! . . . kn!
.
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D·kaz. Nech´ k ≥ n jsou p°irozená £ísla. M¥jme uspo°ádanou k-tici sloºenou z prvk·
dané n-prvkové mnoºiny tak, ºe se v ní první prvek (ozna£me ho A) opakuje k1-krát,
druhý prvek (ozna£me ho B) opakuje k2-krát a tak dále, aº n-tý prvek (ozna£me ho N)
opakuje kn-krát (p°itom platí, ºe k1+ k2+ . . .+ kn = k). Uvaºujme nyní v²echny uspo-
°ádané k-tice, ve kterých se i prvky stejného typu navzájem li²í (tj. v dané uspo°ádané
k-tici se nevyskytuje prvek A k1-krát, prvek B k2-krát, atd. aº prvek N kn-krát, ale na-
lezneme zde prvky A1, A2, . . . , Ak1 , B1, B2, . . . , Bk2 , atd. aº prvky N1, N2, . . . , Nkn).

Po£et v²ech takto vytvo°ených uspo°ádaný k-tic odpovídá po£tu v²ech permutací
bez opakování z k prvku, tj.

P (k) = k! = (k1 + k2 + . . .+ kn)!.

Rozd¥lme námi vytvo°ené uspo°ádané k-tice do skupin tak, ºe ve stejné skupin¥
jsou ty uspo°ádané k-tice, v nichº jsou zam¥n¥ny pouze prvky stejného typu. V kaºdé
skupin¥ tedy existuje pro prvky typu A k1! permutací, pro prvky typu B k2! permutací,
atd. aº pro prvky typu N kn! permutací. Podle pravidla sou£inu tedy kaºdá skupina
obsahuje k1!·k2!·. . .·kn! uspo°ádaných k-tic. Uv¥domme si, ºe kaºdá skupina p°edstavuje
práv¥ jednu permutaci s opakování z n prvk·, v níº se první prvek opakuje k1-krát,
druhý prvek k2-krát, atd. aº n-tý prvek kn-krát. Pak podle pravidla sou£tu a pravidla
sou£inu platí

P (k) = k! = (k1 + k2 + . . .+ kn)! = P ′(k1, k2, . . . , kn) · (k1! · k2! · . . . · kn!).

Tedy platí, ºe

P ′(k1, k2, . . . , kn) =
(k1 + k2 + . . .+ kn)!

k1!k2! . . . kn!
=

k!

k1!k2! . . . kn!
.

Tím je d·kaz ukon£en.

De�nice 1.1.13 (kombinace s opakováním) Nech´ k je celé nezáporné £íslo a n je
p°irozené £íslo.Kombinací k-té t°ídy s opakováním z dané n-prvkové mnoºiny (k-£lennou
kombinací s opakováním z n prvk·) rozumíme kaºdou neuspo°ádanou k-tici sestavenou
z t¥chto prvk· tak, ºe se v ní kaºdý prvek m·ºe opakovat.

Po£et v²ech kombinací k-té t°ídy s opakováním z dané n-prvkové mnoºiny budeme
ozna£ovat symbolem K ′k(n).

V¥ta 1.1.7 Pro po£et v²ech k-£lenných kombinací s opakováním z n prvk· platí

K ′k(n) =

(
k + n− 1

k

)
.

D·kaz. Nech´ k je celé nezáporné £íslo a n je p°irozené £íslo. Uvaºujme v²echny ne-
uspo°ádané k-tice vytvo°ené z prvk· dané n-prvkové mnoºiny M = {A,B,C, . . . , N}
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tak, ºe se v ní prvky mohou opakovat, tj. v²echny kombinace s opakováním z n prvk·.
Ozna£me jako p(i) (kde i ∈M) po£et výskyt· prvku i ve vybrané neuspo°ádané k-tici.
Uv¥domme si, ºe pro danou neuspo°ádanou k-tici je

∑
i∈M p(i) = k.

P°i°a¤me nyní kaºdé neuspo°ádané k-tici posloupnost kole£ek a svislých £ar (odd¥-
lova£·) tak, ºe postupn¥ napí²eme p(A) kole£ek, svislou £áru, p(B) kole£ek, svislou £áru,
p(C) kole£ek, svislou £áru, . . ., svislou £áru a p(N) kole£ek. Nap°íklad pro £ty°prvkovou
mnoºinu M = {A,B,C,D} odpovídá neuspo°ádané p¥tici [A,A,C,C,D] posloupnost
(◦ ◦ || ◦ ◦|◦) a obrácen¥ posloupnosti (◦| ◦ | ◦ ◦ ◦ |) p°i°adíme neuspo°ádanou p¥tici
[A,B,C,C,C]. Ozna£íme-li po£et prvk· vzniklé posloupnosti l, pak platí

l = p(A) kole£ek + svislá £ára + p(B) kole£ek + svislá £ára +

+ p(C) kole£ek + svislá £ára + . . .+ svislá £ára + p(N) kole£ek =

= [p(A) + p(B) + p(C) + . . .+ p(N)] kole£ek + (n− 1)-svislých £ar =

= k-kole£ek + (n− 1)-svislých £ar.

Podle vý²e popsané konstrukce p°i°adíme kaºdé neuspo°ádané k-tici práv¥ jednu
uspo°ádanou (k+n−1)-tici, ve které se opakují práv¥ dva prvky (kole£ko a svislá £ára)
a naopak kaºdé uspo°ádané (k + n − 1)-tici, v níº se opakují práv¥ dva prvky, jsme
schopni vºdy p°i°adit práv¥ jednu neuspo°ádanou k-tici (vytvo°ili jsme tedy bijekci).
Po£et v²ech k-£lenných kombinací s opakováním z n prvk· leze tedy ztotoºnit s po£tem
v²ech permutací s opakováním dvou prvk·, v nichº se první prvek opakuje k-krát
a druhý prvek (n− 1)-krát. Odtud plyne

K ′k(n) = P ′(k, n− 1) =
(k + n− 1)!

k!(n− 1)!
=

(
k + n− 1

k

)
.

V¥ta je tímto dokázána.

V úlohách o £íslech budeme £asto vyuºívat pozi£ního zápisu daných p°irozených
£ísel v desítkové soustav¥ podle následující v¥ty.

V¥ta 1.1.8 Nech´ je dáno p°irozené £íslo a. Pak jej lze vyjád°it práv¥ jedním zp·sobem
ve tvaru a = an · 10n + an−1 · 10n−1 + . . . + a1 · 101 + a0 · 100, kde n je p°irozené £íslo,
£ísla a0, a1, . . . , an jsou n¥která z £ísel 0, 1, . . . , 9 a platí, ºe an 6= 0.

V dal²ích úlohách o £íslech budeme vyuºívat rozklad daného £ísla na sou£in prvo£ísel
a rozklad £ísla pomocí binomické v¥ty.

V¥ta 1.1.9 Nech´ je dáno p°irozené £íslo q > 1. Pak jej vºdy m·ºeme zapsat práv¥
jedním zp·sobem ve tvaru

q = pr11 · pr22 · . . . · prnn ,
kde p1 < p2 < . . . < pn jsou prvo£ísla a r1, r2, . . . , rn jsou p°irozená £ísla.

De�nice 1.1.14 Rozklad p°irozeného £ísla q na n £initel· uvedený v p°edcházející v¥t¥
se nazývá kanonický (prvo£íselný) rozklad £ísla q.
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V¥ta 1.1.10 (binomická v¥ta) Pro v²echna reálná (komplexní) £ísla a, b a kaºdé celé
nezáporné £íslo n platí

(a+ b)n =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b1 + . . .+

(
n

k

)
an−kbk + . . .+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn,

neboli

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

V úlohách z geometrie se budeme £asto zabývá otázkou rozmíst¥ní n¥kolika útvar·
U1, U2, . . . , Un do daného útvaru U tak, aby se tyto útvary (tj. útvary U1, U2, . . . , Un)
nep°ekrývaly, pop°ípad¥ aby daný útvar U celý vyplnili.

De�nice 1.1.15 �ekneme, ºe útvary U1 a U2 se p°ekrývají, práv¥ kdyº mají aspo¬ jeden
spole£ný vnit°ní bod. V opa£ném p°ípad¥, °ekneme, ºe útvary U1 a U2 se nep°ekrývají.

De�nice 1.1.16 Nech´ je dán útvar U a systém útvar· S = {U1, U2, . . . , Un}. �ekneme,
ºe systém útvar· S

(i) pokrývá útvar U (pop°ípad¥, ºe útvar U je pokryt systémem S), pakliºe platí
U ⊆ ∪ni=1Ui,

(ii) je uloºen v útvaru U , jestliºe se nep°ekrývají ºádné dva útvary Ui a Uj (i 6= j) ze
systému S a navíc platí, ºe ∪ni=1Ui ⊆ U ,

(iii) vypl¬uje útvar U (p°ípadn¥, ºe útvar U je vypln¥n systémem S), je-li útvar U ,
v n¥mº je systém S uloºen, zárove¬ systémem S pokryt (tj. platí, ºe ∪ni=1Ui = U).
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Kapitola 2

Pravidlo sou£tu a sou£inu

Mezi nejjednodu²²í a b¥ºn¥ uºívaná pravidla v kombinatorice pat°í pravidlo sou£tu
a pravidlo sou£inu.

Pojmy uvedené v druhé kapitoly jsou £erpány z literatury [3, 4].

V¥ta 2.1.1 (pravidlo sou£tu) Nech´ A1, A2, . . . , An jsou kone£né mnoºiny, které jsou
po dvou disjunktní (tj. Ai∩Aj = ∅ pro kaºdé i 6= j) a nech´ A = ∪ni=1Ai. Pak pro po£et
prvk· mnoºiny A platí

|A| = |A1|+ |A2|+ . . .+ |An| =
n∑
i=1

|Ai|.

D·kaz. Z°ejm¥ platí, ºe kaºdý prvek a ∈ A pat°í práv¥ do jedné z mnoºin Ai, kde
i = 1, ..., n. Proto je na obou stranách dokazované rovnosti zapo£ítán práv¥ jednou
a po£et prvk· na pravé stran¥ je shodný s po£tem prvku na levé stran¥. Tím je tvrzení
dokázáno.

V¥ta 2.1.2 (pravidlo sou£inu) Nech´ n je p°irozené £íslo. Uvaºujme uspo°ádanou
n-tici takovou, ºe její první £len lze vybrat k1 zp·soby, druhý £len v závislosti na výb¥ru
prvního £lenu k2 zp·soby a tak dále aº n-tý £len v závislosti na výb¥ru prvního, druhého
aº n − 1 £lenu kn zp·soby. Pak po£et v²ech takovýchto uspo°ádaných n-tic je roven
sou£inu k1 · k2 · . . . · kn.

D·kaz. D·kaz provedeme uºitím principu matematické indukce vzhledem k n.

(i) Pro n = 1 tvrzení platí.

(ii) Nech´ dané tvrzení platí pro ur£ité n ≥ 2. Ukáºeme nyní, ºe tvrzení platí také
pro n+ 1.

V²echny uspo°ádané (n + 1)-tice rozd¥líme do skupin tak, ºe ve stejné skupin¥
budou práv¥ ty (n+1)-tice, které se shodují v prvních n-prvcích. Takto vytvo°ené
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skupiny jsou jist¥ po dvou disjunktní. Protoºe (n + 1)-ní prvek m·ºeme vybrat
kn+1 zp·soby, obsahuje kaºdá skupina práv¥ kn+1 uspo°ádaných (n+ 1)-tic.

Podle induk£ního p°edpokladu odpovídá po£et skupin sou£inu k1 · k2 · . . . · kn.
S vyuºitím pravidla sou£tu dostáváme, ºe celkový po£et v²ech uspo°ádaných
(n+ 1)-tic lze vyjád°it jako sou£in (k1 · k2 · . . . · kn) · kn+1 = k1 · k2 · . . . · kn+1.

Uvedené tvrzení tedy platí i pro p°irozené £íslo n+ 1.

Spojením £ástí (i) a (ii) je dokázáno, ºe dané tvrzení platí pro libovolné p°irozené
£íslo n.

Tím je d·kaz ukon£en.

Poznámka .

(i) Je-li (x1, x2, . . . , xn) uspo°ádaná n-tice taková, ºe kaºdý prvek xi pat°í do n¥jaké
neprázdné kone£né mnoºiny Ai (kde i = 1, . . . , n) pak pravidlo sou£inu udává
po£et v²ech takových to uspo°ádaných n-tic, tj. po£et prvk· kartézského sou£inu
A1 × A2 × . . .× An:

|A1 × A2 × . . .× An| = |A1| · |A2| · . . . · |An|.

(ii) V mnoha p°íkladech se uºívá pravidlo sou£tu a sou£inu spole£n¥.

2.1 Úlohy z klasické kombinatoriky

V prvním odstavci této kapitoly uvedeme n¥kolik p°íklad· a úloh, z oblasti klasické
kombinatoriky, která je £tená°·m jist¥ dob°e známa.

P°íklad 2.1.1
Ur£itá dopravní linka vyjíºdí z dané zastávky vºdy v celou hodinu, v sudých ho-

dinách jezdí v intervalu 15 minut a v lichých hodinách v intervalu 20 minut. Kolik
dopravních spoj· této linky lze vyuºít mezi 8:00 a 11:59?

�e²ení.
Zkoumejme danou úlohu ve £ty°ech hodinových intervalech:

8:00 - 8:59 � 4 spoje

9:00 - 9:59 � 3 spoje

10:00 - 10:59 � 4 spoje

11:00 - 11:59 � 3 spoje.
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Takto jsme získali £ty°i navzájem disjunktní mnoºiny (£ty°i intervaly), jejichº sjed-
nocení je celá zkoumaná mnoºina (interval 8:00 - 11:59). Podle pravidla sou£tu tedy
v dob¥ mezi 8:00 a 11:59 m·ºeme vyuºít 14 spoj· zkoumané dopravní linky.

P°íklad 2.1.2 [MO 38 B � II � 2]
Dev¥t judist· se rozhodlo uspo°ádat vylu£ovací turnaj následujícím zp·sobem:

V kaºdém kole se z dosud neporaºených zápasník· ur£í losem dvojice zápasník·, která
se utká. Vít¥z posledního (osmého) zápasu se stává vít¥zem turnaje. Zjist¥te po£et
v²ech moºných pr·b¥h· takovéto sout¥ºe.

�e²ení.

Do prvního kola m·ºe nastoupit 9 zápasník·, z nichº lze losem vytvo°it
(
9

2

)
dvojic,

p°i£emº zvít¥zit m·ºe první anebo druhý zápasník, tj. existuje celkem 2·
(
9

2

)
moºností,

jak m·ºe první kolo prob¥hnout. Do druhého kola postoupí vít¥z prvního kola a zbylých
sedm zápasník·, tj. celkem 8 zápasník·. Z nich op¥t losem ur£íme jednu dvojici, která
se utká ve druhém kole. Moºných pr·b¥h· druhého kola je (vzhledem k tomu, ºe op¥t

m·ºe zvít¥zit kterýkoliv z dané dvojice zápasník·) 2·
(
8

2

)
. Takto ur£íme v²echny moºné

pr·b¥hy jednotlivých kol.
Po£et v²ech moºných pr·b¥h· této sout¥ºe je podle pravila sou£inu

2 ·
(
9

2

)
· 2 ·

(
8

2

)
· . . . · 2 ·

(
2

2

)
= 9 · 8 · 8 · 7 · . . . · 2 · 1 = 9 · (8!)2.

P°íklad 2.1.3 [MO 38 B � S � 1]
Je dáno p°irozené £íslo n. Ur£ete po£et permutací (a1, a2, . . . , an) £ísel 1, 2, . . . , n,

pro která je sou£in
(a1 − 1) · (a2 − 2) · . . . · (an − n)

£íslo liché.

�e²ení.
Daný sou£in bude lichý, pokud ºádný z £initel· není £íslo sudé. To znamená, ºe pro

i liché (kde i = 1, 2 . . . , n) musí být £íslo ai sudé a naopak pro i sudé musí být ai liché
£íslo. To je moºné, jen pokud je n sudé £íslo; jinak by mezi £ísly 1, 2, . . . , n nebyl
stejný po£et sudých a lichých £ísel. �ísla a1, a3, . . . an−1 jsou tedy sudá £ísla a £ísla
a2, a4, . . . , an jsou lichá. Po£et moºností jak uspo°ádat sudá (resp. lichá) £ísla je (n

2
)!

(jedná se o permutací £ísel 1, 3, . . . , n− 1, resp. £ísel 2, 4, . . . , n).
Po£et v²ech hledaných permutací je ((n

2
)!)2, pro n sudé, resp. 0 pro n liché.

Úloha 2.1.1 [MO 32 Z � III � 3]
Na £íselnou osu umístíme do obrazu £ísla O �gurku. Figurkou pohybujeme tak, ºe

ji p°i kaºdém tahu p°emístíme do obrazu sousedního celého £ísla, doprava nebo doleva.
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Figurka se m·ºe vracet, obrazem n¥kterého £ísla m·ºe projít n¥kolikrát. Z obrazu £ísla
O se máme dostat do obrazu £ísla 5 práv¥ devíti tahy. Kolika r·znými cestami m·ºe
�gurka jít?

Úloha 2.1.2 [MO 43 C � I � 3]
�achového turnaje hraného systéme kaºdý s kaºdým se zú£astnili jen prváci a dru-

háci. Navzdory tomu, ºe druhák· bylo t°ikrát více neº prváku, získali dohromady jen
o 3 body více neº prváci. Ur£ete po£et ºák·, kte°í se zú£astnili turnaje, víte-li ºe za
výhru se ud¥luje jeden bod, za remízu p·l bodu a za prohru ºádný bod.

Úloha 2.1.3 [MO 38 A � S � 1]
Mnoºina M má práv¥ n prvk·. Kolik existuje dvojic mnoºin (B,C) takových, ºe

B ⊂ C ⊂M? (Prázdná mnoºina a mnoºina X jsou podmnoºiny mnoºiny X.)

Úloha 2.1.4 [MO 16 A � P � 3]
Ve t°íd¥ je 15 dvoumístných lavic a 27 ºák·. Kolika zp·soby je moºno ºáky rozsadit,

jestliºe ur£ití dva ºáci mají sed¥t vedle sebe (z výchovných d·vod·) a ºádná lavice nemá
z·stat prázdná?

Úloha 2.1.5 [MO 17 D � P � 2]
P°i slavnosti sedí u kulatého stolu 6 hoch· H1, H2, . . . , H6 a 6 dívek D1, D2, . . . , D6,

rozmíst¥ných tak, ºe vedle sebe sedí vºdy st°ídav¥ chlapec a dívka (viz obr. 2.1).

Obr. 2.1

P°ed koncem slavnosti ode²li dva chlapci a dv¥ dívky. P°itom ob¥ místa, která uvol-
nili chlapci, odd¥lují ob¥ místa uvoln¥ná d¥v£aty. (Nap°. mohli odejít H1, H3, D2, D5,
ale nemohly odejít H1, H3, D4, D6.)

Zjist¥te, kolika zp·soby lze vybrat takovou dvojici chlapc· a dvojici d¥v£at.
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2.2 Úlohy o £íslech

V tomto odstavci ukáºeme n¥kolik aplikací pravidel sou£tu a sou£inu v úlohách o £íslech.

P°íklad 2.2.1
Ur£ete sou£et p°irozených £ísel 1 aº 50, v jejichº dekadické zápise se ºádná £íslice

neopakuje.

�e²ení.
Nejprve, s vyuºitím známého vzorce pro ur£ení sou£tu prvních n £len· aritmetické

posloupnosti, zjistíme, ºe sou£et prvních padesáti p°irozených £ísel je 50
2
(1+50) = 1275.

P°irozená £ísla, která jsou men²í neº £íslo padesát a v nichº se n¥která £íslice opakuje
jsou £ísla 11, 22, 33 a 44. Jejich sou£et je 110. S vyuºitím pravidla sou£tu, tedy námi
hledaný sou£et získáme, jako rozdíl sou£tu prvních padesáti p°irozených £ísel a sou£tu
v²ech £ísel men²ích neº padesát, v nichº se n¥která £íslice opakuje, tj. 1275−110 = 1165.

P°íklad 2.2.2 [MO 28 C � I � 2]
Zjist¥te po£et v²ech uspo°ádaných trojic p°irozených £ísel x, y, z, které vyhovují

rovnici
xyz = 1000 000.

�e²ení.
Rozkladem £ísla 1 000 000 na prvo£initele, (tj. 1 000 000 = 26 · 25) zjistíme, ºe pro

uspo°ádanou trojici £ísel x, y, z platí

x = 2α1 · 5β1 , y = 2α2 · 5β2 , z = 2α3 · 5β3 ,

kde α1, βi jsou celá nezáporná £ísla taková, ºe

α1 + α2 + α3 = 6,

β1 + β2 + β3 = 6.

Pro i, j, k = 1, 2, 3 platí:

αiαjαk 600 510 420 411 330 321 222
Po£et £ísel ve tvaru αiαjαk 3 6 6 3 3 6 1

Po£et v²ech £ísel αiαjαk a tedy i £ísel βiβjβk je tedy 28. Po£et v²ech uspo°ádaných
trojic x, y, z je podle kombinatorického pravidla sou£inu 28 · 28 = 784.

Úloha 2.2.1 [MO 28 B � I � 1]
Nech´ symbol x1x2x3x4x5x6x7 (x1 6= 0) ozna£uje dekadický zápis p°irozeného £ísla.

Kolik je navzájem r·zných sedmiciferných p°irozených £ísel x1x2x3x4x5x6x7, pro které
platí

x1x2x3x4x5x6 + x6x5x4x3x2x1 = x7x7x7x7x7x7 ?
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Úloha 2.2.2 [MO 28 C � II � 3a]
Ozna£me M mnoºinu v²ech sedmiciferných £ísel sestavených z £íslic 1, 2, . . . , 7 bez

opakování.

a) Ur£ete po£et v²ech £ísel z mnoºiny M d¥litelných £íslem 25.

b) Ur£ete po£et v²ech £ísel z mnoºiny M d¥litelných £íslem 15.

Úloha 2.2.3 [MO 44 A � II � 1]
Kolik patnácticiferných £ísel sloºených z £íslic 3 a 8 je d¥litelných 11?

Úloha 2.2.4 [MO 1 B � I � 6]
Bu¤ n p°irozené £íslo. Kolik je mezi £ísly n2 a (n + 2)2 p°irozených £ísel, z nichº

ºádné není druhou mocninou p°irozeného £ísla?

Úloha 2.2.5 [MO 51 C � II � 1]
Ur£ete po£et dvojic (a, b) p°irozených £ísel (1 ≤ a < b ≤ 86), pro která je sou£in ab

d¥litelný t°emi.

Úloha 2.2.6 [MO 56 B � II � 3]
P°irozené £íslo nazveme vlnitým, pokud pro kaºdé t°í po sob¥ jdoucí £íslice a, b, c

jeho desítkového zápisu platí (a− b)(b− c) > 0. Dokaºte, ºe z £íslic 0, 1, . . . , 9 je moºno
sestavit více n¥º 25 000 desetimístných vlnitých £ísel, které obsahují v²echny £íslice od
nuly do devítky (£íslice 0 nem·ºe být na prvním míst¥).

2.3 Úlohy o geometrických objektech

V posledním odstavci druhé kapitoly se budeme zabývat p°íklady o geometrických
objektech, které lze vy°e²it uºitím pravidla sou£tu a sou£inu.

P°íklad 2.3.1 [MO 32 Z � III � 3 (SR)]
D°ev¥ný kvádr s rozm¥ry 3 cm × 3 cm × 1 cm celý obarvíme £erven¥, potom ho

£ty°mi rovinami roz°eºeme na 9 kostek o rozm¥rech 1 cm × 1 cm × 1 cm. Vrchní st¥ny
kosti£ek ozna£íme £ísly 1 aº 9 (viz obr. 2.2) a kostky promícháme. Kolika r·znými
zp·soby lze z kosti£ek op¥t sloºit £ervený kvádr, v n¥mº jsou v²echna £ísla na horní
st¥n¥?
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Obr. 2.2

�e²ení.
Kostka s £íslem 5 musí leºet vºdy uprost°ed � tj. máme jedinou moºnost, jak kostku

s £íslem 5 umístit. Kostky s £ísly 1, 3, 7 a 9 musí být vºdy v rozích kvádru � existuje
celkem 4 · 3 · 2 · 1 = 24 takových to rozmíst¥ní. Obdobn¥ existuje i 24 moºností, jak
rozmístit zbylé £ty°i kostky. Podle pravidla sou£inu lze z daných kosti£ek sloºit kvádr
celkem 1 · 24 · 24 = 576 zp·soby. V tomto po£tu jsou ale zapo£ítány vºdy £ty°i kvádry,
které jsou v·£i sob¥ pouze pooto£eny o 90◦. Budeme-li takovéto kvádry povaºovat za
shodné, pak je jen 576

4
= 144 moºností, jak daný kvádr sestavit.

P°íklad 2.3.2 [MO 29 Z � II � 3]
Je dán pravidelný 33-úhelník A1A2 . . . A33. Ur£ete po£et úse£ek spojujících jeho

vrcholy, které mají aspo¬ jeden spole£ný bod s trojúhelníkem A11A22A33.

�e²ení.
Z kaºdého z bodu A1 aº A10 vychází vºdy 23 úse£ek, které mají aspo¬ jeden

spole£ný bod s daným trojúhelníkem A11A22A33 � jsou to úse£ky spojující bod Ai
(i = 1, 2, . . . , 10) s body A11, A12, . . . , A33. Obdobn¥ vychází vºdy po 23 úse£kách z kaº-
dého z bod· A12, A13, . . . A21 a z kaºdého z bod· A23, A24, . . . , A32.

V²echny úse£ky vycházející z bod· A11, A22, A33 a spojující tyto body s ostatními
body daného 33-úhelníku mají z°ejm¥ vºdy aspo¬ jeden spole£ný bod s trojúhelníkem
A11A22A33. Pro kaºdý bod A11, A22, A33 je t¥chto úse£ek 32.

Protoºe jsme kaºdou z vý²e popsaných úse£ek zapo£etli dvakrát je hledaný po£et

30 · 23 + 3 · 32
2

= 393.

Úloha 2.3.1 [MO 44 B � S � 2]
V rovin¥ je dáno n bod·. Jestliºe je navzájem pospojujeme p°ímkami, procházejí

tyto p°ímky danými body a vytvá°ejí nové pr·se£íky. Dokaºte, ºe po£et t¥chto nových
pr·se£ík· není v¥t²í neº

1

8
n(n− 1)(n− 2)(n− 3).
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Úloha 2.3.2 [MO 3 B � I � 12]
Obdélník, jehoº rozm¥ry jsou p°irozená £ísla a, b, je rozd¥len na ab shodných £tverc·.

Sto£me tento obdélník do plá²t¥ rota£ního válce tak, aby strana obdélníka, která má ve-
likost a, se stala obvodem podstavy tohoto válce. Vrcholy zmín¥ných shodných £tverc·
vytvo°í na plá²ti tzv. m°íºové body. Kaºdé dva r·zné m°íºové body spojíme p°ímkou,
kterou nazveme p°í£ka.

a) Kolik je t¥ch p°í£ek, které procházejí vnit°kem vytvo°eného válce?

b) Dostaneme více takových p°í£ek, kdyº sto£íme v¥t²í nebo men²í stranu obdélníka
v podstavnou kruºnici rota£ního válce?

Úloha 2.3.3 [MO 43 C � II � 4]
Tentokrát si ná² starý známí pavouk Hubert vybral na svoje hry v kabinet¥ ma-

tematiky drát¥ný model pravidelného osmist¥nu. Jeho st¥ny tvo°í 8 rovnostranných
trojúhelníku (viz obr. 2.3). Na kaºdé st¥n¥ pospojoval Hubert st°edy p°íslu²ných hran.
Z kolika cest nejkrat²í délky si m·ºe Hubert vybrat, aby se v takto vzniklé síti pavu£in
a drát· dostal z vrcholu E do vrcholu F .

Obr. 2.3

Úloha 2.3.4 [MO 15 D � P � 4]
Vrcholy, st°edy stran a pr·se£ík úhlop°í£ek £tverce tvo°í skupinu devíti bod·. Kolik

trojúhelník· má v²echny t°í vrcholy v t¥chto devíti bodech?
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Kapitola 3

Pravidlo bijekce

V úlohách o ur£ení po£tu prvk· dané mnoºiny £asto s výhodou ztotoºníme kaºdý prvek
z dané mnoºiny s práv¥ jedním prvkem z mnoºiny, jejíº po£et prvk· známe, nebo jsme
ho schopni snadno zjistit. P°itom poºadujeme, aby m¥l také kaºdý prvek ze zvolené
(nové) mnoºiny práv¥ jeden vzor v zadané mnoºin¥, tj. snaºíme se nalézt bijektivní
zobrazení mezi t¥mito dv¥ma mnoºinami.

V této kapitole je £erpáno z literatury [6, 7].

V¥ta 3.1.1 (pravidlo bijekce) Nech´ A,B jsou kone£né mnoºiny. Pak |A| = |B|
(mnoºiny A,B mají stejný po£et prvk·) práv¥ tehdy, kdyº existuje bijekce (vzájemn¥
jednozna£né zobrazení) ϕ : A→ B.

Poznámka. Uºijeme-li p°i °e²ení p°íkladu pravidla bijekce musíme:

(i) Nalézt vhodnou mnoºinu jejíº po£et prvk· známe, nebo jsme ho schopni snadno
ur£it.

(ii) P°esv¥d£it se, ºe mezi novou a zadanou mnoºinou existuje bijektivní zobrazení.

(ii) Ur£it po£et prvk· nové mnoºiny.

3.1 P°íklady a úlohy

V tomto odstavci uvedeme n¥kolik základních p°íkladu na aplikaci pravidla bijekce.

P°íklad 3.1.1
Kolika zp·soby je moºné z °ady 25 chlapc· sestavit druºstvo na volejbal, pokud

mezi vybranými chlapci nemají být ºádní dva, kte°í stojí vedle sebe?
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�e²ení.
Chlapc·m m·ºeme p°i°adit posloupnost nul a jedni£ek tak, ºe vybraným ²esti chlap-

c·m p°i°adíme jedni£ku a ostatním nulu. Takové p°i°azení je jist¥ vzájemn¥ jedno-
zna£né. Na²li jsme tedy bijekci. Stejný po£et °e²ení jako daný p°íklad má tedy i úloha
ur£it kolika zp·soby, lze umístit do posloupnosti 19 nul 6 jedni£ek tak, aby ºádné dv¥
jedni£ky nestáli vedle sebe. 19 nul vytvá°í 20 p°ihrádek, do nichº lze umístit 6 jedni£ek

práv¥
(
20

6

)
zp·soby.

Volejbalové druºstvo lze tedy sestavit práv¥
(
20

6

)
= 38 760 zp·soby.

P°íklad 3.1.2 [MO 1 A � I � 12]
Bu¤ ABCD £tverec. Uvnit° strany AB zvolme m r·zných bod· a ve¤me jimi

rovnob¥ºky se stranou BC. Podobn¥ uvnit° strany BC zvolme n r·zných bod· a
ve¤me jimi rovnob¥ºky ke stran¥ AB.

Kolik pravoúhlých rovnob¥ºník· vzniklo provedenou konstrukcí?

�e²ení.
Popsanou konstrukcí vzniknou dv¥ soustavy rovnob¥ºných p°ímek � první je tvo-

°ena m + 2 p°ímkami (zapo£ítáváme i p°ímky, na nichº leºí strany £tverce) a druhá
n+2 p°ímkami. Protoºe strany kaºdého pravoúhlého rovnob¥ºníku leºí na dvou dvoji-
cích rovnob¥ºných p°ímek a naopak kaºdé dv¥ dvojice navzájem r·zných rovnob¥ºných
p°ímek vymezují práv¥ jeden pravoúhlý rovnob¥ºník, je podle pravidla bijekce hledaný
po£et rovnob¥ºník· stejný jako po£et dvou dvojic navzájem r·zných rovnob¥ºných p°í-
mek � první dv¥ rovnob¥ºky jsou z první soustavy rovnob¥ºek a druhé dv¥ rovnob¥ºky
jsou z druhé soustavy rovnob¥ºek.

V první soustav¥ lze vytvo°it
(
m+ 2

2

)
rovnob¥ºek a ve druhé soustav¥

(
n+ 2

2

)
rovnob¥ºek. Po£et v²ech hledaných pravoúhlých rovnob¥ºník· je podle pravidla sou£inu(

m+ 2

2

)
·
(
n+ 2

2

)
.

P°íklad 3.1.3 [MO 39 A � S � 2]
V rovin¥ je dáno n ≥ 3 bod·, z nichº ºádné t°i neleºí v p°ímce. Pak existuje

aspo¬ 1
6
n(n− 1) trojúhelník· s vrcholy v daných bodech, které neobsahují ºádný dal²í

z daných bod·. Dokaºte.

�e²ení.
Vybereme libovolné body A,B ze zadaných n bod·. Dále ur£íme bod Z (ze zada-

ných bod·) tak, aby vý²ka trojúhelníku ABC na stranu AB byla co nejmen²í. V tako-
vém p°ípad¥ uº nebude trojúhelník ABC obsahovat ºádný ze zbylých zadaných bod·.
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Ke kaºdé dvojici daných bod· jsme tedy schopni ur£it jednozna£n¥ trojúhelník spl-

¬ující dané p°edpoklad·. Celkem lze takto vybrat
(
n

2

)
dvojic. Protoºe má trojúhelník

t°i strany a kaºdá strana je ur£ena práv¥ jednou dvojicí ze zadaných n bod·, existuje
aspo¬

1

3

(
n

2

)
=

1

6
n(n− 1)

trojúhelník· spl¬ující dané p°edpoklady.

Úloha 3.1.1
V jazykové u£ebn¥ je lavice ve tvaru p·lkruºnice o 16 místech. Ur£ete, kolika zp·-

soby je v této u£ebn¥ moºné na písemný test rozsadit 7 ºák· tak, aby mezi kaºdými
dv¥ma ºáky bylo aspo¬ jedno volné místo?

Úloha 3.1.2
Pan Jose�, majitel prosperující �rmy zabývající se kovovýrobou, koupil od sousední

�rmy halu s p·dorysem obdélníku o rozm¥rech 50×120metr·. Jediný vjezd do této haly
je ale na protilehlé stran¥ (120 metr· dlouhé), neº je stávající kovovýrobní komplex. Pan
Jose� se proto rozhodl p·vodní vjezd zazdít a vybourat t°i nová vrata z druhé strany.
P°i prozkoumaní stavební dokumentace haly zjistil, ºe st¥na haly je tvo°ena nosnými
pilí°i, které jsou od sebe vzdáleny dva metry (dva pilí°e jsou umíst¥ny i v rozích st¥ny).
Nová vrata mají být ²iroká aspo¬ 3,5 metru. Z d·vodu statiky objektu lze odstranit
jen pilí°e, které nestojí vedle sebe. Kolika zp·soby m·ºe pan Jose� vybourat t°i nové
vjezdy?

Úloha 3.1.3 [MO 43 A � III � 3]
Nech´ je dán konvexní 2n-úhelník M . Délkou úhlop°í£ky rozumíme po£et stran

2n-úhelníka M , které tato úhlop°í£ka od daného 2n-úhelníku M od°ezává. Nech´ je
v 2n-úhelníku M vyzna£eno n úhlop°í£ek tak, ºe z kaºdého vrcholu vychází práv¥
jedna. Potom po£et úhlop°í£ek sudé délky je sudý. Dokaºte.

Úloha 3.1.4 [MO 54 A � S � 1]
Ur£ete po£et v²ech nekone£ných aritmetických posloupností celých £ísel, které mají

mezi svými prvními deseti £leny ob¥ £ísla 1 a 2005.
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Kapitola 4

Dirichlet·v princip

Následující kapitola je v¥nována tzv. Dirichletovu (p°ihrádkovému) principu, který je
d·leºitým a £asto pouºívaným kombinatorickým principem v mnoha úlohách p°edev²ím
existen£ního charakteru.

Pojmy uvedené v této kapitole jsou £erpány z literatury [3, 8].

Nejjednodu²²í tvar Dirichletova principu uvádí následující v¥ta.

V¥ta 4.1.1 Nech´ je k+1 p°edm¥t· uloºeno do k p°ihrádek. Pak existuje aspo¬ jedna
p°ihrádka, ve které jsou nejmén¥ dva p°edm¥ty.

P°i °e²ení sloºit¥j²ích úloh pracujeme se zobecn¥ným tvarem Dirichletova principu.

V¥ta 4.1.2 Nech´ je nk+1 p°edm¥t· uloºeno do k p°ihrádek. Pak existuje aspo¬ jedna
p°ihrádka, ve které je nejmén¥ n+ 1 p°edm¥t·.

D·kaz. D·kaz provedeme sporem. Nech´mi (pro i = 1, 2, . . . , k) udává po£et p°edm¥t·
v i-té p°ihrádce. P°edpokládejme sporem, ºe pro kaºdé i = 1, 2, . . . , k je mi ≤ n. Pak
ale platí

nk + 1 = m1 +m2 + . . .+mk ≤ n+ n+ . . .+ n︸ ︷︷ ︸
k-krát

= nk,

coº je spor. Tím je dané tvrzení dokázáno.

V úlohách z geometrie budeme pracovat s následujícím zn¥ním Dirichletova prin-
cipu.

V¥ta 4.1.3 Nech´ je v rovin¥ dán útvar U a kone£ný systém útvar· U1, U2, . . . , Un,
které útvar U pokrývají tak, ºe hranice útvaru U je totoºná s hranicí systému útvaru
U1, U2, . . . , Un. Je-li S obsah útvaru U a jsou-li S1, S2, . . . , Sn po °ad¥ obsahy útvar·
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U1, U2, . . . Un a platí-li, ºe
S < S1 + S2 + . . .+ Sn,

pak se aspo¬ dva z útvar· U1, U2, . . . , Un p°ekrývají.

D·kaz. Nech´ je dán v rovin¥ útvar U a kone£ný systém útvar· U1, U2, . . . , Un, jejichº
hranice je totoºná s hranicí útvaru U . P°edpokládejme dále sporem, ºe se pak ºádné dva
útvary ze systému U1, U2, . . . , Un nep°ekrývají. To ale znamená, ºe útvar U je systémem
útvar· U1, U2, . . . , Un vypln¥n a tedy

S = S1 + S2 + . . .+ Sn,

kde S je obsah útvaru U a S1, S2, . . . , Sn jsou po °ad¥ obsahy útvar· U1, U2, . . . Un.
A to je spor. Tím je d·kaz proveden.

4.1 Úlohy z klasické kombinatoriky

V prvním odstavci ukáºeme vyuºití Dirichletova principu, p°i °e²ení p°íklad· z oblasti
klasické kombinatoriky a z oblasti teorie mnoºin.

P°íklad 4.1.1 [MO 42 C � I � 4]
V matematické sout¥ºi °e²il kaºdý ºák 30 úloh. Za správn¥ vy°e²enou úlohu obdrºel

4 body, ²patn¥ vy°e²ená úloha znamenala −1 bod, 0 bod· bylo za úlohu, kterou ne°e-
²il. Kolik muselo být ú£astník·, abychom mohli s jistotou tvrdit, ºe dva ºáci skon£ili
se stejným po£tem bod·?

�e²ení.
Kaºdý ºák mohl v sout¥ºí dosáhnout celkový bodový sou£et od −30 bod· (jestliºe

°e²il v²ech 30 úloh ²patn¥) aº do 120 bod· (p°i správném vy°e²ení v²ech 30 úloh)
s výjimkou sou£tu 119, 118, 117, 114, 113 a 109 bod·, které se p°i daném bodova-
cím systému nedají ºádným zp·sobem dosáhnout. Moºných výsledk· s sout¥ºi je tedy
151− 6 = 145. Podle Dirichletova principu to znamená, ºe kdyº se sout¥ºe zú£astní
aspo¬ 146 ºák·, m·ºeme s jistotou tvrdit, ºe aspo¬ dva ºáci skon£ili se stejným po-
£tem bod·.

P°íklad 4.1.2 [MO 37 B � II � 2]
Dokaºte, ºe na ²achovnici 8× 8 nelze rozmístit sedm st°elc· tak, aby v²echna pole

²achovnice byla ohroºena.

�e²ení.
Máme-li rozmístit sedm st°elc· na ²achovnici 8 × 8, pak na polích jedné z barev

(£erné nebo bílé) mohou být umíst¥ny nejvý²e t°i st°elci. Jestliºe tyto t°i st°elce rozesta-
víme (bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe je budeme umís´ovat na bílá pole) tak,
aby kaºdé pole ohroºoval nejvý²e jeden st°elec, pak kaºdý s této trojce st°elc· ohroºuje
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práv¥ £ty°i bílá pole na obvodu ²achovnice. V²ech bílých polí p°i obvodu ²achovnice
je 14, ale zkoumaná trojce bílých st°elc· z nich ohroºuje pouze 10. To znamená, ºe
nejmén¥ 2 pole jsou neohroºena. Tím je úloha dokázána.

Úloha 4.1.1 [MO 45 A � II � 4]
D¥ti se v tábo°e d¥lili do druºin následujícím zp·sobem: Vedoucí ur£il mezi d¥tmi

n¥kolik ná£elník·. Kaºdý ná£elník si pak do své druºiny vzal v²echny své kamarády
z tábora (kamarádství je vzájemné). Kupodivu to vy²lo dob°e, tedy tak, ºe se ná£elníci
nemuseli o ºádné dít¥ hádat, ºádné dít¥ nezbilo a ºádní dva ná£elníci nebyli kamarádi.
Podruhé ur£il vedoucí jiný po£et ná£elník·. Mohlo rozd¥lení d¥tí popsaným zp·sobem
op¥t dopadnout dob°e?

Úloha 4.1.2 [MO 28 B � II � 2]
Je dána ²achovnice tvaru n×n. Jaký nejv¥t²í po£et �gurek lze na ²achovnici rozmísti

tak, aby ºádné dv¥ �gurky nestáli na sousedních polí£kách? (Za sousední povaºujeme
ta polí£ka, která mají spole£nou stranu nebo roh.)

Úloha 4.1.3 [MO 45 A � III � 3]
Je dáno ²est t°íprvkových podmnoºin kone£né mnoºiny X. Dokaºte, ºe prvky mno-

ºiny X je moºné obarvit dv¥ma barvami tak, aby ºádná ze ²esti daných podmnoºin
nebyla jednobarevná, tj. nem¥la v²echny t°i prvky stejné barvy.

Úloha 4.1.4 [MMO 14 � 1]
Dokaºte, ºe v libovolné mnoºin¥ deseti r·zných p°irozených £ísel existují dv¥ ne-

prázdné disjunktní podmnoºiny takové, ºe sou£ty jejich prvk· jsou stejné.

Úloha 4.1.5 [MMO 6 � 4]
Sedmnáct osob si navzájem dopisuje, kaºdý se v²emi ostatními. V celé korespon-

denci se objevují jen t°i r·zná témata. Kaºdá dvojce osob si spolu pí²e jen o jednom
z t¥chto témat.

Dokaºte, ºe existují aspo¬ t°i osoby, které si navzájem pí²í o stejném tématu.

Úloha 4.1.6 [MO 50 C � I � 5]
T°icet maturant· jednoho gymnázia si podalo p°ihlá²ku k dal²ímu studiu na n¥-

kterou ze ²esti fakult �eského vysokého u£ení technického. Vyuºili moºnost podat více
p°ihlá²ek, a tak polovina ºák· podala p°ihlá²ku aspo¬ na t°i fakulty, t°etina si podala
p°ihlá²ku na více neº t°i fakulty. Na fakultu architektury se s ohledem na talentovou
p°ijímací zkou²ku nep°ihlásil nikdo. Dokaºte, ºe na n¥kterou ze zbývajících p¥ti fakult
se p°ihlásilo mén¥ neº dvacet student·.
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Úloha 4.1.7 [MO 51 C � S � 1]
Do sportovního krouºku chodí 21 chlapc·. Na posledních dvou sch·zkách nikdo

nechyb¥l, chlapci se pokaºdé rozd¥lili do t°í druºstev po sedmi hrá£ích. Dokaºte, ºe
n¥kte°í t°i hrá£i byli ob¥ sch·zky spolu v jednom druºstvu.

Úloha 4.1.8 [MO 59 B � II � 2]
V matematické sout¥ºi bylo zadáno 7 úloh a za kaºdou z nich mohl sout¥ºící získat

0, 1, nebo 2 body. Sout¥ºe se zú£asnilo 60 ºák·. Za kaºdou úlohu bylo ud¥leno aspo¬
95 bod·. Dokaºte, ºe mezi sout¥ºícími najdeme dva tak, ºe kaºdou z úloh vy°e²il aspo¬
jeden z nich za 2 body.

4.2 Úlohy o £íslech

V následujících p°íkladech, je Dirichlet·v princip vyuºit p°i °e²ení úloh o £íslech.

P°íklad 4.2.1 [MO 42 A � I � 5]
Ve £tvercovém schématu je zapsánu 1000 × 1000 celých £ísel. P°itom kaºdá dv¥

sousední £ísla v °ádku nebo ve sloupci se li²í nejvý²e o 100. Dokaºte, ºe mezi zapsanými
£ísly je jedno, jeº se ve schématu vyskytuje aspo¬ ²estkrát.

�e²ení.
Zvolme libovolná dv¥ £ísla ve schématu. Od jednoho k druhému se m·ºeme dostat

nanejvý² 999 + 999 = 1998 kroky tak, ºe postupn¥ procházíme p°es sousední £ísla.
�ádná dv¥ £ísla ve schématu se tedy neli²í více neº o 199 800, proto £ísla ve schématu
nabývají nanejvý² 199 801 r·zných hodnot. Kdyby ve schématu byla kaºdá hodnota
zastoupena nejvý²e p¥tkrát, nebylo by v n¥m více neº 5 · 199801 < 106 £ísel, je jich
tam v²ak milión. Ve schématu tedy musí být aspo¬ jedno £íslo zastoupeno nejmén¥
²estkrát.

P°íklad 4.2.2 [MO 30 B � P � 2]
Pro kaºdé p°irozené £íslo n existují navzájem r·zná p°irozená £ísla r, s tak, ºe £íslo

3r − 3s

je d¥litelné £íslem n. Dokaºte.

�e²ení.
Uvaºujme n + 1 £ísel 31, 32, . . . , 3n+1. P°i d¥lení t¥chto £ísel £íslem n, získáme n

zbytk· (0, 1, . . . , n− 1). Podle Dirichletova principu musí tedy aspo¬ dv¥ z uvedených
n+1 £ísel dávat p°i d¥lení £íslem n stejné zbytky. Nech´ jsou to £ísla 3r a 3s. Pak platí

3r = k1 · n+ z, 3s = k2 · n+ z,
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kde k1, k2 jsou vhodná celá nezáporná £ísla a z je zbytek, tj. z ∈ {0, 1, . . . , n−1}. Tedy
platí, ºe

3r − 3s = (k1 − k2) · n,

nebo-li, ºe zkoumaný rozdíl je d¥litelný £íslem n. Tím je úloha vy°e²ena.

Úloha 4.2.1 [MO 45 B � I � 3]
Zvolíme-li libovoln¥ 11 r·zných dvojciferných £ísel, vºdy z nich lze vybrat dv¥ sku-

piny £ísel, které mají stejný po£et prvk·, neobsahují ºádný spole£ný prvek a dávají
stejný sou£et. Dokaºte.

Úloha 4.2.2 [MO 25 C � II � 2a]
Dokaºte, ºe z 50 libovoln¥ zvolených navzájem r·zných prvo£ísel lze vºdy vybrat

13 £ísle tak, ºe rozdíl kaºdých dvou z nich je d¥litelný p¥ti.

Úloha 4.2.3 [MO 30 B � I � 1]
Pro kaºdé p°irozené £íslo n existují dva navzájem r·zní d¥litele d1, d2 £ísla 9000000

takové, ºe n d¥lí rozdíl d1 − d2. Dokaºte.

4.3 Úlohy o geometrických objektech

V tomto odstavci je Dirichlet·v princip aplikován na p°íkladech z oblasti geometrie.

P°íklad 4.3.1 [MO 42 C � S � 3]
Uvnit° £tverce o stran¥ 2 je dáno 61 r·zných bod·. Dokaºte, ºe existuje kruh o po-

lom¥ru
√
2
2
, uvnit° kterého leºí aspo¬ 16 t¥chto bod·.

�e²ení.
Daný £tverec m·ºeme rozd¥lit na £ty°i £tverce o stran¥ 1; kaºdému z t¥chto £tverc·

opí²eme kruºnici s polom¥rem
√
2
2
. Kruhy ohrani£ené t¥mito kruºnicemi zcela pokrý-

vají vnit°ek daného £tverce. Kdyby v kaºdém z t¥chto kruh· leºelo nejvý²e 15 bod·,
nemohlo by v celém £tverci být dohromady více neº 4 ·15 = 60 < 61 bod·. Proto aspo¬
v jednom z kruh· musí leºet aspo¬ 16 bod·.

P°íklad 4.3.2 [MO 25 B � II � 2b]
Na vrchlíku kulové plochy o polom¥ru 1 s vý²kou 1 jsou umíst¥ny £ty°i r·zné body

tak, ºe ºádný z nich neleºí na hrani£ní kruºnici vrchlíku. Dokaºte, ºe aspo¬ dva z nich
mají vzdálenost men²í neº

√
2.

�e²ení.
Ozna£íme S �severní pól� vrchlíku. Vzdálenost libovolného bodu vrchlík·, jenº

neleºí na hrani£ní kruºnici, od bodu S je men²í neº
√
2. Pokud n¥který z daných

bod· splyne s bodem S, pak tvrzení platí. Jestliºe ºádný z uvaºovaných £ty° bod·
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nesplyne s bodem S pak podle Dirichletova principu aspo¬ dv¥ma z uvaºovaných £ty°
bod· procházejí �poledníky� , které se protnou v bod¥ S pod úhlem nep°esahujícím
90◦. Snadno se vidí, ºe vzdálenost t¥chto dvou bod· je men²í neº

√
2. Tím je úloha

dokázána.

P°íklad 4.3.3 [MO 42 B � II � 4]
Záhon tvaru rovnostranného trojúhelníka je pokryt p¥ti navzájem shodnými plach-

tami tvaru rovnostranného trojúhelníku. (�ásti plachet se mohou p°ekrývat i p°esáh-
nout záhon.) Dokaºte, ºe na pokrytí záhonu sta£í £ty°i tyto plachty.

�e²ení. Jednu z p¥ti plachet musejí být p°ikryty aspo¬ dva body z mnoºiny, která
je tvo°ena t°emi vrcholy trojúhelníku a t°emi st°edy jeho stran. To ale znamená, ºe
strana plachty je p°inejmen²ím rovna aspo¬ polovin¥ strany celého záhonu. Ten se pak
dá pokrýt £ty°mi plachtami podle obr. 4.1.

Obr. 4.1

P°íklad 4.3.4 [MO 29 B � P � 2]
Na ²achovnici tvaru 20 × 20 je vyzna£eno 31 navzájem r·zných ²achovnic tvaru

8× 8. Dokaºte, ºe existuje pole, které pat°í aspo¬ ²esti z vyzna£ených ²achovnic.

�e²ení.
Proloºme ²achovnicí 20×20 sou°adnicový systém tak, ºe °ádky o£íslujeme od zdola

nahoru a sloupce zleva doprava. Snadno vidíme, ºe kaºdá ²achovnice 8 × 8, která je
umíst¥ná v ²achovnici 20×20 musí obsahovat práv¥ jedno z polí (8, 8), (8, 16), (16, 8),
(16, 16). Protoºe

31

4
≥ 7,

je dokonce n¥které z polí ²achovnice 20 × 20 obsaºeno v 8 z vyzna£ených ²achovnic
typu 8× 8.

P°íklad 4.3.5 [MO 36 C � I � 4]
Jakým nejmen²ím moºným po£tem barev je moºné obarvit pr·se£íky devíti p°ímek

na obr. 4.2 tak, aby na ºádné této p°ímce neleºeli dva body téºe barvy?

�e²ení.
Protoºe kaºdá z p°ímek protne ²est dal²ích p°ímek, je t°eba nejmén¥ ²est barev.

Z celkových 27 bod· by p°i obarvení ²esti barvami bylo vºdy aspo¬ p¥t bod· obarveno

35



Obr. 4.2

toutéº barvou. Kaºdý bod je pr·se£íkem dvou p°ímek a protoºe na jedné p°ímce nemo-
hou leºet dva a více bod· téºe barvy, pot°ebovali bychom deset p°ímek. K dispozici je
v²ak pouze dev¥t p°ímek. Tedy k obarvení je t°eba aspo¬ sedm barev a jak je ukázáno
na obr. 4.3, sedm barev sta£í.

Obr. 4.3

Úloha 4.3.1 [MO 42 C � II � 3]
V kruhu o polom¥ru 1 je dáno 77 r·zných bod·. Dokaºte, ºe existuje kruh o polo-

m¥ru
√
3
3
, ve kterém leºí aspo¬ 13 t¥chto bod·.

Úloha 4.3.2 [MO 25 C � II � 3a]
Uvnit° kruºnice o polom¥ru 1 jsou dány £ty°i r·zné body. Dokaºte, ºe jsou mezi

nimi dva, jejichº vzdálenost je men²í neº
√
2.

Úloha 4.3.3 [MO 43 B � II � 4]
Kaºdý vrchol krychle s hranou délky a obarvíme jednou ze t°í barev. Dokaºte, ºe

potom mezi t¥mito vrchol existují dva stejné barvy, jejichº vzdálenost je v¥t²í neº 7
5
a.
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Úloha 4.3.4 [MO 44 C � II � 4]
Kaºdému bodu jednotkové kostky je p°i°azena práv¥ jedna ze £ty° barev. Dokaºte,

ºe pro libovolné takovéto obarvení existují na kostce dva body stejné barvy, jejichº
vzdálenost je aspo¬ 1

2

√
5.

Úloha 4.3.5 [MO 26 A � III � 1]
V krychli s velikostí hrany 1 je dáno 2 050 bod·. Dokaºte, ºe mezi nimi existuje p¥t

takových, ºe leºí uvnit° koule o polom¥ru 1
9
.

Úloha 4.3.6 [MO 33 A � I � 5]
V kouli o polom¥ru 1 je dáno 73 r·zných bod·. Dokaºte, ºe z t¥chto bod· lze vybrat

13 navzájem r·zných, které leºí uvnit° n¥jaké koule s polom¥rem 5
6
.

Úloha 4.3.7 [MO 31 A � III � 4]
V kruhu o polom¥ru 1 je zvoleno 64 navzájem r·zných bod·. Dokaºte, ºe z nich lze

vybrat 10 navzájem r·zných bod·, které leºí v n¥kterém kruhu o polom¥ru 1
2
.

Úloha 4.3.8 [MO 39 C � I � 1]
�tverec 100 × 100 je rozd¥len na 10 000 jednotkových £tverc·. Do nich jsou libo-

volným zp·sobem vepsána £ísla 1 aº 10 000 (do r·zných £tverc· r·zná £ísla). Dokaºte,
ºe pak existují dva sousední £tverce, v nichº jsou £ísla li²ící se aspo¬ o 51. �tverce
povaºujeme za sousední, mají-li spole£nou stranu.

Úloha 4.3.9 [MO 59 A � III � 2]
Kruhový ter£ o polom¥ru 12 cm zasáhlo 19 st°el. Dokaºte, ºe vzdálenost n¥kterých

dvou zásah· je men²í neº 7 cm.

Úloha 4.3.10 [MO 26 B � I � 5]
V rovin¥ je dáno 50 bod·, z nichº ºádné t°i neleºí na jedné p°ímce. Dokaºte:

a) Trojúhelníky ur£ené trojicemi daných bod· mají aspo¬ 200 vnit°ních úhl·, jejichº
velikost je men²í neº 8◦.

b) Z t¥chto 200 vnit°ních úhl· má aspo¬ 100 velikost nep°esahující 7◦30′.

Úloha 4.3.11 [MO 30 A � III � 6]
Uvnit° koule o objemu V je dáno 11 r·zných bod·. Potom existují roviny ρ a σ,

které ob¥ obsahují st°ed koule a ur£ují výse£ o objemu 1
8
V , která ve svém vnit°ku

neobsahuje ºádný z daných 11 bod·. Dokaºte.
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Kapitola 5

Princip inkluze a exkluze

Dal²ím d·leºitým kombinatorickým principem, který lze vyuºít v mnoha p°íkladech je
princip inkluze a exkluze.

V této kapitole vychází autor z literatury [2, 3, 8].

Ukaºme si nejprve nejjednodu²²í variantu tohoto principu.

V¥ta 5.1.1 Nech´ M1 a M2 jsou kone£né mnoºiny. Pak pro po£et prvk· sjednocení
M1 ∪M2 platí

|M1 ∪M2| = |M1|+ |M2| − |M1 ∩M2|.

Vyslovme toto tvrzení pro t°i kone£né mnoºiny.

V¥ta 5.1.2 Nech´M1,M2 aM3 jsou kone£né mnoºiny. Pak pro po£et prvk· sjednocení
M1 ∪M2 ∪M3 platí

|M1∪M2∪M3| = |M1|+|M2|+|M3|−|M1∩M2|−|M1∩M3|−|M3∩M3|+|M1∩M2∩M3|.

D·kaz. Uvaºujme libovolný prvekm, který leºí aspo¬ v jedné z mnoºinMi (i = 1, 2, 3).
Nyní musíme rozli²it t°i p°ípady. Pokud leºí prvek m v práv¥ jedné z mnoºin Mi, pak
je na obou stranách dokazovaného sou£tu zapo£ítán jedenkrát. Jestliºe leºí v práv¥
dvou mnoºinách, pak je na levé stran¥ zapo£ten jednou a na pravé stran¥ dvakrát se
znaménkem plus a jednou se znaménkem mínus � dohromady také jednou. Leºí-li prvek
m sou£asn¥ ve v²ech t°ech mnoºinách, pak je na levé stran¥ zapo£ítán jednou a na pravé
stran¥ £ty°ikrát se znaménkem plus a t°ikrát se znaménkem mínus, tj. celkem taktéº
jedenkrát. Tím je d·kaz dokon£en.

Obdobným zp·sobem nyní dokáºeme i obecný tvar principu inkluze a exkluze pro
n kone£ných mnoºin.
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V¥ta 5.1.3 (princip inkluze a exkluze) Nech´Mi (pro i = 1, 2, . . . , n) jsou kone£né
mnoºiny. Pak platí

|M1| ∪M2 ∪ . . . ∪Mn| =
n∑
i=1

|Mi| −
∑

1≤i<j≤n

|Mi ∩Mj|+

+
∑

1≤i<j<k≤n

|Mi ∩Mj ∩Mk| − . . .+ (−1)n+1|M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Mn| =

=
∑

(−1)r+1|Mj1 ∩Mj2 ∩ . . . ∩Mjr |,

kde se s£ítá p°es v²echny neprázdné podmnoºiny {j1, j2, . . . jr} indexové mnoºiny
{1, 2, . . . , n}.

D·kaz. Nech´ m je libovolný prvek pat°ící do sjednocení v²ech mnoºin Mi, kde
i = {1, 2, . . . , n} a nech´ prvek m náleºí práv¥ do s ≤ n z t¥chto n mnoºin.

Na levé stran¥ dokazovaného vztahu se prvek m vyskytuje jednou. Na pravé stran¥
je pro kaºdé r ∈ {1, 2, . . . , s} prvek m zapo£ítán práv¥ v

(
s
r

)
s£ítancích typu

|Mj1 ∩Mj2 ∩ . . . ∩Mjr |.

Vyjád°íme-li sou£et v²ech s£ítanc·, v nichº je prvekm zapo£ítán, dostaneme následující
kombinatorickou identitu (d·kaz nap°íklad v [2])(

s

1

)
−
(
s

2

)
+ . . .+ (−1)s+1

(
s

s

)
=

(
s

0

)
= 1.

Tím je d·kaz ukon£en.

V¥ta 5.1.4 (duální princip inkluze a exkluze) Nech´ Mi (i = 1, 2, . . . , n) jsou
kone£né mnoºiny. Pak platí

|M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Mn| =
∑

(−1)r+1|Mj1 ∪Mj2 ∪ . . . ∪Mjr |,

kde se s£ítá p°es v²echny neprázdné podmnoºiny {j1, j2, . . . , jr} indexové mnoºiny
{1, 2, . . . , n}.

D·kaz. Postupnou aplikací principu inkluze a exkluze získáme:

|M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Mn| =
∑

(−1)r+1|Mj1 ∪Mj2 ∪ . . . ∪Mjr | =

=
n∑
i=1

|Mi| −
∑

1≤i<j≤n

|Mi ∪Mj|+
∑

1≤i<j<k≤n

|Mi ∪Mj ∪Mk| − . . .

. . .+ (−1)n+1|M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mn| =
n∑
i=1

|Mi| −
∑

1≤i<j≤n

(
|Mi|+ |Mj| − |Mi ∩Mj|

)
+
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+
∑

1≤i<j<k≤n

(
|Mi|+|Mj|+|Mk|−|Mi∩Mj|−|Mi∩Mk|−|Mj∩Mk|+|Mi∩Mj∩Mk|

)
−. . .

. . .+ (−1)n+1|M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mn| =
n∑
i=1

|Mi| −
∑

1≤i<j≤n

|Mi ∩Mj|+

+
∑

1≤i<j<k≤n

|Mi ∩Mj ∩Mk| − . . .+ (−1)n+1|M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mn|,

coº vzhledem k v¥t¥ 5.1.3 jist¥ platí. Tím je d·kaz proveden.

Poznámka. V n¥kterých p°íkladech lze vzorec z p°edchozí v¥ty zjednodu²it. A to
v p°ípad¥, ºe je kaºdý z

(
n
r

)
s£ítanc· |Mj1 ∩Mj2 ∩ . . .∩Mjr | stejný � ozna£me jej m(r).

Vzorec pak p°ejde do tvaru

|M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mn| =
n∑
r=1

(−1)r+1 ·
(
n

r

)
·m(r).

5.1 P°íklady a úlohy

V tomto odstavci uvedeme n¥kolik p°íklad·, k jejichº °e²ení lze vyuºít princip inkluze
a exkluze.

P°íklad 5.1.1 [MO 29 A � I - 5]
Na ²kole pracuje 64 ºák· v p¥ti zájmových krouºcích. Kaºdý krouºek má aspo¬

19 £len·. �ádný ºák nepracuje ve více neº t°ech krouºcích, ale kaºdé t°i krouºky mají
aspo¬ jednoho spole£ného £lena. Dokaºte, ºe existují dva krouºky, které mají spole£ných
aspo¬ p¥t £len·.

�e²ení.
Ozna£me M1,M2, . . . ,M5 mnoºiny v²ech £len· prvního aº pátého krouºku. Ze za-

dání p°íkladu a podle principu inkluze a exkluze platí

|M1 ∪M2 ∪ . . . ∪M5| =
5∑
i=1

|Mi| −
∑

1≤i<j≤5

|Mi ∩Mj|+
∑

1≤i<j<k≤5

|Mi ∩Mj ∩Mk|.

Protoºe
5∑
i=1

|Mi| ≥ 5 · 19 = 95

a ∑
1≤i<j<k≤5

|Mi ∩Mj ∩Mk| ≥
(
5

3

)
· 1 = 10,
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platí, ºe

∑
1≤i<j≤5

|Mi ∩Mj| =
5∑
i=1

|Mi|+
∑

1≤i<j<k≤5

|Mi ∩Mj ∩Mk| − 64 ≥

≥ 95 + 10− 64 = 41.

Pokud by kaºdé dva krouºky m¥li nejvý²e £ty°i spole£né £leny, pak∑
1≤i<j≤5

|Mi ∩Mj| =
(
5

2

)
· 4 = 10 · 4 = 40.

Ale protoºe platí ∑
1≤i<j≤5

|Mi ∩Mj| ≥ 41,

musí existovat dva krouºky, které mají aspo¬ p¥t spole£ných £len·.
Tím je úloha vy°e²ena.

P°íklad 5.1.2 [MO 22 B � P � 1]
T°i kone£né mnoºiny M1,M2,M3 mají po °ad¥ n1, n2, n3 prvk·. Po£et prvk· mno-

ºiny M1 ∪M2 ∪M3 je s. Dokaºte:
a) Je-li n1 + n2 + n3 ≥ 2s+ 1, má pr·nik v²ech t°í mnoºin aspo¬ jeden prvek.
b) Má-li pr·nik v²ech t°í mnoºin aspo¬ jeden prvek je n1 + n2 + n3 ≥ s+ 2.
Dokaºte dále, ºe podmínka b) není dosta£ující pro to, aby t°i mnoºiny m¥ly ne-

prázdný pr·nik.

�e²ení.
a) Podle duálního principu inkluze a exkluze platí:

|M1∩M2∩M3| = |M1|+|M2|+|M3|−|M1∪M2|−|M1∪M3|−|M2∪M3|+|M1∪M2∪M3|.

Uv¥domme si, ºe pro i 6= j (i, j = 1, 2, 3) platí |Mi ∪Mj| ≤ |M1 ∪M2 ∪M3|, tj.

|M1 ∩M2 ∩M3| ≥ |M1|+ |M2|+ |M3| − 2|M1 ∪M2 ∪M3| = n1 + n2 + n3 − 2s,

coº vzhledem k p°edpokladu n1 + n2 + n3 ≥ 2s+ 1 znamená, ºe

|M1 ∩M2 ∩M3| ≥ 1.

b) Ozna£me p po£et prvk· pr·nik mnoºin M1 ∩M2 ∩M3. Uºitím principu inkluze
a exkluze a nerovnosti |Mi ∩Mj| ≥ |M1 ∩M2 ∩M3|, kde i 6= j a i, j = 1, 2, 3 získáme

s = |M1 ∪M2 ∪M3| ≥ |M1|+ |M2|+ |M3| − 2|M1 ∩M2 ∩M3| = n1 + n2 + n3 − 2p,

vzhledem k p°edpokladu p ≥ 1 platí

s ≤ n1 + n2 + n3 − 2,
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neboli
n1 + n2 + n3 ≥ s+ 2.

V poslední £ásti d·kazu máme ukázat, ºe platí-li podmínka

n1 + n2 + n3 ≥ s+ 2,

nemusejí mít mnoºiny M1,M2,M3 neprázdný pr·nik. Jako p°íklad kdy za spln¥ní uve-
dené podmínky nemají dané t°i mnoºiny prázdný pr·nik uve¤me: |M1| = 3, |M2| = 5,
|M3| = 4, |M1 ∩ M2| = 2, |M1 ∩ M3| = 1, |M2 ∩ M3| = 3 a |M1 ∩ M2 ∩ M3| = ∅,
tj. podmínka n1 + n2 + n3 = 12 ≥ 8 = s+ 2 je spln¥na, ale pr·nik mnoºin M1,M2,M3

je prázdný.
Tím je d·kaz ukon£en.

P°íklad 5.1.3 [MO 36 A � I � 6]
�achovnice se skládá z 8 × 8 polí vytvá°ejících £tverce. V¥º je jedna z �gur, jimiº

se hraje ²ach. �ekneme, ºe v¥º je neohroºená, jestliºe v °ádku a sloupci, ve kterém se
nalézá, uº není jiná v¥º.

a) Ur£ete po£et v²ech takových rozmíst¥ní 8 v¥ºí na ²achovnici, p°i nichº je kaºdá
z v¥ºí neohroºená.

b) Ur£ete po£et rozmíst¥ní 8 v¥ºí na ²achovnici, p°i nichº je aspo¬ jedna z nich
neohroºená.

c) Ur£ete po£et rozmíst¥ní 8 v¥ºí na ²achovnici, p°i nichº je aspo¬ jedna z nich
neohroºená a ºádné dv¥ nejsou v témºe °ádku.

d) �e²te úlohy b) a c) pro £tvercovou ²achovnici skládající se z n× n polí, p°i£emº
rozmis´ujeme k v¥ºí (1 ≤ k ≤ n).

�e²ení.
Máme-li rozmístit osm v¥ºí na ²achovnici tak, aby ºádná z nich nebyla ohroºena, pak

ºádné dv¥ z uvaºovaných osmi v¥ºí nemohou leºet ve stejném °ádku ani sloupci. První
v¥º m·ºe tedy v prvním sloupci umístit 8 zp·soby. Druhou v¥ºe m·ºeme v druhém
sloupci umístit jiº jen 7 zp·soby, atd. aº osmou v¥º lze v osmém sloupci umístit uº jen
jedním zp·sobem. Podle pravidla sou£inu existuje celkem

8 · 7 · . . . · 1 = 8!

moºností, jak v¥ºe rozmístit.
Úlohy b) a c) snadno ur£íme z obecné úlohy pro ²achovnicí o n×n polích, na níº je

rozmíst¥no k v¥ºí. Zabývejme se proto úlohou d). O£íslujme uvaºované v¥ºe v1, v2, . . . , vk.

(i) Ozna£me A1, A2, . . . , Ak mnoºiny v²ech rozmíst¥ní, v nichº jsou po °ad¥ v¥ºe
v1, v2, . . . , vk neohroºeny. Po£et v²ech rozmíst¥ní, ve kterých je aspo¬ jedna z uva-
ºovaných k v¥ºí neohroºena odpovídá po£tu prvk· mnoºiny A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak.
Podle principu inkluze a exkluze platí:

|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak| =
k∑
j=1

(−1)j−1
(
k

j

)
|Aj1 ∩ Aj2 ∩ . . . ∩ Ajk |,

42



kde se s£ítá p°es v²echny j-prvkové podmnoºiny {j1, j2, . . . , jk} indexové mnoºiny
{1, 2, . . . , k}. Sta£í proto ur£it |A1∩A2∩ . . .∩Aj|, tedy po£et rozmíst¥ní, v nichº
jsou v¥ºe v1, v2, . . . , vj neohroºeny. V¥º v1 m·ºeme umístit do libovolného z n2 po-
lí£ek. V¥º v2 jiº nem·ºe leºet ve stejném °ádku ani sloupci jako v¥º v1, existuje
pro ní tedy (n− 1)2 polí£ek, atd. aº pro v¥º vj existuje (n− j+1)2 polí£ek. V¥ºe
vj+1, . . . , vk m·ºeme umístit libovoln¥ do zbylých (n − j)2 polí£ek. Po£et t¥chto
rozmíst¥ní odpovídá po£tu v²ech (k − j)-prvkových variací z (n− j)2-prvkové

mnoºiny, tj.
(
(n− j)2

k − j

)
(k − j)!. Tedy platí, ºe

|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Aj| = n2(n− 1)2 . . . (n− j + 1)2
(
(n− j)2

k − j

)
(k − j)!.

Pro po£et v²ech rozmíst¥ní, v nichº je aspo¬ jedna z v¥ºí v1, v2, . . . , vk neohroºena,
platí

|A1∪A2∪. . .∪Ak| =
k∑
j=1

(−1)j−1
(
k

j

)
n2(n−1)2 . . . (n−j+1)2

(
(n− j)2

k − j

)
(k−j)! =

=
k∑
j=1

(−1)j−1
(
k

j

)(
n

j

)2

(j!)2
(
(n− j)2

k − j

)
(k − j)!.

Hledaný po£et P v²ech stejných (neo£íslovaných) v¥ºí získáme pod¥lením p°e-
de²lého vztahu po£tem v²ech shodných rozmíst¥ní jednotlivých v¥ºí (t¥ch je k!),
tj.

P =
1

k!

k∑
j=1

(−1)j−1
(
k

j

)(
n

j

)2

(j!)2
(
(n− j)2

k − j

)
(k − j)!.

(ii) Obdobným zp·sobem vy°e²íme i druhou £ást úlohy. Ozna£me B1, B2, . . . , Bk

mnoºiny v²ech rozmíst¥ní, v nichº nejsou po °ad¥ v¥ºe v1, v2, . . . , vk neohroºeny
a zárove¬ ºádné dv¥ v¥ºe nejsou ve stejném °ádku. Podle principu inkluze a ex-
kluze platí

|B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bk| =
k∑
j=1

(−1)j−1
(
k

j

)
|Bj1 ∩Bj2 ∩ . . . ∩Bjk |,

kde se s£ítá p°es v²echny j-prvkové podmnoºiny {j1, j2, . . . , jk} indexové mnoºiny
{1, 2, . . . , k}. Protoºe

|B1∩B2∩. . .∩Bj| = n2(n−1)2 . . . (n−j+1)2(n−j)k−j(n−j)(n−j−1) . . . (n−k+1),

je

|B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bk| =
k∑
j=1

(−1)j−1
(
k

j

)(
n

j

)2

(j!)2(n− j)k−j
(
n− j
k − j

)
(k − j)!.
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Hledaný po£et Q nerozli²ených v¥ºí získáme stejn¥ jako v p°ede²lém p°ípad¥ po-
d¥lením získaného vztah £íslem k! (po£et v²ech shodných rozmíst¥ní jednotlivých
v¥ºí), tedy

Q =
1

k!

k∑
j=1

(−1)j−1
(
k

j

)(
n

j

)2

(j!)2(n− j)k−j
(
n− j
k − j

)
(k − j)!.

Úloha 5.1.1 [MO 29 A � P � 4]
Jsou dány kone£né mnoºiny M1,M2,M3,M4. Symbolem |M | ozna£íme po£et prvk·

mnoºiny M . Dokaºte, ºe platí

|M1 ∪M2 ∪M3 ∪M4| = |M1|+ |M2|+ |M3|+ |M4|−

−|M1 ∩M2| − |M1 ∩M3| − |M1 ∩M4| − |M2 ∩M3| − |M2 ∩M4| − |M3 ∩M4|+

+|M1 ∩M2 ∩M3|+ |M1 ∩M2 ∩M4|+ |M1 ∩M3 ∩M4|+ |M2 ∩M3 ∩M4|−

−|M1 ∩M2 ∩M3 ∩M4|.

Úloha 5.1.2 [MO 22 B � I � 3]
Ze 100 osob koupilo na p°edváno£ním trhu 80 lidí textilní zboºí, 70 lidí knihy a 55 lidí

elektrotechnické výrobky. Kolik osob nejmén¥ koupilo výrobky v²ech t°í druh·? Jestliºe
kaºdá z uvedených 100 osob si koupila jeden z uvedených výrobk·, kolik z uvedených
osob nejvý²e koupilo výrobky v²ech t°í druh·?

Úloha 5.1.3 [MO 29 A � III � 6]
Nech´M je mnoºina p¥ti bod· v prostoru, z nichº ºádné £ty°i neleºí v jedné rovin¥.

Dále nech´ R je mnoºina sedmi roviny s následujícími vlastnostmi:

a) Kaºdá rovina z mnoºiny R obsahuje aspo¬ jeden bod z mnoºiny M .

b) �ádný z bod· mnoºiny M neleºí v p¥ti rovinách mnoºiny R.

Dokaºte, ºe existují takové dva r·zné body P,Q ∈ M , ºe p°ímka PQ není pr·se£nicí
ºádných dvou rovin z mnoºiny R.

Úloha 5.1.4 [MO 22 C � I � 1]
Mnoºiny M1,M2,M3,M4,M1 ∪M2 ∪M3∪M4 mají po °ad¥ n1, n2, n3, n4 a s prvk·,

p°itom platí M1 ∩M3 =M2 ∩M4 = ∅. Dokaºte, ºe platí

2s ≥ n1 + n2 + n3 + n4.

M·ºe nastat rovnost a v kterém p°ípad¥?
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Kapitola 6

Metoda rozkladu

Mezi klasické kombinatorické problémy pat°í rozloºení daného objektu na systém na-
vzájem disjunktních objekt·, jejichº sjednocením dostaneme p·vodní objekt. V tomto
textu se zam¥°íme p°edev²ím na p°íklady, v nichº se nechá s výhodou vyuºít metody
rozkladu £ísel a kone£ných mnoºin.

V této kapitole je £erpáno z literatury [3].

De�nice 6.1.1 Rozkladem p°irozeného £ísla n na k s£ítanc· rozumíme kaºdou k-tici

r = (r1, r2, . . . , rk),

kde r1 ≥ r2 ≥ . . . ≥ rk jsou p°irozená £ísla taková, ºe r1 + r2 + . . . + rk = n. �ísla
r1, r2, . . . , rk se nazývají sloºky rozkladu r.

Poznámka. Kaºdý rozklad libovolného p°irozeného £ísla n na sou£et k sloºek lze
znázornit pomocí tzv. Ferrerova grafu. Jedná se o diagram, ve kterém jsou v kaºdém
z jeho k °ádk· znázorn¥ny jednotlivé sloºky rozkladu pomocí p°íslu²ného po£tu bod·
(i-té sloºce rozkladu p°íslu²í i-tý °ádek, kde i = 1, 2, . . . , k). Jako p°íklad uve¤me
diagram, který znázor¬uje rozklad (3, 3, 2, 1, 1) £ísla 10 na 5 sloºek:

• • •
• • •
• •
•
•

Obr. 6.1

De�nice 6.1.2 Systém l = {S1, S2, . . . , Sk} neprázdných podmnoºin mnoºiny S,
které jsou po dvou disjunktní (tj. Si ∩ Sj = ∅ pro v²echna i 6= j, kde i, j = 1, 2, . . . , k)
a jejichº sjednocením získáme p·vodní mnoºinu S se nazývá rozklad mnoºiny S na k
t°íd.
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6.1 Úlohy o mnoºinách

V prvním odstavci této kapitoly jsou za°azeny p°íklady, v nichº se vyuºívá rozkladu
kone£ných mnoºin.

P°íklad 6.1.1 [MO 21 A � III � 5]
Kolik dvojic navzájem disjunktních podmnoºin má mnoºina o n prvcích?

�e²ení.
Nejprve ur£íme po£et v²ech uspo°ádaných dvojic navzájem disjunktních podmnoºin

dané n-prvkové mnoºiny. První podmnoºina, ozna£me ji A, m·ºe mít 0, 1, . . . , n prvk·.
Nech´ A má k prvk· (k = 0, 1, . . . , n). Druhá podmnoºina, ozna£me ji B, pak m·ºe
mít uº jen 0, 1, . . . , n−k prvk·. Nech´ má mnoºina B j prvk· (j = 0, 1 . . . , n−k). Pod-

mnoºinu A lze vybrat
(
n

k

)
zp·soby, podmnoºinu B

(
n− k
j

)
zp·soby. Uspo°ádanou

dvojici sestavenou z podmnoºiny A a B lze vybrat

n∑
k=0

[(
n

k

)
·
n−k∑
j=0

(
n− k
j

)]

zp·soby. Podle známé identity (d·kaz nap°íklad v [2]) je

n−k∑
j=0

(
n− k
j

)
= 2n−k.

Uºitím binomické v¥ty získáme

n∑
k=0

(
n

k

)
· 2n−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
1k 2n−k = (1 + 2)n = 3n.

Po£et uspo°ádaných dvojic je tedy 3n. Kaºdá neuspo°ádaná dvojice navzájem disjunkt-
ních podmnoºin dané n-prvkové mnoºiny je v po£tu 3n zapo£ítaná dvakrát. Výjimku
tvo°í p°ípad kdy A = ∅ a B = ∅. Hledaný po£et v²ech navzájem disjunktních podmno-

ºiny dané n-prvkové mnoºiny je
3n + 1

2
.

P°íklad 6.1.2 [MO 39 A � I � 5]
Je-li G graf takový, ºe z kaºdého jeho vrcholu vychází nejmén¥ 2m − 1 hran, lze

vrcholy grafu rozd¥lit do dvou disjunktních mnoºin A a B tak, ºe z kaºdého vrcholu
v A vychází nejmén¥ m hran do vrchol· B a z kaºdého vrcholu v B vychází nejmén¥
m hran do vrchol· v A. Dokaºte.

�e²ení.
Nech´ G je graf, z jehoº kaºdého vrchol· vychází nejmén¥ 2m − 1 hran. Hledejme

disjunktní rozklad mnoºiny v²ech vrchol· V daného grafu G, tj. V = A∪B a A ∩B = ∅
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tak, aby mezi mnoºinami A a B bylo �mnoho hran� . Uvaºujme z mnoºiny v²ech moº-
ných rozklad· ten, p°i n¥mº je po£et hran mezi mnoºinami A a B nejv¥t²í. Ukaºme,
ºe se jedná o rozklad s poºadovanou vlastnosti.

Kdyby z libovolného vrcholu v ∈ A vedlo do B nejvý²e m− 1 hran, dostali bychom
p°emíst¥ním v z A do B nový rozklad A\{v}, B ∪ {v}, který bude mít mezi ob¥ma
mnoºinami více hran neº p·vodní rozklad, protoºe v je podle p°edpokladu s ostatními
vrcholy v A spojen aspo¬ m hranami. Tím je úloha vy°e²ena.

P°íklad 6.1.3 [MO 39 A � II � 4]
Zjist¥te, kolik existuje po°adí (a1, a2, . . . , a10) £ísel 1, 2, . . . , 10 takových, ºe sou£asn¥

platí:

(a) ai > a2i (1 ≤ i ≤ 5),

(b) aj > a2j+1 (1 ≤ j ≤ 4).

�e²ení.
Nech´ po°adí (a1, a2, . . . , a10) spl¬uje ob¥ nerovnosti. Ozna£me symbolem ai → aj

relaci ai > aj a uspo°ádejme £ísla a1, a2, . . . , a10 do následujícího schématu:

a1
↙ ↘

a2 a3
↙ ↘ ↓ ↘

a4 a5 a6 a7
↙ ↘ ↘

a8 a9 a10

Obr. 6.2

Z°ejm¥ a1 = 10. Zbývá dev¥t £ísel (1, 2, . . . , 9), které dle schématu rozd¥líme na dv¥
disjunktní mnoºiny obsahující t°i a ²est £ísel. To znamená

(
9
3

)
moºností.

V kaºdém z t¥chto rozd¥lení m·ºeme vºdy jednozna£n¥ ur£it hodnotu a2 jako ma-
ximální prvek ²estiprvkové mnoºiny a hodnotu a3 jako maximální prvek t°íprvkové
mnoºiny.

Pro volbu hodnot a6 a a7 máme dv¥ moºnosti. �ísla a4, a5, a8, a9, a10 musíme rozd¥-
lit do dvou disjunktních mnoºin se t°emi a dv¥ma prvky, coº lze provést

(
5
2

)
zp·soby.

Hodnoty a4 a a5 jsou v kaºdém takovémto rozd¥lení jednozna£n¥ ur£eny jako maximální
prvky v p°íslu²ných podmnoºinách. Prvky a8 a a9 m·ºe v kaºdém z uvaºovaných roz-
d¥lení ur£it dv¥ma zp·soby a prvek a10 je jiº jednozna£n¥ ur£en výb¥rem prvku a5.
Dohromady tedy dostaneme, ºe existuje(

9

3

)
· 2 ·

(
5

2

)
· 2 = 3 360

r·zných po°adí spl¬ujících dané podmínky.
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P°íklad 6.1.4 [MO 34 C � I � 1]
Dokaºte, ºe pro kaºdý rozklad mnoºiny M = {1, 2, . . . , 15} na dv¥ disjunktní pod-

mnoºiny A,B platí: alespo¬ v jedné z mnoºin A,B lze nalézt t°i navzájem r·zná £ísla
x, y, z tak, ºe x je nejv¥t²í spole£ný d¥litel £ísel y, z.

�e²ení.
P°edpokládejme sporem, ºe existuje rozklad mnoºiny M na dv¥ disjunktní pod-

mnoºiny A,B tak, ºe v ºádné z mnoºin A,B neleºí t°i navzájem r·zná £ísla x, y, z, pro
která je £íslo x nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem £ísel y, z. Bez újmy na obecnosti p°ed-
pokládejme, ºe mnoºina A obsahuje £íslo 1. Mnoºina A pak neobsahuje ºádnou dvojici
nesoud¥lných £ísel (r·zných od £ísla 1) z mnoºiny M , protoºe jedni£ka d¥lí i v²echna
nesoud¥lná £ísla.

Mnoºina B nem·ºe sou£asn¥ obsahovat £ísla 3, 9, 15 ani trojici £ísel 2, 4, 14, musí
tedy v mnoºin¥ A leºet aspo¬ jedno z £ísel 3, 9, 15 a sou£asn¥ aspo¬ jedno z £ísel
2, 4, 14. To je ale spor s tím, ºe mnoºina A nem·ºe obsahovat ºádné dv¥ £ísla v¥t²í
neº 1, která by byla nesoud¥lná.

Tím je p°íklad vy°e²en.

P°íklad 6.1.5 [MO 35 A � II � 3b]
Pro n p°irozené ozna£meMn mnoºinu v²ech jednoprvkových a dvouprvkových pod-

mnoºin mnoºiny {1, 2, . . . , n}. Je-li n ≥ 3, lze ke kaºdé (n− 2)-prvkové podmnoºin¥ P
mnoºiny Mn najít dvouprvkovou podmnoºinu {i, j} mnoºiny {1, 2, . . . , n}, pro kterou
je

{{i}, {j}, {i, j}} ∩ P = ∅.
Dokaºte.

�e²ení.
P°edpokládejme, ºe P obsahuje k (0 ≤ k ≤ n − 2) dvouprvkových a n − 2 − k

jednoprvkových podmnoºin mnoºiny {1, 2, . . . , n}, pak v mnoºin¥ {1, 2 . . . , n} zbývá

práv¥ k + 2 takových £ísel i, ºe {i} 6∈ P . Z nich lze vytvo°it
(
k + 2

2

)
dvouprvkových

podmnoºin. Musíme tedy ov¥°it, ºe (
k + 2

2

)
> k.

Po úprav¥
(k + 2)(k + 1) > 2k,

coº jist¥ platí pro kaºdé k ≥ 0. Tím je úloha vy°e²ena.

Úloha 6.1.1 [MO 38 A � I � 2]
Najd¥te nejmen²í p°irozené £íslo r, pro n¥º existují podmnoºiny A1, A2, A3, A4, A5

mnoºiny {1, 2, . . . , r} takové, ºe pro v²echna i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} platí

|Ai| = 5, |Ai ∪ Ai+1| = 10 (A6 = A1).
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Úloha 6.1.2 [MMO 30 � 1]
Dokaºte, ºe mnoºina {1, 2, . . . , 1989} se dá napsat jako sjednocení dvou disjunktních

mnoºin A1, A2, . . . , A117 tak, ºe jsou spln¥ny následující podmínky:

(1) kaºdá z mnoºin Ai má práv¥ 17 prvk·,

(2) sou£et v²ech £ísel z mnoºiny Ai je pro v²echna i ∈ {1, 2, . . . , 117} stejný.

Úloha 6.1.3 [MO 23 B � I � 1]
a) Dokaºte, ºe následující úloha není °e²itelná: Máme sestrojit dv¥ neprázdné pod-

mnoºiny A,B mnoºiny R reálných £ísle tak, aby R = A ∪ B, dále aby aspo¬ jedna
z mnoºin R \ A, R \ B nebyla prázdná a aby pro libovolná £ísla a ∈ A, a′ ∈ A, b ∈ B,
b′ ∈ B platilo

a+ a′ ∈ A,

a+ b ∈ B,

b+ b′ ∈ A.

b) Dokaºte, ºe pokud ve formulaci úlohy a) nahradíme mnoºinu Rmnoºinou Z v²ech
celých £ísel, pak existuje práv¥ jedna dvojce mnoºin A,B s poºadovanými vlastnostmi.
Najd¥te ji.

Úloha 6.1.4 [MO 45 C � I � 2]
Rozhodn¥te, zda lze mnoºinu £ísel 1, 2, . . . , 1995 rozd¥lit na dv¥ skupiny tak, aby

v první skupin¥ bylo

a) dvakrát,

b) t°ikrát,

c) £ty°ikrát

více £ísel neº ve druhé skupin¥ a aby sou£ty £ísel v obou skupinách byli stejné.

Úloha 6.1.5 [MO 45 C � II � 1]
Zjist¥te, pro která p°irozená £ísla n je moºné mnoºinu 1, 2, . . . , n rozloºit na dv¥

skupiny tak, aby v první skupin¥ bylo t°ikrát více £ísel neº ve druhé a aby sou£ty £ísel
v obou skupinách byli stejné.

Úloha 6.1.6 [MO 34 B � I � 6]
K,M,N jsou kone£né mnoºiny reálných £ísle s po£tem prvk· po °ad¥ k,m, n.

Ozna£me L mnoºinu v²ech £ísel ve tvaru x + y + z, kde x ∈ K, x ∈ M a z ∈ N .
Ukaºte, ºe mnoºina L má aspo¬ k +m+ n− 2 prvk·.
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Úloha 6.1.7 [MO 35 A � III � 1]
Nech´ n je p°irozené £íslo a S mnoºina podmnoºin mnoºiny {1, 2, . . . , n} s touto

vlastností: Pro kaºdé dv¥ mnoºinyM1 ∈ S,M2 ∈ S má mnoºina (M1∪M2)\(M1∩M2)
sudý po£et prvk·. Ur£ete nejv¥t²í moºný po£et prvk· mnoºiny S.

Úloha 6.1.8 [MO 38 B � I � 6]

Nech´ t je p°irozené £íslo a n =
3t − 1

2
. Dokaºte, ºe mnoºinu {1, 2, . . . , n} lze rozd¥lit

na t disjunktních podmnoºin A1, A2, . . . , At tak, ºe ºádná mnoºina Ai neobsahuje £ísla
x, y, z s vlastností x+ y = z.

Úloha 6.1.9 [MO 16 D � II � 3]
P°irozená £ísla 1, 2, . . . , 12 jsou rozd¥lena do £ty°ech skupin po t°ech £íslech. Sou-

£et £ísel kaºdé této skupiny je nejvý²e 20. Dokaºte, ºe v ºádném takovém rozkladu
se nevyskytuje skupina {5, 6, 7}.

Úloha 6.1.10 [MO 49 A � S � 3]
Ur£ete nejmen²í p°irozené k, pro které platí: Vybereme-li libovolných k r·zných £ísel

z mnoºiny {1, 2, 3, . . . , 2 000}, pak mezi vybranými £ísly existují dv¥, jejichº sou£et nebo
rozdíl je 667.

Úloha 6.1.11 [MO 54 A � I � 1]
Neprázdnou mnoºinu p°irozených £ísel nazveme malou, kdyº má mén¥ prvk· neº je

její nejmen²í prvek. Ur£ete po£et v²ech malých mnoºin M , které jsou podmnoºinami
mnoºiny {1, 2, . . . , 100} a mají tuto vlastnost: pat°í-li do M dv¥ r·zná £ísla x a y pat°í
do M rovn¥º £íslo |x− y|.

Úloha 6.1.12 [MO 54 A � III � 2]
Zjist¥te, pro kterám existuje práv¥ 215 podmnoºin X mnoºiny {1, 2, . . . , 47} s vlast-

ností: £íslo m je nejmen²í prvek mnoºiny X a pro kaºdé x ∈ X platí bu¤ x+m ∈ X,
nebo x+m > 47.

Úloha 6.1.13 [MO 56 A � I � 4]
Ur£ete, pro která p°irozená £ísla n je moºno mnoºinu M = {1, 2, . . . , n} rozd¥lit

a) na dv¥,

b) na t°í

navzájem disjunktní mnoºiny o stejném po£tu prvk· tak, aby kaºdá z nich obsahovala
také aritmetický pr·m¥r v²ech svých prvk·.
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6.2 Úlohy o £íslech

V tomto odstavci jsou uvedeny p°edev²ím úlohy, v nichº se vyuºívá rozkladu £ísel
pomocí jejich zápisu v desítkové soustav¥.

P°íklad 6.2.1 [MO 42 C � II � 1]
Jestli je p¥ticiferné £íslo 6AB73 d¥litelné 99, pak je d¥litelné také 19. Dokaºte.

�e²ení.
Víme, ºe

6AB73 = 60073 + 1000A+ 100B = 606 · 99 + 79 + 990A+ 10A+ 99B +B =

= 99(606 + 10A+B) + 79 + 10A+B.

Aby bylo toto £íslo d¥litelné 99, musí být 10A + B = 20. �íslo 6AB73 se tedy rovná
£íslu 62 073, které je d¥litelné £íslem 19, coº se m¥lo dokázat.

P°íklad 6.2.2 [MO 40 C � I � 1]
Kolik je £ty°ciferných £ísel s touto vlastností: Jestliºe v n¥m ²krtneme kteroukoliv

£íslici, nedostaneme £íslo d¥litelné t°emi.

�e²ení.
Pouºijeme známé tvrzení, ºe zbytek p°i d¥lení £ísla t°emi je stejný jako p°i d¥lení

t°emi ciferného sou£tu tohoto £ísla. Nap°íklad v p°ípad¥ £ty°ciferného £íslam o £íslicích
a, b, c, d je m = 100a + 100b + 10c + d = 3(333a + 33b + 3c) + (a + b + c + d), odtud
vidíme, ºe rozdíl £ísla m a jeho ciferného sou£tu a+ b+ c+ d je d¥litelný t°emi

Má-li £íslo m poºadovanou vlastnost, nesm¥jí ºádné t°i jeho £íslice dávat p°i d¥lení
t°emi stejný zbytek. Jinak by byl jejich sou£et d¥litelný t°emi, a tím by bylo d¥litelné
t°emi i £íslo, které bychom dostali z £ísla m vynecháním zbývající £tvrté £íslice. Ze stej-
ného d·vodu nesm¥jí ºádné t°i £íslice £ísla m dávat p°i d¥lení t°emi navzájem r·zné
zbytky. Zbývá tedy pouze moºnost, ºe dv¥ £íslice dávají stejný zbytek a zbývající dv¥
rovn¥º, av²ak r·zný od prvního.

Dávají-li nap°íklad dv¥ £íslice zbytek 1 a zbývající dv¥ zbytek 2, není sou£et ºádných
t°í z nich d¥litelný t°emi. Tyto dv¥ £íslice se zbytkem 1 m·ºeme ze £ty° £íslic vybrat
celkem ²esti zp·soby, p°itom kaºdá z nich se m·ºe rovnat 1, 4 nebo 7. Zbývající dv¥
vybereme z £íslic 2, 5 nebo 8. Máme tedy celkem 6 · 3 · 3 · 3 · 3 = 486 moºností.

Podobn¥ je tomu u zbytk· 0 a 1 nebo 0 a 2. Av²ak £íslice se zbytkem 0 se p°i
d¥lení t°emi m·ºe rovnat 0, 3, 6 nebo 9 (4 moºnosti), proto nyní dostáváme dvakrát
6 · 3 · 3 · 3 · 3 = 864, tedy 1 728 moºností. Z nich v²ak musíme vynechat ty p°ípady,
v nichº je na prvním míst¥ £íslice 0, takové £íslo by nebylo £ty°ciferné. Je-li na prvním
míst¥ nula, je je²t¥ na jednom míst¥ £íslice d¥litelná t°emi (0, 3, 6, 9), na dal²ích dvou
místech pak jsou £íslice 1, 4, 7 nebo 2, 5, 8. Musíme tedy vylou£it 2 · 3 · 4 · 3 · 3 = 216
p°ípad·.

Výsledek úlohy je 486 + 1 728− 216 = 1 998.
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P°íklad 6.2.3 [MO 27 C � P � 1]
Kolika zp·soby je moºné £íslo 78 rozloºit na sou£et t°í p°irozených £ísel. P°itom

dva rozklady li²ící se pouze po°adím s£ítanc·, tedy nap°íklad rozklady 10 + 10 + 58,
10 + 58 + 10, 58 + 10 + 10, povaºujeme za stejné.

�e²ení.
Uvaºujme v²echny uspo°ádané trojce p°irozených £ísel, jejichº sou£et je £íslo 78.

První £len uspo°ádané trojce (první s£ítanec), ozna£me jej p, m·ºeme vybrat libo-
voln¥, tj. p = 1, 2, . . . , 76. Druhý £len, ozna£me jej q lze libovoln¥ vybrat uº jen z £ísel
1, 2, . . . , 78− p− 1. T°etí £len je jiº ur£en jednozna£n¥ jako 78− p− q. P°i pevn¥ zvole-
ném p existuje 78− p− 1 takových to uspo°ádaných trojic a protoºe p = 1, 2, . . . , 76 je
t¥chto trojic 79 + 75+ . . .+ 1 = (76 + 1) + (75 + 2) + . . .+ (39 + 38) = 38 · 77 = 2 926.
Rozli²íme následující p°ípady.

(i) V²echny t°i s£ítance jsou shodné pouze v p°ípad¥ rozkladu 28 + 28 + 28.

(ii) Rozklad·, v nichº jsou práv¥ dva stejné s£ítance, je 37. Jsou to rozklady 1+1+76,
2 + 2 + 74, . . ., 38 + 38 + 2.

(iii) Po£et v²ech uspo°ádaných trojic, které mají v²echny t°i £leny navzájem r·zné,
zjistíme, ode£teme-li od v²ech uspo°ádaných trojic (t¥ch je 2 926) v²echny uspo-
°ádané trojic, které mají v²echny £leny stejné (jedna uspo°ádaná trojce), resp.
v²echny uspo°ádané trojice, v nichº se dva £leny opakují (pro kaºdý takový to
rozklad existují t°i uspo°ádané dvojce � celkem tedy od£ítáme 3 · 37 = 111 uspo-
°ádaných trojic. Celkem je tedy

2 926− 1− 111 = 2 814

uspo°ádaných trojic, jejichº £leny se navzájem li²í. Mezi t¥mito uspo°ádanými
trojicemi je vºdy ²est trojic sestavených ze stejných £len· (po£et v²ech permutací
z t°íprvkové mnoºiny). Po£et rozkladu (neuspo°ádaných trojic), ve kterých se

s£ítance navzájem li²í je tedy
2 814

6
= 469.

Po£et v²ech rozklad· £ísla 78 na sou£et t°í s£ítanc· dle podmínek v zadání je

469 + 37 + 1 = 507.

P°íklad 6.2.4 [MO 27 C � P � 2]
Je-li p°irozené £íslo n > 10 druhou mocninou lichého £ísla, pak je p°edposlední cifra

dekadického zápisu £ísla n £íslo sudé. Dokaºte.

�e²ení.
Zapi²me-li £íslo, jehoº druhou mocninou je £íslo n, ve tvaru 10a + b, kde a je celé

£íslo a b je liché p°irozené £íslo men²í neº 10, pak je n = 100 · a2 + 10 · 2ab+ b2.
P°edposlední cifru tohoto £ísla získáme se£tením desítek v £ísle b2 a jednotek v £ísle

2ab. Protoºe b = 1, 3, 5, 7, 9 je b2 £íslo sudé; £íslo 2ab je také sudé, proto je sudý i jejich
sou£et a tedy i p°edposlední cifra daného £ísla n.
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Úloha 6.2.1 [MO 21 C � I � 2]
Dokaºte, ºe kaºdé p°irozené £íslo n > 10 lze rozloºit aspo¬ dvojím zp·sobem na sou-

£et dvou p°irozených £ísel tak, ºe prvý s£ítanec je prvo£íslo a druhý s£ítanec je £íslo
sloºené.

Úloha 6.2.2 [MO 29 Z � P � 3]
Ur£ete dvojici r·zných trojciferných £ísel, která má tyto dv¥ vlastnosti:

a) v desítkové soustav¥ mají £ísla zápis xyz nebo zyx,

b) mají co nejv¥t²ího spole£ného d¥litele.

Úloha 6.2.3 [MO 45 C � I � 5]
Ur£ete v²echna £ty°ciferná £ísla A, která mají pro kaºdé k = 2, 3, 4, . . . , 9 tuto

vlastnost: Vepí²eme-li cifru k mezi prost°ední cifry £ísla A, dostaneme p¥ticiferné £íslo,
které je násobkem £ísla k.

Úloha 6.2.4 [MO 21 Z � P � 1]
Ciferný sou£et kladného trojciferného prvo£ísla p1 je dvojciferné prvo£íslo p2. Ci-

ferný sou£et prvo£ísla p2 je jednociferné prvo£íslo p3 > 2. Najd¥te v²ecky takové trojce
prvo£ísel p1, p2, p3.

Úloha 6.2.5 [MO 21 C � I � 2]
Dokaºte, ºe kaºdé p°irozené £íslo n > 10 lze rozloºit aspo¬ dvojím zp·sobem na sou-

£et dvou p°irozených £ísel, z nichº jedno je prvo£íslo a druhé £íslo sloºené.

Úloha 6.2.6 [MO 32 Z � III � 1 (SR)]
K dvojcifernému p°irozenému £íslu p°ipo£ítejte £íslo k n¥mu obrácené, tj. £íslo, které

z daného £ísla získáme zám¥nou jeho cifer. Najd¥te v²echna dvojciferná p°irozená £ísla,
o nichº platí, ºe sou£et daného £ísla a £ísla k n¥mu obrácenému je druhou mocninu
p°irozeného £ísla.

Úloha 6.2.7 [MO 32 C � I � 4]
Najd¥te v²echna p°irozená £ísla, jejichº t°etí mocnina kon£í skupinou cifer 56 789.

Úloha 6.2.8 [MO 45 C � S � 1]
Rozloºte v²emi moºnými zp·soby £íslo 1 996 na sou£et n¥kolika (aspo¬ dvou)

po sob¥ jdoucích p°irozených £ísel.

Úloha 6.2.9 [MO 1 B � II � 2]
Najd¥te v²echna £ty°ciferná £ísla tvaru aabb (kde a 6= 0 a b jsou arabské cifry),

která jsou druhou mocninou celého £ísla.
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Úloha 6.2.10 [MO 3 A � I � 15]
Nejd¥te v²echna p°irozená £ísla, která se rovnají jedenáctinásobku svého ciferného

sou£tu v desítkové soustav¥.

Úloha 6.2.11 [MO 23 A � III � 3]
Pro kaºdé p°irozené £íslo m, které je v dekadickém zápise aspo¬ dvojciferné a má

£íslice navzájem r·zné, ozna£me jako f(m) sou£et v²ech p°irozených £ísel r·zných
od m, které z £ísla m dostaneme zám¥nou po°adí jeho £íslic (nap°íklad f(302) =
= 023 + 230 + 320 + 203 + 032 = 808).

Najd¥te v²echna p°irozené £ísla x, pro která platí f(x) = 138 012.

Úloha 6.2.12 [MO 25 Z � P � 2]
Dokaºte, ºe rozdíl kaºdých dvou kladných trojciferných £ísel, z nichº prvé je v desít-

kové soustav¥ zapsáno týmiº £íslicemi jako druhé, av²ak v opa£ném po°adí, je d¥litelný
9 a 11.

Úloha 6.2.13 [MO 44 C � I � 1]
Ur£ete v²echna £ty°ciferná £ísla d¥litelná 4, pro neº platí: Jestliºe v £ísle vym¥-

níme první dv¥ £íslice, dostaneme £íslo d¥litelné 7. Jestliºe v £ísle vym¥níme prost°ení
dv¥ £íslice, dostaneme £ísla d¥litelné 5. Jestliºe v £ísle vym¥níme poslední dv¥ £íslice,
dostaneme £íslo d¥litelné 9.

Úloha 6.2.14 [MO 44 C � II � 1]
Ur£ete rozklad v²ech £ty°místných £ísel n s vlastností: Jestliºe k £íslu n p°i£teme

£ty°místné £íslo n′, které má v desítkové soustav¥ opa£né po°adí £íslic neº £íslo n,
dostaneme £íslo, které je d¥litelné 70.

Úloha 6.2.15 [MO 46 C � I � 1]
�íslo 4 896 je d¥litelné jak svým prvním dvoj£íslím (48), tak i svým posledním

dvoj£íslím (96). Kolik je £ty°ciferných £ísel s touto vlastností, která jsou navíc d¥litelná
£íslem 17?

Úloha 6.2.16 [MO 46 C � II � 1]
Ve £ty°ciferném £ísle se rovnají první a druhá £íslice a t°etí a £tvrtá £íslice. Ur£ete

toto £íslo, víte-li, ºe je druhou mocninou p°irozeného £ísla.

Úloha 6.2.17 [MO 32 Z � III � 2]
Sou£et t°í celých kladných £ísel, z nichº kaºdé se rovná sou£inu zbývajících dvou,

je 47. Která jsou to £ísla? Najd¥te v²echna °e²ení úlohy.

Úloha 6.2.18 [MO 46 C � S � 3]
Najd¥te v²echny £ty°ciferná p°irozená £ísla, pro která platí: Sou£et sou£in· kaºdých

dvou £ísel ze £tve°ice £ísel se sou£inem zbývajících dvou £ísel je roven 51.
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6.3 Úlohy o geometrických objektech

V posledním odstavci této kapitoly jsou za°azeny úlohy, vyuºívající rozklad ur£itého
geometrického objektu na systém n¥kolika dal²ích objekt·.

P°íklad 6.3.1 [MO 33 A � I � 4]
Ur£ete nejv¥t²í p°irozené £íslo n s touto vlastností: Existuje konvexní n-úhelník,

který lze vyjád°it jako sjednocení kone£ného po£tu vzájemn¥ se nep°ekrývajících pra-
voúhlých trojúhelník· s ostrými úhly 30◦ a 60◦.

�e²ení.
Nech´ A1A2 . . . An je konvexní n-úhelník, jehoº libovolný vnit°ní úhle lze vyjád°it

jako sjednocení kone£ného po£tu nep°ekrývajících se úhl· velikosti 30◦, 60◦ a 90◦.
To znamená, ºe libovolný vnit°ní úhel α zkoumaného n-úhelníku, lze vyjád°it jako
α = k · 30◦, kde k = 1, 2, 3, 4, 5 (pro k ≥ 6 se jiº nejedná o konvexní n-úhelník) � jeho
maximální hodnota je tedy α = 150◦. S vyuºitím známého vztahu pro sou£et vnit°ních
úhl· konvexního n-úhelníku s = (n− 2) · 180◦, získáme rovnici

(n− 2) · 180◦ ≤ 150n,

jejímº °e²ením je z°ejm¥
n ≤ 12.

Existence konvexního 12-úhelníku, jenº je konvexní n-úhelník s nejv¥t²ím po£tem
vrchol· vyhovující zadání úlohy (tj. konvexní n-úhelník vypln¥ný kone£ným sjedno-
cením nep°ekrývajících se pravoúhlých trojúhelníku s vnit°ními úhly 30◦ a 60◦), je
znázorn¥na na obr. 6.3.

Obr. 6.3

P°íklad 6.3.2 [MO 33 C � I � 3]
Je dáno p°irozené £íslo n > 2. D°ev¥nou krychli o hran¥ délky n nat°eme na £erveno

a roz°eºeme 3(n− 1) rovinnými °ezy na n3 malých krychli£ek o hran¥ délky 1.

a) Kolik malých krychli£ek bude mít jednu £ervenou st¥nu, kolik dv¥ £ervené st¥ny,
kolik t°i £ervené st¥ny?
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b) Je moºné z malých krychli£ek sestavit kvádr o rozm¥rech 1× (4n− 8)× (4n− 8)
tak, aby jedna jeho £tvercová st¥na o rozm¥rech (4n−8)×(4n−8) byla vybarvena
jako ²achovnice?

�e²ení.
a) T°i £ervené st¥ny mají krychli£ky, které leºely u vrchol· velké krychle � je jich

tedy 8. Dv¥ £ervené st¥ny mají krychli£ky, jeº byli u jedné z 12 hrany krychle, ale ne
ve vrcholu � t¥ch je 12 · (n− 2). Jednu £erven¥ obarvenou st¥nu mají krychli£ky, které
leºely v n¥které z ²esti st¥n krychle, ale ne u ºádné hrany � jejich po£et je 6 · (n− 2)2.

b) K sestavení kvádru, jehoº jedna st¥na o rozm¥rech (4n−8)×(4n−8) je vybarvena

jako ²achovnice, pot°ebujeme
(4n− 8)2

2
obarvených krychli£ek a stejný po£et neobar-

vených krychli£ek. Po£et v²ech krychli£ek, které mají aspo¬ jednu £ervenou st¥nu je
6n2 − 12n+ 8. Pro n tedy musí platit

(4n− 8)2

2
≤ 6n2 − 12n+ 8,

tj.
(n− 5)2 ≤ 13.

Této podmínce vyhovují následující p°irozená £ísla n = 3, 4, 5, 6, 7, 8. Z celkového po£tu
n3 obarvených i neobarvených krychli£ek musíme sestavit ²achovnici o (4n−8)2 polích.
Na neobarvené pole lze jist¥ pouºít i neobarvenou st¥nu z n¥které krychli£ky, jejíº
n¥které dal²í st¥ny jsou nat°ené. Proto musí platit

(4n− 8)2 ≤ n3.

Z uvedených £ísel vyhovují jen p°ípady pro n = 3, 4.
Tím je p°íklad vy°e²en.

P°íklad 6.3.3 [MO 29 A � III � 3]
Mnoºina M vznikla z roviny vyjmutím t°í bod· A,B,C, které jsou vrcholy troj-

úhelníku. Jaký je nejmen²í po£et konvexních mnoºin, jejichº sjednocení je mnoºina
M?

�e²ení.
Ukáºeme, ºe nejmen²í po£et konvexních mnoºin, jejichº sjednocení je celá mnoºina

M jsou t°i mnoºiny. K tomu je t°eba dokázat sou£asná platnost následujících tvrzení:

(i) Mnoºina M lze vyjád°it jako sjednocení t°í konvexních mnoºin.

(ii) Mnoºina M nelze vyjád°it jako sjednocení dvou konvexních mnoºin.

(i) Nejprve dokáºeme první £ást tvrzení. Sestrojme t°i konvexní mnoºiny P,Q,R
takové, ºe M = P ∪ Q ∪ R. Nech´ P je mnoºina v²ech bodu, které leºí uvnit° úhlu
ABC anebo uvnit° úse£ek AB,BC (viz obr. 6.4). Dále nech´ Q je mnoºina v²ech bod·,
které leºí mimo polorovinu ABC anebo na polop°ímce opa£né k polop°ímce AB (vyjma
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Obr. 6.4

bodu A). Obdobn¥ nech´ R je mnoºina v²ech bod· v rovin¥, které leºí mimo polorovinu
BCA anebo na polop°ímce opa£né k polop°ímce CB (vyjma bodu C). Snadno vidíme,
ºe P,Q,R jsou konvexní mnoºiny jejichº sjednocením je mnoºina M .

(ii) Druhou £ást tvrzení budeme dokazovat sporem. P°edpokládejme, ºe mnoºina
M lze vyjád°it jako sjednocení dvou konvexních mnoºin U, V . Zvolme na p°ímce AB
t°i navzájem r·zné body X, Y, Z tak, ºe bod A leºí uvnit° úse£ky XY a bod B leºí
uvnit° úse£ky Y Z (viz obr. 6.5).

Obr. 6.5

Body X, Y, Z ∈ M = U ∪ V . Pak jedna z mnoºin U, V musí obsahovat dva z bod·
X, Y, Z. A´ je to mnoºina U . Za p°edpokladu ºe mnoºina U je konvexní, rozli²me tyto
t°i p°ípady:

a) X, Y ∈ U pak A ∈ U ,

b) X,Z ∈ U pak B ∈ U ,

c) Y, Z ∈ U pak A ∈ U ,

coº je ve v²ech t°ech p°ípadech spor s A,B 6∈M .
Tím je úloha vy°e²ena.
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P°íklad 6.3.4 [MO 30 C � I � 1]
Kostka o hran¥ délky 5 je sloºena ze 125 jednotkových kostek. Ur£ete nejmen²í

a nejv¥t²í povrch t¥lesa, které vznikne odstran¥ním t°í hranol· sloºených z p¥ti jednot-
kových kostek z p·vodní kostky o hran¥ 5 tak, ºe ºádné dva z odstran¥ných hranol·
nemají spole£ný ºádný bod ani stejný sm¥r.

�e²ení.
Libovolný hranol 5× 1× 1 m·ºeme z kostky 5× 5× 5 odstranit t°emi zp·soby:

(i) Odstran¥ním hranolu, který obsahuje hranu krychle, zmen²íme povrch o 2.

(ii) Odstran¥ním hranolu, jenº leºí v n¥které st¥n¥ krychle a jehoº nejdel²í hrana je
r·zná od kaºdé hrany krychle, zv¥t²íme povrch o 8.

(iii) Odstraním hranolu, který má se st¥nami krychle spole£né pouze ob¥ £tvercové
podstavy 1× 1, zv¥t²íme povrch o 18.

T¥leso s nejv¥t²ím povrchem získáme, odstraníme-li z dané krychle t°i hranoly po-
psané v bod¥ (iii), které se vzájemn¥ nedotýkají a které mají r·zný sm¥r. Povrch tohoto
t¥lesa je 6 · 5 · 5 + 3 · 18 = 204.

Naopak t¥leso s nejmen²ím povrchem získáme, odstraníme-li z dané krychle t°i
hranoly popsané v bod¥ (i), které se vzájemn¥ nedotýkají a které mají r·zný sm¥r.
Povrch tohoto t¥lesa je 6 · 5 · 5− 3 · 2 = 146.

P°íklad takových to dvou t¥les je znázorn¥n na následujícím obrázku.

Obr. 6.6

Úloha 6.3.1 [MO 33 C � S � 3b]
D°ev¥ný pravidelný ²estiboký hranol H má podstavnou hranu délky n a vý²ku 6n,

£íslo n je p°irozené. Hranol nat°eme £erven¥ a roz°eºeme na krychli£ky o hran¥ délky 1.
Zjist¥te, pro která n lze z krychli£ek slepit dutou krychliK o hran¥ délky 2n, jejíº vn¥j²í
povrch je celý £ervený?

Úloha 6.3.2 [MO 35 C � II � 2]
Bodem S prochází p¥t rovin, z nichº ºádné t°i nemají spole£nou p°ímku. Na kolik

£ástí rozd¥lí tyto roviny celý prostor? (P°edpokládejme, ºe rovina d¥lí prostor na dv¥
£ásti, dv¥ r·znob¥ºné roviny na £ty°i £ásti apod.)
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Úloha 6.3.3 [MO 33 B � S � 3b]
V rovin¥ je dáno k mnoºin p°ímek M1,M2, . . . ,Mk, kaºdá z mnoºin Mi se skládá

z m navzájem r·zných rovnob¥ºných p°ímek. Pro i 6= j nejsou p°ímky mnoºiny Mi

rovnob¥ºné s p°ímkami mnoºiny Mj a ºádné t°i p°ímky mnoºiny M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mk

neprochází jedním bodem. Ur£ete na kolik £ástí d¥lí rovinu p°ímky z mnoºiny M1 ∪
M2 ∪ . . . ∪Mk.

Úloha 6.3.4 [MO 38 A � II � 4]
Je dáno n bod· v rovin¥, z nichº ºádné t°i neleºí v p°ímce. Kaºdá p°ímka, které

neprochází ºádným z daných bod·, ur£uje rozklad daných bod· na dv¥ disjunktní
podmnoºiny. Kolik r·zných rozklad· lze takto dostat? (Rozklady porovnáváme jako
neuspo°ádané dvojice mnoºin.)

Úloha 6.3.5 [MO 10 B � I � 3]
Máme rozd¥lit lichob¥ºník na t°í nep°ekrývající se trojúhelníky o stejných obsazích.

Zjist¥te, zda je úloha °e²itelná pro kaºdý lichob¥ºník. V p°ípad¥, kdy je úloha °e²itelná,
najd¥te v²echny zp·soby takového rozd¥lení.

Úloha 6.3.6 [MO 25 Z � II � 3]
Na obrázku je znázorn¥n hodinový ciferník a dv¥ rovnob¥ºné p°ímky (viz obr. 6.7),

z nichº ºádné neprochází ºádným z bod· 1 aº 12. Zm¥¬te polohu p°ímek tak, aby
sou£et £ísel leºících v kaºdé z vy²rafovaných polorovin byl roven sou£tu £ísel leºících
v pásu rovnob¥ºek.

Obr. 6.7
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Úloha 6.3.7 [MO 32 A � S � 2]
Ur£ete v²echna p°irozená £ísla n, pro která lze rovnostranný trojúhelník se stranou

délky n rozloºit na navzájem se nep°ekrývající lichob¥ºníky se stranami délky 1, 1, 1, 2.

Úloha 6.3.8 [MO 48 A � I � 6]
Z papíru byl slepen model £ty°st¥nu, jehoº kaºdé dv¥ protilehlé stany jsou shodné.

Rozhodnete, zda m·ºeme model roz°íznout podél t°í úse£ek tak, aby ho pak bylo moºno
rozvinout do roviny a vznikl p°itom obdélník. Existují pro pravidelný £ty°st¥n dva
uvaºované zp·soby roz°ezání, p°i nichº vzniknou neshodné obdélníky?

Úloha 6.3.9 [MO 53 C � I � 1]
Dokaºte, ºe pro kaºdé p°irozené £íslo n, které je v¥t²í neº 3 a není d¥litelné t°emi,

platí: �achovnici n× n lze roz°ezat na jeden £tverec 1× 1 a jeden obdélník 3× 1.

Úloha 6.3.10 [MO 56 C � I � 2]
Najd¥te v²echny trojúhelníky, které lze roz°ezat na lichob¥ºníky se stranami délek

1 cm, 1 cm, 1 cm a 2 cm.
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Kapitola 7

Metoda rekurze

V této kapitole uvedeme n¥kolik úloh, jejíchº °e²ení je zaloºeno na vytvo°ení posloup-
nosti nových problému P1, P2, . . . , Pn ze zadaného problému P tak, ºe problém P1 je
zjednodu²ením p·vodního problému P , problém P2 je zjednodu²ením problému P1,
atd. aº dojdeme k problému Pn, který je jiº triviální. Postupným vy°e²ení posloupnosti
problém· Pn, Pn−1, . . . P1 nakonec nalezneme °e²ení p·vodního problému P . Vý²e po-
psaná metoda je ozna£ovaná jako tzv. metoda rekurze. P°i °e²ení p°íklad· se obvykle
snaºíme nalézt vhodný rekurentní vzorec, pomocí n¥hoº � na základ¥ znalostí nej£ast¥ji
po£tu °e²ení problém· P1, P2, . . . , Pn � ur£íme po£et °e²ení problému Pn [6].

7.1 Úlohy z klasické kombinatoriky

V prvním odstavci sedmé kapitoly jsou uvedeny p°íklady z oblasti klasické kombinato-
riky, p°i jejichº °e²ení je výhodné nalézt a poºít vhodný rekurentní vzorec.

P°íklad 7.1.1 [MO 47 A � I � 3]
V jistém jazyce jsou pouze dv¥ písmena A a B. Pro slova tohoto jazyka platí:

(i) Jediné slovo délky 1 je A.

(ii) Libovolná skupina písmen X1X2X3 . . . XnXn+1 kde Xi ∈ {A,B} pro kaºdý in-
dex i tvo°í slovo délky n+1, práv¥ kdyº obsahuje aspo¬ jedno písmeno A a p°itom
není tvaru X1X2 . . . XnA, kde X1X2 . . . Xn je slovo délky n.

Najd¥te

a) v²echna slova délky 4,

b) vzorec pro po£et pn v²ech slov délky n.

�e²ení.
a) Slova délky 2 jsou AB a BA. Nep°ípustná slova délky 3 jsou BBB,ABA a BAA.

P°ípustná slova délky 3 pak jsou AAA,AAB,ABB,BAB,BBA. Nep°ípustná slova
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délky 4 je slovo BBB a dále slova, která získáme p°ipsáním písmena A na konec p°ípust-
ných slov délky 3, tj. slova AAAA,AABA,ABBA,BABA,BBAA. V²echna ostatní
jsou p°ípustná � jsou to slova AAAB,ABAA,BAAA,AABB,ABAB,BAAB,ABBB,
BABB,BBAB,BBBA.

b) Z £ásti a) víme, ºe p1 = 1, p2 = 2, p3 = 5, p4 = 10. Nyní pomocí rekurentního
vzorce vyjád°íme vztah mezi pn+1 a pn. K ur£ení tohoto vztahu rozd¥líme slova délky
n+ 1 do dvou skupin:

(1) po£et slov tvaru . . . A je práv¥ 2n − pn, protoºe p°ed písmenem A nem·ºe být
zapsáno ºádné slovo délky n,

(2) po£et slov tvaru . . . B je práv¥ 2n − 1, protoºe p°ed písmenem B nem·ºe být
napsáno n písmen B.

Pro rekurentní vzorec tedy paltí:

pn+1 = (2n − pn) + (2n − 1) = 2n+1 − 1− pn.

Ze vztahu pro pn+1 a pn+2 získáme následující tvar rekurentního vzorce:

pn+2 = 2n+2 − 1− pn+1 = 2n+2 − 1− (2n+1 − 1− pn) = pn + 2n+1.

Na základ¥ posledního vzorce ur£íme hodnoty pn odd¥len¥ pro sudé a liché indexy n:

(i) Pro liché n = 2k − 1 platí:

p2k−1 = p2k−3 + 22k−2 = p2k−5 + 22k−4 + 22k−2 = . . .

. . . = p1 +22 +24 + . . .+22k−4 +22k−2 = 1+ 4+ 42 + . . .+4k−2 +4k−1 =
4k − 1

3
.

(ii) Pro sudé n = 2k platí:

p2k = p2k−2 + 22k−1 = p2k−4 + 22k−3 + 22k−1 = . . .

. . . = p2+23+25+. . .+22k−3+22k−1 = 2+2·41+2·42+. . . 2·4k−2+2·4k−1 = 2 · 4
k − 1

3
.

Nalezené vzorce platí pro kaºdé k ≥ 1.

Úloha 7.1.1 [MO 47 A � S � 2]
V jistém jazyku jsou pouze dva znaky A a B. P°ípustná jsou v n¥m jen taková

slova, v nichº nestojí vedle sebe více neº dva stejné znaky. Dokaºte, ºe po£ty pn v²ech
p°ípustných slov délky n lze ur£it pomocí rovností p1 = 2, p2 = 4 a pk+2 = pk+1 + pk
pro kaºdé p°irozené £íslo k.

Úloha 7.1.2 [MO 50 A � III � 4]
V jistém jazyce je n písmen. Skupina písmen napsaných za sebou je slovo, prav¥

kdyº se mezi dv¥ma stejnými písmeny nenacházejí dv¥ stejná písmena. Ur£ete po£et
v²ech slov maximální délky.
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Úloha 7.1.3 [MO 53 A � I � 3]
Pro libovolné p°irozené £íslo n sestavme z písmen A,B v²echna moºná �slova� délky

n. Rozd¥lme je do dvou skupin Sn a Ln podle toho, zda je v daném slov¥ sudý, resp.
lichý po£et �slabik� BA (za sudý povaºujeme i po£et 0). Nap°íklad slova BABBBBA
a AAAAAAB pat°í ob¥ do skupiny S7, slova AABBABB a BABAABA pat°í ob¥ do
skupiny L7. Ur£ete, pro která n mají skupiny Sn a Ln stejný po£et prvk·.

Úloha 7.1.4 [MO 53 A � II � 2]
Pro libovolné p°irozené £íslo n sestavme z písmen A,B v²echna moºná �slova�

délky n a ozna£me pn po£et t¥ch z nich, která neobsahují trojici AAA po sob¥ jdoucích
písmen A ani dvojici BB po sob¥ jdoucích písmen B. Ur£ete, pro která p°irozená £ísla n
platí, ºe ob¥ £ísla pn a pn+1 jsou sudá.

Úloha 7.1.5 [MO 53 A � III � 2]
Pro libovolné p°irozené £íslo n sestavme z písmen A,B v²echna moºná �slova�

délky n a ozna£me pn po£et t¥ch z nich, která neobsahují ani £tve°ici AAAA po sob¥
jdoucích písmen A, ani trojici BBB po sob¥ jdoucích písmen B. Ur£ete hodnotu výrazu

p2004 − p2002 − p1999
p2001 + p2000

.

Úloha 7.1.6 [MO 59 A � I � 5]
V kádi je r0 ryb, spole£ný úlovek n rybá°·. P°icházejí pro sv·j díl jednotliv¥, kaºdý

si myslí, ºe se dostavil jako první a aby si vzal p°esn¥ n-tinu aktuálního po£tu ryb
v kádi, musí p°edtím jednu z ryb pustit zp¥t do mo°e. Ur£ete nejmen²í moºné £íslo r0
v závislosti na daném n ≥ 2, kdyº i poslední rybá° si aspo¬ jednu rybu odnese.

7.2 Úlohy o £íslech

V tomto odstavci jsou uvedeny úlohy o £íslech, jejichº formulace vyºaduje nalezení
a pouºití vhodného rekurentního vzorec.

P°íklad 7.2.1 [MO 31 B � I � 5]
Ozna£me M(n) po£et v²ech uspo°ádaných n-tic nul a jedni£ek, v nichº se nevysky-

tují t°i nuly vedle sebe.

a) Ur£ete M(13).

b) Rozhodn¥te, zda je M(1000) sudé £íslo.

�e²ení.
a) Pro n = 1, 2, 3, 4 snadno odvodíme, ºe

M(1) = 2, M(2) = 4, M(3) = 7, M(4) = 13.
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Pro n ≥ 5 zjistíme hodnotu hledaného výrazu s vyuºitím znalosti po£tu p°edcházejí-
cích (n − 1)-tic následujícím zp·sobem. Novou n-tici vytvo°íme z (n − 1)-tice p°ipsá-
ním jedni£ky nebo nuly na její konec. Zatímco jedni£ku lze doplnit na konec jakékoliv
(n− 1)-tice, u nuly musíme vylou£it (n− 1)-tice zakon£ené troj£íslím 1, 0, 0. Nevyho-
vujících n-tic bychom takto vytvo°ili M(n− 4). Platí tedy

M(n) = 2 ·M(n− 1)−M(n− 4).

Výpo£tem zjistíme, ºe M(13) = 3 136.
b) Vypsáním n¥kolika £len· s vyuºitím námi odvozeného rekurentního vztahu zjis-

tíme, ºe pro n > 4 je M(n) liché tehdy a jen tehdy, kdyº je M(n − 4) liché. Dále lze
z vypsaných £len· vyvodit, ºeM(n) je liché, práv¥ kdyº lze n zapsat ve tvaru n = 3+4k
nebo n = 4(k + 1), kde k je libovolné celé nezáporné £íslo a protoºe 1000 = 4 · 250,
je £íslo M(1000) liché.

Úloha 7.2.1 [MO 31 B � S � 3b]
Kolik je p°irozených £ísel n s t¥mito vlastnostmi:

a) 103 ≤ n < 104, tj. n je £ty°ciferné,

b) v desítkovém zápise £ísla n vedle sebe nejsou ºádné dv¥ sudé £íslice.

Úloha 7.2.2 [MO 1 A � III � 2]
Tabulka £ísel

a1 b1 c1
a2 b2 c2 d2 e2

a3 b3 c3 d3 e3 f3 g3
· · · · · · · · ·

je sestavená takto: První °ádek obsahuje t°i lichá £ísla. Kaºdé £íslo dal²ích °ádk· je
rovno sou£tu t°í sousedních £ísel p°edcházejícího °ádku, z nichº poslední je nad uvaºo-
vaným £íslem; schází-li v tabulce n¥které z t¥chto t°í £ísel, doplní se nulou. Dokaºte,
ºe po£ínaje druhým °ádkem, kaºdý °ádek obsahuje aspo¬ jedno sudé £íslo.

Úloha 7.2.3 [MO 45 A � I � 3]
Posloupnost p°irozených £ísel a1, a2, a3, . . . spl¬uje pro kaºdé p°irozené n ≥ 1 t°i

rovnosti:
an + a2n = a3n,

an + a3n−1 = a2n + a2n−1,

an + a3n+1 = a2n + a2n+1.

P°itom víme, ºe v²echny £ty°i £leny a1, a14, a17, a21 jsou prvo£ísla. Dokaºte rovnost

a1995 = a2000.
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Úloha 7.2.4 [MO 57 A � I � 4]
Ur£ete po£et kone£ných rostoucích posloupností p°irozených £ísel a1, a2, . . . , ak v²ech

moºných délek k, pro které platí: a1 = 1, ai|ai+1 pro i = 1, 2, . . . , k− 1 a ak = 969 969.

7.3 Úlohy o geometrických objektech

Ve t°etím odstavci sedmé kapitoly jsou za°azeny úlohy z geometrie, které lze vy°e²it
nalezením a aplikací vhodného rekurentního vzorce.

P°íklad 7.3.1 [MO 34 A � III � 1]
V rovin¥ je dán pravidelný 1 985-úhelník. Kaºdou jeho stranu proloºme p°ímkou.

Ur£ete po£et £ástí, na které tyto p°ímky rozd¥lí rovinu.

�e²ení.
Proloºíme-li n p°ímek stranami pravidelného n-úhelníku, pak pro liché n platí, ºe

ºádné dv¥ z t¥chto p°ímek nejsou rovnob¥ºné a ºádné t°i neprocházejí jedním bodem.
Po£et oblastí, na které uvaºovaných n p°ímek rozd¥lí rovinu, ozna£me g(n), pro n ≥ 3.

1. Je-li n = 3, pak z°ejm¥ platí g(3) = 7.

2. Pro n > 3 p°edpokládejme, ºe známe po£et oblastí, na nichº rozd¥lí n p°ímek
rovinu podle zadání úlohy, tj. známe g(n). Uvaºujme (n + 1)-ní p°ímku, která
protíná v²ech n p°ímek. Tato p°ímka je zbylými n p°ímkami rozd¥lena na n + 1
£ástí a kaºdá z t¥chto £ástí rozd¥lí p·vodní oblast na dv¥ nové oblasti. Po£et
takto vzniklých oblastí lze proto vyjád°it vztahem

g(n+ 1) = g(n) + n+ 1.

Platí tedy, ºe

g(n) = n+ g(n− 1) = n+ (n− 1) + . . .+ g(4) + g(3) =
n(n+ 1)

2
+ 1.

Speciáln¥ pro n = 1 985 je g(1 985) = 1 985 · 993 + 1 = 1 971 106.

Úloha 7.3.1 [MO 15 A � III � 2]
V rovin¥ je dáno n kruºnic, z nichº kaºdé dv¥ se protínají práv¥ ve dvou bodech

a ºádným bodem neprochází t°i z t¥chto kruºnic. Ur£ete celkový po£et £ástí, na které
d¥li daná soustava kruºnic rovinu. (Nap°. t°i kruºnice uvedených vlastností d¥lí rovinu
na osm £ástí.)
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Úloha 7.3.2 [MO 43 B � I � 5]
Ur£ete nejv¥t²í moºný po£et £ástí, na které n kruºnic rozd¥lí rovinu (n je p°irozené

£íslo).

Úloha 7.3.3 [MO 23 B � II � 3a]
Je dána kruºnice k a p°irozené £íslo n. Zjist¥te nejv¥t²í a nejmen²í po£et £ástí,

na které lze vnit°ek kruºnice k rozd¥lit n t¥tivami.

Úloha 7.3.4 [MO 16 A � I � 2]
V prostoru je dáno n rovin, z nichº ºádné dv¥ nejsou rovnob¥ºné, ºádné t°i nejsou

rovnob¥ºné s toutéº p°ímkou a ºádné £ty°i neprocházejí týmº bodem. Ur£ete, na kolik
oblastí d¥lí tyto roviny prostor.

(Návod. P°edpokládejme znalost této v¥ty: n p°ímek roviny, z nichº kaºdé dv¥ jsou
r·znob¥ºné a ºádné t°i neprocházejí týmº bodem, d¥lí rovinu na 1

2
(n2 + n+2) oblastí.

Úloha 7.3.5 [MO 23 A � P � 2]
Je dán rovnostranný trojúhelník o stran¥ délky 1. Kaºdou stranu rozd¥lte na k stej-

ných díl·. Sestrojte v²echny úse£ky rovnob¥ºné s p°íslu²nými stranami; jejich krajní
body jsou d¥lící body na stranách daného trojúhelníku. Vznikne tak sí´ sloºená z rov-
nostranných trojúhelník·. Ur£ete po£et v²ech trojúhelník·, které lze v síti najít.

Úloha 7.3.6 [MO 23 A � II � 3a]
V téºe rovin¥ leºí kruºnice k1, k2, . . . , kn (n ≥ 1).
a) Najd¥te vzorec pro nejv¥t²í moºný po£et an oblastí, na které tyto kruºnice rozd¥lí

rovinu. Popi²te konstrukci n kruºnic, které rozd¥lí rovinu na tento po£et an oblastí. Jaký
má odvozený výsledek význam pro Vennovy diagramy?

b) Budiº n = 4; popí²eme symbolem (1010) kaºdou z oblastí, která leºí uvnit° k1, k3
a vn¥ k2, k4, symbolem (0100) kaºdou z oblastí, která leºí uvnit° k2 a vn¥ k1, k3, k4
a obdobn¥ dále. Ukaºte, ºe je moºné zvolit kruºnice tak, ºe d¥lí rovinu na a4 oblastí
a kaºdá z nich má jiný popis. Narýsujte obrázek.
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Kapitola 8

Metoda díl£ích problém·

V poslední kapitole jsou za°azeny p°íklady, p°i jejichº °e²ení se vyuºívá tzv. metoda díl-
£ích problém·. Tato metoda spo£ívá v rozd¥lení °e²eného p°íkladu na n¥kolik totoºných
nebo vzájemn¥ nesouvisejících díl£ích problém·. Po vy°e²ení jednotlivých problém·
se °e²ení celého p°íkladu ur£í na základ¥ zkombinování (nap°íklad pomocí pravidla
sou£tu a sou£inu) výsledk· díl£ích problém· [6].

8.1 Úlohy o £íslech

V prvním odstavci osmé kapitoly je za°azeno n¥kolik úloh o £íslech, p°i jejichº °e²ení
lze metodu díl£ích problém· s výhodou pouºít.

P°íklad 8.1.1 [MO 22 C � I � 2]
Ur£ete sou£et v²ech ²esticiferných £ísel, z nichº kaºdé má dekadický zápis obsahující

kaºdou z £íslic 1, 2, 3, 4, 5, 6.

�e²ení.
Po£et v²ech ²esticiferných £ísel, které vyhovují zadání úlohy je 6! = 720. Nyní

ur£íme jakými s£ítanci p°isp¥jí sou£ty £ísel na jednotlivých pozicích (jednotky, desítky,
aº miliony) v dekadickém zápisu uvaºovaných ²esticiferných £ísel (tj. vy°e²íme ²est
jednodu²²ích problém·) a poté tyto s£ítance se£teme.

(i) Kaºdá z £íslic 1, 2, 3, 4, 5, 6 zaujme první místo práv¥ u 120 £ísel. �íslice na prv-
ním míst¥ u ²esticiferného £ísla stojí na pozici statisíc· a proto p°isp¥jí k celko-
vému sou£tu následujícím s£ítancem

120 · 1 · 105 +120 · 2 · 105 +120 · 3 · 105 +120 · 4 · 105 +120 · 5 · 105 +120 · 6 · 105 =

= 120 · 105 · (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 120 · 105 · 21.

(ii) Obdobnou úvahou zjistíme, ºe cifry na 2. aº 6. míst¥ p°isp¥jí k výslednému sou£tu
t¥mito s£ítanci

120 · 104 · 21, 120 · 103 · 21, 120 · 102 · 21, 120 · 10 · 21, 120 · 21.

67



Celkový sou£et zjistíme se£tením v²ech ²esti s£ítanc·

120 · 21 · (105 + 104 + 103 + 102 + 10 + 1) = 120 · 21 · 111 111.

Hledaný sou£et tedy je 279 999 720.

P°íklad 8.1.2 [MO 36 C � II � 3a]
Zjist¥te kolik °e²ení má soustava rovnic

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = x6 + x7 + x8,

|x1x2x3x4x5x6x7x8| = 1.

v oboru celých £ísel.

�e²ení.
Z druhé rovnice vidíme, ºe kaºdé z £ísle x1, x2, . . . , xn se m·ºe rovnat bu¤ 1 anebo−1.

Rozli²íme následující £ty°i p°ípady:

(i) Jestliºe x6 = x7 = x8 = −1, pak je jedno z £ísle x1, x2, . . . , x5 rovno +1 a ostatní
dv¥ −1, tj. 5 moºností.

(ii) Pokud x6 + x7 + x8 = −1 (tj.
(
3

2

)
= 3 moºností), pak práv¥ dv¥ z £ísel

x1, x2, . . . , x5 jsou −1 a zbylé t°i +1; to nastane pro
(
5

2

)
= 10 moºnosti. Dohro-

mady je tedy 3 · 10 = 30 moºností.

(iii) Pakliºe je jedno z £ísel x6, x7, x8 rovno −1 a zbylé dv¥ +1, pak podobnou úvahou
jako v bod¥ (ii) dostaneme 30 moºností.

(iv) Poslední situace, která m·ºe nastat je pro x6 = x7 = x8 = 1. V tomto p°ípad¥
získáme stejn¥ jako v bod¥ (i) 5 moºností.

Zjistili jsem, ºe celkem existuje 70 °e²ení dané soustavy rovnic.

Úloha 8.1.1 [MO 28 B � II � 3a]
Ur£ete kolik r·zných trojic p°irozených £ísel x, y, z spl¬uje rovnost

x1y97z9 = 19791 · 979.

Úloha 8.1.2 [MO 28 A � III � 1]
Nech´ n je dané p°irozené £íslo. Ur£ete po£et v²ech uspo°ádaných trojic (x, y, z)

nezáporných celých £ísel x, y, z, které vyhovují rovnici

x+ 2y + 5z = 10n.
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Úloha 8.1.3 [MO 8 C � I � 5]
Kolik £tve°ic celých £ísel a, b, c, d má tyto vlastnosti:

(i) �ádné dv¥ z £ísel a, b, c, d si nejsou rovna.

(ii) Platí a+ b+ c+ d = 0.

(iii) Kaºdé z £ísel a, b, c, d má absolutní hodnotu men²í neº 5.

(�tve°ici 1, 2,−3, 4 povaºujeme za r·znou od £tve°ice 2,−3, 4, 1 apod.)

Úloha 8.1.4 [MO 8 C � II � 2]
Písa°ka pí²e na psacím stroji t¥sn¥ za sebou p°irozená £ísla

123456789101112 atd.

bez mezer a £árek; celkem takto napsala 1 000 £íslic.
Vypo£ítejte, kolik p°i tom napsala sedmi£ek.

Úloha 8.1.5 [MO 8 D � I � 3]
Kolik napí²eme devítek, pokud vypí²eme v²echna p°irozená £ísla od 1 do 5 555?

Úloha 8.1.6 [MO 55 A � III � 5]
Najd¥te v²echny trojce navzájem r·zných prvo£ísel p, q, r spl¬ující následující pod-

mínky:

(i) p | q + r,

(ii) q | r + 2p,

(iii) r | p+ 3q.

8.2 Úlohy o geometrických objektech

Ve druhém odstavci záv¥re£né kapitoly jsou za°azený úlohy o geometrických objektech,
které lze vy°e²it s pomocí metody díl£ích problém·.

P°íklad 8.2.1 [MO 40 B � I � 3]
V rovin¥ je dáno 7 bod·, z nichº n¥které jsou spojeny úse£kou. P°itom jsou spln¥ny

podmínky:

a) z kaºdé trojce bod· jsou aspo¬ dva spojeny úse£kou,

b) po£et úse£ek je minimální.
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Kolik úse£ek obsahuje útvar, který spl¬uje tyto podmínky? Nakreslete p°íklad takového
útvaru.

�e²ení.
Rozli²me následující t°i p°ípady:

(i) Jestliºe z n¥kterého z daných bod· (ozna£me ho A) nevychází ºádná úse£ka,
musejí být kaºdé dva ze zbývajících 6 bod· spojeny, jinak by tyto dva body
tvo°ily spolu s bodem A trojici, která by nespl¬ovala podmínku a). �est bod·
ur£uje

(
6
2

)
= 15 úse£ek.

(ii) Nech´ z n¥kterého bodu A vychází pouze jedna úse£ka, její druhý krajní bod
ozna£me B. Kaºdé dva ze zbývajících p¥ti bod· musejí být op¥t spojeny úse£kou,
je tedy v tomto p°ípad¥ t°eba aspo¬ 11 úse£ek.

(iii) Nech´ z n¥kterého bodu A vycházejí práv¥ dv¥ úse£ky (do bod· B, C). Kaºdé
dva ze zbývajících 4 bod· musejí být spojeny, to dává 6 úse£ek. Podmínka a)
v²ak bude spln¥na jen tehdy, bude-li kaºdý z t¥chto 4 bod· spojen s B nebo s C
(12 úse£ek) nebo budou-li spojeny body B, C (pak je t°eba aspo¬ 9 úse£ek).

(iv) Vycházejí-li z kaºdého bodu aspo¬ 3 úse£ky, je jich celkem aspo¬ 1
2
· 3 · 7, tedy

aspo¬ 11.

Nejmen²í moºný po£et úse£ek je tedy 9. P°íklad takovéhoto útvaru je znázorn¥n na
obrázku 8.1.

Obr. 8.1

P°íklad 8.2.2 [MO 22 C � II � 3b]
V rovin¥ je dáno p¥t bod· A1, A2, A3, A4, A5, z nichº ºádné t°i neleºí v jedné p°ímce.

Kolika zp·soby je moºné vybrat £ty°i z nich tak, aby tvo°ili vrcholy konvexního £ty°-
úhelníka?

�e²ení.
Celkem mohou nastat t°i p°ípady:

(i) Pokud dané body tvo°í konvexní p¥tiúhelník, pak vynecháním libovolného z t¥chto
bod· získáme konvexní £ty°úhelník. V tomto p°ípad¥ má úloha p¥t °e²ení.
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(ii) Dále se zabývejme p°ípadem, kdy £ty°i body (nap°. A1, A2, A3, A4) tvo°í konvexní
£ty°úhelník a bod A5 leºí uvnit° tohoto £ty°úhelníku. Protoºe bod A5 nem·ºe
leºet na úhlop°í£ce A1A3 ani na úhlop°í£ce A2A4, m·ºeme bez újmy na obecnosti
p°edpokládat, ºe bod A5 leºí uvnit° trojúhelníku A1A2B, kde bod B je pr·se£íkem
úhlop°í£ek A1A3 a A2A4. Pak vynecháním n¥kterého z bod· A1, A2, A5 získáme
£ty°úhelník poºadovaných vlastností. V tomto p°ípad¥ má úloha t°i °e²ení.

(iii) Poslední moºnost nastane, jestliºe t°i body (nap°. A1, A2, A3) budou tvo°it vr-
choly trojúhelníku a body A4 a A5 budou leºet uvnit° tohoto trojúhelníku.
Bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe bodA5 leºí uvnit° trojúhelníkuA1CA4,
kde C je pr·se£íkem p°ímek A1A2 a A3A4. Abychom získali konvexní £ty°úhel-
ník m·ºeme ze t¥chto podmínek vypustit pouze bod A2. V tomto p°ípad¥ tedy
existuje jen jedno °e²ení.

Úloha m·ºe mít jedno, t°í anebo p¥t °e²ení.

P°íklad 8.2.3 [MO 22 C � I � 6]
Je dána £tvercová ²achovnice o 25 polích. Ur£ete po£et v²ech £tverc·, z nich kaºdý

má v²echny své vrcholy ve vrcholech £tverc· ²achovnice.

�e²ení.
Po£et v²ech £tverc· sloºených z jednotlivých polí ²achovnice je

1 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55.

Ostatní £tverce nemají strany rovnob¥ºné se stranami pole ²achovnice. Zvolme stranu
pole za jednotku délky a ozna£me délky pr·m¥t· dvou sousedních stran £tverce a, b.
Situace je znázorn¥na na obr. 8.2 � pr·m¥t strany a je vyzna£en te£kovan¥, strany b
£árkovan¥. Pak platí a+ b ≤ 5.

Obr. 8.2

Je-li a 6= b, pak £tverc· tohoto typu je dvojnásobný po£et neº £tverc· sloºených
z (a + b)2 polí ²achovnice (viz obr. 8.2). Pokud je a = b, pak £tverc· tohoto druhu

71



je stejn¥ jako £tverc· skládajících se z (a + b)2 = (2a)2 polí ²achovnice. Po£ty v²ech
£tverc·, jejichº strany nejsou rovnob¥ºné se stranami polí ²achovnice, jsou uvedeny
v následující tabulce:

(a, b) (4, 1) (3, 2) (3, 1) (2, 2) (2, 1) (1, 1)
Po£et £tverc· 2 · 1 = 2 2 · 1 = 2 2 · 22 = 8 22 = 4 2 · 32 = 18 42 = 16

Sou£et t¥chto £tverc· je 50. Celkem tedy tedy zadání úlohy vyhovuje 55 + 50 = 105
£tverc·.

P°íklad 8.2.4 [MO 42 C � I � 6]
Ze sítí na obr. 8.3 m·ºeme sloºit t°i kostky. Pokud je postavíme do sloupe£ku,

na jeho bocích si m·ºeme shora dol· p°e£íst trojmístná £ísla (n¥které £íslice budou
leºet na boku nebo budou vzh·ru nohama). Tato £ty°i £ísla se£teme. Kolik takových
sou£t· m·ºeme dostat?

�e²ení.
Ozna£me A kostku, jejíº sí´ je na obr. 8.3 � A. Na této kostce bude st¥na s £íslem 1

proti st¥n¥ s £íslem 3, st¥na s £íslem 2 proti st¥n¥ s £íslem 4 a st¥na s £íslem 5 proti
st¥n¥ s £íslem 6.

Jako B ozna£íme kostku se sítí na obr. 8.3 � B. Na této kostce bude proti st¥n¥
s £íslem 1 st¥na s £íslem 6, proti st¥n¥ s £íslem 2 st¥na s £íslem 4 a proti st¥n¥ s £íslem
3 st¥na s £íslem 5.

Na kostce C, se sítí na obr. 8.3 � C, je proti st¥n¥ s £íslem 1 st¥na s £íslem 5, proti
st¥n¥ s £íslem 2 st¥na s £íslem 3 a proti st¥n¥ s £íslem 4 st¥na s £íslem 6.

Obr. 8.3

Z toho vyplývá, ºe v²ecky t°i kostky jsou navzájem r·zné. P°edtím, neº za£neme
uvaºovat o moºnostech po£tu sou£t· £ty°ech trojmístných £ísel na st¥nách sloupe£ku,
si musíme uv¥domit, ºe tento po£et nezávisí na umíst¥ní kostek ve sloupe£ku ani na tom,
které £íslice jsou na �skrytých st¥nách� (horní a dolní) jednotlivých kostek. P°itom sou-
£et £íslic na viditelných bo£ních st¥nách horní kostky p°edstavuje stovky, na st°ední
kostce po£et desítek a na dolní kostce po£et jednotek sou£tu. Moºné polohy kostek
ve sloupe£ku, které mají vliv na po£et sou£t·, jsou zapsané v následující tabulce (in-
dexy ozna£ujeme moºné r·zné polohy p°íslu²né kostky):
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Plocha �íslice na horní, �íslice viditelné na bo£ních st¥nách
kostky resp. na dolní st¥n¥ a jejich sou£ty
A1 1; 3 2 + 5 + 4 + 6 = 17

A2 2; 4 1 + 5 + 3 + 6 = 15

A3 5; 6 1 + 2 + 3 + 4 = 10

B1 1; 6 2 + 3 + 4 + 5 = 14

B2 2; 4 1 + 3 + 5 + 6 = 15

B3 3; 5 1 + 2 + 4 + 6 = 13

C1 1; 5 2 + 3 + 4 + 6 = 15

C2 2; 3 1 + 4 + 5 + 6 = 16

C3 4; 6 1 + 2 + 3 + 5 = 11

P°i uspo°ádání kostek do sloupe£ku máme celkem 6 r·zných moºností, které m·-
ºeme znázornit tímto schématem:

A B A C B C
B A C A A B
C C B B C A

Z toho, ºe v²echny t°i kostky jsou vzájemn¥ r·zné a ºe rozdíl mezi nejv¥t²ím
a nejmen²ím moºným sou£tem £ty°ech viditelných £íslic je mén¥ neº deset, vyplývá, ºe
v²em polohám jednotlivých kosti£ek p°i uspo°ádání ABC (shora dol·) odpovídá cel-
kem 3 ·3 ·3 = 27 r·zných sou£t·. Vzhledem k tomu, ºe pro kaºdou kostku existuje jedna
poloha se stejným sou£tem £íslic na viditelných bo£ních st¥nách (totiº 15), dostaneme
p°i ostatních uspo°ádáních kostek ve sloupe£ku uº men²í po£et nových sou£t·. A to:

(i) P°i uspo°ádání BAC to bude 3 · 3 · 3 − 3 = 24, protoºe sou£et v poloze B2A2Ci
je stejný jako v poloze A2B2Ci (pro i = 1, 2, 3).

(ii) P°i uspo°ádání ACB to bude op¥t 3 ·3 ·3−3 = 24, nebo´ sou£et v poloze AiC1B2

je stejný jako v poloze AiB2C1, i = 1, 2, 3.

(iii) P°i uspo°ádání CAB p°ibude uº jen jen 3 · 3 · 3− 5 = 22 nových sou£t·, protoºe
sou£et v poloze C1A2Bi je stejný jako v poloze A2C1Bi (i = 1, 2, 3) a sou£et
v poloze C1AiB2 je stejný jako sou£et v poloze B2AiC1, pro i = 1 a i = 3.

(iv) P°i uspo°ádání BCA bude nových sou£t· op¥t jen 3 ·3 ·3−5 = 22, protoºe sou£et
v poloze B2CiA2 je stejný jako sou£et v poloze A2CiB2 (pro i = 1, 2, 3) a sou£et
v poloze BiC1A2 je stejný jako sou£et v poloze BiA2C1, i = 1, 3.

(v) Kone£n¥ p°i uspo°ádání CBA p°ibude uº jen 3 · 3 · 3 − 7 = 20 nových sou£t·,
nebo´ sou£et v poloze C1B2Ai je stejný jako v poloze B2C1Ai (i = 1, 2, 3), sou£et
v poloze C1BiA2 je stejný jako v poloze A2BiC1 (i = 1, 3) a sou£et v poloze
CiB2A2 je stejný jako v poloze CiA2B2 (i = 2, 3).

Celkem tedy m·ºeme dostat 27 + 2 · 24 + 2 · 22 + 20 = 139 r·zných sou£t·.
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Úloha 8.2.1 [MO 40 B � II � 3]
V rovin¥ je dáno sedm bod·, z nichº n¥které jsou spojeny úse£kou. P°itom v kaºdé

£tve°ici bod· jsou aspo¬ dv¥ dvojce spojené úse£kou a po£et úse£ek je minimální.
Zjist¥te, kolik úse£ek takový útvar obsahuje a nakreslete p°íklad.

Úloha 8.2.2 [MO 40 A � I� 3]
V rovin¥ je dáno dev¥t bod·, z nichº n¥které jsou spojeny úse£kou. P°itom jsou

spln¥ny následující podmínky:

a) v kaºdé trojici daných bod· jsou aspo¬ dva spojeny úse£kou,

b) po£et úse£ek je minimální.

Kolik úse£ek obsahuje útvar, který tyto dv¥ podmínky spl¬uje? Na£rtn¥te p°íklad ta-
kového útvaru.

Úloha 8.2.3 [MO 32 Z � II � 3]
D°ev¥nou krychli o hran¥ délky 7 nat°eme na £erveno a pak ji roz°ízneme rovinnými

°ezy na 73 krychli£ek o hran¥ délky 1. Kolik krychli£ek bude mít jednu £ervenou st¥nu,
kolik dv¥ £ervené st¥ny a kolik t°i?

Úloha 8.2.4 [MO 32 Z � I � 4]
Z krychlí o hran¥ 1 cm jsme slepili krychli o hran¥ 4 cm. Potom jsme st¥nám krychle

p°i°adili £ísla 1, 2, 3, 4, 5 a 6 stejným zp·sobem jako na hrací kostce, tj. na prot¥j²ích
st¥nách jsou £ísla 1 a 6, 2 a 5, 3 a 4. Kaºdé z t¥chto £ísel jsme napsali na p°íslu²né st¥n¥
do kaºdého pole £tvercové sít¥ vytvo°ené hranami malých krychlí. Velkou krychli jsme
pak op¥t rozd¥lili na p·vodní malé krychle a pro kaºdou malou krychli jsme vypo£etli
sou£et v²ech £ísel, která na ní byla napsána.

Zjist¥te:

a) Kolik je celkem malých krychlí se sou£tem rovným £íslu 2?

b) Kolik je celkem malých krychlí se sou£tem rovným £íslu 6?

c) Jaký je nejv¥t²í moºný sou£et a kolik existuje malých krychlí s tímto nejv¥t²ím
sou£tem?

Úloha 8.2.5 [MO 4 C � I � 6]
Ur£ete, kolik tah· kon¥m lze provést na £tvercové ²achovnici, která má n2 polí (kde

n > 1 je p°irozené £íslo).

Úloha 8.2.6 [MO 6 D � I � 7]
Ur£ete, po£et v²ech tah·, které m·ºe vykonat dáma na prázdné ²achovnici 8 × 8.

(P°itom povaºujeme tah z pole A na pole B za r·zný od tahu z pole B na pole A.)
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Záv¥r

V p°edkládané diplomové práci na téma Kombinatorické úlohy ve st°edo²kolských ma-
tematických olympiádách, jsem vymezil základní kombinatorické pojmy (variace, per-
mutace, kombinace) a formuloval nej£ast¥ji uºívané kombinatorické principy a pravidla
� pravidlo sou£tu a sou£inu a pravidlo bijekce, Dirichlet· princip, princip inkluze a ex-
kluze a dále metody rozkladu, rekurze a metodu díl£ích problém·. Kaºdé z t¥chto
kombinatorických metod a princip· jsem v¥noval jednu kapitolu (kapitoly 2 aº 8).

V jednotlivých kapitolách jsem vºdy nejprve daný princip nebo metodu vymezil,
pop°ípad¥ i dokázal. Dále jsem uvedl n¥kolik typových °e²ených p°íklad· a sérii úloh
(tak jsem pro odli²ení ozna£il ne°e²ené p°íklady) ur£ených k procvi£ení dané proble-
matiky. Tyto p°íklady a úlohy jsem navíc v kaºdé kapitole roz£lenil, podle jejich téma-
tického zam¥°ení, do n¥kolika odstavc·. Výjimku tvo°í t°etí a pátá kapitola (v¥nované
pravidlu bijekce, resp. principu inkluze a exkluze), v nichº jsou v²echny p°íklady uve-
deny v odstavci s názvem �P°íklady a úlohy� .

Ve druhé kapitole (v¥nované pravidlu sou£tu a sou£inu), £tvrté kapitole (v¥nované
Dirichletovu principu) a sedmé kapitole (v¥nované metod¥ rekurze) jsem p°íklady,
v nichº na povaze prvk·, s nimiº se pracuje nezáleºí, za°adil do odstavce s názvem
�Úlohy z klasické kombinatoriky� . P°íklady, v nichº se pracuje s £ísly, jsem v t¥chto ka-
pitolách shrnul do odstavce �Úlohy o £íslech� a p°íklady z oblasti geometrie do odstavce
�Úlohy o geometrických objektech� .

V ²esté kapitole (v¥nované metod¥ rozkladu) jsem místo odstavce �Úlohy z kla-
sické kombinatoriky� za°adil odstavec �Úlohy o mnoºinách� � v²echny p°íklady, v n¥m
uvedené, se zabývají rozkladem ur£itého systému mnoºin. V poslední osmé kapitole (v¥-
nované metod¥ díl£ích problém·) jsem p°íklady roz£lenil pouze do odstavc· � �Úlohy
o £íslech� a �Úlohy o geometrických objektech� .

P°íklady, které jsem uvedl v diplomové práci vycházejí p°edev²ím z úloh za°azených
v jednotlivých ro£nících matematické olympiády. Tyto p°íklady jsem tématicky roz£le-
nil do vý²e popsaných kapitol a odstavc·. Vznikla tak sbírka p°íklad·, která m·ºe
poslouºit p°edev²ím p°i p°íprav¥ nadaných ºák· na matematickou olympiádu a jiné
matematické sout¥ºe.

Hlavní cíl této diplomové práce, tedy vytvo°it sbírku úloh z kombinatoriky charak-
teru matematické olympiády, se mi poda°ilo splnit a doufám, ºe vzniklá sbírka opravdu
(n¥kdy v budoucnu) poslouºí svému ú£elu.
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