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Abstrakt

Cílem p°edkládané práce je seznámení se s problematikou rozloºení nap¥tí v okolí bimateriálového vrubu, p°íp.
trhliny kolmé na rozhraní, vyjád°ení exponentu singularity nap¥tí. První £ást pojednává o základech lineárn¥
elastické lomové mechaniky tedy i Irwinovy koncepce faktoru intenzity nap¥tí. Druhá £ást se v¥nuje popisu
anisotropních materiál·, pomocí teorie komplexních potenciál·. Záv¥re£ná, t°etí £ást se zabývá výpo£tem
vlastních £ísel isotropních a anisotropních materiál· a také aplikací LES formalismu na výpo£et singularit
nap¥tí bimateriálového ortotropního vrubu resp. trhliny ²í°ící se kolmo na bimateriálové rozhraní.

Abstract

The aim of this work is the solution of problems of the stress distribution near bimaterial notch tip or even-
tually the crack impinging orthogonaly the bimaterial interface, determination of stress singularity exponent.
The �rst part is concerned with basics of linear elastic fracture mechanics, i.e. Irwin's concept of stress
intensity factor. The second part is devoted to description of anisotropic materials by complex potencial
theory. The �nal part is focused on calculation of eigenvalues of both isotropic and anisotropic materials and
application of LES formalism on the calculation of stress singularities of the bimaterial ortotropic notch or
the crack impinging orthogonaly the bimaterial interface.

Klí£ová slova

Lomová mechanika, módy zat¥ºování, anisotropní materiál, ortotropní materiál, LES formalismus, vrub,
trhlina, exponent singularity nap¥tí

Key words

Fracture mechanics, fracture modes, anisotropic material, orthotopic material, LES formalism, noch, crack,
stress intensity factor
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Obrázek 1: Po²kození lomem lod¥ Liberty.

1 Úvod

Tém¥° v²echny strojní sou£ásti obsahují geometrické nespojitosti. Velikost a tvar t¥chto prvk·, jeº nazý-
váme koncentrátory nap¥tí nebo téº vruby1, podstatn¥ ovliv¬ují celkové mechanické vlastnosti sou£ásti, nap°.
iniciací a ²í°ením trhlin v jejich blízkosti, které mohou vést aº ke rozlomení t¥lesa na více sou£ástí.

Lom sou£ásti je jev neºádoucí a nevratný. Historie bohuºel dokazuje, ºe nehody zp·sobené rozpadem
t¥lesa z d·vodu vzniku a ²í°ení trhlin mají mnohdy tragické následky. Samostatná v¥dní disciplína lomová
mechanika, popisující nukleaci, iniciaci a ²í°ení trhliny, vznikla s jasným cílem - zabránit opakování podobných
katastrof.

Z°ejm¥ nejznám¥j²ím p°íkladem negativních d·sledk· p°ítomnosti trhlin v konstruk£ních sou£ástech jsou
nákladní lod¥ t°ídy Liberty. Tato plavidla, vyráb¥na jako náhrada za lod¥ potopené n¥meckými ponorkami,
m¥la poslání zásobovat Velkou Británii vále£ným materiálem a potravinami z USA b¥hem 2. sv¥tové války na
základ¥ zákonu o p·j£ce a pronájmu. Cílem bylo dosáhnout nejrychlej²ího a nejlevn¥j²ího zpracování. Místo
tradi£n¥ pouºívaných nýtovaných spoj· se p°echázelo na spoje sva°ované, coº byla do té doby pom¥rn¥ ne-
odzkou²ená metoda výroby. Ov²em ani pouºitý materiál nebyl vhodn¥ zvolen. Uºitá ocel vykazovala takzvané
tranzitní lomové chování, tj. p°i plavb¥ chladn¥j²ími vodami do²lo ke zm¥n¥ vlastností z houºevnatých na
k°ehké. Z 2700 lodí postavených b¥hem druhé sv¥tové války p°ibliºn¥ 400 utrp¥lo váºné po²kození lomem,
n¥které byly dokonce rozlomeny na dv¥ £ásti ve st°ední £ásti trupu.

Dal²ím p°íkladem fatálních d·sledk· váºných konstruk£ních chyb ignorujících zákonitosti iniciace a ²í°ení
trhliny je havárie letounu Comet britského výrobce deHavilland, uvedeného do provozu roku 1952. Jednalo se
o první letadlo pohán¥né proudovými motory, které slouºilo ke komer£ní p°eprav¥ osob. Nedlouho po uvedení
do provozu, v lednu roku 1954, se toto letadlo z°ítilo poblíº ostrova Elba ve St°edozemním mo°i. B¥hem
vy²et°ování nehody bylo zji²t¥no, ºe na vin¥ byla únavová trhlina, která zp·sobila odlomení zna£né £ásti
trupu. P°í£inou vzniku této trhliny byly koncentrátory nap¥tí, konstruk£n¥ nevhodn¥ °e²ené rohy oken a také
díry pro nýty slouºící k upevn¥ní plátování k draku.

Proces ²í°ení trhliny byl zap°í£in¥n opakovaným namáháním kabiny p°etlakem. Po £ty°ech letech kon-
struk£ních úprav vedoucích k robustn¥j²ímu provedení byl letoun Comet op¥t p°ipraven vyrazit vzh·ru do
oblak, ov²em mezitím vedoucí pozici na trhu dopravních letadel získal letoun 707 spole£nosti Boeing. Nicmén¥
ani letadla této americké spole£nosti nebyla u²et°ena problém·m s trhlinami. Roku 1988 se b¥hem letu Bo-
eingu 737 odlomila p°ední st°e²ní £ást kabiny, díky propojení n¥kolika únavou vyvolaných trhlin v jednu
rozsáhlou. P°í£inou byla jak jiº vý²e zmín¥ná cyklická únava vyvolaná p°etlakem, ale také koroze. Na základ¥
zmín¥ných nehod byly roz²í°eny poznatky o konstrukci letadel. P°íkladem m·ºe být snaha nenavrhovat okna
s p°íli² malým polom¥rem zaoblení, £i uºívání lepených spoj· místo nýtovaných.

Tragické nehody zp·sobené poru²ením trhlinou se bohuºel nevyhnuly ani dob¥ nedávné. V roce 1998
poblíº m¥ste£ka Eschede v N¥mecku do²lo k vykolejení vysokorychlostního vlaku ICE 884. Ne²t¥stí po sob¥
zanechalo 101 ob¥tí. Na vin¥ stála chyba v technické koncepci p°i dimenzování únavové ºivotnosti kola vagónu
a také souhra mnoha dal²ích ne²´astných okolností. Klasické kolo vagónu bývá vytvo°eno jako monoblok,

1Speciálním p°ípadem koncentrátoru nap¥tí je vrub s nulovým úhlem rozev°ení - také nazývaný trhlina.

6



Obrázek 2: Trhlina, která vznikla p°i testování letadla Comet.

Obrázek 3: (a) Nehoda vlaku ICE. (b) Lomová plocha vn¥j²ího v¥nce kola.

ov²em v tomto p°ípad¥ - ve snaze o zlep²ení komfortu p°i cestování - bylo uºito kola skládající se ze dvou
£ástí. Vnit°ní kolo a vn¥j²í v¥nec kola, proloºené vrstvou vibrace tlumící pryºe. Vn¥j²í v¥nec byl díky tomu
daleko více namáhán a do²lo k jeho poru²ení únavovým lomem.

P°edkládaná práce si klade za cíl seznámit s popisem anizotropních materiál· a aplikací tohoto popisu na
klasickou teorii lineární lomové mechaniky zavedené na izotropních materiálech.
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(b)

(a)

(c)

Obrázek 4: Rozevírací (�in-plane opening�). (b) Smykový (�in-plane shearing�). (c) St°ihový (�anti-plane
shearing�).

2 Základní pojmy lomové mechaniky

2.1 Módy zat¥ºování

Jelikoº nem·ºeme nahlíºet na procesní zónu jako na kontinuum, nem·ºeme v této zón¥ aplikovat metody
mechaniky kontinua. Av²ak znalost nap¥tí a deformací mimo tuto oblast je pro nás zásadní p°i porozum¥ní
procesu r·stu trhliny p°ípadn¥ lomu, p°i£emº analytické i numerické metody hrají v tomto p°ípad¥ význam-
nou roli. Mezi numerickými metodami p°evaºuje metoda kone£ných prvk·. Analytické metody jsou obvykle
zaloºeny na °e²ení parciálních diferenciálních rovnic £i integrálních rovnic. Obecn¥ vyºadují zna£nou idea-
lizaci geometrie t¥lesa, parametr· konstitutivních vztah· a plastické zóny. Analytická °e²ení nám nicmén¥
umoº¬ují pochopení základních vztah·, protoºe tyto vztahy není vºdy moºné vyjád°it z numerického °e²ení,
a navíc jsou také velmi uºite£né p°i posuzování p°esnosti metod numerických.

Kaºdý proces zat¥ºování trhlin je moºno chápat jako superpozici t¥chto t°í mód·[4].

� Rozevírací mód, obrázek 4a. Tento mód ozna£ujeme jako mód I. Problémy tohoto módu lze °e²it jako
úlohu rovinné deformace p°ípadn¥ napjatosti.

� Smykový mód, obrázek 4b. Tento mód ozna£ujeme jako mód II. Problémy tohoto módu lze op¥t °e²it
jako úlohu rovinné deformace p°ípadn¥ napjatosti.

� St°ihový mód, obrázek 4c. Tento mód ozna£ujeme jako mód III. Na rozdíl od p°edchozích jde o anti-
rovinný problém.

2.2 Faktor intenzity nap¥tí

Vý²e zmín¥né módy zat¥ºování jsou nesmírn¥ d·leºité p°i analýze trhliny a lomu. M¥jme sou°adný systém
jak nazna£uje obrázek 5, a nech´ u , v , w jsou sloºky posuv· u; σxx, σyy,. . . ,τyz jsou sloºky tenzoru nap¥tí,
pak pro jednotlivé módy m·ºeme psát,

� Mód I. Sloºka posuvu u je symetrická, sloºka posuvu v je anti-symetrická,

u(x,−y, z) = u(x, y, z), v(x,−y, z) = −v(x, y, z), (1)

w = 0 (rovinná deformace),
∂2w

∂z2
= 0 (rovinná napjatost). (2)

V p°ípad¥ izotropního materiálu ur£itá symetrie nap¥tí vyplývá z p°edpokladu symetrie posuv·,

σxx(x,−y, z) = σxx(x, y, z), σyy(x,−y, z) = σyy(x, y, z), (3)

σzz(x,−y, z) = σzz(x, y, z), τxy(x,−y, z) = −τxy(x, y, z), (4)

τxz = τyz = 0. (5)
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Obrázek 5: Systém sou°adnic na £ele trhliny.

� Mód II. Sloºka posuvu u je anti-symetrická, sloºka posuvu v je symetrická,

u(x,−y, z) = −u(x, y, z), v(x,−y, z) = v(x, y, z), (6)

w = 0 pro rovinnou deformaci, (7)

∂2w

∂z2
= 0 pro rovinnou napjatost. (8)

� Mód III. Sloºka posuvu w je jedinou nenulovou sloºkou a je anti-symetrická

u = v = 0, w(x,−y, z) = −w(x, y, z),
∂w

∂z
= 0. (9)

Obdobn¥ jako u módu I, ze symetrie posuv· vyplývají následující symetrie nap¥tí

σxx = σyy = σzz = τxy = 0, (10)

τxz(x,−y, z) = −τxz(x, y, z), τyz(x,−y, z) = τyz(x, y, z), (11)

∂τxz
∂z

=
∂τyz
∂z

= 0. (12)

Dále budeme p°edpokládat, ºe plastická a disipa£ní zóna jsou zanedbatelné vzhledem k velikosti sou£ásti
a trhliny, tj ºe platí vztahy lineární lomové mechaniky (LELM).

Jestliºe r ur£uje vzdálenost od vrcholu trhliny, je moºné dokázat, viz Broberg[2], ºe nap¥tí v blízkosti
hrany trhliny je úm¥rné r−1/2 v p°ípad¥ malých plastických deformací. Za oblast blízkou vrcholu trhliny lze
povaºovat vnit°ek mezikruºí mezi polom¥ry r0 a R0 viz obr. 6, kde p°edpokládáme, ºe platí vztahy LELM.
V pr·b¥hu monotónního zat¥ºování, disipia£ní zóny nezávisí na geometrii t¥lesa a charakteru zat¥ºování. To
znamená, ºe vý²e popsané rovnice platí pro r·zná t¥lesa stejného materiálu, rozloºení nap¥tí-deformace v
plastické zón¥ je shodné, vyjma statistických odchylek. Tyto podmínky nám umoº¬ují zavést faktor intenzity
nap¥tí2, Irwin [3, 4]pro módy I, II a III

KI = lim
r→0

[√
2πrσϕϕ(r, 0)

]
,

KII = lim
r→0

[√
2πrτrϕ(r, 0)

]
, (13)

KIII = lim
r→0

[√
2πrτϕz(r, 0)

]
,

kde σϕϕ je te£né nap¥tí a τrϕ ,τϕz jsou smyková nap¥tí odpovídající pat°i£nému sou°adnému systému, viz
obr. 6. Faktor intenzity nap¥tí KI je vºdy nezáporný, ale naopak faktory KII a KIII mohou nabývat r·zných

2Faktor intenzity ur£uje stav disipa£ních zón v blízkosti vrcholu trhliny p°i jejich relativn¥ malé velikosti, kde jiº nelze p°esn¥
vyjád°it nap¥tí, ale lze vyjád°it jejich intenzitu singularity. Odtud plyne název faktor intenzity nap¥tí.
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Obrázek 6: Polom¥ry r0 a R0 kruhové oblasti ohrani£ující £elo trhliny. Kruh o polom¥ru r0 ohrani£uje disipa£ní
zóny, kruh o polom¥ru R0 ohrani£uje oblast, kde r−1/2 je je²t¥ významné [2].

znamének. Na záv¥r této kapitoly uvedeme vztahy pro nap¥tí a posuvy vycházející z p°edpokladu platnosti
LELM:

σrr =
KI√
2πr

cos
ϕ

2

(
1 + sin2 ϕ

2

)
, (14)

σϕϕ = − 3KII√
2πr

sin
ϕ

2
cos2

ϕ

2
, (15)

τrϕ =
KII√
2πr

cos
ϕ

2

(
1− 3 sin2 ϕ

2

)
, (16)

σzz =

{
ν(σrr + σϕϕ) pro rovinnou deformaci,

0 pro rovinnou napjatost.
(17)

u =
KII

2µ

√
r

2π
sin

ϕ

2
(2 + κ+ cosϕ) , (18)

v =
KI

2µ

√
r

2π
cos

ϕ

2
(2− κ− cosϕ) . (19)

kde µ je modul pruºnosti ve smyku a κ je Kolosovova konstanta, pro kterou platí

κ =

{
3− 4ν pro rovinnou deformaci,

(3− ν) / (1 + ν) pro rovinnou napjatost.
(20)

Pro nap¥tí a deformace zp·sobené pouze módem zat¥ºování II platí

σrr =
KII√
2πr

sin
ϕ

2

(
1− 3 sin2 ϕ

2

)
, (21)

σϕϕ = − 3KII√
2πr

sin
ϕ

2
cos2

ϕ

2
, (22)

τrϕ =
KII√
2πr

cos
ϕ

2

(
1− 3 sin2 ϕ

2

)
, (23)

σzz =

{
ν(σrr + σϕϕ) pro rovinnou deformaci,

0 pro rovinnou napjatost.
(24)

u =
KII

2µ

√
r

2π
sin

ϕ

2
(2 + κ+ cosϕ) , (25)

v =
KI

2µ

√
r

2π
cos

ϕ

2
(2− κ− cosϕ) . (26)
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Pro mód zat¥ºování III platí

τrz =
KIII√

2πr
sin

ϕ

2
, τϕz =

KIII√
2πr

cos
ϕ

2
. (27)

w =
2KIII

µ

√
r

2π
sin

ϕ

2
. (28)

2.3 Stabilita ²í°ení trhliny

Za jistých okolností se trhlina ²í°í samovoln¥ bez zm¥ny vn¥j²ího zatíºení. Dochází tím k poklesu energie
napjatosti, kterou ozna£íme jako hnací síla trhliny Gt, Svoboda [8]

Gt =

∣∣∣∣ dWb · da
∣∣∣∣ , (29)

kdeW je energie napjatosti t¥lesa, a délka trhliny, b tlou²´ka vzorku. Tato energie souvisí s faktorem intenzity
nap¥tí a v p°ípad¥ izotropního materiálu mezi ob¥ma platí vztah

Gt =
K2
I

E
, (30)

KI je faktor intenzity nap¥tí p°i módu I a E je Young·v modul pruºnosti. Výraz v absolutní hodnot¥ ve
vztahu (29) udává uvoln¥nou energii napjatosti p°i zv¥t²ení lomové plochy o jednotku. Pro ur£ení, zda se
trhlina ²í°í samovoln¥ nebo naopak je pot°eba dodávat energii, slouºí rovnice energetické bilance ve tvaru

dWz = dWp − |dWe| , (31)

kde dWp p°edstavuje energii pot°ebnou pro zv¥t²ení délky trhliny o da , dWe je pokles energie napjatosti a dWz

je energie vn¥j²ího zatíºení (práce vn¥j²ích sil). Rovnice (31) platí za p°edpokladu statického a izotermického
procesu. P°i rozboru zjistíme ºe mohou nastat tyto t°i p°ípady:

1. dWp > |dWe| ⇒ dWz > 0 Nerovnost udává, ºe k ²í°ení trhliny je pot°eba dodávat energii vn¥j²ího
zatíºení. Tento stav je výhodný a ozna£ujeme jej jako stabilní ²í°ení trhliny. Pokud nezvý²íme vn¥j²í
zatíºení, trhlina se nebude dál ²í°it.

2. dWp = |dWe| ⇒ dWz = 0 V tomto p°ípad¥ k ²í°ení trhliny sta£í uvoln¥ná energie napjatosti. Samovolné
²í°ení nelze ovlivnit zm¥nou vn¥j²ího zatíºení. Takový stav ozna£ujeme jako mezní.

3. dWp < |dWe| ⇒ dWz < 0 Poslední p°ípad je p°ípadem nestabilním a neºádoucím. �í°ením trhliny
dochází k uvol¬ování energie, dokonce více neº je pot°eba k samotnému ²í°ení trhliny. P°ebyte£ná
energie se p°em¥¬uje na energii kinetickou.
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3 Lineární anizotropní materiál

V této kapitole se budeme zabývat vztahy mezi nap¥tími a deformacemi anizotropního materiálu. Lineární
anisotropní materiál m·ºe mít aº 21 elastických koe�cient·. Ke sníºení po£tu zmín¥ných koe�cient· dochází,
jestliºe materiál vykazuje ur£itou symetrii. Ve v¥t²in¥ p°ípad· k redukci elastických koe�cient· také dochází,
uvaºujeme-li dvojrozm¥rnou deformaci. Protoºe ºe deforma£ní energie musí být kladná, musí být matice 6×6
elastických koe�cient· pozitivn¥ de�nitní.

3.1 Konstitutivní vztahy

M¥jme pravoúhlý systém sou°adnic x1, x2, x3, a nech´ σij a εij jsou nap¥tí a deformace v anisotropním
materiálu. Vztah mezi nap¥tími a deformacemi m·ºeme psát

σij = Cijksεks, (32)

kde Cijks jsou elastické koe�cienty, které jsou prvky tenzoru £tvrtého °ádu. Spl¬uje podmínky úplné symetrie

Cijks = Cjiks, Cijks = Cijsk, Cijks = Cksij . (33)

Inverzní vztah m·ºeme zapsat jako
σij = Sijksεks, (34)

kde Sijks jsou elastické moduly, které jsou op¥t prvky tenzoru £tvrtého °ádu. Také tento spl¬uje podmínky
úplné symetrie

Sijks = Sjiks, Sijks = Sijsk, Sijks = Sksij . (35)

V dal²ím zavedeme zkrácenou notaci tenzor· nap¥tí a deformace která dovoluje zapsat konstitutivní vztahy
pomocí matic, viz Ting [1],

σ11 = σ1, σ22,= σ2, σ33,= σ3, (36)

σ23 = σ4, σ31 = σ5, σ12 = σ6,

ε11 = ε1, ε22 = ε2, ε33 = ε3, (37)

2ε23 = ε4, 2ε31 = ε5, 2ε12 = ε6,

nebo-li m·ºeme psát
σα = Cαβεβ , Cαβ = Cβα. (38)

Tedy zapsáno maticov¥,
σ = Cε, C = CT , (39)

kde ε je 6× 1 sloupcová matice, C je 6× 6 symetrická matice a T zna£í maticovou transpozici

C =


C11 C12 C13 C14 C15 C16

C22 C23 C24 C25 C26

C33 C34 C35 C36

C44 C45 C46

C55 C56

C66

 . (40)

Dále se budeme zabývat p°eváºn¥ dvojrozm¥rnou deformací lineárn¥ anisotropních t¥les, kde platí ε3 = 0.
Vztah mezi nap¥tím a deformací p°echází na

σα =
∑
β 6=3

Cαβεβ , α = 1, 2, ..., 6. (41)

Neuvaºujeme-li rovnici, jeº platí pro σ3, m·ºeme konstitutivní vztahy napsat ve tvaru

σ0 = C0ε0, C0 = (C0)T , (42)

12



kde

(σ0)T = [σ1, σ2, σ4, σ5, σ6], (43)

(ε0)T = [ε1, ε2, ε4, ε5, ε6], (44)

a

C0 =


C11 C12 C14 C15 C16

C22 C24 C25 C26

C44 C45 C46

C55 C56

C66

 . (45)

Matici C0 získáme z matice C odstran¥ním t°etího °ádku a t°etího sloupce. Protoºe C0 je podmaticí matice
C je pozitivn¥ de�nitní a skládá se z 15 nezávislých elastických koe�cient·.

Pro vztah mezi nap¥tím a deformací pro ε3 = 0 platí

ε3 = 0 = s3βσβ . (46)

Odtud pro σ3 dostaneme

σ3 = − 1

s33

∑
β 6=3

sα3s3β , (47)

a dosazením do (34) dostáváme
εα =

∑
β 6=3

s′αβσβ , (48)

kde
s′αβ = sαβ −

sα3s3β
s33

= s′βα (49)

jsou redukované elastické moduly. Zbývá je²t¥ poznamenat, ºe pro s′α3 = s′3β platí

s′α3 = 0, s′3β = 0, α, β = 1, 2, ..., 6. (50)

3.2 Matice C vybraných typ· materiál·

Dále následuje p°ehledný seznam matic C n¥kterých technicky významných typ· materiál·. Symbol ∗ zna£í
moºné nenulové prvky matice C, symboly �,F a ∇ zna£í také nenulové prvky, av²ak p°i jejich vícenásobném
výskytu se odpovídající prvky matice navzájem rovnají. Symbol ⊗ odpovídá koe�cientu C66 = 1

2 (C11−C12),
a podobn¥ jako pro p°edchozí symboly, jeho násobný výskyt znamená vzájemnou rovnost prvk·. Parametr
m udává po£et nezávislých koe�cient· matic C.

� Triklinické materiály. Rovina symetrie neexistuje.

C =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗

 , m = 21 (51)

� Ortorombické (ortotropní) materiály. Existují t°i na sebe kolmé roviny symetrie x1x2, x2x3, x1x3.

C =


∗ ∗ ∗ 0 0 0
∗ ∗ 0 0 0
∗ 0 0 0
∗ 0 0
∗ 0
∗

 , m = 9. (52)

13



� P°í£n¥ isotropní materiály. Rovinami symetrie je rovina x3 = 0 a jakákoli rovina obsahující osu x3.

C =


� ∗ F 0 0 0
� F 0 0 0
∗ 0 0 0
∇ 0 0
∇ 0
⊗

 , m = 5 (53)

� Isotropní materiály. Jakákoli rovina je rovinou symetrie.

C =


� F F 0 0 0
� F 0 0 0
� 0 0 0
⊗ 0 0
⊗ 0
⊗

 , m = 2 (54)

V p°ípad¥ isotropního materiálu symboly ∗ a ⊗ mohou nahrazeny tzv. Lamého konstantami λ a µ 3.
λ+ 2µ λ λ 0 0 0

λ+ 2µ λ 0 0 0
λ+ 2µ 0 0 0

µ 0 0
µ 0

µ

 , m = 2, (55)

kde

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, (56)

µ =
E

2(1 + ν)
(57)

a ν je Poisson·v pom¥r.

3Druhou Lamého konstantu µ také ozna£ujeme jako modul pruºnosti ve smyku G. Viz nap°. [5].
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4 Numerické p°íklady

Teorie rovinné anizotropní pruºnosti, téº známá jako Lechicky-Eshelby-Stroh·v formalismus (LES formalis-
mus), je zaloºena na vlastnostech funkcí komplexní prom¥nné. D·vody pro uºití zmín¥ných funkcí jsou dva.
Prvním z nich je, ºe diferencovatelnost funkce v komplexním oboru je ekvivalentem tzv. harmoni£nosti. Jinak
°e£eno, má-li funkce v oboru komplexních £ísel derivaci, automaticky spl¬uje tzv. biharmonickou rovnici -
m·ºe být tedy pouºita jako Airyho funkce nap¥tí. D·vodem druhým je moºnost popsat vlastnosti materiálu
pouze t°emi konstantami, tzv. vlastními £ísly materiálu.

V první £ásti této kapitoly se budeme zabývat výpo£tem zmín¥ných vlastních £ísel materiálu. U p°í-
kladu prvního bereme v úvahu isotropní materiál, v p°íkladu druhém uvaºujeme materiály ortotropní. K
výpo£tu uºíváme skript vytvo°ený pomocí software Maple 13. Druhá £ást kapitoly °e²í problematiku ur£ení
exponentu singularity nap¥tí pro p°ípad bimateriálového vrubu sloºeného z ortotropních materiál· a také pro
p°ípad trhliny kolmé na rozhraní isotropního a ortotropního materiálu. Výpo£et provádíme pomocí programu
vytvo°eného na Ústavu mechaniky t¥les.

4.1 Vlastní £ísla materiálu

Sestrojíme-li £tvercové matice 3× 3 Q, R a T následujícím zp·sobem

Qij = Ci1k1, Rik = Ci1k2, Tik = Ci2k2, (58)

pak zavedením neznámého parametru p a sestrojením determinantu

A = Q + p(R + RT ) + p2T = 0 (59)

získáme práv¥ 6 ko°en· pi materiálu na mnoºin¥ komplexních £ísel C. Protoºe matice Q, R, T jsou reálné,
musí být ko°eny pi po dvojicích komplexn¥ sdruºené.

P°íklad 1. Isotropní materiál

Uvaºujme materiál mající následující charakteristiky. Modul pruºnosti v tahu E = 2, 1.105 MPa. Poissonova
konstanta ν = 0, 3. Lamého konstanty λ a µ dopo£ítáme dle (56) resp. (57). Cílem je ur£it vlastní £ísla daného
materiálu.

Daný isotropní materiál popisuje matice C ve tvaru, viz (55). Za p°edpokladu, ºe k = 1 · 104

C = k ·


28, 3 12, 1 12, 1 0 0 0

28, 3 12, 1 0 0 0
28, 3 0 0 0

8 0 0
8 0

8

 , (60)

Podle (58) sestrojíme díl£í matice Q, R a T

Q = k ·

 28, 3 0 0
0 8 0
0 0 8

 , (61)

R = k ·

 0 12, 1 0
8 0 0
0 0 0

 , (62)

T = k ·

 8 0 0
0 28, 3 0
0 0 8

 . (63)
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Odpovídající determinant (59) nabývá tvaru

A = k · det

 28, 3 + 8p2 20, 2p 0
20, 2p 8 + 28, 3p2 0

0 0 8 + 8p

 , (64)

odtud dostáváme charakteristický polynom ²estého °ádu4,

1, 84p6 + 5, 53p4 + 5, 53p2 + 1, 84 = 0. (65)

Po úprav¥
(p+ 1)3(16 + 12, 1)(64, 1) = 0, (66)

jehoº °e²ením je trojnásobný komplexn¥ sdruºený ko°en p = ±i nezávislý na vstupních charakteristikách
materiálu.

P°íklad 2. Anisotropní materiál

Uvaºujeme 2 ortotropní materiály mající následující charakteristiky.

EL1 4 · 105 MPa
ET1 2 · 105 MPa
νL1 0, 3 -
νT1 0, 3 -
GL1 3 · 104 MPa
GT1 3 · 104 MPa

EL2 2, 1 · 105 MPa
ET2 2 · 105 MPa
νL2 0, 3 -
νT2 0, 3 -
GL2 3 · 104 MPa
GT2 3 · 104 MPa

Pro popis orototropního materiálu je vhodn¥j²í místo matice C uºít maticí k ní inverzní S, tedy symet-
rickou matici poddajnosti, která pro dané ortotropní materiály za p°edpokladu c = 10−7 vypadá následovn¥.

Pro ortotropní materiál 1

S1 = c ·


25 −7, 5 −7, 5 0 0 0

50 −15 0 0 0
50 0 0 0

333 0 0
333 0

333

 , (67)

pro ortotropní materiál 2

S2 = c ·


47 −14 −14 0 0 0

50 −15 0 0 0
50 0 0 0

333 0 0
333 0

333

 . (68)

Matice C1 a C2 sestrojíme jako matice inverzní k S1 a S2. Podle (58) sestrojíme Q1,2, R1,2 a T1,2

Q1 = k ·

 45, 9 0 0
0 3 0
0 0 3

 , (69)

R1 = k ·

 0 11, 4 0
3 0 0
0 0 0

 , (70)

4V obecném upraveném tvaru je tento polynom pro isotropní materiál (p2 +1)3(2µ+ λ)µ2 = 0. Jelikoº výraz (2µ+ λ) 6= 0 a
sou£asn¥ µ2 6= 0, °e²íme rovnici (p2 + 1)3 = 0. �ádné reálné £íslo R ov²em tuto rovnost nespl¬uje, proto je °e²ením ±i z C.
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T1 = k ·

 3 0 0
0 24, 1 0
0 0 3

 , (71)

Q2 = k ·

 27, 8 0 0
0 3 0
0 0 3

 , (72)

R2 = k ·

 0 11, 4 0
3 0 0
0 0 0

 , (73)

T2 = k ·

 3 0 0
0 26, 6 0
0 0 3

 . (74)

Odpovídající determinanty nabývají tvaru

A1 = k · det

 45, 9 + 3p 12, 8p 0
12, 8p 3 + 24, 1p2 0

0 0 3 + 3p2

 , (75)

A2 = k · det

 27, 8 + 3p 14, 4p 0
14, 4p 3 + 26, 6p2 0

0 0 3 + 3p2

 . (76)

Odtud viz vý²e (65) dostáváme charakteristické polynomy, které pro sloºitost zde neuvádíme, jejichº °e²ením
jsou vlastní £ísla ortotropních materiál·.

materiál 1
0, 3829i
−0, 3829i
3, 6053i
−3, 6053i

i
−i

materiál 2
0, 3966i
−0, 3966i
2, 5780i
−2, 5780i

i
−i

4.2 Exponent singularity nap¥tí a rozloºení nap¥tí v okolí vrubu a trhliny na

bimateriálovém rozhraní

V této kapitole budeme zji²´ovat exponent singularity pro ortotropní materiály s r·znými nap¥´ovými vlast-
nostmi. Výsledkem bude nejenom získání zmín¥ného exponentu, ale také zji²t¥ní pr·b¥h· posuv· a nap¥tí v
okolí vrubu. Pot°ebná teorie uºití komplexních potenciál· je uvedena v dodatcích A a B.

Uvaºujeme-li konkrétní kon�guraci vrubu neobejdeme se bez sestavení okrajových podmínek, které speci-
�kují dané °e²ení. V na²em p°ípad¥ viz obr. (7) de�nujeme tyto okrajové podmínky jako podmínky spojitosti
pro nap¥tí a posuvy následovn¥

σ11 = 0, σ12 = 0 pro θ =
π

2
,

σ22 = 0, σ21 = 0 pro θ = −π,
uI1 − uII1 = 0 pro θ = 0, (77)

uI2 − uII2 = 0 pro θ = 0,

σI12 − σII12 = 0 pro θ = 0,

σI22 − σII22 = 0 pro θ = 0.
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Obrázek 7: Kon�gurace bimateriálového vrubu, ω1 = π
2 a ω2 = π.

Indexy I a II zna£í jednotlivé materiály. Pro posuny a nap¥tí platí vztahy, viz nap°. [6]

u = A · f + A · f
σ1 = L · f ′ + L · f ′ (78)

σ2 = p · L · f ′ + p · L · f ′

kde A a L jsou matice vyjad°ující charakteristiky materiál· v rámci LES formalismu. Dále platí A, L a f
zna£í komplexní sdruºenost matice A, L a vektoru f 5

f =

[
f1
f2

]
=

[
zδ1 0
0 zδ2

]
·
[
v1
v2

]
, (79)

kde vk jsou tzv. vlastní vektory vrubu a prvky zk m·ºeme zapsat

zδk = rδ(cos θ + pk sin θ)δ, (80)

kde r a θ jsou polární sou°adnice viz obr. (7). Exponent δ je vlastní hodnota exponentu singularity. Tento
exponent m·ºeme ur£it na základ¥ okrajových podmínek (77) do nichº dosadíme vztahy (78). Dostaneme
soustavu 6-ti homogenních algebraických rovnic závisejících na δ, Hrstka [7] a Svoboda [8],

A(δ)v = 0, (81)

kde A je matice dané soustavy závisející na δ a v je odpovídající vlastní vektor. Podmínka nenulového °e²ení
je

det(A(δ)) = 0. (82)

Odtud vyjád°íme vlastní £íslo δ a následn¥ ze vztahu (81) ur£íme vektory v.

P°íklad 1

Uvaºujeme kon�guraci znázorn¥nou na obr. (7) bimateriálového vrubu sloºeného ze dvou ortotropních ma-
teriál·. Geometrie vrubu je popsána pomocí úhl· ω1 = π a ω2 = π

2 . Ortotropní materiály jsou zadány
následovn¥

EIL 1 · 105 MPa
EIT 2 · 105 MPa
νIL 0, 3 -
νIT 0, 3 -
GIL 3 · 104 MPa
GIT 3 · 104 MPa

EIIL 4 · 105 MPa
EIIT 0, 5 · 105 MPa
νIIL 0, 3 -
νIIT 0, 3 -
GIIL 3 · 104 MPa
GIIT 3 · 104 MPa

5Ve vztahu (79) by m¥l vystupovat zobecn¥ný faktor intenzity nap¥tí H, av²ak pro na²e ú£ely jej uvaºujeme jako jednotkový.
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Obrázek 8: Trhlina kolmá na bimateriálové rozhraní.

Výpo£tový program po£ítá soustavu rovnic (81) sestavenou na základ¥ vý²e zmín¥ných okrajových pod-
mínek (77). Pr·se£ík k°ivky °e²ení a osy x zna£í hledaný exponent δ, který po zp¥tném zadání do programu
zp°esníme nejmén¥ na osm desetinných míst.

δ1 = 0, 5798 δ2 = 0, 9069

V dal²í fázi programu dojde ke gra�ckému vykreslení závislostí pro sloºky posuv· ux, uy a nap¥tí σxx,
σyy a σxy, viz obr. (9,10).

Z graf· je vid¥t, ºe jsou spln¥ny okrajové podmínky (77), tj. platí následující

� nap¥tí σxx je rovno nule p°i θ = π
2 ,

� nap¥tí σyy je rovno nule p°i θ = −π,

� nap¥tí σxy je rovno nule p°i θ = −π a θ = π
2 a je spojité,

� posuv ux je spojitý,

� posuv uy je spojitý.

P°íklad 2

Uvaºujeme kon�guraci trhliny (8) kolmé na rozhraní dvou materiál·. Materiál I je ortotropní, materiál II
isotropní a jsou zadány následovn¥

EIL 0, 75 · 105 MPa
EIT 1, 75 · 105 MPa
νIL 0, 3 -
νIT 0, 3 -
GIL 3 · 104 MPa
GIT 3 · 104 MPa

EII 1, 2 · 105 MPa
νII 0, 35 -
GII 4, 4 · 104 MPa

Procedura ur£ení exponent· singularity nap¥tí, p°íp. jejich vlastních hodnot, je podobná jako v p°edchozím
p°íklad¥. Problematika se li²í ve formulaci okrajových podmínek, které jsou následující

σII11 = 0, σII12 = 0 pro θ = −π
2
,

3

2
π

uI1 − uII1 = 0 pro θ = 0, π (83)

uI2 − uII2 = 0 pro θ = 0, π

σI12 − σII12 = 0 pro θ = 0, π

σI22 − σII22 = 0 pro θ = 0, π
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Obrázek 9: Pr·b¥hy posuv· a nap¥tí v blízkosti ko°ene bimateriálového vrubu pro vlastní hodnotu exponentu
singularity δ1
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Obrázek 10: Pr·b¥hy posuv· a nap¥tí v blízkosti ko°ene bimateriálového vrubu pro vlastní hodnotu exponentu
singularity δ2
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Po vy°e²ení soustavy rovnic (81) sestavenou na základ¥ vý²e uvedených okrajových podmínek (83) a násled-
ném zp°esn¥ní dostáváme vlastní hodnoty exponentu singularity trhliny

δ1 = 0, 3417 δ2 = 0, 4016. (84)

V dal²í fázi programu dojde op¥t ke gra�ckému vykreslení závislostí pro sloºky posuv· ux, uy a nap¥tí σxx,
σyy a σxy, viz obr.(11, 12).

Z graf· je op¥t vid¥t, ºe jsou spln¥ny okrajové podmínky (83), tj. platí následující

� nap¥tí σxx je rovno nule p°i θ = −π2 ,
3
2π,

� nap¥tí σxy je rovno nule p°i θ = −π2 ,
3
2π,

� posuv ux je spojitý,

� posuv uy je spojitý.
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Obrázek 11: Pr·b¥hy posuv· a nap¥tí v blízkosti vrcholu trhliny kolmé k rozhraní pro vlastní hodnotu
exponentu singularity δ1
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Obrázek 12: Pr·b¥hy posuv· a nap¥tí v blízkosti vrcholu trhliny kolmé k rozhraní pro vlastní hodnotu
exponentu singularity δ2
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Záv¥r

Cílem této práce bylo popsat rozloºení nap¥tí v okolí bimateriálového vrubu p°íp. trhliny kolmé na bimateri-
álové rozhraní. V první £ásti práce jsme se v¥novali základním pojm·m lineární lomové mechaniky. Ukázali
jsme si 3 základní módy zat¥ºování, nezbytné pro popis chování trhliny a dále jsme uvedli Irwin·v faktor
intenzity nap¥tí. Nakonec byla uvedena energetická bilance popisující stabilitu ²í°ení trhliny.

V druhé £ásti jsme pojednávali o lineárních anizotropních materiálech, byly zavedeny konstitutivní vztahy
umoº¬ující zapsání elastických koe�cient· a nechybí vý£et matic umoº¬ující zápis vý²e zmín¥ných koe�cient·
technicky významných materiál·.

V £ásti poslední jsme se v¥novali konkrétním numerickým p°íklad·m a teorii umoºnující popis rovinné
napjatosti a deformace izotropních / anizotropních materiál· (tzv. Lechnicky-Eshelby-Stroh·v formalismus).
Nejd°íve jsme ur£ovali vlastní £ísla isotropního a ortropního materiálu poté jsme v¥novali pozornost výpo£tu
exponent· singularity nap¥tí v okolí koncetrátor· typu bimateriálový vrub a trhlina. Výpo£et provádíme pro
bimateriálový vrub dvou ortotropních materiálu a pro trhlinu kolmou na rozhraní isotropního a ortotropního
materiálu. Následn¥ vykreslíme pr·b¥hy posuv· a nap¥tí vrubu resp. trhliny.

První £ást dodateku stru£n¥ popisuje vlastnosti funkcí komplexní prom¥nné a druhá £ást uvádí vybrané
vztahy Lechicky-Eshelby-Strohova formalismu.

Trendem dne²ní doby uºívání kompozitních materiál·, které mají £asto velmi výhodné vlastnosti. Vý-
hodné vlastnosti jsou ov²em £áste£n¥ vyváºeny nevýhodami mnohem sloºit¥j²ího popisu z hlediska lomové
mechaniky. V budoucnu budou tyto kompozitní materiály pravd¥podobn¥ víc a víc nahrazovat klasické kon-
struk£ní materiály, proto je nutné mít kvalitní teorii popisující jejich chování. Z tohoto d·vodu se autor hodlá
zabývat dále problematikou lomu moderních materiál· a navázat a dále rozvinout téma bakalá°ské práce na
ur£ování faktor· intenzity nap¥tí vrub·, p°íp. trhlin v blízkosti bimateriálových rozhraní.
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Obrázek 13: Kone£ná a nekone£ná oblast v komplexní rovin¥.

A Funkce komplexní prom¥nné

Funkce komplexní prom¥nné závisí na komplexní prom¥nné z = x + iy, kde i =
√
−1 je tzv. imaginární

jednotka. Funkci komplexní prom¥nné lze psát ve tvaru

f(z) = Ref(x, y) + iImf(x, y), (85)

kde Ref(x, y) a Imf(x, y) jsou reálné funkce reálných prom¥nných x a y nazývaných jako reálná £ást a ima-
ginární £ást funkce f(z). D·leºitou operací je tzv. komplexní sdruºenost, kdy se m¥ní znaménko u imaginární
jednotky, tj. komplexn¥ sdruºené £íslo z k £íslu z je £íslo

z = x− iy. (86)

Podobn¥ komplexn¥ sdruºená funkce f(z) k funkci f(z) je funkce

f(z) = Ref(x, y)− iImf(x, y). (87)

Dal²ím d·leºitým pojmem je tzv. holomorfnost, nebo také regulárnost, funkce komplexní prom¥nné. Krom¥
jiného tato vlastnost znamená, ºe je daná funkce diferencovatelná ve smyslu derivace v komplexním oboru.
Aby funkce byla holomorfní, musí spl¬ovat tzv. Cauchy-Riemannovy podmínky,

∂Ref(x, y)

∂x
=
∂Imf(x, y)

∂y
, (88)

∂Ref(x, y)

∂y
= −∂Imf(x, y)

∂x
. (89)

Je vcelku problém nalézt funkci, která nespl¬uje C-R podmínky, ale jednou z nich je práv¥ funkce komplexn¥
sdruºená k libovolné holomorfní funkci. Snadno se to ov¥°í na funkci (87), kterou m·ºeme p°epsat do tvaru

f(z) = Ref(x, y) + i (−Imf(x, y)) = f1(x, y) + if2(x, y). (90)

Pak nap°. platí
∂Ref(x, y)

∂x
=
∂f1(x, y)

∂x
(91)

∂Ref(x, y)

∂y
=
∂f1(x, y)

∂y
(92)

∂Imf(x, y)

∂x
= −∂f2(x, y)

∂x
(93)

∂Imf(x, y)

∂y
= −∂f2(x, y)

∂y
. (94)
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Odtud jde vid¥t, ºe za p°edpokladu platnosti (88) a (89) neplatí C-R podmínky pro (90) a funkce tedy není
holomorfní. Av²ak komplexn¥ sdruºená funkce je holomorfní v p°ípad¥ komplexní sdruºenosti její nezávislé
prom¥nné z. Jinými slovy, jestliºe je n¥jaká funkce f(z) holomorfní v komplexní polorovin¥ nad osou x, pak
její komplexn¥ sdruºený prot¥j²ek f(z) je holomorfní ve spodní polorovin¥, tj. pod osou x. Tedy pod osou x
se funkce f(z) m·ºe psát ve tvaru

f(z) = Ref(x,−y)− iImf(x,−y) = f1(x, y) + if2(x, y). (95)

a tato funkce jiº spl¬uje C-R podmínky,

∂Ref(x,−y)

∂x
=
∂f1(x, y)

∂x
(96)

∂Ref(x,−y)

∂y
= −∂f1(x, y)

∂y
(97)

∂Imf(x,−y)

∂x
= −∂f2(x, y)

∂x
(98)

∂Imf(x,−y)

∂y
=
∂f2(x, y)

∂y
. (99)

Z p°edchozích vztah· jde vid¥t, ºe za p°edpokladu platnosti (88) a (89) platí C-R podmínky pro (95) a funkce
je tedy holomorfní. Tato vlastnost je fundamentální pro pozd¥j²í výpo£ty. V dal²ím se vyuºívá dal²í vlastnosti
holomorfních (regulárních) funkcí komplexní prom¥nné vyplývající z následující v¥ty (Cauchy),

V¥ta: Nech´ c je uzav°ená, jednoduchá, hladká a proti sm¥ru hodinových ru£i£ek orientovaná k°ivka, která
rozd¥luje rovinu komplexních £ísel na kone£nou £ást S+a nekone£nou £ást S−, viz obrázek 13. Jestliºe je
n¥jaká funkce ϕ(z) holomorfní v S− a v nekone£nu a spojitá v S− ∪ c , pak

1

2πi

ˆ

c

ϕ(t)dt

t− z
= −ϕ(z) + ϕ(∞) pro z ∈ S−, (100)

1

2πi

ˆ

c

ϕ(t)dt

t− z
= ϕ(∞) pro z ∈ S+. (101)

P°edchozí v¥ta má velký význam v tom, ºe popisuje vztah mezi spojitou funkcí na n¥jaké oblasti v£etn¥ její
hranice a jejími hodnotami vn¥ nebo uvnit° dané oblasti. Uzav°enou k°ivkou m·ºe být i p°ímka, konkrétn¥
nap°. osa x, která se uzavírá v nekone£nu. To tedy znamená, ºe vnit°ní oblast S+ m·ºe být nap°. komplexní
polorovina nad osou x a pak oblastí S− je komplexní polorovina pod osou x, nebo naopak, pod osou x m·ºe
být vnit°ní oblast S+ a nad osou x tedy vn¥j²í oblast S−.
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B Formalismus Lechnického, Eshelbyho a Stroha pro popis nap¥tí
a posuv·

Podle LES formalismu pro ortotropní materiál platí následující vztahy pro posuvy a nap¥tí

ui = 2Re {Aijfj(zj)} ,

σ2i = 2Re
{
Lijf

′
j(zj)

}
, σ1i = −2Re

{
Lijµjf

′
j(zj)

}
, (102)

kde µj = µ′j + iµ′′j jsou vlastní £ísla materiálu, zj = x+ µjy a Aij a Lij jsou matice, pro které platí

A =

[
s11µ

2
1 + s12 s11µ

2
2 + s12

s12µ1 + s22/µ1 s12µ2 + s22/µ2

]
, L =

[
−µ1 −µ2

1 1

]
. (103)

Dal²í d·leºité matice jsou pozitivn¥ de�nitní Hermitovské matice

B = iAL−1, H = BI + B
II
. (104)

Hermitovská matice je zobecn¥ním symetrické matice, tj. pro hermitovskou matici platí

H = H
T
. (105)

Je-li navíc pozitivn¥ de�nitní, pak platí
xTHx > 0, (106)

kde x je obecn¥ komplexní vektor. Se vztahy pro nap¥tí v (102) není nutné pracovat p°ímo, sta£í pracovat s
tzv. funkcí nap¥tí φ = [ϕi]

ϕi = 2Re {Lijfj(zj)} , (107)

coº je vektor jehoº derivované sou°adnice ϕi vyjad°ují nap¥tí podle vztah·

σ2i = ϕi,1, σ1i = −ϕi,2, (108)

kde £íslo za £árkou v dolním indexu znamená odpovídající parciální derivaci. Dále lze pomocí funkce nap¥tí
(107) vyjád°it vektor síly t p·sobící na povrchu Γ (k°ivka Γ je orientována po sm¥ru hodinových ru£i£ek) s
vn¥j²í normálou

n =

[
− dx2

ds
,

dx1
ds

]
, (109)

ti = σijnj = σi1n1 + σi2n2 = −ϕi,2
(
− dx2

ds

)
+ ϕi,1

dx1
ds

=
d

ds
ϕi. (110)

Pomocí funkce nap¥tí (107) lze také vyjád°it výslednou sílu p·sobící na k°ivce Γ mezi body s1 a s2

T = ∆φ = φ(s2)− φ(s1) =

ˆ s2

s1

t(s) ds, (111)

kde se tedy pro polop°ímku vycházející z po£átku, za p°edpokladu nulovosti v nekone£nu, Ti(z = ∞) = 0,
dostane

Ti = −2Re {Lijfj(zj)} . (112)

V p°ípad¥ polárních sou°adnic (r, θ) je pro vyjád°ení radiálních a te£ných nap¥tí výhodné pouºít funkci nap¥tí
(107)

σrr = n · tr, σrθ = m · tr = n · tθ, σθθ = m · tθ, (113)

kde
nT = [cos θ, sin θ], mT = [− sin θ, cos θ] (114)

a
tr = −1

r
φ,θ, tθ = φ,r. (115)

Vektor tr, resp. tθ, jsou vektory nap¥tí p·sobící na plo²kách, jejichº normály jsou ve sm¥ru radiusvektoru,
resp. ve sm¥ru na n¥j kolmém, tj. platí

(tr)i = σijnj , (tθ)i = σijmj . (116)
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