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Abstrakt

Cilem predkladané prace je sezndmeni se s problematikou rozlozeni napéti v okoli bimateridlového vrubu, p#ip.
trhliny kolmé na rozhrani, vyjadieni exponentu singularity napéti. Prvni ¢ast pojednava o zakladech linearné
elastické lomové mechaniky tedy i Irwinovy koncepce faktoru intenzity napéti. Druha ¢ast se vénuje popisu
anisotropnich materiali, pomoci teorie komplexnich potencidla. Zavéreéna, tieti ¢ast se zabyva vypoctem
vlastnich ¢isel isotropnich a anisotropnich materiali a také aplikaci LES formalismu na vypocet singularit
napéti bimateridlového ortotropniho vrubu resp. trhliny $ifici se kolmo na bimateridlové rozhrani.

Abstract

The aim of this work is the solution of problems of the stress distribution near bimaterial notch tip or even-
tually the crack impinging orthogonaly the bimaterial interface, determination of stress singularity exponent.
The first part is concerned with basics of linear elastic fracture mechanics, i.e. Irwin’s concept of stress
intensity factor. The second part is devoted to description of anisotropic materials by complex potencial
theory. The final part is focused on calculation of eigenvalues of both isotropic and anisotropic materials and
application of LES formalism on the calculation of stress singularities of the bimaterial ortotropic notch or
the crack impinging orthogonaly the bimaterial interface.

Klicova slova

Lomova mechanika, mdédy zatézovani, anisotropni material, ortotropni material, LES formalismus, vrub,
trhlina, exponent singularity napéti
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Fracture mechanics, fracture modes, anisotropic material, orthotopic material, LES formalism, noch, crack,
stress intensity factor
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Obrazek 1: Poskozeni lomem lodé Liberty.

1 Uvod

Témeétr vSechny strojni soucasti obsahuji geometrické nespojitosti. Velikost a tvar téchto prvki, jez nazy-
vame koncentrdtory napéti nebo téz vruby', podstatné ovliviiuji celkové mechanické vlastnosti sou¢asti, napf.
iniciaci a §ifenim trhlin v jejich blizkosti, které mohou vést az ke rozlomeni télesa na vice soucasti.

Lom soucasti je jev nezddouci a nevratny. Historie bohuzel dokazuje, Zze nehody zpusobené rozpadem
télesa z divodu vzniku a §ifeni trhlin maji mnohdy tragické nasledky. Samostatna védni disciplina lomova
mechanika, popisujici nukleaci, iniciaci a §ifeni trhliny, vznikla s jasnym cilem - zabranit opakovani podobnych
katastrof.

Ztejmé nejznaméjsim piikladem negativnich dusledkt pfitomnosti trhlin v konstrukénich soucastech jsou
néakladni lodé t¥idy Liberty. Tato plavidla, vyrabéna jako ndhrada za lodé potopené némeckymi ponorkami,
méla poslani zdsobovat Velkou Britanii valeénym materidlem a potravinami z USA béhem 2. svétové valky na
zékladé zékonu o pujcce a pronadjmu. Cilem bylo dosdhnout nejrychlejiiho a nejlevnéjsiho zpracovani. Misto
tradi¢né pouzivanych nytovanych spoji se pifechizelo na spoje svafované, coz byla do té doby pomérné ne-
odzkous$ena metoda vyroby. OvSem ani pouZity materidl nebyl vhodné zvolen. Uzita ocel vykazovala takzvané
tranzitni lomové chovani, tj. pfi plavbé chladnéjsimi vodami doglo ke zméné vlastnosti z houzevnatych na
kiehké. Z 2700 lodi postavenych béhem druhé svétové valky piiblizné 400 utrpélo vazné poskozeni lomem,
nékteré byly dokonce rozlomeny na dvé ¢asti ve stfedni ¢asti trupu.

Dalsim ptikladem fatalnich disledki vaznych konstrukénich chyb ignorujicich zakonitosti iniciace a Sifeni
trhliny je havérie letounu Comet britského vyrobce deHavilland, uvedeného do provozu roku 1952. Jednalo se
o prvni letadlo pohanéné proudovymi motory, které slouzilo ke komeréni prepravé osob. Nedlouho po uvedeni
do provozu, v lednu roku 1954, se toto letadlo zfitilo pobliZ ostrova Elba ve Stfedozemnim moii. Béhem
vySetfovani nehody bylo zjisténo, ze na viné byla tnavové trhlina, kterd zpusobila odlomeni zna¢né casti
trupu. Pfi¢inou vzniku této trhliny byly koncentratory napéti, konstrukéné nevhodné feSené rohy oken a také
diry pro nyty slouzici k upevnéni platovani k draku.

Proces §ifeni trhliny byl zapii¢inén opakovanym namahénim kabiny pfetlakem. Po ¢tyfech letech kon-
strukénich aprav vedoucich k robustnéj§imu provedeni byl letoun Comet opét pfipraven vyrazit vzhiru do
oblak, ovem mezitim vedouci pozici na trhu dopravnich letadel ziskal letoun 707 spole¢nosti Boeing. Nicméné
ani letadla této americké spoleénosti nebyla uSetifena problémtm s trhlinami. Roku 1988 se béhem letu Bo-
eingu 737 odlomila predni stfesni ¢ast kabiny, diky propojeni nékolika inavou vyvolanych trhlin v jednu
rozsahlou. Pfi¢inou byla jak jiz vySe zminéna cyklickd tinava vyvolana pietlakem, ale také koroze. Na zakladé
zminénych nehod byly rozsifeny poznatky o konstrukci letadel. Piikladem miiZze byt snaha nenavrhovat okna
s prili§ malym polomérem zaobleni, ¢i uzivani lepenych spoji misto nytovanych.

Tragické nehody zptisobené poruSenim trhlinou se bohuzel nevyhnuly ani dob& nedavné. V roce 1998
pobliz méstecka Eschede v Némecku doglo k vykolejeni vysokorychlostniho vlaku ICE 884. Nestésti po sobé
zanechalo 101 obéti. Na viné stala chyba v technické koncepci pii dimenzovani tinavové zivotnosti kola vagénu
a také souhra mnoha dalsich ne§tastnych okolnosti. Klasické kolo vagénu byva vytvoreno jako monoblok,

ISpecialnim piipadem koncentratoru napéti je vrub s nulovym tihlem rozevfeni - také nazyvany trhlina.



Obrazek 3: (a) Nehoda vlaku ICE. (b) Lomova plocha vnégjsiho vénce kola.

ovSem v tomto piipadé - ve snaze o zlepSeni komfortu pii cestovani - bylo uzito kola skladajici se ze dvou
¢asti. Vnitini kolo a vnéjsi vénec kola, prolozené vrstvou vibrace tlumici pryze. Vngjsi vénec byl diky tomu
daleko vice naméhan a doslo k jeho poruSeni dnavovym lomem.

Predkladana prace si klade za cil seznamit s popisem anizotropnich materiali a aplikaci tohoto popisu na

klasickou teorii linearni lomové mechaniky zavedené na izotropnich materialech.



\\ \II 1
\
|||| ||||||||| I| Il |||||||||||‘ |
i & ||\||\|.... I

Obrazek 4: Rozeviraci (,in-plane opening”). (b) Smykovy (,in-plane shearing”). (c) Stiihovy (anti-plane
shearing”).

2 Zakladni pojmy lomové mechaniky

2.1 Modbdy zatézovani

JelikoZ nemiizeme nahlizet na procesni zénu jako na kontinuum, nemuizeme v této zéné aplikovat metody
mechaniky kontinua. AvSak znalost napéti a deformaci mimo tuto oblast je pro nés zasadni pii porozumeéni
procesu rustu trhliny pfipadné lomu, pfi¢emz analytické i numerické metody hraji v tomto piipadé vyznam-
nou roli. Mezi numerickymi metodami pfevazuje metoda konetnych prvkia. Analytické metody jsou obvykle
zaloZzeny na feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic ¢ integralnich rovnic. Obecné vyzaduji znatnou idea-
lizaci geometrie télesa, parametru konstitutivnich vztaha a plastické zony. Analytickd feSeni ndm nicméné
umoziuji pochopeni zakladnich vztaht, protoze tyto vztahy neni vidy mozné vyjadfit z numerického feSeni,
a navic jsou také velmi uZite¢né pii posuzovani piresnosti metod numerickych.
Kazdy proces zat&Zzovani trhlin je moZno chapat jako superpozici téchto tii mddi[4].

e Rozeviraci mad, obrazek 4a. Tento méd oznacujeme jako mod I. Problémy tohoto médu lze fesit jako
tlohu rovinné deformace piipadné napjatosti.

o Smykovy mdd, obrézek 4b. Tento mdd oznacujeme jako mod II. Problémy tohoto modu lze opét fesit
jako tlohu rovinné deformace piipadné napjatosti.

e Strihovy mdd, obrazek 4c. Tento mod oznacujeme jako mod ITI. Na rozdil od piedchozich jde o anti-
rovinny problém.

2.2 Faktor intenzity napé&ti

Vyse zminéné mody zatézovani jsou nesmirné dulezité pii analyze trhliny a lomu. Méjme soufadny systém
jak naznacuje obrazek 5, a necht u , v, w jsou slozky posuvil U; 04z, Oyy,. .. ,Ty- jsou slozky tenzoru napéti,
pak pro jednotlivé médy muzeme psat,

e Mod I. Slozka posuvu u je symetricka, slozka posuvu v je anti-symetricka,

u(x, —y,z) = U(Qj?yvz)? U(l‘, —y,Z) = —U(l‘,%z), (1)
o Pw o
w=0 (rovinnd deformace), 0z 0 (rovinndnapjatost). (2)
z

V piipadeé izotropniho materidlu uréitad symetrie napéti vyplyva z pfedpokladu symetrie posuvi,

O'wa:(xv_yaz> :sz(l‘,%z)a Uyy(xv —y,Z) = Uyy<xay72)7 (3)
Uzz(xa 7y,2) = O—zz(x;yvz)a Tmy(xa 7y,2) = 7Txy(x7yaz)7 (4)
Tez = Tyz = 0. (5)



Obréazek 5: Systém soufadnic na ¢ele trhliny.

e Mod II. Slozka posuvu u je anti-symetricka, slozka posuvu v je symetricka,

u(ma_yvz) = —u(x,y,z), U('Ta_yaz) :’U(Z‘,y,Z), (6)
w =0 prorovinnoudeformaci, (7)

82
87;20 =0 prorovinnounapjatost. (8)

e Mod III. Slozka posuvu w je jedinou nenulovou slozkou a je anti-symetricka
0
u=v=0, w(m,—y,z) = —w(x,y,z), aiw =0. (9)
z

Obdobné jako u modu I, ze symetrie posuvi vyplyvaji nasledujici symetrie napéti

Oxx = Oyy = Ozz = Tpy = 0> (10)

Twz(xv -Y, Z) = _Twz(xvyaz)v Tyz(xv_yaz) :Tyz('rayvz)a (11)
OTzz  OTy»

= =0. 12

0z 0z (12)

Dale budeme predpokladat, ze plasticki a disipa¢ni zéna jsou zanedbatelné vzhledem k velikosti soucasti
a trhliny, tj Ze plati vztahy linearni lomové mechaniky (LELM).

Jestlize r urcuje vzdalenost od vrcholu trhliny, je mozné dokézat, viz Broberg[2], Ze napéti v blizkosti
hrany trhliny je tmérné r—'/2 v p¥ipadé malych plastickych deformaci. Za oblast blizkou vrcholu trhliny lze
povazovat vnitfek mezikruzi mezi poloméry ro a Ry viz obr. 6, kde predpokladame, ze plati vztahy LELM.
V pritbéhu monoténniho zatézovani, disipia¢ni zény nezavisi na geometrii télesa a charakteru zatézovani. To
znamena, ze vySe popsané rovnice plati pro rizna télesa stejného materialu, rozloZzeni napéti-deformace v
plastické zoné je shodné, vyjma statistickych odchylek. Tyto podminky nam umoziuji zavést faktor intenzity
napéti®, Trwin |3, 4|pro mody I, 1T a T1T

K;= 1in(1) [\/ 271'7"@,“7“,0)} ,
T—

K = lim [\/ 2mr Ty (T, 0)} ) (13)
r—0

K= }1_13% [\/ 2mr T, (1, 0)} ,

kde 0, je te¢né napéti a 7., ,7,. jsou smykova napéti odpovidajici patii¢nému soufadnému systému, viz
obr. 6. Faktor intenzity napéti K je vzdy nezdporny, ale naopak faktory K;; a K;;; mohou nabyvat raznych

2Faktor intenzity uréuje stav disipagnich zo6n v blizkosti vrcholu trhliny pi#i jejich relativng malé velikosti, kde jiZ nelze pFesné
vyjadrit napéti, ale lze vyjadfit jejich intenzitu singularity. Odtud plyne nazev faktor intenzity napéti.



Crack

A

Obrazek 6: Poloméry g a Ry kruhové oblasti ohranic¢ujici ¢elo trhliny. Kruh o poloméru ry ohranic¢uje disipaéni

—1/2

z6ény, kruh o poloméru Ry ohrani¢uje oblast, kde r je jesté vyznamné [2].

znamének. Na zavér této kapitoly uvedeme vztahy pro napéti a posuvy vychézejici z predpokladu platnosti

LELM:

1 + sin? )

Orpr =

Ky f (
2 2
3K
Opp = \/i ;0 cos? %
KII (

cos— 1 — 3sin? ),
V2rr

{I/(O’rr +0,,) pro rovinnou deformaci,
Ozz =

0 pro rovinnou napjatost.

K

u = 251/2 nf(2+/<;+cosgo)
K
2;1/271_005%(2—/{—60590)

kde p je modul pruznosti ve smyku a « je Kolosovova konstanta, pro kterou plati

3—4v pro rovinnou deformaci,
K =
(3—v)/(14v) prorovinnounapjatost.

Pro napéti a deformace zpusobené pouze médem zatézovani II plati

Kir . @ ( Lo
Oy = sin — (1 — 3sin —) ,
\V2mr 2 2
3K . ¢ o

Vorr 2 2
K
Trp = L cos hd (1 — 3sin? f) ,
27y 2

v(orr + 0pp)  pro rovinnou deformaci,

0 pro rovinnou napjatost.

K
U—TZ;HESIl%(Q—‘rH—l—COSQD)

K
v = 2;1/2—COS§(2—K—COS¢)

10

(20)



Pro méd zatézovani III plati

K . @ Kt @
= sin =, Tpy = cos —. 27
2mr 2 7z 2mr 2 27

2K
w = HleLsinf. (28)
n 2w 2

2.3 Stabilita sifeni trhliny

Trz

Za jistych okolnosti se trhlina §if{ samovolné bez zmény vnéjsiho zatizeni. Dochézi tim k poklesu energie
napjatosti, kterou ozna¢ime jako hnaci sila trhliny Gy, Svoboda [8]

dW
b-da

G, — ’ , (29)

kde W je energie napjatosti télesa, a délka trhliny, b tloustka vzorku. Tato energie souvisi s faktorem intenzity
napéti a v pripadé izotropniho materidlu mezi obéma, plati vztah

_ K7

Gt Ea

(30)
K7 je faktor intenzity napéti pifi médu I a E je Youngiv modul pruznosti. Vyraz v absolutni hodnoté ve
vztahu (29) udava uvolnénou energii napjatosti pii zvétSeni lomové plochy o jednotku. Pro urceni, zda se
trhlina §ifi samovolné nebo naopak je potieba dodéavat energii, slouzi rovnice energetické bilance ve tvaru

AW, = dW,, — |dW,|, (31)

kde dW,, pfedstavuje energii potiebnou pro zvétseni délky trhliny o da , dW, je pokles energie napjatosti a dW,
je energie vnéjsiho zatiZeni (prace vnéjsich sil). Rovnice (31) plati za pfedpokladu statického a izotermického
procesu. Pfi rozboru zjistime Ze mohou nastat tyto t¥i pripady:

1. dW, > |dW,.| = dW, > 0 Nerovnost udava, ze k 8ifeni trhliny je potfeba dodéavat energii vnéjsiho
zatizeni. Tento stav je vyhodny a oznacujeme jej jako stabilni Sifeni trhliny. Pokud nezvysime vnéjsi
zatizeni, trhlina se nebude dal §iFit.

2. dW, = |dW,| = dW, = 0V tomto piipadé k §ifeni trhliny sta¢i uvolnéna energie napjatosti. Samovolné
Sifeni nelze ovlivnit zménou vnéjsiho zatiZzeni. Takovy stav oznacujeme jako mezni.

3. dW, < |dW,| = dW, < 0 Posledni pfipad je piipadem nestabilnim a nezéddoucim. Sifenim trhliny
dochazi k uvoliiovani energie, dokonce vice nez je potieba k samotnému §ifeni trhliny. Piebytecna
energie se pfeménuje na energii kinetickou.

11



3 Linearni anizotropni material

V této kapitole se budeme zabyvat vztahy mezi napétimi a deformacemi anizotropniho materialu. Linearni
anisotropni materiadl maze mit az 21 elastickyjch koeficienti. Ke sniZeni po¢tu zminénych koeficientu dochéazi,
jestlize materidl vykazuje ur€itou symetrii. Ve vét§iné pripada k redukci elastickych koeficienti také dochéazi,
uvazujeme-li dvojrozmérnou deformaci. ProtoZe Ze deformacni energie musi byt kladné, musi byt matice 6 x 6
elastickych koeficient pozitivné definitni.

3.1 Konstitutivni vztahy

Mgjme pravouhly systém soufadnic xi, 2, x3, a necht o;; a €;; jsou napéti a deformace v anisotropnim
materidlu. Vztah mezi napétimi a deformacemi mizeme psat

045 = CijksEks, (32)
kde Cjjs jsou elastické koeficienty, které jsou prvky tenzoru ¢tvrtého fadu. Spliiuje podminky tplné symetrie
Cijks = Cjiks, Clijks = Cijsk,  Cijrs = Chsij- (33)

Inverzni vztah miZzeme zapsat jako

Oij = Dijks€ks, (34)
kde S;jis jsou elastické moduly, které jsou opét prvky tenzoru ¢tvrtého fadu. Také tento splituje podminky
aplné symetrie

Sijks = Sjiksy  Sijks = Sijsks  Sijks = Sksij- (35)

V dalsim zavedeme zkrécenou notaci tenzori napéti a deformace kterd dovoluje zapsat konstitutivni vztahy
pomoci matic, viz Ting [1],

011 = 01, 022,= 02, 033,= 03, (36)

023 = 04, 031 =05, 012 = 0,

€11 = €1, €22 =¢E2, £33=¢E3, (37)
2693 = €4, 2e31 =65, 2612 = €,
nebo-li muzeme psét
0o = Capeg, Cap = Caa- (38)
Tedy zapsano maticove,
oc=C¢ C=CT, (39)
kde € je 6 x 1 sloupcova matice, C je 6 x 6 symetrickd matice a T znaci maticovou transpozici
Cn Ci2 Ci3 Cuu Ci5 Cie

022 023 024 C’25 026
C33 C3q4 C35 Cs6

C = 40
Cu Cys Cys (40)

Css Cse

Ces

Déle se budeme zabyvat pfevazné dvojrozmérnou deformaci linedrné anisotropnich téles, kde plati e3 = 0.
Vztah mezi napétim a deformaci prechéazi na

0o =Y Capep, a=1,2,..,6. (41)
B#3

Neuvazujeme-li rovnici, jez plati pro o3, miizeme konstitutivni vztahy napsat ve tvaru

o’ =C%", C’=(C"7, (42)
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kde
(UO)T = [Ul7 02, 04, 05, 06]7 (43)

()T = [e1, €2, €4, €5, €a), (44)

Cn Ci2 Cuu Ci5 Cis
Cay Coy Co5 Cog

Cl = Cus Cus Cue . (45)
Css  Cse
Ces

Matici C° ziskdme z matice C odstranénim tietiho fadku a t¥etiho sloupce. Protoze C° je podmatici matice
C je pozitivné definitni a skladé se z 15 nezavislych elastickych koeficientu.
Pro vztah mezi napétim a deformaci pro €3 = 0 plati

€3 = 0= $3303. (46)
Odtud pro o3 dostaneme
1
03 — —— Z Sa3835, (47)
533
B#3

a dosazenim do (34) dostavame
Ea = Z 50508, (48)
B#3
kde

Sa353s3
= s},a (49)

/
S =S —
af af
533

SlaS =0, Séﬁ =0,a,6=1,2,...,6. (50)

3.2 Matice C vybranych typd materialia

Dale nasleduje piehledny seznam matic C nékterych technicky vyznamnych typi materiali. Symbol * znaéi
mozné nenulové prvky matice C, symboly 4, % a V znaci také nenulové prvky, av8ak pfi jejich vicenasobném
vyskytu se odpovidajici prvky matice navzdjem rovnaji. Symbol ® odpovida koeficientu Cgg = %(Cn —C42),
a podobné jako pro piedchozi symboly, jeho nasobny vyskyt znamend vzajemnou rovnost prvki. Parametr
m udava pocet nezavislych koeficienti matic C.

e Triklinické materidly. Rovina symetrie neexistuje.

EE I

* K X X ¥ ¥
Il
[N}
—
—
ot
—
—

e Ortorombické (ortotropni) materialy. Existuji tfi na sebe kolmé roviny symetrie 122, x2x3, T123.

*x O O O O
*¥ OO O OO
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e Piicné isotropni materidly. Rovinami symetrie je rovina x3 = 0 a jakékoli rovina obsahujici osu x3.

¢ x % 0 0 O
¢ % 0 0 0
* 0 0 0

C= v oo of ™FP
vV 0
®

e Isotropni materialy. Jakakoli rovina je rovinou symetrie.
¢ X % 0 0 0
¢ % 0 0 O
¢ 0 0 O -

C= © 0 0|0 ™= 2
® 0
&

V piipadé isotropniho materidlu symboly * a ® mohou nahrazeny tzv. Lamého konstantami \ a p °.

A+ 2p0 A A 0 0 O
A+2u A 0 0 O
A+24 0 0 O _
L0 0| m =2,
w0
1
kde
\ = Ev 7
(1+v)1-2v)
B E
'u72(1+1/)

a v je Poissontuv pomér.

3Druhou Lamého konstantu u také oznafujeme jako modul pruznosti ve smyku G. Viz napf. [5].
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4 Numerické priklady

Teorie rovinné anizotropni prunosti, téZ znaméa jako Lechicky-Eshelby-Strohiv formalismus (LES formalis-
mus), je zaloZena na vlastnostech funkci komplexni proménné. Divody pro uziti zminénych funkei jsou dva.
Prvnim z nich je, Ze diferencovatelnost funkce v komplexnim oboru je ekvivalentem tzv. harmoniénosti. Jinak
feeno, ma-li funkce v oboru komplexnich ¢isel derivaci, automaticky spliuje tzv. biharmonickou rovnici -
miuZe byt tedy pouzita jako Airyho funkce napéti. Duivodem druhym je moZznost popsat vlastnosti materialu
pouze tfemi konstantami, tzv. vlastnimi c¢isly materidlu.

V prvni ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat vypoctem zminénych vlastnich ¢isel materidlu. U pii-
kladu prvniho bereme v tuvahu isotropni material, v piikladu druhém uvazujeme materidly ortotropni. K
vypoctu uzivame skript vytvoifeny pomoci software Maple 13. Druhd ¢ast kapitoly fesi problematiku urceni
exponentu singularity napéti pro pripad bimateridlového vrubu slozeného z ortotropnich materiali a také pro
piipad trhliny kolmé na rozhrani isotropniho a ortotropniho materialu. Vypocet provadime pomoci programu
vytvofeného na Ustavu mechaniky téles.

4.1 Vlastni ¢isla materialu

Sestrojime-li ¢tvercové matice 3 x 3 Q, R a T nésledujicim zpusobem
Qij = Citk1, Rk = Cig2, Tik = Cizpa, (58)
pak zavedenim nezndmého parametru p a sestrojenim determinantu
A=Q+pR+RN+p*T=0 (59)

ziskdime pravé 6 kofent p; materidlu na mnoziné komplexnich ¢isel C. Protoze matice Q, R, T jsou realné,
musi byt kofeny p; po dvojicich komplexné& sdruzené.

Priklad 1. Isotropni material

Uvazujme material majici nasledujici charakteristiky. Modul pruznosti v tahu E = 2,1.10° MPa. Poissonova
konstanta v = 0, 3. Lamého konstanty A a u dopocitame dle (56) resp. (57). Cilem je uréit vlastni ¢isla daného
materialu.

Dany isotropni material popisuje matice C ve tvaru, viz (55). Za pfedpokladu, 7e k = 1 - 10*

28,3 12,1 12,1 0 0 0
28,3 12,1 0 0 O
28,3 0 0 O
C=k s 0 0l (60)
8 0
8
Podle (58) sestrojime dil¢i matice Q, R a T
[928.3 0 0 ]
Q=rk 0 8 0/, (61)
| 0 0 8]
[0 12,1 0]
R=k-[{8 0 0|, (62)
0 0 0]
(8 0 0]
T=k |0 283 0 (63)
0 0 8|
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Odpovidajici determinant (59) nabyva tvaru

28,3 +8p>  20,2p 0
A=Fk-det 20,2p  8+28,3p2 0 , (64)
0 0 8+ 8p

odtud dostavame charakteristicky polynom 3estého fadu?,
1,84p% +5,53p* +5,53p% + 1,84 = 0. (65)

Po dprave
(p+1)*(16 +12,1)(64,1) = 0, (66)

jehoz feSenim je trojnésobny komplexné sdruzeny kofen p = =i nezévisly na vstupnich charakteristikich
materialu.
Piiklad 2. Anisotropni material

Uvazujeme 2 ortotropni materidly majici nasledujici charakteristiky.

ELl 4- 105 MPa EL2 2,1 . 105 MPa
Er | 2-10° | MPa Ers | 2-10° | MPa
Vi O, 3 - 1%} O, 3 -
vr1 0, 3 - vro 0, 3 -
Gri | 3-10* | MPa Gra | 3-10* | MPa
Gr | 3-10* | MPa Gro | 3-10* | MPa

Pro popis orototropniho materialu je vhodnéj§i misto matice C uZit matici k ni inverzni S, tedy symet-
rickou matici poddajnosti, ktera pro dané ortotropni materialy za piedpokladu ¢ = 10~7 vypad4 nasledovné.
Pro ortotropni material 1

25 —-7,5 -7,5 0 0 0
50 —15 0 0 0
50 0 0 0
S1=c 333 0 0 |’ (67)
333 0
333
pro ortotropni material 2
47 —-14 —-14 0 0 0
50 —-15 0 0 0
50 0 0 0
Sz =c 333 0 0 (68)
333 0
333
Matice C; a Cg sestrojime jako matice inverzni k S; a Sg. Podle (58) sestrojime Qq.2, R12 a T1 2
[ 45,9 0 0]
Q=k-| 0 3 0]/, (69)
| 0 0 3 |
[0 11,4 0 ]
Ri=k-]| 3 0 0|, (70)
| 0 0 0 |

*V obecném upraveném tvaru je tento polynom pro isotropni material (p® + 1)3(2u + A)u? = 0. JelikoZ vyraz (2u+ ) #0 a
soucasné p? # 0, Fesime rovnici (p? 4+ 1)2 = 0. Zadné realné &islo R oviem tuto rovnost nesplituje, proto je fesenim =+i z C.
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0 3—|—3p2_

3 0 0
Ty=%k-]10 24,1 0 |,
0o 0 3]
[ 27,8 0 0 ]
Qz =k 0o 3 0],
| 0 0 3 |
[0 11,4 0
Ro=k-13 0 0|,
| 0 0 0 |
(3 0 0]
To=k-| 0 26,6 0
L0 0 3|
Odpovidajici determinanty nabyvaji tvaru
[ 45,9+ 3p 12, 8p
Ay =k - det 12,8p 3424, 1p?
i 0
[ 27,8 +3p 14, 4p
Ay =k - det 14,4p 3+ 26,6p?
0

0 3+3p2_

(76)

Odtud viz vyse (65) dostavame charakteristické polynomy, které pro sloZitost zde neuvadime, jejichz FeSenim

jsou vlastni ¢isla ortotropnich materiala.

materiél 1

material 2

0, 3829i
—0, 3829;
3,6053i
—3,6053i
i
—i

0, 39661
—0, 39661
2,5780i
—2, 57804
i
—i

4.2 Exponent singularity napéti a rozloZeni napéti v okoli vrubu a trhliny na

bimateridlovém rozhrani

V této kapitole budeme zjistovat exponent singularity pro ortotropni materidly s riznymi napétovymi vlast-
nostmi. Vysledkem bude nejenom ziskani zminéného exponentu, ale také zjisténi pribéhti posuvi a napéti v

okoli vrubu. Potiebna teorie uziti komplexnich potencialua je uvedena v dodatcich A a B.

Uvazujeme-li konkrétni konfiguraci vrubu neobejdeme se bez sestaveni okrajovych podminek, které speci-
fikuji dané TeSeni. V nasem piipadé viz obr. (7) definujeme tyto okrajové podminky jako podminky spojitosti

pro napéti a posuvy nasledovné

01120, 0'12:0 pI'OQZ

022 =0, 02, =0

u{fu{I:O
ub —ull =0

I I _
o123 =012 =0

I II _
039 — 095 =0
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jus

Obrazek 7: Konfigurace bimateridlového vrubu, wy = § a wp = 7.

Indexy I a IT znadi jednotlivé materidly. Pro posuny a napéti plati vztahy, viz napt. [6]
u=A-f+A-f
o1=L-f+L-f (78)
o2 :p.L.f’_A'_ﬁ.f.f/

kde A a L jsou matice vyjadiujici charakteristiky materidlt v ramci LES formalismu. Dale plati A, L a f
znadi komplexni sdruzenost matice A, L a vektoru f >

=ln )=l sl ™

kde vy jsou tzv. vlastni vektory vrubu a prvky zp muzeme zapsat

28 = 1°(cos 0 + py sin 0)°, (80)

kde r a @ jsou polarni soufadnice viz obr. (7). Exponent ¢ je vlastni hodnota exponentu singularity. Tento
exponent muZeme ur€it na zakladé okrajovych podminek (77) do nichZz dosadime vztahy (78). Dostaneme
soustavu 6-ti homogennich algebraickych rovnic zavisejicich na §, Hrstka [7] a Svoboda [§],

A()v =0, (81)

kde A je matice dané soustavy zavisejici na ¢ a v je odpovidajici vlastni vektor. Podminka nenulového feseni
je
det(A(0)) = 0. (82)

Odtud vyjadfime vlastni ¢islo ¢ a nasledné ze vztahu (81) uréime vektory v.

Priklad 1

Uvazujeme konfiguraci znazornénou na obr. (7) bimateridlového vrubu sloZeného ze dvou ortotropnich ma-

teridli. Geometrie vrubu je popsédna pomoci Ghli w; = 7 a wy = 5 . Ortotropni materidly jsou zadany
nésledovné

ET'11-10° | MPa EII'l 4.10° | MPa

EL | 2-10° | MPa EIl'10,5-10° | MPa

vl 0,3 - vi 0,3 -

vE 10,3 - v 0,3 -

GL | 3-10* | MPa GH | 3-10* | MPa

GL | 3-10* | MPa GH | 3-10* | MPa

5Ve vztahu (79) by mél vystupovat zobecnény faktor intenzity nap&ti H, aviak pro nage ticely jej uvazujeme jako jednotkovy.
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Obrazek &: Trhlina kolmé na bimateridlové rozhrani.

VypoCtovy program pocita soustavu rovnic (81) sestavenou na zékladé vyse zminénych okrajovych pod-
minek (77). Prasecik kiivky feSeni a osy x znaci hledany exponent §, ktery po zpétném zadani do programu
zpresnime nejméné na osm desetinnych mist.

51 =0,5798 5 = 0,9069

V dalsi fazi programu dojde ke grafickému vykresleni zavislosti pro slozky posuvii us, u, a napéti o,,,
Oyy & Ogy, viz obr. (9,10).
Z graft je videt, Ze jsou splnény okrajové podminky (77), tj. plati nasledujici

e napéti o, je rovno nule pii § = 7,
e napéti oy, je rovno nule pii § = —m,

" . — o oy
e napéti o, je rovno nule pfi 0 = —7 a 0 = 7 a je spojité,

® posuv u; je spojity,

® posuv u, je spojity.

Priklad 2

Uvazujeme konfiguraci trhliny (8) kolmé na rozhrani dvou materialii. Material I je ortotropni, material II
isotropni a jsou zadany nasledovné

ET'10,75-10° | MPa
EL 1 1,75-10° | MPa

E™T]1,2-10° [ MPa

I -

o 8’2 v 0,35 -
T ) - II 104

ol | 3000 | Mpa G | 4,4-10* | MPa

GL | 3-10* | MPa

Procedura uréeni exponentt singularity napéti, pfip. jejich vlastnich hodnot, je podobné jako v pfedchozim
prikladé. Problematika se lisi ve formulaci okrajovych podminek, které jsou nasledujici

3
-

ol =0,0ll=0 prof=-= >

wl —ulf=0 prof =0, (83)
u£ — uéI =0

27
™
prof =0, 7
oly—oll =0 profd=0,n

ks

ofy —oll =0  prof =0,
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Obrazek 9: Prubéhy posuvi a napéti v blizkosti kofene bimateridlového vrubu pro vlastni hodnotu exponentu
singularity d;
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Obrazek 10: Prubéhy posuvi a napéti v blizkosti kofene bimateridlového vrubu pro vlastni hodnotu exponentu
singularity do
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Po vyfeseni soustavy rovnic (81) sestavenou na zakladé vyse uvedenych okrajovych podminek (83) a nasled-
ném zpiesnéni dostavame vlastni hodnoty exponentu singularity trhliny

51 =0,3417 5y = 0,4016. (84)

V dalsi fazi programu dojde opét ke grafickému vykresleni zavislosti pro slozky posuvi g, u, a napéti oy,
Oyy & Ogy, Viz obr.(11, 12).
Z grafu je opét vidét, Ze jsou splnény okrajové podminky (83), tj. plati nasledujici

e napéti o, je rovno nule pfi 6 = — 7, %w,
e napéti o,y je rovno nule pii § = — 7, %7‘(,

® posuv u, je spojity,

® posuv u, je spojity.
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Obrazek 11: Prubéhy posuva a napéti v blizkosti vrcholu trhliny kolmé k rozhrani pro vlastni hodnotu
exponentu singularity &y
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Obrazek 12: Prubéhy posuvi a napéti v blizkosti vrcholu trhliny kolmé k rozhrani pro vlastni hodnotu

exponentu singularity do
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ZAavér

Cilem této prace bylo popsat rozlozeni napéti v okoli bimateridlového vrubu piip. trhliny kolmé na bimateri-
alové rozhrani. V prvni ¢asti prace jsme se vénovali zdkladnim pojmim lineadrni lomové mechaniky. Ukazali
jsme si 3 zékladni moédy zatézovani, nezbytné pro popis chovani trhliny a dale jsme uvedli Irwinuv faktor
intenzity napéti. Nakonec byla uvedena energeticka bilance popisujici stabilitu §ifeni trhliny.

V druhé ¢éasti jsme pojednavali o linedrnich anizotropnich materidlech, byly zavedeny konstitutivni vztahy
umoziujici zapsani elastickych koeficientt a nechybi vyéet matic umoziujici zapis vyse zminénych koeficientt
technicky vyznamnych materiala.

V ¢&asti posledni jsme se vénovali konkrétnim numerickym pfikladim a teorii umoznujici popis rovinné
napjatosti a deformace izotropnich / anizotropnich materiala (tzv. Lechnicky-Eshelby-Strohuv formalismus).
Nejdiive jsme urcovali vlastni ¢isla isotropniho a ortropniho materidlu poté jsme vénovali pozornost vypoctu
exponenti singularity napéti v okoli koncetratori typu bimateriadlovy vrub a trhlina. Vypocet provadime pro
bimateriadlovy vrub dvou ortotropnich materialu a pro trhlinu kolmou na rozhrani isotropniho a ortotropniho
materidlu. Nasledné vykreslime prabéhy posuvi a napéti vrubu resp. trhliny.

Prvni ¢ast dodateku stru¢né popisuje vlastnosti funkci komplexni proménné a druhé ¢ast uvadi vybrané
vztahy Lechicky-Eshelby-Strohova formalismu.

Trendem dnesni doby uzivani kompozitnich materiali, které maji ¢asto velmi vyhodné vlastnosti. Vy-
hodné vlastnosti jsou ovSem ¢astecné vyvazeny nevyhodami mnohem slozitéjsiho popisu z hlediska lomové
mechaniky. V budoucnu budou tyto kompozitni materialy pravdépodobné vic a vic nahrazovat klasické kon-
strukéni materialy, proto je nutné mit kvalitni teorii popisujici jejich chovani. Z tohoto davodu se autor hodla
zabyvat déle problematikou lomu modernich materidla a navézat a dale rozvinout téma bakalaiské prace na
urcovani faktor intenzity napé&ti vrubt, pfip. trhlin v blizkosti bimateridlovych rozhrani.
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Obrazek 13: Kone¢nd a nekone¢na oblast v komplexni roviné.

A Funkce komplexni proménné

Funkce komplexni proménné zéavisi na komplexni proménné z = = + iy, kde i = +/—1 je tzv. imaginarni
jednotka. Funkci komplexni proménné lze psat ve tvaru

f(2) = Ref(z,y) +iImf(z,y), (85)

kde Ref(x,y) a Imf(z,y) jsou realné funkce redlnych proménnych x a y nazyvanych jako realna ¢ast a ima-
ginarni ¢ast funkce f(z). DileZitou operaci je tzv. komplexni sdruZenost, kdy se méni znaménko u imaginarni
jednotky, tj. komplexné sdruzené ¢islo z k ¢islu z je ¢islo

Z=x—1y. (86)

Podobné komplexné sdruzend funkce f(z) k funkei f(z) je funkce

f(2) = Ref(z,y) —ilmf(z,y). (87)

Dalgim dulezitym pojmem je tzv. holomorfnost, nebo také reguldrnost, funkce komplexni proménné. Kromé
jiného tato vlastnost znamena, Ze je dana funkce diferencovatelnd ve smyslu derivace v komplexnim oboru.
Aby funkce byla holomorfni, musi spliiovat tzv. Cauchy-Riemannovy podminky,

ORef(xz,y)  Olmf(x,y)
ox B dy 7

(88)

ORef(z,y) _ ~ Olmf(z,y)

dy Or

Je vcelku problém nalézt funkci, kterd nesplituje C-R podminky, ale jednou z nich je pravé funkce komplexné
sdruZena k libovolné holomorfni funkci. Snadno se to ovéfi na funkei (87), kterou mizeme pfepsat do tvaru

f(z) = Ref(z,y) +i(-Imf(z,y)) = filz,y) +if2(z,y). (90)

. (89)

Pak napft. plati
3Ref(:17,y) _ afl(‘r?y)

ox Oz o

ORe gg(}:uy) _ 8f1§;,y) (92)

aImgix,y) _ _6f28(9;, ) (93)
dIm g;x y) _ _afgga; y) (94)
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Odtud jde vidét, Ze za predpokladu platnosti (88) a (89) neplati C-R podminky pro (90) a funkce tedy neni
holomorfni. AvSak komplexné sdruzena funkce je holomorfni v piipadé komplexni sdruzenosti jeji nezavislé
proménné zZ. Jinymi slovy, jestlize je n&jaka funkce f(z) holomorfni v komplexni poloroviné nad osou x, pak
jeji komplexné sdruzeny protéjsek f(z) je holomorfni ve spodni poloroving, tj. pod osou x. Tedy pod osou x
se funkce f(z) muZe psat ve tvaru

f(Z) =Ref(z,—y) —ilmf(z, —y) = fi(z,y) +ifa(z,y). (95)
a tato funkce jiz spliuje C-R podminky,
8R€f($, _y) — 8fl ({177 y)

oz Ox .
dRe fg:;, —y) _ _Wéz,y) (97)
lm fa(j -y) _ ﬁfza(i, y) (98)
dlm fa(ayc, —y) _ 6fzéz,y). (99)

Z predchozich vztahu jde vidét, Ze za piredpokladu platnosti (88) a (89) plati C-R podminky pro (95) a funkce
je tedy holomorfni. Tato vlastnost je fundamentélni pro pozdéjsi vypocty. V dalsim se vyuziva dalsi vlastnosti
holomorfnich (regularnich) funkci komplexni proménné vyplyvajici z nasledujici véty (Cauchy),

Véta: Necht ¢ je uzaviend, jednoduchéa, hladka a proti sméru hodinovych ru¢i¢ek orientovana kiivka, ktera
rozdéluje rovinu komplexnich &sel na kone¢nou ¢ast Sta nekonefnou ¢ast S—, viz obrazek 13. Jestlize je
né&jaké funkce ¢(z) holomorfni v S~ a v nekone¢nu a spojitd v .S~ Uc , pak

1 [o(t)dt _ _
oyl Bl —p(2) + ¢(c0) proze ST, (100)
! plt)dt = p(c0) proze ST, (101)

27i t—=z
(&
Predchozi véta ma velky vyznam v tom, Ze popisuje vztah mezi spojitou funkci na néjaké oblasti véetné jeji
hranice a jejimi hodnotami vné nebo uvniti dané oblasti. Uzavienou kfivkou muze byt i piimka, konkrétné
napf. osa x, ktera se uzavira v nekone¢nu. To tedy znamen4, Ze vnitini oblast ST miize byt nap¥. komplexni
polorovina nad osou x a pak oblasti S~ je komplexni polorovina pod osou z, nebo naopak, pod osou z mize
byt vnitini oblast ST a nad osou z tedy vn&jsi oblast S—.
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B Formalismus Lechnického, Eshelbyho a Stroha pro popis napéti
a posuvi

Podle LES formalismu pro ortotropni material plati nasledujici vztahy pro posuvy a napéti
ui = 2Re {4;;f;(z)},

09; — 2R€ {L”f]'(zj)} s 015 = 72Re {Lljujf_;(zj)} , (102)
kde p1; = p; +ipj jsou vlastni ¢isla materialu, z; = = + 15y a A;; a L;j jsou matice, pro které plati

2 2
S11047 + S12 S11M5 + S12 L= | H1 T 103
S1opi1 + S22/p11 S12fi2 + S22/ o } ’ 1 . (103)
Dalsi dulezité matice jsou pozitivné definitni Hermitovské matice
B=iAL"', H=B'+B". (104)
Hermitovska matice je zobecnénim symetrické matice, tj. pro hermitovskou matici plati
H-H'. (105)
Je-li navic pozitivné definitni, pak plati
z' Hx > 0, (106)

kde x je obecné komplexni vektor. Se vztahy pro napéti v (102) neni nutné pracovat piimo, sta¢i pracovat s
tzv. funkei napéti ¢ = [p;)

¢i = 2Re {Li; f;(z)}, (107)
coz je vektor jehoz derivované soufadnice ; vyjadiuji napéti podle vztaha

02; = Pi1, 015 = —¥4,2, (108)

kde ¢islo za ¢arkou v dolnim indexu znamené odpovidajici parcialni derivaci. Déale 1ze pomoci funkce napéti
(107) vyjadiit vektor sily t pusobici na povrchu I' (kiivka I' je orientovana po sméru hodinovych rucicek) s
vnéjsi norméalou

de‘g dxl
_ | 109
n [ e o } | (109)
dz dz d
t; = 0Ny = 01N + 0i2ng = —Y; 2 <_d52> + @i,ldisl = E% (110)
Pomoci funkce napéti (107) lze také vyjadiit vyslednou silu puisobici na k¥ivce I' mezi body s1 a so
52
T=A¢=m@y¢@g=/ 8(s) ds, (111)
S1

kde se tedy pro polopt¥imku vychéazejici z pocatku, za predpokladu nulovosti v nekonetnu, T;(z = o0) = 0,
dostane

Ti = —2Re{Li; f;(z)} - (112)
V piipadé polarnich soufadnic (r, 0) je pro vyjad¥eni radidlnich a te¢nych napéti vyhodné pouzit funkei napéti
(107)

Opp =M -t,, opg=m-t, =n-ty, ggg = m - tg, (113)
kde
nT = [cos6,sin 0], mT = [~ sinh, cosb] (114)
a
t, = —%Qe, tg = (115)

Vektor t,., resp. tg, jsou vektory napéti pusobici na ploskich, jejichZ normaly jsou ve sméru radiusvektoru,
resp. ve sméru na néj kolmém, tj. plati

(tr)i = oijng, (te)i = oiymy. (116)
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