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Abstrakt 
Cílem p ř e d k l á d a n é p r áce je s eznámen í se s problematikou rozložení n a p ě t í v okolí b ima te r i á lového vrubu, p ř íp . 
t rh l iny ko lmé na rozh ran í , vy jád řen í exponentu singularity n a p ě t í . P r v n í čás t p o j e d n á v á o zák ladech l ineárně 
elast ické lomové mechaniky tedy i Irwinovy koncepce faktoru intenzity n a p ě t í . D r u h á čás t se věnuje popisu 
an i so t ropn ích m a t e r i á l ů , p o m o c í teorie komplexn ích po t enc i á lů . Závěrečná , t ř e t í čás t se zabývá v ý p o č t e m 
v las tn ích čísel i so t ropn ích a an i so t ropn ích m a t e r i á l ů a t a k é apl ikací L E S formalismu na v ý p o č e t singularit 
n a p ě t í b ima te r i á lového o r t o t r o p n í h o vrubu resp. t rh l iny šířící se kolmo na b ima te r i á lové rozh ran í . 

Abstract 
The a im of this work is the solution of problems of the stress dis t r ibut ion near bimaterial notch t ip or even
tual ly the crack impinging orthogonaly the bimaterial interface, determination of stress singularity exponent. 
The first part is concerned wi th basics of linear elastic fracture mechanics, i.e. Irwin's concept of stress 
intensity factor. The second part is devoted to description of anisotropic materials by complex po tenc iá l 
theory. The final part is focused on calculation of eigenvalues of both isotropic and anisotropic materials and 
application of L E S formalism on the calculation of stress singularities of the bimater ia l ortotropic notch or 
the crack impinging orthogonaly the bimaterial interface. 

Klíčová slova 
Lomová mechanika, m ó d y za těžování , an i so t ropn í m a t e r i á l , o r t o t r o p n í m a t e r i á l , L E S formalismus, vrub, 
t rhl ina, exponent singularity n a p ě t í 

Key words 
Fracture mechanics, fracture modes, anisotropic material , orthotopic material , L E S formalism, noch, crack, 
stress intensity factor 
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O b r á z e k 1: Poškozen í lomem lodě Liberty. 

1 Úvod 
T é m ě ř všechny s t ro jn í součás t i obsahuj í geomet r i cké nespojitosti. Velikost a tvar t ě c h t o p r v k ů , jež nazý
v á m e koncentrátory napětí nebo též vruby1, p o d s t a t n ě ovlivňují celkové mechan ické vlastnosti součás t i , n a p ř . 
iniciací a š í řen ím t rh l in v jejich bl ízkost i , k t e r é mohou vést až ke roz lomení tě lesa na více součás t í . 

L o m součás t i je jev nežádouc í a n e v r a t n ý . Historie bohuže l dokazuje, že nehody z p ů s o b e n é rozpadem 
tě lesa z d ů v o d u vzn iku a š í ření t rh l in m a j í mnohdy t rag ické nás ledky. S a m o s t a t n á vědn í d isc ip l ína lomová 
mechanika, popisuj ící nukleaci, iniciaci a šíření trhliny, vzn ik la s j a s n ý m cílem - z a b r á n i t opakován í p o d o b n ý c h 
katastrof. 

Zře jmě ne jznáměj š ím p ř í k l a d e m nega t ivn ích d ů s l e d k ů p ř í t o m n o s t i t rh l in v kons t rukčn ích součás tech jsou 
n á k l a d n í lodě t ř í d y Liberty. Tato plavidla , v y r á b ě n a jako n á h r a d a za lodě p o t o p e n é n ě m e c k ý m i ponorkami, 
m ě l a pos lán í zásobova t Velkou Br i t án i i vá l ečným m a t e r i á l e m a potravinami z U S A b ě h e m 2. světové války na 
zák ladě zákonu o půjčce a p r o n á j m u . Cí lem bylo d o s á h n o u t nej rychlejš ího a nej levnějš ího zpracování . Mís to 
t r a d i č n ě použ ívaných n ý t o v a n ý c h spo jů se p řecháze lo na spoje svařované , což byla do t é doby p o m ě r n ě ne-
o d z k o u š e n á metoda výroby. O v š e m ani p o u ž i t ý m a t e r i á l nebyl v h o d n ě zvolen. U ž i t á ocel vykazovala t a k z v a n é 
t r a n z i t n í lomové chování , tj . p ř i p l a v b ě ch ladnějš ími vodami došlo ke z m ě n ě v l a s tnos t í z h o u ž e v n a t ý c h na 
k řehké . Z 2700 lodí p o s t a v e n ý c h b ě h e m d r u h é světové války př ib l ižně 400 u t r p ě l o vážné poškození lomem, 
n ě k t e r é byly dokonce rozlomeny na dvě čás t i ve s t ř edn í čás t i t rupu. 

Da l š ím p ř í k l a d e m fa tá ln ích d ů s l e d k ů vážných kons t rukčn ích chyb ignorujících zákon i tos t i iniciace a šíření 
t rh l iny je havár ie letounu Comet b r i t ského v ý r o b c e deHavi l land, u v e d e n é h o do provozu roku 1952. Jednalo se 
o p r v n í letadlo p o h á n ě n é p r o u d o v ý m i motory, k t e r é sloužilo ke komerčn í p ř e p r a v ě osob. Nedlouho po uveden í 
do provozu, v lednu roku 1954, se toto letadlo zří t i lo pobl íž ostrova E l b a ve S t ř e d o z e m n í m moř i . B ě h e m 
vyše t řován í nehody bylo zj iš těno, že na v ině byla únavová t rhl ina, k t e r á způsob i l a od lomen í z n a č n é čás t i 
t rupu. P ř í č i n o u vzn iku t é t o t rhl iny byly k o n c e n t r á t o r y n a p ě t í , k o n s t r u k č n ě n e v h o d n ě řešené rohy oken a t a k é 
d í ry pro n ý t y sloužící k u p e v n ě n í p l á tován í k draku. 

Proces š íření t rh l iny by l zapř íč iněn o p a k o v a n ý m n a m á h á n í m kabiny p ř e t l a k e m . P o č ty řech letech kon
s t rukčn ích ú p r a v vedoucích k r o b u s t n ě j š í m u p roveden í by l letoun Comet opě t p ř i p r aven vyrazi t v z h ů r u do 
oblak, ovšem m e z i t í m vedoucí pozici na t rhu d o p r a v n í c h letadel získal letoun 707 společnos t i Boeing. N icméně 
ani letadla t é t o amer ické společnos t i nebyla u š e t ř e n a p r o b l é m ů m s t rh l inami . R o k u 1988 se b ě h e m letu B o -
eingu 737 odlomila p ř e d n í s t řešn í čás t kabiny, d íky p r o p o j e n í někol ika ú n a v o u vyvo laných t rh l in v jednu 
rozsáh lou . P ř í č inou byla jak j iž výše z m í n ě n á cyklická ú n a v a v y v o l a n á p ř e t l a k e m , ale t a k é koroze. N a zák ladě 
z m í n ě n ý c h nehod byly rozš í řeny poznatky o konstrukci letadel. P ř í k l a d e m m ů ž e bý t snaha nenavrhovat okna 
s pří l iš m a l ý m p o l o m ě r e m zaoblení , či už ívání l epených spo jů m í s t o ný tovaných . 

Tragické nehody z p ů s o b e n é p o r u š e n í m t rh l inou se bohuže l nevyhnuly ani d o b ě n e d á v n é . V roce 1998 
pobl íž měs t ečka Eschede v N ě m e c k u došlo k vykolejení vysokorych los tn ího v laku I C E 884. Neš t ě s t í po sobě 
zanechalo 101 obě t í . N a v ině s t á l a chyba v technické koncepci př i d imenzován í únavové ž ivo tnos t i kola vagónu 
a t a k é souhra mnoha dalš ích nešťas tných okolnost í . Klasické kolo vagónu bývá v y t v o ř e n o jako monoblok, 

1 Speciálním případem koncentrátoru napětí je vrub s nulovým úhlem rozevření - také nazývaný trhlina. 
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O b r á z e k 2: Trh l ina , k t e r á vzn ik la př i t e s tován í letadla Comet. 

O b r á z e k 3: (a) Nehoda v laku I C E . (b) Lomová plocha vnějš ího věnce kola. 

ovšem v tomto p ř í p a d ě - ve snaze o zlepšení komfortu př i ces tování - bylo už i to kola skládaj íc í se ze dvou 
čás t í . Vn i t řn í kolo a vnější věnec kola, pro ložené vrstvou vibrace t l umíc í p ryže . Vnější věnec byl d íky tomu 
daleko více n a m á h á n a došlo k jeho p o r u š e n í ú n a v o v ý m lomem. 

P ř e d k l á d a n á p r áce si klade za cíl s eznámi t s popisem an izo t ropn ích m a t e r i á l ů a apl ikací tohoto popisu na 
klasickou teori i l ineárn í lomové mechaniky zavedené na i zo t ropn ích ma te r i á l ech . 
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(a) 

O b r á z e k 4: Rozeví rac í („in-plane opening"). (b) Smykový („in-plane shearing"). (c) S t ř ihový („ant i -p lane 
shearing"). 

2 Základní pojmy lomové mechaniky 
2.1 Módy zatěžování 
Jel ikož n e m ů ž e m e nah l íže t na p rocesn í zónu jako na kont inuum, n e m ů ž e m e v t é t o zóně aplikovat metody 
mechaniky kontinua. Avšak znalost n a p ě t í a deformací mimo tuto oblast je pro n á s z á s a d n í př i p o r o z u m ě n í 
procesu r ů s t u t rh l iny p ř í p a d n ě lomu, p ř i čemž ana ly t ické i numer ické metody hra j í v tomto p ř í p a d ě v ý z n a m 
nou rol i . M e z i n u m e r i c k ý m i metodami převažuje metoda konečných p r v k ů . Ana ly t i cké metody jsou obvykle 
založeny na řešení pa rc iá ln ích diferenciálních rovnic či in tegrá ln ích rovnic. O b e c n ě vyžadu j í z n a č n o u idea-
l izaci geometrie tě lesa , p a r a m e t r ů k o n s t i t u t i v n í c h v z t a h ů a p las t ické zóny. Ana ly t i cká řešení n á m n i cméně 
umožňu j í p o c h o p e n í zák ladn ích v z t a h ů , p ro tože tyto vztahy nen í vždy m o ž n é vy jádř i t z numer i ckého řešení , 
a navíc jsou t a k é velmi už i t ečné př i posuzován í p ře snos t i metod numer ických . 

K a ž d ý proces za těžován í t rh l in je m o ž n o c h á p a t jako superpozici t ě c h t o t ř í móetó[4]. 

• Rozevírací mód, ob rázek 4a. Tento m ó d označu jeme jako m ó d I. P r o b l é m y tohoto m ó d u lze řeši t jako 
ú lohu rov inné deformace p ř í p a d n ě napjatosti . 

• Smykový mód, ob rázek 4b. Tento m ó d označu jeme jako m ó d II. P r o b l é m y tohoto m ó d u lze o p ě t řeši t 
jako ú lohu rov inné deformace p ř í p a d n ě napjatosti. 

• Střihový mód, ob rázek 4c. Tento m ó d označu jeme jako m ó d III. N a rozdíl od předchoz ích jde o anti-
rov inný p rob l ém. 

2.2 Faktor intenzity napětí 
Výše zmíněné m ó d y za těžován í jsou n e s m í r n ě důlež i té př i ana lýze t rh l iny a lomu. M ě j m e s o u ř a d n ý sys t ém 
jak naznaču j e ob rázek 5, a nechť u , v , w jsou složky p o s u v ů u; a x x , ayy,... ,ryz jsou složky tenzoru n a p ě t í , 
pak pro j edno t l ivé m ó d y m ů ž e m e psá t , 

• M ó d I. Složka posuvu u je symet r ická , složka posuvu v je an t i - symet r i cká , 

u{x,-y,z) =u(x,y,z), v(x,-y, z) =-v(x,y, z), (1) 

d2w 

w = 0 ( rov inná deformace), —-5- = 0 ( rov inná napjatost). (2) 

V p ř í p a d ě i zo t ropn ího m a t e r i á l u u r č i t á symetrie n a p ě t í vyp lývá z p ř e d p o k l a d u symetrie p o s u v ů . 

axx(x,-y,z) = axx(x,y,z), avv(x,-y, z) = avv(x,y, z), (3) 

azz(x,-y,z) = azz(x,y,z), rxy(x,-y, z) =-rxy(x,y, z), (4) 



O b r á z e k 5: S y s t é m sou řadn i c na čele trhliny. 

• M ó d II. Složka posuvu u je an t i - symet r i cká , s ložka posuvu v je symet r ická , 

u(x,-y, z) u{x,y,z), v{x,-y,z) = v{x,y,z) (6) 

(7) 

(8) 

u = v = 0, w(x,—y,z) w{x,y,z), ^ - = 0. (9) 

O b d o b n ě jako u m ó d u I, ze symetrie p o s u v ů vyplýva j í následuj íc í symetrie n a p ě t í 

rxz(x,-y, z) 

a (10) 

( H ) 

(12) 

Dále budeme p ř e d p o k l á d a t , že p las t ická a d is ipační z ó n a jsou z a n e d b a t e l n é vzhledem k velikosti součás t i 
a trhliny, tj že p l a t í vztahy l ineárn í lomové mechaniky ( L E L M ) . 

Jes t l iže r urču je vzdá lenos t od vrcholu trhliny, je m o ž n é dokáza t , v iz Broberg[2], že n a p ě t í v bl ízkost i 
hrany t rhl iny je ú m ě r n é r - 1 / 2 v p ř í p a d ě m a l ý c h p las t i ckých deformací . Z a oblast b l ízkou vrcholu t rhl iny lze 
považovat v n i t ř e k mez ik ruž í mezi p o l o m ě r y r o a RQ v iz obr. 6, kde p ř e d p o k l á d á m e , že p l a t í vztahy L E L M . 
V p r ů b ě h u m o n o t ó n n í h o za těžování , d is ip iační zóny nezávis í na geometrii t ě l e sa a charakteru za těžování . To 
z n a m e n á , že výše p o p s a n é rovnice p l a t í pro r ů z n á t ě lesa s te jného m a t e r i á l u , rozložení napě t í -de fo rmace v 
plas t ické zóně je s h o d n é , vyjma s t a t i s t i ckých odchylek. T y t o p o d m í n k y n á m umožňu j í zavést faktor intenzity 
napětí2, I rwin [3, 4]pro m ó d y I, II a III 

kde a w je t ečné n a p ě t í a rrip ,TVZ jsou smyková n a p ě t í odpovída j í c í p a t ř i č n é m u s o u ř a d n é m u sys t ému , viz 
obr. 6. Faktor intenzity n a p ě t í Kj je vždy nezáporný , ale naopak faktory Ku a KJJJ mohou n a b ý v a t různých 

2Faktor intenzity určuje stav disipačních zón v blízkosti vrcholu trhliny při jejich relativně malé velikosti, kde již nelze přesně 
vyjádřit napětí, ale lze vyjádřit jejich intenzitu singularity. Odtud plyne název faktor intenzity napětí. 

(13) 
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O b r á z e k 6: P o l o m ě r y ro a RQ k ruhové oblasti ohraničuj íc í čelo trhliny. K r u h o p o l o m ě r u í*o oh ran iču je d is ipační 
zóny, k ruh o p o l o m ě r u RQ oh ran iču je oblast, kde r - 1 / 2 je j e š t ě v ý z n a m n é [2]. 

z n a m é n e k . N a závěr t é t o kapitoly uvedeme vztahy pro n a p ě t í a posuvy vycházej ící z p ř e d p o k l a d u platnosti 
L E L M : 

Ki <p / , . 2 <fi 
, cos — 1 + sin — 

V2ŤÍŤ 2 V 2 
3Kn . ip 2<p 

; s in — cos —, 
^ 2 ^ 2 2 ' 

KII V d o • 2 V \ 
. cos — 1 — 3 sin — , 

^(oVr + c r w ) pro rovinnou deformaci, 

0 pro rovinnou napjatost. 

2/i V 2 7 r ^ - ( 2 + K + c o s ^ ) , 

Ä j / r w , . 
V = \ / COS — (2 — K — COS Ifi) . 

2(1 V 2TT 2 v ^ ; 

kde /t je modul p r u ž n o s t i ve smyku a K je Kolosovova konstanta, pro kterou p la t í 

3 — 4 ľ pro rovinnou deformaci, 

(3 — v) j (1 + v) pro rovinnou napjatost. 

P r o n a p ě t í a deformace z p ů s o b e n é pouze m ó d e m za těžován í II p l a t í 

KII • f o • 2 <P 
a r r = , sin — 1 — 3 sin — 

V ^ ř 2 V 2 
3-řf// . v? 2 ip 

vw = / S = s i n - c o s - , 

v{arr + <JVV) pro rovinnou deformaci, 

0 pro rovinnou napjatost. 

Ku [Y . tp 
• sin — (2 + K + cos w). 

2/i V 2TT 2 v ^ ; 

i\ľ/ / r w , . 
— i / — cos — (2 — K — cos 05). 
2/i V 2TT 2 v ^ ; 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 
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P r o m ó d za těžování III p la t í 

KIII . V Kui V / 0 - x : sin —, TVZ = cos — . (27) 
y/2Ťrr 2 ' " y/2Ťrr 2 

2Knl j~ř~ . ip 
w= A — s i n — . (28) 

li V 2TT 2 K ' 

2.3 Stabilita šíření trhliny 
Za j i s tých okolnos t í se t rh l ina šíří samovolně bez z m ě n y vnějš ího za t ížení . Docház í t í m k poklesu energie 
napjatosti , kterou označ íme jako hnací síla trhliny Gt, Svoboda [8] 

Gt 

dW 
b • da 

(29) 

kde W je energie napjatosti tě lesa , a délka trhliny, b t loušťka vzorku. Tato energie souvisí s faktorem intenzity 
n a p ě t í a v p ř í p a d ě i zo t ropn ího m a t e r i á l u mezi o b ě m a p l a t í vz tah 

K2 

Gt = -f, (30) 

Kj je faktor intenzity n a p ě t í p ř i m ó d u / a E je Y o u n g ů v modul p r u ž n o s t i . V ý r a z v a b s o l u t n í h o d n o t ě ve 
vztahu (29) u d á v á uvo lněnou energii napjatosti p ř i zvětšení lomové plochy o jednotku. P r o určen í , zda se 
t rh l ina šíří samovolně nebo naopak je p o t ř e b a d o d á v a t energii, slouží rovnice energet ické bilance ve tvaru 

dWz=dWp-\dWe\, (31) 

kde dWp p ř eds t avu j e energii p o t ř e b n o u pro zvětšení délky t rhl iny o da , dWe je pokles energie napjatosti a dWz 

je energie vnějš ího za t ížen í (p ráce vnějších sil) . Rovnice (31) p l a t í za p ř e d p o k l a d u s t a t i ckého a izo te rmického 
procesu. P ř i rozboru z j is t íme že mohou nastat ty to t ř i p ř í p a d y : 

1. dWp > \dWe\ => dWz > 0 Nerovnost udává , že k šíření t rh l iny je p o t ř e b a d o d á v a t energii vnějš ího 
za t ížení . Tento stav je v ý h o d n ý a označu jeme jej jako s tab i ln í šíření trhliny. P o k u d nezvýš íme vnější 
za t ížení , t rh l ina se nebude dá l šíři t . 

2. dWp = \dWe\ => dWz = 0 V tomto p ř í p a d ě k šíření t rh l iny s tač í u v o l n ě n á energie napjatosti . Samovolné 
šíření nelze ovl ivni t z m ě n o u vnějš ího za t ížen í . Takový stav označu jeme jako mezní . 

3. dWp < \dWe\ => dWz < 0 Pos ledn í p ř í p a d je p ř í p a d e m n e s t a b i l n í m a n e ž á d o u c í m . Š í řen ím t rhl iny 
docház í k uvolňování energie, dokonce více než je p o t ř e b a k s a m o t n é m u šíření trhliny. P ř e b y t e č n á 
energie se p řeměňu je na energii kinetickou. 
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3 Lineární anizotropní materiál 
V t é t o kapitole se budeme z a b ý v a t vztahy mezi n a p ě t í m i a deformacemi a n i z o t r o p n í h o m a t e r i á l u . L ineá rn í 
an i so t ropn í m a t e r i á l m ů ž e m í t až 21 elastických koeficientů. K e snížení p o č t u z m í n ě n ý c h koeficientů docház í , 
jes t l iže m a t e r i á l vykazuje u rč i t ou symetri i . Ve vě tš ině p ř í p a d ů k redukci e las t ických koeficientů t a k é docház í , 
uvažujeme-l i d v o j r o z m ě r n o u deformaci. P r o t o ž e že deformačn í energie mus í bý t k l a d n á , m u s í bý t matice 6 x 6 
elas t ických koeficientů poz i t ivně defini tní . 

3.1 Konstitutivní vztahy 
M ě j m e p r a v o ú h l ý s y s t é m sou řadn i c x\, xi, x$, a nechť oij a SÍJ jsou n a p ě t í a deformace v a n i s o t r o p n í m 
m a t e r i á l u . V z t a h mezi n a p ě t í m i a deformacemi m ů ž e m e psá t 

(32) 

kde Cijks jsou elast ické koeficienty, k t e r é jsou p rvky tenzoru č t v r t é h o ř á d u . Splňuje p o d m í n k y úp lné symetrie 

ijks ^jiksi ^ijks ^ijski ^ijks ^ksij-

Inverzn í vztah m ů ž e m e zapsat jako 
$ijks&ksi 

(33) 

kde Sijks jsou elast ické moduly, k t e r é jsou opě t p rvky tenzoru č t v r t é h o ř á d u . Také tento splňuje p o d m í n k y 
úp lné symetrie 

Sijks Sjiks: ^ijks ^ijsk: ^ijks ^ksij~ (*^) 

V da l š ím zavedeme zk rácenou notaci t e n z o r ů n a p ě t í a deformace k t e r á dovoluje zapsat k o n s t i t u t i v n í vztahy 
p o m o c í matic, viz T i n g [1], 

011 = 01, 022,= 02, 033;= 03; 

023 = 04, 031 = 05; 012=06; 

(36) 

£ll — £ij £22 — £ 2 , £33 — £3; 
2£23 = £4, 2£3i = £5, 2£i2 = £6, 

nebo-li m ů ž e m e p s á t 

Tedy z a p s á n o mat icově , 

Ca/SS/S, Caj3 — C(ia 

a = Ce, C = C , 

kde e je 6 x 1 s loupcová matice, C je 6 x 6 symet r i cká matice a T znač í maticovou transpozici 

(37) 

(38) 

(39) 

C13 C14 C l 5 Cl6 
C23 C24 C25 C26 
C33 C34 C35 C36 

C44 C45 C46 
C55 C56 

C66 

(40) 

Dále se budeme z a b ý v a t p řevážně d v o j r o z m ě r n o u deformací l ineá rně an i so t ropn ích tě les , kde p l a t í £3 = 0. 
Vztah mezi n a p ě t í m a deformací p řecház í na 

0q = ^ Cgpep, a = 1,2,..., 6. 

Neuvažujeme- l i rovnici , jež p l a t í pro 03, m ů ž e m e k o n s t i t u t i v n í vztahy napsat ve tvaru 

(41) 

0 0 = C ° £ ° , ( C ° ) T , (42) 
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kde 

7 0 } T 

_0\T 
&2, 04, 0"5 

= [d, £2, £4, £5, 

C12 C14 C l 5 Cl6 
C 22 C24 C25 C26 

C44 C45 C46 
C55 C56 

C66 

(43) 

(44) 

(45) 

M a t i c i C ° získáme z matice C o d s t r a n ě n í m t ř e t í h o ř á d k u a t ř e t í h o sloupce. P r o t o ž e C ° je p o d m a t i c í matice 
C je poz i t ivně defini tní a sk l ádá se z 15 nezávis lých e las t ických koeficientů. 

P r o vz tah mezi n a p ě t í m a deformací pro £3 = 0 p la t í 

£3 = 0 = S3pCrp. 

Odtud pro 03 dostaneme 

a dosazen ím do (34) d o s t á v á m e 

kde 

«33 £ r í Sa3«3/3, 
/3̂ 3 

/3̂ 3 

Sa3«3/3 _ / 
— SÍ Sal3 — Sa0 — °pa 

S33 
jsou r edukované elast ické moduly. Zbývá j e š t ě poznamenat, že pro s'a3 = s'3l3 p la t í 

O, 4,3 = 0, a, (3 = 1,2,..., 6. 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

3.2 Matice C vybraných typů materiálů 
Dále nás leduje p ř e h l e d n ý seznam matic C n ě k t e r ý c h technicky v ý z n a m n ý c h t y p ů m a t e r i á l ů . Symbol * znač í 
m o ž n é nenulové p rvky matice C , symboly i a V znač í t a k é nenulové prvky, avšak p ř i jejich v í c e n á s o b n é m 
v ý s k y t u se odpovída j í c í p rvky matice n a v z á j e m rovnaj í . Symbol ® o d p o v í d á koeficientu 6*66 = §(Cn — C12), 
a p o d o b n ě jako pro p ředchoz í symboly, jeho n á s o b n ý výsky t z n a m e n á v z á j e m n o u rovnost p r v k ů . Parametr 
m u d á v á p o č e t nezávis lých koeficientů matic C . 

• Trikl inické ma te r i á ly . R o v i n a symetrie neexistuje. 

# # # 

* * 
* 

-

Exis tu j í t ř i na sebe 

# # # 0 0 0 
* * 0 0 0 

* 0 0 0 
0 0 

0 

m 21 (51) 

Or to romb ické (o r to t ropn í ) mate r iá ly . Ex is tu j í t ř i na sebe kolmé roviny symetrie X1X2, X2X3, X\X3. 

m (52) 
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• P ř í č n ě i so t ropn í ma te r i á ly . Rov inami symetrie je rovina xz = 0 a jakákol i rovina obsahuj íc í osu £3 

• * • 0 0 0 
• • 0 0 0 

* 0 0 0 
V 0 0 

V 0 

• I so t ropn í mate r iá ly . Jakákol i rovina je rovinou symetrie. 

• • 
• 

• 

• 

• 
m 

V p ř í p a d ě i so t ropn ího m a t e r i á l u symboly * a <8> mohou nahrazeny tzv. Lamého konstantami A a / 1 3 , 

X + 2fi A A 0 0 0 
X + 2/j, A 0 0 0 

X + 2fi 0 0 0 
0 0 

0 

m • 

kde 

A : 
Ev 

( l + ^ ) ( l - 2 z / ) :  

E 
2{l + v) 

a v je Po i s sonův p o m ě r . 

3Druhou Lamého konstantu n také označujeme jako modul pružnosti ve smyku G. Viz např. [5]. 
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4 Numerické příklady 
Teorie rovinné anizotropní pružnosti, též z n á m á jako Lechicky-Eshelby-Strohův formalismus (LES formalis
mus), je za ložena na vlastnostech funkcí komplexn í p r o m ě n n é . D ů v o d y pro už i t í z m í n ě n ý c h funkcí jsou dva. 
P r v n í m z nich je, že diferencovatelnost funkce v k o m p l e x n í m oboru je ekvivalentem tzv. harmoničnosti. J inak 
řečeno , má- l i funkce v oboru komplexn ích čísel derivaci, automaticky splňuje tzv. biharmonickou rovnici -
m ů ž e bý t tedy p o u ž i t a jako Aíryho funkce napětí. D ů v o d e m d r u h ý m je m o ž n o s t popsat vlastnosti m a t e r i á l u 
pouze t ř e m i konstantami, tzv. vlastními čísly materiálu. 

V p r v n í čás t i t é t o kapitoly se budeme zabýva t v ý p o č t e m z m í n ě n ý c h v las tn ích čísel m a t e r i á l u . U př í 
k ladu p r v n í h o bereme v ú v a h u i so t ropn í m a t e r i á l , v p ř ík l adu d r u h é m uvažu jeme m a t e r i á l y o r t o t r o p n í . K 
v ý p o č t u už íváme skript v y t v o ř e n ý p o m o c í software Maple 13. D r u h á čás t kapitoly řeší problematiku u rčen í 
exponentu singularity napětí pro p ř í p a d b ima te r i á lového vrubu s loženého z o r t o t r o p n í c h m a t e r i á l ů a t a k é pro 
p ř í p a d t rhl iny kolmé na r o z h r a n í i so t ropn ího a o r t o t r o p n í h o m a t e r i á l u . V ý p o č e t p rovád íme p o m o c í programu 
v y t v o ř e n é h o na Ú s t a v u mechaniky tě les . 

4.1 Vlastní čísla materiálu 
Sestroj íme- l i č tvercové matice 3 x 3 Q , R a T nás leduj íc ím z p ů s o b e m 

Qij = Cjlfel; Rik = Cilfc2, Tik = Ci2fc2, (58) 

pak zaveden ím n e z n á m é h o parametru p a se s t ro j en ím determinantu 

A = Q + p ( R + R T ) + p 2 T = 0 (59) 

z ískáme p r á v ě 6 kořenů pí m a t e r i á l u na množ i n ě komplexn ích čísel C . P r o t o ž e matice Q , R , T jsou reá lné , 
mus í bý t kořeny pi po dvojicích k o m p l e x n ě sd ružené . 

P ř í k l a d 1. I s o t r o p n í m a t e r i á l 

Uvažu jme m a t e r i á l maj íc í nás leduj íc í charakteristiky. M o d u l p r u ž n o s t i v tahu E = 2 ,1 .10 5 M P a . Poissonova 
konstanta v = 0, 3. L a m é h o konstanty A a / í d o p o č í t á m e dle (56) resp. (57). Cí lem je urč i t v l a s tn í čísla d a n é h o 
m a t e r i á l u . 

D a n ý i so t ropn í m a t e r i á l popisuje matice C ve tvaru, v iz (55). Za p ř e d p o k l a d u , že k = 1 • 10 4 

28,3 12,1 12,1 0 0 0 
28,3 12,1 0 0 0 

28,3 0 0 0 
8 0 0 

Podle (58) ses t ro j íme dílčí matice Q , R a T 

8 0 

(60) 

Q = k-
28,3 0 0 

0 
0 

8 0 
0 8 

(61) 

" 0 12,1 0 
R = k- 8 0 0 

_ 0 0 0 

" 8 0 0 
T = k • 0 28,3 0 

0 0 8 

(62) 

(63) 
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Odpovída j í c í determinant (59) n a b ý v á tvaru 

A = k • det 
28,3 + 8p 2 20,2p 0 

20, 2p 8 + 28, 3p 2 0 
0 0 8 + ř 

odtud d o s t á v á m e cha rak te r i s t i cký polynom šes tého ř á d u 4 

P o ú p r a v ě 

1,84p 6 + 5, 53p 4 + 5, 53p 2 + 1, 84 = 0. 

(p + l ) 3 ( 1 6 + 1 2 , l ) ( 6 4 , l ) = 0 , 

(64) 

(65) 

(66) 

j ehož ř e šen ím je t r o j n á s o b n ý k o m p l e x n ě s d r u ž e n ý kořen p = ±i nezávis lý na v s t u p n í c h cha rak te r i s t ikách 
m a t e r i á l u . 

P ř í k l a d 2. A n i s o t r o p n í m a t e r i á l 

Uvažujeme 2 o r t o t r o p n í m a t e r i á l y maj íc í nás leduj íc í charakteristiky. 

ELI 4- 10 5 M P a EL2 2,1 • 10 5 M P a 
ETI 2 • 10 5 M P a ET2 2 • 10 5 M P a 
V LI 0,3 - VL2 0,3 -
vři 0,3 - VT2 0,3 -
GLI 3- 10 4 M P a GL2 3 - 1 0 4 M P a 
GTI 3- 10 4 M P a GT2 3 - 1 0 4 M P a 

P r o popis o r o t o t r o p n í h o m a t e r i á l u je vhodně j š í m í s t o matice C uží t m a t i c í k ní inverzní S, tedy symet
rickou mat ic i poddajnosti , k t e r á pro d a n é o r t o t r o p n í m a t e r i á l y za p ř e d p o k l a d u c = 1 0 ~ 7 v y p a d á nás ledovně . 

P r o o r t o t r o p n í m a t e r i á l 1 

S i c • 

25 - 7 , 5 
50 

- 7 , 5 
- 1 5 
50 

0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

333 0 0 
333 0 

333 

(67) 

pro o r t o t r o p n í m a t e r i á l 2 

c • 

47 - 1 4 
50 

- 1 4 0 0 0 
- 1 5 0 0 0 
50 0 0 0 

333 0 0 
333 0 

333 

(68) 

Mat ice C i a C 2 s es t ro j íme jako matice inverzní k S i a S 2 - Podle (58) ses t ro j íme Q 1 2 , R - i , 2 a T i i 2 

Q i = k-

R i = k-

45,9 0 0 
0 3 0 
0 0 3 

0 11,4 0 
3 0 0 
0 0 0 

(69) 

(70) 

4 V obecném upraveném tvaru je tento polynom pro isotropní materiál (p2 + l ) 3 (2/ i + \)fi2 = 0. Jelikož výraz (2fj, + A) / 0 a 
současně /t2 ^ 0, řešíme rovnici (p2 + l ) 3 = 0. Žádné reálné číslo IR ovšem tuto rovnost nesplňuje, proto je řešením ±i z C. 
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T i =fc-

Q 2 

R 2 

3 0 0 
0 24,1 0 
0 0 3 

27, 8 0 0 
0 3 0 
0 0 3 

0 11,4 0 
3 0 0 
0 0 0 

3 0 0 
0 26,6 0 
0 0 3 

Odpov ída j í c í determinanty nabýva j í tvaru 

Ai = k- det 

A2 = k • det 

45, 9 + 3p 
12,8p 

0 

12,8p 
3 + 24, lp2 

0 

27, 8 + 3p 14, Ap 
14,4p 3 + 26 ,6p 2 

0 0 

0 
o 

3 + 3p 2 

0 
0 

3 + 3p 2 

(71) 

(72) 

(73) 

(74) 

(75) 

(76) 

Od tud viz výše (65) d o s t á v á m e charak te r i s t i cké polynomy, k t e r é pro složi tost zde n e u v á d í m e , jejichž řešen ím 
jsou v la s tn í čísla o r t o t r o p n í c h m a t e r i á l ů . 

m a t e r i á l 1 
0, 3829i 

- 0 , 3829i 
3,6053i 

- 3 , 6 0 5 3 i 
i 

— i 

m a t e r i á l 2 
0, 3966i 

- 0 , 3 9 6 6 i 
2, 5780i 

- 2 , 5780i 
i 

— i 

4.2 Exponent singularity napětí a rozložení napětí v okolí vrubu a trhliny na 
bimateriálovém rozhraní 

V t é t o kapitole budeme zjišťovat exponent singularity pro o r t o t r o p n í m a t e r i á l y s r ů z n ý m i n a p ě ť o v ý m i vlast
nostmi. Výs l edkem bude nejenom získání z m í n ě n é h o exponentu, ale t a k é zj iš tění p r ů b ě h ů p o s u v ů a n a p ě t í v 
okolí v rubu . P o t ř e b n á teorie už i t í komplexn ích po t enc i á lů je uvedena v d o d a t c í c h A a B . 

Uvažujeme-l i k o n k r é t n í konfiguraci v rubu neobejdeme se bez ses tavení okra jových p o d m í n e k , k t e r é speci
fikují d a n é řešení . V n a š e m p ř í p a d ě viz obr. (7) definujeme tyto okra jové p o d m í n k y jako p o d m í n k y spojitosti 
pro n a p ě t í a posuvy nás ledovně 

011 = 0, 012 = 0 pro 6 
2 ' 

0"22 = 0, a 2 l = 0 pro 6 = - 7 T 

u[- - < = 0 pro 6 = 0, 

u\ --u\l = 0 pro 6 = o, 

<*12 ~ -°{{ = 0 pro 6 = 0, 

°22 " ~4Í = 0 pro 6 = 0. 
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y 

I \ ^ 

O b r á z e k 7: Konfigurace b ima te r i á lového vrubu, u>i a u>2 

Indexy I a II znač í j edno t l ivé mate r iá ly . P r o posuny a n a p ě t í p l a t í vztahy, viz n a p ř . [6] 

u = A • f + Ä r 

o-i = L • f' + L • f' 

o"2 = p - L - f ' + p - L - f 

(78) 

kde A a L jsou matice vyjadřuj íc í charakteristiky m a t e r i á l ů v r á m c i L E S formalismu. Dá le p l a t í A , L a f 
znač í komplexn í sd ruženos t matice A , L a vektoru f 5 

.Ä n i r i 
(79) 

(80) 

' fl' 0 «1 

. h . 0 -Ä 
Z 2 . V 2 

f 

kde Vk jsou tzv. vlastní vektory vrubu a p rvky Zk m ů ž e m e zapsat 

z\ =rs(cos6+pksin0)5, 

kde rad jsou p o l á r n í souřadn ice viz obr. (7). Exponent ô je v la s tn í hodnota exponentu singularity. Tento 
exponent m ů ž e m e urč i t na zák ladě okra jových p o d m í n e k (77) do nichž d o s a d í m e vztahy (78). Dostaneme 
soustavu 6-ti h o m o g e n n í c h a lgebra ických rovnic závisejících na 6, Hrs tka [7] a Svoboda [8], 

A((5)v = 0, (81) 

kde A je matice d a n é soustavy závisející na ô a v je odpovída j íc í v l a s tn í vektor. P o d m í n k a nenu lového řešení 
je 

det(A(<5)) = 0. (82) 

Od tud vy j ád ř íme v la s tn í číslo ô a nás l edně ze vztahu (81) u rč íme vektory v . 

P ř í k l a d 1 

Uvažujeme konfiguraci z n á z o r n ě n o u na obr. (7) b ima te r i á lového vrubu s loženého ze dvou o r t o t r o p n í c h ma
ter iá lů . Geometrie v rubu je p o p s á n a p o m o c í ú h l ů u>i = ir a 0J2 = f • O r t o t r o p n í m a t e r i á l y jsou z a d á n y 
nás ledovně 

El 1 • 105 M P a 
Erp 2 • 105 M P a 

"I 0,3 -
vij. 0,3 -
Gl 3- 104 M P a 

3 • 104 M P a 

4 - 1 0 5 M P a 
Ep 0, 5 • 10 5 M P a 

»I1 0,3 -
vl1 0,3 -
Gl1 3 - 1 0 4 M P a 
KJfp 3 - 1 0 4 M P a 

6 Ve vztahu (79) by měl vystupovat zobecněný faktor intenzity napětí H , avšak pro naše účely jej uvažujeme jako jednotkový. 
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O b r á z e k 8: T rh l ina k o l m á na b ima te r i á lové rozhran í . 

V ý p o č t o v ý program p o č í t á soustavu rovnic (81) sestavenou na zák ladě výše z m í n ě n ý c h okra jových pod
m í n e k (77). P r ů s e č í k k ř ivky řešení a osy x znač í h l e d a n ý exponent 5, k t e rý po z p ě t n é m z a d á n í do programu 
zp ře sn íme ne jméně na osm dese t i nných mís t . 

í i = 0, 5798 02 = 0, 9069 

V dalš í fázi programu dojde ke grafickému vykres lení závislost í pro složky p o s u v ů ux, uy a n a p ě t í axx, 
<jyy a axy, v iz obr. (9,10). 

Z grafů je v idě t , že jsou sp lněny okra jové p o d m í n k y (77), tj . p l a t í následuj íc í 

• n a p ě t í a x x je rovno nule př i 9 = | , 

• n a p ě t í a y y je rovno nule př i 9 = —ir. 

• n a p ě t í a x y je rovno nule př i 9 = —ir a 6 = ^ a je spo j i t é , 

• posuv ux je spoji tý, 

• posuv uy je spoj i tý . 

P ř í k l a d 2 

Uvažujeme konfiguraci t rh l iny (8) ko lmé na r o z h r a n í dvou m a t e r i á l ů . M a t e r i á l I je o r t o t r o p n í , m a t e r i á l II 
i so t ropn í a jsou z a d á n y nás ledovně 

El 0, 75 • 10 5 M P a 
Erjp 1, 75 • 10 5 M P a 

"£ 0,3 -
0,3 -

3- 10 4 M P a 
3- 10 4 M P a 

1,2 • 10 5 M P a 
v11 0, 35 -
G u 4,4 • 10 4 M P a 

Procedura u rčen í e x p o n e n t ů singularity n a p ě t í , p ř í p . jejich v las tn ích hodnot, je p o d o b n á jako v p ředchoz ím 
př ík ladě . Problemat ika se liší ve formulaci okra jových p o d m í n e k , k t e r é jsou následuj íc í 

II _ 
11 -= 0, a{\ = 0 pro 

u[ - < = 0 pro 

u\ - u \ l = 0 pro 

-°{{ = 0 pro 

CT22 - ° l l = 0 pro 

7T ti 
~ 2 ' 2 7 

0, 7T 

0, 7T 

0, 7T 

0, 7T 

(83) 
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8 [rad] 

O b r á z e k 9: P r ů b ě h y p o s u v ů a n a p ě t í v bl ízkost i kořene b ima te r i á lového vrubu pro v la s tn í hodnotu exponentu 
singularity 8\ 
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9 [rad] 9 [rad] 

/ \ 

£ 0,8-

D

" 0,6-

0,4-

0,2-

0-

0,06 -

0,04 -

0,02 -

O -

-0,02 -

-0,04 -

-0,06 - _ 

> [rad] 
- 2 - 1 0 1 

9 [rad] 

x -0 ,3 -

9 [rad] 

O b r á z e k 10: P r ů b ě h y p o s u v ů a n a p ě t í v blízkost i kořene b ima te r i á lového vrubu pro v la s tn í hodnotu exponentu 
singularity 62 
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P o vyřešen í soustavy rovnic (81) sestavenou na zák ladě výše uvedených okra jových p o d m í n e k (83) a nás led
n é m zpřesněn í d o s t á v á m e v la s tn í hodnoty exponentu singularity t rhl iny 

í i = 0,3417 02 = 0,4016. (84) 

V dalš í fázi programu dojde opě t ke grafickému vykres lení závislost í pro složky p o s u v ů ux, uy a n a p ě t í axx, 
<jyy a axy, v iz obr.(11, 12). 

Z grafů je opě t v idě t , že jsou sp lněny okra jové p o d m í n k y (83), tj . p l a t í následuj íc í 

• n a p ě t í a x x je rovno nule př i 9 = — ^ , |7r, 

• n a p ě t í a x y je rovno nule př i 9 = — | , |7r, 

• posuv ux je spoji tý, 

• posuv uy je spoj i tý . 
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- 1 0 1 2 3 4 

e [rad] 
- 1 0 1 2 3 4 

e [rad] 
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O ' í 2 3 4 

8 [rad] 

O b r á z e k 12: P r ů b ě h y p o s u v ů a n a p ě t í v bl ízkost i vrcholu t rhl iny ko lmé k r o z h r a n í pro v la s tn í hodnotu 
exponentu singularity 62 
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Závěr 
Cílem t é t o p r áce bylo popsat rozložení n a p ě t í v okolí b ima te r i á lového vrubu p ř í p . t rh l iny ko lmé na bimateri-
álové rozh ran í . V p r v n í čás t i p r áce jsme se věnovali z á k l a d n í m p o j m ů m l ineární lomové mechaniky. Ukázal i 
jsme si 3 zák l adn í m ó d y za těžování , n e z b y t n é pro popis chování t rh l iny a dá le jsme uvedli I rw inův faktor 
intenzity n a p ě t í . Nakonec byla uvedena energe t ická bilance popisuj ící s tabi l i tu š íření trhliny. 

V d r u h é čás t i jsme po jednáva l i o l ineárn ích an i zo t ropn ích ma te r i á l ech , byly zavedeny k o n s t i t u t i v n í vztahy 
umožňuj íc í z a p s á n í e las t ických koeficientů a nechyb í výče t mat ic umožňuj íc í zápis výše z m í n ě n ý c h koeficientů 
technicky v ý z n a m n ý c h m a t e r i á l ů . 

V čás t i pos ledn í jsme se věnovali k o n k r é t n í m n u m e r i c k ý m p ř í k l a d ů m a teorii umožňuj íc í popis rov inné 
napjatosti a deformace izo t ropn ích / an i zo t ropn í ch m a t e r i á l ů (tzv. Lechn icky-Eshe lby -S t rohův formalismus). 
Nejdř íve jsme určoval i v l a s tn í čísla i so t ropn ího a o r t r o p n í h o m a t e r i á l u p o t é jsme věnovali pozornost v ý p o č t u 
e x p o n e n t ů singularity n a p ě t í v okolí k o n c e t r á t o r ů typu b ima te r i á lový vrub a t rh l ina . V ý p o č e t p rovád íme pro 
b ima te r i á lový vrub dvou o r t o t r o p n í c h m a t e r i á l u a pro t rh l inu kolmou na r o z h r a n í i so t ropn ího a o r t o t r o p n í h o 
m a t e r i á l u . Nás l edně vykres l íme p r ů b ě h y p o s u v ů a n a p ě t í v rubu resp. trhliny. 

P r v n í čás t dodateku s t r u č n ě popisuje vlastnosti funkcí komplexn í p r o m ě n n é a d r u h á čás t uvád í v y b r a n é 
vztahy Lechicky-Eshelby-Strohova formalismu. 

Trendem dnešn í doby už ívání k o m p o z i t n í c h m a t e r i á l ů , k t e r é m a j í č a s to velmi v ý h o d n é vlastnosti . Vý
h o d n é vlastnosti jsou ovšem čás tečně vyváženy n e v ý h o d a m i mnohem složitějšího popisu z hlediska lomové 
mechaniky. V budoucnu budou tyto k o m p o z i t n í m a t e r i á l y p r a v d ě p o d o b n ě víc a víc nahrazovat klasické kon
s t rukčn í ma te r i á ly , proto je n u t n é mí t kval i tn í teorii popisuj íc í jejich chování . Z tohoto d ů v o d u se autor h o d l á 
zabýva t dá le problematikou lomu m o d e r n í c h m a t e r i á l ů a naváza t a dá le rozvinout t é m a baka lá ř ské p r áce na 
určování f ak to rů intenzity n a p ě t í v r u b ů , p ř í p . t rh l in v bl ízkost i b ima te r i á lových rozhran í . 
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O b r á z e k 13: K o n e č n á a n e k o n e č n á oblast v komplexn í rovině . 

A Funkce komplexní proměnné 
Funkce komplexn í p r o m ě n n é závisí na komplexn í p r o m ě n n é z 
jednotka. Funkc i komplexn í p r o m ě n n é lze p s á t ve tvaru 

x + iy, kde i 

f (z) = Ref(x, y) + i l m / ( x , y), 

1 je tzv . i m a g i n á r n í 

(85) 

kde Re/(a; , y) a Im/( ;r , y) jsou reá lné funkce reá lných p r o m ě n n ý c h x a y n a z ý v a n ý c h jako r e á l n á čás t a ima
g iná rn í čás t funkce / ( z ) . Dů lež i tou operac í je tzv. komplexn í sd ruženos t , kdy se m ě n í z n a m é n k o u i m a g i n á r n í 
jednotky, t j . k o m p l e x n ě sd ružené číslo ž k číslu z je číslo 

P o d o b n ě k o m p l e x n ě s d r u ž e n á funkce f (z) k funkci f (z) je funkce 

f {z) = Ref(x, y) - i l m / ( x , y). 

(86) 

(87) 

Da l š ím dů lež i t ým pojmem je tzv. holomorfnost, nebo t a k é r egu l á rnos t , funkce komplexn í p r o m ě n n é . K r o m ě 
j i ného tato vlastnost z n a m e n á , že je d a n á funkce d i ferencovate lná ve smyslu derivace v k o m p l e x n í m oboru. 
A b y funkce byla holomorfní , m u s í sp lňova t tzv. Cauchy-Riemannovy p o d m í n k y , 

dRef(x,y) dlmf(x,y) 

dx 

dRef(x,y) 

dy 

dlmf(x,y) 

(88) 

(89) 
dy dx 

Je vcelku p r o b l é m na léz t funkci, k t e r á nesplňuje C - R p o d m í n k y , ale jednou z nich je p rávě funkce komplexně 
s d r u ž e n á k l ibovolné holomorfní funkci. Snadno se to ověří na funkci (87), kterou m ů ž e m e p ř e p s a t do tvaru 

f (z) = Ref{x,y)+i{-Imf(x,y)) = fi(x,y) + if2(x,y). 

Pak n a p ř . p la t í 
dRef(x,y) dfi(x,y) 

dx dx 

dRef(x,y) dfi(x,y) 
dy dy 

dlmf(x,y) df2(x,y) 
dx dx 

dlmf(x,y) df2(x,y) 

dy dy 

(90) 

(91) 

(92) 

(93) 

(94) 
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Odt ud jde v idě t , že za p ř e d p o k l a d u platnosti (88) a (89) nep l a t í C - R p o d m í n k y pro (90) a funkce tedy nen í 
holomorfhí . Avšak k o m p l e x n ě s d r u ž e n á funkce je holomorfní v p ř í p a d ě komplexn í sd ruženos t i její nezávislé 
p r o m ě n n é ~ž. J i n ý m i slovy, jes t l iže je ně jaká funkce f (z) holomorfní v komplexn í po lorov ině nad osou x, pak 
její k o m p l e x n ě s d r u ž e n ý pro tě j šek f (z) je holomorfní ve s p o d n í polorovině , tj . pod osou x. Tedy pod osou x 
se funkce f (z) m ů ž e p s á t ve tvaru 

f {z) = Ref(x, -y) - i l m / ( x , 

a tato funkce j iž splňuje C - R p o d m í n k y , 

dRefjx, -y) 

dx 

dRefjx, -y) = 

dy 

dlmf(x, -y) = 

dx 

dlvufjx, -y) 

dy 

Z předchoz ích v z t a h ů jde v idě t , že za p ř e d p o k l a d u platnosti (88) a (89) p l a t í C - R p o d m í n k y pro (95) a funkce 
je tedy holomorfní . Tato vlastnost je f u n d a m e n t á l n í pro pozdějš í výpoč ty . V da l š ím se využ ívá dalš í vlastnosti 
holomorfních ( regulárn ích) funkcí komplexn í p r o m ě n n é vyplývaj íc í z následuj íc í vě ty (Cauchy), 

-V) = fi(x,y) +if2(x,y). (95) 

dfi(x,y) 
dx 

dfi(x,y) 

dy 

df2Jx,y) 

dx 

dÍ2Jx,y) 

dy 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 

V ě t a : Nechť c je u z a v ř e n á , j e d n o d u c h á , h l a d k á a prot i s m ě r u h o d i n o v ý c h ručiček o r i en tovaná kř ivka, k t e r á 
rozděluje rovinu komplexn ích čísel na konečnou čás t S+a nekonečnou čás t S~, v iz ob rázek 13. Jes t l iže je 
ně jaká funkce íp(z) holomorfní v S~ a v nekonečnu a s p o j i t á v S~ U c , pak 

2 T T Í / 
p(t)dr = + prozes-, (100) 

2ni , 1 

Předchoz í v ě t a m á velký v ý z n a m v tom, že popisuje vztah mezi spojitou funkcí na nějaké oblasti vče tně její 
hranice a je j ími hodnotami vně nebo u v n i t ř d a n é oblasti . U z a v ř e n o u kř ivkou m ů ž e bý t i p ř ímka , k o n k r é t n ě 
n a p ř . osa x, k t e r á se uzav í r á v nekonečnu . To tedy z n a m e n á , že v n i t ř n í oblast S+ m ů ž e bý t n a p ř . komplexn í 
polorovina nad osou x a pak ob las t í S~ je komplexn í polorovina pod osou x, nebo naopak, pod osou x m ů ž e 
bý t v n i t ř n í oblast S+ a nad osou x tedy vnější oblast S~. 
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B Formalismus Lechnického, Eshelbyho a Strohá pro popis napětí 
a posuvů 

Podle L E S formalismu pro o r t o t r o p n í m a t e r i á l p l a t í následuj íc í vztahy pro posuvy a n a p ě t í 

Ui = 2Re {AÍJ f j (zj)} , 

a2i = 2Re {l.:,/'/•.z, •] , au = - 2 R e {!.;,,,,/',::.,•] , (102) 

kde Hj = n'j + \n" jsou v la s tn í čísla m a t e r i á l u , zj = x + Hjtj a a jsou matice, pro k t e r é p la t í 

Sl l/U? + Sl2 SufJ% + S12 " M l - M 2 
1 1 S12M1 + S22/Hl s12fj,2 + s22/fj,2 

Dalš í dů lež i té matice jsou poz i t ivně defini tní He rmi tovské matice 

B = \ A L 1 , H = B1+ B' 

H e r m i t o v s k á matice je z o b e c n ě n í m symet r i cké matice, t j . pro hermitovskou mat ic i p la t í 

-T 

Je-l i nav íc poz i t ivně definitní , pak p la t í 

H = H 

x1 Hx > 0, 

(103) 

(104) 

(105) 

(106) 

kde x je obecně komplexn í vektor. Se vztahy pro n a p ě t í v (102) nen í n u t n é pracovat p ř í m o , s tač í pracovat s 
tzv. funkcí napětí <j) = [fi] 

íPi = 2Re{Lijfj{zj)}, (107) 

což je vektor j ehož der ivované sou řadn ice ifi vyjadřuj í n a p ě t í podle v z t a h ů 

(108) 0"2i = <fii,l, Oli -<Pi,2, 

kde číslo za čá rkou v do ln ím indexu z n a m e n á odpovída j í c í pa rc iá ln í derivaci. Dá le lze p o m o c í funkce n a p ě t í 
(107) vy jádř i t vektor síly t působíc í na povrchu V (kř ivka V je o r i en tována po s m ě r u hod inových ručiček) s 
vnější n o r m á l o u 

da;2 dxi 

ds ' ds 

ti = dijUj = anni + ai2n2 

dx2 
dxi d 

ds ds 

(109) 

(110) 

P o m o c í funkce n a p ě t í (107) lze t a k é vy jádř i t výs l ednou sílu působíc í na křivce T mezi body s\ a s2 

T = A 0 = 0 ( s 2 ) - 0 ( S l ) r t(s) ds, ( m ) 

kde se tedy pro p o l o p ř í m k u vycházející z p o č á t k u , za p ř e d p o k l a d u nulovosti v nekonečnu , Ti(z = 00) = 0, 
dostane 

Ti = -2Re{Lijfj(zj)} . (112) 

V p ř í p a d ě po lá rn í ch sou řadn i c (r, 9) je pro vy jád řen í rad iá ln ích a t e č n ý c h n a p ě t í v ý h o d n é použ í t funkci n a p ě t í 
(107) 

arr = n • t r , are = m • t r = n • tg, agg = m • tg, (113) 

kde 
n T = [cos6,sin9], mT = [— s i n c o s 0 ] (114) 

a 
1 
-<pg, tg = (f). (115) 

Vektor t r , resp. tg, jsou vektory n a p ě t í působíc í na ploškách, jej ichž n o r m á l y jsou ve s m ě r u radiusvektoru, 
resp. ve s m ě r u na něj k o l m é m , t j . p la t í 

(tr)i = (TijUj, (tg)i = aijTUj. (116) 
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