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Bibliographische Beschreibung und Kurzreferat 

Kratochvílová, Si lv ie: 

A n a l y s e der Anregungsar ten zur Durchführung der Operat ional Moda l Ana lys i s an W e r k z e u g 

masch inen 

Masterarbei t an der Fakultät für Masch inenbau der Techn i schen Universität Chemni tz , Pro

fessur W e r k z e u g m a s c h i n e n und Umformtechnik, Chemni tz , 2017 

88 Se i ten , 29 Abb i ldungen, 6 Tabe l len , 2 An lagen , 17 Quel len 

Schlüsselwörter: Bet r iebsmodalana lyse, Werkzeugmasch ine , Stabi l i tätsdiagramm, R a u 

schen , Moda lana lyse 

Die Diplomarbeit beschäft igt s ich mit dem Einf luss von R a u s c h e n , um die E igenf requenzen für 

die W e r k z e u g m a s c h i n e mittels der Bet r iebsmoda lana lyse zu best immen. Für die e ingegebene 

W e r k z e u g m a s c h i n e wird eine Bet r iebsmoda lana lyse für die Data-Dr iven- und Covar iance-Dr i -

ven-Methode für mehre Var ianten der Er regung von R a u s c h e n durchgeführt. A u s den Ergeb

n isse werden die Stabi l i tätsdiagramme erstellt, die zur Bes t immung der E igenf requenzen ver

wendet werden. Die Ergebn isse für die e inze lnen Erregungsvar ianten werden miteinander ver

gl ichen und die Wirkung des R a u s c h e n s auf die E rgebn isse bestimmt. 
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Abstract in English 

Kratochvílová, Si lv ie: 

A n a l y s e der Anregungsar ten zur Durchführung der Operat ional Moda l Ana lys i s an W e r k z e u g 

masch inen 

Master thesis at the Faculty for Mechan ica l Engineer ing of the Chemn i t z Techn ica l University, 

Pro fessorsh ip for Mach ine Too ls and Metal Forming Techno logy , Chemni tz , 2016 

88 pages , 29 f igures, 6 tables, 2 annex, 17 source 

Keywords: Operat ional modal analys is , mach ine tool, stabil ization d iagram, noise, modal 

analys is 

The aim of this work is to determine the inf luence of noise on determinat ion of own f requencies 

for mach ine tool by operat ional modal analys is . For the ass igned mach ine tool operat ional 

analys is is performed using Data-Dr iven and Covar iance-Dr i ven method for multiple excitation 

variants. B a s e d on the results are created stabil ization d iagrams used to determine mach ine 

tool own f requencies. The results for each excitation variant are compared to each other and 

the effect of no ise inf luence on the results is determined. 

Abstrakt v českém jazyce 

KRATOCHVÍLOVÁ, S. Analýza typů buzení pro provádění provozní modální analýzy obrábě

cích strojů. Brno: Vysoké učení technické v Brně, Fakul ta strojního inženýrství, 2018. 88 s. 

Vedoucí d ip lomové práce Ing. J a n Vet iška, Ph .D . . 

Klíčová slova: Provozní modální analýza, obráběcí stroj, stabil izační d iagram, šum, modální 

analýza 

Diplomová práce se zabývá vl ivem šumu na určování vlastních frekvencí pro obráběcí stroj 

pomocí provozní modální analýzy. Pro zadaný obráběcí stroj je p rovedena provozní modální 

analýza pro metodou Data-Dr iven a Covar iance-Dr iven pro více variant buzení. Z výsledků 

jsou ses taveny stabil izační d iagramy, které slouží pro určení vlastních frekvencí. Výsledky pro 

jednot l ivé varianty buzení j sou mezi sebou porovnány a je určen vliv šumu na výsledky. 
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1 Einleitung 

In der heut igen Zeit ist das Ziel der Hersteller: die Produk t ionsprozesse zu präzisieren, die 

Pre ise zu senken und die Produkt ionsgeschwindigke i ten zu erhöhen. Dies führt zu höheren 

Anforderungen an die Qualität von Werkzeugmasch inen . A u s d iesem Grund werden die dy

namischen Eigenschaf ten der Masch inen bestimmt. E ine Möglichkeit, d iese E igenschaf ten zu 

best immen, besteht darin, e ine exper imentel le Moda lana lyse durchzuführen. Das Prob lem die

ser Methode liegt in der Notwendigkei t einer externen Erregung des Sys tems . Ein weiterer 

Nachtei l ist, d a s s die resul t ierenden Reakt ionen immer von der Erregungskraft abhängig sind. 

In der Prax is gibt es keine Belas tung der Masch ine durch die definierte Kraft, sondern durch 

die sogenannten Bet r iebsbedingungen. Dies können be isp ie lsweise Vibrat ionen vom Motor, 

zusätzl ichen Aggrega ten oder aus dem Bearbe i tungsprozess sein. 

A u s d iesen Gründen wird die Bet r iebsmoda lana lyse - Operat ional Moda l Ana l ysys (OMA) ver

wendet. O M A wird vorwiegend im Baugewerbe eingesetzt , z u m Beispie l für Brücken. 

O M A wird besonders im Bau ingen ieu rswesen verwendet, z u m Beispie l für Brücken. Derzeit 

gibt es die Bemühung um die Appl ikat ion d ieser Methode auch im Ingenieurswesen. Der Vor

teil d ieser A n a l y s e ist, dass sie nicht von der Erregungskraft abhängig ist und direkt unter 

Bet r iebsbedingungen durchgeführt wird. Dynamische E igenschaf ten können theoret isch für 

jede Masch ine best immt werden. Früher konnte d iese Methode, aufgrund des Aufwands ma

themat ischer Be rechnungen , nicht angewendet werden. 

Ziel d ieser Diplomarbeit ist es , eine Bet r iebsmodalana lyse für e ine 3-Achsen-Fräsmaschine 

durchzuführen. Die Bet r iebsbedingungen werden durch R a u s c h e n ersetzt. O M A wird dann für 

die ausgescha l te te Masch ine ausgeführt , wonach der Einf luss des R a u s c h e n s auf die E igen

f requenzbest immung ermittelt werden kann. Nach der Vere inbarung mit dem Betreuer wurde 

entsch ieden, d a s s die Berechnung der E igenf requenzen in P rog ramm Mat lab und Simul ink 

ausre ichend ist. A u s d iesem Grund wurde die Berechnung nicht im Ar temis -Programm durch

geführt. 

Der erste Tei l d ieser Arbeit wird kurz die dynamischen E igenschaf ten der Masch ine und die 

Lösung der dynamischen S y s t e m e mit Bewegungsg le i chungen im Zus tandsraum beschre i 

ben. Die Begriffe „Signal" und „Rauschen" werden erklärt. Der nächste Tei l beschreibt das 

Ver fahren zur Berechnung der Bet r iebsmoda lana lyse und die Zusammens te l l ung der Stabi l i 

tä tsdiagramme. 
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Zuerst wird eine Bet r iebsmoda lana lyse für ein e in facheres S y s t e m von Dre imassenschw in 

gern durchgeführt . In d iesem Sys tem wird das mathemat ische Model l überprüft. Danach wer

den die Bet r iebsmodalana lyse für die Masch ine sowie die Simulat ion versch iedener Erreger

konfigurationen durchgeführt. Anschl ießend werden die Stabi l i tätsdiagramme z u s a m m e n g e 

stellt und die Auswi rkung des R a u s c h e n s auf die Bes t immung der E igen f requenzen ausge

wertet. 
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2 Dynamisches Verhalten von Maschinen 

In d iesem Kapitel wird das dynamische Verhal ten von W e r k z e u g m a s c h i n e n behandelt . Die 

dynamischen E igenschaf ten der W e r k z e u g m a s c h i n e sind vor al lem für den Qual i tätsbearbei-

tungsprozess wichtig, w a s eine s te igende Nachf rage nach einer W e r k z e u g m a s c h i n e nach s ich 

zieht, die in kürzerer Zeit immer größere und besse re Werks tücke produzieren muss . 

D ieses Kapitel beschreibt die grund legende Theor ie der Aufstel lung von Bewegungsg le ichun

gen für das dynamische Sys tem und se ine Lösung unter Verwendung von Zus tandsg le ichun-

gen. Im nächsten Abschni t t wird die Theor ie der R a u s c h - und Signalverarbei tung erläutert. Ein 

weiterer wicht iger Tei l der theoret ischen Grund lage für d iese Arbei t ist die Bet r iebsmoda lana

lyse oder in Eng l isch "Operat ion Moda l Ana lys is " ; es wird nur als O M A bezeichnet . O M A ist 

eine moderne Methode zur Bes t immung der dynamischen Eigenschaf ten von Masch inen . Es 

handelt s ich um eine Moda lana lyse , bei der die Moda lparameter wie Modal f requenz, modale 

E igenschwingungs formen und Modaldämpfung erhalten werden. Der e inz ige Untersch ied ge

genüber die Moda lana lyse ist, d a s s die Erregerkraft nicht bekannt se in muss , um d iese E igen

schaften zu best immen. Daher können die Moda lparameter nur aus erworbenen Reakt ionen 

ermittelt werden. Die Be las tung entsteht dann unter sogenannten tatsächl ichen Betr iebsbe

d ingungen. Durch d iese Fähigkeiten kann d iese Methode erfolgreich verwendet werden, wenn 

es notwendig ist, die dynamischen E igenschaf ten der Masch ine zu bes t immen, es aber nicht 

mögl ich oder nicht erforderlich ist d ieses Sys tem zu er regen. Derzeit gibt es z u m Beispie l die 

Moda lana lysen für Brücken, Gebäude, Bergbau-Plat t formen usw. . Die natürl iche Erregung 

aus Straßenverkehr, W ind oder Seewe l l en ist in d iesem Fal l breitbandig, w a s eine Hauptvo

raussetzung für e inen erfolgreichen Moda l -Tes t ist. Die Literatur stellt fest, dass die A n w e n 

dung von O M A seinerzei t mit d iversen Ingenieursanwendungen, wie etwa Rota t ionsmasch i 

nen, Fahrversuchen, Flügen, usw., begann. E in l imit ierender Faktor in d iesen Fällen ist die 

natürl iche Erregung. Be isp ie lswe ise kommen bei Rota t ionsmasch inen die Haupterregungsfre

quenzen aus den Rotortouren und die Erregung ist bei anderen F requenzen sehr schwach . 

Unter d iesen Umständen wird die Zuver lässigkei t des erworbenen Moda lmode l l s gering sein. 

[1] 
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2.1 Grundlegende Theorie für dynamische Systeme 

Für die Arbei t mit dynamischen S y s t e m e n ist es notwendig am An fang zu erklären, we lche 

Beschreibungsmögl ichkei ten es gibt. E s hängt vor al lem ab von der Art der Dämpfung, wenn 

zwei Fälle unterschieden werden. [2] 

Im ersten Fal l ist das Sys tem schwach gedämpft . Dämpfung wird nur durch Ver luste in den 

B indungen und im Material selbst verursacht. E ine so lche Dämpfung wird am häufigsten durch 

die Proport ionaldämpfung erreicht. D ies ermögl icht es ein S y s t e m von miteinander verbunde

nen Dif ferent ialgleichungen in ein Sys tem von unabhängigen Dif ferentialgleichungen umzu

wande ln . J e d e so lche G le i chung stellt e inen unabhängigen Schw ingungsmodus mit einer ent

sp rechenden proport ionalen Dämpfung dar. [2] 

Im zwei ten Fal l wird das Sys tem stark gedämpft . Dies kann bedeuten, dass es im Sys tem 

Gl iederg ib t , die darin e ine Dämpfungsfunkt ion haben. In d iesem Fal l muss das S y s t e m durch 

miteinander verbundenen Dif ferent ialgleichungen gelöst werden, die ein so lches Sys tem be

schre iben. [2] 

Bei der Arbei t mit dynamischen S y s t e m e n ist e ine wicht ige Reakt ion entweder der Zeit- oder 

der F requenzbere ich . Das Lösen einer so lchen Au fgabe bedeutet, e ine harmon ische oder vo

rübergehende A n a l y s e durchzuführen. Be ide stel len e inen zei taufwändigen Schritt in der rech

ner ischen Model l ierung dar. A u s d iesem Grund ist es gut e ine andere geeignete Beschre ibung 

zu wählen, die e infachere und weniger zei taufwändige Simulat ionen ermögl ichen würde. Die 

Sys tembeschre ibung kann se in : [2] 

• Nul len, Po le , Verstärkung (Zero-Po le-Gain) 

• Übertragungsfunkt ionen (Transfer Function) 

• Zus tandsmode l l (S ta te -Space System) 
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Dynamisches System 
(ein System von miteinander 

verbundenen Differentialgleichungen 
in physikalischen Koordinaten) 

Nullen, Pole, 
Verstärkung 

Übertragungsfunktion Zustandsraum 

Lösung 
(Frequenzbereich, 

Zeitbereich) 

Bild 2.1 Beschreibung dynamischer Systeme [2] 

2.2 Die Lösung von dynamischen Systemen mit Bewegungsgleichungen 

Um jedes dynamische S y s t e m , auch das einer W e r k z e u g m a s c h i n e zu lösen, ist es mögl ich 

Bewegungsg le i chungen zu schre iben. Durch die Lösung d ieser G le i chungen ist es wiederum 

mögl ich, das notwendige W i s s e n über das Verhal ten des dynamischen S y s t e m s zu gewinnen. 

Für S y s t e m e mit e inem Freihei tsgrad ist die mathemat ische Beschre ibung der dynamischen 

Eigenschaf ten von der Anzah l der Freihei tsgrade abhängig. Gewicht , Steifigkeit, Dämpfung, 

A u s s c h l a g und Erregung s ind skalar. In den meisten Fällen hat das S y s t e m mehrere Freiheits

grade (2 bis n). Für d iese S y s t e m e ist die mathemat ische Beschre ibung der dynamischen E i 

genschaf ten nicht von der A n z a h l der Freihei tsgrade abhängig und bei der Berechnung wird 

kein Skalar , sondern eine Matrix verwendet. [2] 

Für ein Sys tem mit n Freihei tsgraden hat die Bewegungsg le ichung eine Form: [2] 

M x ( t ) + Bx(t) + Kx(t) = f(t) (1) 
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Wobe i M ist e ine Gewichtsmatr ix mit D imens ionen n x n, B e ine Dämpfungsmatr ix mit D imen

s ionen n x n, K eine Steif igkeitsmatr ix mit D imens ionen n x n, x(t) ist ein zei tabhängiger Vor

schubvektor mit D imens ionen n x 1 und f(t) ein zei tabhängiger Vektor der externer Belastung 

mit D imens ionen n x 1 ist. [2] 

2.3 Lösen von Bewegungsgleichungen im Zustandsraum 

Eine Möglichkeit, um Bewegungsg le i chungen zu lösen, ist die durch den Zus tands raum. Die 

Bas is d ieser Lösung ist es , sogenannte Zustände im Zus tands raum zu best immen. Dann wer

den Sys tem- , E ingangs- und Ausgangsmat r i zen ermittelt. Unter Verwendung des Zus tands-

raumes und d ieser Matr izen werden dann die Bewegungsg le i chungen gelöst. Für dynamische 

S y s t e m e ist der erste Zus tand die Versch iebung und der zweite die Geschwind igke i t bestimmt. 

Die Systemmatr ix bildet s ich aufgrund der Kenntn isse der Steifigkeit, der Dämpfung und des 

Gewich ts des Gesamtsys tems . 

2.3.1 Systembeschreibung 

In einer Standardform wird die mathemat ische Beschre ibung des S y s t e m s als eine M e n g e von 

Dif ferent ialgleichungen ausgedrückt , die als Zus tandsg ie ichungen bekannt s ind. In d iesen 

G le i chungen wird die zeit l iche Derivation jeder Var iab len des Zus tands in der Zustandsvar iab le 

xt,... ,xn und den Systemeingänge (Input) u^t),... ,un(t) ausgedrückt. Im A l lgemeinen ist die 

Form von Zus tandsg ie ichungen: [3] 

xi = fi(x,u,t) 

*2 = f2(x,U,t) 

; = ; (2) 

Wobe i ±i = dxi/dt jede der Funkt ionen eine a l lgemeine nichtl ineare, zei tvar iable Funkt ion 

fi(x,u, t), (i = 1, ...,n) von Zustandsvar iab len , Sys teme ingaben und Zeit se in kann. [3] 

Für d iese Arbei t ist die Aufmerksamke i t vor al lem auf der Beschre ibung der S y s t e m e be

schränkt, die l ineare und zeit invariante s ind (LTI - L inear T ime Invariant). D iese S y s t e m e wer

den durch l ineare Dif ferent ialgleichungen beschr ieben, die konstante Koeff iz ienten aufweisen. 
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Dann kann die a l lgemeine Form der Zus tandsg ie ichung in e inem Sys tem l inearer Differential

g le ichungen erster Ordnung mit konstanten Koeff iz ienten überschr ieben werden: [3] 

X-^ — Ct-^-^X-^ ~h Ct-]_2X2 H~ ' " H~ ^in-^Ti ^11^1 ~l~ " ' ~l~ b-^fllf 

x2 = a21xl + a22x2 + I" a2nxn + ^21ul + " ' + b2rUr 

(3) 

x n — anlxl "I" a n 2 x 2 + ' " + annxn + hlul + '" + t>nrur 

W o es Koeff iz ienten a i ; - und Konstanten s ind, die das Sys tem beschre iben. D iese G le i 

chungen def inieren Derivaten von Zustandsvar iab len als gewichtete S u m m e von Zus tandsva -

riablen und Systemeingänge. G le i chungen können in Matrixform zusammengeste l l t werden: 

[3] 

d_ 

dt 

x1 a l t «12 

= «21 «22 

anl a n l 

X1 hi • • b 
a 2 n x2 + hi b 

ann xn hi • • b. 

'lr 
>2r (4) 

D iese Matr izen können wie folgt überschr ieben werden: 

x = Ax + Bu 

• x - Zus tandsvektor der Länge n 

• u - E ingangsvar iab le der Länge r 

• A - Systemmatr ix n x n 

• B - E ingangsmatr ix n x r 

(5) 

2.3.2 Ausgangsgleichungen 

Nach der Beschre ibung des S y s t e m s ist es notwendig, den S y s t e m a u s g a n g zu def inieren. Die 

S y s t e m a u s g a n g ist a ls e ine bel iebige Sys temvar iab le definiert. J e d e Ausgangsva r iab le im 

Sys tem kann beschr ieben werden: [3] 

y(t) = C-LX-L + c2x2 + —I- cnxn + d-LU-L + — h drur (6) 
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W o Cj und di s ind die Konstanten. Für das Sys tem der Ausgangsva r iab le können die G le i 

chungen wie folgt definiert werden: [3] 

Vi — c n x i + ci2x2 + —I" cmxn + + "•• + dlrur 

72 = c21xl + c22x2 + + c2nxn + ^ 2 1 u l + - - - + d2rUr 

Vi C12 
72 = 

C22 

ym 

cml cml 

xl d l t • 
c2n x2 + d-21 

cmn xn d-rnl " d m r 

(7) 

(8) 

Vn = cmlxl + c m 2 x 2 + •" + cmnxn + dmlUt + ••• + dmrUr 

Oder in e inem Matrixeintrag: 

ur 

r 

Dieser Matrixeintrag kann überschr ieben werden: 

y = Cx + Du 

• y - Ausgangsvar iab le 

• C - Ausgangsmat r i x m x n 

• D - Durchgangsmatr ix m x r 

Für viele phys ika l ische S y s t e m e ist die D-Matrix Null und der Eintrag der Ausgangsg le i chung 

kann dann vereinfacht werden: [3] 

(9) 

y = Cx 

2.3.3 Zustandsgleichungen 

(10) 

Das komplette Sys temmode l l für ein l ineares zeit invariantes Sys tem besteht aus Zus tands

g le ichungen. E s wird durch die Matr izen A und B und die Ausgangsg le i chungen definiert, die 

alle Ausgangsvar iab len verb inden und in den C - und D-Matr izen ausgedrückt werden. Die 

Au fgabe der Sys temmodel l ie rung besteht darin, Matr ixe lemente abzulei ten und das Sys tem

model l in d iese Form zu schre iben: [3] 
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X = Ax + Bu (11) 

y = Cx + Du (12) 

Die Matr izen A und B stel len die Sys teme igenscha f ten dar, und die Matr izen C und D stel len 

eine konkrete A u s w a h l von Ausgangsvar iab len vor. [3] 

u >-

Bild 2.2 Allgemeines Zustandsschema des Systems 

2.4 Signal und Rauschen 

In dynamischen S y s t e m e n wird bei der M e s s u n g der dynamischen Eigenschaf ten die Proble

matik der Signalverarbei tung gelöst. D ies ist vor al lem auf die M e s s u n g der Größe e ines ge

gebenen dynamischen S y s t e m s zurückzuführen, z u m Beispie l in der exper imentel len Moda 

lanalyse. In d iesem Fal l handelt es s ich um die Verarbei tung von Ana logs igna len von S e n s o 

ren zu digitalen, mittels versch iedener Filter und anderer Ver fahren. 

Dann wird noch ein Prob lem der Entstehung des R a u s c h e n s gelöst. D ies ist auf den Einf luss 

der Umgebung auf das Sys tem zurückzuführen. E in wei teres R a u s c h e n entsteht beim M e s s e n 

des S igna ls durch Senso ren . In ein igen mathemat ischen Model len werden a lso mit der Ent

s tehung und dem Einf luss des R a u s c h e n s berechnet. 

D ieses Kapitel beschreibt die grund legende Theor ie der S igna le und des R a u s c h e n s , da bei 

der O M A d iese Kenntn isse genutzt werden, um mathemat ische Model le zu model l ieren und 

die Ausw i rkungen von R a u s c h e n auf O M A - E r g e b n i s s e zu lösen. 
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2.4.1 Signal 

Der abstrakte Begriff "S igna l " bezieht s ich in der Rege l nur auf Zeit funkt ionen, die den zeitli

chen Ver lauf der phys ika l ischen Größen darstel len. D a s S igna l stellt somit e ine Funkt ion dar, 

die Informationen über das Verha l ten des S y s t e m s überträgt. Die S igna le können nach der 

Form in kontinuierl iche (analoge) S igna le in der Zeit und nicht kontinuierl iche (diskrete) über 

die Zeit aufgeteilt werden. Kontinuier l iche S igna le s ind eine natürl iche Form der Signaldarste l 

lung. A u s mathemat ischer Ges ich tspunk t ist es eine kontinuierl iche oder stückweise kontinu

ierl iche Funkt ion, deren Funkt ionswert zu jedem Zeitpunkt bekannt ist. Diskrete S igna le beste

hen aus einer Fo lge von Wer ten, unter denen der Funkt ionswert des S igna ls Undefiniert ist. 

[4], [5] 

Die Signalk lass i f iz ierung ist in Bild 2.3 dargestellt. Die grund legende Signalverte i lung ist de

terminist isch und zufäl l ig. Der zeit l iche Ver lauf e ines determinist ischen S igna ls wird determi

niert (z. B. durch eine funktionale Vorschrift), und es ist daher mögl ich, se inen Ver lauf vorher

z u s a g e n . E ine zufäl l ige Signalentwick lung ist nicht vorhersehbar. D a s determinist ische Signal 

hat drei Untergruppen. Übergangssignale s ind zeit l ich begrenzt. Per iod ische und quasi-per io-

d ische S igna le dauern eine unendl ich lange Zeit. Das per iod ische S igna l hat e ine wichtige 

Untergruppe, ein harmon isches S igna l , d e s s e n Wel lenform sinusförmig ist. [5] 

Signal 

Deterministisch Stochastisch 

Vorübergehend Periodisch Quasiperiodisch Stationär Nicht stationär 

Harmonisch 

Bild 2.3 Klassifizierung von Signalen nach der Zufälligkeit ihres Verlaufes [5] 
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Das s tochast ische S igna l hat zwei Untergruppen: stat ionär und nicht stationär. Das stationäre 

S igna l hat im G e g e n s a t z z u m nicht.stat ionären S igna l in der Zeit unveränderl iche stat ist ische 

E igenschaf ten (Mittelwert, Distributionsfunktion, St reuung, ...). W e n n eine ausre ichend lange 

Intervallzeit der M e s s u n g des S igna ls gewähl t wird, werden die g le ichen E igenschaf ten fest

gestellt. [5], [6] 

In d ieser Arbei t wird ein s tochas t isches S igna l verwendet. D ieses S igna l hat e ine unregelmä

ßige Wel lenform und kann nicht durch e ine G le i chung beschr ieben werden, sondern muss 

durch e inen S a t z von Parametern beschr ieben werden. D ieser unregelmäßige Ver lauf ist bei

sp ie lswe ise bei einer zufäl l igen Schw ingung von Turb inenschaufe ln aufgrund aerodynami 

scher Turbu lenzen oder mechan ische r Stößen im Ge t r i ebemechan ismus zu sehen . D ies sind 

P r o z e s s e , deren Zeitverlauf nicht im V o r a u s best immt werden kann. Be im Wiederho len des 

g le ichen V e r s u c h e s wird s ich die neue Wel lenform von der vorher igen unterschieden. E in ty

p isches Beispie l für ein s tochast isches S igna l ist R a u s c h e n . In Wirkl ichkeit ist fast j edes ver

arbeitete S igna l mit R a u s c h e n belastet. [6], [7] 

x(t) 

Maximaler 
Spitze-Spitze-

Wert 

Effektivwert 

Mittlerer 
Wert 

Bild 2.4 Zufällige Signalprobe [6] 
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2.4.2 Rauschen 

Dieses S igna l ist nicht per iodisch; es enthält keine harmon ischen Komponenten . Der Ver lauf 

des Rauschs igna l s U(t) und d e s s e n Spek t rums A(f) ist in Bild 2.5 dargestellt. Abhäng ig von der 

Form des Spek t rums wird die Art des R a u s c h e n s unterschieden: [8] 

• Weißes R a u s c h e n (White Noise) - enthält alle F requenzen 

• Zufäl l iges R a u s c h e n - unabhängiges R a u s c h e n 

• Gaußsche R a u s c h e n - abhängiges R a u s c h e n , Vertei lung nach Gaußsche Funkt ion 

Bild 2.5 Der Verlauf des Rauschsignals U(t) und dessen Spektrum A(f) [8] 

Diese Arbei t verwendet weißes R a u s c h e n (White Noise) , das ein zufäl l iges S igna l mit beson

deren E igenschaf ten ist. Obwoh l d ieses S igna l nur e ine mathemat ische Abstrakt ion ist, ist es 

mögl ich, mit ihm zufäl l ige Feh ler zu model l ieren, deren Grundcharakter ist ik die totale Zufäl l ig

keit und keine Korrelat ion zw ischen den Versatzwer ten ist. E ine weitere Anwendung besteht 

darin, die Übertragungseigenschaf ten von l inearen dynamischen Sys temen zu beschre iben. 

Das gemuster te S igna l mit den weißen Rausche igenscha f ten hat e inen Nullmittelwert. [5] 

f 
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3 Betriebsmodalanalyse (OMA) 

Die Bet r iebsmoda lana lyse (Operat ional Moda l Ana lys i s oder auch Ambien t Moda l oder Output 

only Modal) ist eine Technik, die s ich auf die Identifikation von moda len Parametern kon

zentriert, ohne die Erkenntnis der Erregungskräfte. Z u den moda len E igenschaf ten der Struk

tur gehören vor al lem E igenf requenzen, Dämpfungsverhäl tn isse und Modenformen. Der 

grundsätzl iche Untersch ied im Verg le ich zur herkömml ichen Moda lana lyse besteht darin, dass 

es keine Notwendigkei t gibt, die Eingangskräfte zu m e s s e n , w a s ein großer Vortei l ist. Dies 

ermögl icht das Tes ten von Strukturen unter Bet r iebsbedingungen oder in anderen Si tuat ionen, 

in denen keine Eingangskräfte g e m e s s e n werden können. Die Durchführung e ines moda len 

Tes ts unter Bet r iebsbedingungen bedeutet, d a s s die Struktur e inem real ist ischen Schw in 

gungsverhal ten ausgesetz t ist, das durch künstl iche Erregung schwer zu erre ichen ist. Das 

abgelei tete Model l enthält dann Informationen über die Systemcharakter is i t ik und die Erre

gungskräfte. [9], [10] 

Die meisten O M A - T e c h n i k e n (Betr iebsmodalanalyse) bas ieren auf traditionellen E M A - V e r f a h -

ren (experimentel le Moda lana lyse) . A l lerd ings gibt es Untersch iede und der Hauptunterschied 

betrifft die grund legende Formul ierung von Inputs. Ver fahren für E M A werden im deterministi

schen R a h m e n entwickelt, während O M A - M e t h o d e n auf zufäl l igen Reakt ionen basieren 

(stochast ische Einstel lung). V ie le O M A - T e c h n i k e n können daher als s tochast isches G e g e n 

stück zu determinist ischen Methoden betrachtet werden, die in der k lass ischen E M A verwen

det werden. Al lerd ings e rsche inen auch hybride determinist ische s tochast ische Techn iken . 

[11] 

O M A hat Vortei le gegenüber E M A : [11] 

• Die Prüfung ist schnel l und kostengünst ig 

• Ke ine Erregungseinr ichtung erforderlich 

• E s stört nicht den normalen G e b r a u c h der Konstrukt ion 

• E s erlaubt die Identifizierung von moda len Parametern , die für das gesamte S y s t e m in 

se inen tatsächl ichen Bet r iebsbedingungen repräsentat iv sind 

Ein typischer Nachtei l für O M A ist mit der Verfügbarkei t von Ausgangsda ten verbunden. E s 

können nur unskal ierte Modus fo rmen erhalten werden, und das S igna l / Rausch-Verhäl tn is in 
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den Messda ten ist ger inger als bei kontrollierten Tes ts im Laborumfeld. Dies erfordert sehr 

sens ib le Geräte und sorgfält ige Datenana lyse. [11] 

Das Standardver fahren für die Bet r iebsmodalana lyse besteht aus drei Grundschr i t ten: [12] 

1. Durchführung e ines Umgebungsv ibrat ionstests unter Bet r iebsbedingungen und S a m 

meln von Ausgangsreak t ionen 

2. Beurtei lung der Model le 

3. Anwendung der Methodik (OMA) 

Beurte i lende O M A - M o d e l l e können auf der Domäne klassif iziert werden, in der die Daten ver

arbeitet werden, etwa Frequenzbere ichsmode l le (Frequency Domain Decompos i t ion - FDD) 

und Ze i tbere ichsmodel le (Stochast ic S u b s p a c e Identification (SSI) - T ime Domain) . E s ist 

wicht ig, die Hauptunterschiede zw ischen d iesen beiden Einste l lungen (time domain a fre

quency domain) zu ermitteln, um die Wirksamkei t jeder Methodik zu best immen und die Be

d ingungen zu f inden, für die die Methoden verwendet werden sol len. Im Zei tbere ich können 

die Ausgabeda ten direkt zum Konstru ieren des Model ls verwendet werden , während für das 

Frequenzbere ichsmode l l eine Spekt ra lana lyse unter Verwendung der Four ier-Transformat ion 

durchgeführt werden muss . [12], [13] Für die Z w e c k e d ieser Arbeit wird das O M A im Zei tbe

reich näher beschr ieben. 

3.1 Identifikationsmethoden im Zeitbereich mittels SSI 

In d iesem Abschni t t werden moda le Identi f ikat ionsmethoden für mathemat ische Model le des 

Zei tbere ichs von V ibra t ionssys temen erläutert. D iese Methoden umfassen Stochast ic Sub 

s p a c e Identification - S S I . D a z u gehören Algor i thmen: Covar iance-Dr iven SS I -Me thode sowie 

Data-Dr iven SSI -Me thode . Be ide Algor i thmen identif izieren Model le direkt aus Zei ts ignalen. 

[12] 

3.1.1 Aufteilung des experimentellen Signals in 'Past ' und 'Future' 

V o r der Erläuterung des Identif ikationsalgorithmus wird eine P rozedur zum Reduz ie ren und 

Glätten der Daten zur Auftei lung des exper imentel len S igna ls in 'Pas t ' und 'Future' Tei le ein

geführt. Im tatsächl ichen Exper iment s tehen nur diskrete Abtastwerte des Zei ts ignals yk(k = 

0,1 ...,N.N -> oo) zur Ver fügung, die werden beschr ieben als: [12] 
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yk = [y£] = yf = 

-yf-

y°i y\ 
y°2 y\ 

y? yf 

yN2 

y'i 

(13) 

Wobe i y£ den n-ten (n = 0, 1, ... N) Abtastpunkt vom m-ten (m = 1, 2 , . . . I) des S e n s o r s in einer 

best immten Einstel lung bezeichnet . Die Hankel-Matr ix H e M 2 ( I X ; kann in 'Past ' - Yp und ' F u -

ture'-Teil Yf in der G le ichung unterteilt werden: [12] 

0|2i-l 
1 Vi-i 

I 

Vi 
yi+i 

y±->i yU 

v 21- l 
yi->i 

y£ 
y£2 

y[Z\ \ 
yLi 

yör 
1+7-1 

yJi 
\Yl\2l-J \Yf) " 

'past" 

f) "future" 
(14) 

Die Indizes Y^i-i und Y^i-i s ind die Indizes des ersten und letzten E lements in der ersten 

Spal te des Hankel -Matr ixb locks. Die Indizes p und f s ind die Beze i chnungen für 'Pas t ' und 

'Future'. Die Matr izen 'Pas t ' y 0 | i - i u n c l 'Future' Y^t-i werden durch Division der Hankel-Matr ix 

H in zwei Blöcke definiert, wobei jeder Tei l i Ze i len aufweist. E ine weitere Division wird definiert, 

indem die erste Ze i le des B locks ^ ^ i - i w e g g e l a s s e n wird und d iese Ze i le zur letzten Zei le des 

B locks y 0 | i - i h inzugefügt wird, w a s erklärt werden kann als: [12] 

lyy°A 
I 

yi+i 
yi+2 

Vim yU 
yUi vU 

y-L-,1 y-L^ 
y[Vi 
yi+Ji 

y[+J 
y[+J 

yll 

y[Z\ \ 
yL 

yör 
yJi 

y€r> 

\Yl+i\2i-iJ \Yf) 
"past" 

y) "future" 
(15) 

3.1.2 Methode Covariance-driven SSI 

Diese Methode (Cov-SSI ) beschäft igt s ich mit dem sogenannten Prob lem der s tochast ischen 

Real is ierung, d.h. dem Prob lem, das s tochast ische Zus tandsraummode l l nur aus den A u s g a 

bedaten zu identif izieren. D a es s ich um eine 'Covar iance-dr iven ' -Methode handelt, muss die 

Ausgangskor re la t ion R berechnet werden. Tatsächl ich wird die Ausgangskor re la t ion R als R 

angesichts zur Größe N geschätzt. [11], [12] 
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Ri-i 

T1{I = Yf<yp? = [ 
•• R2 

R21-2 ' 

Ri = E\yk+iyI\; fli^Kywyl (16) 

Die Korrelat ionsmatr ix wird dann zu e inem Toepl i tz-Matr ixblock zusammengese tz t : 

(17) 

Die A n w e n d u n g der Faktor is ierungseigenschaf t auf die Toepl i tz-Matr ix ergibt s ich: 

TMI = l Cf VA^G Al~2G ... G) = Oiri (18) 

XCA1-1/ 

W o Oi e R l i x n und Tj e M n x ( ' die erweiterte Matr ix der Beobachtbarkei t und Steuerbarkei t s ind. 

Die Verwendung der singulären Wer tzer legung (singular va lue decomposi t ion - S V D ) auf der 

Matrix 7\|i zur Reduz ie rung des Rauschef fek tes führt zu : [11], [12] 

TMI = USVT = (Ü! U2)Q l)(^) = "iSiVl (19) 

Wobe i U e R l i x l i und V e R l i x l i die orthonormale Matr izen sind und S e M " x ( ' e ine Diagonal 

matrix ist, die s ingulare Wer te in abste igender Reihenfo lge enthält. S V D ist ein mathemati

sches W e r k z e u g zur Schätzung der Größe der Matrix, die durch die Anzah l der Nicht-Nul l -

Singularwerte best immt wird. Durch A u s l a s s e n von Nicht-Nul l -Singularwerten und entspre

chenden singulären Vektoren werden die fo lgenden Matr izen erhalten: Ut e M i t x n r , Vi e Rnrxl1 

und St e M n r X V Durch Verg le ich der G le i chungen (18) und (19) können Ot und rt ausgedrückt 

werden als: [11], [12] 

Oi = Utsl/2 (20) 

rt = sl,2vl (21) 

A u s G le ichung (18) kann die Ausgangsmat r i x C aus der ersten Ze i le der Matrix Ot erhalten 

werden. Die Matr ix G kann leicht aus der letzten Spal te der Matr ix rt best immt werden. [11], 

[12] 
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C = Oi(l:l,0 (22) 

G = rt(:,l(i - 1) + lAi) (23) 

Zwei mögl iche Methoden s ind dazu bestimmt, die Zustandsübergangsmatr ix A zu best immen. 

E ine Methode besteht darin, die Matr ix A aus dem ve rschobenen Block der Toepl i tz-Matr ix 

r 2 | i + 1 zu berechnen. [11], [12] 

A = OJT2li+1rf = sf,2UlTAi+1{sl,2vN (24) 

Wobe i t die Moo re -Pen rose pseudo- inverse Matr ix bezeichnet . Die zwei te Mögl ichkeit besteht 

darin, die Matr ix A mittels e iner erweiterten Beobachtermatr ix Ot zu erhalten. [12] 

A = Ot(l: l(i - 1) , : ) t O j ( / + 1: Ii,:) (25) 

Das Identif ikationsproblem ist theoret isch gelöst. Dann ist es mögl ich, modale Parameter aus 

den Matr izen A und C zu erhalten. Somi t ist die e igene Zer legung der Matr ix A , der e igene 

Wert der Matr ix Ac ( Indexe bezeichnet die Matrix Ac in kontinuierl icher Zeit, d in diskreter Zeit), 

E igenf requenzen, Dämpfungsverhäl tn isse und Modenformen. [11], [12] 

A = wy-- M i - . l ^ " 1 

Ä . = ^ i 0 ) i = \Ä.\\M^i = z3E(M ( 26) 

V = cw 

E s ist notwendig anzumerken , d a s s die Matr izen A und C und die moda len Parameter als die 

geschätzten E rgebn i sse betrachtet werden, da bei realen Exper imenten die M e s s u n g e n nicht 

unendl ich sind und die Ausgangskovar ia t ionen eigentl ich nur Schätzungen von Rt s ind. [12] 

3.1.3 Methode Data-Driven SSI 

Das Pr inzip des DD-SSI -A lgor i thmus sind die Kalman-Zustandsf i l ter und die Faktor is ierungs-

eigenschaf t von Projektionsmatrix. Der Kaiman-Fi l ter dient zur Abschätzung des Ka iman-F i l 

ters der Zustände xk und die S e q u e n z des Kaiman-Fi l ters der Zustände Xt e M n x ; ist definiert 

als: [12] 
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Xt — ( X ; xi + 1 ••• Xi+j_1) (27) 

Die Projekt ionsmatr ix ist definiert als: 

P = Yf/Yp = Yf(Yp)T(Yp(Yp)T)% (28) 

W o Yf e Rll*J, Yp e RllxJ s ind die B locks der Hankel-Matr ix mit zukünft igen (Future) und ver

gangenen (Past) Ausgänge. Die Projekt ionsmatr ix kann auch aus der erweiterten B e o b a c h 

tungsmatr ix Oi und die S e q u e n z des Kaiman-Fi l ters der Zustände Xt berechnet werden: [12] 

P = otXt (29) 

Die G le i chung (28) ist nur eine Definition und in der Prax is basiert die Berechnung auf der 

Hankel-Matr ix, die definiert ist 

y0\2t-i = P = Yf/Yp = Yf

+/Y- = RQT (30) 

Wobe i Q e M ; x ; e ine orthogonale Matr ix ist und R e M.2LIXJ e ine untere Dreiecksmatr ix ist. Zur 

Berechnung der Projektion Pt wird QR-Fak to r i s ie rung des B locks der Hankel-Matr ix der A u s 

gänge verwendet: [12] 

Ii l l(i - 1) J ^ 0 0 

Pi = Yf/YP = ^i ^ i L R 2 2 o ] e i i ' ( 3 1 ) 

Ki-V 1\R31 R32 R J \ q t I W - V 

Durch Erse tzung der G le ichung (31) in G le i chung (28) kann die Projekt ionsmatr ix Pt mit R und 

Submat r izen Q ausgedrückt werden. Ähnl ich kann die Matrix P j _ x unter Verwendung des al 

ternativen Ausd rucks der zukünft igen Ausgänge Yf und der vergangenen Ausgänge Yp be

rechnet werden: [12] 

er. ^ - ( « . i * o ( $ ) <32) 

Nach dem Erhal ten der Matr izen Pt und P^ ist es mögl ich, die strukturellen moda len Pa rame

ter unter Verwendung der fo lgenden Matr izen abzuschätzen. A u c h hier gilt die S V D (singular 

value decomposi t ion) , um den R a n g der Projekt ionsmatr ix zu schätzen. Nach der A u s l a s s u n g 
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von singulären Nullwerten und en tsprechenden singulären Vektoren wird die Projekt ionsmatr ix 

in der Form gegeben : [12] 

Pt = U-yS-yVl (33) 

Wobe i U e R l i x l i , S e R l i x l i und V e R l i x l i . U m die Sys temmat r izen A und C zu best immen, 

wird eine weitere Projekt ionsmatr ix eingeführt. Dann wird die erweiterte Beobach tungs

matrix Oi_t durch Entfernen der letzten Ze i len / aus der Matr ix Ot erhalten. [12] 

P i _ ! = Yf/Yp

+ = Oi-Ji+1 (34) 

0t = U^l'2, O i _ ! = Ot(l: l(i - 1) , : ) (35) 

Die Z u s t a n d s s e q u e n z Xi+1 kann aus Xt abgeleitet werden: 

X, = oJPi, Xi+1 = Oi-JP^ (36) 

Durch Erse tzen der Z u s t a n d s s e q u e n z Xi+1 und Xt in den s tochast ischen Zus tands raum wird 

der Algor i thmus des D D - S S I - M e t h o d s gelöst, um zu erhal ten: [12] 

c ) - e ) * + c ? ) 

W o Wi und y ; d e r Res t s ind und e M ( x ; der i-te B lock der Hankel -Matr ix ist. Mittels der 

Submatr ix R Q kann es leicht umschre iben: [12] 

Yt\t = I Ql I 

Die Zus tandssequenzen Xi+1 und der B lock der Ze i len werden aus den A u s g a n g s m e s s u n 

gen berechnet und die Sys temmat r i zen A und C können nach dem Ver fahren der kleinsten 

Quadra te berechnet werden: [12] 

( c H t K ( 3 9 > 

Der zwei te Algor i thmus basiert auf der Beobachtungsmatr ix : 
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(0i

Ť)(^) = (O}) (40) 

Dann ist Matrix A gegeben durch: 

04) = (Y22)(y12) - i (41) 

Sys tempo len und Modenfo rmen sind: [12] 

h = (42) 
At 

V = C ¥ 

3.2 Wichtungsansätze 

E s gibt mehrere Moda lana lyse techn iken des Zei tbere ichs. D a s Ergebn is d ieser Techn iken 

sind extrem helle Stabi l i tätsdiagramme mit fast ke inem R a u s c h e n . Z u d iesen Techn iken ge

hören: [10], [14] 

Der UPC-A lgo r i t hmus (Unweighted Principal Component) ist der e infachste Algor i thmus 

Der PC-A lgor i thmus (Principal Component) best immt Sys temmat r i zen aus singulären Wer 

ten und l inkeren s ingulare Vektoren der Beobachtungsmatr ix 

Der CVA-A lgo r i t hmus (Canonical Variate Analysis) berechnet die Grundwinke l und die R ich

tungen mittels der Matr izen der ve rgangenen (Past) und zukünft igen (Future) Ausgängen 

3.3 Stabilitätsdiagramm 

Der Z w e c k des Stabi l i tätsdiagramms besteht darin, die Po le des S y s t e m s zu f inden. E in Be i 

spiel für ein Stabi l i tätsdiagramm aus Daten, die nach der S S I - C O V - M e t h o d e verarbeitet wer

den, ist auf dem Bild 3.1. Auf der x - A c h s e ist die E igenf requenz des Po les , und auf der y-

A c h s e ist die Model lordnung. Zur Konstrukt ion des Stabi l i tätsdiagramms ist es notwendig zu 

erst die Model lordnung zu best immen. E s hängt mit der A n z a h l der E igen f requenzen z u s a m 

men. D a d iese Zah l nicht immer leicht zu best immen ist, ist d ieser Ansa t z nicht geeignet. A u c h 

aufgrund der Anwesenhe i t von R a u s c h e n im S y s t e m ist se ine Best immung schwier ig. D ieses 

Prob lem kann durch se ine Übertreibung gelöst werden, und dann ist es mögl ich, al le realen 
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(physischen) Po le des S y s t e m s zu identif izieren. D iese Lösung bringt ein anderes Prob lem in 

Form von redundanten Po len (die sogenannten mathemat ischen Pole) , die überhaupt nicht 

mit dem realen Sys tem zusammenhängen . D a s Stabi l i tätsdiagramm wird verwendet, um ma

themat ische und reale Po le zu unterscheiden. [15] 
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Bild 3.1 Ein Beispiel für ein Stabilitätsdiagramm [16] 

Einige E igenschaf ten von phys ika l ischen Po len können verwendet werden, um das Stabil itäts

d iagramm zu konstruieren. D iese Po le haben e inen negat iven Wer t für ihren Realtei l . Phys i 

ka l ische Po le neigen auch dazu , s ich mit s te igender Ordnung zu stabi l is ieren. Dies bedeutet, 

dass s ich die E igenf requenz des identif izierten phys ischen Po ls nicht mit der s te igenden Ord

nung des mathemat ischen Model ls ändert. Die mathemat ischen Po le werden in einer "zufäll i

gen" W e i s e erschaf fen. [15] 

E s kann gesagt werden, d a s s das Stabi l i tätsdiagramm die berechneten Po le in der Graf ik 

zeigt. E s gibt eine al lmähl iche Erhöhung der Model lordnung in e inem mathemat ischen Model l . 

Für jedes neu ents tandene Model l werden dann Po le identifiziert, die dann ins D iagramm ein

getragen werden. Der nächste Schritt definiert die Kriterien, die der Bes t immung stabi le Po le 

ermögl ichen. E s ist dann mögl ich, die e inze lnen E igenf requenzen aus dem Stabil i tätsdia

gramm zu best immen. [11], [15] 
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4 Untersuchung eines Dreimassenschwingers mittels SSI 

Der G e g e n s t a n d d ieser Arbei t ist es , moda le Parameter der W e r k z e u g m a s c h i n e mit O M A zu 

erhalten. D a die Masch ine als ein relativ kompl iz iertes Sys tem betrachtet werden kann, das 

viele E ingabeparameter hat, wurde der gesamte P r o z e s s zuerst für ein e in facheres Gerät 

durchgeführt. A u s d iesem G r u n d wurden zunächst die Berechnungen auf ein e in facheres S y s 

tem (Dre imassenschwinger - Bild 4.1) angewendet . D ieses Sys tem besteht aus drei G e w i c h 

ten, die durch zwei ident ische Federn verbunden und mittels einer Feder mit e inem festen 

Träger verbunden s ind. Auf dem letzten Gewich t liegt die Erregungskraft , die die Schwingung 

des ganzen S y s t e m s verursacht. Dies ist ein relativ e in faches S y s t e m und kann mit bekannten 

G le i chungen gelöst werden. Wicht ig ist auch , dass es mögl ich ist, das Systemverha l ten im 

V o r a u s vorherzusagen. 

A m An fang wurden Bewegungsg le i chungen zusammengebau t und die Steif igkeits- und 

Dämpfungsmatr izen bestimmt. Der nächste Schritt war e ine Moda lana lyse , bei der das Sys tem 

ohne Belastung gelöst wurde. D ies ist e ine Lösung des E igenprob lems der Bewegungsg le i 

chungen. A u s d iesem Ver fahren werden moda le E igen f requenzen und modale Schw ingungs 

formen erhalten. D iese F requenzen bilden dann die Referenz f requenz für O M A . 

Der nächste Schritt ist, Zei ts ignale von Besch leun igung, Geschwind igke i t und Bewegung unter 

Bet r iebsbedingungen zu erhalten. D ies sind die ersten notwendigen Wer te für O M A , um die 

e igenen F requenzen zu best immen. D ieser Schritt wird mit dem Zus tandsraum gelöst, in dem 

ein mathemat isches Model l erstellt und die Be las tung durch weißes R a u s c h e n definiert wird. 

Im letzten Tei l d ieses Kapi te ls wird die Bet r iebsmoda lana lyse durchgeführt. D a n a c h werden 

Stabi l i tätsdiagramme zusammengeste l l t , in denen die E igenf requenzen aus der Moda lana lyse 

angezeigt werden. Bas ie rend auf d iesem W i s s e n werden die opt imalen Var ianten der Be las 

tung von R a u s c h e n und die eingestel l ten Kr i ter ienparameter mittels der Kriterien, um die E i 

genf requenzen zu f inden, ermittelt. Anschl ießend werden die E rgebn isse auswertet und die 

Schick l ichkei t der Nutzung der e inze lnen Tei le des O M A beurteilt. 
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4.1 Bewegungsgleichungen 

Im ersten Schritt ist es notwendig, Bewegungsg le i chungen aufzustel len, die den Zus tands-

raum beschre iben können. D iese G le i chungen d ienen dann, um modale Parameter zu erhal

ten und s ind auch Tei l des Zus tandsraums. 

2 3 

x 3 ( t j 

I I 
m 2 

3 

~|—1 
m 3 

1 I 1 1 

iß) 

Bild 4.1 Dreimassenschwinger [2] 

Für Dre imassenschwinger , der auf dem Bild 4.1 dargestel l t ist, wurden grund legende differen-

tiale Bewegungsg le i chungen aufstellt. 

m1x1 + b1x1 + b2(x1 — x 2 ) + k1x1 + k2(x1 — x2) = 0 

m2x2 + b2(x2 - xt) + b3(x2 - x 3 ) + k2(x2 - xt) + k3(x2 - x 3 ) = 0 (43) 

m 3 x 3 + b3(x3 - x 2 ) + k3(x3 — x 2 ) = F 

Ns 
W o m (m1 = m2 = m3 = 1 kg) die M a s s e der e inze lnen Gewich te ist, b (bt = 0,85—,b2 = 

4.5 * bx b3 = 4,5 * b2 ^ ) ist die Dämpfung, k (bt = 0,85 b2 = 4,5 * bx ^ , b3 = 4,5 * b2 ^) 

ist die Steif igkeit und die Erregung des S y s t e m s ist F. Darüber hinaus ist x die Besch leun igung 

der e inze lnen Gewich te , x ist ihre Geschwind igke i t und x Versch iebung . D iese G le i chungen 

können dann in der Matr ixaufzeichnung wie folgt überschr ieben werden: 

[M]{x] + [B']{x] + [K]{x] = {F} (44) 
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W o : 

[M] = 
m1  

0 
0 

0 
m2  

0 

0 
0 

m3 

[B'] = 
bx + b2 -b2 

-b2 b2 + b3  

0 -b3 

0 

b3 

(45) 

[K] = 
kt + k2 —k2 0 

-k2 k2 + k3 -k3  

0 -k3 k3 

[F} = (46) 

4.2 Bestimmung der Eigenfrequenzen und Schwingungsformen mittels 

der Modalanalyse 

Das Ergebn is d ieser Arbei t ist es, die E igenf requenzen e ines gegebenen S y s t e m s mit O M A 

zu best immen. Um zu beurtei len, ob das Ver fahren korrekt ist, s ind zunächst die Eigenfre

quenzen ohne Dämpfung und Be ladung mittels Moda lana l yse zu bes t immen. Anschl ießend 

wird eine Moda lana lyse für das gedämpf te Sys tem durchgeführt, um die E rgebn i sse zu ver

g le ichen. Die berechneten E igenf requenzen werden dann mit den O M A - E r g e b n i s s e n im S ta 

bi l i tätsdiagramm vergl ichen. Im nächsten Tei l werden die Schwingungs fo rmen durch M o d a 

lanalyse bestimmt. 

4.2.1 Bestimmung der Eigenfrequenzen ohne Dämpfung 

Um die E igenf requenzen des S y s t e m s zu best immen, ist es notwendig, die Matr ix -Bewe

gungsgle ichung des ungedämpften S y s t e m s in der Form zu lösen: [17] 

Mx + Kx = 0 (47) 

Wobe i M die symmetr ische Gewichtsmatr ix und K die symmet r ische Matrix der Steif igkeit des 

S y s t e m s ist. Für d iese G le ichung gelten die An fangsbed ingungen : [17] 

x (0 ) = x o , x ( 0 ) = x 0 (48) 

Und dann wird die G le ichung entsteht: 

(—MD.2 + K)v = 0 (49) 
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W o der Vektor v ein unbekannter Vektor der Schwingungs fo rmen ist und die Matr ix ü 2 eine 

unbekannte Matr ix der E igenf requenzen des S y s t e m s ist. D iese G le i chung wird als sogenann

tes a l lgemeines Eigenwertproblem bezeichnet. Se ine Lösung besteht darin, den Vektor v u n d 

die Matr ix ü 2 zu erhalten. E s ist mögl ich, d ies in Mat lab mit der e ig-Funkt ion zu lösen. Auf 

d iese W e i s e werden die E igen f requenzen des S y s t e m s ohne Dämpfung erhalten. [17] Die 

berechneten E igenf requenzen sind in Tabe l le 4.1 geschr ieben. 

Tabelle 4.1 Eigenfrequenzen des Dreimassenschwingers ohne Dämpfung 

Reihenfo lge 

[-] 

E igenf requenz 

[Hz] 

1. 17,2408 

2. 60 ,6224 

3. 104,1437 

4.2.2 Bestimmung der Schwingungsformen und Eigenfrequenzen des 

Dämpfungssystems 

Das gle iche Ver fahren wie im vor igen Kapitel wird auch für das Dämpfungssystem durchge

führt. Das Sys tem wird wieder ohne der Be las tung und wird mittels der Methode des E igen

wer tproblems gelöst. Dann ist die Ausgangsg le i chung in Form: 

Mx + Bx + Kx = 0 (50) 

Und die daraus result ierenden Matr izen für die Berechnung sind: 

Dämpfung 
K 

03,3 
03,3 
—M 

M Dämpfung 
B M 
M 0 3 ; 3 

(51) 

Das Ergebn is s ind Matr izen mit komplexen moda len Schwingungs fo rmen und moda len E igen

f requenzen. Die Schwingungs fo rmen des S y s t e m s können mit den realen und imaginären Te i 

len im D iagramm dargestel l t werden. Das Bild 4.2 zeigt das result ierende D iagramm mit die 

E igenschwingungs formen für die ersten drei E igenf requenzen. Auf der x - A c h s e ist das reale 

Teil und das imaginäre Tei l ist auf y -Achse . Die dunkelgrüne Linie repräsentiert die E igen

schwingungsform für das erste Gewich t und das leichteste für das dritte Gewicht . 
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Complex modesaof reference motfel for fR - 104-.0995 Hz Complex modes of reference model for fR - &0.G23 Hz Complex modes of reference model for fR - 17.2408 Hz 

Bild 4.2 Eigenschwingungsformen für die ersten drei Eigenfrequenzen 

Die resul t ierenden Moda l f requenzen s ind in Tabelle 4.2 dargestellt . Die F requenzen s ind etwa 

gleich wie bei dem ungedämpften S y s t e m . Al lerd ings gibt es ger inge Unterschiede. A l s Refe

renzf requenz für das Stabi l i tätsdiagramm werden die E igenf requenzen für das gedämpfte S y s 

tem verwendet. 

Tabelle 4.2 Eigenfrequenzen des Dreimassenschwingers mit Dämpfung 

Reihenfo lge 

[-] 

E igenf requenz 

[Hz] 

1. 17,2408 

2. 60 ,6230 

3. 104,0995 

4.3 Zustandsraum 

Um die E igenf requenzen des S y s t e m s mit O M A zu best immen, ist es notwendig, den Z u 

s tandsraum des Sys tems mit den fo lgenden Matr izen zu beschre iben: 
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Die Matr izen A , B, C , D, die den Zus tands raum des Dre imassenschw ingers beschre iben, kön

nen dann im Zus tandsraummode l l (Bild 4.3) zu be legen sein, das im S imu l ink -Programm ge

schafft war. D a s Sys tem wird an al len drei Punkten mit unkorrel iertem weißen R a u s c h e n er

regt. D a s A u s g a n g s r a u s c h e n , das das Senso r rauschen simuliert, wird dann durch den A u s 

gangswert „v" definiert. 

i t 
Band-Limited 
Whits Mosel 

Band-Limited 
White Notse2 

Band-Limited 
White 

A SeniCfTfl iE chert 1 

x,=Ax+Bu 
y = Cs+Du 

State-Space 

A A S sniLMTa L£ chen 3 

y j 

• 
y_2 

3 
y_3 

Bild 4.3 Zustandsraummodell des Dreimassenschwingers - Simulink 

Um das Verhal ten d ieses S y s t e m s zu überprüfen, wurden mehrere Var ianten von E ingangspa 

rametern, die in der Tabe l le (Tabel le 4.3) beschr ieben s ind, ausgewählt . We ißes R a u s c h e n 

betritt das Sys tem mit E ingangsparametern : Zeitschritt 0 ,001, No ise power - 0 a 0,02. Das Bild 

4.4 zeigt se inen Ver lauf bei der No ise power 0,02. W e n n No ise Power 0 ist, ist das E ingangs

signal Null. Für jeden E ingang war es notwendig, e inen anderen S e e d auszuwählen, der die 

Quel le für den Zufa l lszahlengenerator definiert. Dadurch wird sichergestel l t , dass an jedem 

E ingang andere zufäl l ige Wer te erzeugt werden. W e n n Daten durch M e s s u n g erfasst werden, 

werden d iese Daten aufgrund der Ungenauigkei t der Mess techn ik verzerrt. Innerhalb d ieses 

Model ls wird d iese Ungenauigke i t simuliert, indem eine andere Var iab le e ingegeben wird, die 

Senso r rauschen darstellt. Die Wirkung d ieses R a u s c h e n s wird dann ausgewertet. 
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Bild 4.4 Weißes Rauschen 

In der ersten Var iante ist das weiße R a u s c h e n auf E ingang und auf A u s g a n g ist Nul lsensor

rauschen. Bei den beiden anderen Var ianten wird dann das Senso r rauschen erhöht, um deren 

Auswi rkung auf die E rgebn isse zu beurtei len. In den letzten drei Var ianten ist das Sensor rau 

schen null und es wird ein weißes R a u s c h e n am E ingang angelegt, das an eine oder zwei 

Federn angelegt wird. 

Tabelle 4.3 Werte des Rauschens des Dreimassenschwingers 

Variante Feder 1 Feder 2 Feder 3 

1 
weißes R a u s c h e n [-] 0.02 0.02 0.02 

1 S e n s o r r a u s c h e n „v" [-
] 

0 0 0 

2 
weißes R a u s c h e n [-] 0.02 0.02 0.02 

2 S e n s o r r a u s c h e n „v" [-
] 

1 1 1 

3 
weißes R a u s c h e n [-] 0.02 0.02 0.02 

3 S e n s o r r a u s c h e n „v" [-

l 
10 10 10 

4 
weißes R a u s c h e n [-] 0.02 0 0 

4 S e n s o r r a u s c h e n „v" [-

l 
0 0 0 

5 
weißes R a u s c h e n [-] 0.02 0 0.02 

5 S e n s o r r a u s c h e n „v" [-

l 
0 0 0 

6 
weißes R a u s c h e n [-] 0.02 0.02 0 

6 S e n s o r r a u s c h e n „v" [-
] 

0 0 0 
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Auf dem Bild 4.5 gibt es e inen Verg le ich des Ausgangss igna l s des ersten Gewich ts für die 

ersten drei Var ianten. Auf dem oberen D iagramm wurde das Sys tem auf al le drei Eingänge 

mit we ißem R a u s c h e n erregen, und die Senso r rauschen waren Null. D a s erste D iagramm 

zeigt das Ausgangss igna l des Sys tems , das nur durch weißes R a u s c h e n beeinf lusst wurde. 

Bei den beiden anderen D iag rammen war das S y s t e m von dem R a u s c h e n der S e n s o r e n be

einflusst. Für das zwei te D iagramm ist der Wer t des R a u s c h e n s 1 und für das dritte D iagramm 

ist es 10. 

Bild 4.5 Ausgangssignal 

4.4 Berechnung der Schwingungsformen mit O M A 

Die Hankel -Matr ix und die Projekt ionsmatr ix werden dann durch die Data-dr iven-Methode aus 

den aus dem Simul ink-Model l gewonnenen Wer ten , d.h. Aus lenkungen und Zeit, aufstellt. Im 

nächsten Schritt wird die Wichtung mit U P C , P C und C V A für d iese Methode durchgeführt. 

Nach dem Ver fahren in Kapitel 3.3 werden die zeitdiskrete Messmat r i x und Eigenvektoren der 

zei tdiskreten Systemmatr ix für den 1. und 2. Algor i thmus und dann die E igenschwingungsfor 

men berechnet. 
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Die Wer te aus dem Model l werden dann nach der Covar iance-dr iven -Methode verarbeitet. 

Die Toepl i tz-Matr ix wird z u s a m m e n g e b a u t und wie bei der b isher igen Methode, nach dem 

Ver fahren in Kapitel 3.3, werden die zei tdiskrete Messmat r i x und Eigenvektoren der zeitdis

kreten Systemmatr ix und dann E igenschwingformen erhalten. 
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Das Bild 4.6 zeigt die E igenschwingungs fo rmen für die Data-Dr iven-Methode mit dem R a u 

schen für die Var iante 1. Auf der x - A c h s e ist der reale Tei l der E igenschwingungs fo rmen und 

der imaginäre ist auf der y - A c hs e . Das Bild zeigt drei D iagramme für jede Wichtung ( U P C , P C , 

C V A ) . Die F requenzen , für die die Schwingungs fo rmen angezeigt werden, werden aus den 

Eigenwerten der zei tdiskreten Systemmatr ix ermittelt, die nach der Data-Dr iven-Methode be

rechnet wurden. 

Die berechneten Schwingungs fo rmen können dann mit Schwingungs fo rmen, die durch die 

Moda lana lyse berechnet werden, verg l ichen werden. Dazu wird die graph ische Darstel lung 

von M A C (Modal A s s u r a n c e Criterion) benutzt, die aus der Kriterium M A C aufgeht. W e n n s ich 

die E igenschwingungs fo rmen beider Berechnungen im g le ichen M o d e bef inden, liegt der 

M A C - W e r t bei 1. W e n n sie zu zwe i M o d e n gehören, nähert s ich der M A C - W e r t 0 

Bild 4.7 MAC-Diagramm 
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Da es mögl ich war, die Schwingungs fo rmen nur für die erste Var iante des R a u s c h e n s zu 

ze ichnen , wurde das M A C - D i a g r a m m (Bild 4.7) genau für d iese Var iante gezeichnet . Der 

G r a p h vergleicht die drei berechneten Schw ingungen des gedämpften S y s t e m s mit Hilfe der 

Bet r iebsmodalana lyse mit den oben beschr iebenen drei E igenschwingungs formen. 

Die Hauptd iagonale ist 1 und die anderen s ind nahe Null . D ies bedeutet, d a s s es hier keine 

fa lschen Moden geben sollte. Nur im M A C - D i a g r a m m für den DD-SSI -A lgor i thmus mit C V A -

Wichtung zeigt s ich, d a s s eine Schwingungs form nahe Null ist. Dies bedeutet, d a s s die E igen

form zu den zwei Moden gehören kann. 

4.5 Bestimmung der Eigenfrequenzen mit O M A 

Die E igenf requenz kann aus dem Stabi l i tätsdiagramm ermittelt werden. Um es zu bauen, ist 

es notwendig, Eigenwerte (kontinuierlich) zu erhalten. Das Ver fahren ist, wie bei Schw ingungs 

formen, in Kapitel 3.3 beschre iben. Die Berechnung erfolgt w iederum für die Data-Dr iven-Me-

thode (Wichtung mit U P C , P C und C V A ; 1. a 3. algori thmus a 2. algorithmus) und für die C o v a -

r iance-Dr iven-Methode. 

A u s dem imaginären Tei l der Eigenwerte ist es dann mögl ich, die Stabi l i tätsdiagramme für den 

1. und 2. Algor i thmus des DD-SS I und des C o v - S S I zu erstel len. Das Bild 4.8 zeigt ein Stabi l i 

tä tsd iagramm, in dem einzelne Po le angezeig t werden. D a s D iagramm zeigt die Ergebn isse 

für die 1. Var iat ion des R a u s c h e n s , wo das R a u s c h e n nur am Eingang ist. Die Wer te wurden 

für den 1. Data-Dr iven Algor i thmus berechnet. Die Dre ieckmarke repräsentiert: die Po le mit 

U P C - W i c h t u n g , das R a d mit PC-Wich tung und das Kreuz mit C V A - W i c h t u n g . 
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Bild 4.8 Stabilitätsdiagramm mit den Polen 

Auf d iesem Diagramm gibt es drei Bere iche, in denen es mögl ich ist, stabile Po le und damit 

die E igenf requenzen des S y s t e m s zu erwarten. Um d iese stabi len Po le zu best immen, ist es 

notwendig, im nächsten Schritt die Kriterien zu definieren. 

4.5.1 Optimierung von Kriterien zur Bestimmung der Eigenfrequenzen 

Wie oben erwähnt, neigen phys ika l ische Po le dazu , s ich mit der erhöhenden Model lordnung 

zu stabi l is ieren. Daraus folgt, d a s s s ich mit der erhöhenden Model lordnung der phys ika l ischen 

Po le der Wert von F requenz und der Verhäl tn isdämpfung nicht sehr stark ändert. S o ist es 

mögl ich, die Bed ingung vorzuschre iben, dass , wenn s ich die F requenz mit der erhöhenden 

Model lordnung nicht stark ändert es eine stabile F requenz ist. E b e n s o kann die Bed ingung 

auch für e ine relative Dämpfung zusammengebau t werden. W e n n a lso der Po l beide Bedin

gungen erfüllt, kann er als stabil markiert werden. Dann ist es notwendig die Abwe ichung von 
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M o d e s (Modal A s s u r a n c e Criterion - M A C ) , w a s das Maß der Korrelat ion zw ischen zwei mo

dalen Vektoren darstellt und die A n z a h l wiederhol ter Wer te , zu best immen. Die ausgewähl ten 

Kriterien sind in Tabe l le 4.4 aufgeführt. 

Tabelle 4.4 Kriterien für Stabilitätsdiagramme 

Parameter 1. Kriterium 2. Kriterium 

Theta -max 0,1 0,1 

Theta-min 0,0001 0,0001 

Theta-diff 0,02 0,002 

F-diff 10 9 

Mac-dif f 0,05 0,04 

N-accept 10 11 

A m An fang wurden die Kriterien ausgewählt , die dann optimiert wurden. Ziel war es , die E i 

genf requenz so genau wie mögl ich zu best immen. E s wurden mehrere Var ianten der Kriterien 

verwendet, aber die opt imalen Kriterien wurden in Bezug auf die daraus resul t ierenden G r a 

phen gewählt , die in Tabel le 4.4 in der zwei ten Spal te aufgeführt s ind. Der Einf luss der Wah l 

der Kriterien ist ersichtl ich in Bild 4.9 und Bild 4.10. 

4.5.2 Bestimmung der Eigenfrequenzen aus dem Stabilitätsdiagramm 

Bas ie rend auf den ausgewähl ten Kriterien, E igenvektoren und Eigenwerten der zeitdiskreten 

Systemmatr ix und Ausgangsmat r ix , ist es mögl ich, stabi le Po le in der Graf ik zu ze ichnen . Auf 

Bild 4.9 ist das result ierende Stabi l i tätsdiagramm für die 1. Var iante des R a u s c h e n s (DD-SSI , 

1. Algor i thmus) dargestellt. Das 

Bild 4.9 zeigt das D iagramm, in dem das 1. Kriterium angewendet wurde. D a s Bild 4.10 zeigt 

die E rgebn i sse nach optimierten Kriterien. Die roten K reuze ze igen die gefundenen stabilen 

Po le mit C V A - W i c h t u n g , die b lauen Dre iecke mit U P C - W i c h t u n g und die grünen Räder mit P C -

Wichtung. 
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Eigenfrequencies with 1 & 3 . algorithm ofDD-SSI 
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ß/'/d 4.9 Stabilitätsdiagramm -1. Variante des Rauschens (DD-SSI, 1. Algorithmus) -1. Kriterium 

Die x - A c h s e ist E igenf requenz (rad/s) und die y -Achse ist der Wer t der aktuel len Model lord

nung. Die ge lben Linien sind die E igenf requenzen, die für das gedämpf te Sys tem durch Mo

da lana lyse berechnet wurden. Auf d iesen Linien sollten die daraus result ierenden Punkte lie

gen. W e n n die result ierenden Punkte tatsächl ich auf den Linien s ind, kann man sagen , dass 

es nach d ieser Vo rgehenswe ise mögl ich ist, die e igenen F requenzen zu bes t immen. W e n n 

die Punkte im D iagramm verstreut s ind, können die E igen f requenzen nicht best immt werden. 

A u s dem Stabi l i tätsdiagramm (Bild 4.9 

Bild 4.9) ist es ersicht l ich, dass die berechneten Punkte mit C V A - W i c h t u n g in unmittelbarer 

Nähe zu den berechneten F requenzen l iegen. A u s d iesen Punkten ist es mögl ich, die E igen

f requenzen ungefähr zu best immen. Die berechneten Punkte mit PC-Wich tung und U P C -
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Wichtung l iegen nicht mehr in der Nähe der geze ichneten Linien. Nach d iesen beiden Ver fah

ren wäre es mögl ich, etwa die dritten F requenzen zu best immen, aber nicht die ersten beiden. 

Eigenfrequencies with 1. & 3 . algorithm ofDD-SSI 

A Unweighted Principal Components 
0 Principal Components 
li Canonical Variate Analysis 

Jí K " . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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; . . . * . . 

•i 
I jh $ % j 
: •••• • • 
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Eigenfrequency (rad/s) 

3000 3500 

Bild 4.10 Stabilitätsdiagramm -1. Variante des Rauschens (DD-SSI, 1. Algorithmus) - 2. Kriterium 

Bei der Anwendung optimierter Kriterien ist es ersicht l ich, d a s s es nach den stabi len Po len mit 

C V A - W i c h t u n g mögl ich ist, die E igenf requenzen ermitteln. Die stabi len Po le mit PC-Wich tung 

und U P C - W i c h t u n g s ind nach d iesen Kriterien im D iagramm um die berechneten Eigenfre

quenzen zu platzieren. Bas ie rend auf e inem so lchen D iagramm wäre es nur mögl ich, den Be

reich zu best immen, in dem s ich die E igenf requenz befindet. A u s d iesem Grund wurden die 

fo lgenden Stabi l i tätsdiagramme nach optimierten Kriterien erstellt. 
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Bild 4.11 Stabilitätsdiagramm -1. Variante des Rauschens (DD-SSI, 2. Algorithmus) - 2. Kriterium 

Auf dem Bild 4.11 

Bild 4.11 werden die E rgebn isse für die 1. Var iante des R a u s c h e n s (DD-SS I , 2. Algor i thmus) 

angezeigt . A u s dem Diagramm ist es ersicht l ich, dass es mögl ich ist, die ersten beiden E igen

f requenzen nach C V A - W i c h t u n g zu best immen, aber die dritte konnte nicht best immt werden. 

Nach PC-Wich tung und U P C - W i c h t u n g wäre es mögl ich, e ine dritte E igenf requenz zu best im

men. Abhängig von der Lage der stabi len Po le wäre es mögl ich, die ersten beiden F requenzen 

ungefähr zu best immen. 
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Eigenfrequencies with Cov-SSI Balanced Response 

Bild 4.12 Stabilitätsdiagramm -1. Variante des Rauschens (COV-SSI) - 2. Kriterium 

Das Bild 4.12 zeigt E rgebn isse an, die nach der Covar iance-Dr i ven-Methode berechnet wur

den. Bas ie rend auf Kriterien wurden die stabi len Po le identifiziert, die im gesamten Diagramm 

verstreut s ind. Obwoh l die Po le auf Linien l iegen, die die berechneten E igenf requenzen dar

stel len, ist es nicht mögl ich, die E igenf requenzen nach den Ergebn issen der C O V - S S I - M e -

thode genau zu best immen. 

Das Stabi l i tätsdiagramm für die zwei te Lösungsvar iante, deren Wer te nach der D D - S S I - M e -

thode des 1. Algor i thmus berechnet wurden, ist in der An lage angegeben . E s ist nicht mögl ich, 

die E igen f requenzen aus den berechneten stat ischen Po le für d iese Var iante zu best immen. 

Nach den ausgewähl ten Kriterien wurden keine stabi len Po le für C V A - W i c h t u n g bestimmt. Für 

die nächsten zwei Wich tungen werden im D iagramm stabile Po le ausgebreitet. Ke ine stabi len 

Po le wurden auf den ersten beiden Linien oder in der Nähe gefunden. Das g le iche gilt für die 
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Berechnung des 2. Algor i thmus. Bas ie rend , auf den nach beiden Algor i thmen aufgetragenen 

D iagrammen, könnte man die E igenf requenz um 240 rad/s nach PC-Wich tung , 654 rad/s nach 

U P C - W i c h t u n g (berechnete Eigenfrequenz) erwarten und dann im Bere ich von etwa 1000 

rad/s nach U P C - W i c h t u n g . 

E s ist auch nicht mögl ich, die E igenf requenzen aus e inem nach der C O V - S S I - M e t h o d e be

rechneten D iagramm genau zu best immen. W e n n die E igen f requenzen auf der Grund lage des 

Stabi l i tätsdiagramms ermittelt wurden, würden die ersten be iden E igenf requenzen fa lsch be

stimmt. S ie sollten e inen Wer t von etwa 194,6 rad / s und 547,8 rad / s haben, aber das Er

gebnis sollte 108,3 rad / s und 380,9 rad / s se in . A u s dem Diagramm kann man die Wer te der 

E igenf requenzen best immen als: 194,6 rad/s und 547,8 rad/s, aber der richtige Wer t sollte 

108,3 rad/s und 380,9 rad/s se in . E ine dritte E igenf requenz würde auf dem Diagramm basie

ren. Die dritte E igenf requenz würde auf dem Diagramm bas ieren, we lche best immt werden 

kann. Ähnl iche Ergebn isse wurden auch mit der dritten Var iante des R a u s c h e n s erzielt. 

Bei der Darstel lung des Stabi l i tätsdiagramms für die 4., 5. und 6. Var iante des R a u s c h e n s 

(nach dem DD-SS I -Me thode , 1. und 2. Algor i thmus) wurden die stabi len Po le nur für U P C -

Wichtung angezeigt . Die berechneten stabi len Po le l iegen in dem Bere ich , in dem die E igen

f requenzen vorhanden, so d a s s die ungefähren E igenf requenzen aus e inem so lchen Dia

gramm ermittelt werden können. Die A u s n a h m e n s ind die dritten E igenf requenzen in der 4. 

Var iat ion des R a u s c h e n s (DD-SSI -Me thode , 1. und 2. Algor i thmus) und 5. Var iante des R a u 

schens (DD-SSI -Me thode , 1. Algor i thmus), die aus den E rgebn issen nicht ermittelt werden 

kann. A u s den D iagrammen nach der C O V - S S I - M e t h o d e für die 4., 5. und 6. Var iante des 

R a u s c h e n s wäre es mögl ich, ungefähr die dritte E igenf requenz zu ermitteln, aber die ersten 

beiden E igenf requenzen wäre es nicht mögl ich zu best immen. 

4.5.3 Bewertung des Rauscheinf lusses auf das Stabilitätsdiagramm 

Die E igenf requenzen der 1. Var iante des R a u s c h e n s , wenn das R a u s c h e n nur auf dem Ein

gang wurde, konnten sowohl für den 1. a ls auch den 2. Algor i thmus der D D - S S I - M e t h o d e für 

PC-Wich tung und U P C - W i c h t u n g ungefähr best immt werden. Bei der Verwendung von C V A -

Wichtung konnten d iese F requenzen fast genau best immt werden . Die e inz ige A u s n a h m e war 

die dritte E igenf requenz für den 2. Algor i thmus. Gle ichzei t ig war es zumindes t ungefähr mög

lich, die E igen f requenzen nach der C O V - S S I - M e t h o d e zu best immen. 
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Soba ld das R a u s c h e n den E ingang des S y s t e m s beeinf lusst, war die Bes t immung zumindest 

annähernder E igenf requenzen fast unmögl ich. Bei der Appl ikat ion der C V A - W i c h t u n g wurden 

keine stabi len Po le oder nur e ine kleine Zah l in der 2. und 3. Var ianten des R a u s c h e n s gefun

den. A u s berechneten, stabi len Po len nach U P C - und PC-Wich tung wurden die Eigenfrequen

zen fa lsch ermittelt. E ine fa lsche E igenf requenzbest immung gab es auch bei der C O V - S S I -

Methode. 

W e n n das R a u s c h e n nur auf e in igen Eingängen und kein R a u s c h e n am A u s g a n g gegeben 

war (4., 5. und 6. Var iante des Rauschens ) , so war es nur mögl ich, einige E igenf requenzen 

für die DD-SS I -Me thode ungefähr zu best immen: nämlich für U P C - W i c h t u n g . Für die anderen 

Wichtungen wurden keine stabi len Po le gefunden. Nach der C O V - S S I - M e t h o d e wurden nur 

ungefähr drei E igenf requenzen ermittelt. 

A u s den Ergebn issen ist ersicht l ich, d a s s es für Dre imassenschw inger mögl ich war, die E igen

f requenzen aufs G e n a u e s t e zu best immen, wenn das R a u s c h e n nur am E ingang gegeben 

war. Soba ld das S e n s o r r a u s c h e n dem A u s g a n g hinzugefügt wurde, waren die E rgebn isse ver

zerrt und es war nicht mögl ich, die E igenf requenzen richtig zu best immen. W e n n es an al len 

Eingängen kein R a u s c h e n gibt, hat es auch e inen negat iven Einf luss auf die Ergebn isse . In 

d iesem Fall war es nicht mögl ich, al le Wich tungen zu verwenden und die E rgebn isse waren 

zudem sehr ungenau. 
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5 Untersuchung einer Werkzeugmaschine mittels SSI 

In d iesem Kapitel werden die Methoden zur Bes t immung von E igenf requenzen mit O M A für 

eine W e r k z e u g m a s c h i n e angewendet . A m An fang wird die W e r k z e u g m a s c h i n e bestimmt, auf 

die die gesamte Methode angewendet wird. Dann, mittels der moda len Parameter , die aus 

dem A n s y s - P r o g r a m m erhalten werden, wird das mathemat ische Model l d ieses Gerätes be

stimmt. E ine Betr iebsbelastung, in Form von R a u s c h e n , wird in das mathemat ische Model l 

hinzugefügt, um O M A - B e d i n g u n g e n zu s imul ieren. A u s dem erhal tenen Model l werden unter 

Ve rwendung des Zus tands raums die notwendigen Zei ts ignale erhalten, auf die die jewei l ige 

Bes t immung der moda len Parameter durch O M A angewendet wird. Der letzte Tei l d ieses K a 

pitels fasst die E rgebn isse der Stabi l i tätsdiagramme z u s a m m e n und beschreibt die Auswir 

kungen von R a u s c h e n und der Kriterien auf die Bes t immung der E igen f requenzen mit O M A . 

5.1 Beschreibung der Werkzeugmaschine 

Das gesamte Ver fahren zur Bes t immung der E igenf requenzen wird für ein Bearbei tungszent

rum mit e inem bewegl ichen S tand erfolgen. Dies ist eine a l lgemeine 3 - A c h s e n - A C W - M a -

schine. Der Arbei tsbere ich der Masch ine beträgt ca . 1000x700x600 mm. Quel ldaten wurden 

aus dem Model l erhalten, das in A N S Y S erstellt wurde. A n d iesem Model l wurde eine M o d a 

lanalyse durchgeführt. A u s d ieser Moda lana lyse wurden die Matr izen von moda len Eigenfre

quenzen und moda len E igenschwingungs fo rmen erhalten. D iese Masch ine ist in Bild 5.1 ab

gebildet. Die Masch ine ist nur schemat i sch dargestellt. Die Richtungen und Versch iebungen 

der A c h s e n sind rot dargestellt. Die Orte, für die die moda len Parameter definiert s ind, werden 

orange angezeigt . 

Das mathemat ische Model l wurde unter Ve rwendung des Zus tands raums und der Kenntnis 

der moda len E igenf requenzen und der en tsprechenden moda len Schwingungs fo rmen er

zeugt. Die Eigenfrequenzmatr ix ist 45x1 und zeigt 45 erste F requenzen an. Die Schwingungs

formmatrix ist dann 24x45. Das gesamte Sys tem ist so gebaut, d a s s jeder Punkt 3 Freiheits

grade hat. Die Schwingungsformmatr ix wird dann nach den Punktmark ierungen (von der nied

rigsten) sortiert, wobei die erste Ze i le die x - A c h s e , die zweite y -Achse und die dr i t te-z-Achse 

ist. 
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39593 39602 39606 

1497 
- X -

1496 

2199 

1499 1498 

Bild 5.1 Punkte einer 3-Achsen-Fräsmaschine 

Diese Matr izen wurden dann in die Form modifiziert, in der nur die ersten 24 F requenzen ver

wendet wurden, um die Matr izen A , B, C , D für das result ierende Model l im Zus tandsraum zu 

erzeugen . Die result ierende Matrix hat die Form von: 

A = 

Eigfreq1 0 0 0 

0 Eigfreq2 0 0 

0 0 ••. ; 
0 0 ••• Eigfreqn, 

(53) 

24x 

Die Eigenformmatr izen hat die Form von: 

P = 

E i g v e k t x l j t E i g v e k t x l j 2 

Eigvektyl_f1 E i g v e k t y l j 2 

Eigvektzl_f1 E i g v e k t z l j 2 

E i g v e k t x l _ f 2 4 

Eigvektyl_f24 

E i g v e k t z l _ f 2 4 

E i g v e k t z 8 _ f l Eigvektz8_f2 ••• E i g v e k t z 8 f 2 4 

(54) 

24x2 
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E s ist auch notwendig, die Dämpfung des S y s t e m s zu kennen. D a d iese Wer te nicht verfügbar 

s ind, erfolgt die Umrechnung in Form von: 

finxm ~ 2"dXn x 

0,5 (55) 

Wobe i i9 = 0,02 ein Dämpfungsgrad ist und X die Matrix der E igenf requenzen ist. S o entsteht 

eine Dämpfungsmatr ix S von 24x24. Dann sind die Matr izen für den Zus tands raum in der 

Form: 

A = [ ° a

 1 J B = [ °1 C = [P 0 W 8 D = [0]24x48 

L—A — Ô J 48*4 Lr"J48 
(56) 

Wobe i 0 eine Nullmatrix und 1 eine Einheitsmatr ix bezeichnet . 

Band-Limited 
White N o E e J 

Band-LiniitEd 
W hite htoee 2 

Band-Limited 
W hite MDEe_3 

Pu-nSct 1497 

Band-Limited 
W ritte NoEe_4 

i t 
Band-Limited 

W hrte Heise 5 

Band-Limited 
W hite MDEe_e 

• 

x"=Ax+Bu [ 
y = Cx+Du. f 

Sere c-íľa us chen 1 „J In Ser&cflra us-shen 2 . J III Sens csra LE chen S 

• B 

1 4 S 6 J 

SefEOTía LE eben Ů 

ß/'/d 5.2 Te/V des Zustandsraummodells aus dem Programm Simulink 
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Diese Matr izen werden dann verwendet, um Zei ts ignale mittels des Zus tands raums in dem 

Mat lab- und Simul ink P rog ramm zu berechnen. Das S c h e m a ist in Bild 5.2 dargestellt. E s ist 

nur ein Tei l des ganzen S c h e m a s , wo die Eingänge für die ersten beiden Punkte auf der M a 

sch ine angezeig t werden. Ande re Eingänge werden auf die g le iche W e i s e durchgeführt 

Die Be las tung des ganzen Mode l ls ist mittels des R a u s c h e n s . Die Größe d ieses R a u s c h e n s 

an den Eingängen ist r = 0,02 und besteht aus we ißem R a u s c h e n in Simul ink. A u s g a n g s r a u 

schen wird durch Zufa l lszah len mit Null Mittelwert und Variat ion v = 1 * 10" 1 6 erzeugt. Die Be

lastung wird auf al le Punkte in jeder A c h s e angewendet . Anschl ießend werden versch iedene 

Rauschvar ian ten ausgewertet , um die Wirkung d ieser E ingaben in O M A - B e r e c h n u n g e n zu 

best immen. Die ve rsch iedenen Var ianten des R a u s c h e n s sind in Tabe l le 5.1 dargestellt. In 

der ersten Spa l te gibt es e inze lne Var ianten. Im Text wird weiter mit d ieser Mark ierung der 

Var ianten arbeiten. In der zwei ten Spal te gibt es die e inze lnen Punkte, die in der gegebenen 

Var iante von dem R a u s c h e n im Zus tands raum an E ingang werden belasten. Die Punkte wer

den in alle A c h s e n (x, y, z) belasten. Die Kennze ichnung der Punkte erfolgt durch das S c h e m a 

auf dem Bild 5.1. In der letzten Spal te s ind die Punkte, die am R a u s c h e n gestört werden. In 

der letzten Spal te gibt es rauschende Punkte am A u s g a n g . 

Tabelle 5.1 Varianten des Rauschens 

Variante Erregung Ausgangsrauschen 

1 Al le Punkte Al le Punkte 

2 Al le Punkte kein 

3 1496 1496 

4 1496 kein 

5 2199 2199 

6 2199 kein 

7 39593 39593 

8 39593 kein 

9 
1496, 1497, 1498, 

1499, 2199 

1496, 1497, 1498, 

1499, 2199 

10 
1496, 1497, 1498, 

1499, 2199 
kein 

11 39593, 39602, 39606 39593, 39602, 39606 

12 39593, 39602, 39606 kein 
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Für jede Variante der Belastung wurden Zei ts ignale dargestellt . A l le Berechnungen wurden für 

100s mit e inem Zeitschritt dt = 0,001 s durchgeführt. D a s result ierende S igna l für die erste 

Variat ion im Punkt 1496 ist in Bild 5.3 dargestellt. D ies ist der Eckpunkt des Arbei ts t isches. Die 

x - A c h s e beschreibt die Ze i tachse in S e k u n d e n . Die y - A c h s e ist dann eine Versch iebung in 

Metern. Das Zei ts ignal wird zur Verdeut l ichung nur in e inem Zei tbereich von 50 s bis 50,07 s 

angezeigt . Die Aus lenkung wird in der x - A c h s e blau, y - A c h s e schwarz und z - A c h s e grün 

dargestellt. D a s Bild zeigt e ine relativ hohe Aus lenkung in der z - A c h s e im Verg le ich den 

anderen A c h s e n . Bas ie rend auf d iesen Zei ts ignalen wird eine Bet r iebsmodalana lyse 

durchgeführt und die beste Rauschvar ian te zur Bes t immung der E igenf requenzen 

ausgewertet. 

Bild 5.3 Zeitsignal der Auslenkung für die 1. Variante des Rauschens im Punkt 1496 (y1: x-Achse ,y2: 

y-Achse, y3: z-Achse) 

5.2 Bestimmung der Eigenfrequenzen der Werkzeugmaschine aus dem 

Stabilitätsdiagramm mit O M A 

Für Zusammens te l lung der Stabi l i tätsdiagramm ist es notwendig die Zei ts ignale verarbeiten. 

Das Ver fahren für ihre Verarbei tung ist das g le iche wie für den Dre imassenschwinger . E igen

werte (kontinuierlich) werden berechnet. Die Berechnung wurde wieder für beide Methoden 

(Data-Dr iven, Covar ianance-Dr iven) durchgeführt. Für die Data-Dr iven-Methode wurde die 
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Wichtung mit U P C , P C und C V A wieder verwendet. Die Stabi l i tätsdiagramme für d iese Me

thode wurden wieder für zwei A lgor i thmen zusammense tz t . Für ihre Z u s a m m e n s e t z u n g wurde 

das imaginäre Tei l der Eigenwerte berechnet. Die stabi len Po le werden für e ine erhöhte Mo

del lordnung berechnet, d e s s e n Wer t auf 80 gesetzt ist. 
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Bild 5.4 Stabilitätsdiagramm der Maschine mit den Pole (PC-Wichtung) 

Das Bild 5.4 zeigt ein Stabi l i tätsdiagramm mit Po len für die 1. Var iat ion des R a u s c h e n s (DD-

SSI , 1. Algor i thmus, PC-Wich tung) . D a s D iagramm ist für F requenzen von 0-1400 rad/s auf

gezeigt. A u s e inem so lchen zusammengese tz ten D iagramm ist es nicht mögl ich vorherzusa

gen, wo die E igenf requenzen gefunden werden können. U m sie zu best immen, ist es zunächst 

notwendig, die Kriterien fes tzu legen, nach denen stabi le Po le best immt werden. Nach d iesen 

Po len sollte es mögl ich se in , den Wer t der E igenf requenz zu best immen. Die Kriterien für ihre 

Bes t immung sind in Tabelle 5.2 dargelegt. 
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Tabelle 5.2 Kriterien für Stabilitätsdiagramm (Maschine) 

Parameter 1. Kriterium 2. Kriterium 4. Kriterium 5. Kriterium 6. Kriterium 

Theta -max 0,1 0,1 0,1 0,2 0,6 

Theta-min 0,0001 0,0001 0,0001 0,00001 0,00001 

Theta-diff 0,02 0,002 0,05 0,08 0,1 

F-diff 10 9 15 20 25 

Mac-dif f 0,05 0,04 0,1 0,2 1 

N-accept 10 11 8 6 5 

Die zwei ten und dritten Spa l ten ze igen die Kriterien, die bei der Arbei t mit Stabi l i tätsdiagram

men für e inen Dre imassenschw inger verwendet wurden. Aufgrund der Komplexi tät der M a 

sch ine war es nicht mögl ich, auf Grund d ieser Kriterien die E igenf requenzen der Masch ine zu 

best immen. Nach der Erstel lung der Stabi l i tätsdiagramme für d iese Kriterien wurde festge

stellt, d a s s die ge fundenen stabi len Po le nicht im erwarteten Bere ich l iegen. A u s d iesem Grund 

war es notwendig, mehr Kriterien zu wählen, für die die D iag ramme erstel len wurden. A u s den 

daraus result ierenden D iag rammen wird der Einf luss von Kriterien auf die Ze ichnung stabiler 

Po le ausgewertet . Dann werden die Auswi rkungen von R a u s c h e n ausgewertet , um die E igen

f requenzen zu best immen. 
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6 Auswertung der Ergebnisse 

Aufgrund der großen Anzah l von Var ianten und Kriterien ist es schwier ig, das entsprechende 

Kriterium zu bewerten. A u s d iesem G r u n d wurden die G ruppen von Var ianten schaf fen, für die 

ähnl iche E rgebn i sse beobachtet wurden. In der ersten Gruppe werden die E rgebn isse für die 

1. und 2. Var ianten des R a u s c h e n s vergl ichen. Im nächsten Schritt werden die Stabil i tätsdia

g ramme für die Var ianten ausgewertet , bei denen nur ein Punkt gerauscht wird. Im letzte Teil 

werden die E rgebn i sse für die Var ianten mit dem R a u s c h e n an mehrere Punkte ausgewertet. 

6.1 Gruppe V1 und V2 

In der ersten Var iante war das R a u s c h e n an al len Punkten am E ingang und A u s g a n g . In der 

zwei ten Var iante ist das R a u s c h e n nur am E ingang. Die Ze ichnung von stabi len Po le wurde 

für al le angegebenen Kriterien durchgeführt. A u s den Stabi l i tätsdiagrammen ist ersichtl ich, 

dass wenn das R a u s c h e n nur am E ingang ist, es mögl ich ist stabi le Po le nur für die U P C -

Wichtung f inden. Obwoh l wen iger "strenge" Kriterien (Kriterium 3, 4, 5, 6) gewähl t wurden, 

wurden keine stabi len Po le für die anderen Wich tungen gefunden. Nur bei der 1. Var iante kann 

man beurtei len, ob es mögl ich ist, die E igenf requenzen nach d iesen Wich tungen zu best im

men. 

A u s den Stabi l i tätsdiagrammen für die 1. Var iat ion des R a u s c h e n s folgt, d a s s es nicht mögl ich 

ist, die E igen f requenzen zu best immen, wenn weniger "strenge" Kriterien angewendet werden. 

E s gibt eine große Anzah l von stabi len Po len , die aber meist außerhalb der E igenf requenzen 

l iegen. D iese s ind mit einer ge lben Linie im D iagramm markiert und wurden aus dem A N S Y S -

Programm erhalten. Dies gilt sowohl für die D D - S S I - M e t h o d e (1. und 2. Algori thmen) als auch 

für die C O V - S S I - M e t h o d e . 

Für die ersten beiden Kriterien s ind die resul t ierenden Stabi l i tätsdiagramme etwas besser. 

Stabi le Po le s ind nah an die E igenf requenzen, aber wieder s ind die Ergebn isse ungenau. Die 

besten E rgebn isse s ind für C O V - S S I (Bild 6.1). Mit A u s n a h m e n sind stabi le Po le bei oder nahe 

E igenf requenzen, aber es ist nicht mögl ich, alle E igen f requenzen zu best immen. 
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ß/'/d 6.1 Stabilitätsdiagramm - 1. Variante des Rauschens (COV-SSI) - 2. Kriterium 

Im Stabi l i tätsdiagramm für die D D - S S I - M e t h o d e (1. Algor i thmus) ist klar, dass stabi le Po le s ich 

in der Nähe von einigen der E igenf requenzen bef inden, aber es wäre noch nicht mögl ich, nach 

der Lage d ieser Po le die Wer te der E igenf requenzen zu best immen. D a s gilt für beide Krite

rien. Auf dem Stabi l i tätsdiagramm für die DD-SS I -Me thode (2. Algor i thmus) ist zu sehen , dass 

s ich die A n z a h l der stabi len Po le für C V A - W i c h t u n g vermindert hat (für die 2. Kriterium wurde 

kein stabi ler Po l gefunden). Die anderen Po le s ind in der Nähe der E igenf requenzen, aber es 

wäre wieder nicht mögl ich, die E igen f requenzen bas ierend auf d iesen D iag rammen zu best im

men. 
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Bild 6.2 Stabilitätsdiagramm - 1. Variante des Rauschens (DD-SSI - 1. Algorithmus) - 2. Kriterium 

Wie oben erwähnt war: in den Stabi l i tätsdiagrammen s ind für die 2. Variat ion des R a u s c h e n s 

nur stabi le Po le für U P C - W i c h t u n g (1. und 2. Algor i thmen). Bei der Anwendung weniger "stren

ger" Kriterien (1 und 2) bleiben stabi le Po le in der Nähe der E igenf requenzen, aber es ist auch 

nicht mögl ich, d iese E igenf requenzen zu best immen. Für die C O V - S S I - M e t h o d e s ind die Er

gebn isse die g le ichen wie für die 1. Var iante des R a u s c h e n s . 

6.2 Gruppe V 3 - V 8 

In d iesem Abschni t t werden die E rgebn isse der Stabi l i tätsdiagramme ausgewertet, die für V a 

rianten wichtig s ind, bei denen das R a u s c h e n nur auf e inen Punkt angewendet wurde. Bei den 

Var ianten 3, 5 und 7 ist der Punkt nur am E ingang erregt. Bei den Var ianten 4, 6 und 8 werden 

d iese Punkte auch am A u s g a n g erregt. Für d iese Var ianten war es mögl ich, stabi le Po le nur 

für U P C - W i c h t u n g zu ze ichnen . A u s den Stabi l i tätsdiagrammen für die DD-SS I -Me thode 

(beide Algor i thmen) ist es ersicht l ich, d a s s die Po le für die "s t rengen" Kriterien (1 und 2) in der 
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Nähe der E igen f requenzen l iegen. A u c h hier ist es nicht mögl ich, den genauen Wer t der E i 

genf requenzen zu best immen. W e n n die stat ischen Po le für die anderen Kriterien aufgeze ich

net werden, wird die Anzah l von den gefundenen Po len erhöht, aber ihre Genau igke i t wird 

reduziert. Für die C O V - S S I - M e t h o d e f inden s ich die stabi len Po le in der Nähe der Eigenfre

quenzen . Für weniger "strenge" Kriterien werden mehr Punkte gefunden, aber die Genauigke i t 

ist w ieder niedriger. 

6 . 3 G r u p p e V 9 - V 1 2 

In der letzten Gruppe werden die D iagramme für Var ianten ausgewertet , bei denen eine K o m 

bination mehrerer Punkte rauschen würde. Für die D D - S S I - M e t h o d e wurden stabile Po le nur 

für die U P C - W i c h t u n g aufgetragen. W i e bei f rüheren Stabi l i tätsdiagrammen ist es nicht mög

lich, die E igen f requenzen aus dem Diagramm zu best immen. 

Bild 6.3 Stabilitätsdiagramm - 9. Variante des Rauschens (COV-SSI) - 2. Kriterium 
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Die besten E rgebn isse wurden für die C O V - S S I - M e t h o d e (9. Var iante, 2. Kriterium des R a u 

schens) gefunden. D a s result ierende D iagramm ist in Bild 6.3 dargestel l t . A u s dem Diagramm 

ist es mögl ich, mehrere E igenf requenzen zu best immen. E s ist jedoch nicht mögl ich, den Wert 

aller E igenf requenzen in e inem gegebenen Bere ich zu best immen. Im Stabi l i tätsdiagramm für 

die weniger „s t rengen" Kriterien wurde, e ine größere A n z a h l stabi ler Po le , gefunden. A b e r ein 

Teil der Po le war außerhalb der E igenf requenzen. Für andere Var ianten von R a u s c h e n war 

es nicht mögl ich, genau die E igen f requenzen zu best immen, da ein Tei l der Po le außerhalb 

der ge fundenen F requenzen war. 
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7 Zusammenfassung 

In d ieser Arbei t wurde eine Bet r iebsmoda lana lyse für eine 3 -Achs- Fräsmaschine durchge

führt. Die für O M A benötigten Bet r iebsbedingungen wurden durch R a u s c h e n ersetzt und die 

Auswi rkung auf die daraus resul t ierenden moda len Parameter wurde untersucht. 

Kapitel 2 fasst, die theoret ischen Grund lagen der dynamischen Sys tembeschre ibung mit Be 

wegungsg le ichungen und deren Lösung im Zus tandsraum, der Definition und den Eigenschaf 

ten des S igna ls mit der Orient ierung auf das we iße R a u s c h e n , z u s a m m e n . Hier werden die 

Ver fahren zur Bes t immung der E igenf requenzen des S y s t e m s mittels der Bet r iebsmoda lana

lyse beschr ieben. 

Im nächsten Tei l wurde ein Model l von Dre imassenschw inger konstruiert, für das zunächst 

eine Moda lana lyse und dann eine Bet r iebsmoda lana lyse durchgeführt wurde. D ies war ein 

Prüfmodel l , das zur Überprüfung von Ver fahren diente. Die Belas tung wurde durch Var ianten 

der Erregung durch das R a u s c h e n bestimmt. Anschl ießend wurden die Stabi l i tätsdiagramme 

erstellt, in denen die E igenf requenzen aus der Moda lana lyse aufgeze ichnet wurden und die 

geeignetste Erregungsvar iante nach den Kriterien best immt und der Einf luss des R a u s c h e n s 

am O M A best immt wurde. 

Kapitel 5 befasst s ich mit der Bet r iebsmoda lana lyse für e ine 3-Achsen-Fräsmaschine. E inga

bedaten (modale E igenf requenz und moda le Schwingungsformen) wurden aus dem A N S Y S -

Model l erhalten. Bas ie rend auf d iesen Daten wurde ein mathemat isches Model l zur Beschre i 

bung einer W e r k z e u g m a s c h i n e mit Zus tandsraum ermittelt. Dann wurden für die versch iede

nen Var ianten der Be las tung mittels weißen R a u s c h e n die Zei ts ignale erhalten, auf denen das 

O M A durchgeführt wurde. Die Berechnungen wurden mittels der Data-Dr iven-Methode (1. und 

2. Algor i thmus) und Covar iance-Dr i ven-Methode durchgeführt. A u s d iesen Ergebn issen wur

den, für die versch iedenen Erregungskonf igurat ionen, die Stabi l i tätsdiagramme erstellt, in de

nen die Po le geze ichnet werden. Nach den ausgewähl ten Kriterien wurden stabi le Po le be

stimmt, um die E igenf requenzen des S y s t e m s zu best immen. D iese E igenf requenzen wurden 

mit dem Ergebn is der Moda lana lyse verg l ichen und die am besten geeigneten Var ianten, von 

Belastung und Kriterien, bestimmt. 

Insgesamt wurden 12 Var ianten des R a u s c h e n s des S y s t e m s ausgewählt , für die dann die 

Stabi l i tätsdiagramme aufgezeichnet wurden. Für jede Var iante wurden drei D iagramme (DD-
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SSI - 1. Algor i thmus, DD-SS I - 2. Algor i thmus, C O V - S S I ) aufgezeichnet . Für die D D - S S I - M e -

thode wurden drei Wich tungen ( U P C , P C und C V A ) durchgeführt. S e c h s ve rsch iedene Krite

rien wurden ausgewählt . 

A u s den D iag rammen ist es ersicht l ich, dass das R a u s c h e n und die Auswah l der Kriterien auf 

die daraus resul t ierenden D iagramme wirken. W e n n Stabi l i tätsdiagramme für "strenge" Krite

rien aufgeze ichnet wurden, fanden s ich stabile Po le ganz in der Nähe von einigen Eigenfre

quenzen , aber auf ihrer Bas i s war es nicht mögl ich, die E igenf requenz zu best immen. W e n n 

w e n i g e r " s t r enge " Kriterien gewähl t wurden, wurden mehr Punkte gefunden, we lche aber weit 

von den E igenf requenzen hinaus verstreut wurden 

Die Wirkung von R a u s c h e n ist am deut l ichsten beim Aufze ichnung von stabi len Po len mit C V A 

und P C - W i c h t u n g . W e n n an al len E in - und Ausgängen kein R a u s c h e n definiert wurde, konnte 

kein stabi ler Pol ermittelt werden. Dies gilt nicht für U P C - W i c h t u n g . W e n n das R a u s c h e n für 

nur e inen Punkt auf der Masch ine definiert wurde, wurde der minimale stabi le Po l gefunden. 

Die kleinste Wirkung des R a u s c h e n s war bei der Covar iance-Dr iven-Methode . Die Stabil i täts

d iagramme sind die g le ichen wie bei der Var iante, bei der die ausgewähl ten Punkte sowohl 

am E ingang als auch am A u s g a n g erregen werden, und für die Var iante, bei der die g le ichen 

Punkte nur am E ingang erregt werden. Die A n z a h l der erregten Punkte hatte wenig Einf luss 

auf die A n z a h l der festgesetzten Po le . Für "strenge" Kriterien können d iese F requenzen aus 

d iesen D iag rammen relativ genau best immt werden. Auf der Grund lage d ieser D iagramme 

können jedoch nur wen ige E igenf requenzen ermittelt werden. Die anderen wurden nicht ge

funden. 

Insgesamt konnten keine Kriterien und keine Var ianten mit ausre ichender Genau igke i t und 

Sicherhei t für al le E igenf requenzen best immt werden. Die U rsache kann se in , dass es eine 

grundlegende Belas tung durch das R a u s c h e n gibt; es s ind daher keine realen Betr iebsbedin

gungen. Die Belastung mit R a u s c h e n ist j edoch ganz klein, w a s bedeutet, dass einige Matr izen 

schlecht bedingt s ind und das ganze Sys tem anfäll iger ist, Fehler zu machen . 

In der Prax is werden zu Bet r iebsbed ingungen die V ibrat ionsbelastungen, von Motoren, Bear

be i tungsprozessen, Zusa tzaggrega ten und nicht zuletzt die Vibrat ionen der Umgebung , hin

zugefügt. A u s d iesem Grunde sch lage ich vor, O M A für die tatsächl ichen Bet r iebsbedingungen 

auf der tatsächl ichen Masch ine durchzuführen und bas ierend auf d iesen Daten, die E ignung 

der Nutzung der O M A - M e t h o d e , zu bewerten. 

72 



Analyse der Anregungsarten zur Durchführung 

der Operational Modal Analysis an Werkzeugmaschinen Česká část 

8 Česká část 

8.1 Úvod 

V dnešní době je s n a h a výrobců o zpřesnění výrobních procesů, snížení ceny a zvýšení rych

losti výroby. T o vede k vyšším požadavkům na kvalitu obráběcích strojů. Z tohoto důvodu se 

zjišťují dynamické vlastnosti strojů. J e d n a z možností , jak tyto vlastnosti určit, je provedení 

experimentální modáln i analýzy. Problém této metody spočívá v nutnosti externího buzení 

dané soustavy. Další nevýhodou je, že výsledné reakce j sou vždy v závislosti na budící síle. 

V praxi nedochází k zatěžování stroje def inovanou si lou, a le takzvanými provozními podmín

kami. T o mohou být například v ibrace od motoru, př ídavných agregátů nebo od obráběcího 

procesu. 

Z těchto důvodů se používá provozní modáln i analýza - Operat ional Moda l Ana l ysys (OMA) . 

O M A se používá především ve stavebnictví, například pro mosty. V současné době je s n a h a 

o apl ikaci této analýzy i ve strojírenství. Výhodou této analýzy je, že není závislá na budící síle 

a provádí se přímo z a provozních podmínek. Dynamické vlastnosti je možné zjišťovat teore

ticky pro každý stroj. Dříve nebylo možné tuto metodu apl ikovat z důvodu náročnost i matema

t ických výpočtu. 

Cílem této d ip lomové práce je provedení provozní modáln i analýzy pro model t ř íosého frézo

vacího stroje. Provozní podmínky jsou nahrazeny šumem. O M A bude tedy p rovedena pro vy

pnutý stroj a bude se zj išťovat vliv šumu na výsledné určení vlastních frekvencí. P o domluvě 

s vedoucím práce bylo rozhodnuto, že výpočet vlastních frekvencí v programu Mat lab a S imu -

link je dostačující. Z tohoto důvodu nebyl výpočet proveden v programu Artemis. 

V první části této práce budou krátce popsány dynamické vlastnosti stroje a řešení dynamic

kých systémů pomocí pohybových rovnice ve s tavovém prostoru. Budou vysvět leny pojmy 

signál a šum. V další části pak bude popsán postup výpočtu provozní modáln i analýzy a se

stavení stabi l izačních d iagramů. 

Nejdříve se provede provozní modáln i analýza pro jednodušší systém tří pružin. N a tomto 

systému se ověří správnost matemat ického modelu. Poté bude provedena provozní modáln i 

analýza pro samotný stroj. P rovede se s imu lace různých budících konfigurací. Následně se 

sestaví stabi l izační d iagramy a zhodnotí se vliv šumu na určování v lastních frekvencí. 
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8.2 OMA pro systém tří pružin 

Předmětem této práce je získání modálních parametrů obráběcího stroje. Jel ikož obráběcí 

stroj lze považovat z a relativně složitou soustavu, která má mnoho vstupních parametrů, tak 

byl celý postup nejdříve proveden pro jednodušší zařízení. Z tohoto důvodu byly výpočty 

nejdříve apl ikovány na jednodušší systém tří pružin (Bild 8.1). 

Bild 8.1 Soustava tří pružin [2] 

A b y bylo možné provést pro tento systém operační modáln i analýzu, je potřeba pomocí pohy

bový rovnic popsat stavový prostor pomocí stavových matic A , B, C a D. Stavový prostor byl 

v rámci této práce řešen v programu Simul ink. Systém je na vstupu buzen bílým šumem a na 

výstupu je pomocí náhodných čísel s imulován šum senzorů. Bylo zvo leno několik různých 

kombinací šumu pro ověření, jaký to bude mít vliv na výsledky O M A . Výstupem je časový 

signál, který bude dále zpracován pomocí provozní modáln i analýzy. 

Výs ledkem provozní modá ln i analýzy jsou stabil izační d iagramy podle metod D D - S S I (1. a 2. 

algori tmus; póly s P C , U P C , C V A vážením) a C O V - S S I . Pod le zvolených kritérií byly vyhledány 

stabilní póly a na jejich základě se určovaly vlastní f rekvence soustavy. Výsledky byly porov

nány s vypočí tanou vlastní f rekvencí z modáln i analýzy. 
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Bild 8.2 Stabilizační diagram - 1. varianta rušení (DD-SSI, 2. algoritmus) - 2. kritérium 

N a obrázku (Bild 8.2) je zob razen jeden z výsledných stabi l izačních d iagramů pro soustavu tří 

pružin. Z obrázku je patrné, že nalezené stabilní póly se nacházejí poblíž vypočí taných vlast

ních f rekvencí nebo leží přímo na ní. Z těchto výsledů je vidět, že v d iagramu jsou tři oblast i , 

kde by moh la být vlastní f rekvence, ale její přesnou hodnotu není možné přesně určit. 

8.3 OMA pro obráběcí stroj 

V dalším k roku je možné provést provozní modáln i analýzu na stroji. Jedná se o obecný tříosý 

obráběcí stroj typu A C W . Pracovní prostor stroje je přibližně 1000x700x600. Tento stroj je 

potom vymodelován v programu A N S Y S a byla na něm provedena modáln i analýza. Z této 

modáln i analýzy byly získány matice modálních vlastních frekvencí a modálních vlastních 

kmitů. Z nich se po úpravách získaly mat ice A , B, C a D. S jejich pomocí bude tento systém 
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vyřešen ve stavovém prostoru. Výsledný signál pak bude zpracován pomocí O M A . Stroj je 

schemat icky zob razen na Bild 8.3. 

39593 39602 39606 

Bild 8.3 Body na tříosém frézovacím stroji 

N a obrázku jsou vyznačeny body, které budou buzeny šumem. Stejně jak u systému tří pružin 

bylo zvo leno několik variant šumu (všechny body, pouze jeden bod, kombinace více bodů). 

Pro každou variantu byl ses taven stabil izační d iagram. A b y bylo možné vykreslit stabilní póly, 

je nutné stanovit kritéria. Z e získaných stabi l izačních d iagramů je pak možné určit, z d a pomocí 

O M A lze stanovit vlastní f rekvence a jaký vliv má šum na jejich určení. 
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Eigenfrequencies with Cov-SSI Ba lanced R e s p o n s e 

- - A- - - A n ^ A » 

I i .1 . J i A J i 

A ŕ J I 

- - J » - . L - J J , - T J i j , (1 

ft A-tt-*. f r 4 

A A A l , A A A 

L _LJJ i± i _ j j l 

• T . - . - U , - - , ů - j - r ^ 

i -LŮ A J . A 

Li] J l J . J l 

4 ŮC J l 

±1 A I i i 
• I 

J l . i A A l J i L A A 

A - - 4 - - A - J - U - J - - - Li T ' H - -

A A A JJL A -tJ-Ĺ. " 

1 
1 

1 
1 

1 • 

, 
1 

1 

: 
L 

r A , A A JJT * Á ; 

• 

i 

i . J U 

A m n A 

A - J A A L 

-ii -rtŕ i'-A^j^-
Ů A ' A A L 

A A I Í L A _ L 

A J L ! Í L A A 

L A j A A L 

J L - A - - i - A i V * -

! 

A I A . , . L A A A . A 

L j A A L . L L * A iL iL L 1 _1 J 

A A' A J L J L J L A A Í L J Í ' ilL ü JL • u 

A A - A , " - -AnJV - J L Í V l - , ü - - ü . - - I  

Á ; i . i l u . j 

A 1 A i J l i . A J i 

A A ' A iL . 1 U JL V L . A A 

L 4 i -L A l A A : L , £l, 
- A - L L - - - ^ A - A - ^ Í - A - - A L - | i - . : - A . - - ^ -

A JL Aj A JL J$li A 
i A AJ A A A U . A A j 
11 A A , A A A _ . A i , 

A A X jj ^ | . Í Ä y J ! 

A - - . * . - - , > A ^ l i . - - , : , , . . ! - -

A A A A . t . L . . L i . i 

A A A i . LLLLL A A J 

• : l i 
. i 

I  
600 300 

Eigenfrequency (rad/s) 
1000. 1200 1400 

Bild 8.4 Stabilizační diagram - 9. varianta rušení (COV-SSI) - 2. kritérium 

Nejlepší výsledky byly u metody C O V - S S I . N a obrázku (Bild 8.4) je zob razen výsledný diagram 

pro tuto metodu. Vykreslené stabilní póly leží na vlastních frekvencích, a le na základě těchto 

pólů by bylo možné určit jen několik vlastních f rekvencích. Pro méně „přísná" kritéria bylo na

lezeno více stabi lních pólů, ale ty už ležely i mimo vlastní f rekvence. Pod le d iagramů pro me

todu DD-SS I také není možné určit vlastní f rekvence. 
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8.4 Závěr 

V této práci byla p rovedena provozní modáln i analýza pro tříosý obráběcí stroj. Provozní pod

mínky nutné pro O M A byly nahrazeny bílým šumem, kde se zkoumal vliv na výsledné modáln i 

parametry. 

V kapitole 2 byly shrnuty teoret ické základy popisu dynamické soustavy pomocí pohybových 

rovnic a jejich řešení ve s tavovém prostoru, definice a vlastnosti s ignálu, se zaměřením na bílý 

šum. J s o u zde popsány postupy pro určení vlastních frekvencí soustavy pomocí provozní mo

dálni analýzy. 

V další části byl ses taven model soustavy tří pružin, pro který byla nejprve p rovedena modáln i 

analýza a následně operační modáln i analýza. Jedna lo se o zkušební model , který sloužil pro 

ověření postupů. Zatížení bylo s tanoveno var iantami buzení pomocí šumu. Následně se se

stavily stabi l izační d iagramy, do kterých s e zapsa ly vlastní f rekvence z modáln i analýzy a po

mocí kritérií se určovala nejvhodnější var ianta kritérií a zj išťoval se vliv šumu na O M A . 

Kapi to la 5 se zabývá provozní modáln i analýzou pro 3-osý frézovací stroj. Vstupní data (Mo

dálni vlastní f rekvence a modáln i tvary kmitu) byla z ískána z modelu v programu A N S Y S . N a 

základě těchto dat se určoval matemat ický model pro popis obráběcího stroje pomocí stavo

vého prostoru. Poté se pro různé varianty zatížení pomocí bílého šumu získaly časové signály, 

na kterých byla p rovedena O M A . Výpočty byly provedeny pro metodu Data-Dr iven (pro 1. a 2. 

algoritmus) a Covar iance-Dr iven . Z výs ledků byly ses taveny pro různé budící konf igurace sta

bil izační d iagramy, ve kterých se vykresl i ly póly. Pod le zvolených kritérií pak byly určeny sta

bilní póly, na jej ichž základě se určují vlastní f rekvence soustavy. Tyto vlastní f rekvence byly 

porovnány z výs ledkem z modáln i analýzy a určeny nejvhodnější varianty zatížení a kritérií. 

Celkově bylo zvo leno 12 variant rušení daného systému, pro které se následně vykresl i ly s ta

bil izační d iagramy. P ro každou variantu byly vykres leny 3 d iagramy (DD-SSI - 1. algori tmus, 

DD-SS I - 2 . algoritmus, C O V - S S I ) . Pro metodu DD-SSI byla p rovedena ještě tři vážení ( U P C , 

P C a C V A ) . Dále byla zvo leno 6 různých kritérií. 

Z d iagramů je patrné, že šum i vo lba kritérií má na výsledné d iagramy vliv. P o k u d byly vykres

leny stabil izační d iagramy pro „přísná" kritéria, nalezené stabilní póly ležely ce lkem blízko ně-
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kterých vlastních frekvencí, a le na jejich základě nebylo možné vlastní f rekvenci stanovit. P o 

kud byla vo lena méně „přísná" kritéria, bodů bylo na lezeno více, a le byly rozptýleny ve větší 

vzdálenost i od vlastních frekvencí. 

Vl iv šumu je nejvíce patrný při vykreslení stabi lních pólů pro vážení C V A a P C . Pokud nebyl 

def inován šum na všech vs tupech i výstupech, tak nebylo možné určit žádný stabilní pól. To 

neplatí pro U P C . P o k u d byl šum def inován pouze p r o j e d e n bod na stroji, bylo na lezeno mi

n imum stabilních pólu. 

Nejmenší vliv šumu byl u metody Covar iance-dr iven. Stabil izační d iagramy jsou stejné jak pro 

variantu, kdy jsou vybrané body buzeny na vstupu i výstupu, tak pro variantu, kdy jsou stejné 

body buzeny pouze na vstupu. Počet buzených bodů měl malý vliv na počet s tanovených sta

bilních pólů. Pro „přísná" kritéria je možné z těchto d iagramů poměrně přesně určit vlastní 

f rekvence. N a základě těchto d iagramů je ale možné určit pouze pár vlastních frekvencí. 

Ostatní nebyly nalezeny. 

Celkově se pomocí žádného kritéria ani žádné varianty nepodaři lo určit s dostatečnou přes

ností a j istotou veškeré vlastní f rekvence. Důvodem může být zatěžování pouze pomocí šumu, 

nejedná se totiž o skutečné provozní podmínky. Zatěžováním pomocí šumu jsou celkově 

hodně malá, to má z a následek, že některé matice jsou špatně podmíněny a celý systém je 

tedy náchylnější na tvorbu chyb. 

V reálné praxi se do provozních podmínek přidává vibrační zatížení od motorů, obráběcích 

procesů, přídavných agregátů a v neposlední řadě i provozní podmínky okolí. Z tohoto důvodu 

navrhuji provést O M A ve skutečných provozních podmínkách na skutečném zařízení. A na 

základě těchto dat vyhodnotit vhodnost použití O M A . 
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Anlagenverzeichnis 

A n l a g e 1: Stabi l i tätsdiagramme für den Dre imassenschw inger (2. Var iante des R a u s c h e n s , 2. 

Kriterium) 

A n l a g e 2: Stabi l i tätsdiagramme für die Fräsmaschine (1. Var iante des R a u s c h e n s , 2. Krite

rium) - Po len 
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Anlage 1 

Stabi l i tätsdiagramme für den Dre imassenschwinger (2. Var iante des R a u s c h e n s , 2. Kriterium) 

- D D - S S I ( I .Algori thmus) 
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Stabi l i tätsdiagramme für den Dre imassenschwinger (2. Var iante des R a u s c h e n s , 2. Kriterium) 

- D D - S S I (2.Algorithmus) 

Eigenfrequencies with 2 algorithm of DD-SSI 

A Unweighted Principal Components 
Principal Components 
Canonical Variate Analys is . 

500 -1000 1500 2000 
Eigenfrequency (rad/s) 

2500 3000 3500 
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Stabi l i tätsdiagramme für den Dre imassenschwinger (2. Var iante des R a u s c h e n s , 2. Kriterium) 

- C O V - S S I 

Eigenfrequencies with Cov^SSI Balanced Response 
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Anlage 2 

Stabi l i tätsdiagramme für die Fräsmaschine (1. Var iante des R a u s c h e n s , 2. Kriterium) - Po len 

- C V A - W i c h t u n g (1. Algor i thmus) 
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