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Anotace

Disertacni prace se zabyva deduktivnimi metodami feseni ditkazovych tloh stfedo-
skolské syntetické planimetrie. Jsou zde sumarizovany, kategorizovany a zpracovany
poznatky z metodologie Teseni tloh uvedeného typu s dirazem na vyuzitelnost
v pripravé zaku stfednich skol na matematické soutéze (Matematickd olympidda,
Cesko-polsko-slovenské stfetnuti aj.). Vlastni text prace je rozdélen do étyi kapitol.

Prvni ¢ast prace se vénuje vyzkumu soucasného stavu moznosti pripravy zaku
na teSeni dikazovych tloh stfedoskolské planimetrie. Tento vyzkum analyzuje nejen
zpusoby a formy pripravy zaki na ilohy dané problematiky v matematickych souté-
zich, ale také ucebni texty dostupné zakim. Tato analyza uc¢ebnich textii je zamérena
na vyskyt metod a technik vyuziti zakladnich polohovych a metrickych poznatki
v diukazovych planimetrickych tlohach a na jejim zdkladé jsou zhodnoceny moznosti
pripravy zaki k feseni tiloh daného typu. Hlavnim cilem uvedené analyzy je zjistit
existenci vhodného uc¢ebniho textu, ktery by zakim stfednich skol nabidl moznost
komplexni pripravy v problematice diikazovych planimetrickych tloh.

Druhé c¢éast obsahuje rozbor didaktickych aspektid vyuzivani systému metod
reseni dikazovych tloh syntetické planimetrie. Uvedeny rozbor se zabyva zejména
moznostmi kategorizace tloh a naslednym prevodem této kategorizace do systematické
metodologie.

V tfeti ¢asti jsou uvedena vybrana planimetricka tvrzeni vyuzitelnd pri feseni
tloh dané problematiky. Tvrzeni jsou doplnéna dikazy vyuzivajicimi prostiedky
syntetické planimetrie s tim, ze tyto dikazy je mozno pojmout jako ukazkové tlohy
dale uvedenych metod.

Ctvrta ¢ast obsahuje zékladni metody feseni dfikazovych tloh dané problematiky,
pricemz je vyuzita kategorizace tloh popsana v druhé ¢asti této prace. Pro jednotlivé
kategorie tloh jsou uvedeny zakladni metody feseni. Kazda prezentovana metoda je
vysvétlena v obecné roviné a aplikovana na typovych tlohach. Uvedené kategorie
jsou nasledné doplnény sadami reSenych a nefesenych tloh. Celou ¢tvrtou c¢ast je
mozno vyuzit jako samostatny ucebni text pro priravu na reseni tloh matematickych
souteézi.
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ulohy, matematicka soutéz, sttedni skola



Summary

The thesis deals with the deductive methods of proof problems solving in the field
of synthetic plane geometry at secondary schools. The dissertation is to summarise,
categorize and process the methodology findings of solving the above-mentioned
plane geometry problems aiming at practical application by secondary school pupils
in preparation for mathematical competitions (i.e. Mathematical Olympiad, Czech-
Polish-Slovak Mathematical Competition). The content of the thesis is divided into
four main chapters.

The first chapter explores the current state of possibilities of pupils’ preparation
for solving the above-mentioned problems. This research analyzes not only forms
and strategies but also available study materials. The focus of this analysis is the
presence of methods concerning usage of basic geometrical findings in plane geometry
proof problems on which is made regarding evaluation. The main objective is to find
the most accurate secondary school study material in terms of pupils’ preparation
for solving the above-mentioned problems.

The second part analyses different categorizations of problem-solving strategies
from the didactical point of view, establishes the most accurate categorization and
converts it into a systematic methodology.

The third chapter offers a set of plane geometry theorems that can be used for
solving the above-mentioned problems. In addition, the theorems are followed by
relevant proofs that can be considered as examples of the application of further
mentioned problem-solving methods.

The fourth part uses the established categorization to expose the basic methods
of solving plane geometry proof problems. Each category presents its elementary
methods. These methods are described and demonstrated in particular examples.
There is a set of solved and unsolved problems for each category, therefore the whole
part of the thesis can be used as an independent study material.

Keywords

plane geometry, synthetic plane geometry, deductive methods, methods of problem-
solving, proof problems, mathematical competition, secondary school
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Uvod

V oboru planimetrie se 1ze setkat se dvéma typy tloh. Jsou to tlohy urcovaci
(a to véetné tloh kontrukénich) a diikazové. Reseni diikazovych tloh je narocnou
tviréi ¢innosti, nebot kromé respektovani logické spravnosti jednotlivych krokt
musi Tesitel dikaz vymyslet. Jinymi slovy feSitel prozkouméva a objevuje vztahy a
souvislosti mezi jednotlivimi objekty a jejich vlastnostmi. Reseni diikazovych tloh je
tak ¢innosti, ktera stimuluje logické uvazovani, prohlubuje poznatky resitele v daném
tématu a také rozviji schopnosti feseni problému (analyzu celku a syntézu dil¢ich
kroki). Z tohoto hlediska lze povazovat dikazové tlohy za velmi dulezitou soucést
vzdélavani zaka nasich skol.

V rdmci vyuky planimetrie na stfednich skolach se Zaci seznamuji s planimetrii
syntetickou a analytickou. Obor analytické geometrie (a tedy i planimetrie) je zaloZen
na praci René Descartesa (1596 az 1650), tj. na vyuziti analyticko-algebraickych
metod v geometrii. Puivod syntetické planimetrie, jinak téz axiomatické planimetrie,
lze pak nalézt v Zdikladech sepsanych starovékym matematikem Eukleidem z Ale-
xandrie (priblizné 325 pr. n. 1. az 260 pr. n. l.). Prestoze syntetickd planimetrie
je tak mnohonéasobné starsim oborem, jeji nazornost, srozumitelnost a prakticka
aplikovatelnost ji stdle drzi v hlavnim proudu matematického vzdélavani.

Pro ditkazové planimetrické tlohy je charakteristické, ze je 1ze resit metodami
vypocetnimi nebo deduktivnimi. Vypocetni metody diikazii jsou zaloZeny na vypoctu
konkrétni ¢iselné hodnoty, zatimco deduktivni metody se opiraji o zakladni vlastnosti
a polohu zadanych geometrickych ttvart. Neni vSsak mozné fici, ze tlohy jsou vzdy
resitelné obéma zpusoby, proto se tato prace bude zabyvat pouze planimetrickymi
diikazovymi tlohami fesitelnymi deduktivnimi metodami.

Obecné teorie matematickych diikazi rozlisuje diikazy primé, neptimé, sporem,
vyuzitim principu matematické indukce a dikazy tplnou indukci. Na deduktivnich
postupech jsou pak zaloZzeny matematické diikazy primé, nepiimé, sporem a vyuzitim
principu matematické indukce. Jednotlivé pripady zkoumané v ramci provadéni uplné
matematické indukce jsou dokazovany nékterou z vyse uvedenych metod, proto se
i zde deduktivni postupy objevuji. Planimetrické dikazové tlohy ve svych teseni
povétsinou vyuzivaji dikazy primé ¢i sporem, v obecné zadanych tlohach se pak
reseni opird o uplnou indukci, tj. vySetieni vSech moznosti vyplyvajicich ze zadani.

Vzhledem k tomu, ze diikazové tlohy jsou zpravidla pro zaky obtiznou soucasti
matematiky, stanovila si tato disertacni prace za cil prozkoumat oblast pripravy
74kl na Teseni téch dikazovych tloh syntetické planimetrie, které jsou tesitelné
deduktivnimi metodami. Je ziejmé, ze uvedend obtiznost dikazovych tloh smétruje
tuto praci do oblasti nadstandardni matematiky, tj. oblasti matematickych soutézi,
popriipadé rekrea¢ni matematiky:.

Prvni fazi je pruzkum a analyza soucasného stavu, tedy rozbor vyuzivanych
vyukovych materiali na stfednich skolach s tim, zZe se tato analyza zaméruje na me-



todologii Teseni diikazovych planimetrickych tloh a jeji didaktické aspekty. Prestoze
dokazovani je tvorenim, pro efektivni feseni ditkazovych tloh se vyuziva znamych
metod a postup, které 1ze pro konkrétni ilohu modifikovat ¢i kombinovat. Systema-
tickda metodologie feseni diikazovych tloh by tak méla obsahovat ,paletu® zédkladnich
metod, na nichz resitel diikazové tlohy muze vystavét postup feseni dané tlohy.

V navaznosti na provedenou analyzu je dalsim krokem navrh metodologie, ktera
by eliminovala nedostatky soucasného stavu a ktera by umoznila efektivnéjsi pripravu
74kl na teseni dikazovych tuloh uvedeného typu. Tato metodologie by také méla
respektovat oblast, v niz se tyto ulohy vyskytuji nejcastéji, tj. oblast nadstandardni
matematiky.

Text této disertacni prace je v navaznosti na vyse uvedenou uvahu rozdélen do
CtyT ¢asti. V prvni ¢asti je provedena tivodni analyza soucasného stavu vyuzivanych
materidli ve vyuce syntetické planimetrie a v pripravé zaka na dikazové ulohy v
této oblasti. Druha c¢ast se zabyva didaktickymi aspekty volby vhodné metodologie
feseni tuloh této problematiky. Ve treti ¢asti jsou uvedena vybrand tvrzeni z plani-
metrie, ktera nepatii mezi nejznaméjsi, avsak maji potencial stat se zakladem pro
efektivni metody Feseni dikazovych tloh syntetické planimetrie. Ctvrtd, nejobsahlejsi
cast uvadi navrh systematického usporadani metod feSeni tloh této problematiky
véetné fesenych i nefesenych tloh. Prilohou této prace je pak sumarizovana tabulka
vyskytu dikazovych tloh syntetické planimetrie v jednotlivych ro¢nicich Matema-
tické olympiaddy v Ceské republice upravens s prihlédnutim k obsahu druhé ¢asti
této prace.



1 Moznosti pripravy zaka na dikazové tlohy
syntetické planimetrie resitelné deduktivnimi

metodami

S planimetrickymi tlohami, jejichz feSenim nebo soucasti jejich feseni je ditkaz
vedeny deduktivnimi metodami, se ¢asto setkavaji zaci v riznych matematickych
soutézich. Tyto ulohy zde maji své misto, protoze jde o tlohy narocné na kognitivni
schopnosti fesitela (ilohy sméruji k nejvyssimu stupni Bloomovy taxonomie — tvoreni),
pfitem?z prave naroéné tlohy umoziiuji identifikovat ty nejnadanéjsi zéky. V.CR
je mozné brat jako etalon soutéz Matematicka olympiada, kterd se kazdorocéné
kond nepretrzité od skolniho roku 1951/1952. Do této soutéze se zapojuji Zaci
zakladnich a stfednich skol rozdéleni do kategorii podle ro¢niku, ktery ve skole
navstévuji. Matematickd olympiada je soutézi postupovou, jsou organizovana skolni,
okresni a krajska kola. Pouze v nejvyssi kategorii A je organizovano tstiedni kolo.
Kategorie A je urcena pro zéky 3. a 4. rocniku stfednich skol. Vzhledem k naroc¢nosti
a komplexnosti uloh kategorie A jsou soutézicimi v této kategorii zpravidla zaci,
ktefi se matematické olympiady ucastnili v predchozich ro¢nicich (a tedy nizsich
kategoriich). Je zfejmé, Ze pro pripravu na ucast ve vyssich kategoriich a kolech
matematické olympiady je nutna dlouhodobé a systematickd priprava. Ackoliv se
zaci mohou pripravovat zcela samostatné, velmi casto odpovédnost za pripravu zaku
prebira skola a vyucujici matematiky. Tato ¢ast disertacni prace se tak zamétruje na
vyzkum efektivnich moznosti, zptisobti a forem pripravy zaki skolami na uvedeny
typ tloh.

1.1 Vyzkumny problém

Na problematiku pripravy zakt na dikazové syntetickoplanimetrické tlohy, které
se objevuji v Matematické olympiadé, je mozné pohlizet z rtiznych stran. Prvnim
hlediskem jsou organizac¢ni moznosti a formy pripravy. Jde zejména o pripravu
v ramci standardnich hodin, nadstandardni ptipravu ve formé zdjmovych krouzki
atp. nebo samostudium. V ramci ptripravy v béznych vyucovacich hodinach mohou
ucitelé vybrané zaky stimulovat dobrovolnymi tilohami ¢i doplnénim probiranych
tloh o nestandardni prvky. V zdjmovych krouzcich/seminafich se jednd zpravidla
o primou pripravu na konkrétni matematickou soutéz. Samostudium pak umoznuje
zaktm se zabyvat vybranymi tématy dle svych zajmii.

Dalsim hlediskem je dostupnost a kvalita literatury, kterou mohou zaci vyuzivat
v ramci své pripravy. Ma-li byt dikazova tloha uvadéna v literature ukazkou metody
feseni a také inspiraci pro feseni obdobnych tloh, je velmi vhodné opattit tuto lohu
didakticko-metodickym komentarem (poznamkou), ktery pomuze zakovi zatadit si
jednotlivé kroky dikazu do interniho myslenkového systému. Pokud zak vyuziva
danou publikaci v ramci dlouhodobé pripravy, je nutné, aby tyto didakticko-metodické
komentare byly pak vhodné systematizovany.
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Jelikoz cilem studie je prizkum moznosti pripravy zakt na dikazové tlohy
stredoskolské syntetické planimetrie, a to zejména efektivnich moznosti, zaméruje
se tento vyzkum na skoly, jejichZ priprava je uspésna. Vzhledem k organiza¢nimu
charakteru Matematické olympiddy lze povazovat za tispésné skolyf]| ty, jejichz Zdci
se dlouhodobé umistuji na celnich prickach vysledkovych listin.

Zakladni vhled do problematiky tak miize poskytnout zodpovézeni nasledujicich
otazek:

1) Jaké jsou vyuzivané moznosti pripravy zaka tspésnych skol na matematické
soutéze?

2) Jaké jsou vyuzivané materialy pro vyuku syntetické planimetrie ve standardnich
hodinach na uvedenych skolach?

3) Jaké jsou vyuzivané materidly v dalsich aktivitdch uvedenych skol uréenych
pro pripravu zakl na soutézni tlohy syntetické planimetrie?

4) V jaké mife a formé jsou zastoupeny dukazové tlohy v materidlech uziva-
nych uvedenymi skolami pro ptipravu zakt na tlohy syntetické planimetrie
v matematickych soutézich?

Poznamka 1. V rdmci otazky 4 se bude vyzkum zabyvat také zminovanym didakticko-
metodickym aspektem uvadénych tloh.

1.2 Metodika

Na zéakladé vyse uvedenych vyzkumnych otazek je dalsi postup rozdélen do dvou
fazi. V prvni fazi se zjistuji odpovédi na otazky 1 az 3. Predpoklady pro tspéch prvni
faze jsou vybér uspésnych skol (vyzkumny vzorek) a sestaveni vyzkumného nastroje
pro zjistovani odpovédi na dané otazky. Nasledujici druha faze se pak zaméruje na
rozbor vyukovych materiall, které vyplynou z vysledkt prvni faze.

1.2.1 Vyzkumny vzorek

Zakladem pro stanoveni vyzkumného vzorku tuspésnych skol jsou vysledkové
listiny tstfedniho kola Matematické olympiddy v CR kategorie A z let 2011 az
2020. Zvolena kategorie a kolo jsou vybrany na zakladé vyse uvedeného charakteru
soutéze a také na zakladé dostupnosti dat. Uvedeny casovy tsek byl zvolen tak, aby
reflektoval obdobi nastupu novych kurikularnich dokumentt v CR v ro¢nicich, které
spadaji do soutézni kategorie A, tedy aby byly srovnatelné vychozi podminky skol
v moznostech piipravy zaki]

Za uspésné skoly je mozno povazovat ty, jejichz zaci se zicastnili nadpolovicni
vétsiny posuzovanych ustrednich kol. Toto kritérium bylo zvoleno na tkor prvné
uvazovaného prumeérného poctu zaku skoly v jednotlivych ustrednich kolech, jelikoz

ITermin dspésnd skola se v této praci vztahuje pouze k tspésnosti skoly v soutézi Matematicks
olympiada v Ceské republice.

2V obdobi od roku 2009 nastupuji nové kurikuldrni dokumenty, tzv. RVP. Tyto nové dokumenty
vstupuji v platnost vzdy pro prvni ro¢nik dané skoly. V obdobi 2009 az 2012 tak koexistovala vyuka
dle starych a novych kurikularnich dokumenti. Od roku 2012 je vyuka na skolach organizovana
vyhradné dle RVP.
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vice vyjadruje stabilitu pripravy zaki. Kritérium primérného poctu zaku je také
vice nachylné na extrémni hodnoty, tedy jednorazové tspéchy velkého mnozstvi zaku
skoly, coz je z hlediska dlouhodobé pripravy nepodstatné. Je nutné dale zduraznit,
ze kritérium primérného poc¢tu zakd miize silné znevyhodnovat malé skoly. V jejich
pripadé mtiize naprt. i stabilni ticast jednoho zaka v kazdém tstfednim kole znacit
velmi kvalitni pripravu. Zvolené kritérium celkového poctu tcasti zakta skoly tyto
nedostatky eliminuje.

1.2.2 Vyzkumné nastroje a postupy

P1i volbé vyzkumného nastroje pro zjistovani odpovédi na vyzkumné otazky
1 az 3 bylo nutné brat v potaz také soucasny stav skolské byrokracie. Skoly jsou
v soucasnosti zavaleny vsemoznymi dotazniky a formulari, a proto nebylo vyhodné
v této fazi volit formu dotazniku, jelikoz by to snizovalo pravdépodobnost navratnosti.
Po konzultaci se zastupci raznych typit skol byla zvolena forma personalizovaného
e-mailu zaslaného na adresu ucitele, ktery ma na dané skole v kompetenci pripravu
zakli na matematické soutéze nebo zastifuje na skole matematické vzdélavani celkové.
Obsahem e-mailu byly pravé vyzkumné otazky 1 az 3 konkretizované na danou skolu.
7 odpovedi na otazky 2 a 3 byl sestaven seznam publikaci s ¢etnosti jejich vyuziti,
pricemz tyto publikace byly déle analyzovany.

1.2.3 Analyza ziskanych dat

Ziskana data byla zaznamenana ve formé tabulek a zpracovana nastroji tabulko-
vého procesoru. Pro zdznam odpovédi na prvni otazku byla pouzita tabulka, v niz
radky predstavovaly odpovédi z jednotlivych skol a sloupce pak vyuzivané moznosti
pripravy zaku na dané skole. K6dovani odpovédi bylo T (Skola moznost ptipravy
vyuzivd), F (skola moznost nevyuzivd). Pro zdznam odpovédi na otazky 2 az 3 byly
vyuzity tabulky, jejichz radky opét odpovidaly odpovédim z jednotlivych skol a
sloupce vyznacovaly jednotlivé publikace, které se objevovaly v odpovédich. Zaznam
jednotlivych odpovédi pro danou publikaci byl kédovan T (8kola publikaci vyuziva) a
F (skola publikaci nepouziva). JelikoZ je mozné se na data divat také ze souhrnného
hlediska, byla data za tcelem vizualizace a interpretace shrnuta do jedné komplexni
tabulky. Vzhledem k tomu, ze ziskana data jsou jednoduché, byly pro naslednou
interpretaci zvoleny sloupcové a vysecové grafy a kontingenc¢ni tabulky:.

Néasledné zpracovani vyuzivanych publikaci zahrnovalo analyzu matematickych
vét a prikladt dikazovych tloh, které obsahovaly deduktivni metody TeSeni. Pokud
publikace obsahovala také casti, které se netykaly predmétu této studie (napf.
konstrukéni a urcovaci tlohy), nebyly tyto ¢asti do analyzy zahrnuty. U vét se
posuzovala pritomnost dikazu a také, zda ditkaz obsahoval didakticko-metodicky
komentar. Priklady ditkazovych tloh byly rozliSeny na fesené a neresené. U Tesenych
se posuzovalo, zdali obsahuji didakticko-metodicky komentar, u nefesenych pak, zdali
obsahuji didakticko-metodickou napovédu.

Pozndmka 2. Ptestoze to nebylo cilem této studie, je mozné také na zakladé ziskanych
dat statistiky analyzovat geografické rozmisténi tspésnych skol v ramci CR.
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1.3 Vysledky vyzkumu

Z celkového poctu 116 skol, jejichz zaci se alespon jednou zucastnili ustfedniho kola
kategorie A v letech 2011 az 2020, bylo identifikovano 14 tspésnych skol. Z hlediska
typu skoly se v ramci tspésnych skol vyskytovala pouze gymnazia, zatimco v prehledu
vSech skol byla z 96,55 % zastoupena gymnézia, z 2,59 % stiedni odborné skoly a
z 0,86 % skoly zékladni (viz obr. [[).

Gymnézia I -

Stredn{ odborné skoly L

Zékladni skoly - t

Il Il
0 20 40 60 80 100 120
Pocty skol

obr. I: Zastoupeni jednotlivych typu skol v tstfednim kole MO v letech 2011 az 2020

V réamci geografického rozmisténi skol v ramei CR bylo nejvice zastoupeno Hlavni
meésto Praha (24 skol) a nejméné byl zastoupen Karlovarsky kraj (2 skoly). Mezi
uspésnymi skolami bylo opét nejvice zastoupeno Hlavni mésto Praha (4 skoly).
Celkovy stav shrnuje obr. [[I]

HI. m. Praha
Moravskoslezsky
Zlinsky
Vysocina
Olomoucky
Jihomoravsky
ﬁstecky
Stiedocesky
Plzensky
Pardubicky
Jihocesky
Kralovehradecky

Liberecky

Karlovarsky = Celkové zastoupeni = Uspésné skoly

I I I I I I I I I
0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Pocty zastoupenych skol

obr. II: Zastoupeni §kol jednotlivych kraji CR v ustfednim kole MO v letech 2011 az 2020
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1.3.1 Ziskani data z prvni faze

Z odpovédi na zaslané otdzky (ndvratnost ¢inila 92,86 %) byly sestaveny tabulky
a z nich vychézejici grafy. Obr. [[Tl] zobrazuje vyuziti pfipravy zak v rdmeci nadstan-
dardniho krouzku/seminare (61,54 % skol tuto moznost vyuzivd). VSechny skol dale
potvrdily, ze zaky stimuluji také v rdmci bézné vyuky. Podporuji a motivuji je také
k samostudiu.

Ano

0 2 4 6 8

Pocty tspésnych skol

obr. III: Krouzek/semindf MO na identifikovanych dspésnych skoldch

Odpovédi na druhou otdzku jsou shrnuty v grafu (obr. , ktery zobrazuje
¢etnosti vyuziti jednotlivych publikaci v ramci béznych hodin na danych skolach. Zde
je patrné, Ze vétsina skol (84,62 %) v béznych hodinach vyuziva u¢ebnici ,Matematika
pro gymnazia — Planimetrie“ nakladatelstvi Prometheus. Jeji alternativu, pracovni

Matematika pro gymnézia — Planimetrie
Matematika pro stfedni skoly — 3. dil; Planimetrie; prac. sesit

Matematika pro stfedni skoly — 3. dil;Planimetrie; uc¢ebnice

0 2 4 6 8 10 12

Pocty vyuzivajicich skol
obr. IV: Zastoupeni jednotlivych typt ucebnice na identifikovanych tspésnych skolach
sesit ,Matematika pro stfedni skoly — 3. dil, Planimetrie*, vyuzivaji skoly casto jako

dopliiujici text. To je patrné z tabulky [I} ve které jsou uvedeny pocty skol vyuzivajicich
kombinace rtiznych publikaci. Ucebnici nalezici k uvedenému pracovnimu sesitu

Tabulka 1: Kombinace vyuziti ucebnic na identifikovanych tspésnych skolach

Celkem (MpG) (MpSS-U) (MpSS-PS)

Matematika pro gymnézia 11 3
— Planimetrie (MpG)

Matematika pro stifedni ékoly - 3. 1 1
dil,Planimetrie; u¢ebnice (MpSS-U)

Matematika pro stfedni skoly — 3. dil, 4 3 1

Planimetrie, prac. sesit (MpSS—PS)

vyuziva pouze jedind skola. Dalsi publikace skoly v této otdzce neuvedly. Obdobné
jako v pripadé druhé otazky jsou shrnuty odpovédi na tieti otdzku v grafu (obr. [V)).
V ném jsou zobrazeny pocty skol vyuzivajicich rtizné materialy v dalsi pripravé zak
na ulohy syntetické planimetrie. Nejcastéji (38,46 % skol) se vyuzivaji komentovana
reSeni minulych ro¢niktt Matematické olympiady. Druhou pouzivanou moznosti je
serialovéa publikace edice Skola mladych matematiki (vydavana 1961 az 1988). Ostatni
materialy, prevazné ve formé sbirek tloh, byly vyuzity minoritné.
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komentovana feseni{ minulych ro¢niku

Skola mladych matematiki

Sbirka netradiénich matematickych tloh:Svréek;Caldbek
Matematika: J.Petdkova

bakalafské price

0 1 2 3 4 5

Pocty vyuzivajicich skol

obr. V: Zastoupeni dalsich materidlti na identifikovanych tspésnych skoldch

1.3.2 Ziskana data z druhé faze

Publikace vyuzivané v ramci béznych hodin byly podrobeny analyze, jak bylo
uvedeno vyse. Prestoze jsou dikazy v danych publikacich zastoupeny (jak ukazuji
tabulky , , , zkoumané materialy neobsahuji systematické didakticko-metodické
komentare ¢i poznamky k uvadénym dtkaztm.

Tabulka 2: Pocty fesenych dukazovych tloh a didakticko-metodickych komentara k nim

(MpG)  (MpSS-U) (MpSS-PS)
Dikazové tilohy resené 4 3 0
Z toho opatrené 0 0 0
didakticko-metodickym komentarem

Tabulka 3: Pocty nefesenych diukazovych tdloh a didakticko-metodickych komentara k nim

(MpG)  (MpSS-U) (MpSS-PS)
Dukazové tilohy nefesené 35 0 12

Z toho opatrené 0 0 0
didakticko-metodickym komentarem

Tabulka 4: Poc¢ty matematickych vét, jejich dukazu a didakticko-metodickych komentara k nim

(MpG)  (MpSS-U) (MpSS-PS)

Véty 23 22 0
Z toho doplnéné dikazem 20 4 0
Z toho opattené 0 0 0

didakticko-metodickym komentarem

Pro publikace edice ,Skola mladych matematik@“ a komentovana feseni jednotli-
vych tloh Matematické olympiady, které skoly vyuzivaji v nadstandardni pripravé
zak1, nebylo mozné vzhledem k jejich charakteru vytvorit obdobné tabulky statis-
tickych dat. Z rozboru téchto materiala vyplyva, ze ¢astecné obsahuji didakticko-
metodicky komentar, ktery vsak neni systematicky veden v celém rozsahu.

Uvedené sbirky tloh obsahovaly pouze priklady, nikoliv véty a jejich dikazy.
Jejich rozbor byl proto shrnut do jediné tabulky 5} Z ni je patrné, Ze sbirky ,,Sbirka
netradi¢nich matematickych tloh: J. Svréek, P. Caldbek®, ,Matematika: J. Petdkova*
neobsahovaly zadné didakticko-metodické komentare a ze sbirky tloh ve formé
bakaldfskych praci [28], [13], [19], tyto komentéfe obsahuji (byt pouze ve formé
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klasifikace pouzitych prostiedki). Dalsi sbirky loh byly v odpovédich ze $kol oznacené
jako ,ruzné“, nebylo je tedy mozné analyzovat.

Tabulka 5: Pocty fesenych dikazovych tloh a didakticko-metodickych komentart k nim

Dukazové Dukazové Z toho opatrené
ulohy ulohy didakticko-metodickym
fesené nefesené komentarem

Matematika: J.Petakova 0 22 0

Sbirka netradiénivch matematickych 0 29 0
dloh: J. Svréek, P. Caldbek

Bc. price (Pospisilova) [28] 27 0 4

Bc. price (Kodetova) |13] 12 0 5

Bc. prace (Muckovd) [19] 6 4 3

Be. prace (Mackova) |15] 4 0 3

1.4 Shrnuti

Ze zékladniho prehledu je patrné, ze skoly, jejichz Zaci se icastni Matematické
olympiady, nejsou koncentrovany pouze v hlavnim mésté nebo uréitém regionu CR.
Matematicka olympiady tedy nema diskriminac¢ni charakter z hlediska umisténi skoly.
Déle se potvrzuje vseobecné znamy fakt, ze tspésné skoly se zdkim nadstandardné
vénuji (forma podpory je obdobnd na vsech vybranych skolach).

Prestoze je v soucasné dobé na trhu mnozstvi u¢ebnic matematiky pro stredni
skoly a dalsich publikaci, tspésné skoly jsou v tomto ohledu ponékud konzervativni.
V pripadé hlavni uc¢ebnice pro béznou vyuku preferuji ucebnici ,Matematika pro
gymnazia — Planimetrie“, ktera byla poprvé vydana jiz v roce 1993, a mezi mate-
rialy pro dalsi p¥ipravu zakd se objevuje seridlova publikace edice ,,Skola mladych
matematik“ z druhé poloviny 20. stoleti.

Z rozbort jednotlivych ucebnic vyplynulo, ze ackoliv se vénuji diikazovym tloham
syntetické planimetrie fesitelnym deduktivnimi metodami v nezanedbatelné mire,
zasadné v nich chybi didakticko-metodické vedeni. Uvedené diikazy a dikazové tlohy
tak slouzi predevsim k zarazeni a propojeni uciva do celku. Jejich podpurna role
v pripravé zakt na soutézni dikazové tlohy Matematické olympiady tedy nemiize
byt plné rozvinuta. Analyza dalSich podpurnych texta prokazala, ze ani v nich neni
didakticko-metodicky pristup uspokojivy.

Tento vyzkum odhalil slabé misto v moznostech pripravy zakt na dukazové
ulohy syntetické planimetrie, konkrétné v pripravé na Matematickou olympiadu.
Materialy, které jsou zde vyuzivany, nemohou zaky vést k systematické a metodické
pripravé na uvedeny druh tloh, jak tomu je v jinych oblastech (napft. [9,|10] v oborech
algebraickych rovnic, nerovnosti, teorie ¢isel a kombinatoriky).
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2 Didaktické aspekty volby vhodné metodologie

V literature vénované metodologii Teseni planimetrickych dikazovych tloh se lze
setkat s ¢lenénim metod podle pouzitych prostiedku |6} 38,39, 40|, naptiklad metody
opirajici se o vyuziti stejnolehlosti, metody vyuzivajici rovnobéznych primek, metody
vyhledavani shodnych uhla atp. Z didaktického hlediska se vsak toto rozdéleni muze
jevit jako nevhodné. Je to dano tim Ze k tomu, aby takto usporadané rozdéleni
bylo zdku napomocné pri feSeni neznamé tlohy, by zdk musel v prvnim kroku
volit prostredek, jimz by chtél ulohu fesit. Poté by mu toto rozdéleni poskytlo
prehled moznych postupi vyuzivajicich zvoleny prostiedek. Je ale ziejmé, Ze v bézné
praxi zék-fesitel takto nepostupuje. Uvahy 7akt vychézeji vétsinou z analogie dané
povahou fesené ulohy [25]. Pokud by zak mél k dispozici metody rozdélené podle
ukolu obsazeném v tuloze, tedy cile, kterého ma zak v tloze dosahnout, dostalo by se
mu prehledu vice ¢i méné podobnych tloh a metod, jimiz tyto ulohy byly feseny. To
by mu nejen mohlo usnadnit orientaci v dané problematice, ale také na zakladé prave
analogie by mohl volit vhodny postup a prostiedek ¢i vytvorit zcela novou metodu.

Tato tvaha vede k nutnosti provést nejprve zakladni rozclenéni tloh podle jejich
povahy neboli cile ¢i tkolu. Na toto rozdéleni pak navazuje systematicka tvorba
didakticky vhodné metodologie feseni diikazovych tloh syntetické planimetrie.

2.1 Kategorizace diikazovych tloh syntetické planimetrie

Zékladni rozdéleni diikazovych tloh syntetické planimetrie se opird o kategorizaci
provedenou J. Svrékem v [33]. Uvedena kategorizace rozdéluje tilohy do sedmi oblasti
(typt) podle stanoveného tikolu na tlohy, v nichz je cilem dokazat

a) shodnost usecek,

o

shodnost thli,

o

rovnobéznost primek,

o

@

kolinearitu bodﬁlﬂ,
f

konkurentnost pfimekﬁ,

)
)
)
) kolmost primek,
)
)
)

g) koncykli¢nost bodfﬂ

3Body se nazyvaji kolinearni, lezi-li na téze piimce.
4Piimky se nazyvaji konkurenteni, prochézeji-li tymz bodem.
5Body se nazyvaji koncyklické, lezi-li na téze kruznici.
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Toto rozdéleni ale nepokryva vSechny moznosti cilti dikazovych tloh. Nejen ze
vyse uvedené kategorie lze kombinovat, ale také je mozné uvést dalsi typy tloh,
v jejichz Teseni je nutno dokazat napriklad

h) podobnost trojihelniki,
i) konkurentnost kruznidf,

j) rovnost souctu délek tsecek.

Avsak tlohy kategorii [h)| a [i)| 1ze ¢asto s tispéchem pievést na tlohy spadajici do
nékteré ze zakladnich kategorii a vyuzivat tak metody pro tuto kategorii urcené.
Napriklad tlohy o konkurentnosti kruznic lze prevést na tlohy o koncykli¢nost
vhodnych ¢tveric bodi (napf. 50. MO, A—P-3) a tlohy o podobnosti trojihelniki
jsou Casto Feseny vyuzitim dikazu shodnosti ihla (viz piiklad . Déle teseni tloh
typu [j)] se v literatufe opird o vypocetni metody (viz napt. 54. MO, A—P-5).

Vzhledem k uvedené specifi¢nosti tloh typu |h)| az Eﬂ a zameéreni této prace bude
dale uvedena metodologie vychéazet pouze ze sedmi zakladnich kategorii tloh.

2.2 Zasady tvorby didakticky vhodné metodologie

Vzhledem k tomu, Ze prace je cilena na ceské zaky a jejich ucitele, je potieba
brat v potaz specifika ceského prostiedi. Jak jiz bylo uvedeno driive, etalonem
matematickych soutézi v Ceské republice je Matematicka olympiada (MO), proto
by metodologie méla z iloh MO vychéazet. Ve vykladu metod a v prikladech by
tak mély byt vyuzity formulace a symbolika tloh MO. Vzhledem k pribéznému
zastoupeni ﬁloh[z] vSech uvedenych zakladnich kategorii (zastoupeni tloh v jednotlivych
kategoriich poslednich deseti ro¢nikit MO ukazuje tabulka @ je vhodné zatazovat
resené ulohy MO jako ukazkové tlohy vyuzivajici popisované metody.

Déle by clenéni metod mélo akceptovat vyse uvedené rozdéleni tloh na zdkladé
stanoveného tkolu v dané tloze. Tim bude zajisténa moznost vyuziti metodologie
v analogickych tivahach zaka a také tim bude umoznéno zvyseni orientace zaku
v dané problematice, coz pro zaky-soutézici znamend zvyseni Sanci na tspéch.

Popis kazdé metody by se mél také zabyvat moznostmi formulace zadani tlohy
spadajici do dané kategorie. Jak jiz bylo uvedeno vyse, podstatou volby vhodné
metody je zatazeni ulohy do spravné kategorie. Klicovou roli v tomto zafazeni hraje
pochopeni zadani tlohy, coz se zaklada na pochopeni pouzitych formulaci, poptipadé
se lze v nékterych pripadech divat na formulaci jako na jistou formu napovédy.
Napriklad formulace .....dokazte, ze bod C' lezi na ptimce AB.“ predjima, ze ¢tenar
bude tesit tlohu na zakladé znamych vlastnosti primky AB, z nichz vyplyne, ze
bod C na dané primce lezi. Naopak formulace ,...dokazte, ze body A, B, C lezi na
téze primce® zadnou takovou pridanou informaci neposkytuje.

6Kruznice se nazyvaji konkurentni, prochazeji-li tymz bodem.

"Jelikoz Matematicks olympidda je Zdkovskou soutézi, je pochopitelné, ze pifklady, které se v ni
vyskytuji, respektuji obsahovou napln vyuky na skoldch. Vzhledem ke zménam v ¢eském skolstvi
v prubéhu let konani Matematické olympiady se také ménilo zastoupeni dukazovych tloh syntetické
planimetrie. Celkovy prehled zastoupeni tloh této problematiky v jednotlivych ro¢nicich MO je
k dispozici jako Ptiloha @ této prace.
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Tabulka 6: Cetnost diitkazovych tiloh syntetické planimetrie v poslednich 10 roénicich MO

Roc¢nik
60. 61. 62. 63. 64. 65. 66. 67. 68. 69.
Shodnost isecek 3 0 0 2 0 3 2 2 2 1
Shodnost thla 1 1 4 2 0 1 1 1 3 1
Rovnobéznost primek 1 3 3 0 0 1 0 1 0 0
Kolmost primek 4 1 0 2 0 2 0 2 3 4
Kolinearita boda 0 0 0 0 2 0 1 1 0 1
Konkurentnost pfimek 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0
Koncykli¢nost bodi 2 1 2 1 2 0 2 0 1 2
Celkem 11 6 9 7T 4 8 7 8 10 9

V neposledni fadé je nutné zduraznit postup vyuzivany ve vykladu obecné. Jedna
se nejprve o obecné shrnuti zdkladnich principii, na kterych je zalozena popisovana
metoda, coz umozni zorientovat se 1épe v dané problematice. Nasledné by popiso-
vané postupy mely byt aplikovany na typové tlohy, v nichz jsou uvadéné postupy
konkretizovany. Pro upevnéni poznatki a pro pripadné zajemce o problematiku je
pak vhodné na zavér popisu kazdé metody prilozit nékolik nefesenych tloh.
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3 Vybrana planimetricka tvrzeni

NiZe uvedena planimetricka tvrzeni byla vybrana z oblasti zakladnich tvrzeni
stredoskolské planimetrie a také z oblasti nadstandardnich planimetrickych poznatkt
s ohledem jejich efektivni vyuzitelnost v diikazovych tlohach syntetické planimetrie.
Vzhledem k zaméreni této prace vSak vybrana nadstandardni tvrzeni byla zvolena
tak, Ze jsou uchopitelna i na trovni standardni stredoskolské matematiky. Ke vsem
vétam jsou uvedeny dukazy vyuzivajici metody syntetické planimetrie s tim, ze
dikazy nékterych tvrzeni je mozno pripadné pojmout také jako ukazkové ulohy dale
uvedenych metod.

3.1 Vybrané véty z geometrie trojuhelnikti a ¢tyruhelnika

Véta 1 (stfedni pricka lichobézniku)

Necht ABCD je lichobéznik se zakladnami AB, CD. Ozna¢me K stied jeho
ramene AD. Prochazi-li pfimka rovnobézna se zakladnami bodem K, prochazi také
sttedem druhého ramene BC'. Spojnice stfedt ramen lichobézniku se pak nazyva
stredni pricka lichobézniku.

obr. VI

Diikaz. Ozna¢me L, M pruseciky primky rovnobézné s AB (a také CD) prochézejic
bodem K po radé s useckami BD, BC'. Jelikoz KL je rovnobézna s AB a prochézi
sttedem tsecky AD, jednd se o stfedni pricku trojuhelniku ABD. Bod L je tedy
stfedem tsecky BD. Analogicky LM je rovnobézna s CD a prochézi stfedem tsecky
BD;, je to tedy stredni pricka trojuhelniku CDB a M je sttedem strany BC'. Tim je
dikaz uzavren.

Poznamka 3. Dikaz véty (1| je také mozné provést doplnénim lichobézniku ABCD na
rovnobéznik.

Poznamka 4. 7 véty (1| plyne, ze pro stfedni pricku KM lichobézniku ABCD plati

|AB| n |CD|  |AB| +|CD)|

M| = [KL|+|LM| = 22+ 2 .
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Véta 2 (véta o ose thlu)

Necht D je vnitinim bodem strany BC' trojuhelniku ABC'. Piimka AD je osou
vnitrniho thlu pti vrcholu A daného trojtihelniku, pravé kdyz plati

|BD| B |AB]
|CD| — |AC|
FE
C
D
A B
obr. VII

Dukaz.

(i) Predpokladejme, ze AD je osou vnitiniho thlu pii vrcholu A trojihelniku
ABC. Na poloptimce AD uvazujme bod E takovy, ze BE || AC (viz obr. |V1I)).

7 vlastnosti thla vytatych prickou rovnobézek plyne
|<DAC| = |<DEB|.

Jelikoz AD je osou thlu BAC, plati | BAD| = | DAC], tedy
|<xBAD| = |<DEB].

Trojuhelnik ABE je tak rovnoramenny se rameny AB, BE. Proto z podobnosti
trojuhelniki ADC a EDB (jsou podobné podle véty wu) plyne

|BD|  |BE| _|AB|
|CD| — |AC| — |AC|

(ii) Nyni naopak uvazujme vnitini bod D usecky BC' takovy, ze

|BD|  |AB "
|CD| ~ JAC|

Obdobné jako v ptipadé (i) vezméme na polopiimce AD bod E takovy, ze
BE || AC. Uhly DAC a DEB jsou opét sti¥idavé a tedy shodné, trojuhelniky
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ADC, EBD jsou tak podobné (uu) a plati

|BD| |BE|
il R el 2
|CD|  |AC| @)

Porovnanim (1)) a (2)) ziskdme |BE| = |AB|, z ¢ehoZ plyne, Ze trojthelnik ABE

je rovnoramenny a plati
|<BAD| = |9<DEB| = |9<DAC|.

Piimka AD je tak osou ihlu BAC, ¢imz je dukaz uzavten.

3.2 Vybrané véty z geometrie kruznic

Véta 3a

Stred prepony pravouhlého trojihelniku je stfedem kruznice jemu opsané.

obr. VIII

Diikaz. Uvazujme pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem pti vrcholu C a stred
K jeho prepony AB. Sestrojme osu odvésny BC' daného trojihelniku. Jelikoz tato
osa prochazi stfedem strany BC' a je rovnobézna se stranou CA, lezi na ni stfedni
pricka trojihelniku ABC, neboli prochazi stredem K strany AB. Bod K je vsak také
bodem osy prepony AB a tedy prusec¢ikem dvou os stran trojihelniku ABC. Odtud
plyne, ze bod K je stfedem kruznice opsané trojihelniku ABC.

Pozndmka 5. 7 uvedené véty také plyne, ze pro stted K prepony AB pravoihlého
trojihelniku ABC plati |AK| = |BK| = |CK]|.

Véta 3b

Necht K je vnitini bod strany AB trojihelniku ABC. Je-li |AK| = |BK| = |CK]|,
je trojuhelnik ABC pravothly.
Diikaz. Je-li |AK| = |BK| = |CK], bod K je stiedem kruznice opsané trojuhelniku
ABC'. 7 uvedené rovnosti oviem také plyne, 7e bod K je stiedem tsecky AB. Usecka
AB je tak primérem této kruznice, coz znaci, ze se jedna o Thaletovu kruznici nad
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prumérem AB. Vzhledem k tomu, ze bod C' je bodem Thaletovy kruznice, je tihel
ACB pravy. Tim je dikaz uzavien.

Véta 4

Obvodovy thel a tsekovy thel prislusné k témuz oblouku kruznice jsou shodné.

Diikaz. Uvazujme obvodovy thel BCA a stfedovy thel BOA prislusné k témuz
oblouku kruznice k. Oznacme S stred tétivy AB a X bod tecny ke kruznici k£ vedené
bodem A (viz obr. . Jelikoz trojuhelnik ABO je rovnoramenny, velikost thlu SOA
je polovinou velikosti thlu BOA. Ze znamé véty o obvodovych a stiedovych thlech
prislusejicich témuz oblouku kruznice plyne, ze

|xBCA| = | SOA].
Vzhledem k tomu, ze thly ASO a OAX jsou pravé, plati
| CSAX| =90° — | OAS| =90° — (90° — |4 SOA|) = |4 SOA| = | BCA|,

¢imz je dikaz dokoncen.
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Véta 5

Konvexnimu ¢tyithelniku ABC D lze opsat kruznici, pravé kdyz plati

|ACB| = |<ADB|.

Dukaz.

(i) Predpokladejme, ze ctyrthelnik ABCD je tétivovy a O je stfed kruznice k jemu
opsané. 7Z vlastnostni obvodovych thla prislusnych oblouku AB kruznice k,
ktery neobsahuje body C, D (obr. , bezprostredné plyne, ze

|4 ACB| = |4 ADB].

(ii) Naopak uvazujme konvexni ¢tyfihelnik ABCD, v némz plati
|<ACB| = |<ADB]. (3)
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Ozna¢me D’ prusecik poloprimky AD s kruznici opsanou trojihelniku ABC
(obr. [XTIa, [XTID). Predpoklddejme, ze body D a D’ jsou rizné (A, B, C, D
nelezi na téze kruznici). V situaci, kdy bod D’ lezi na tisecce AD (obr. [XITd)),
plati nerovnost

|xAD'B| < |[<ADB]. (4)
V situaci, kdy se bod D’ nachazi za bodem D na poloptimce AD (obr. XIIb]),

plati nerovnost

|<AD'B| > |4 ADB]. (5)

Vzhledem k tomu, ze body A, B, C, D’ jsou koncyklické, vyplyva z ¢asti |(i)
dikazu této véty
|<AD'B| = |4 ACB|. (6)

Ze vztahu a @ plyne

|« AD'B| = |XADB],

cOZ je ovsem ve sporu s nerovnostmi a . Uvedeny predpoklad tedy neplati
a bod D musi byt totozny s bodem D’ Tim je dokazéno, ze body A, B, C, D
lezi na téze kruznici.

Véta 6a (kriterium tétivového ¢tyrthelniku)

Konvexnimu ¢tyrihelniku ABCD lze opsat kruznici, prave kdyz plati

|<ADC| + |4<CBA| = |<BAD| + |<DCB| = 180°.

obr. XIIIa obr. XIIIb

Dikaz.

(i) Predpokladejme, ze ctyiuhelnik ABCD je tétivovy a O je stied kruznice k
jemu opsané. Vzhledem k tomu, ze soucet velikosti stfedovych thli ptislusnych
obéma obloukim AC' kruznice k je roven 360° (jeden oblouk obsahuje bod

25



B, druhy obsahuje bod D, viz obr. [XIIIb|), plati podle znamého vztahu mezi
obvodovymi a stfedovymi thly

1
[XADC| + |5CBA| = 5 - 360° = 180°.

Analogicky lze dokézat vztah pro ihly BAD a DCB.

(ii) Naopak necht v libovolném konvexnim ¢tyiuhelniku ABCD plati
|xADC| + |<CBA| = 180°. (7)
7 vlastnosti souc¢tu vnitinich tthli konvexniho ¢tyithelniku bezprostiedné plyne
|xBAD|+ |<DCB| = 180°.

Obdobné, jako v ditkazu véty [B, ozna¢me D’ priisecik polopiimky AD s kruznici
opsanou trojuhelnitku ABC. Dalsi kroky ditkkazu neni nutné uvadeét, jelikoz se
postupuje analogicky jako v ¢asti véty , tj. rozborem dvoji mozné polohy
bodu D vzhledem ke strané¢ AD"

Véta 6b
Konvexnimu ¢tyruhelniku ABCD lze opsat kruznici, pravé kdyz vnitini thel pti
kterémkoliv jeho vrcholu je shodny s vedlejsim tihlem u vrcholu protéjsiho (obr. [XIVaj).

Diikaz.

Vzhledem ke vzajemnému vztahu velikosti thlu vnitiniho a thlu vedlejsiho pti
libovolném vrcholu konvexniho ¢tyfihelniku ABCD (viz obr. [XIVb)) 1ze tuto vétu
povazovat za jistou variantu véty [6al

obr. XIVa obr. XIVb
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Véta 7a
Je dan konvexni ¢tyrtuhelnik ABC'D, v némz se primky AB a C'D protinaji v bodé
M. Ctytihelniku ABCD lze opsat kruznici, pravé kdyz plati

IMA| - |MB| = |MD| - |MC].

obr. XV

Diikaz.

Necht ABCD je konvexni ¢tytuhelnik a M je prusecik ptimek AB a CD. Bez
ujmy na obecnosti predpokladejme, ze bod M je spole¢nym bodem poloprimek BA
a CD (obr. . Situaci, kdy bod M lezi na poloprimkiach AB a DC, lze Tesit
analogicky. Necht dale plati

|MA[-[MB| = |[MD|-|MC,

neboli

|MA| _ |MC] ®)
\MD| |MB|

Vzhledem ke shodnosti thla DM B a CM A (obr. [XVI) je rovnost ekvivalentni

obr. XVI

s tvrzenim, ze trojuhelniky M AC a M DB jsou podobné. Ze shodnosti thla DM B
a CM A plyne, ze podle véty uu jsou trojuhelniky M AC a M DB podobné, pravé
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kdyz plati
|xDCA| = |<DBA]. 9)
Rovnost @ je vsak podle véty [5| ekvivalentni s tvrzenim, ze body A, B, C, D lezi
na téze kruznici.
VSechny popisované kroky jsou logickymi ekvivalencemi, uvedeny postup tak
dokazuje obé logické implikace véty [7a]

Véta 7b
Necht P je prusecik thlopti¢ek konvexntho étyitihelniku ABCD. Ctyfihelniku
ABCD lze opsat kruznici, pravé kdyz plati

|PA|-|PC| = |PB|-|PD|.

obr. XVIla obr. XVIIb

Diikaz.
Necht ABCD je konvexni ¢tyfihelnik a P je prisecik jeho tihlopiicek (obr.
a dale necht plati
|[PA[-|PC| = |PB|-|PD,
neboli
|PA|  |PD|
|PB|  |PC|
Vzhledem ke shodnosti thli DPA a BPC' (vrcholové thly), viz obr. [XVIIb je
rovnost (10]) ekvivalentni s tvrzenim, ze trojihelniky APD a BPC jsou podobné. Ze
shodnosti thlt DPA a BPC plyne, ze podle véty uu jsou trojuhelniky APD, BPC
podobné, prave kdyz

(10)

|<ADB| = |<ACB]. (11)
Rovnost je vsak podle véty [5| ekvivalentni s tvrzenim, ze body A, B, C, D lezi
na téze kruznici.
VsSechny popisované kroky jsou logickymi ekvivalencemi, uvedeny postup tak
dokazuje obé logické implikace véty [7h]
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3.3 Vybrané véty z oblasti geometrickych zobrazeni

Véta 8
Body K, L, M soumérné sdruzené s ortocentrem V trojihelniku ABC' v osové
soumérnosti po fadé podle stran BC, CA, AB lezi na kruznici opsané trojihelniku

ABC.
Vv

obr. XVIIIa

obr. XVIIIb

Diikaz. Pii provadéni dikazu je nutné rozlisit, zda se jedna o trojihelnik ostrouhly,
pravothly ¢i tupotihly. Pro pravouhly trojihelnik je tvrzeni trividlni (ortocentrum
splyvé s vrcholem trojihelniku), proto se nésledujici dikaz zaméti na pripad ostro-
uhlého a tupothlého trojuhelniku.

(i) Necht ABC je ostrouhly trojihelnik, V' prusecik jeho vysek (ortocentrum)
a K bod soumérné sdruzeny s bodem V v osové soumérnosti podle osy BC.

Ozna¢me P, R po tadé paty vysek z vrcholi A, C' (viz obr. [XVIIla|). Ze
sdruzenosti bodi K, V plyne

|<BCK| = |4 PCK| = |4 VCP| = |4<RCB|.
Jelikoz trojuhelniky RCB a PAB jsou podobné podle véty uu, plati

|<RCB| = |4 BAP| = |4 BAK|,
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tedy
| BCK| = |<BAK]|.

Podle véty [f|tak body A4, B, C, K lezi na téze kruznici. Analogicky se postupuje
pro body L a M.

Nyni bez Gjmy na obecnosti uvazujme tupouhly trojuhelnik ABC s tupym
tthlem pti vrcholu C. Oznaéme V priisecik ortocentrum trojuhelniku ABC,
K bod soumérné sdruzeny s bodem V v osové soumérnosti podle osy BC' a

body P, R po fadé paty vysek z vrcholu A, C (viz obr. [XVIIIb). Ze sdruzenosti
bodi K, V plyne

|<CKA| = | CKV| = |<KVC| = |<AVR)|.
Jelikoz trojuhelniky ARV a APB jsou podobné podle véty wu, plati
|<AVR| = |« PBA| = |.CBA]|,

tedy
| X CKA| = | CBA|.

Podle véty [f| tak body 4, B, C, K lezi na téze kruznici. Analogicky se postupuje
pro body L a M. Tim je cely dikaz uzavien.

Véta 9

Slozeni dvou netrividlnich oto¢enf| podle riiznych sttedi je otoceni nebo posunuti.

Diikaz. Necht je p; otoceni o stfedu R o thel a a ps otoceni o sttedu ) o thel 5.

Primku R(@Q oznacme k. Kazdé lze otoceni rozlozit na dvé osové soumeérnosti, jejichz

osy se protinaji ve stfedu otaceni. Jednu osu soumeérnosti je mozno volit a druha

s ni svird uhel rovny poloviné thlu otoceni. Rozlozme proto otoceni p; na osové

soumérnosti o, 0o po fadé s osami j, k a otoceni ps na osové soumernosti og, 0,

po Tadé s osami k, ¢ (viz obr. [XIX]). Je zfejmé, Ze osové soumérnosti o, a 03 jsou
vzajemneé inverzi a jejich slozenim vznika identita.

Pro libovolny bod A pak plati

pr=03001:A— B—=C,
po=o04003:C — B — D,

paopr =o040(03009)00,: A= (B—C— B)— D,
p2op; =040100: A— B — D,
poopr =0400:A—B—D.

8Netrivialn{ otocen{ je otoceni o tihel @ # 0. Je-li @ = 0, jedna se o identitu (trividlni otoceni).
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obr. XIX

Slozené zobrazeni ps; o p; je tvoreno dvéma osovymi soumérnostmi, mize tedy byt

posunutim nebo otoc¢enim. Vysledné zobrazeni by bylo posunutim v tom pripadé,

pokud by primky j a ¢ byly rovnobézné, tj. %oz + %6 = 180° neboli a + [ = 360°.
V ostatnich pripadech se jedna o otoceni, jeho stied je prusecik primek j, £ a pro

jehoz tihel otoceni v plati

S S
— — — — — =
27 2% T 5t

neboli
v =360°—a—f.

3.4 Ceévova a Menelaova véta

Nésledujici véty jsou vyznamné (a pozoruhodné) tim, ze poukazuji na ekvivalenci
jisté polohové vlastnosti a metrické identity v trojihelniku.

Véta 10 (Cevova)
Necht X, Y, Z jsou po radé vnitini body stran BC', CA, AB daného trojuhelniku
ABC. Usetky AX, BY, CZ prochazeji jednim bodem, pravé kdyz plati

|AZ| |BX| |CY]|

1.

|BZ| |CX| |AY|
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Dikaz.

(i)

Predpokladejme, ze tusecky AX, BY, CZ protinaji ve spolecném bodé P
(obr. [XXa)). Jelikoz trojuhelniky AZP a ZBP maji shodnou vysku z vrcholu P,

plati pro jejich obsahy
Saazp  |AZ]

Sazsp  |BZ|
Analogicky pro obsahy trojuhelniki AZC a ZBC

Saazc _ |AZ|
Sazpc  |BZ|

Plati tak

|AZ| _ Saazc _ Saazc — Saazp _ Saarc (12)
|BZ|  Sazpc  Sazpc — Sazep  Sarpc

Obdobné lze ukazat, ze

|BX|  Saapp
|CX|  Saapc’
|CY|  Sappc
|AY|  Saapr

Vynasobenim rovnosti , , dostavame

|AZ| |BX| |CY| _ Saapc Saasp Sarsc _
|BZ| |CX| |AY]|  Sappc Saapc Saasp

L,

coz jsme chtéli dokazat.
Naopak necht X, Y, Z jsou po radé vnitini body stran BC, CA, AB a plati

|AZ| |BX| |CY|
|BZ| |CX| |AY]

1. (15)

Predpokladejme nyni, ze usecky AX, BY, CZ nemaji spoleény prusecik, a
uvazujme vnitini bod W strany BC ruzny od X takovy, ze tusecky AW, BY,
CZ se protinaji v jednom bodé (obr. [XXb|). Vzhledem k ¢asti (i) tohoto dikazu

plati
|AZ| . |BW| _ Y|

|BZ| |CW| |AY|
Porovname-li tuto rovnost s , ziskame

1.

|BX|  |BW|
lcx|  |cw|’

Body X a W jsou tak totozné, coz je spor s uvedenym predpokladem. Tim
jsme dokazali, ze usecky AX, BY, CZ se protinaji v jednom bodé.
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Véta 11 (Menelaova)

Necht X, Y, Z jsou po fadé body (prodlouzeni) stran BC', CA, AB trojihelniku
ABC'. Body X, Y, Z lezi v primce, pravé kdyz plati

|AZ| |BX| |CY|

=1.
|BZ| |CX| |AY]

Diikaz. Je ztejmé, ze bud praveé dva z boda X, Y, Z jsou vnitfnimi body stran

daného trojihelniku, nebo vSechny t¥i body lezi vné trojihelniku. Nésledujici dikaz

je provadén pouze pro prvni uvedenou situaci, pro druhou situaci jsou tvahy obdobné.

(i)

C
Y,

obr. XXI

Bez ijmy na obecnosti necht X, Y jsou po fadé vnitinimi body stran BC', CA
a bod Z lezi na poloptimce opacné k poloptimce BA, pricemz body X, Y, Z
lezi v piimce. Uvazujme bod U na této piimce takovy, ze BU || AC (obr. [XXI]).
Trojuhelniky AZY a BZU jsou tak podobné (uu) a plati

|AZ| _ |AY| (16)
|BZ| |BU|

Z podobnosti trojuhelnika XCY a XBU (uu) plyne
|BX| |BU|
= _ . 17
|CX| |CY] (17)

Vynésobenim rovnost ((16]), ziskdme

|AZ| |BX| _|AY| |BU|
|\BZ| |CX| |BU| |CY|

neboli
|AZ| |BX| |CY|_

|BZ| |CX| |AY|

L
coz jsme méli dokazat.

Nyni necht X, Y jsou po fadé vnitinimi body stran BC, CA, bod Z lezi na
poloprimce opacné k poloprimce BA a plati

|AZ| |BX| |CY|
|BZ| |CX| |AY|

1. (18)
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4 Z

A B
obr. XXII

Predpokladejme, ze body X, Y, Z nelezi na téze primce. Uvazujme tak prusecik
W piimek AB a XY riuzny od bodu Z (viz obr. [XXII|). Na zdkladé ¢asti (i)
vime, ze pro body X, Y, W plati

AW |BX| |CY|
BW| [Cx| [AY]

z ¢ehoz ovsem pri srovnani s (18]) plyne

AW|  |AZ|
|\BZ| — |BZ|

Jelikoz neni mozné, aby bod W byl vnitinim bodem usecky AB, je nutné
totozny s bodem Z. To je spor s uvedenym predpokladem, tedy body X, Y, Z
jsou kolinearni. Tim je dikaz dokoncen.

Prestoze Cévova ani Menelaova véta nejsou béznou soucésti stredoskolskych
ucebnic planimetrie, jsou silnymi a efektivnimi prostredky k feseni dikazovych tloh.
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4 Metody reseni

Vzhledem k zaméteni této prace vyuzivaji dale popisované metody reSeni prevazné
béznych stiedoskolskych poznatkii, se kterymi se zaci setkavaji ve vyuce. Nadto jsou
zde zarazeny také metody, které vyuzivaji nadstandardnich planimetrickych tvrzeni
(tj. vét, které nejsou zarazeny v bézné vyuce matematiky na sttednich skoldch, prestoze
jejich myslenky nepfesahuji droven poznatki stredoskolské matematiky). Popisované
metody vsak nejsou zalozeny pouze na tvrzenich vyse uvedenych standardnich c¢i
nadstandardnich vét, ale mnohdy také jejich dikazy jsou vyznamnymi zdroji riznych
postupti a inspiraci pro hlavni myslenku dikazu.

Rozdéleni diikazovych tloh syntetické planimetrie do sedmi elementarnich katego-
rii umoznuje systematicky rozdélit také metody feseni na zakladé zminéného tiidéni.
Aby bylo mozné metody prezentovat ve snadno uchopitelném a prehledném systému,
je nutné v jednotlivych kategoriich identifikovat tzv. zakladni dlohy a tzv. ndasobné
tlohy. Nasobnou tlohou je myslena tloha rozdélitelnd na nékolik poduloh stejné
kategorie, jako je ptivodni tloha. Zakladni tlohou je pak tdloha v tomto smyslu
nedélitelna. Vzhledem k moznosti rozdéleni nasobnych tiloh na podilohy se bude
kategorizace metod opirat praveé o zakladni tlohy, feSenim nésobnych tloh pak bude
kompozice TeSeni jejich podiloh. Metody feseni zakladnich tloh tak tvori kostru celé
metodologie TeSeni syntetickoplanimetrickych ditkazovych tloh, na které 1ze budovat
dalsi (a mnohdy velmi specifické) postupy.

Metody Teseni tloh o shodnosti tisecek ¢i o shodnosti ihli se s ohledem na nasobné
ulohy mohou zamérit pouze na diikaz shodnosti dvojice uvedenych prvki. Shodnost
vice prvku (dsecek nebo uhli) 1ze nasledné dokazat rozlozenim ulohy na dukazy
shodnosti vhodné zvolenych dvojic (tzn. zédkladni tlohy). Obdobné lze postupovat
v pripadé dokazovani rovnobéznosti nebo kolmosti primek.

V pripadé teseni tloh, v nichz je tkolem dokazat kolinearitu bodi, je zakladni
ulohou dtikaz kolinearity t¥i bodi, neboli Ze jeden z bodt lezi na primce urcené zby-
vajicimi dvéma. Metody Teseni se tak budou zabyvat pouze problematikou kolinearity
t¥1 bodti, nebof nasobné tlohy lze rozlozit na tlohy o dikazu kolinearity vhodnych
trojic. Metody dokazovani konkurentnosti primek lze zcela analogicky redukovat na
metody dikazu konkurentnosti trojice primek.

Vzhledem k tomu, Ze libovolna kruznice je jednoznac¢né dana tremi body, lze
za zakladni tlohu o koncykli¢nosti bodi povazovat diikaz koncykli¢nosti ¢tyt bod.
Néasobné tlohy je mozné (stejné jako v predchozich ptipadech) délit na vhodné
podulohy.

Déale uvadéné metody poskytuji mozny navod k teSeni typovych zakladnich tiloh
v kazdé kategorii. Ukazkové tulohy nazorné ilustrujici konkrétni popisované metody
byly vybrany tak, aby svou rtznorodosti pokud mozno pokryvaly celou siti dané
kategorie.
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4.1 Duikaz shodnosti dvojice usecek

Prestoze tlohy o shodnosti dvojice tse¢ek mohou byt formulovany jak pouzitim
pojmu shodnost (napr. .. ..dokazte, Ze usecky ... jsou shodné.“), tak pouzitim
metrickych vztaha (napf. ... dokazte, Ze ... |AB| =|CD|“), k TeSeni obou pripadu
je mozné vyuzit tytéz metody. Je vhodné také zminit, Ze specifickym pripadem je
uloha, ve které maji uvazované tsecky spolecny jeden krajni bod a vsechny krajni
body uvazované dvojice tisecek lezi na téze primce. Na obrazku je tato situace
vyobrazena pro usecky AB, CD, pricemz B = C. Je zfejmé, ze zobrazena situace
je ulohou o stfedu usecky AD, avsak k jejimu Teseni je také mozné vyuzit metody
uvedené v této kapitole.

obr. 1.0.1

Zakladni metody teseni tloh, v nichz je tfeba dokazat shodnost dvojice tsecek,
jsou zalozeny na shodnosti trojihelnikii, na rovnoramennych trojtihelnicich, na
vyznaénych vlastnostech nékterych vybranych rovinnych ttvart a na shodnych
zobrazenich. Mezi dalsi metody, které je mozné vyuzit pro reSeni tiloh uvedeného
typu, patii vyuziti podobnych zobrazeni, metody vypoctu (napf. metoda obsahu),
pripadné kombinace syntetickych a vypocetnich metod. Vzhledem k zaméreni této
prace vsak budou déale uvedeny pouze zakladni metody a postupy.

4.1.1 Vyuziti shodnosti trojihelnikt

Castou vyuzivanou metodou dikazu shodnosti dvojice tisecek je nalezeni dvojice
shodnych trojihelniki, v nichz posuzovana dvojice tisecek tvori dvojici odpovidajicich
si stran. Tento postup lze ilustrovat néasledujici pomérné znamou ulohou.

Priklad 1.1

Nad stranami zvoleného trojihelnika ABC' jsou vné trojuhelniku A BC' sestrojeny
rovnostranné trojuhelniky ABH a ACK. Dokazte, ze |CH| = |BK|.
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Resend. JelikoZ trojihelniky ABH a ACK jsou rovnostranné, plati
|<xHAB| = |<CAK| = 60°
a také

|AB| = |AH|,
|CA| = |AK].
Odtud
|xBAK| = |<BAC| + 60° = |<HAC)|.

Trojtahelniky BKA a HCA jsou tak shodné dle véty sus. Proto plati |CH| = |BK],
¢imz je dikaz ukoncen.

Dalsi ilustra¢ni tloha ukazuje obtiznéjsi situaci, tj. pripad, v némz je nutno
shodné trojihelniky vytvorit doplnénim vhodnych prvkii.

Priklad 1.2

Je dan pravothly rovnoramenny trojihelnik ABC s pravym thlem pii vrcholu A.
Necht D, E jsou po fadé vnitinimi body stran AB, AC, pticemz |AD| = |CE|.
Kolmice k primce DE prochézejici bodem A protina stranu BC v bodé P. Dokazte,
ze |ED| = |AP].

¢

E

A D B

obr. 1.2.1

Reseni. Ozna¢me Q prisecik pifmek AP a ED. Necht F je bod lezici na polopifmce
opac¢né k poloptimce AC takovy, ze |AF| = |AD|. Trojahelnik AFD je rovnoramenny,
pravothly s pravym thlem pii vrcholu A a je tak podobny trojihelniku ABC'. Z této
podobnosti trojtihelniki plyne
|<CFDA| = | CBA| = 45°.
Déle vidime, ze trojihelnik ADE je podobny trojihelniku AQD (uw). Odtud
|SAED| = |9 DAQ| = |<BAP|.
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F
obr. 1.2.2

Jelikoz |AF| = |AD| = |CE|, plati |EF| = |AC| = |AB|. Trojthelniky ABP a EFD
jsou tak shodné podle véty usu, z ¢ehoz okamzité plyne |ED| = |AP|, coz jsme chtéli
dokazat.

Dale uvedené tlohy je mozné tesit pravé metodou shodnych trojihelniki.

Priklad 1.3
Je dan konvexni ¢tyfuhelnik ABCD, v némz |<BAD| = | CBA|. Osy jeho
stran AD a BC se protinaji v bodé M, ktery lezi na tsecce AB. Dokazte, ze plati
|AC| = |BD|. (viz napr. [26])
Priklad 1.4
Je dan trojihelnik ABC'. Oznac¢me S, stted jeho strany AB. Dokazte, ze vzda-
lenost vrcholu A od piimky CS. je rovna vzdélenosti vrcholu B od téze primky.
(viz napr. [3])
Priklad 1.5 (50. MO, B-1-2)
Je dan tétivovy c¢tyirihelnik ABCD takovy, ze primky BC a AD se protinaji
v bodé FE. Lezi-li prusecik thlopricek AC' a BD na ose uhlu AEB, je trojuhelnik
ABFE rovnoramenny. Dokazte.

Priklad 1.6 (58. MO, A-1-2)
Necht ABC' je ostrouhly trojuhelnik, v némz vnitini dhel pti vrcholu A ma
velikost 45°. Ozna¢me D patu vysky z vrcholu C. Uvazujme dale libovolny vnitini

bod P vysky CD. Dokazte, ze jsou-li AP a BC navzijem kolmé, jsou tsecky AP a
BC' shodné.

Priklad 1.7 (65. MO, A-P-3)
Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s preponou AB a delsi odvésnou BC'. Necht D
je pata vysky z vrcholu C. Kruznice k se stredem D a polomérem CD protind odvésnu

BC v bodé @ a dale pfimku AB v bodech E a F' (E # F), kde F' je bodem pfepony
AB. Usecka QF protina odvésnu AC' v bodé P . Dokaite, ze |PE| = |QF].
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4.1.2 Vyuziti vlastnosti rovnoramennych trojihelnikt

Bézné vyuzivana technika dikazu shodnosti dvojice tisecek se opira o zakladni
vlastnost rovnoramenného trojuhelniku, tj. Ze ramena rovnoramenného trojihelniku
jsou shodna. Ulohu o diikazu shodnosti dvojice tsecek, které maji pravé jeden krajni
bod spolecny, je tak mozno prevést na tlohu, v niz je tfeba dokazat, ze krajni body
uvedenych tsecek tvori rovnoramenny trojuhelnik a Ze uvedené usecky jsou rameny
tohoto rovnoramenného trojtihelniku ]

ResSeni prvni ilustra¢ni tlohy vyuziva k dikazu existence rovnoramenného troju-
helniku prokazani shodnosti vnitinich thla pti zakladné uvazovaného trojuhelniku.

Priklad 1.8 (15. MO, C-14)
Je dén lichobéznik ABCD se zékladnami AB a CD. Uhlopiicky AC a BD jsou
osami vnitinich thla lichobézniku pti zdkladné AB. Dokazte, ze |AD| = |CD|.

D C

obr. 1.8.1

Resend. Ze zadan{ tlohy | CAD| = |t BAC|. Protoze AB || CD, plati dale
|9 BAC| = |9 DCA| (stifdavé thly).
Proto
|- CAD| = | DCA]

a trojuhelnik ACD je rovnoramenny se zakladnou AC, z ¢ehoz plyne platnost doka-
zovaného tvrzeni.

Dalsi moznosti dikazu existence rovnoramenného trojihelniku je prokazani
soumeérnosti uvazovaného trojuhelniku podle osy thlu pfi hlavnim vrcholu, tj. podle
osy zakladny tohoto trojuhelniku, jak ukazuje nasledujici tloha.

90bdobnou tivahu lze samoziejmé vyuzit také v piipadé trojihelnik rovnostrannych.
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Priklad 1.9 (70. MO, C-S-2, Vojtéch Zlamal)

Je dan rovnobéznik ABCD, kde K, L jsou po fadé stfedy jeho stran BC, AD.
Ozna¢me M (kolmy) prumét bodu D na ptimku AB a N stied usecky MB. Dokazte,
ze INK| = |NL|.

Resend. Jelikoz je nutné brat v tvahu riiznou polohu bodu M vzhledem k tisecce AB,
vyuzijeme dale uplné indukce a rozlisime nésledujici tii pripady:
a) Bod M je vnitfnim bodem tsecky AB (obr. [1.9.14)).
b) Bod M je vnéjsim bodem tsecky AB, bez tjmy na obecnosti predpokladejme,
ze bod M lezi na polopifmce AB za bodem B (obr. [1.9.1h).
¢) Bod M je totozny s jednim krajnim bodem tsecky AB.

D C D C
L K
‘] 8
A MN B A B N M
obr. 1.9.1a obr. 1.9.1b

Reseni tlohy v pifpadech @ a @ lze provést stejnou tvahou:

Oznac¢me P prusecik thlopficek daného rovnobézniku (obr. [1.9.2a) [1.9.2b)). Jelikoz P
je sttedem tusecky BD, tsecka PN je stifedni ptickou v trojuhelniku BMD. Odtud
plyne DM || PN, PN 1 AB.

C

obr. 1.9.2a obr. 1.9.2b

Usecka KL je viak rovnobézna se stranou AB, plati tedy PN L KL. Déle je ziejmé,
ze bod P je stredem tsecky KL. Odtud vyplyva, ze primka PN je osou soumérnosti
trojuhelniku KLN. Trojuhelnik KLN je tak rovnoramenny se zdkladnou KL a plati
|NK| = |NL|.

Jelikoz Teseni tlohy v pripadé [c)| je trividlni, je timto dikaz uzavien.
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Uvedenymi postupy jsou resitelné také nasledujici tlohy.

Priklad 1.10

Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym tuhlem pfi vrcholu B. Oznac¢me P
patu vysky na stranu AC. Na usecce AP zvolme bod @) takovy, ze primka BQ je
osou thlu PBA. Dokazte, ze usecky BC a C(Q jsou shodné. (viz napr. |12])

Priklad 1.11

Ve ¢tverci ABCD je bod M stiedem strany AB, bod N stredem strany BC' a bod
P spolecny bod tsecek MC a ND. Dokazte, ze plati |AP| = |AB|.  (viz napr-. [5])

Priklad 1.12

Jsou dany dvé kruznice k1, ks, které se protinaji v bodech A, B. V bodé A sestrojte
tecny ke kruznicim a jejich dalsi priseciky s kruznicemi oznacte C', D. Primka CD
protind kruznice jesté v bodech F, F'. Dokazte, ze |AE| = |AF)|. (viz napr. [3])

Poznamka 6. V tloze se vyuziva také vlastnosti usekovych thlu.

Priklad 1.13

Kruznice se sttedem v bodé S se dotyka ramen daného thlu v bodech A a B.
Libovolnym vnitfnim bodem M tsecky AB prochazi kolmice k SM. Jeji priseciky
s rameny uvazovaného thlu oznatme C a D. Dokazte, ze plati |MC| = |MD|.

(viz napr. [34])

Priklad 1.14 (4. MO, C-114)
Je dan trojihelnik ABC' a kruznice k£ tomuto trojuhelniku opsand. Osa thlu ACB

.....

shodné.

Priklad 1.15 (36. MO, A-S-1, upraveno)

Je dan pravouhly trojihelnik ABC'. Na kolmici k preponé AB prochazejici bo-
dem B sestrojime v poloroviné opacné k poloroviné ABC bod D tak, aby platilo
| BD| = |AB|. Na kolmici k BC bodem B sestrojime v poloroviné opa¢né k poloroviné
BCA bod E tak, aby |BE| = |BC|. Oznacme O stied tsecky AD a F' prusecik primek
AE, CD. Dokazte, ze |OF| = |OB]|.

Priklad 1.16 (58. MO, C-1-2)
V pravoihlém trojihelniku A BC' oznacime P patu vysky z vrcholu C' na preponu

AB. Prusecik tusecky AB s primkou, ktera prochézi vrcholem C' a stfedem kruznice
vepsané trojuhelniku PBC, oznacime D. Dokazte, ze tusecky AD a AC jsou shodné.

Piiklad 1.17 (Vojtéch Zlamal)

Je dan tétivovy ¢tyruhelnik ABCD s navzéjem kolmymi tthloptickami. Ozna¢me @)
prusecik primek AB a CD a P prusecik kolmice z vrcholu A k primce CD s prim-
kou BD. Dokazte, ze |AP| = |AB].
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4.1.3 Kombinace metrickych a polohovych vlastnosti nékterych zaklad-
nich rovinnych Gtvara

K diikazu shodnosti tisecek se rovnéz vyuziva znamych metrickych a polohovych
vlastnosti nékterych rovinnych ttvard. Silnym prosttedkem pro feseni tiloh uvedeného
typu je pak zejména vyuziti vlastnosti téznic a tézisté trojihelniku. Déle je mozné
feSeni uloh zalozit na vlastnostech stfednich pricek, a to nejen trojuhelniku, ale
také rovnobézniku nebo lichobézniku, nebo na vlastnostech pruseciku thlopricek

rovnobézniku.

Reseni nasledujici ukdzkové ulohy vyuziva zékladni vlastnosti tézisté trojuhelniku,

Vvev

Priklad 1.18

Necht S je prusecik thlopricek rovnobézniku ABCD a K, L po tadé stiedy jeho
stran AB, BC. Oznacme M prusecik uhlopricky AC s tseckou DK a N prusecik
uhlopricky AC' s tuseckou DL. Dokazte, ze usecky AM, MN, NC jsou shodné.

D C

A K B
obr. 1.18.1

Resend. Jelikoz M, N jsou po fadé tézisti shodnych trojihelnikit ABD, CDB, plati
|AM| = |NC|

a také
|MN| = |[MS| + |SN| = L|AM| + L|NC| = |AM]|.

Odtud plyne
|AM| = |MN| = [NC],

¢imz je dikaz uzavten.
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Dalsi uloha ilustruje vyuziti vlastnosti (polohovych i metrickych) stfednich pricek
trojuhelniku.

Priklad 1.19 (Vojtéch Zlamal)

Necht T je tézisté trojihelniku ABC a S, S. jsou po tadé stiedy jeho stran
AC a AB. Ozna¢me A, B, C' po radé stiedy usecek AT, BT, CT. Déle necht K je
prusecik tsecek TS, a A'B), L prusecik tusecek TS,, A'C"a N prisecik primky S, C’
se stranou BC'. Dokazte, ze |KL| = |NC|.

Resend. Je ziejmé, 7e K je stiedem tisecky A’B’a obdobné L je stiedem tsecky A'C"
Usecka KL je tak stfedni pfickou trojihelniku A'B'CY, pfi¢emz plati |KL| = %|B’C’ |.
Usecka B'C' je viak stiedni piickou trojihelniku BCT, z éehoz plyne |B'C’'| = 3| BC.

obr. 1.19.1

Odtud
IKL| = [BC| = }[BO|

Nyni ozna¢me S, stted strany BC' trojihelniku ABC'. Vzhledem k tomu, ze primka
S, C" je rovnobézna s primkou AS, a prochazi stredem strany AC, je S, N stredni
prickou trojuhelniku AS,C. Bod N je tedy stredem tsecky S,C a plati

INC| = %\SQC| = i|BC!,

z ¢ehoz plyne dokazované tvrzeni |KL| = |NC|.
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K nasledujici tloze jsou dale uvedena dvé mozné teSeni. Prvni vyuziva vy-
hradné vlastnosti strednich pricek trojuhelniku, zatimco druhé feseni se opira nejen
o vlastnosti stfednich pricek trojuhelniku, ale také o vlastnosti priseciku thlopticek
rovnobézniku.

Priklad 1.20 (68. MO, C-1-3)
Necht D, E znadci po radé stredy stran AB, BC' trojthelniku ABC a F je stied
usecky AD. Dokazte, ze primka CD pili tsecku EF.
C

obr. 1.20.1

Reseni. Ozna¢me G stied tsecky DB a H prisecik tise¢ek CD a FE (viz obr. [1.20.1]).
Usecka EG je stfedni piickou trojihelniku DBC, je tedy rovnobézna s tseckou CD.

Jelikoz D je sttedem usecky FG, je usecka DH je stfedni prickou v trojuhelniku
FGE. Bod H je tak sttedem usecky EF, coz jsme méli dokazat.

Jiné teseni. Oznacme S st¥ed tsecky CD (viz obr. [1.20.2). Use¢ka DE je st¥edni
prickou trojuhelniku ABC, plati tedy

IDE| = L|AC|, DE | AC.

C

A F D B
obr. 1.20.2

Soucasné tsecka SF je stfedni prickou trojihelniku ADC, plati tak
|SF| = %|AC’|, SF || AC.

Usetky DE a SF jsou tedy shodné a rovnobé&zné, z ¢eho plyne, ze ¢tyfihelnik FDES
je rovnobéznik. Jelikoz thlopricky rovnobézniku se navzajem piili, je dikaz timto
dokoncen.
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Jak ukazuje dalsi ilustrac¢ni tiloha, v feseni je také mozno vyuzit vlastnosti stredni
pricky lichobézniku.

Priklad 1.21

Je dan ostrothly trojihelnik ABC. Body D a E jsou po tadé patami vysek
spusténych z vrcholi A, B trojihelniku ABC. Body P a @ jsou po radé (kolmymi)
priuméty bodu A, B na primku DE. Dokazte, ze |PE| = |DQ)|.

obr. 1.21.1

Resend. Oznacéme S stied tisecky AB a R stfed tisecky DE. Ze zadani plyne, Ze body
D, E lezi na Thaletové kruznici sestrojené nad prumérem AB, plati tak

|BS| = |DS|.

Primka SR je tedy osou tisecky DFE a je rovnobézna s ptimkami AP a B(). Vzhledem
k tomu, ze S je stfed strany AB, je SR stredni prickou lichobézniku ABQP. Bod R
je tak stredem tusecky QP. Odtud

|PR| = |QR],
|PE| + |ER| = |RD| + |DQ),
|PE| = |D@Q),

¢imz je diukaz ukoncen.
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Nasledujici tulohy Ize také Tesit vyuzitim uvedenych vlastnosti rovinnych utvart.

Priklad 1.22

Dokazte, ze v pravidelném sSestitthelniku je kratsi ihlopricka rozdélena dvéma
dalsimi thloprickami stejné délky na tii stejné dily. (viz napr. |3])
Priklad 1.23 (4. MO, A-11-4)

Bud déan rovnoramenny trojuhelnik ABC o zdkladné AB. Uvnitt strany AC
bud dédn bod X a na prodlouzeni strany BC za bod B bud dan bod Y. Oznacte P
spolecny bod tsecek AB a XY. Dokazte:

a) Jestlize plati |PX| = |PY|, potom plati |AX| = |BY]|.
b) Jestlize plati |AX| = |BY|, potom plati |PX| = |PY|.

Priklad 1.24 (18. MO, D-S-3)

Jsou dany body A, B, C, D, z nichz zadné tii nelezi na primce. Sestrojte bod E
tak, aby AE || BD, DE || AB a bod F tak, aby AF' || CD, DF || AC. Dokazte, ze
|EF| = |BC|.

Piiklad 1.25 (34. MO, C-1-3)

Na tthlopri¢ce AC daného ctverce ABCD zvolme bod E tak, ze plati |AE| = 3| AC.
Dokazte, ze ptimka DE protina stranu AB v jejim stredu.

Pozndmka 7. Uloha je obménou vyse uvedené tlohy [1.18

Piiklad 1.26 (36. MO, C-1-3)

V roviné je dan konvexni ¢tyiihelnik ABCD, stiedy jeho stran AB, BC, CD, DA
oznacime po tfadé K, L, M, N. Dokazte, ze primky AC, BD jsou navzajem kolmé
pravé tehdy, kdyz |KM| = | NL|. DokazZte, Ze ptimky KM, NL jsou navzajem kolmé
pravé tehdy, kdyz|AC| = |BD|.

Priklad 1.27 (67. MO, C-I1-3)

Je dan trojuhelnik ABC. Nechf P, @) jsou po tadé stredy stran AB, AC' a necht
R, S jsou vnitini body tusecky BC, pro néz |BR| = |RS| = |SC|. Ozna¢me T prusecik
primek PR a @S. Dokazte, ze ABTC je rovnobéznik.
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4.1.4 Vyuziti shodnych zobrazeni

Shodnéa zobrazeni a jejich vlastnosti lze také efektivné vyuzit k dikazu shodnosti
usecCek. Ze znamych zobrazeni se vyuzivaji zejména osova soumérnost a otoceni. Dii-
kazy opirajici se o vlastnosti osové soumérnosti zpravidla vyuzivaji rovnoramennych
trojihelniki (jak bylo ukdzdno v tloze [1.9)). Nasledujici tlohy tak ukazuji feSeni
zalozena na vlastnostech otoceni.

Prestoze v ivodni velmi jednoduché tloze [1.1] je vyuzito shodnych trojihelnik,
muze tato shodnost vyplynout pravé z vlastnosti otoc¢eni. Naptiklad v [34] 1ze tak
najit uvedenou tlohu (v jiném oznaceni) s FeSenim vyuzivajicim otoceni.

Priklad 1.28

Stranam BC, C'A trojuhelniku ABC' jsou vné ptipsany rovnostranné trojihelniky
CBD, ACE. Dokazte, ze |AD| = |BE)|.

obr. 1.28.1

Resent. Jelikoz trojihelniky BDC a CAE jsou rovnostranné, plati
|XECA| = |<BCD| = 60°
a také

|CA[ = |AE],
|BC| = |BD).

Otoceni se sttedem v bodé C o orientovany thel +60° tak zobrazuje trojihelnik
EBC na trojihelnik ADC. Tyto trojihelniky jsou tedy shodné a plati |AD| = |BE|.
Tim je ditkaz ukoncen.
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Dalsi ilustracni tloha vyuziva dvé rizné otoceni a zobrazeni z nich slozené. Toto
zobrazeni slozené ze dvou otoceni o rtuznych stredech mize byt bud posunuti, nebo
opét otoceni. V nésledujicim piipadé se vsak podle véty [9] jednd o otoceni.

Priklad 1.29

Ke strandm BC' a CA trojihelniku ABC' jsou vné pripsany ¢tverce po radé se
sttedy P, Q). Ozna¢me S, stfed strany AB. Dokazte, ze |QS.| = |PS.|.

Reseni. Bez tijmy na obecnosti uvazujme obvyklé uspoiadani oznaceni vrcholti
trojihelniku ABC. Oznacme p1, ps po fadé otoceni se sttedy v bodech @), P o thel

90°. Plati tak
P1: A — C,

P2 C — B.

Slozeném zobrazeni py o p; je opét otoceni (viz véta E[), a to o uhel 180°
(= 360° — 90° — 90°), pricemz

ppop: A—B.

Jedna se tedy o stiedovou soumérnost se stredem v bodé S., kterd zobrazuje A na B.

\
\
oy

obr. 1.29.1

Oznac¢me ()1 obraz bodu @) v zobrazeni py o p;, pricemz plati, ze body @, S. a ()1
lezi na téze primce a
|QSC| = |SCQ1|'

Vzhledem k tomu, ze bod @ je samodruznym bodem otoceni p;, plati

p2: Q= Q1.
Odtud vyplyva, ze trojihelnik PQQ); je rovnoramenny a pravouhly s pravym thlem

pri vrcholu P. Pro stied S. jeho prepony pak plati |QS.| = |PS,.|, ¢imz je dukaz
uzavren.
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Pri feseni dale uvedenych tloh je také mozno vyuzit otoceni.

Priklad 1.30

Stranam BC, CA trojuhelniku ABC' jsou vné pripsany ¢tverce CBEF, ACGH.
Dokazte, ze |AF| = |BG|. (viz napr. |34])

Pozndmka 8. Uloha je obménou tlohy . Je zfejmé, ze ulohy a je

mozné zobecnit pro pripsani libovolného pravidelného n-thelniku.

Priklad 1.31

Je dan konvexni ¢tyiihelnik ABCD se shodnymi vnitinimi thly pfi vrcholech A
a B. Necht osy jeho stran BC' a DA se protinaji v bodé M, ktery lezi na strané AB.
Dokazte, ze |AC| = |BD|. (viz napr. |34])

Priklad 1.32

Nad stranami rovnobézniku jsou sestrojeny c¢tverce tak, ze prunik kazdého z nich
s rovnobéznikem je usecka. Dokazte, ze sttedy téchto ¢tverch jsou vrcholy urcitého
¢tverce. (viz napr. [30])

Piiklad 1.33 (Korespondenéni seminai UV MO 1992/93, pifklad 1.2)

Je dan konvexni ¢tyiihelnik ABCD, jehoz uhlopticky AC, BD jsou na sebe kolmé,
AC 1 BD. Vné daného ¢tytuhelniku sestrojme nad jeho stranami ¢tverce AEFB,
BGHC, CIJD, DKLA (jejich vrcholy jsou znaceny proti sméru hodinovych ruéicek).
Dokazte, ze ¢tyrihelniky @1, Q2 ohranic¢ené primkami AG, BI, CK, DFE, resp. AJ,
BL, CF, DH jsou shodné.
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4.2 Diuikaz shodnosti dvojice uhla

Metody, jimiz je mozné dokazat shodnost dvojice thl, se neuplatnuji pouze v du-
kazovych tlohdch formulovanych |...dokazte, ze thly ... jsou shodné... “ (pripadné
obdobnym metrickym zapisem), ale je mozné je vyuzit také v dalsich typech tloh.
Jedna se naptiklad o tlohy, v nichz je tfeba prokazat, ze primka je osou uhlu. Jinou
moznosti vyuziti dale uvedenych metod je diikaz podobnosti trojuhelnik. Zde se

pak vyuziva dikazu na zakladé véty wu.

Zakladni metody dikazu shodnosti dvojice tihli se opiraji o dopocet na zakladé
elementarnich vztaht, tzv. angle chasing [6]. Tyto postupy vyuzivaji zejména soucty
velikosti thlt do primého nebo plného uhlu, soucty velikosti vnitinich thli nebo
vlastnosti vnéjsich 1hla troj- a ¢tyrihelnika ¢ jinych mnohothelnikt. Mezi dalsi
elementarni postupy patii vyuziti dvojice vrcholovych thli nebo vyuziti vlastnosti
dvojic thla vytatych prickou rovnobézek, tj. tthli souhlasnych a stridavych.

Nasledujici dva ivodni priklady ukazuji pravé vyuziti zminénych elementarnich
postupti na jednoduchych tlohéch.

Priklad 2.1
Necht ABCD je rovnobéznik a KLBA, BMNC k nému vné pripsané ¢tverce.
Dokazte, ze |[XLBM| = | BAD|.

D C

K L
obr. 2.1.1

Resend. Jak je patrné z obrazku m, plati pro velikost ithlu LBM vztah

|5 LBM| = 360° — 90° — 90° — | CBA| =

(19)
= 180° — | CBD| — |4 DBA].

Vzhledem k tomu, ze thly CBD a ADB jsou v rovnobézniku ABCD stridavé (a tedy
shodné), je mozné vztah prepsat na

180° — | CBD| — |- DBA| = 180° — | ADB| — | DBA|, (20)
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coz je vsak vyjadreni velikosti ithlu BAD dané souc¢tem vnitinich thla v trojuhelniku
ABD. Ze vztaht a tak plyne dokazovand rovnost | LBM| = | BAD|, ¢imz
je diukaz uzavren.

V druhém tvodnim prikladu neni vyuziti pricky dvojice rovnobéznych piimek
na prvni pohled patrné. Avsak doplnénim vhodného bodu lze ziskat dale vyuzitelny
rovnobéznik.

Priklad 2.2

V obdélniku ABCD budte M a N po tadeé stredy stran AB a BC'. Oznac¢me P
prisecik tsecek CM a AN. Dokazte, ze |[XMDN| = | APM|.

D Q C
N
P
A M B
obr. 2.2.1

Resend. Ozna¢me @ stfed strany CD. Ze soumérnosti obdélniku podle osy stran BC' a
AD plyne |[<MDN| = | NAQ)|. Jelikoz tsecky AM a C@Q jsou shodné a rovnobézné,
je AMCQ rovnobéznik. Plati tak | NAQ| = | APM| (thly stiidavé v rovnobézniku).
Odtud jiz plyne dokazované tvrzeni | MDN| = | NAQ)|, ¢imz je dikaz hotov.

Pokrocilejsi metody feseni tiloh o shodnosti dvojice tihlii se casto zakladaji na
vyuziti vhodnych trojihelniki, tétivovych étyrihelnika nebo vlastnosti obvodovych
a usekovych 1hli. S ohledem na to jsou v nasledujicim textu metody feseni tiloh
o dikazu shodnosti dvojice thlt rozdéleny do dvou zakladnich skupin, tj. metody
vyuzivajici vhodné trojihelniky a metody zalozené na vyuziti thli prislusejicich
k oblouku kruznice. Metody druhé uvedené skupiny se typicky opiraji o vyuziti
sttedovych, obvodovych, tsekovych uhli, ale také o vlastnosti vnitinich thla tétivo-
zkombinovany, vytvareji tak zce propojeny systém postupii a myslenek. Neni proto
mozné tyto metody prezentovat izolované a i v uvadénych tlohach je casto vyuzita
vice nez jedna zakladni metoda. O zatrazeni tlohy ke skupiné metod tak rozhoduje
zejména to, kterd vyuzita metoda tvori nosnou myslenku reseni.
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4.2.1 Vyuziti vhodnych trojuhelnika

Reseni tloh této oblasti lze ¢asto s tspéchem vystavét na nalezeni vhodného
trojuhelniku (vhodnych trojihelnikt) a vyuziti vlastnosti ptislusnych vnitinich dhlu.
Jedna se napriklad o vyuziti shodnosti odpovidajicich si vnitinich hli vhodné zvole-
nych shodnych nebo podobnych trojihelnik. Dalsi moznosti je nalezeni vhodného
rovnoramenného trojuhelniku a vyuziti shodnosti vnitfnich thla pfi jeho zakladné.

Nésledujici ulohy [2.3] a [2.4] ilustruji uvedenou metodu feseni vyuzivajici vhodné
zvolenych shodnych nebo podobnych trojihelniki.

Priklad 2.3

Oznacme S prusecik thlopricek daného ¢tverce ABCD. Uvniti tsecky DS zvolme
libovolny bod P a ke spojnici AP vedme kolmici bodem B. Priisecik této kolmice
s thloptitkou AC' oznacme (. Dokazte, ze |t BAP| = | CBQ)|.

D C

obr. 2.3.1

Reseni. Ozna¢me R prisecik pifmek BQ a AP. Ve ¢tyfihelniku SPR( jsou vnitini
uhly pri vrcholech S a R ze zadani pravé, plati tak pro vnéjsi thel pfi vrcholi Q
rovnost | RPS| = | BQS| (viz obr. [2.3.1)). Jelikoz AC a BD jsou thlopticky ¢tverce,

| PBA| = |<DBA| = 45° = | ACB| = |<QCB].
Vzhledem k tomu, ze v trojuhelnicich ABP a BC() jsou shodné vnitini tthly
|4 PBA| = |<QCB|, |4APB|=|<BQC],

plati také | X BAP| = | CBQ)|, ¢imz je dikaz dokonéen.

Pozndmka 9. Jelikoz tisecky AB a BC' jsou shodné, jsou shodné také trojuhelniky
ABP a BC(Q). Tuto tlohu je tak mozné rozsitit naptiklad o ditkaz shodnosti tsecek
AP a BQ, pricemz pouzité metody odpovidaji kapitole [4.1]
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Priklad 2.4 (Vojtéch Zlamal)

Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym tihlem pii vrcholu C. Necht P je
libovolny vnitini bod strany BC. Oznac¢me S stied kruznice opsané trojihelniku
ABP. Dokazte, ze |4 SAB| = | PAC|.

obr. 2.4.1

Resend. Oznaéme @ stied tsecky AP a R priisecik QS se stranou AB (Je ziejmé, Ze
trojuhelnik ABP je tupothly pro libovolné umisténi bodu P na tsecky BC, bod S
tedy lezi vné trojihelniku ABC). Plati tak AP 1 QS. Jelikoz trojihelnik ASB je

obr. 2.4.2

rovnoramenny s rameny SA a SB, plati
|xSAB| = |<ABS|. (21)
Vzhledem k soumérnosti trojihelniku ASP podle osy QS je
|<cSAB| = |<SAR| = |<RPS| (22)

a také
|XQSA| =[x PSQ)|. (23)

Ze vztahl a vyplyva, ze ¢tyiihelnik RSBP je tétivovy. Odtud

|<PSR| = |4 PBR|. (24)
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7 a vyplyva
| QSA| = |4 PSQ| = |9 PSR| = |<PBR| = |4 CBA|

Z podobnosti trojihelniki ABC a ASQ podle véty uu plyne, Ze | BAC| = |<SAQ).
Odtud

|4 PAC| = |9 BAC| — |9 BAP| =
= |9 BAC| — |¥RAQ| =
= |4SAQ| — | RAQ| = |<SAR| = |4 SAB|.

Tim je ditkaz uzavren.

Jak bylo uvedeno vyse, dalsim moznym postupem je nalezeni rovnoramenného
trojihelniku a vyuziti shodnosti vnitinich thla pii jeho zakladné. Tuto metodu
ilustruje néasledujici tloha.

Priklad 2.5 (58. MO, B-I-5, upraveno)
Je dan ostroihly trojihelnik ABC a bod K jeho strany AB takovy, ze CK je

osou vnitiniho thla trojuhelniku ABC pii vrcholu C. Ozna¢me L prusecik primky
CK s osou strany BC. Dokazte, ze |<cACB| = | KLB).

obr. 2.5.1

Resend. Je-li CK osou vnitiniho thlu trojihelniku ABC pfi vrcholu C, plati

| < ACB]

[4ACK| = | KCB| = =

Jestlize L lezi na ose strany BC, je trojuhelnik BCL rovnoramenny s rameny BL,

CL. Odtud
| X ACB|

2
Vzhledem k tomu, Ze tthel KLB je vnéjsim thlem trojihelniku BCL pti vrcholu L, je

|<CBL| = |<LCB| = |<KCB| =

[+ACB| | |3ACB| _

[<KLB| = |4 CBL| + | LCB| = = >

| ACB].

Tim je dikaz uzavien.
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Posledni ukazkou v ¢asti vénované vyuziti vhodnych trojihelnikti je dloha vyu-
zivajici oba vyse uvedené postupy, tedy vyuziti podobnych trojuihelnika a vyuziti
rovnoramenného trojuhelniku. Zajimavosti této tlohy je taktéz vyuziti tzv. Cévovy
vety, kterd vsak casto neni v bézné stredoskolské planimetrii probirana.

Priklad 2.6

Necht P je patou vysky z vrcholu C ostroihlého trojihelniku ABC a D libovolnym
bodem tsecky AP. Ozna¢me E prusecik primky AD se stranou BC a F' prusecik
piimky BD se stranou AC. Dokazte, ze | DPF| = |<EPD|.

Reseni. Bodem C vedme rovnobézku s tseckou AB. Ozna¢me K, L po fadé priseciky
této rovnobézky s primkami PE, PF.

L ¢ K

N 1D

A P ' B
obr. 2.6.1
Z podobnosti trojuhelnika APF, LCF (uu) plyne

|CL|  |CF|

= 2
|AP|  |AF| (25)
a z podobnosti trojuhelniki APF, LCF (uu) nasledné
|BP|  |BE|
il R e 26
|CK| |CE] (26)

Jelikoz primky AFE, BF, CP se protinaji v bodé D, je mozné vyuzit tzv. Cévovu

vetu. Plati tak
|AP| |BE| |CF| B

|BP| |CE| |AF|
Dosazenim a do ziskavame

|AP| |BP| |CL| _
|BP| |CK| |AP|

1. (27)

neboli
|CL|
|CK|
|CL| = |CK]|.

L,
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Protoze CP je kolmé na AB, je kolma také na KL. Trojuhelnik KLP je tak rovnora-
menny s rameny PK, PL, z ¢ehoz plyne

|<DPF| = |<CPL| = |<KPC| = |3 EPD|.

Tim je dikaz uzavten.

Uvedenymi metodami jsou déle teSitelné také nasledujici ulohy.

Priklad 2.7

Bud O stred kruznice opsané ostrothlému trojihelniku ABC. Oznacme D patu
vysky spusténé z vrcholu A. Dokazte, ze osa tthlu CAB je také osou thlu DAO.
(viz napr. [8])

Piiklad 2.8 (54. MO B-11-3)

Necht ABC' je ostrouhly trojihelnik. Oznac¢me K a L po fadé paty vysek z vrcholt
A a B, M stied strany AB a V prusecik vysek trojihelniku ABC. Dokazte, Ze osa
uhlu KML prochéazi stredem tusecky VC.

Priklad 2.9

Bod M je sttedem prepony AB daného pravotihlého trojuhelniku ABC a P je
patou jeho vysky z vrcholu C ke strané AB. Dokazte, Ze se osa thlu ACB a osa
kratsi odvésny trojuhelniku A BC protinaji v bodé, ktery je stfedem kruznice vepsané
trojuhelniku CMP. (viz napr. |35])
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4.2.2 Vyuziti Ghla prislusnych k oblouku kruznice

Neopomenutelnou metodou feseni tloh o shodnosti dvojice thla je vyuziti thli
prislusnych k danému oblouku kruznice. Je mozné vyuzit nejen shodnosti obvodovych
uhla prislusnych k danému oblouku kruznice, ale také shodnosti obvodovych dhli
nad shodnymi oblouky téze kruznice, ¢i shodnosti obvodového a tisekového thlu
prislusného k dané tétive. Uvedené vlastnosti pak primo vedou k moznosti vyuziti
vlastnosti souctu protilehlych vnitinich Ghla tétivového c¢tyrihelniku.

Uvodni tloha této ¢asti ukazuje efektivni vyuziti shodnosti obvodovych thl
prislusnych k danému oblouku kruznice.

Priklad 2.10

Oznac¢me S stred strany AB ostrouhlého trojihelniku ABC a V prisecik jeho
vysek. Obraz bodu V' ve stfedové soumérnosti se stredem S oznacme U. Dokazte, ze

tuhly ACV a UCB jsou shodné.

Reseni. Ozna¢me V,, Vi, V. po fadé paty vysek z vrcholtt A, B, C. Ve stiedové

obr. 2.10.1

soumeérnosti se stredem S odpovida tusecce AV tusecka BU, jsou tak shodné a
rovnobézné. Proto jsou primky BC a BU navzajem kolmé. Analogicky lze ukazat,
ze primky AC a AU jsou navzajem kolmé. Body U, B, C, A tak lezi na Thaletové
kruznici nad pramérem CU (jelikoz trojihelnik ABC' je ostrouhly, lezi body C, U
v opa¢nych polovindch s hrani¢ni primkou AB).

Vzhledem k podobnosti trojihelnika AV.C a AV,B (uu), plati
|TACV| = |5 ACV,| = |< V,BA| = |4 VBA].
Jelikoz AUBV je rovnobéznik, je |t UAB| = |« VBA| (stfidavé thly v rovnobézniku).

Déle ze shodnosti obvodovych thli nad tétivou BU plyne | UAB| = |5 UCB]. Plati
tak |<ACV| = |4 UCB, coz jsme chtéli dokazat.

o7



Vztah velikosti obvodovych thlia dopliujicich se obloukt téze kruznice vytatych
danou tétivou je mozné vyuzit v podobé vlastnosti vnitinich thli tétivového ¢tyi-
uhelniku, tj. ze soucet velikosti protilehlych vnitfnich ihla tétivového ctyrihelniku
je roven 180° Pouziti této skutec¢nosti ukazuje nasledujici tloha.

Priklad 2.11 (59. MO B-I-5, upraveno)

Uvnitt kratstho oblouku AB kruznice opsané rovnostrannému trojihelniku ABC
je zvolen bod D. Tétiva CD protina stranu AB v bodé E. Oznac¢me F vnitini bod
strany AC takovy, ze EF' || BC. Dokazte, ze trojihelniky ABD a ECF jsou podobné.

¢

D
obr. 2.11.1

Resend. Jelikoz ¢tyithelnik ADBC je tétivovy, plati, Ze | BDA| + |5 ACB| = 180°.
Déle thel ACB je vnitfnim thlem rovnostranného trojuhelniku, z ¢eho plyne
|x BDA| = 120°.

Je ztejmé, ze trojuhelnik AEF je rovnostranny. Tedy pro jeho vnéjsi thel EFC plati
| X EFC| = 120° = | BDA].
Uhly ABD a ACD jsou obvodovymi tihly nad touz tétivou AD, jsou tedy shodné.
| X FCE| = |<ACD| = |<ABD|

Trojuhelniky ABD a ECF jsou tak podobné podle véty uu, ¢imz je dikaz uzavien.
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Reseni dalsf ilustracni tlohy vyuzivé shodnosti obvodovych thli nad shodnymi
oblouky téze kruznice.

Priklad 2.12

Jsou dany dvé kruznice s vnitinim dotykem v bodé A. Zvolend piimka tyto
kruznice protind postupné v bodech B, C, D, E (stejné jako na obr. [2.12.1)). Dokazte,
ze | *BAD| = | CAE)|.

\.IL

obr. 2.12.1

Resend. Uvazujme stejnolehlost se stfedem v bodé A, ktera zobrazuje mensi zadanou
kruznici na vétsi z nich. V této stejnolehlosti odpovidaji bodim C, D po radé body
U, V (viz obr. 2.12.2)). Jelikoz tisecky CD a UV jsou stejnolehlé, jsou tétivy BE a

obr. 2.12.2

UV rovnobézné. Proto je UVEDB rovnoramennym lichobéznikem se shodnymi rameny
BU, EV. Tato ramena vytinaji na vétsi ze zadanych kruznic shodné oblouky, tedy
i obvodové thly prislusné k témto obloukim jsou shodné. Odtud pak

|XBAC| = |<BAU| = |4 VAE| = |<DAE],
z ¢ehoz vyplyva
|XBAD| = |<BAC| + | CAD| = |<DAE| + |« CAD| = |5 CAE).

Tim je dikaz ukoncen.
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Vyuziti shodnosti obvodového a tisekového tihlu prislusného k danému oblouku
kruznice uvadi feseni nasledujici ulohy.
Priklad 2.13

Je dana kruznice k a na ni body A, B, C takové, ze tecna p ke kruznici k
v bodé A a primka ¢ prochazejici body B, C' se protinaji v bodé V. Osa thlu BVA

protina usecky AB, AC po tadé v bodech K, L. Dokazte, ze trojuhelnik KLA je
rovnoramenny.

Reseni. Vzhledem k tomu, ze piimka p je te¢nou kruznice k, plyne z vlastnosti
obvodového a tisekového thlu |4 CAV| = | CBA|. Jelikoz KL je osou thlu AVB,
plati také | < AVL| = | LVC].

obr. 2.13.1

Uhel ALK je vnéj$im thlem trojihelniku VAL pii vrcholu L. Odtud

|SALK| = |SAVL| + | LAV| = | LVC| + |9 CAV| =
= |<KVB| + |9 CBA| = |[<KVB| + | VBK|,

coz je vztah pro vnéjsi dhel trojihelniku VKB pii vrcholu K. Tedy
|9 LKA| = |9<VKA| = |<KVB| + |9 VBK| = | ALK|,

z ¢ehoz plyne, ze trojuhelnik KLA je rovnoramenny, coz jsme méli dokazat.
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Posledni ukazkova tloha této ¢asti ilustruje vicenadsobné vyuziti thla prislusnych
k oblouku kruznice.

Piiklad 2.14 (66. MO B-11-3)

V roviné jsou dany kruznice k a [, které se protinaji v bodech E a F'. Te¢na ke
kruznici [ sestrojend v bodé E protind kruznici k v bodé H (H # E). Na oblouku
FEH kruznice k, ktery neobsahuje bod F, zvolme bod C' (E # C # H) a prusecik
primky CE s kruznici [ ozna¢me D (D # E). Dokazte, Ze trojihelniky DEF a CHF
jsou podobné.

obr. 2.14.1

Reseni. Obvodové thly FCH a FEH nad tétivou FH kruznice k jsou shodné, pficemz
thel FEH je také tisekovym thlem prislusnym k tétivée EF kruznice [. Z rovnosti
usekového a obvodového tihlu pak pro obvodovy thel FDE prislusny k tétive EF
plati

| FDE| = |<FEH| = |<FCH|. (28)

Jelikoz CEFH je tétivovym ctyruhelnikem, vyplyva ze vztahu vnitintho a vnéjsiho
uhlu pri protilehlych vrcholech

|« CHF| = |9 DEF)|. (29)

Na zdkladé véty uu pak ze vztaht a plyne dokazovand podobnost trojihel-
nika DEF a CHF.
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Také nasledujici tlohy mohou byt feseny vyse uvedenymi postupy.

Priklad 2.15

Oznacme P,, P. po fadé paty vysek z vrcholi A, C' trojihelniku ABC'. Dokazte,
ze trojuhelnik P,BP, je podobny trojihelniku ABC'. (viz napr. [3])

Priklad 2.16
Jsou dany dvé kruznice s vnitinim dotykem v bodé A. Secna MN vétsi z kruz-
nic se dotyka mensi kruznice v bodé P. Dokazte, ze primka AP puli ithel MAN.
(viz napr. [39])

Priklad 2.17

Necht CD je se¢nou kolmou k libovolnému priméru AB zadané kruznice a P
libovolnym vnitinim bodem kratsiho oblouku AC této kruznice. Ozna¢me () prusecik
AB a DP. Dokazte, ze piimka AC pili thel QCP. (viz napr. [7))

Piiklad 2.18 (52. MO B-1-5)

V roviné je dan pravothly lichobéznik ABCD s delsi zakladnou AB a pravym
thlem pfi vrcholu A. Kruznice k; sestrojend nad stranou AD jako prumérem a
kruznice ks , kterd prochazi vrcholy B, C a dotyka se prfimky AB, maji vnéjsi dotyk
v bodé P. Dokazte, ze ihly CPD a ABC' jsou shodné.

Piiklad 2.19 (62. MO B-1-3)

Necht V' je prusecik vysek ostrotthlého trojihelniku ABC'. Piimka C'V je spolecnou
tecnou kruznic k a [, které se vné dotykaji v bodé V' a pritom kazda z nich prochazi
jednim z vrcholi A a B. Jejich pruseciky s vnitiky stran AC' a BC oznacme P a Q).
Dokazte, ze poloptimka VC' je osou thlu PVQ.

Piiklad 2.20 (65. MO B-1I-2)

Je déna tsecka AB, jeji stied C' a uvnitt tsecky AB bod D. Kruznice k(C, |BCY)
a m(B,|BD|) se protinaji v bodech E a F' . Zduvodnéte, pro¢ je poloptimka FD
osou thlu AFFE.
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4.3 Dtuikaz rovnobéznosti dvojice primek

Mimo tlohy, v nichz je explicitné uvedeno, ze tikolem je diikaz rovnobéznosti
piimek (tsecek), lze vyuzivat metody uvedené v této casti také v tlohéch o dikazu
nekterych vlastnosti ¢tyruhelniku. Jedna se zejména o dikazové ulohy, jejichz te-
senim je dtikaz, ze ¢tyrihelnik je rovnobéznikem, lichobéznikem nebo ¢tvercem ci
obdélnikem.

Dale uvedené metody lze rozdélit do dvou zakladnich kategorii. Postupy vyuzivané
v prvni z nich vychazeji z vlastnosti ihla vytatych prickou uvazovanych primek,
pricemz tyto metody se v praxi vyuzivaji nejcastéji. Do druhé kategorie pak patii
metody, které se opiraji o specifické vlastnosti nékterych dalsich rovinnych ttvar.

4.3.1 Vyuziti dhla vytatych prickou

Vlastnosti dvojic thla vytatych prickou uvazovanych primek lze vyuzivat pravée
pri dokazovani, ze uvazované primky jsou rovnobézkami. Metody uvedené v této
casti se zakladaji nejen na vlastnostech souhlasnych a sttidavych thli, ale také
na souctech jejich velikosti. V tomto ohledu pak dédle uvadéné metody navazuji na
kapitolu vénovanou diikazu shodnosti dvojic thla.

Prvni ilustracni tloha ukazuje vyuziti sttidavych uhla vytatych ptrickou rovnobeé-
zek.

Priklad 3.1 (51. MO, A-S-2)
Oznac¢me S stied kruznice vepsané danému trojihelniku ABC a P , () paty

kolmic z vrcholu C' k primkam, na kterych lezi osy vnitinich thli BAC a ABC.
Dokazte, ze ptimky AB a P(Q jsou rovnobézné.

¢

Reseni. Na tivod je potfeba ukézat, ze body P, @) nejsou vnitinimi ani krajnimi body
usecek AS, BS. Uvadéna situace by mohla nastat, pokud néktery z thld CSA nebo
BSC byl ostry (poptipadé pravy). Bez ijmy na obecnosti uvazujme tedy piipad, kdy
by thel BSC byl ostry. Odtud by plynulo

|- CBS| + [« SCB| > 90°.
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Jelikoz vnitini hly trojihelniku BCS pri strané BC' jsou polovinami vnitinich hla
trojuhelniku ABC' pri strané BC, platilo by pak

| CBA| + | ACB| > 180°,

coz je spor se vztahem pro soucet vnittnich hli v trojihelniku ABC. Uhly CSA a
BSC tak jsou nutné tupé a celou situaci je mozno znazornit jako na obrazku |3.1.1}

Jelikoz thly SPC' a CQS jsou pravé, lezi body S, P, C, ) na Thaletové kruznici
nad prumérem SC'. Plati tak

14QCS| = |+ QPS|.

Velikost thlu QCS lze vyjadrit jako | QCS| = |XQCB| — | SCB|. Vzhledem k tomu,
ze trojihelnik QCB je pravouhly a tthel SCB je polovinou vnitiniho thlu trojuhelniku
ABC' pti vrcholu C, plati

| X QPA| = |xQPS| = |2 QCB| — |4SCB| = (90° — |4 QBC|) — 1 |4 ACB| =
=90° — |9 ABC| — 5 | ACB| = § |<BAC].

Tedy
| X QPA| = |9 BAC| = |4 BAP|,

z ¢ehoz plyne, ze primky AB a P(Q jsou rovnobézné. Tim je dikaz ukoncen.

Nésledujici tloha ilustruje feseni metodou vyuzivajici souhlasné uhly vytaté
prickou rovnobézek.
Priklad 3.2 (38. MO, A-II-1)

Je dan tétivovy lichobéznik ABCD s zakladnami AB, CD. Oznacme E prusecik

jeho uhlopric¢ek a F' prisecik tecen sestrojenych k opsané kruznice v bodech B a C'.
Dokazte, ze primky EF a AB jsou rovnobézné.

D C

obr. 3.2.1

Resend. Uhly BAC a BDC jsou obvodovymi dhly p¥islusnymi k tétivé BC, jsou tedy
shodné. Uhly FBC a BCF jsou vsak tsekovymi thly pifslusnymi k téZe tétivé, plati

64



tedy
| BAC| = |<BDC| = |9 FBC| = |« BCF|.

Z rovnobéznosti zakladen zadaného lichobézniku ovsem plyne | DBA| = | BDC| =
|<tBAC/|. Pro tthel BEC tak plati

|XBEC| = |BAE| + |9 EBA| = 2 |<BAC)|.
Pro vnitini dhly trojihelniku BFC' plati
| CFB| = 180° — | FBC| — |<BCF| = 180° — 2 | BAC]|.
Ctytthelnik BFCE je tedy tétivovy, z ¢ehoz plyne
| FEC| = |9 FBC| = |<BAC|.
Piimky AB a EF jsou tak rovnobézkami, coz jsme chtéli dokazat.

Variantou metod vyuzivajicich souhlasnych/stiidavych thla vytatych prickou
rovnobézek je diikaz kolmosti pricky k obéma uvazovanym primkam.

Piiklad 3.3 (37. MO, C-11-4)

Do kruznice k je vepsan pétithelnik ABCDE tak, ze AB || DE a AE || BC.
Dokazte, ze te¢na kruznice k v bodé A je rovnobézna s primkou CD.

obr. 3.3.1

Resend. Ze zadané rovnobéznosti stran pétithelniku ABCDE ihned plyne
|4 CBA| = |<AED,|.
Vsimnéme si, ze ¢tyithelniky ABCD a ACDE jsou tétivovymi c¢tyiihelniky. Ze

vztahu pro soucet protilehlych vnitinich thla tétivového ¢tyirihelniku a vyse uvedené
shodnosti vnitinich thla pri vrcholech B a E zadaného pétithelniku vyplyva

|4 DCA| = |£ADC|.
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Trojihelnik CDA je tedy rovnoramenny se zédkladnou CD.

Uvazujme nyni stted S kruznice k. Tato kruznice je opsana rovnoramennému troju-
helniku CDA, piimka AS je tedy osou usecky CD a plati

CD 1 AS.

Tecna ke kruznici k£ v bodé A je vsak také kolma k AS, z ¢ehoz vyplyva, ze uvazovana
tecna a primka CD jsou rovnobézné. Tim je dikaz uzavien.

Reseni dalsi tlohy vyuziva faktu, ze soucet prilehlych uhlia vytatych pifckou
rovnobézek je 180°.

Priklad 3.4

Nad stranami AB, AC, BC trojihelniku A BC' jako nad zékladnami jsou sestrojeny
tri navzajem podobné rovnoramenné trojuhelniky ABP, ACQ, BCR, z nichz prvni

dva lezi vné daného trojuhelniku ABC| tieti lezi v poloroviné BCA s hrani¢ni primkou
BC'. Dokazte, ze AQ || PR.

Resent. Vzhledem k tomu, Ze trojthelniky ABP, ACQ, BCR jsou podobné, jejich
vnitini thly pri zdkladné jsou shodné (viz obr. [3.4.1)). Odtud plyne, ze

|<RBP| = |%CBR)|.

Déle ze vzajemné podobnosti rovnoramennych trojihelniki ABP a BCR vyplyva

|AB| _ |BC|

|BP|  |BR|’
neboli

| BR) B |BC|

|BP|  |AB|

Trojihelniky ABC a PBR jsou tak podobné (sus). Plati tak |<BPR| = |<BAC|.

Uvazujme nyni primky PR, AQ a jejich pticku AP. Pro soucet prilehlych thli tedy
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plati

|XRPA| + | PAQ| = |XRPA| + | PAB| + |4 BAC| + | CAQ| =
= [XRPA| + | PAB| + |XBPR| + |2 CAQ| =
= |9 RPA| + |9 BPR| +2 - |4<PAB|,

coz je vyjadfenim souctu vnitinich hli v trojihelniku ABP. Odtud
|XRPA| + | PAQ| = 180°.

Piimky AQ a PR jsou tedy rovnobézkami, coz jsme méli dokazat.

Déle uvedené ulohy je mozné také resit zminénymi postupy.

Priklad 3.5

Necht jsou dany dveé kruznice ki, ky s vnéjsim dotykem v bodé A. Sec¢na PK
kruznice ky se dotyka kruznice ko v bodé R. Piimka PA déle protinad kruznici ky a
primka RA déale protina kruznici k; v bodé (). Dokazte, ze piimky PQ a RT jsou
rovnobézné. (viz napr. [7))

Priklad 3.6
Necht ABC' je ostrouhly trojtihelnik, O stied kurznice k£ jemu opsané a V' prisecik
jeho vysek. Oznacme () druhy prisecik primky BO s kruznici k. Dokazte, ze AV || QC.
(viz napr. [7))
Priklad 3.7 (4. MO, C-1-8, upraveno)

Bud dan deltoid ABCD s osou soumérnosti AC. Ozna¢me S prusecik jeho
uhlopricek. Déle oznac¢me M, N, P, () po tadé paty kolmic vedenych bodem S ke
stranam AB, BC, CD, DA. Dokazte, ze MQ || NP.

Piiklad 3.8 (54. MO, C-II-4, upraveno)

Libovolnym vnitinim bodem P uhlopricky AC daného obdélniku ABCD jsou
vedeny rovnobézky s jeho stranami, které protinaji usecky AB, BC, CD a DA po
fadé v bodech K, L, M a N. Dokazte, ze ptimky LM a KN jsou rovnobézky,

Priklad 3.9 (56. MO, A-1-2)

Kruznice vepsand danému trojihelniku ABC se dotyka stran BC, CA, AB po
radé v bodech K, L, M. Oznacme P prusecik osy vnitiniho thlu pti vrcholu C'
s primkou MK . Dokazte, ze pfimky AP a LK jsou rovnobézné.

Piiklad 3.10 (58. MO, A-1-2)

Je dan tétivovy ¢tyithelnik ABCD. Dokazte, ze spojnice priseciku vysek troji-

helniku ABC' s prusec¢ikem vysek trojuhelniku ABD je rovnobézné s primkou CD.
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Priklad 3.11 (60. MO, A-III-5, upraveno)

V ostrotthlém trojihelniku A BC', ktery neni rovnostranny, ozna¢me P patu vysky
z vrcholu C' na stranu AB, V prisecik vysek, O stied kruznice opsané, D prusecik
poloprimky CO se stranou AB, E stied usecky CD a V'’ bod soumérné sdruzeny
s prusecikem vysek V' podle strany AB. Dokazte, ze PE a V'O jsou rovnobézné.

Priklad 3.12 (62. MO, B-11-4)

V roviné jsou dany kruznice m, n, které se protinaji v bodech K, L. Te¢na v bodé
K ke kruznici m protind kruznici n v bodé A # K, tetna v bodé L ke kruznici n
protina kruznici m v bodé C' # K. Bod B # L je priisecik pifimky AL s kruznici m
a bod D # K je prusecik ptimky CK s kruznici n. Dokazte, ze ¢tytuhelnik ABCD
je rovnobéznik.

4.3.2 Vyuziti nékterych vlastnosti dalsich rovinnych utvart

K dilkazu rovnobéznosti dvojice primek mohou také slouzit vlastnosti dalsich
rovinnych utvart. Nasledujici tlohy tak nabizeji nékolik moznych postupt vyuzivaji-
cich uzitecné vlastnosti trojuhelnikii nebo ¢tytihelniki. Prvni ukazkou je jiné feseni
vyse uvedené ulohy pricemz toto TeSeni je zalozeno na vlastnostech stredni pricky
v trojuhelniku, respektive na faktu, ze stredni pricka trojihelniku je rovnobézna s

prislusnou stranou trojuhelniku.
Priklad 3.13 (51. MO, A-S-2)
Oznacme S stred kruznice vepsané danému trojuhelniku ABC a P , () paty

kolmic z vrcholu C' k pifimkam, na kterych lezi osy vnitinich thli BAC a ABC.
Dokazte, ze primky AB a P(Q jsou rovnobézné.

obr. 3.13.1

Reseni. Vzhledem k poloze bodt P, @ viici tiseckdm AS, BS (viz priklad je
mozné uvazovat pruseciky Py, Q1 po fadé piimek CP, C'() s ptimkou SB, jak ukazuje

obrazek B.13.11

Vyska AP trojuhelniku AP,P je vsak zaroven osou jeho vnitiniho tthlu pfi vrcholu A.
Trothelnik AP,P je tak rovnoramenny se zakladnou P;C' a bod P je stfedem této
zékladny. Analogicky lze ukézat, ze bod @ je stiedem tsecky Q;C. Usecka PQ je tedy
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stfedni prickou trojihelniku QP,C, z ¢ehoz vyplyva, Ze je rovnobézna s primkou
AB. Tim je diikaz dokoncen.

Dtikaz rovnobéznosti je v dalsi ilustracni tlohy je zaloZen na vzdalenostech bodu
od primky.
Priklad 3.14

Necht AB a CD jsou rovnobézné primky. Oznac¢me M stred usecky CD a F,
G po tadé priseciky primek AC,BE a AE,BD. Dokazte, ze primky AB a FG jsou
rovnobézné.

F G
VAW
j it
v
U1 V2
B fa B ,,
A B
obr. 3.14.1

Resend. Ozna¢me v vzdalenost pifmek AB a CD, v, velikost vysky spusténé z vrcholu
F na stranu AB trojuhelniku ABF a vy velikost vysky spusténé z vrcholu G na
stranu AB trojihelniku ABG. Vzhledem k tomu, ze AB || CD jsou trojihelniky
ABF a DEF podobné (uu), plati

|DE| v —wv
|AB| v

Obdobné z podobnosti trojihelniki ABG a ECG (uu) plyne

|CE| vy —w
|AB| v

Jelikoz E je stfedem usecky CD, plati |CE| = |DE|. Odtud

|DE|  |CE|
|AB| — |AB|’
V1 — U Vg — U (%1 V2

= ) - , U1 = Va.
v v v v

Body F', G jsou tak stejné vzdaleny od primky AB, z ¢ehoz vyplyva, ze primky AB
a FG jsou rovnobézné. Tim je dikaz dokoncen.
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Uvedenou metodu je mozné dale rozvinout ve spojitosti s metodou obsahu, jak
ukazuje nasledujici tloha.
Priklad 3.15

Necht ABCD je konvexni c¢tyfuhelnik. Oznacme S prusecik jeho thlopricek.
Dokazte, ze rovnaji-li se obsahy trothelnikt ASD a BCS, jsou primky AB a CD
rovnobézné.

D C

obr. 3.15.1

Resend. Z rovnosti obsahii trojihelniktt ASD a BCS plyne rovnost obsahii trojihelniki
ABD a ABC'. Vzhledem k tomu, ze trojihelniky ABD a ABC maji spole¢nou stranu
AB, maji také shodnou velikost vysky na tuto stranu. Body C, D jsou tak stejné
vzdéleny od piimky AB, z ¢ehoz vyplyva AB || CD, coZ jsme méli dokazat.

Reseni posledni ukézkové tloha této ¢asti vyuziva vlastnosti thlopiicek rovno-
bézniku, tj. Ze se hlopricky rovnobézniku navzajem puli.
Priklad 3.16 (Vojtéch Zlamal)

V trojihelniku ABC oznac¢me By stied jeho strany AC, T tézisté trojihelniku
ABC a U stred tsecky BT. Bodem T vedme primku p tak, ze X, Y jsou pruseciky
primky p po fadé s tseckami AC, BC. Maji-li trojihelniky XUB; a TBY shodné
obsahy, je XUYB; rovnobéznik. Dokazte.

C

obr. 3.16.1

Resend. Je zfejmé, Ze body T, U déli tisecku BB, na tfi shodné ¢asti. Bod T je tedy
sttede tusecky UBji, proto

1
SAxUT = SAXTB; = 55AXUB; -
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Obdobné

1
SATUY = SAUBY = §SATBY-

7 predpokladu dokazovaného tvrzeni plyne

SAXUT = SAXTB1 = SAUBY = SATUY-

Jsou-li obsahy trojiuhelniki XUT a TUY shodné a body X, T, Y lezi na téze primce,
je bod T stredem tusecky XY. Vzhledem k tomu, ze thlopricky XY, UB ¢tyiiuhelniku
XUYDB; se tim navzadjem piili, je tento ¢tyfuhelnik rovnobéznikem. Tim je dikaz
uzavren.

Obdobnymi postupy jsou fesitelné také néasledujici tlohy.

Priklad 3.17 (12. MO, C-1-5)

V roviné je dan trojuhelnik ABC'; vné tohoto trojuhelniku jsou sestrojeny ¢tverce
ABMN, BCPQ po tadé se stredy Oy, Oy. Dokazte, ze stiedy tsecek AC, M(@) a body
O1, Os jsou vrcholy jistého ¢tverce.

Priklad 3.18 (28. MO, Z-P-4)
V rovnostranném trojihelniku ABC' oznacime S prusecik primek AK a CM, kde

M je stred strany AB a K stied strany BC. Dale oznac¢ime P stied usecky AS a @)
stfed usecky BS. Dokazte, ze ¢tyrthelnik PKQM je rovnoramenny lichobéznik.

Priklad 3.19 (54. MO, C-1-3)
V libovolném konvexnim c¢tyttuhelniku ABCD ozna¢me E stfed strany BC a

F stred strany AD. Dokazte, ze trojuhelniky AED a BFC' maji stejny obsah, prave
kdyz jsou strany AB a CD rovnobézné.

Priklad 3.20 (56. MO, A-S-3, upraveno)
Je dan lichobéznik ABCD se zéakladnami AB, CD. Ozna¢me U prisecik os jeho

vnittnich thla pri vrcholech A, D a V' prusecik os vnitinich thla pri vrcholech B, C.
Ukazte, ze piimky UV a AB jsou rovnobézné.

Priklad 3.21 (61. MO, A-S-2)

V roviné uvazujme lichobéznik ABCD se zakladnami AB a CD a ozna¢me M
stied jeho thlopricky AC'. Dokazte, ze plati: Maji-li trojihelniky ABM a ACD stejné
obsahy, jsou primky DM a BC rovnobézné.

Piiklad 3.22 (priklad navazujici na tlohu (3.16)

V trojihelniku ABC ozna¢me B stied jeho strany AC, T tézisté trojuhelniku
ABC a U stred tsecky BT. Bodem T vedme ptimku p tak, ze X, Y jsou priseciky
primky p po radé s useckami AC, BC. Dokazte, ze maji-li trojuhelniky XUB; a
TBY shodné obsahy, je AB || XY
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4.4 Dukaz kolmosti dvojice primek

Ulohy, v nichZ je tikolem dokdzat kolmost dvojice pFimek (nebo ﬁseée, je mozné
resit Sirokou paletou metod a postupii. Bez ohledu na to, zda je tloha formulovana

14

.- . .dokazte, ze...je kolma na...“ nebo ,,...dokazte, ze thel...je pravy...“ byvaji
vyuzitelné metody casto zalozeny na vyjadreni uvazovaného tthlu pomoci vhodnych
dil¢ich dhli a zakladnich geometrickych vztahii mezi nimi, na vyuziti vlastnosti
pricky rovnobézek ¢i na aplikaci vybranych rovinnych tutvari, ve kterych jsou nékteré
jejich prvky na sebe kolmé. Mimo to je také mozné vyuzit vlastnosti geometrickych
zobrazeni, a to shodnych i podobnych. Dale uvadéné metody jsou tak rozdéleny do

ctyT kategorii, které vychazeji z predchozi uvahy.

4.4.1 Vyjadreni uvazovaného tthlu pomoci vhodnych dil¢ich thla

Castym zptisobem, jak Fesit tlohy této ¢asti, je vyjadieni velikosti uvazovaného
uhlu pomoci jiz znamych 1hli v dané tloze. Jednou z moznosti je nalezeni vhodného
sou¢tu zndmych thla. Jak je vidét na obrazku [XXIITa] je mozné dokazat kolmost
primek p a ¢ z uvedeného obrazku dokazanim, ze o + S = 90°. DalSi moznosti se
mohou zakladat napriklad na vyjadieni uvazovaného thlu z nékterého z vyznacnych
thla. Na obrazku [XXTIITH je uvedena situace, v niz je vyuzit ptimy thel a v niz se
kolmost ptimek p a ¢ dokéze pravé prokazanim platnosti vztahu 180° — a — g = 90°.
V neposledni fadé je mozné také vyjit z vlastnosti souc¢tu vnitinich ahla v trojihelniku.
To je ukdzano napiiklad na obrazku [XXITId, v némz je mozné dokdzat kolmost piimek
p, q dikazem platnosti vztahu v = 180° —a — 8 = 90° pro thly na uvedeném obréazku.

p

p

4 q
- B

obr. XXIIIa obr. XXIITb

o 5

obr. XXIIIc

10Bez jmy naa obecnosti bude za téelem zjednoduseni textu a zvyseni jeho srozumitelnosti déle
pouzivana pouze formulace ,kolmost dvojice primek“.
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Prvni ukazkova tloha této ¢asti ilustruje reseni zalozené na nalezeni vhodného
souctu dvojice thla, jak bylo uvedeno vyse.

Priklad 4.1 (50. MO, C-I1-2, upraveno)

Kruznice k(S,r1) a I(O,r3) se vné dotykaji v bodé T'. Jejich spoleéna tecna
v bodé T protina jejich vnéjsi spoleénou tecnu v bodé M. Dokazte, Ze trojihelnik
SOM je pravouhly.

obr. 4.1.1

Reseni. Ozna¢me K, L body dotyku uvedené spoletné tecny, kterd neprochézi bodem
T, po tadé s kruznicemi k, [. Ze soumérnosti bodu K, T podle primky MS plyne
shodnost thla KMS a SMT. Obdobné ze soumérnosti bodu L, T podle piimky MO
plyne shodnost thld TMO a OML. Plati vSak

|SKML| = | MKS| 4+ |<SMT| + |< TMO| + |<OML| = 180°,

Tedy
2| SMT| + 2|« TMO| = 180°,

proto

|4SMO| = |4 SMT| + | TMO| = 90°.

Tim je uloha vyftesena.
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Dalsi fesena tloha ukazuje vyuziti pfimého thlu. Dikaz kolmosti je pak zalozen
na vyjadreni uvazovaného tihlu odectenim velikosti vhodnych hli od thlu primého.
Priklad 4.2 (65. MO, A-S-3, upraveno)

Je dén lichobéinik ABCD (AB || CD), ve kterém plati |BC| = |AB| + |CD|.

Dokazte, ze na rameni BC' lezi bod kruznice nad prumérem AD.

D C

obr. 4.2.1

Reseni. Oznaéme E vnitini bod strany BC takovy, 7e |BE| = |AB| a |EC| = |CD|.
Existence bodu F je zarucena podminkou v zadani tlohy. UkédZeme nyni, ze bod £
je hledanym bodem, tj. ze thel DFEA je pravy.

Vzhledem k tomu, zZe trojihelnik DEC' je rovnoramenny, plati
|xCED| = | EDC!|.

Obdobné
| AEB| = |<BAE|,

proto

|XDEA| =180° — | X CED| — | AEB| =
— 180° — L(180° — |4 DCE|) — L(180° — |4 EBA|) =
— (|4 DCE| + |4 EBA)).

Jelikoz AB || CD, soucet vnitinich uhlu lichobézniku ABCD pfi vrcholech B a C je
roven 180°. Plati tak

| X DEA| = (|9 DCE| + |4 EBA|) = 1(|<DCB| + |4 CBA|) = 90°.

Tim je ditkaz uzavten.
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Reseni nésledujici tlohy je zalozeno na vlastnosti sou¢tu vnitinich ahla v troji-
helniku, pricemz hledany thel je vyjadien pomoci zbyvajicich dvou vnitinich thla ve
vhodném trojuhelniku.

Priklad 4.3 (55. MO, B-S-2)

Na pfeponé B pravotuhlého trojihelnitku ABC uvazujme body P a @ takové, ze
|AP| = |AC| a |BQ| = |BC|. Oznac¢me M prusecik kolmice z vrcholu A na primku
CP a kolmice z vrcholu B na piimku C@Q. Dokazte, ze primky PM a QM jsou
navzajem kolmé.

obr. 4.3.1

Reseni. Ze zadani vyplyva, Ze trojihelnik PCA je rovnoramenny se zdkladnou CP.
Plati tak, ze kolmice vedena bodem A na stranu CP je nejen osou uthlu PAC, ale
také osou strany CP. Odtud plyne |CM| = |PM| a | PAM| = | MAC], proto jsou
trojuhelniky MAC a MAP shodné (sus). Plati tak

|4 ACM| = | MPA|.

Obdobné lze ukézat, ze
| BOQM| = | MCB|.

V trojuhelniku PQM tak pro soucet vnitinich uhla pri vrcholech P, () plati

|SMPQ| + |<PQM| = |SMPA| + |[<BQM| =
= |<ACM| + |<MBC| = | ACB| = 90°,

z ¢ehoz vyplyva, ze vnitini thel pti vrcholu M trojihelniku PQM je pravy. Tim je
uloha uzavrtena.
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Obdobny zptsob feseni ukazuje dalsi tloha. V této tloze je vSak navic vyuzito
rovnobéznosti sttedni pricky trojuhelniku s prislusnou jeho stranou.

Priklad 4.4 (Vojtéch Zlamal)

Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem pti vrcholu C. Oznacme Aq,
C po tadé stiedy jeho stran BC, AB. Dokazte, ze je-li | CBA| = | AACy|, jsou
primky CC; a AA; navzajem kolmé.

C

Resend. Vzhledem k tomu, Ze trojihelnik ABC je pravouhly a bod C je stiedem
jeho strany AB, lezi vrchol C' na Thaletové kruznici nad primérem AB, plati tak
|ACy| = |BCy| = |CC,|. Trojthelnik BCCy je tedy rovnoramenny se zakladnou BC.
Odtud

|<cC1CB| = |- CBA| = |xAACY].

Jelikoz A;Cy je stfedni ptickou trojihelniku ABC, plati AC || A1C, z ¢ehoZ plyne
| xACC| = | A1C1C.
V trojuhelniku TCiA; tak plati

|4 CiTA | = 180° — (|3 TALCy| + |4 ALCL T]) = 180° — (| AALCH| + |5 ALCL C)) =
= 180° — (|9 C,CB| + | ¥ ACCy|) = 180° — 90° = 90°.

Tim je dikaz uzavien.

Dalsi uvedené tlohy jsou také fesitelné vyse uvedenymi postupy.

Priklad 4.5

Kruznice je libovolné rozdélena na ¢tyti oblouky (bez spole¢nych vnitinich bodu).
Spojime-li primkami body, které ptli kazdy z téchto obloukii, pak nékteré dvé z téchto
spojnic jsou navzajem kolmé. Dokazte. (viz napr. |14])

Priklad 4.6

Ozna¢me [ stied kruznice vepsané trojihelniku ABC'. Déle necht P, (), R jsou
pruseciky kruznice opsané trojihelniku A BC' po tadé s piimkami AI, BI, CI (P # A,
Q # B, R # (). Dokazte, ze I je ortocentrem trojihelniku PQR. (viz napr. [7))
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Priklad 4.7 (15. MO, C-1-6)

Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC se zakladnou AB. Ze stredu D usecky
AB je spusténa kolmice na primku BC. Jeji pata oznacme E a stied tsecky DFE
ozna¢me F. Dokazte, ze primky AFE, DF jsou navzajem kolmé.

Priklad 4.8 (30. MO, B-I-4, upraveno)

Necht ABCD je konvexni ¢tyrihelnik takovy, ze kolmé primeéty pruseciku jeho
uhloptic¢ek na jednotlivé strany jsou vnitinimi body téchto stran. Lezi-li tyto prumeéty
na téze kruznice, jsou thlopricky ¢tyruhelniku A BCD na sebe kolmé. Dokazte.

Priklad 4.9 (39. MO, B-11-4, upraveno)

V konvexnim ¢tyttuhelniku oznac¢me E prisecik thlopticek a S stfed kruznice
opsané trojihelniku ABE. Je-li ¢tyruhelnik ABCD tétivovy, jsou ptimky CD a SE
na sebe kolmé. Dokazte.

Priklad 4.10 (48. MO, C-1-2)

Je dan obdélnik ABCD s delsi stranou AB. Oblouk AC' kruznice, jejiz stied lezi
na strané AB, protina stranu CD v bodé M. Dokazte, ze pfimky MAM a BD jsou
navzajem kolmé.

Priklad 4.11 (61. MO, A-11-3)

Do kruznice je vepsan Sestithelnik ABCDEF a plati AB L BD, |BC| = |EF].
Predpokladejme, ze primky BC, EF protnou poloptimku AD postupné v bodech P,
Q). Oznac¢me S stied uhlopricky AD a K, L stiedy kruznic vepsanych trojihelniktim
BPS, EQS. Dokazte, ze trojuhelnik KLD je pravotuhly.

Priklad 4.12 (68. MO, A-S-2)

Je dan ostroihly trojuhelnik ABC, v némz |AB| < |AC|. Na poloprimkach AB,
AC lezi po tadé body D, FE takové, ze |AD| = |AC| a |AE| = |AB|. Sestrojme v bodé
D kolmici k AD, v bodé E kolmici k AE a jejich prisecik oznac¢me F. Dokazte, ze
AF 1 BC.

4.4.2 Vyuziti vybranych rovinnych autvart

Mezi efektivni metody feseni tiloh o kolmosti dvojice primek patii také nalezeni
a vyuziti v tloze existujicitho utvaru, v némz jsou nékteré jeho prvky na sebe kolmé.
Princip dikazu je nasledné zalozen na prokazani, ze uvazované primky jsou totozné
s vybranymi kolmymi prvky nalezeného ttvaru. Typicky je mozné timto zptisobem
vyuzit napriklad vysky (popfipadé ortocentrum) trojihelniku, teénu ke kruznici
s bodem dotyku, vzajemnou kolmost thlopricek ve vhodném ctytuhelniku nebo body
Thaletovy kruznice nad vhodnym prumeérem. Nasledujici tlohy tak ilustruji vyuziti
uvedenych priklad rovinnych dtvart.

Prvni ukazkova tiloha vyuziva ve svém feseni prokazani toho, ze uvazované primky
tvori dvojici strany trojihelniku a prislusné vysky na tuto stranu, pricemz je vyuzito
také vlastnosti ortocentra trojuhelniku.
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Priklad 4.13 (58. MO, A-S-2, upraveno)

Necht ABC' je ostrotuhly trojihelnik, v némz vnitini thel pti vrcholu A ma
velikost 45°. Oznac¢me D patu vysky z vrcholu C. Uvazujme déle libovolny vnitini
bod P vysky CD. Dokazte tvrzeni, ze jsou-li tisecky AP a BC shodné, jsou primky
AP a BC navzajem kolmé.

C

/]
D

obr. 4.13.1

Reseni. V pravotihlém trojihelniku ADC mé vnitini thel p¥i vrcholu A velikost 45°,
tudiz také | ACD| = 45°. Trojthelnik ADC je tedy rovnoramenny, |AD| = |CD].
Vzhledem k predpokladu |AP| = |BC| jsou pravouhlé trojihelniky ADP a CBD
shodné podle véty Ssu. Odtud

|BD| = |DP|.

Trojuhelnik BPD je tedy také pravouhly a rovnoramenny, plati tak
|<xPBD| = | BDP| = 45°.
Oznacme nyni E prusecik primky BP se stranou AC. Jelikoz
|XBAE| = |<<BAC| = 45° = |<PBD| = | EBA]|,

plati |[XAEB| = 90°, tedy EB je vyskou trojihelniku ABC. Bod P je tak prisecikem
vysek EB a CD, tj. ortocentrem trojihelnitku ABC, z ¢ehoz plyne, ze ptimka AP je
kolmé na BC'. Tim je tloha vyTesena.

Reseni nésledujici tlohy je zaloZeno na dikazu, ze jedna z uvazovanych primek je
tecnou k dané kruznici, pricemz na druhé z primek lezi primér této kruznice v bodé
dotyku uvedené tecny.

Priklad 4.14 (67. MO, B-S-2)
Je dan trojtuhelnik ABC' s vepsanou kruznici k. Jeji dotykové body na stranach
AB, BC, CA oznacme postupné K, L, M. Necht E, F znac¢i po fadé body soumérné

sdruzené s bodem K vzhledem k bodium A a B. Prisecik primek EM a FL ozna¢me
U. Dokazte, ze bod U lezi na kruznici k a ze primky UK a AB jsou navzajem kolmé.
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E A K B F
obr. 4.14.1

Resent. Usecky AK, AM jsou tseky tefen vedenych bodem A k téze kruznici k
(pricemz K, M jsou body dotyku), plati tak |AK| = |AM|. Ze zadané soumeérnosti
ovSem plyne |AK| = |EA|. Bod A je tedy stfedem kruZznice opsané trojihelniku
EKM, tj. Thaletovy kruznice nad primérem EK. Odtud plyne, ze EM 1 MK.

Analogicky lze dokézat, ze FIL | KL. Ve ¢tyithelniku KLUM proto plati
|XKMU| + | ULK| = 90° +90° = 180°,

z ¢ehoz plyne, ze ¢tyttuhelnik KLUM je tétivovy. Bod U tedy lezi na kruznici opsané
trojuhelniku KLM, coz je pravé kruznice k.

Vzhledem k tomu, ze oba uhly KMU, ULK jsou pravé, usecka UK je prumérem
kruznice k. Ten je vsak kolmy na tecnu AB této kruznice s bodem dotyku K. Tim je
dikaz uzavten.

Jak bylo uvedeno vyse, je mozné vyuzit také vzajemnou kolmost thlopticek
vhodného ¢tytihelniku. Takto lze vyuzit naptiklad thlopricky ¢tverce, kosoc¢tverce ¢i
deltoidu. Dalsi dloha tak ilustruje vyuziti pravé kolmosti thlopricek kosoctverce.

Piiklad 4.15 (69. MO, C-1I-2)

Konvexni osmitthelntk ABCDEFGH ma vsechny strany shodné a protéjsi dvojice
stran rovnobézné. Uvazme body X, Y, Z takové, ze ctyriuhelniky ABCX, DEFY |
GHAZ jsou rovnobézniky. Dokazte, ze XZ 1 AY.

Reseni. Vzhledem ke shodnosti viech stran uvazovaného osmitihelniku jsou rovnobéz-
niky ABCX, DEFY | GHAZ kosoctverce. Jelikoz ze zadani AB || EF, jsou tsecky
AB, CX, DY, EF shodné a vzajemné rovnobézné. Analogicky z AH || DE plyne,
ze také AH, GZ, FY, DFE jsou shodné a rovnobézné. Z uvedenych rovnobéznosti
vyplyva, ze ¢tyruhelniky XCDY, ZYFG jsou rovnobézniky, a vzhledem ke shodnosti
vsech stran osmiuhelniku pak dokonce kosoctverce.

S ohledem na shodnost vSech stran osmithelniku tak plati
|AX| = |XY| =|YZ| = |AZ],
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obr. 4.15.1

coz znamena, ze ¢tyrtihelnik AXYZ je opét kosoctverec. Jelikoz thlopticky kosoctverce
jsou navzajem kolmé, jsou kolmé tusecky AY a XZ a tim je dikaz hotov.

Nasledujici iloha ukazuje vyuziti Thaletovy kruznice nad vhodnym primeérem.
Reseni se pak opira o dikaz, ze prusecik uvazovanych primek je bodem Thaletovy
kruznice, v niz krajni body primeéru lezi pravé na uvedenych primkach.

Priklad 4.16 (29. MO, C-1-3, upraveno)

Kruznice ki(S1,71), k2(S2,72) se dotykaji vné v bodé C'. Kromé spolecné tecny
v bodé C' maji jesté dvé spolecné te¢ny. Uvazujme jednu z nich a body dotyku téchto
kruznic na ni ozna¢me A a B. Dokazte, Ze trojihelnik ABC je pravouhly.

k2

obr. 4.16.1
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Reseni. Ozna¢me D prisecik piimky AB a spoleéné tecny kruznice ki, k» prochazejici
bodem C'. Usetky DC, DA jsou tseky tecen vedenych bodem D k téze kruznici k
(pficemz A, C jsou body dotyku), plati tak |DC| = |DA|. Analogicky pro te¢ny
kruznice ks lze dokdzat |DC| = |DB].

Bod D je tedy stfedem kruznice opsané trojuhelniku ACB, tj. Thaletovy kruznice
nad prumérem AB. Odtud plyne, ze AB 1. BC. Tim je dikaz uzavten.

Jinou moznost vyuziti Thaletovy kruznice nabizi spojeni s tétivovym ctyrihel-
nikem. Jak je patrné z feseni dalsi tlohy, dikaz se mize zakladat na prokazani,
ze kruznice opsand jistému ¢tytihelniku je Thaletovou kruznici nad jednou jeho
uhloptickou.

Priklad 4.17 (Vojtéch Zlamal)

Je dana kruznice k£ a bod K vné této kruznice. Bodem K vedme primku p, ktera
protina kruznici k£ v bodech L, M, a dale vedme bodem K tec¢nu ¢ ke kruznici k
s bodem dotyku N. Na tsecce LM oznac¢me O patu kolmice k primce p vedené
bodem N. Necht P je bod piimky ¢ takovy, ze PO || MN. Dokazte, ze KN L PL.

obr. 4.17.1

Resend. Bez Gjmy na obecnosti necht K lezi na polopiimce opaéné k polopiimee LM
(viz obr. 4.17.1)). Pro mocnost bodu K ke kruznici k plati

|KN|* = |KL| - |[KM],
neboli
|KN|  |KL|
|KM| — |KN|
Trojuhelniky KMN KNL jsou tak podobné podle véty sus. Odtud

|« KMN| = |4 LNK]|.

Jelikoz PO || MN, plati
|9 KMN| = |4 KOP|.
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Z rovnosti | KOP| = | LNK]| plyne, ze ctyruhelnik PNOL je tétivovy. Vzhledem
k tomu, ze thel LON je pravy, je pravy i uhel NPL (|<LON| + |<NPL| = 180°).
Tim je dikaz uzavten.

Nasledujici tlohy je mozné také fesit vyuzitim vhodnych rovinnych ttvart, v nichz
jsou nékteré dva prvky na sebe kolmé.
Priklad 4.18

Je dén trojihelnik ABC, v némz je |[<ACB| = 120°. Bod M je stfedem tusecky
AB. Na tiseckidch AC, BC zvolme po tadé body P, @ takové, ze |AP| = |PQ| = |QB|.
Dokazte, ze | PMQ| = 90°. (viz napr. [26])
Priklad 4.19

Oznac¢me X, Y, Z po tadé stredy stran AB, BC', CA trojihelniku ABC. Necht
P je bod strany BC takovy, ze | CPZ| = | YXZ|. Dokazte, 7ze AP je kolmé na BC'

(viz napr. |7])

Priklad 4.20 (48. MO, C-1-2)

V obdélniku ABCD plati |AB| > |BC|. Oblouk AC kruznice, jejiz stied lezi na

strané AB, protind stranu CD v bodé M. Dokazte, ze primky MAM a BD jsou
navzajem kolmé.

Priklad 4.21 (60. MO, B-11-3)

Necht M, N jsou po fadé vnitini body stran AB, BC' rovnostranného trojihelniku
ABC, pro néz plati |AM| : |MB| = |BN| : |NC| =2 : 1. Ozna¢me P prisecik primek
AN a CM. Dokazte, ze primky BP a AN jsou navzajem kolmé.

4.4.3 Vyuziti vlastnosti pricky rovnobézek

Dalsi velmi ¢astou metodou dikazu kolmosti dvojice primek je vyuziti vlastnosti
pricky rovnobézek. Princip dikazu (viz obr. je postaven na faktu, ze je-li
primka kolmé k jedné z dvojice rovnobéznych primek, je kolmé i k druhé z nich. Na
uvedeném obrazku tak kolmost primek p a ¢ vyplyva z toho, Ze p je kolma na r,
kterd je rovnobézna s q. V nékterych pripadech pak tloha o ditkazu kolmosti prechazi
na tlohu o dikazu rovnobéznosti.

A f

obr. XXIV

Nasledujici ukdzkova tloha vyuziva v feseni pricky protilehlych stran rovnobéz-
niku. Déle tato tloha odkazuje na tilohu a vyuziva také vlastnosti thlopricek
v kosoctverci.
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Priklad 4.22 (69. MO, C-I-2, upraveno)

Je dan konvexni Sestitthelnik ABCDEF, jehoz vsechny strany jsou shodné a
protéjsi strany rovnobézné. Bod P je takovy, ze ¢tytuhelnik CDEP je rovnobéznik.
Dokazte, ze bod DP je kolma na BF'.

obr. 4.22.1

Reseni. Ze zadané shodnosti viech stran Sestitthelniku ABCDEF plyne, Ze rovnobéznik
CDEP je kosoctverec. Jelikoz uhlopricky kosoctverce jsou navzajem kolmé, plati

DP 1 CFE.

Ze shodnosti a rovnobéznosti BC', FF' ovsem také plyne, ze BCEF je rovnobéznik.
Je-li primka DP kolma k pfimce CF, je také kolma k libovolné rovnobézce s CF,

proto
DP | BF.

Tim je uloha vyftesena.

Reseni dalsi tlohy je zaloZeno na vlastnostech stiedni pricky trojuhelniku, tj. Ze
stfedni pricka je rovnobézna s prislusnou stranou trojihelniku. Déle se zde vyuziva
faktu, ze v rovnostrannych trojihelnicich vysky a téznice splyvaji.

Priklad 4.23 (60. MO, C-II-3, upraveno)

Pro pomér délek zakladen lichobézniku ABCD plati |AB| : |CD| = 3 : 1. Pro
bod E strany AB plati 2|AE| = |EB|. Tézisté trojuhelniki ADE, CDE, BCE, jez
oznacime po tadé K, L, M, tvori vrcholy rovnostranného trojihelniku. Dokazte, ze
primky KM a CM sviraji pravy thel.

Resend. Ze zadanych poméri plyne, ze tsecky AE a CD jsou shodné. A jelikoz lezi na
zakladnach lichobézniku, pak také rovnobézné, proto AECD je rovnobéznik. Na jeho
uhlopticce AC tak lezi téznice trojihelniku ADFE na stranu DFE a téznice trojihelniku
CDE na tutéz stranu. Tedy také body K, L lezi na této ihlopficce. Vzhledem k tomu,

Vvev

rozdéluji body K, L tsecku AC na tri stejné dily.
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A E B
obr. 4.23.1

V trojihelniku KMC' je tak L stfedem strany CK. Oznacme nyni N stied tsecky
KM. V rovnostranném trojuhelniku KML je téznice na stranu KM totozna s vysku
na tuto stranu, proto KM 1L LN.

Jelikoz L,N jsou po tadé stiedy stran CK, KM trojuhelniku KMC', tsecka LN je tak
stredni pfickou v tomto trojihelniku, tj. LN || MC. Je-li pticka KM kolma k jedné
z dvojice rovnobézek, je kolmé i k druhé z nich, proto KM 1 MC, ¢imz je dukaz
uzavten.

Posledni ilustra¢ni tloha vyuzivajici pricku rovnobézek je ukazkou prevodu tlohy
o kolmosti na tlohu o rovnobéznosti. Principem TesSeni je diikaz, ze uvazovana primka
je rovnobézna s jiz znamou kolmici na druhou uvazovanou piimku, a to vyuzitim
vzdalenosti bodl od ptimky.

Priklad 4.24 (52. MO, C-1-2)

Je dan trojuhelnik ABC' s ostrymi vnitinimi thly pti vrcholech A a B. Oznac¢me
Q) prusecik téznice AD s vyskou CP a E patu kolmice z bodu D na stranu AB. Déle
necht R je bod na poloptimce opacné k poloptimce PC takovy, ze |PR| = |CQ)|.
Dokazte, ze primky AD a RE jsou ruznobézné a ze jejich prusecik lezi na kolmici
k ptimce AB prochézejici bodem B.

Reseni. Ze shodnosti tse¢ek PR, CQ plyne shodnost tsecek QR, CP. Vzhledem
k tomu, ze tsecka DFE je stfedni prickou trojuhelniku PBC, plati

|DE| = 1|CP| = 1| QR|. (30)

Primky RE a @D jsou tedy riznobézné a jejich prusecik oznac¢me F' (viz obr. [4.24.1)).
Vzhledem k je usecka DE stredni prickou nejen v trojiuhelniku PBC, ale také
v trojuhelniku RF(Q). Vzdalenost bodi B, F' od primky CR je tak stejna a primky
BF a CR jsou rovnobézné.
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obr. 4.24.1

Jelikoz primka CR je kolma k AB, je také FB kolma k AB a tim je tloha vyfeSena.

Reseni nasledujicich tloh je mozné také zalozit na vlastnostech pticky rovnobézek.

Priklad 4.25 (54. MO, A-1-2)

Necht M je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku CD kruznice opsané ¢tverci
ABCD. Ozna¢me P, R pruseciky primky AM po tadé s useckami BD, CD a podobné
Q, S pruseciky primky BM s useckami AC, DC'. Dokazte, ze primky PS a QR jsou
navzajem kolmé.

Priklad 4.26 (68. MO, C-I-5)
Necht «, 3, v, 0, €, ¢, ¥, w znadi po Tadé velikosti vnittnich thla pti vrcholech
A, B, C, D, E, F, G, H konvexniho osmithelniku ABCDEFGH, v némz plati

a+B=v+d=c+p=19+w.

Oznac¢me dale K, L, M, N po radé stredy uhlopricek AD, CF, EH, GB. Dokazte,
ze primky KM a LN jsou navzajem kolmé.

Piiklad 4.27 (69. MO, A-11-2)

V ostrotthlém trojuhelniku ABC oznacme O stied kruznice opsané. Obraz bodu
O v osové soumeérnosti podle ptimky AC oznacme P. Dokazte, ze stiedy tsecek AO
a BP lezi na téze kolmici k primce BC.

Priklad 4.28 (69. MO, B-1-3)

Necht AC' je prumér kruznice opsané tétivovému ctyrihelniku ABCD. Predpokla-
dejme, ze na polopiimkach opacnych k poloptimkam AD a DC' existuji po fadé body
A" # Aa C' # D takové, ze plati |[AB| = |A'B| a |BC| = |BC'|. Dokazte tvrzent:

a) Body A, B, C" a D lezi na téze kruznici k.
b) Je-li O stred kruznice k a O4, O¢ jsou po tadé stiedy kruznic opsanych
trojuhelnikuim AA’'B, CC'B, pak plati OO, L OO¢.
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4.4.4 Vyuziti vlastnosti geometrickych zobrazeni

Nelze opomenout také moznost vyuziti geometrickych zobrazeni v diikazech
kolmosti dvojice ptimek. U vhodné zvolenych shodnych a podobnych zobrazenich lze
vyuzivat predevsim rovnobéznost primek, a to nejen rovnobéznost vzoru a obrazu, ale
také zachovani rovnobéznosti zobrazovanych rovnobézek. Dale je mozné u shodnych
zobrazeni uzit shodnost tisecky a jejiho obrazu. U rotace pak lze vyuzit naptiklad
specifické velikosti tthlu otoceni.

Reseni nasledujici tlohy se opira o rotaci. Hlavni myslenkou diikazu je prokazani,
ze jedna z uvazovanych primek je obrazem druhé z nich v otoceni o tihel 90° a jsou
tedy navzajem kolmé.

Priklad 4.29 (60. MO, B-S-3, upraveno)

Vné daného trojihelniku ABC' jsou sestrojeny ¢tverce ACDE, BCGF. Oznacme
K stred ¢tverce BOCGF a L, M po tadé stredy usecek AB, DG. Dokazte, ze tihel
MKL je pravy.

obr. 4.29.1

Resend. Jelikoz K je stfedem tsecky BG, jsou tsecky KL, KM po fadé stiednimi
prickami trojuhelniki ABG, DBG. Plati tak

KL | AG, KM || BD. (31)

Uvazujme nyni otoceni se sttedem v bodé C' o tihel 90°. V tomto otoceni odpovida
bodu D bod A a bodu B bod G. Tedy obrazem piimky BD je piimka AG, pricemz
thel jimi sevieny je shodny s thlem otoceni, tj. ithel 90°. Ze vztahu tak plyne,
ze i KL je kolma na KM, ¢imz je dikaz uzavren.

Dalsi ukazkova tloha ilustruje vyuziti vlastnosti stejnolehlosti, tj. ze stejnolehlé
primky jsou navzajem rovnobézné. Tato tloha vyuziva také mocnost bodu ke kruznici
a navazuje tak na predchdzejici ilohu
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Priklad 4.30 (Vojtéch Zlamal)

Je dana kruznice k£ a bod K vné této kruznice. Bodem K vedme primku p, ktera
protina kruznici £ v bodech L, M, a dale vedme bodem K te¢nu ¢ ke kruznici k
s bodem dotyku N. Na tsecce LM oznac¢me O, pro néjz plati |[KO| = KN. Oznacme
P prusecik kolmice k pfimce p vedené bodem L s primkou ¢. Nechf @) je takovy bod
primky ¢, pro ktery plati QM || PO. Dokazte, ze QO L KM.

obr. 4.30.1

Resend. Bez Gjmy na obecnosti necht K lezi na polopfimce opaéné k polopiimce LM
(viz obr. 4.30.1)). Pro mocnost bodu K ke kruznici k plati

|KN|? = |KL| - |KM|.
Jelikoz |KN| = |KO|, pak
|KO® = |KL| - |[KM],

neboli
|KO|  |KM)|
|KL| — |KO|’
Z rovnobéznosti PO a QM vyplyva podobnost trojihelniki KOP a KM@ (uu). Pro
pomeéry odpovidajicich si stran tak plati

(32)

|EM]_|KQ|

|KO| — |KP| (33)

Uvazujme nyni stejnolehlost se stfedem v bodé K zobrazujici bod O na bod M.
Vezmeme-li vztahy a jako koeficienty stejnolehlosti, vyplyne nam, ze
uvazovana stejnolehlost zobrazuje P na @ a L na O. Piimky LP a QO jsou tak
rovnobézné a tedy kolmé ke KN. Tim je diikaz uzavien.
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Nasledujici tlohy lze také Tesit vyuzitim geometrickych zobrazeni.

Priklad 4.31

Danému rovnobézniku jsou vné pripsany ¢tverce. Dokazte, Ze jejich stiedy jsou
rovnéz vrcholy Ctverce. (viz napr. |38])
Priklad 4.32

Jsou dany dvé kruznice s vnéjsSim dotykem v bodé A. Uvazujme primku proché-
zejici prusecikem vnéjsich spoleénych tecen zadanych kruznic a protinajici zadané
kruznice po fadé v bodech B, C, D, E. Dokazte, ze | BAD| = 90°. (viz napr-. [39])
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4.5 Dukaz kolinearity trojice bodi

Reseni tloh, jejichZ fesenim je diikaz, Ze t¥i body lezi na téze pifmce (jsou
kolinedrni), je mozné vystavét na dvou zékladnich principech. Prvni (obecny) je
zalozen na diukazu, ze uvazované body ,tvori* primku, tj. ze body lezi na predem
nespecifikované primce. V zavislosti na povaze ulohy lze vsak feSeni nékterych tloh
zalozit také na nasledujici tvaze. Dvéma ze zadanych bodi je vedena primka a
principem Teseni je dikaz, ze treti ze zadanych bodu lezi pravé na dotycéné primce.

Vyse uvedené rozdéleni uloh vsSak neni jediné mozné. Z hlediska vyuzitych kon-
krétnich planimetrickych poznatkt je mozné identifikovat nékolik zakladnich metod
¢i postupt a tlohy na tomto zakladé rozclenit. Elementarni metodou feseni tiloh
této ¢asti je ditkaz, ze uvazované tii body tvori piimy poptipadé nulovy thel. Jind
moznost postupu Teseni je zaloZena na volbé vhodného bodu na primce dané dvéma
z uvazovanych bodl a nasledné dikazu, ze tento zvoleny bod je totozny s tfetim
ze zadanych bodu. Déle je také mozné vyuzit vlastnosti shodnych a podobnych
zobrazeni ¢i aplikovat tzv. Menelaovu vetu, jejiz dusledky jsou soucasti zakladu
projektivni geometrie naptiklad v podobé tzv. Desarguesovy véty.

Struktura nasledujiciho textu vyuziva druhé z uvedenych déleni metod, pricemz
mezi priklady jsou zastoupeny ulohy z obou vétvi prvniho popsaného rozdéleni.

4.5.1 Dikaz existence primého ¢i nulového thlu

Zakladnim poznatkem vyuzitelnym k dikazu, ze t¥i body lezi na téze primce,
je fakt, ze libovolné tfi body pfimky urcuji pifimy nebo nulovy thel. Napriklad
na obrazku je znazornéna situace, v niz kolinearita bodu K, L, M vyplyne
z diikazu, ze zobrazeny thel KLM je primy. Existenci ptimého tihlu lze vsak dokazat
také vyuzitim vhodné primky prochazejici jednim z uvazovanych bodt. Na obrazku
jsou zobrazeny uhly «, [, které sviraji po radé usecky KL, LM s primkou
prochézejici bodem L. Shodnost thli « a 8 pak implikuje kolinearitu boda K, L, M.

Obdobné dtikaz existence nulového tithlu se opira o vyuziti vhodné primky. Body
K, L, M na obrazku budou lezet na téze primce, budou-li zobrazené thly «,
shodné, tj. ihel KLM bude nulovy. Obménou tohoto postupu je mozné resit situace
na obrazku [XXVd] v némz kolinearita bodu K, L, M nastane, bude-li « + § = 180°.

M, «
M « K g M a M
I L L Xp
obr. XXVa obr. XXVb obr. XXVec obr. XXVd

Prvni uvedena tloha je ukazkou elementarniho postupu pii dikazu existence
primého thlu.
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Priklad 5.1 (53. MO, C-1-2)

Je dan obdélnik ABCD. Necht ptimky p a ¢, které prochazeji vrcholem A, protinaji
polokruznice vné ptipsané stranam BC a C'D daného obdélniku po fadé v bodech K
a L (B#K#C#L# D) arovnéz strany BC a CD po tadé v bodech P a @ tak,
ze trojuhelnik ABP ma stejny obsah jako trojuhelnik KCP a zaroven trojuhelnik
AQD ma stejny obsah jako trojihelnik CLQ). Dokazte, ze body K, L, C lezi na téze
primce.

L

obr. 5.1.1

Resend. Maji-li trojihelniky ABP a KCP stejné obsahy, maji také trojihelniky ABC
a AKC stejné obsahy. Vzhledem k tomu, Ze trojuhelniky ABC, AKC maji spole¢nou
stranu AC, museji byt vysky na tuto stranu v obou trojihelnicich shodné. Plati tak
BK || AC. Jelikoz polokruznice pripsand strané BC' je ¢asti Thaletovy kruznice nad

prumérem BC, je thel CKB pravy. Z uvedené rovnobéznosti vsak plyne, Ze i tihel
ACK je pravy. Obdobné lze ukézat, ze tthel LCA je také pravy. Odtud

|4 LCK| = |4 LCA| + | ACK| = 90° + 90° = 180°,

Body K, L, C tak lezi na téze primce, ¢imz je dikaz uzavren.

Reseni druhé ukizkové tlohy vyuziva k ditkazu existence pifmého thlu pifmku
prochazejici jednim ze zadanych bodii.
Priklad 5.2

Necht V je prusecikem vysek ostroihlého trojuhelniku ABC. Oznacme B, C’
body soumeérné sdruzené s V po radé v osovych soumérnostech podle stran AC, AB.
Bud P libovolny vnittni bod oblouku BC' kruznice opsané trojihelniku ABC', ktery

neobsahuje bod A. Oznacme pak B"”, C"" po tadé pruseéiky primek PB’', AC a P(C’,
AB. Dokazte, ze body B”, V, C" lezi na téze primce.

Resend. Jelikoz body V a C’ jsou soumérné sdruzené podle tsecky AB a bod C" lez
na usecce AB, plati
|« C"VB| = |« BC'C"| = |« BC'P|.
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Obdobné body V a B’ jsou soumérné sdruzené podle tsecky AC a bod B” lezi na
usecce AC, plati tak

|<B"VB'| = |« VBB"| = |<BBP|.

Vzhledem k tomu, Ze obrazy B’, C' ortocentra V v soumérnosti podle stran AC, AB
daného trojihelniku lezi na kruznici opsané tomuto trojihelniku, lze vyuzit vlastnosti
obvodovych thlia. Uhly BC'P a BB'P jsou obvodovymi thly pifslusejici k tétivé BP,
jsou tedy shodné, z ¢ehoz plyne

|<C"VB| = |4 BC'P| = |9 BBP| = |<B"VB|.

Body B"”, V, C" tak lezi na téze primce, coz jsme méli dokdzat.

Nasledujici tloha ilustruje dikaz existence nulového thlu.

Priklad 5.3

Bud ABCD c¢tverec a P vnitini bod jeho strany AB. Kruznice prochazejici body
A, D, P protina uhlopricku AC jesté v bodé (). Kruznice prochazejici body B, P, @
protind AC v dalsim bodé R. Dokazte, ze body D, P, R jsou kolinearni.

D C

o)

Q
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Resend. Dle zadani je ¢tyithelnik APQD tétivovy, pii¢emZ bod @ lezi na tihlopficce
zadaného ¢tverce, proto z vlastnosti obvodovych thla plyne

|4QPD| = |4 QAD| = | ¥ PAQ| = 45°,

D C

obr. 5.3.2

Ozna¢me nyni ¢ velikost thlu ADQ. Jelikoz APQD je tétivovy, plati | BPQ| = ¢.
Ovsem vzhledem k tomu, ze trojihelniky AQD a AQB jsou soumérné sdruzeny podle
osy AC, je také | X QBP| = . Ze souctu vnitrnich hlu trojihelniku ABQ plyne

|rAQB| = 180° — 45° — ¢ = 135° — ¢.
Jelikoz ¢tyrihelnik PBOR je také tétivovy, plati
|t BPR| = 180° — | RQP| = 180° — | AQP| = 45° + ¢

neboli
|<BPQ| + | QPR| = 45° + ¢.

Odtud plyne |& QPR| = 45°. Uhly QPD a QPR jsou tedy shodné, tthel RPQ je tak
nulovy a body D, P, R jsou kolinearni. Tim je dikaz ukoncen.

Dalsi tiloha ukazuje druhy mozny zptisob dikazu existence nulového tuhlu.

Priklad 5.4

V trojuhelniku ABC necht jsou D, E vnitini body tsecky BC takové, ze D
je patou vysky z vrcholu A a AE je osou vnitiniho thlu BAC. Ozna¢me M patu
kolmice z B na AF a N patu kolmice z F na AC. Dokazte, ze body D, M, N jsou
kolinearni.

Resend. Vzhledem k tomu, Ze oba thly ADB a AMB jsou pravé, ¢tyithelnik BDMA
je tétivovy. Odtud plyne

|<MDB| = 180° — | BAM| = 180° — | BAE].
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obr. 5.4.1a obr. 5.4.1b

Ovsem také |xEDA| + |<CANE| = 90° + 90° = 180°, tedy ¢tyfuhelnik DENA je také
tétivovy. Plati tak
|<EAN| = |<EDN| = |9 CDN|.

Jelikoz AF je osou vnitiniho thlu trojihelniku ABC pti vrcholu A, je
|<<BAE| = |<FAC| = |<FEAN|.
Proto plati

|XMDB| + |-CDN| = 180° — |XBAE| + |<-CDN| = 180° — |XBAE| + |<EAN| =
= 180° — |4 BAE| + |<BAE| = 180°.

Uhel NDM je tak nulovy a body D, M, N leZi v piimce, ¢im7 je dikaz uzavien.

Nasledujici tilohy je mozno také resit vyuzitim primého ¢i nulového thlu.
Priklad 5.5 (29. MO, C-P-2, upraveno)

Je dan obdélnik ABCD, v némz AB = 2a, BC' = a. Nad stranami AB, AD jako
nad priameéry jsou sestrojeny kruznice, které kromé bodu A maji spolecny bod K.
Dokazte, ze bod K lezi na thlopti¢ce BD.

Priklad 5.6

Necht odvésnam AC, BC pravouhlého trojuhelniku ABC' jsou vné pripsany
rovnoramenné pravouhlé trojuhelniky ACQ, BCP tak, ze AC, BC jsou preponami
pripsanych trojihelniki. Dokazte, Ze body C, P, @ lezi na téze piimce. (viz napr-. [8])
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Priklad 5.7
Bud P bod kruznice opsané trojihelniku ABC. Oznac¢me K, L, M kolmé pruméty
bodu P po radé na primky AB, BC', AC. Dokazte, ze body K, L, M jsou kolinearni.
(viz napr. [7))
Poznamka 10. Piimka dand body K, L, M v prikladu se nazyva Simsonova
primka.
Priklad 5.8
Dokazte, ze spojnice stfedii obou zakladen lichobézniku prochazi prisecikem jeho
thlopticek. (viz napr. [14])
Priklad 5.9

Necht thlopricky konvexniho ¢tyiihelniku se protinaji v bodé E. Stranam AB,
CD jsou vné pripsany trojiuhelniky ABP, C'D(Q), pricemz

|4 PAB| = |<DAE|, |4 PBA| = | CBE|,
| @QDC| = |XADE|, | QCD| = |<BCE|.
Dokazte, ze body P, E, @ lezi na téze piimce. (viz napr. [26])

Priklad 5.10

Jsou dany navzajem podobné trojuhelniky ABC' ADFE takové, ze D je vnitinim
bodem trojihelniku ABC a E lezi vné tohoto trojuhelniku. Oznac¢me P druhy
prusecik kruznic opsanych trojuhelnikim ABC a ADE. Dokazte, ze body B, D, P
jsou kolinedrni. (viz napr. |6])

Piiklad 5.11 (Vojtéch Zlamal)

Bud dana kruznice k o stfedu S a bod A vné této kruznice. Bodem A vedme
tecny ke kruznici k£ s body dotyku oznac¢me B, C. Dale necht D je bod primky AC
takovy, ze |AC| = |AD|. Ozna¢me E bod soumérné sdruzeny s bodem D v osové
soumeérnosti s osou BS. Dokazte, body C, B, E lezi na téze primce.

4.5.2 Vyuziti vhodného bodu na primce

Jak bylo uvedeno vyse, feSeni tilohy o kolinearité tii bodu lze zalozit na volbé
vhodného bodu na primce urcené dvéma z uvazovanych bodua. Dikaz, ze treti ze
zadanych bodii je totozny se zvolenym bodem, se pak ¢asto opiré o specifické polohové
nebo metrické vlastnosti zvoleného bodu. Lze se setkat s tilohami, ve kterych volba
vhodného bodu probihd implicitné, ale také explicitné. Ve druhém pripadé je mozné
vyuzit princip dikazu sporem, tj. predpoklada se, ze zvoleny bod je rtzny od bodu,
pro ktery vedeme diikaz, a nésledné je ukazan spor s timto predpokladem a tyto dva
body tak museji byt totozné.
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Vyuziti vlastnosti sttedu rovnobézniku ukazuje nasledujici tloha.

Priklad 5.12 (64. MO, B-1-3)

V trojthelniku ABC ozna¢me U stied strany AB a V stfed strany AC. V poloro-
viné opacné k poloroviné BCA uvazujme libovolny rovnobéznik BCDE. Oznac¢me X
prisecik prfimek UD a VE. Dokazte, ze pfimka AX prochéazi stfedem rovnobézniku

BCDE.

obr. 5.12.1

Resend. Jelikoz UV je stfedni ptickou trojuhelniku ABC, plati
|UV] = %\BC!, UV || BC.

Avsak strany DE a BC rovnobézniku BCDE jsou shodné a rovnobézné, tedy
|UV| = |DE|, UV || DE.

Odtud plynou shodnosti |4 UVE| = |<<DEV| a | UDE| = |<DUV/| (sttidavé thly),
trojuhelniky EDX a VUX jsou tak podobné a plati

x| 1

|IDX| 2

Uvazujme nyni trojihelnik ABD. Usecka UD je jeho té&Znici, a proto bod X je

Vvev

strany BD trojuhelniku ABD. Jelikoz tisecka BD je zaroven tihlopfrickou rovnobézniku
BCDE, je S stredem také stredem rovnobézniku BCDE. Tim je dikaz dokoncen.

Vyse uvedené explicitni stanoveni vhodného bodu a princip ditkazu sporem
ilustruje dalsi iloha.

Priklad 5.13 (51. MO, A-II-3, upraveno)

Do kruznice k je vepsan ¢tyithelnik ABCD, jehoz thlopricka BD neni prumeérem.
Dokazte, ze prusecik primek, jez se kruznice k dotykaji v bodech B a D, lezi na
primce AC, pokud plati |AB|-|CD| = |AD|-|BC|.
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Resend. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze te¢ny ke kruznici k& v bodech B, D
se protinaji v bodé G (riznobéznost uvedenych tecen je zajisténa podminkou, ze BD
neni prumérem kruznice k), ktery lezi ve stejné poloroviné s hraniéni piimkou BD
jako bod C (viz obr. . Predpokladejme déle, ze primka CG protne kruznici k

ve dvou bodech, v bodé¢ C' a v bodé A’ ruzném od A.

k
A

A/

C
B G

obr. 5.13.1

7 shodnosti obvodového a tisekového tthlu prislusného k tétivée BC' plyne podobnost
trojihelnika BGA" a CGB, pricemz plati

|A'B|  |BG|
|BC|  |CG|

Obdobné z podobnosti trojihelnikit DGA a CGD plyne

|A'D|  |DG]
|CD| | CG|

Jelikoz tiseky tecen BG a DG jsou shodné, plati

|A'B|  |AD|
|BC| — |CD]|’

neboli
]A’B\ -|CD| = |A’D| - |BC.

Porovname-li vSak tuto rovnost se zadanou rovnosti, dostavame

|A'B]  |AD|
|AB|  |AD|’

(34)

Vzhledem k tomu, ze uhly BA’D a BAD jsou shodné (obvodové thly nad touz
tétivou), vyplyva z poméru podobnost trojihelniki BDA” a BDA (sus). JelikoZ
tyto trojihelniky maji shodné (a v podobnosti si odpovidajici) strany BD, jsou tyto
trojuhelniky shodné. Bod A je tak totozny s bodem A’ coZ je spor s predpokladem
A # A’ Primka body A, C, G tedy lezi na téze piimce, coz jsme méli dokazat.
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Také nasledujici ilohy jsou feSitelné volbou vhodného bodu na primce.

Priklad 5.14

Necht odvésnam AC, BC' pravouhlého trojuhelniku ABC' jsou vné pripsany
rovnoramenné pravouhlé trojuhelniky ACQ, BCP tak, ze AC, BC' jsou preponami
pripsanych trojuhelniki. Bud D bod poloroviny ABC' takovy, ze ABD je rovnora-
menny pravouhly trojihelnik s preponou AB. Dokazte, ze bod D lezi na ptimce
PQ. (viz napr. [8])

Priklad 5.15 (18. MO, C-11-4)

Je déna tisecky AB a jeji vnitini bod C. Nad priumérem AC' je sestrojena kruznice
ko, bodem B je vedena primka p kolma k A B. Budiz k kruznice, ktera protind kruznici
ko v bodech X, Y a piimku p v bodech X', Y’. Lezi-li body A, X, X’ v piimce, lezi
také body A, Y, Y’ v pfimce; dokazte.

Priklad 5.16 (55. MO, A-I1-3, upraveno)

Je dan trojihelnik ABC a uvnitt ného bod P. Ozna¢me X prusecik ptimky
AP se stranou BC a Y prisecik primky BP se stranou AC. Dokazte, ze je-li
¢tyfthelnik ABXY je tétivovy, pak druhy prisec¢ik (rizny od bodu C') kruznic
opsanych trojuhelnikim ACX a BCY lezi na primce CP.

Priklad 5.17 (64. MO, A-1-3)

Je dan trojuhelnik ABC, v némz je BC' nejkratsi stranou. Jeji stfed oznacme M.
Na strandch AB, AC uréime po radé body X, Y tak, aby platilo |BX| = |BC| = |CY|.
Prisecik primek CX a BY oznacme Z. Ukazte, ze primka ZM prochézi stfedem
kruznice pripsané strané BC' daného trojihelniku.

4.5.3 Vyuziti geometrickych zobrazeni

Mezi efektivni metody teSeni tiloh o kolinearité trojice bod patti vyuziti geomet-
rickych zobrazeni, prevazné pak stejnolehlosti. Zde se vyuziva zejména zakladniho
faktu, ze stejnolehlé body lezi na téze primce se stiedem stejnolehlosti. K casto
vyuzivanym postuptm patii vyuzivani stejnolehlych (a tedy podobnych) trojuhelniku
nebo stejnolehlych kruznic.

Nasledujici dloha ilustruje praveé vyuziti stejnolehlosti trojihelnik.

Priklad 5.18 (32. MO, B-S-2)

V roviné je dana kruznice k o stifedu S a v jeji vnéjsi oblasti bod A. Primka ¢
prochazi bodem A a dotyka se kruznice k v bodé T'. Ozna¢me P, @) priseciky primky
AS s kruznici k, tecny kruznice k£ v bodech P, () ozna¢me p, ¢q. Prusecik primek p a
QT oznacime M, prusecik primek ¢ a PT oznac¢ime N. Dokazte, ze body M, N, A,
lezi na primce.

Resend. Uvazujme nyni stejnolehlost se stfedem v bodé A zobrazujici bod P na bod
Q). Postacujici podminkou k tvrzeni, ze body A, M, N lezi na téze ptimce, je dikaz,
ze v uvedené stejnolehlosti se bod M zobrazi na bod N.
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obr. 5.18.1

Oznac¢me K, L priseciky tecny ¢ po fadé s primkami p, ¢. Vzhledem k tomu, Ze
piimky p, ¢ jsou rovnobézné a primka ¢ prochézi bodem A, jsou tsecky KP a L(Q)
stejnolehlé v uvedené stejnolehlosti. Pro koeficient stejnolehlosti tak plati:

|AP|  |KP|

[4Ql  1LQI
Jelikoz T je bodem kruznice na priumérem P(Q), tj. Thaletovy kruznice, jsou ihly PTQ,
MTP, QTN pravé. Jelikoz |KT| = |KP| a |LT| = |LQ| (shodné tseky tecen vedenych

ke kruznici danym bodem), jsou body K, L po tadé stfedy prepon pravothlych
trojuhelnika MPT, NQT. Plati tak

|MP| = 2|KP|, INQ| = 2|LQ)|.
Odtud

IMP|  2|KP| |KP| |AP|

INQ|  2(LQ|  |LQ|  [AQ[

tedy usecky MP a N(Q jsou stejnolehlé, body A, M, N tak lezi v pfimce. Tim je
dilkaz uzavren.

Reseni dalsi ulohy vyuziva stejnolehlosti kruznic a vlastnosti stfedu kruznice
vepsané trojuhelniku.

Priklad 5.19

Necht k4, kg, ko jsou kruznice o stejném poloméru vepsané po radé vnitinim
thltm pti vrcholech A, B, C trojuhelniku ABC'. Bud k kruznice, kterd ma vné;jsi
dotyk s kruznicemi k4, kg, kco. Dokazte, ze stfed kruznice k lezi na primce dané
stfedy kruznice vepsané a opsané trojihelniku ABC'.
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k4 kp

obr. 5.19.1

Reseni. Ozna¢me Syu, Sg, Sc po fadé stiedy kruznic ka, kg, k. Strany trojihelniku
S4SpSc jsou rovnobézné s odpovidajicimi stranami trojihelniku ABC (vzdélenost
bodt S4, S, Sc od prislusnych stran je rovna poloméru kruznic kg, kg, k¢). Vzhledem
k tomu, ze body Sy, S, S¢ lezi na osach prislusnych vnitinich Ghla, jsou trojiuhelniky
ABC a SpSpSc stejnolehlé ve stejnolehlosti se stfedem I (prusecik os vnitinich thla
trojihelniku A BC, stfed kruznice vepsané trojihelniku A BC'). Uvazujme nyni stied S
kruznice opsané trojuhelniku ABC. V popsané stejnolehlosti se bod S zobrazi na
stied S kruznice opsané trojihelniku S4S55S¢. Bod S’ tak lezi na primce SI.

obr. 5.19.2a obr. 5.19.2b

Dale oznacme Sy, stfed kruznice k, r polomér kruznic k4, kg, kc a R polomér kruznice
k. Vzhledem k tomu, ze kruznice £ ma s kruznicemi k4, kg, ko vnéjsi dotyk, plati
pro vzdalenosti stredii téchto kruznic

|SkSA| = |SkSB| = |SkSC| =R+r.

Bod Sy je tak stfedem kruznice opsané trojuhelniku S4SpSc (S a S’ jsou totozné)
a podle tvahy v prvni casti dikazu lezi na ptimce SI. Tim je dikaz uzavien.
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Déle uvedené ulohy lze také resit vyuzitim vlastnosti stejnolehlosti.

Priklad 5.20

Bud ABCD lichobéznik a M,N po tadé stredy jeho stran AB, CD. Dokazte, ze
primka MN prochazi prusecikem piimek BC a AD. (viz napr. [39])

Priklad 5.21

Necht ki, ko, k3 jsou dané kruznice, z nichz zadna nelezi uvnitt jiné. Oznacme
Py, Py, P; pruseciky vnéjsich spolecnych tecen jednotlivych dvojic zadanych kruznic.
Dokazte, ze body P;, P, Ps lezi na téze primce. (viz napr. [6])

Priklad 5.22 (4. MO, A-III-1, upraveno)

Bud dén lichobéznik ABCD, o jehoz zakladnach plati: AB > CD. Oznac¢me E
prusecik primek AC, BD a F prusecik primek AD, BC. Déle ozna¢me GH primku
jdouci bodem E a rovnobéznou se zakladnami, pricemz G lezi na ptimce AD a H na
primce BC. Oznac¢me po fadé K, L stredy zdkladen AB, CD. Nasledné necht M je
prusecik primek AC, KH a N je prusecik primek BD, KG. Dokazte, ze F', M, N
lezi v jedné primce.

Piiklad 5.23 (Vojtéch Zlamal)

Necht ABCD je lichobéznik se zakladnami AB, CD a K, L jeho vnitini body,

pro které plati, ze trojiuhelniky ABK a CDL jsou podobné. Dokazte, ze na pfimce

KL, lezi také prusecik M uhlopricek lichobézniku. Plati toto tvrzeni také, pokud
ABCD je obdélnik?

4.5.4 Menelaova véta

Silnym prostiedkem pro feseni tloh o kolinearité tti bodi je tzv. Menelaova véta,
ktera je tizce spjata s vétou Cévovou. Pomoci téchto vét lze nasledné dokazat dilezité
poznatky formulované napiiklad do Pascalovy véty nebo Desarguesovy véty.

Prvni ukézkova tloha vyuzivajici Menelaovu vétu ukazuje také efektivni vyuziti
véty o ose uhlu.

Priklad 5.24

Dokazte, ze body, v nichz se protnou strany trojihelnika ABC, ktery neni
rovnoramenny, s osami dvou vnitinich a zbyvajictho vnéjsiho thlu, lezi v primce.

Reseni. Zadand podminka, 7e trojihelnik ABC neni rovnoramenny zajistuje, Ze
osa libovolného vnéjsiho thlu se protne s prodlouzenim prislusné protéjsi strany.
V pripadé rovnoramenného trojihelniku je totiz osa vnéjsiho tthlu pti hlavnim vrcholu
rovnobézna se zakladnou.

Bez Gjmy na obecnosti uvazujme osy vnitinich hli pti vrcholech A, B trojihelniku
ABC a osu vnéjsiho thlu pri vrcholu C' tak, ze se tato osa protne s prodlouzenim
strany AB na poloprimce opac¢né k poloprimce AB. Oznac¢me pak pruseciky K, L
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obr. 5.24.1

os vnitinich thla pri vrcholech A, B po fadé se stranami BC, AC trojuhelniku
ABC a M prisecik osy vnéjsiho thlu pii vrcholu C' s prodlouzenim strany AB (viz

obr. |5.24.1)).

Na zakladé véty o ose vnitiniho thlu je patrné, ze

|BK|  |AB
CK| ~ JAC|’ (39)
ICL|  |BC|
|AL| — |AB| (36)

Sestrojme nyni pirimku BX rovnobéznou s AC takovou, ze M, C, X lezi v piimce.
Jelikoz MC' je osou vnéjsiho tthlu pro vrcholu C, plyne z rovnobéznosti AC' a BX

|9 MCA| = |¥BCX| = |4 CXB.

Trojuhelnik BXC' je tak rovnoramenny (|BX| = |BC|). Vzhledem k uvazované
rovnobéznosti AC' a BX jsou trojihelniky MAC a MBX podobné (uu) a plati

|[AM|  |AC|  |AC|
|BM|  |BX| |BC|

Vynasobime-li vztahy , , dostavame

|AM| |BK| |CL| |AC| |AB| |BC| _
|BM| |CK| |AL| |BC| |AC| |AB|

(37)

1.

Podle Menelaovy véty jsou tak body K, L, M kolinearni, coz jsme méli dokazat.

Reseni dalsi ulohy je diikkazem zminéné Pascalovy véty pro kruznici.

Priklad 5.25 (Pascalova véta)

Na kruznice k jsou ddny body A, B, C, D, E, F (v tomto poradi). Ozna¢ime-li
K, L, M po tadé pruseciky dvojic primek AE, BF; AD, CF a BD,CE, pak body K,
L, M lezi v ptimce. Dokazte.

Regend. Pokud v daném Sestithelnfku ABCDEF plati AE || BD a soucasné BF || CE
(viz obr. [5.25.1)), pak |AB| = |DE| a |BC| = |EF|. Z rovnosti obvodovych uhla pro
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obr. 5.25.1

shodné oblouky kruznice plyne, ze trojihelniky ABC a DEF jsou shodné a tedy
|AC| = | DF|. Ctyfthelnik ACDF je tak obdélnik nebo rovnoramenny lichobé&nik se
zakladnami AF, CD. Vzhledem k uvazované rovnobéznosti AF, BD a BF,CE, jsou
piimky AF, CD rovnobézné a trojihelniky AFK a DCM podobné (uu). Proto lze
vyuzit dikazu tvrzeni tlohy z ¢ehoZ plyne, Ze body K, L, M lezi v piimce.

Bez tjmy na obecnosti tedy uvazujme, ze ptimky AF a BD jsou ruznobézné a jejich
prisecik oznac¢me X. Nyni zvolme dva vhodné priseciky Y, Z thlopricek Sestitthelniku
ABCDEF tak, ze body K, L, M lezi na jednotlivych strandch (poptipadé jejich
prodlouzeni) trojihelniku XYZ. Ozna¢me tedy Y prisecik AE, CF a Z prusecik

BF, CF (viz obr. [5.25.2)).

obr. 5.25.2
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Body B, K, F jsou kolinearni a lezi na stranach trojuhelniku XYZ, proto podle
Menelaovy véty
| XK| |YF| |ZB] _
|\YK| |ZF| |XB|

Obdobné body A, L, D jsou kolinearni a lezi na stranach trojuhelniku XYZ, proto

1. (38)

| XA| |YL| |ZD|
|YA| |ZL| |XD|

1. (39)

A také body C, M, E jsou kolinearni a lezi na stranach trojihelniku XYZ, tedy

|XE| [YC] |ZM| _
|\YE| |ZC| |XM|

1. (40)

Vynasobenim vztaht , , ziskame

[XK| |YF| |ZB| |XA| |YL| |ZD| |XE| |YC| |Z2M]| _
|YK| |ZF| |XB| |YA| |ZL| |XD| |YE| |zC| |XM|

1

Y

neboli

XK| VL] |ZM] (1VF|-|YC| |[XAI-\XB| |ZB|-1ZDI\ _ |~y
[YK| " [ZL] " |XM| \|YE|-[YA| |XB|-|xD| |ZC|-|ZF|)

Ovsem vzhledem k mocnosti bodi X, Y, Z k zadané kruznici plati

|YF|-[YC| = |YE| - |YA],
| XAl - |XE| = |XB| - |XD|,
\ZB| - |ZD| = |ZC| - |ZF|.

Ze vztahu tak plyne

XK (YLl |zM]
YK| ' |ZL| 1XM|

Tedy podle Menelaovy vety lezi body K, L, M na téz primce. Tim je diikaz uzavien.

Posledni ukazkova tloha ilustruje vyuziti Pascalovy véty pro kruznici jakozto
disledku Menelaovy vety.
Priklad 5.26

Uvazujme kruznici [, kterd ma vnittni dotyk s kruznici £ opsanou trojihelniku
ABC a soucasné se dotyka jeho stran AB, AC po fadé v bodech P, ). Dokazte, ze
stfed [ kruznice vepsané trojihelniku ABC' lezi na ptimce PQ).
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X

obr. 5.26.1a obr. 5.26.1b

Reseni. Oznaéme X, Y po fadé priseciky piimek TP, TQ s kruznici k (X #T #Y).
Ze zdarnému vytesSeni tlohy za pomoci Pascalovy véty je tieba dokazat, ze bod [
lezi na CX ina BY.

Necht R je druhy prisecik primky BT k kruznici [ a O je stfed kruznice [ (viz
obr. Oznaéme « velikost thlu OTP a  velikost thlu PTB. Trojthelnik
PTO je rovnoramenny, proto | TPO| = «a a nasledné |4 POT| = 180° — 2a. Déle
thel TRP je obvodovym tuhlem k tétivée TP a bod R lezi v opac¢né poloroviné
s hrani¢ni primkou TP nez bod O. Ze vztahu stredového a obvodového thlu tak
plyne | TRP| = 90° — av. Ze souctu vnitinich thli trojihelniku PRT nésledné plyne
|<RPT| =90° — a — . Vzhledem k tomu, ze AB je tecnou ke kruznici [ s bodem
dotyku P, plati |<cBPO| = 90°, odkud |<BPR| = §.

obr. 5.26.2

Jelikoz kruznice k, [ jsou stejnolehlé ve stejnolehlosti se sttedem T a v této stejno-
lehlosti odpovida bod B bodu R a bod X bodu P, jsou ptimky XB, RP rovnobézné.
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Proto
|4 ABX| = |« PBX| = |4 BPR| = 3.

Z rovnosti obvodovych hli na touz tétivou vsak plyne
| X XAB| = |« XTB| = 5.

Trojuhelnik ABX je tak rovnoramenny se zdkladnou AB. Z rovnosti obvodovych
hld na shodnymi tétivami téze kruznice plyne, ze primka CX je osou thlu ACB
(|$ACX| = |<XCBJ). Pfimka CX tedy prochdzi stiedem I kruznice opsané trojui-
helniku ABC'.

Obdobné lze dokazat, ze pfimka BY prochazi bodem I. Konfigurace bodu A, X, B,
T, C, Y a prusecika P, I, L odpovida predpokladim Pascalovy véty. Proto body P,
I, L lezi na téze primce, ¢imz je dlikaz uzavren.

Nasledujici tlohy jsou taktéz tesitelné vyuzitim Menelaovy véty.

Priklad 5.27

Osy vnéjsich uhla trojuhelniku ABC pti vrcholech A, B, C protinaji prodlouzeni
protilehlych stran k prislusnému vrcholu po fadé v bodech X, Y, Z. Dokazte, ze
body A, B, C lezi na téze piimce. (viz napr. [46])

Priklad 5.28

Je dan trojuhelnik ABC'. Dokazte, ze tecny ke kruznici opsané trojuhelniku
ABC v jeho vrcholech protinaji prodlouzeni prislusnych protilehlych stran ve tfech
kolinearnich bodech. (viz napr. [43])

Priklad 5.29 (Desarguesova véta)

Pro dva trojuhelniky ABC, KLM se ptimky AK, BL, CM protinaji v jednom
bodé, pravé kdyz prisecik ptimek AB, KL, prusecik AC, KM a prusecik BC, LM
lezi na jedné primce. (viz napr. [11))

Priklad 5.30
Bud dan ¢tytahelnik ABCD takovy, ze pro prusecik jeho thlopricek M plati
|AM| = |MC| a |DM| = 2|MB|. Oznac¢me X, Y po fadé vnitini body tsec¢ek MC,

BC takové, ze
|AC| _|BY|

|MX| YOl
Dokazte, ze body A, B, C jsou kolinearni. (viz napr. |11))

3.
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4.6 Dukaz konkurentnosti trojice primek

Metody feseni tloh, v nichz je tfeba dokazat, ze dané tii ptimky prochézeji
tymz bodem, lze rozdélit na zakladni metody vyuzivajici vlastnosti polohy priseciku
dvojice ptimek vzhledem k pfimce tieti ¢i vlastnosti prisecikl jednotlivych dvojic
primek a dale na metody vyuzivajici specifické vlastnosti konkurentnich primek
v geometrii trojuhelniku. Samostatné lze vyclenit jesté metodu zalozenou na tzv.
Cévove veéte, ktera je velmi silnym prostredkem v feseni tloh této problematiky.

4.6.1 Dikaz existence primého thlu

Elementarni metodou feseni tiloh této problematiky je prokazani, ze prusecik
zvolené dvojice zadanych primek lezi na primce treti. Tento postup ilustruje situace
na obrazku [XXVIa] v niz je P prusecik primek a, b a K, L jsou body, které na
danych primkach a, b nelezi. Dokédzeme-li, Ze lomena cara KPL je tiseckou s vnitinim
bodem P, tedy ovéfime-li skutecnost, ze tthel KPL je piimy (|<x KPL| = 180°), pak
bod P lezi na primce KL. Tim je dokdzeme, ze primky a, b a KL jsou konkurentni

(obr. KX VIE).

obr. XXVIa obr. XXVIb

Ukéazkova tloha ilustruje vyuziti této metody na jednoduchém prikladu.

Priklad 6.1

Stranam BC' a CA daného trojihelniku ABC jsou vné ptipsany ctverce CBEF a
ACGH. Dokazte, ze piimky AF, BG a HE se protinaji v jednom spolecném bodé.

Reseni. Necht K je prisecikem pifmek AF a BG (obr. [6.1.1]). Uvazujme tsecky EK
a HK. Dokazeme-li, ze ihel EKH je ptimy, lezi bod K na primce HE a primky AF,
BG a HE jsou konkurentni.

Jelikoz trojihelniky AFC a GBC jsou shodné (dle véty sus), jsou thly KAC a KGC
shodné. Body A, K, C, G tedy lezi na jedné kruznici. Tato kruznice je jednoznacné
urcena body A, C, G, jde tedy o kruznici opsanou ¢tverci ACGH neboli o Thaletovu
kruznici nad primérem HC. Odtud vyplyva, ze

|< CKH| = 90°.
Analogicky dokazeme, ze

| X EKC| = 90°.
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obr. 6.1.1

7, rovnosti

|<EKH| = | ¥ EKC| + | CKH| = 90° 4+ 90° = 180°

pak plyne, ze bod K lezi na primce HE, tedy piimky AF, BG a HE jsou konkurentni,
coz jsme chtéli dokazat.

4.6.2 Vyuziti priseciki dvojic primek

Druhym zpusobem dikazu konkurentnosti t¥i primek je vyuziti praseciki vhod-
nych dvojic pfimek. Ukdzkova situace je zobrazena na obrazcich [XX VIIa], [XXVIID]
Zde uvazujme primky a, b, ¢, které jsou po dvou rtznobézné, a oznacme P prusecik
piimek a, b a @) prisecik primek b, c. Dokazeme-li, ze body P a (@) jsou totozné, pak
pifmky a, b, ¢ jsou konkurentni. Resenf tloh vyuzivajici tuto metodu pak zpravidla

obr. XXVIIa obr. XXVIIb

vede na rozdéleni postupu feseni do dvou fazi. V prvni fazi jsou prokazovany specifické
vlastnosti prusecikt vybranych dvojic ptimek a v druhé fazi na zakladné dokazanych
vlastnosti jsou pak tyto priseéiky ztotoznény. Vhodnou ukézkou uvedeného postupu
je dikaz konkurentnosti téznic v libovolném trojuhelniku.

Priklad 6.2

Dokazte, ze téznice v libovolném trojihelniku se protinaji v jednom bodé (tézisti).

Resend. Uvazujme stiedni pticky 5,85, S,9, trojihelniku ABC (obr. 6.2.1bf) a
téznice AS,, BSy a CS,. Oznacme T; prusecik téznic AS, a BSy, T, prusecik téznic
AS, a CS,.
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A S, B
obr. 6.2.1a obr. 6.2.1b

Z vlastnosti stfedni pticky 5,5, trojihelniku ABC plyne

|54 Sh| ATy 1

AB = Th5 =35 (obr. |6.2.1al)
a podobné i

|50, ATy 1

AB| = T55.] =3 (obr. [6.2.1D)).

Vzhledem k tomu, zZe oba pruseciky 77 i T5 jsou vnitini body tsecky AS, a plati déle

AT)| _ |ATy|
|T15a| |T2Sa|7

jsou body T}, Ts totozné. Vsechny tii téznice tak prochéazeji tymz bodem.

Nésledujici tloha vyuziva k dikazu totoznosti dvou bodu vlastnosti priseciku

uhlopricek rovnobézniku.

Priklad 6.3 (1. ¢esko-polsko-slovenskd JMO, 2012)

Necht P je bod lezici uvnitt trojihelniku ABC a necht K, L, M jsou body
soumérné sdruzené s bodem P po fadé podle stredu stran BC, CA, AB. DokazZte, Ze
primky AK, BL, CM se protinaji v jediném bodé.
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Reseni. Ozna¢me D, E, F po fadé stiedy stran BC, CA, AB. Vzhledem k tomu, ze

obr. 6.3.2a obr. 6.3.2b

body P a K jsou soumérné sdruzené podle stiedu D, jsou trojuhelniky BKD a CPD
shodné. Odtud plyne
|BK| =|PC| a BK| PC.

Obdobné pro body P a L plati
|AL| = |PC| a AL]| PC.

Body A, B, K, L tak tvori rovnobéznik (viz obr. [6.3.2a]). Oznac¢ime-li prusecik jeho
uhlopticek @, z vlastnosti rovnobézniku vyplyva, ze

[AQ| = [QK].

Analogicky AMKC' je rovnobéznik (obr. [6.3.2b)) a pro prusecik R jeho thlopticek
plati

|AR| = |RK].
Jelikoz oba body @, R lezi na tsecce AK, plyne z vyse uvedenych rovnosti, ze jsou

totozné. Primky AK, BL, CM se tak protinaji v jednom spole¢ném bodé. Tim je
diikaz uzavten.

Déle nésleduji dlohy, k jejichz reSeni je mozné také vyuzit metodu prusecikiu
dvojic primek.
Priklad 6.4

V roviné je dan konvexni pétithelnik ABCDFE se shodnymi vnitinimi thly. Do-
kazte, ze osy jeho stran BC, FA a osa thlu CDFE se protinaji v jednom spole¢ném
bodé. (viz napr. [33])
Priklad 6.5 (68. MO, C-1-2)

Necht je dan trojuhelnik ABC. Uvnitt strany AB jsou dany body D a E tak, ze
|AD| = |DE| = |EB|. Body A a B jsou po fadé stfedy usecek CF a C'G. Pfimka CD
protind primku FB v bodé [ a primka CFE protind primku AG v bodé J. Dokazte,
ze prusecik primek Al a BJ lezi na piimce FG.
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Priklad 6.6

Necht ABC je ostrouhly trojihelnik. Oznacme E patu jeho vysky na stranu BC
a F patu jeho vysky na stranu AC. Déale ozna¢me M, N po tadé stredy usecek BE,
AF'. Dokazte, ze kolmice vedend bodem M k tsecce AC' a kolmice vedend bodem N
k tsecce BC' se protinaji ve stiedu tsecky EF. (viz napr. [8])

Priklad 6.7

Je dan trojihelnik ABC' a k jeho strandm BC, AC necht jsou vné pripsany
rovnostranné trojihelniky BDC, ACE. Oznac¢me P druhy prusecik kruznic opsanych
trojihelnikim BDC', ACE. Dokazte, ze ptimky CP, BE a AD prochazeji jednim
bodem.

Priklad 6.8

Bud ABCD lichobéznik, v némz plati BC' || AD a |4 CBA| = 90°. Ozna¢me M
vnitini bod tsecky AB takovy, ze | CMD| = 90°. Bud AK vyskou v trojihelniku
DAM a BL vyskou v trojuhelniku MBC'. Dokazte, ze primky AK, BL, CD jsou
konkurentni. (viz napr. |2])

4.6.3 Vyuziti polohovych vlastnosti v geometrii trojuhelniku

K dikazu konkurentnosti primek je také mozné pouzit znamych polohovych
vlastnosti v geometrii trojithelnikil. Reseni tlohy pak spocivé v transformaci zadangch
prvkl na vhodné prvky trojihelniku tak, ze z jejich polohovych vlastnosti vyplyne
konkurentnost danych primek. Metody zalozené na uvedené transformaci pak mohou
vyuzivat napriklad vlastnosti stfedu kruznice opsané, vepsané ¢i pripsané trojuhelniku,

vV

V nasledujici ukazce je vyuzito vlastnosti os vnitinich ihld trojihelniku a stredu
kruznice vepsané.

Priklad 6.9

V roviné je dan Sestithelnik ABCDFEF' se shodnymi vnitfnimi thly. Dokazte, ze
osy jeho stran BC, DE a FA se protinaji v jednom spolecném bodé.

obr. 6.9.1

110



Resend.

Oznac¢me P priisecik prtimek AB a CD, ) primek CD a EF, R ptimek EF a AB
(viz obr.[6.9.1). Vzhledem k tomu, Ze vSechny vnitini thly Sestithelniku ABCDEF
jsou shodné (jejich velikost je 120°), jsou trojuhelniky BPC, DQE, FRA a PQR
rovnostranné.

Osa strany FA Sestitthelniku je tak osou thlu ARF trojihelniku FRA, neboli osou
thlu PR(@. Obdobné osy stran BC a DFE jsou po fadé osami thli QPR a RQP.
Ze zndmého faktu, Ze osy thlu v trojihelniku se protinaji v jednom bodé (stiedu
kruznice vepsané), vyplyva, ze také osy stran AB, CD a DE daného Sestitithelniku se
protinaji v jednom spoleéném bodé, coz jsme chtéli dokazat.

Pozndmka 11. Analogicky lze dokazat, ze také osy stran AB, CD, EF se protinaji
v jednom spole¢ném bodé.

Resenf dalsi ukdzkové tlohy vyuziva nejen vlastnosti kruznice opsané trojihelniku
a jejiho stiedu, ale také (obdobné jako predchozi iloha) vlastnosti stfedu kruznice
vepsané trojuhelniku.

Priklad 6.10

Je dan ostrothly trojuhelnik ABC a stfed O kruznice jemu opsané. Sestrojme
trojuhelnik AgByCy takovy, ze jeho strany ByCy, CoAg, AgBp jsou rovnobézné po
radé s primkami OA, OB, OC. Dokazte, ze primka rovnobézna s BC prochazejici
bodem Ay, ptfimka rovnobézna s C'A prochéazejici bodem By a piimka rovnobézné
s AB prochézejici bodem Cj jsou konkurentni.

Resend. Bez ijmy na obecnosti umistéme kviili ndzornosti trojihelnik AyByCy dovnitt
trojuhelniku ABC'. Jelikoz O je stfedem kruznice opsané trojihelniku ABC plyne ze
vztahu pro stredovy a obvodovy thel

|xBOC| = 2|4BAC],
proto v rovnoramenném trojihelniku BCO se zakladnouu BC' plati
|xOCB| =90° — | BAC|.

Vzhledem k platnosti OC || AgBy a CoAyp || OB je velikost vnéjsiho thlu pii vrcholu
Ap trojuhelniku Ag By Cy rovna velikosti thlu BOC, tj. 2|<BAC.

Oznac¢me nyni A; bod tsecky By Cy takovy, ze AgA; je rovnobézna s BC'. 7 vlastnosti
uhla vytatych prickou rovnobézek plyne, ze

|<):B0A0A1’ — |<IOCB| - 900 - |<):BAC’
Odtud
|r A1 Ao Cy| = 180° — (90° — |4 BAC|) — (2|4 BAC|) = 90° — | BAC).
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obr. 6.10.1

Vzhledem k tomu, Ze |xA;A4¢0Co| = |<ByAoAil, je AgA; osou vnitintho thlu pii
vrcholu Ag trojuhelniku Ay By Cp.

Obdobné lze dokazat, ze prfimka rovnobézna s C'A prochézejici bodem By a primka
rovnobézna s AB prochazejici bodem Cj jsou osami prislusnych vnitinich dhla
trojuhelniku Ay By Cy. Tyto piimky se tak protinaji ve stfedu kruznice vepsané
trojuhelniku Ag By Cy, ¢imz je dikaz uzavren.

Dale uvedené ulohy jsou také resitelné metodami zaloZzenymi na vyuziti vhodnych
polohovych vlastnostech prvki v trojihelniku.

Piiklad 6.11 (66. MO, A-1I-4)

Je dan ostrothly trojuhelnik ABC' s vyskou AD. Osy uhlit BAD, CAD protinaji
stranu BC' po tadé v bodech E, F'. Kruznice opsana trojihelniku A EF protina strany
AB, AC po tadé v bodech G, H. Dokazte, ze primky FH, FG, AD se protinaji
v jednom bodé.

Priklad 6.12

Necht jsou Ay, By a C po tadé stredy kruznicovych oblouku BC', CA, AB kruznice
opsané trojuhelniku ABC' (neobsahujicich po fadé body A, B, C) a necht jsou Ay, By
a Cy body dotyku kruznice vepsané trojuhelniku ABC po Tadé se stranami BC', CA,
AB. Dokazte, ze primky A; Ay, By By, C1 C;y se protinaji v jednom bodé.(viz napr. [2])
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Priklad 6.13

Necht ABCD je dany ¢tyfthelnik, v némz |BC| = |AD|, pficemz jeho strany AB,
CD nejsou rovnobézné. Oznac¢me M, N po radé stredy stran BC' a AD. Dokazte, ze
osy usecek AB, MN a CD se protinaji v jednom spolecném bodé. (viz napr. [1])

Priklad 6.14

Je dén konvexni ¢tyithelnik ABCD, v némz plati |AD| + |BC| = |CD|. Dokazte,
ze osy vnitinich 1hla pfi jeho vrcholech C, D se protinaji v jednom bodé s osou
tsecky AB. (viz napr. [26])

4.6.4 Vyuziti Cevovy véty
Mezi efektivni metody jak dokazat, ze se tfi primky protinaji v jednom bodé,

patif tzv. Cévova véta. Reseni tloh vyuzivajici tuto vétu se pak opira (obdobné jako
pii vyuziti Menelaovy véty) o nalezeni vhodnych poméra délek usecek.

Jednoduchou aplikaci Cevovy véty ukazuje nasledujici tloha.

Priklad 6.15

Je dan trojuhelnik ABC. Oznacme X, Y, Z po radé body dotyku kruznice
vepsané trojihelniku ABC' se stranami a, b, ¢ (pti obvyklém znaceni). Dokazte, ze
piimky AX, BY, CZ se protinaji v jednom spolecném bodé.

obr. 6.15.1

Resend. Jelikoz piimky AC, AB jsou te¢nami vedenymi (vnéjsim) bodem A ke kruznici

vepsané trojuhelniku ABC' s dotykovymi body Y, Z (viz obr. [6.15.1)), plati
|AY| = |AZ],

a analogicky
BZ| = |BX]|, |CX|=|CY]

Z uvedenych tii rovnosti plyne

|AZ| |BX| |[CY]|

=1
|BZ| |CX| |AY] ’
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coz na zakladé Cevovy véty dokazuje, ze ptimky AX, BY, CZ se protinaji v jednom
spolec¢ném bodé.

Pozndamka 12. Prusecik piimek AX, BY, CZ z predchozi ukazky se nazyva Gergonnuv
bod a znacime jej GG. Obdobné lze formulovat tlohu o konkurentnosti t¥i primek
prochézejicich vzdy vrcholem trojihelniku a bodem dotyku prislusné kruznice vné
pripsané s protéjsi stranou k uvazovanému vrcholu. Prisec¢ik uvedenych primek se
pak nazyva Nageliv bod a znac¢ime jej N.

Reseni dalsi tlohy se opira o dvoji vyuziti Cévovy véty a také mocnosti bodu ke
kruznici.
Priklad 6.16

Necht P, @), R jsou po radé vnitini body stran BC, CA, AB trojihelniku ABC,
pricemz plati, ze AP, BQ, CR jsou konkurentni. Kruznice opsana trojihelniku PQR
protina po radé strany BC, CA, AB jesté v bodech X, Y, Z. Dokazte, ze AX, BY,
CZ jsou konkurentni.

C

obr. 6.16.1

Resend. Ze znamého vztahu pro mocnost bodu ke kruznici plyne pro body A4, B, C

|AR| - |AZ] = |AQ| - |AY],
|BP|-|BX| = |BR]| - |BZ|,
|CQl-|CY] = |CP|-|CX],

neboli
|AR| |AY] |BP| |BZ| |CQ| |CX]|

[AQl Az |BR| |BX|" |cP| |CY|

Jelikoz AP, BQ), CR prochazeji jednim bodem, plyne z Cevovy véty

AR| |BP| |CQ| _
BR| " CP| " [4Q

L,
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tedy
|AR| |BP| |CQ| _

|AQ| |BR| |CP|
Vyuzitim substituce dostavame

1.

[AR| |BP| |CQ| _ |AY] |BZ] |CX| _ |AY] |CX| |BZ]| _

- = = 1.
[AQl |BR| [CP| |AZ| |BX| [CY] |CY| [BX| [AZ

Podle Ceévovy véty jsou tak piimky AX, BY a CZ konkurentni. Tim je dikaz
dokoncen.

Uzitim Cevovy véty lze Tesit rovnéz nasledujici tlohy.

Priklad 6.17

Dokazte, ze vysky trojuhelniku se protinaji v jednom bodé.

Priklad 6.18

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' se stranami a, b, ¢ dle obvyklého znaceni.
Ozna¢me X patu vysky na stranu a. Necht K, L jsou po radé body stran b, ¢ takové,
ze vyska AX puli thel KXL. Dokazte, ze primky AX, BK a CL se protinaji v jednom
bodé.

Priklad 6.19
Bud A; vnitini bod strany BC trojihelniku ABC. Oznac¢me B;, C) po tadé
vnitini body stran CA, AB takové, ze A1 B, a A; (] jsou po fadé osy uhlu AA;C a
BA; A. Dokazte, ze primky AA,, BB; a C'C; se protinaji v jednom bodé.
(viz napr. [40])

Priklad 6.20

Kruznice vné pripsand trojihelniku ABC' se dotyka primek BC', CA, AB po radé
v bodech Ay, By, C;. Dokazte, ze primky AA;, BB; a CC} se protinaji v jednom
bodé. (viz napr. [40])
Priklad 6.21

Uvazujme trojuhelnik ABC a bod €] soumérné sdruzeny s bodem A ve stiedové
soumeérnosti se sttedem B. Obdobné A; bud bod soumérné sdruzeny s bodem B
ve stfedové soumérnosti se sttedem C. Oznac¢me B; bod tsecky AC, pro néjz plati
|AB,| = 4|CB|. Dokazte, ze AA,, BBy a CC} jsou konkurentni. (viz napr. [40])

Priklad 6.22

Oznacme K, K, M stiedy, D, F, F po radé libovolné vnitini body stran BC,
CA, AB trojuhelniku ABC a dale K', L', M’ stredy tsecek AD, BE a CF. Primky
AD, BE a CF se protinaji v jednom bodé, pravé kdyz se v jednom bodé protinaji
piimky KK', LL' a MM'. Dokazte. (viz napr. [35))
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4.7 Dukaz koncyklicnosti ctyr bodt

V dikazech, ze dané ¢tyfi body lezi na téZe kruznici (jsou koncyklické, jsou
vrcholy tétivového ¢tyithelniku) lze postupovat dvéma zdkladnimi (syntetickymi)
cestami. Prvni z nich je zaloZena na vlastnostech obvodovych thla prislusejicich
k tétivé kruznice, druha pak na vyuziti mocnosti bodu ke kruznici. Obé metody
véetné prikladl jsou prezentovany dale.

4.7.1 Vyuziti vlastnosti obvodovych thlt

Prvni zpusob feseni dukazovych tloh daného typu se opirad (ve troji modifikaci)
o zakladni vlastnosti obvodovych 1hld, popf. znamé kriterium pro tétivovy ctyr-
thelnik. Napiiklad konvexni ¢tyfuhelnik ABCD zobrazeny na obrazku bude
tétivovy, praveé kdyz pro vyznacené uhly plati | ACB| = |t ADB|. Obdobné v situaci

obr. XXVIII

znazornéné na obrazku [XXIXa| budou body A, B, C, D koncyklické (dle kriteria téti-
vového ¢tyfthelniku), prave kdyz | BAD| + |<DCB| = |[<ADC| + | CBA| = 180°.
Tuto skutecnost lze vsak vyjadrit také tak, ze konvexnimu ¢tyrihelniku ABCD lze

opsat kruznici, pravé kdyz velikost vnittniho thlu pri kterémkoliv jeho vrcholu je
shodna s velikosti vedlejstho ihlu u vrcholu protéjsiho (obr. [XXIXb]).

obr. XXIX obr. XXIXb
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Prvni ukazkova tloha této ¢asti vyuziva uvedenou vlastnost obvodovych thla
v kruznici.
Priklad 7.1

Necht ABCD je rovnoramenny lichobéznik se zakladnami AB a CD, P prusecik
jeho uhlopticek a O stied kruznice jemu opsané. Dokazte, ze body B, C', P, O lezi
na téze kruznici.
Reseni. Predpoklddejme, ze P # O. V opa¢ném piipadé je feseni trividlni. Déle

predpokladejme, ze body B, C, P, O tvori v uvedeném poradi vrcholy ¢tyrihelniku
stejné jako na obr. [7.1.1]

Predné si uvédomme, ze body P a O lezi na spolecné ose zakladen AB, CD rovnora-
menného lichobézniku ABCD a ze thlopricky AC a BD lichobézniku ABCD jsou
shodné. V pripadé ¢tyiihelniku BCOP (vrcholy ¢tyrihelniku jsou po radé body B,
C, O, P) je mozno situaci fesit analogicky. Jelikoz bod O je stfedem kruznice opsané
uvazovanému lichobézniku a |AC| = |BD|, jsou trojtihelniky AOC a DOB shodné
(podle véty sss). Plati tedy

|4 PCO| = |9 PBO.

Ctyithelnik BCPO je tak tétivovy (B, C, P, O lezi na téze kruznici), ¢imz je dikaz
uzavren.

Princip Teseni dalsi ulohy se zaklada na kriteriu tétivového ¢tyiiahelniku, a to
v obou uvedenych podobach.

Priklad 7.2

Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem pii vrcholu €, bod M jako
pata kolmice z vrcholu C' na stranu c a body K, L lezici po fadé na strandch BC,
CA, pricemz plati 2 |BK| = |CK| a 2|CL| = |AL|. Dokazte, ze body K, C, L a M
lezi na téze kruznici.

Resend. Vzhledem k tomu, Ze tsecka CM je kolmé ke strané AB, plati

|4 CBA| = |<ACM|, |<BAC| = |« MCB],
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z ¢ehoz vyplyvd, ze trojuhelniky CAM a BCM jsou podobné (podle véty uu).

obr. 7.2.1

Jelikoz body K a L déli po radé strany BC a CA ve stejném poméru, jsou také
trojiuhelniky MBK a MCL podobné. Plati tedy

| BMK| = | CML).
Odtud plyne
| BMC| = |<BMK| + |<KMC| = |[<KMC| + | CML| = |<KML| = 90°.
Jeliko? | LCK| 4 |4 KML| = |3 ACB| + |3 KML| = 180°, body K, C, L, M lezi na

téze kruznici.

Jiné resend.

Opét vyuzijeme skutecnosti, ze trojihelnik MBK je podobny trojihelniku MCL (viz
prvni feseni). Plati tudiz
| S MLC| = |xMKB].

Tim je dokazano, ze body K, C, L, M lezi na téze kruznici a dikaz je dokoncen.

Nasledujici dlohy jsou také Tesitelné na zdkladé uvedenych tvah.

Priklad 7.3
Bud ABCD tétivovy c¢tytuhelnik. Necht jsou [;, I stredy kruznic vepsanych po
radé trojuhelnikiim ABC a ABD. Dokazte, ze také ¢tyttuhelnik ABL L je tétivovy.
(viz napr. [2])
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Priklad 7.4

V roviné jsou dany dvé rtzné poloptimky VX a VY. Na poloptimce VX jsou dany
body A, C, E a G (v tomto poradi podle vzdalenosti od bodu V — od nejblizsiho
po nejvzdélenejsi) a na polopfimce VY body B, D, F a H (v tomto poradi podle
vzdéalenosti od bodu V — od nejblizsiho po nejvzdélenejsi), pricemz body A, B, C,
D lezi na téze kruznici, body C, D, E, F lezi na téze kruznici a body F, F', G, H
lezi na téze kruznici. Dokazte, ze také body A, B, G, H lezi na téze kruznici.

Priklad 7.5

Je dan trojuhelnik ABC, prusecik jeho vysek V a bod V' soumérné sdruzeny
s bodem V podle osy AB. Dokazte, ze body A, V', B a C lezi na téze kruznici.
(viz napr. [2])

Priklad 7.6

Bud ABCD konvexni c¢tyruhelnik s navzajem kolmymi uhloprickami, které se
protinaji v bodé P. Dokazte, ze kolmé pruméty A’, B, C', D' bodu P po radé na
tsecky AB, BC, CD a DA lezi na téze kruznici. (viz napr. |2])

Priklad 7.7

Ve ¢tyithelniku jsou sestrojeny osy vsech ¢tyr vnittnich thla. Dokazte, ze ¢tyti
pruseciky vzdy dvou sousednich os lezi na kruznici. (viz napr. [14])

Priklad 7.8

Ve ¢tverci ABCD jsou na stranach BC' a CD zvoleny body L a M tak, ze tihel
LAM ma velikost 45°; uhlopricka BD protinad piimku AL v bodé K a primku AM
v bodé N. Dokazte, ze body K, L, C, M a N lezi na téze kruznici.  (viz napr. |5])

Priklad 7.9 (56. MO, A-II-3, upraveno)

Necht M je libovolny vnitini bod prepony AB pravotuhlého trojihelniku ABC.
Oznacme S, 51, Sy stfedy kruznic opsanych po radé trojuhelnikim ABC, AMC),
BMC'. Dokazte, ze body M, C, S, Sy a S lezi na téze kruznici.

Priklad 7.10 (62. MO, B-S-3)
Uvazujme dvé kruznice se stredy S; a Sy takové, Ze jejich spolecné vnitini tecny

protinaji jejich spoleéné vnéjsi tecny ve c¢tyrech bodech. Dokazte, ze tyto ¢tyfti
pruseciky lezi na Thaletové kruznici nad priamérem S;.S;.

4.7.2 Vyuziti mocnosti bodu ke kruznici

Dalsi zptisob provadéni dikazil, ze dané ¢tyti body lezi na téze kruznici, vyuziva
mocnosti bodu ke kruznici. V zavislosti na povaze tlohy lze vyuzivat nejen mocnost
bodu vné uvazované kruznice, ale také mocnost bodu uvniti této kruznice. V pripadé

konvexniho ¢tyithelniku ABCD a pruseciku M piimek AB, CD (viz obr. [XXX)]) tak
plati, ze ¢tyrihelniku ABCD lze opsat kruznici, praveé kdyz

|MA| - |MB| = |MD| - |MC|.
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obr. XXX

Nebo naopak v pripadé, ze uvazujeme prusecik P thlopricek konvexniho Ctyit-
thelniku ABCD (viz obr. [XXXI|), 1ze vyuzit mocnost tohoto prusec¢iku k uvazované
kruznici. Plati tak, ze ¢tyrtihelniku ABCD lze opsat kruznici, pravé kdyz

|PA| - |PC| = |PB| - |PD|.

e

obr. XXXI

Nasledujici tloha ukazuje vyuziti mocnosti bodu vné kruznice k této kruznici.

Piiklad 7.11 (53. MO, A—III-5)

Necht L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku BC' kruznice opsané ¢étverci
ABCD. Oznac¢me K prusecik ptimek AL a CD, M prisecik ptimek AD a CL a N
prusecik ptimek MK a BC'. Dokazte, ze body B, L, M a N lezi na téze kruznici.

Resend. Jelikoz tihlopiicka AC je primérem kruznice opsané ¢tverci ABCD, je tihel
ALC pravy (podle Thaletovy véty). V trojihelniku ACM tak tvori usecky AL a CD
vysky a bod K je jejich prusecikem, tj. ortocentrem trojuhelniku ACM. Oznacme
P prusecik primek AC a MK. Protoze usecka MP prochazi bodem K, je vyskou
v trojtihelniku ACM k jeho strané AC. Odtud vyplyva, ze tthel MPA je pravy.

Ptimka MK protina stranu BC v jejim vnitinim bodé N, nebot primka MK je

rovnobéznd s thloprickou BD (obé jsou kolmé na AC'). Vzhledem k tomu, ze thly
NBA, APN, ADC a ALC jsou pravé, jsou podle Thaletovy véty ctyttuhelniky DKLM ,
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obr. 7.11.1

APKD, ABNP tétivové. Bod C' lezi vné kruznic opsanych uvedenym c¢tyttihelniktm,
plati tedy

|CM] - |CL] = |CD] - |CK],

|CD| - |CK| = |CA] - |CP],
|CA| - |CP| = |CB| - |CON.

Odtud

|CM| - |CL| = [CD| - |CK| = [CA| - [CP| = |CB| - |CN]|,
|CM]|-|CL| = |CB| - |CN.

Tim je dokazano, ze body B, L, M a N jsou koncyklické.

Reseni dalsi ulohy vyuziva mocnost vnéjsitho bodu kruznice v situaci, kdy timto
bodem je k uvazované kruznici vedena tecna.

Priklad 7.12 (60. MO, A-I-3, upraveno)

Jsou dany kruznice k, ¢, které se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me K, L po
radé dotykové body jejich spole¢né tecny zvolené tak, ze bod B je vnitinim bodem
trojuhelniku AKL. Na kruznicich k£ a ¢ zvolme po radé body N a M tak, aby bod
A byl vnitinim bodem tsecky MN a MN }Jf KL. Dokazte, ze pokud piimka MN je
tecnou kruznice opsané trojuhelniku AKL, je ¢tyruhelnik KLMN tétivovy.

Reseni. Ozna¢me P prusecik piimek KL a MN. Jelikoz je bod P vné kruznic k, ¢,
plati
|PK[? = |PA|-|PN|,  |PL|* = |PA| - |PM]|.

Vynasobenim obou vztahti dostavame
|PK|? - |PL|* = |PA|* - |PM]| - | PN]|. (43)
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Ozna¢me m kruznici opsanou trojuihelniku AKL. Je ziejmé, ze bod P lezi vné této
kruznice. Z predpokladu, ze primka MN je tecnou kruznice m (s bodem doteku A),
vyplyva

|PA]* = |PK| - | PL]|. (44)

obr. 7.12.1

7 rovnic a plyne
|PK| - |PL| = |PN|-|PM]|.

Odtud vyplyva, ze body K, L, M, N lezi na téze kruznici, ¢imz je diikaz ukoncen.

Déale uvedené netresené ulohy je mozné taktéz resit vyuzitim mocnosti bodu ke
kruznici.

Priklad 7.13

Dvé kruznice ky, ky se protinaji v bodech A, B. Necht P je libovolnym vnitfnim
bodem tusecky AB. Piimka prochéazejici bodem P protina kruznici k; v bodech U,
V. Jina primka prochazejici bodem P protind kruznici k; v bodech X, Y. Dokazte,
ze body U, V, X , Y lezi na téze kruznici. (viz napr. [6])

Priklad 7.14 (53. MO, A-III-5)

Necht L je libovolny vnitini bod kratsitho oblouku CD kruznice opsané ¢tverci
ABCD. Ozna¢me K prusecik ptimek AL a CD, M prisecik piimek AD a CL a N
prisecik ptimek MK a BC'. Dokazte, ze body B, L, M , N lezi na téze kruznici.
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Priklad 7.15 (55. MO, A-11-3)

Je dan trojuhelnik ABC' a uvnitt ného bod P. Ozna¢me X prisecik primky AP
se stranou BC' a Y prisecik pfimky BP se stranou AC. Dokazte, ze ¢tyrtuhelnik
ABXY je tétivovy, pravé kdyz druhy prusecik (rizny od bodu C') kruznic opsanych
trojihelnikim ACX a BCY lezi na primce CP .

Priklad 7.16 (62. MO, B-1-3)

Necht V je prusecik vysek ostrothlého trojuhelniku ABC. Piimka CV je spo-
le¢nou tecnou kruznic k a ¢, které se vné dotykaji v bodé V a pritom kazda z nich
prochazi jednim z vrcholt A a B. Jejich pruseciky s vnitiky stran AC a BC' oznac¢me
P a Q. Dokazte, ze poloptimka VC' je osou thlu PV(Q) a ze body A, B, P, @ lezi na
jedné kruznici.

Priklad 7.17

Je dan trojihelnik ABC', kruznice k opsand trojtihelniku ABC' a prusecik N tecen
vedenych ke kruznici £ body A, C'. Piimka rovnobézna s BC a prochéazejici bodem
N protina tsecku AB v bodé D. Dokazte, ze body A, D, C'a N lezi na téze kruznici.

(viz napr. |18])
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Zaveér

Cilem disertacni prace bylo analyzovat podobu v soucasnosti vyuzivanych ma-
teriali ve vyuce syntetické planimetrie se zamérenim na diikazové ulohy tesitelné
deduktivnimi metodami. Ze zavéra této analyzy vyplynula potfeba zpracovat didak-
ticky vhodnéjsi metodologii feSeni 1iloh uvedeného typu. Systematické usporadani
metod navrzené v této praci poskytuje nejen uceleny prehled zakladnich postupu a
metod, ale také ukazuje uvedené metody na praktickych ukazkach a dava k dispozici
rovnéz neresené ulohy k dalsimu procvic¢eni. Takto usporadané metody a postupy
mohou efektivné vyuzivat jak zaci Tesici tlohy matematickych soutézi, zejména
Matematické olympiady, tak ucitelé a na jejich zakladé mohou vytvaret dalsi a
sofistikovanéjsi metody.

Kapitola vénovana vlastni metodologii byla zpracovana tak, aby mohla poslouzit
jako samostatny material uréeny v pripravé zaki na matematické soutéze. Struktura
této kapitoly, zaloZzena na kategorizaci metod odvozené z kategorizace dikazovych
uloh, umoznuje vyuziti této ¢asti jako ,kucharky pro zacatecniky“. Jinak receno
tuto ¢ast mohou s tispéchem vyuzivat zaci, kteri s ditkazovymi tilohami syntetické
planimetrie nemaji mnoho zkusenosti a v této problematice se pftilis neorientuji.
Zkusenéjsim tesitelim nabizi tato ¢ast moznost upevnit si své poznatky, popripadé
se dale zdokonalovat na predkladanych neresenych tlohach. Neni ambici predlozené
prace vytvorit vycerpavajici systém metod. Uvadéné metody jsou zakladni a jejich
zatazeni do prace odpovida také ¢etnosti jejich vyuzivani v literature.

Vysledky této prace mohou ddale vyuzivat ucitelé strednich skol jako metodicky
material a pripadné také studenti vysokych skol ve své pripravé v oblasti elementarni
matematiky.

Diléi myslenky a zévéry této prace byly pribézné prezentovany na XXIII. Cesko-
Polsko-Slovenské matematické konferenci v Novém Ji¢iné (10. ¢ervna 2016), Semi-
narich z didaktiky matematiky a elementarni matematiky na Katedie algebry a
geometrie University Palackého v Olomouci (10. listopadu 2015, 18. dubna 2017).
Déle byly vybrané ¢asti publikovany v ¢asopise Matematika-Fyzika-Informatika [37,
47| a dale v ¢asopise Journal of Advances in Mathematics [48]. Rovnéz autorska
uloha byla zarazena jako soutézni tiloha skolniho kola kategorie C 70. ro¢niku
Matematické olympiady.

Prestoze tato prace nabizi uceleny prehled zakladnich deduktivnich metod feseni
diikazovych tloh syntetické planimetrie, je mozné vysledky této prace dale rozsitovat.
Nejedna se pouze o doplnéni dalsich témat a metod, ale celou uvedenou metodologii 1ze
vyznamné obohatit vyzkumem v oblasti rozbori v diukazovych tlohach. Problematika
rozbort, jakozto soucésti reseni diikazovych tloh, mize byt vyznamnym didaktickym
prvkem ve vyuce matematiky na stfednich skoldch (Cemuz odpovida autorova vlastni
zkusSenost) a vhodné uchopeni této problematiky miuze vyrazné pomoci ve vykladu
této (mnohdy obtizné) oblasti.
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Uvod

V oboru planimetrie se lze setkat se dvéma typy tuloh. Jsou to tlohy urcovaci (a to
véetné tiloh kontrukénich) a ditkazové. Reseni ditkazovych tloh je naro¢nou tviréi
¢innosti, nebot kromeé respektovani logické spravnosti jednotlivych krokt musi resitel
dikaz objevit. Jinymi slovy Tesitel prozkoumava a objevuje vztahy a souvislosti mezi
jednotlivymi objekty a jejich vlastnostmi. Reseni diikazovych tloh je tak ¢innosti,
ktera stimuluje logické uvazovani, prohlubuje poznatky fesitele v daném tématu
a také rozviji schopnosti feseni problému (analyzu celku a syntézu dil¢ich kroku).
Z tohoto hlediska lze povazovat diikazové tlohy za velmi dulezitou soucast vzdélavani
zaku nasich skol.

V rdmci vyuky planimetrie na stfednich skolach se Zaci seznamuji s planimetrii
syntetickou a analytickou. Obor analytické geometrie (a tedy i planimetrie) je zaloZen
na praci René Descartesa (1596 az 1650), tj. na vyuziti analyticko-algebraickych
metod v geometrii. Puivod syntetické planimetrie, jinak téz axiomatické planimetrie,
lze pak nalézt v Zdikladech sepsanych starovékym matematikem Eukleidem z Ale-
xandrie (priblizné 325 pr. n. 1. az 260 pr. n. l.). Prestoze syntetickd planimetrie
je tak mnohonéasobné starsim oborem, jeji nazornost, srozumitelnost a prakticka
aplikovatelnost ji stdle drzi v hlavnim proudu matematického vzdélavani.

Pro ditkazové planimetrické tlohy je charakteristické, ze je 1ze resit metodami
vypocetnimi nebo deduktivnimi. Vypocetni metody diikazii jsou zaloZeny na vypoctu
konkrétni ¢iselné hodnoty, zatimco deduktivni metody se opiraji o zakladni vlastnosti
a polohu zadanych geometrickych tutvart. Neni vSsak mozné ftici, ze tlohy jsou
vzdy Tesitelné obéma zptusoby, proto se tato prace zabyva pouze planimetrickymi
diikazovymi tlohami fesitelnymi deduktivnimi metodami.

Obecné teorie matematickych diikazi rozlisuje diikazy primé, neptimé, sporem,
vyuzitim principu matematické indukce a dikazy tplnou indukci. Na deduktivnich
postupech jsou pak zaloZzeny matematické diikazy primé, nepiimé, sporem a vyuzitim
principu matematické indukce. Jednotlivé pripady zkoumané v ramci provadéni uplné
matematické indukce jsou dokazovany nékterou z vyse uvedenych metod, proto se
i zde deduktivni postupy objevuji. Planimetrické dikazové tlohy ve svych teseni
povétsinou vyuzivaji dikazy primé ¢i sporem, v obecné zadanych tlohach se pak
reseni opird o uplnou indukci, tj. vySetieni vSech moznosti vyplyvajicich ze zadani.

Vzhledem k tomu, ze diikazové tlohy jsou zpravidla pro zaky obtiznou soucasti
matematiky, stanovila si tato disertacni prace za cil prozkoumat oblast pripravy
74kl na Teseni téch dikazovych tloh syntetické planimetrie, které jsou tesitelné
deduktivnimi metodami. Je ziejmé, ze uvedend obtiznost dikazovych tloh smétruje
tuto praci do oblasti nadstandardni matematiky, tj. oblasti matematickych soutézi,
popriipadé rekrea¢ni matematiky:.

Prvni fazi je pruzkum a analyza soucasného stavu, tedy rozbor vyuzivanych
vyukovych materiali na stfednich skolach s tim, zZe se tato analyza zaméruje na me-



todologii Teseni diikazovych planimetrickych tloh a jeji didaktické aspekty. Prestoze
dokazovani je tvorenim, pro efektivni feseni ditkazovych tloh se vyuziva znamych
metod a postup, které 1ze pro konkrétni ilohu modifikovat ¢i kombinovat. Systema-
tickda metodologie feseni diikazovych tloh by tak méla obsahovat ,paletu® zédkladnich
metod, na nichz resitel diikazové tlohy muze vystavét postup feseni dané tlohy.

V navaznosti na provedenou analyzu je dalsim krokem navrh metodologie, ktera
by eliminovala nedostatky soucasného stavu a ktera by umoznila efektivnéjsi pripravu
74kl na teseni dikazovych tuloh uvedeného typu. Tato metodologie by také méla
respektovat oblast, v niz se tyto ulohy vyskytuji nejcastéji, tj. oblast nadstandardni
matematiky.

Text této disertacni prace je v navaznosti na vyse uvedenou uvahu rozdélen do
CtyT ¢asti. V prvni ¢asti je provedena tivodni analyza soucasného stavu vyuzivanych
material ve vyuce syntetické planimetrie a v pripravé zaki na dikazové ilohy v této
oblasti. Druhd ¢ast se zabyva didaktickymi aspekty volby vhodné metodologie feseni
uloh této problematiky. Ve treti ¢asti jsou uvedena vybrana tvrzeni z planimetrie,
ktera nepatii mezi nejznaméjsi, avsak maji potencial stat se zakladem pro efek-
tivni metody FeSeni ditkazovych tloh syntetické planimetrie. Ctvrta, nejobséhlejsi
cast uvadi navrh systematického usporadani metod feSeni tloh této problematiky
véetné fesenych i nefesenych tloh. Prilohou této prace je pak sumarizovana tabulka
vyskytu dikazovych tloh syntetické planimetrie v jednotlivych ro¢nicich Matema-
tické olympiaddy v Ceské republice upravens s prihlédnutim k obsahu druhé ¢asti
této prace.



1 Moznosti pripravy zaka na dikazové tlohy
syntetické planimetrie resitelné deduktivnimi

metodami

S planimetrickymi tlohami, jejichz feSenim nebo soucasti jejich feseni je ditkaz
vedeny deduktivnimi metodami, se ¢asto setkavaji zaci v riznych matematickych
soutézich. Tyto ulohy zde maji své misto, protoze jde o tlohy narocné na kognitivni
schopnosti fesitela (ilohy sméruji k nejvyssimu stupni Bloomovy taxonomie — tvoreni),
pfitem?z prave naroéné tlohy umoziiuji identifikovat ty nejnadanéjsi zéky. V.CR
je mozné brat jako etalon soutéz Matematicka olympiada, kterd se kazdorocéné
kond nepretrzité od skolniho roku 1951/1952. Do této soutéze se zapojuji Zaci
zakladnich a stfednich skol rozdéleni do kategorii podle ro¢niku, ktery ve skole
navstévuji. Matematickd olympiada je soutézi postupovou, jsou organizovana skolni,
okresni a krajska kola. Pouze v nejvyssi kategorii A je organizovano tstiedni kolo.
Kategorie A je urcena pro zéky 3. a 4. rocniku stfednich skol. Vzhledem k naroc¢nosti
a komplexnosti uloh kategorie A jsou soutézicimi v této kategorii zpravidla zaci,
ktefi se matematické olympiady ucastnili v predchozich ro¢nicich (a tedy nizsich
kategoriich). Je zfejmé, Ze pro pripravu na ucast ve vyssich kategoriich a kolech
matematické olympiady je nutna dlouhodobé a systematickd priprava. Ackoliv se
zaci mohou pripravovat zcela samostatné, velmi casto odpovédnost za pripravu zaku
prebira skola a vyucujici matematiky. Tato ¢ast disertacni prace se tak zamétruje na
vyzkum efektivnich moznosti, zptisobti a forem pripravy zaki skolami na uvedeny
typ tloh.

Na problematiku pripravy zaki na dikazové synteticko-planimetrické tlohy, které
se objevuji v Matematické olympiadé, je mozné pohlizet z rtiznych stran. Prvnim
hlediskem jsou organizac¢ni moznosti a formy pripravy. Jde zejména o pripravu
v ramci standardnich hodin, nadstandardni pripravu ve formé zdjmovych krouzki
atp. nebo samostudium. V ramci pripravy v béznych vyucovacich hodinach mohou
ucitelé vybrané zaky stimulovat dobrovolnymi tilohami ¢i doplnénim probiranych
tloh o nestandardni prvky. V zdjmovych krouzcich/seminafich se jedna zpravidla
o primou pripravu na konkrétni matematickou soutéz. Samostudium pak umoznuje
zaktim se zabyvat vybranymi tématy dle svych zajmii.

Dalsim hlediskem je dostupnost a kvalita literatury, kterou mohou zaci vyuzivat
v ramci své pripravy. Ma-li byt dikazova tloha uvadéna v literature ukazkou metody
feseni a také inspiraci pro feseni obdobnych tloh, je velmi vhodné opattit tuto lohu
didakticko-metodickym komentarem (poznamkou), ktery pomuze zakovi zaradit si
jednotlivé kroky dikazu do interniho myslenkového systému. Pokud zak vyuziva
danou publikaci v ramci dlouhodobé ptipravy, je nutné, aby tyto didakticko-metodické
komentare byly pak vhodné systematizovany.

Jelikoz cilem studie byl priizkum moznosti pripravy zakt na dikazové tlohy
stredoskolské syntetické planimetrie, a to zejména efektivnich moznosti, zaméroval
se tento vyzkum na skoly, jejichz priprava je uspésnd. Vzhledem k organizac¢nimu



charakteru Matematické olympiady lze povazovat za tspésné skoly|| ty, jejichz Zaci
se dlouhodobé umistuji na celnich prickach vysledkovych listin.

Vyzkum se tak zaméril na zodpovézeni nasledujicich otazek:

1) Jaké jsou vyuzivané moznosti pripravy zaku tspésnych $kol na matematické
soutéze?
2) Jaké jsou vyuzivané materidly pro vyuku syntetické planimetrie ve standardnich
hodinéch na uvedenych skolach?
3) Jaké jsou vyuzivané materidly v dalsich aktivitdch uvedenych skol uréenych
pro pripravu zakl na soutézni ulohy syntetické planimetrie?
4) V jaké mife a formé jsou zastoupeny dukazové tlohy v materidlech uziva-
nych uvedenymi skolami pro ptipravu zakt na tlohy syntetické planimetrie
v matematickych soutézich?
V ramci otazky 4 se vyzkum zabyval také zminovanym didakticko-metodickym
aspektem uvadénych tloh. Na zakladé vyse uvedenych vyzkumnych otazek byl
postup rozdélen do dvou fazi. V prvni fazi se zjistovaly odpovédi na otézky 1 az
3. Nasledujici druhé faze se pak zamérovala na rozbor vyukovych materiala, které
vyplynou z vysledki prvni faze.

7 provedeného vyzkumného Setfeni vyplynulo, ze skoly, jejichz zaci se ucastni
Matematické olympiady, nejsou koncentrovany pouze v hlavnim mésté nebo urcitém
regionu CR. Matematické olympiddy tedy nemé diskriminaéni charakter z hlediska
umisténi skoly. Dale se potvrzuje vSeobecné znamy fakt, ze ispésné skoly se zaktm
nadstandardné vénuji (forma podpory je obdobnd na vSech vybranych skolach).

Prestoze je v soucasné dobé na trhu mnozstvi u¢ebnic matematiky pro stredni
skoly a dalsich publikaci, tspésné skoly jsou v tomto ohledu ponékud konzervativni.
V pripadé hlavni uc¢ebnice pro béznou vyuku preferuji ucebnici ,Matematika pro
gymnéazia — Planimetrie®, ktera byla poprvé vydana jiz v roce 1993, a mezi mate-
rialy pro dalsi p¥ipravu zakd se objevuje seridlova publikace edice ,,Skola mladych
matematiki“ z druhé poloviny 20. stoleti.

Z rozbori jednotlivych uc¢ebnic vyplynulo, ze ackoliv se vénuji dikazovym tloham
syntetické planimetrie fesitelnym deduktivnimi metodami v nezanedbatelné mire,
zasadné v nich chybi didakticko-metodické vedeni. Uvedené dikazy a dikazové tlohy
tak slouzi predevsim k zatazeni a propojeni uciva do celku. Jejich podptrné role
v pripraveé zaki na soutézni dikazové tilohy Matematické olympiady tedy nemize
byt plné rozvinuta. Analyza dalSich podpurnych texti prokazala, ze ani v nich neni
didakticko-metodicky pristup uspokojivy.

Tento vyzkum odhalil slabé misto v moznostech pripravy zaki na dikazové tlohy
syntetické planimetrie, konkrétné v pripravé na Matematickou olympiadu. Materidly,
které jsou zde vyuzivany, nemohou zaky vést k systematické a metodické pripravé na
uvedeny druh tloh, jak tomu je v jinych oblastech.

ITermin dspésnd skola se v této praci vztahoval pouze k Gspésnosti skoly v soutézi Matematicks
olympidda v Ceské republice.



2 Didaktické aspekty volby vhodné metodologie

V literature vénované metodologii Teseni planimetrickych dikazovych tloh se lze
setkat s clenénim metod podle pouzitych prostredki, naptiklad metody opirajici se
o vyuziti stejnolehlosti, metody vyuzivajici rovnobéznych primek, metody vyhledavani
shodnych dhla atp. Z didaktického hlediska se vsak toto rozdéleni muze jevit jako
nevhodné. Je to dano tim ze k tomu, aby takto usporadané rozdéleni bylo zaku
napomocné pii feSeni neznamé tlohy, by zak musel v prvnim kroku volit prostiedek,
jimz by chtél tlohu fesit. Poté by mu toto rozdéleni poskytlo piehled moznych
postuptl vyuzivajicich zvoleny prostiedek. Je ale zfejmé, zZe v bézné praxi zak-tesitel
takto nepostupuje. Uvahy 7kt vychazeji vétsinou z analogie dané povahou Fesené
ulohy. Pokud by zak mél k dispozici metody rozdélené podle tikolu obsazeném v tloze,
tedy cile, kterého ma zak v iloze dosahnout, dostalo by se mu prehledu vice ¢i méné
podobnych tloh a metod, jimiz tyto tlohy byly feseny. To by mu nejen mohlo
usnadnit orientaci v dané problematice, ale také na zakladé pravé analogie by mohl
volit vhodny postup a prostiedek ¢i vytvorit zcela novou metodu.

Tato tvaha vede k nutnosti provést nejprve zakladni rozclenéni tloh podle jejich
povahy neboli cile ¢i tkolu. Na toto rozdéleni pak navazuje systematicka tvorba
didakticky vhodné metodologie feseni diikazovych tloh syntetické planimetrie.

Zékladni rozdéleni diikazovych tloh syntetické planimetrie se opird o kategorizaci
provedenou J. Svrékem. Uvedend kategorizace rozdéluje tilohy do sedmi oblasti (typt)
podle stanoveného tikolu na tlohy, v nichz je cilem dokézat

a) shodnost tsecek,

o

shodnost thli,

¢) rovnobéznost primek,

o

kolinearitu bodﬁﬂ,

D

f
g

)

)

)

) kolmost primek,
)

) konkurentnost pf‘imekﬂ,
)

koncykli¢nost bodfﬂ

Toto rozdéleni ale nepokryva vsechny moznosti cilii diikazovych tloh. Nejen zZe vyse
uvedené kategorie 1ze kombinovat, ale také je mozné uvést dalsi typy uloh, v jejichz
feseni je nutno dokazat napriklad

h) podobnost trojuhelniki,

i) konkurentnost kruznid?

j) rovnost souctu délek tsecek.

2Body se nazyvaji kolinedrni, lezi-li na téze piimce.

3Piimky se nazyvaji konkurenteni, prochézeji-li tymz bodem.
4Body se nazyvaji koncyklické, lezi-li na téze kruznici.
5Kruznice se nazyvaji konkurentni, prochézeji-li tymz bodem.
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Avsak tlohy kategorii [h)| a [i)| 1ze Casto s uspéchem prevést na tlohy spadajici
do nékteré ze zakladnich kategorii a vyuzivat tak metody pro tuto kategorii urcené.
Naprtiklad tlohy o konkurentnosti kruznic lze prevést na tlohy o koncykli¢nost
vhodnych ¢tveric bodu (napf. 50. MO, A—P-3) a tlohy o podobnosti trojihelniki
jsou casto TeSeny vyuzitim dilkazu shodnosti thli. Déle Teseni tloh typu Eﬂ se
v literatufe opird o vypocetni metody (viz napt. 54. MO, A-P-5).

Vzhledem k uvedené specificnosti tloh typu |h) az Eﬂ a zaméreni této prace vychazi
dale uvedend metodologie pouze ze sedmi zédkladnich kategorii tloh.

Vzhledem k tomu, Ze prace je cilena na ceské zaky a jejich ucitele, je potreba
brat v potaz specifika ceského prostiedi. Jak jiz bylo uvedeno driive, etalonem
matematickych soutézi v Ceské republice je Matematické olympiada (MO), proto
by metodologie méla z tiloh MO vychézet. Ve vykladu metod a v ptikladech by tak
meély byt vyuzity formulace a symbolika tloh MO.

Déle by clenéni metod mélo akceptovat vyse uvedené rozdéleni tloh na zékladé
stanoveného tkolu v dané tloze. Tim bude zajisténa moznost vyuziti metodologie
v analogickych tuvahach zaki a také tim bude umoznéno zvyseni orientace zakl
v dané problematice, coz pro zaky-soutézici znamena zvyseni Sanci na tspéch.

Popis kazdé metody by se mél také zabyvat moznostmi formulace zadani ilohy
spadajici do dané kategorie. Jak jiz bylo uvedeno vyse, podstatou volby vhodné
metody je zatazeni ulohy do spravné kategorie. Klicovou roli v tomto zatazeni hraje
pochopeni zadani ulohy, coz se zaklada na pochopeni pouzitych formulaci, popripadé
se 1ze v nékterych pripadech divat na formulaci jako na jistou formu napoveédy.

V neposledni fadé je nutné zdiraznit postup vyuzivany ve vykladu obecné. Jedna
se nejprve o obecné shrnuti zakladnich principii, na kterych je zalozena popisovana
metoda, coz umozni zorientovat se 1épe v dané problematice. Nasledné by popiso-
vané postupy mély byt aplikovany na typové tlohy, v nichz jsou uvadéné postupy
konkretizovany. Pro upevnéni poznatki a pro pripadné zajemce o problematiku je
pak vhodné na zavér popisu kazdé metody prilozit nékolik nefesenych tloh.



3 Vybrana planimetricka tvrzeni

Tato cast disertacni prace obsahuje planimetrickd tvrzeni vybrand z oblasti
zakladnich tvrzeni stredoskolské planimetrie a také z oblasti nadstandardnich plani-
metrickych poznatkl s ohledem jejich efektivni vyuzitelnost v diikkazovych tilohach
syntetické planimetrie. Vzhledem k zaméteni této prace vsak vybrand nadstandardni
tvrzeni byla zvolena tak, Ze jsou uchopitelna i na Grovni standardni stfedoskolské
matematiky. Ke vSem vétam jsou uvedeny dukazy vyuzivajici metody syntetické
planimetrie s tim, ze dikazy nékterych tvrzeni je mozno pripadné pojmout také jako
ukazkové tlohy déle uvedenych metod.

Prace zahrnuje vybrand tvrzeni z nasledujicich oblasti:
— geometrie trojuhelnik a ¢tyruhelniki,
— geometrie kruznic,
— geometrickd zobrazeni,

— Cevova a Menelaova véta.

7 oblasti geometrie trojihelnika a ¢tyiihelnik byla zvolena tvrzeni:
— véta o stredni pricce lichobézniku,
— véta o ose uhlu.
V oblasti geometrie kruznic byla uvedeny:
— véty vyuzivajici Thaletovu kruznici,
— véta o obvodovém, stredovém a tsekovém thlu,
— véty o tétivovém ctyrihelniku.
V oblasti geometrickych zobrazeni se prace zabyvala nasledujcimi vétami:

— véta o koncykli¢nosti obrazli ortocentra trojuhelniku v osové soumérnosti podle

jeho stran,

— véta o skladani dvou netrivialnich otoceni.



4 Metody reseni

Vzhledem k zaméteni této prace vyuzivaji dale popisované metody reSeni prevazné
béznych stiedoskolskych poznatkii, se kterymi se zaci setkavaji ve vyuce. Nadto jsou
zde zarazeny také metody, které vyuzivaji nadstandardnich planimetrickych tvrzeni
(tj. vét, které nejsou zarazeny v bézné vyuce matematiky na sttednich skoldch, prestoze
jejich myslenky nepfesahuji droven poznatki stredoskolské matematiky). Popisované
metody vsak nejsou zalozeny pouze na tvrzenich vyse uvedenych standardnich c¢i
nadstandardnich vét, ale mnohdy také jejich dikazy jsou vyznamnymi zdroji riznych
postupti a inspiraci pro hlavni myslenku dikazu.

Rozdéleni diikazovych tloh syntetické planimetrie do sedmi elementarnich katego-
rii umoznuje systematicky rozdélit také metody feseni na zakladé zminéného tiidéni.
Aby bylo mozné metody prezentovat ve snadno uchopitelném a prehledném systému,
je nutné v jednotlivych kategoriich identifikovat tzv. zakladni dlohy a tzv. ndasobné
tlohy. Nasobnou tlohou je myslena tloha rozdélitelna na nékolik poduloh stejné kate-
gorie, jako je ptuivodni tloha. Zakladni tlohou je pak tloha v tomto smyslu nedélitelna.
Vzhledem k moznosti rozdéleni nasobnych tloh na podilohy se kategorizace metod
opira pravé o zakladni tlohy, fesenim nasobnych tloh pak je kompozice feseni jejich
podiloh. Metody Teseni zdkladnich tloh tak tvori kostru celé metodologie tfeseni
syntetickoplanimetrickych dukazovych tloh, na které lze budovat dalsi (a mnohdy
velmi specifické) postupy.

Metody Teseni tloh o shodnosti tisecek ¢i o shodnosti ihli se s ohledem na nasobné
ulohy mohou zamérit pouze na diikaz shodnosti dvojice uvedenych prvki. Shodnost
vice prvku (dsecek nebo uhli) 1ze nasledné dokazat rozlozenim ulohy na dukazy
shodnosti vhodné zvolenych dvojic (tzn. zédkladni tlohy). Obdobné lze postupovat
v pripadé dokazovani rovnobéznosti nebo kolmosti primek.

V pripadé teseni tloh, v nichz je tkolem dokazat kolinearitu bodi, je zakladni
ulohou dtikaz kolinearity t¥i bodi, neboli Ze jeden z bodt lezi na primce urcené zby-
vajicimi dvéma. Metody Teseni se tak budou zabyvat pouze problematikou kolinearity
t¥1 bodti, nebof nasobné tlohy lze rozlozit na tlohy o dikazu kolinearity vhodnych
trojic. Metody dokazovani konkurentnosti primek lze zcela analogicky redukovat na
metody dikazu konkurentnosti trojice primek.

Vzhledem k tomu, Ze libovolna kruznice je jednoznac¢né dana tremi body, lze
za zakladni tlohu o koncykli¢nosti bodi povazovat diikaz koncykli¢nosti ¢tyt bod.
Néasobné tlohy je mozné (stejné jako v predchozich ptipadech) délit na vhodné
podulohy.

Déale uvadéné metody poskytuji mozny navod k teSeni typovych zakladnich tiloh
v kazdé kategorii. Ukazkové tulohy nazorné ilustrujici konkrétni popisované metody
byly vybrany tak, aby svou rtznorodosti pokud mozno pokryvaly celou siti dané
kategorie.
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Tato kapitola obsahuje metody a priklady feseni dikazovych tloh z néasledujicich
oblasti:

1. Diikaz shodnosti dvojice tisecek

(a) Vyuziti shodnosti trojihelnikt
(b) Vyuziti vlastnosti rovnoramennych trojihelniki

(¢) Kombinace metrickych a polohovych vlastnosti nékterych zakladnich
rovinnych tutvar

(d) Vyuziti shodnych zobrazeni
2. Dtikaz shodnosti dvojice tithla

(a) Vyuziti vhodnych trojihelniku

(b) Vyuziti thlu prislusnych k oblouku kruznice
3. Diikaz rovnobéznosti dvojice primek

(a) Vyuziti uhla vytatych prickou

(b) Vyuziti nékterych vlastnosti dalsich rovinnych dtvart
4. Dukaz kolmosti dvojice primek

(a) Vyjadreni uvazovaného thlu pomoci vhodnych diléich dhla
(b) Vyuziti vybranych rovinnych ttvara
(¢) Vyuziti vlastnosti pricky rovnobézek

(d) Vyuziti vlastnosti geometrickych zobrazeni
5. Ditikaz kolinearity trojice bodu

a) Dikaz existence primého ¢i nulového thlu

(a)
(b) Vyuziti vhodného bodu na pfimce
(¢) Vyuziti geometrickych zobrazeni

(d) Menelaova véta
6. Diikaz konkurentnosti trojice primek

a) Dukaz existence primého thlu

(a)
(b) Vyuziti pruseciki dvojic primek
(¢) Vyuziti polohovych vlastnosti v geometrii trojihelniku

(d) Vyuziti Cevovy véty
7. Diikaz koncykli¢nosti ¢tyr bodi

(a) Vyuziti vlastnosti obvodovych thla

(b) Vyuziti mocnosti bodu ke kruznici
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Zaveér

Cilem disertacni prace bylo analyzovat podobu v soucasnosti vyuzivanych ma-
teriali ve vyuce syntetické planimetrie se zamérenim na diikazové ulohy tesitelné
deduktivnimi metodami. Ze zavéra této analyzy vyplynula potfeba zpracovat didak-
ticky vhodnéjsi metodologii feSeni 1iloh uvedeného typu. Systematické usporadani
metod navrzené v této praci poskytuje nejen uceleny prehled zakladnich postupu a
metod, ale také ukazuje uvedené metody na praktickych ukazkach a dava k dispozici
rovnéz neresené ulohy k dalsimu procvic¢eni. Takto usporadané metody a postupy
mohou efektivné vyuzivat jak zaci Tesici tlohy matematickych soutézi, zejména
Matematické olympiady, tak ucitelé a na jejich zakladé mohou vytvaret dalsi a
sofistikovanéjsi metody.

Kapitola vénovana vlastni metodologii byla zpracovana tak, aby mohla poslouzit
jako samostatny material uréeny v pripravé zaki na matematické soutéze. Struktura
této kapitoly, zaloZzena na kategorizaci metod odvozené z kategorizace dikazovych
uloh, umoznuje vyuziti této ¢asti jako ,kucharky pro zacatecniky“. Jinak receno
tuto ¢ast mohou s tispéchem vyuzivat zaci, kteri s ditkazovymi tilohami syntetické
planimetrie nemaji mnoho zkusenosti a v této problematice se pftilis neorientuji.
Zkusenéjsim tesitelim nabizi tato ¢ast moznost upevnit si své poznatky, popripadé
se dale zdokonalovat na predkladanych neresenych tlohach. Neni ambici predlozené
prace vytvorit vycerpavajici systém metod. Uvadéné metody jsou zakladni a jejich
zatazeni do prace odpovida také ¢etnosti jejich vyuzivani v literature.

Vysledky této prace mohou ddale vyuzivat ucitelé strednich skol jako metodicky
material a pripadné také studenti vysokych skol ve své pripravé v oblasti elementarni
matematiky.

Diléi myslenky a zévéry této prace byly pribézné prezentovany na XXIII. Cesko-
Polsko-Slovenské matematické konferenci v Novém Ji¢iné (10. ¢ervna 2016), Semi-
narich z didaktiky matematiky a elementarni matematiky na Katedie algebry a
geometrie University Palackého v Olomouci (10. listopadu 2015, 18. dubna 2017).
Déle byly vybrané ¢asti publikovany v ¢asopise Matematika-Fyzika-Informatika a
dale v casopise Journal of Advances in Mathematic. Rovnéz jedna autorska tloha
byla zafazena jako soutézni tiloha skolniho kola kategorie C 70. rocniku Matematické
olympiady.

Prestoze tato prace nabizi uceleny prehled zakladnich deduktivnich metod feseni
diikazovych tloh syntetické planimetrie, je mozné vysledky této prace dale rozsitovat.
Nejedna se pouze o doplnéni dalsich témat a metod, ale celou uvedenou metodologii 1ze
vyznamné obohatit vyzkumem v oblasti rozbori v diukazovych tlohach. Problematika
rozbort, jakozto soucésti reseni diikazovych tloh, mize byt vyznamnym didaktickym
prvkem ve vyuce matematiky na stfednich skoldch (Cemuz odpovida autorova vlastni
zkusSenost) a vhodné uchopeni této problematiky miuze vyrazné pomoci ve vykladu
této (mnohdy obtizné) oblasti.

12



Pouzita literatura a zdroje

ANDREESCU, T., ROLINEK, M., TKADLEC, J.: 106 Geometry Problems
from the AwesomeMath Summer Program. XYZ Press, 2013.

ANDREESCU, T., ROLINEK, M., TKADLEC, J.: 107 Geometry Problems
from the AwesomeMath Year-round Program. XYZ Press, 2013.

BENDA, P., SKALA, J., DANKOVA, B.: Sbirka maturitnich piikladi z mate-
matiky. Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha, 1971.

BOCEK, L., KOCANDRLE, M., SEKANINA, M., SEDIVY, J.: Geometrie II.
Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha, 1988.

CALDA, E.: Sbirka resengjch uloh: stredoskolskd matematika pod mikroskopem.
Prometheus, Praha, 2006.

DI PASQUALE, A., DO, N., MATHEWS, D.: Problem Solving Tactics: Lessons
from the Australian Mathematical Olympiad Committee Training Program.
AMT Publishing, 2014.

GARDINER, A. D., BRADLEY, C. J.: Plane Euclidean Geometry: Theory
and Problems. United Kingdom Mathematics Trust, Leeds, 2012.

GERETSCHLAGER, R., KALINOWSKI, J., SVRCEK, J.: A Central European
Olympiad: The Mathematical Duel. World Scientific Publishing Company, 2017.

HERMAN, J., KUCERA, R., SIMSA, J.: Metody Teseni matematickyjch loh
I1. Masarykova univerzita, Brno, 2004.

HERMAN, J., KUCERA, R., SIMSA, J.: Metody reseni matematickijch tiloh I.

Masarykova univerzita, Brno, 2011.

HOO, H. K., MENG, K. K.: On Menelaus’ Theorem. Mathematical Medley.
1996, ro¢. 23, ¢. 2, s. 71-76.

JOBBINGS, A.: A Problem Solver’s Handbook: A Guide to Intermediate Mathe-
matical Olympiads. United Kingdom Mathematics Trust, Leeds, 2013.

KODETOVA, M.: Sbirka tloh z planimetrie. 2010. Bakaldiska prace. Masary-
kova univerzita, Prirodovédecka fakulta, Brno. Vedouci prace M. BULANT.

LIDSKIJ, V. B.: Ulohy z elementdrni matematiky. Statni pedagogické naklada-
telstvi, Praha, 1965.

MACKOVA, P.: Planimetrické vipocty v prikladech. 2018. Bakalaisks prace.
Masarykova univerzita, Pifrodovédecks fakulta, Brno. Vedouci prace J. SIMSA.

Matematickd olympidda. Brno: Masarykova univerzita, 2020. Dostupné také z:
http://www.matematickaolympiada.cz.

MAXWELL, E. A.: Deductive Geometry. Macmillan, 1962.

MONK, D.: New Problems in Fuclidean Geometry. United Kingdom Mathe-
matics Trust, Leeds, 2009.

13


http://www.matematickaolympiada.cz

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[30]

[31]

[32]

[33]

MUCKOVA, M.: Sbirka planimetrickych dloh tesengch pomoct shodnosti. 2016.
Bakalarska prace. Masarykova univerzita, Prirodovédecka fakulta, Brno. Ve-
douci préce J. JANYSKA.

Nazvy a znacky skolské matematiky. Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha,
1988.

OLSAK, M., TKADLEC, J.: Geometrické zobrazeni. Matematicky korespon-
dencni semindr. 2011/2012, roc. 31.

PARKER, T.: Elementary geometry for teachers. Sefton-Ash Publishing, Oke-
mos, 2008.

PAVLIK, T.: Cévova a Menelaova véta. In: Shornik soustiedéni Domaslav 2010.
Matematicky korespondencni seminaf, Domaslav, 2010, s. 34-37.

PETAKOVA, J.: Matematika - priprava k maturité a k prijimacim zkouskdm
na vysoké skoly. Prometheus, Praha, 1998.

POLYA, G.: Jak to fesit?: prekvapivé aspekty (nejen) matematickyjch metod.
MatfyzPress, Praha, 2016.

POMPE, W.: Wokét obrotow: przewodnik po geometrii elementarnej. Wydaw-
nictwo Szkolne Omega, 2016.

POMYKALOVA, E.: Matematika pro gymndzia: planimetrie. Prometheus,
Praha, 2000.

POSPISILOVA, H.: Sbirka dloh z planimetrie. 2010. Bakalafska prace. Masa-
rykova univerzita, Prirodovédecka fakulta, Brno. Vedouci prace M. BULANT.

Rocenka matematické olympidady na strednich skolach. Statni pedagogické na-
kladatelstvi, Praha, 1952-.

SMIDA, J., SEDIVY, J.: Sbirka dloh z matematiky pro 1. rocnik gymndzii.
Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha, 1985.

STEFANOWICYZ, A.: Proofs and Mathematical Reasoning. University of Bir-
mingham, 2014.

Skola mladijch matematiki. Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha, 1961-
1988.

SVRCEK, J.: Jak provadét ditkazy v planimetrii. In: Dva dny s didaktikou
matematiky 2012: sbornik prispevki, Praha, Univerzita Karlova v Praze 16. -
17. 2. 2012. Univerzita Karlova, Pedagogicka fakulta, Praha, 2012, s. 58-62.

SVRCEK, J.: Gradované retézce tiloh v prici s matematickymi talenty. Univer-
zita Palackého v Olomouci, Olomouc, 2014.

SVRCEK, J., CALABEK, P.: Sbirka netradicnich matematickijch iloh. Prome-
theus, Praha, 2007.

SVRCEK, J., VANZURA, J.: Geometrie trojihelnika. SNTL - Nakladatelstvi
technické literatury, Praha, 1988.

SVRCEK, J., ZLAMAL, V.: Ctyfi body na kruznici. MFI. 2015, ro¢. 24, &. 5.

14



[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

TABOV, J. B., TAYLOR, P. J.: Methods of Problem Solving Book 1. Australian
Mathematics Trust, 1996.

TABOV, J. B., TAYLOR, P. J.: Methods of Problem Solving Book 2. Australian
Mathematics Trust, 1996.

TABOV, J. B., TAYLOR, P. J., KOLEV, E. M.: Methods of Problem Solving
Book 3. Australian Mathematics Trust, 2019.

THIELE, R.: Matematické dukazy. Statni nakladatelstvi technické literatury,
Praha, 1985.

TRIGG, C. W.: Mathematical Quickies: 270 Stimulating Problems with Soluti-
ons. Dover Publications, 1985.

VENEMA, G. A.: Applications of the Theorem of Menelaus. In: Ezploring
Advanced Fuclidean Geometry with GeoGebra. American Mathematical Society,
2013, s. 85-98.

VONDRA, J., GAZARKOVA, D., MELICHAROVA, S., VOKRINEK, R.,
KVETONOVA, M.: Matematika pro stiedni skoly. Didaktis, Brno, 2013.

VYSIN, J.: Metodika tesent matematickych uloh. Statni pedagogické naklada-
telstvi, Praha, 1972.

YIU, P.: Advanced Fuclidean Geometry. Department of Mathematics Florida
Atlantic University, 2016.

ZLAMAL, V.: O ditkazech konkurentnosti pfimek v roviné. MFIL 2018, ro¢. 27,
¢. 3.

ZLAMAL, V.: Possibilities of Preparing Pupils for Proof Problems of Synthetic
Plane Geometry Solvable by Deductive Methods. JOURNAL OF ADVANCES
IN MATHEMATICS. 2021, ro¢. 20, s. 440-448.

15



Prehled publikacni ¢innosti

1.

ZLAMAL, Vojtéch. Possibilities of Preparing Pupils for Proof Problems of
Synthetic Plane Geometry Solvable by Deductive Methods. JOURNAL OF
ADVANCES IN MATHEMATICS. 2021, 20, 440-448. ISSN 2347-1921. Do-
stupné z: doi:10.24297 /jam.v20i.9137

ZLAMAL, Vojtéch. O diitkazech konkurentnosti pfimek v roviné. Matematika-
fyzika-informatika. 2018, 27(3), 161-168. ISSN 1805-7705.

ONDRACKOVA, Ivana, Véclav SLOVAK, Jakub TLASKAL a Vojtéch ZLA-
MAL. Testy 2018 z matematiky pro zéky 9. t¥id ZS. 1. Brno: Didaktis, 2017.
Testy (Didaktis). ISBN 978-80-7358-277-7.

ZLAMAL, Vojtéch. On Three Concurent Lines. In: Book of Abstracts of the
23rd CPS Conference. Olomouc: Univerzita Palackého v Olomouci, 2016, s. 39.
ISBN 978-80-244-4972-2.

SVRCEK, Jaroslav a Vojtéch ZLAMAL. Ctyii body na kruZnici. Matematika-
fyzika-informatika. 2015, 24(5), 334-343. ISSN 1805-7705.

ZLAMAL, Vojtéch. Nekonetno v matematice na SS. In: Profesni piiprava
uciteli prirodovédnych predméti. Olomouc: Univerzita Palackého v Olomouci,
2013, s. 208-217. ISBN 978-80-244-3449-0.

16



Abstrakt

Disertacni prace se zabyva deduktivnimi metodami feseni ditkazovych tloh stfedo-
skolské syntetické planimetrie. Jsou zde sumarizovany, kategorizovany a zpracovany
poznatky z metodologie Teseni tloh uvedeného typu s dirazem na vyuzitelnost
v pripravé zaku stfednich skol na matematické soutéze (Matematickd olympidda,
Cesko-polsko-slovenské stfetnuti aj.). Vlastni text prace je rozdélen do étyi kapitol.

Prvni ¢ast prace se vénuje vyzkumu soucasného stavu moznosti pripravy zaku
na teSeni dikazovych tloh stfedoskolské planimetrie. Tento vyzkum analyzuje nejen
zpusoby a formy pripravy zaki na ilohy dané problematiky v matematickych souté-
zich, ale také ucebni texty dostupné zakim. Tato analyza uc¢ebnich textii je zamérena
na vyskyt metod a technik vyuziti zakladnich polohovych a metrickych poznatki
v diukazovych planimetrickych tlohach a na jejim zdkladé jsou zhodnoceny moznosti
pripravy zaki k feseni tiloh daného typu. Hlavnim cilem uvedené analyzy je zjistit
existenci vhodného uc¢ebniho textu, ktery by zakim stfednich skol nabidl moznost
komplexni pripravy v problematice diikazovych planimetrickych tloh.

Druhé c¢éast obsahuje rozbor didaktickych aspektid vyuzivani systému metod
reseni dikazovych tloh syntetické planimetrie. Uvedeny rozbor se zabyva zejména
moznostmi kategorizace tloh a naslednym prevodem této kategorizace do systematické
metodologie.

V tfeti ¢asti jsou uvedena vybrana planimetricka tvrzeni vyuzitelnd pri feseni
tloh dané problematiky. Tvrzeni jsou doplnéna dikazy vyuzivajicimi prostiedky
syntetické planimetrie s tim, ze tyto dikazy je mozno pojmout jako ukazkové tlohy
dale uvedenych metod.

Ctvrta ¢ast obsahuje zékladni metody feseni dfikazovych tloh dané problematiky,
pricemz je vyuzita kategorizace tloh popsana v druhé ¢asti této prace. Pro jednotlivé
kategorie tloh jsou uvedeny zakladni metody feseni. Kazda prezentovana metoda je
vysvétlena v obecné roviné a aplikovana na typovych tlohach. Uvedené kategorie
jsou nasledné doplnény sadami reSenych a nefesenych tloh. Celou ¢tvrtou c¢ast je
mozno vyuzit jako samostatny ucebni text pro priravu na reseni tloh matematickych
souteézi.

Klic¢ova slova

planimetrie, synteticka planimetrie, deduktivni metody, metody Teseni, dikazové
ulohy, matematicka soutéz, sttedni skola
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Abstract

The thesis deals with the deductive methods of proof problems solving in the field
of synthetic plane geometry at secondary schools. The dissertation is to summarise,
categorize and process the methodology findings of solving the above-mentioned
plane geometry problems aiming at practical application by secondary school pupils
in preparation for mathematical competitions (i.e. Mathematical Olympiad, Czech-
Polish-Slovak Mathematical Competition). The content of the thesis is divided into
four main chapters.

The first chapter explores the current state of possibilities of pupils’ preparation
for solving the above-mentioned problems. This research analyzes not only forms
and strategies but also available study materials. The focus of this analysis is the
presence of methods concerning usage of basic geometrical findings in plane geometry
proof problems on which is made regarding evaluation. The main objective is to find
the most accurate secondary school study material in terms of pupils’ preparation
for solving the above-mentioned problems.

The second part analyses different categorizations of problem-solving strategies
from the didactical point of view, establishes the most accurate categorization and
converts it into a systematic methodology.

The third chapter offers a set of plane geometry theorems that can be used for
solving the above-mentioned problems. In addition, the theorems are followed by
relevant proofs that can be considered as examples of the application of further
mentioned problem-solving methods.

The fourth part uses the established categorization to expose the basic methods
of solving plane geometry proof problems. Each category presents its elementary
methods. These methods are described and demonstrated in particular examples.
There is a set of solved and unsolved problems for each category, therefore the whole
part of the thesis can be used as an independent study material.

Keywords

plane geometry, synthetic plane geometry, deductive methods, methods of problem-
solving, proof problems, mathematical competition, secondary school
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