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Uvod

Tato prace pojednava o dynamickych modelech ekonomického rustu. Ekonomicky
rust je rust potencionalniho produktu, tedy produktu dosazeného pii plném vyuziti
vSech zdroju a dané technologii. V realném zivoté je mnohdy ekonomicky rust
ztotoznovan s rustem skutecného realného hrubého domaciho produktu. Ekonomicky
rust je dulezitym makroekonomickym ukazatelem, ktery odrazi vzestup zivotni tirov-
né. Je to téma zaméstnavajici mysl kazdého ekonoma. Cilem prace je seznamit
¢tenare se dvéma modely, které vyuzivaji diferencialni rovnice. Prvnim z nich je
Harroduv-Domaruv model, ktery je prvnim modelem moderni teorie rustu. Jedné
se 0 nejvyznamnéjsi model z obdobi pred prichodem neoklasického paradigmatu.
Druhym modelem je Solowuv-Swanuv neoklasicky model z roku 1956, jenz dodnes
predstavuje zakladni rdmec pro analyzu hospodéarského rustu. Je nutné si uvédomit,
7e 74dny model nenf v pravém smyslu ,realisticky“, nebot zachycuje pouze zlomek
vztahu realného svéta a od vétsiny abstrahuje. Smyslem modeli neni vérné kopirovat
realitu, ale pochopit ji. Jde o to, poznat jeji strukturu a pochopit vztahy mezi jejimi
prvky. Model je nepostradatelnou metodou poznani, je uzitecny, ponévadz umoziuje
predvidat.

Préace je rozdélena do dvou kapitol. Predpoklada znalost diferencidlniho a in-
tegralniho poctu a alespon zékladni znalosti z oblasti mikroekonomie a makroe-
konomie. Prvni kapitola mimo jiné vysvétluje pojem matematického modelovani a
dulezitost hospodarského rustu. Nejvétsi cast této kapitoly je vsak vénovana ne-
zbytné matematické teorii, jde predevsim o vybrané diferencialni rovnice 1. fadu a
jejich zpusob teseni. V druhé kapitole, ktera tvori hlavni ¢ast prace, jsou postupneé
rozebrany oba modely. Nejprve je vzdy pojednano o autorech modelu, déle jsou uve-
deny predpoklady modelu a jeho samotné odvozeni. Text je doplnény ptiblizujicimi

obrazky. Nakonec je uvedeno zavérecné zhodnoceni a porovnani.



Pivodnim zamérem bylo modelovéani v programu GNU Octave dle [9], to by vsak
bylo jiz nad ramec této prace. Mohlo by to ovSem byt vhodné téma napiiklad pro
diplomovou praci.

Tato préace je vysazena systémem IXTEX a obrazky jsou vytvofené pomoci pro-

gramu GeoGebra.



Kapitola 1

Z.akladni teorie

1.1 Matematické modelovani

Matematické modelovani je velmi rozsdhla oblast, ktera zahrnuje mnoho ruznych
disciplin. Kdyz si tento pojem rozebereme, termin matematicky vyvola predstavu,
ze bude pouzit matematicky aparat. Modelem nazyvame zjednoduSené zobrazeni
zkoumané skutecnosti (napfiklad ekonomického jevu) realizované k urcitému cili.
Zkoumanou skutecnost nazyvame originalem. Zkrdcené muzeme fici, ze model je

zjednodusenim reality.

Obrazek 1.1: Model jako zjednoduseni reality

Modelovdani je tcelové zobrazeni vySettovanych vlastnosti originalu pomoci vhod-
né zvolenych vlastnosti modelu. Jde o reprodukei vybranych vlastnosti studovaného
objektu na modelu, tj. analogickém objektu, ktery simuluje chovani a vlastnosti ori-
ginalu. Jednim z motivi pro pouzivani modelovéani je to, ze model umozinuje inter-
pretovat nékteré teorie a tvori tak jakysi spojovaci ¢lanek mezi teorii a skutec¢nosti.

[7]
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Protoze zddnou realitu neni mozné popsat do nejmensich detailu, je nutné zabyvat
se pouze dulezitymi ¢astmi. Pti vytvareni modelu se musi dbat hlavné na to, abychom
model nezjednodusili moc, nebo naopak malo. V prvnim ptipadé, pokud model
hodné zjednodusime, bude zkresleny a ziskané vysledky budou nerealné az nesmy-
sIné. V druhém pripadé, pokud se budeme snazit o co nejlepsi zachyceni skuteénosti,
ziskdame kvalitni model, ale jeho analyza bude neproveditelnd a vysledky nedosazi-
telné. Je nutné najit urcity kompromis mezi vérnou kopii skutecénosti a snadnou
resitelnosti ulohy, vyjadiené danym modelem. [4]

Matematické modelovani v ekonomii ndam slouzi k tomu, abychom zpravidla
slozity ekonomicky problém prevedli do ,matematické fec¢i a velmi ¢asto dojdeme
k tomu, ze problém jiz neni tak slozity. Tedy slozity ekonomicky problém vyfesime
pomoci jednoduchého matematického. Toto samoziejmé plati i pro vSechny dalsi

obory, kde muzeme matematiku pouzit (biologie, fyzika atd.).

Matematické modelovani v ekonomii ma nékolik ¢asti:
1. Definice problému

2. Ekonomicky model

3. Matematicky model

4. Reseni matematického modelu (fesenf tilohy)

5. Ekonomicka interpretace

Modely muzeme tfidit riznymi zptusoby. Jednou z moznosti je tiidéni z hlediska

formalné konstruktivniho

e modely matematické - modely vytvorené pomoci matematickych vyrazovych

prostiedku
e modely schematické - vSechny nematematické modely

Matematické modely muzeme jesté rozdélit podle ruznych kritérii. Jednim z kritérif
je napiiklad ¢asové hledisko. To znamena, jestli se ekonomicka veli¢ina muze ménit
v case. Tedy zaradime-li ¢asové hledisko do modelu, pak mluvime o modelech dyna-

mackyjch. Jestlize se ekonomicka veli¢ina v ¢ase neméni, to znamend, ze ¢as v modelu
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vubec neuvazujeme, pak se jednd o staticky model. Dalsim kritériem muze byt cha-
rakter veli¢in. Podle tohoto kritéria délime modely na deterministické a stochastické.
V deterministickych modelech jsou prvky zkoumané veli¢iny a vztahy mezi nimi
pevné dany. U stochastickych modelu je to presné naopak, veli¢iny maji ndhodny
charakter. My se budeme vénovat deterministickym dynamickym modelum, které se
dale déli na spojité a diskrétni. Spojité modely, jak uz nazev napovida, pracuji se spo-
jitymi veli¢cinami a diskrétni modely s diskrétnimi velicinami. Laicky feceno spojity
cas je Cas, ktery se méni plynule. Naopak diskrétnost ¢asu znamena, ze ¢as se méni
ve skocich. Vysetfovani deterministickych modelt byva mnohem jednodussi. Lze
je snaze analyzovat a numericky vypocitat a s experimentalnimi daty se v mnoha
piipadech shoduji. Spojité deterministické modely maji mnohdy podobu systému
diferencialnich rovnic. Nékdy je uzitecné matematické modely jesté rozliSovat na
explikativni, zalozené na jasnych (pozorovatelnych a kvantifikovatelnych) pojmech a
demonstrativni, obsahujici parametry, které nemaji interpretovatelny vyznam. Ty-
pickym ptikladem demonstrativniho modelu je vyrovnavani experimentédlnich dat
néjakou regresni funkei. [7]

Ekonomické modely lze délit podle druhu ¢i velikosti systému, ktery popisuji.
Rozlisujeme modely mikroekonomické a makroekonomické. Mikroekonomické mo-
dely se tykaji podnikii, individudlnich trhu vyrobkt a sluzeb, spotiebitelii, domécnos-
ti apod. Makroekonomické modely slouzi hlavné k analyze vyvoje celého narodniho
hospodaistvi. Nékdy se jesté navic rozlisuji tzv. mezomodely, které se pouzivaji napf.

k analyze konkrétnich odvétvi narodniho hospodarstvi. [4]

1.2 Diferencialni rovnice 1. radu

Nyni si uvedeme potiebnou matematickou teorii, kterou budeme v praci pouzivat.
Jednd se hlavné o diferencialni rovnice prvniho fadu. Teorie diferencidlnich rovnic
byla ¢erpéna prevazné z knizky [8].

Nejprve si musime tici, jak budeme v této praci znacit derivaci funkce. Jednim ze
zpusobu je pouziti znaku ,,/“. Napt. f’'(z) tedy znaci derivaci podle proménné funkce.
df(x

dz

Totéz muzeme zapsat i takto ). Jestlize se jedna o funkci vice proménnych,

musime upfresnit, podle které proménné funkce derivujeme. Mluvime o tzv. parcial-
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nich derivacich. Pokud derivujeme funkci F'(x,y) podle = zapiseme to %ﬁ’y). Deri-
vaci proménné podle ¢asu budeme vzdy znacit teckou nad proménnou, kterou podle

casu derivujeme, tedy napf. F.

1.2.1 Zakladni pojmy

Bud G podmnozina euklidovského prostoru R? a f redlna funkce definovand na G.

Rovnice

d

v = f), = (11)

se nazyva diferencialni rovnice 1. rddu. ReSenim této rovnice se rozumi funkce y,

ktera je diferencovatelna v néjakém intervalu J a spliuje podminky
[z,y(x)] € G a y(x)= f(z,y(x)) prokazdéz € J

Jedna diferencidlni rovnice muze mit nekonecné mnoho feSeni.
Bud [, o] libovolny bod v G. Uloha uréit feseni rovnice (1.1), které spliiuje
pocdtecni podminku

y(zo) = vo (1.2)

se nazyva pocdtecni iloha (pocdtecni problém). Muze se stét, ze dany pocdteéni
problém nema reseni nebo ma reseni vice.

Nastane-li takova situace, ze existuje feseni y poc¢atecniho problému (1.1), (1.2),
které neni ztzenim zadného jiného fesSeni, nazyva se y uplné reseni. Existuje-li iplné
feseni poc¢atecniho problému (1.1), (1.2) takové, ze kazdé jiné reseni tohoto problému
je jeho zizenim, budeme strucné fikat, ze dany problém mé pravé jedno feSeni.

Obecnyym tesenim rovnice (1.1) budeme rozumeét funkei zévisejici na jednom pa-
rametru C' takovou, ze specidlni volbou C' lze ziskat feSeni kazdého pocatecniho

problému (1.1), (1.2).

Geometricka interpretace rovnice 1. fadu

Diferenciélni rovnice (1.1) piitazuje kazdému bodu [z,y] definiéniho oboru G
funkce f pravé jednu hodnotu y'(z), kde y'(x) chapeme jako smérnici piimky pro-
chazejici bodem [z,y]. Tuto pfimku nazyvame linedrni element. Mnozina vsech

linearnich elementt je smérové pole dané rovnice. Smérové pole poskytuje predstavu
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o prubéhu feseni rovnice (1.1). Graf feseni y nazyvame integrdlni krivka y. Kon-
strukci smérového pole ¢asto usnadni nalezeni kiivek, vrstevnic funkce f, v jejichz
bodech maji linearni elementy tentyz smér. Takové kiivky se nazyvaji izokliny. Jsou

urceny rovnici

1.2.2 Typy diferencialnich rovnic 1. radu

Nyni se podivame na nékteré typy jednotlivych diferencialnich rovnic 1. fadu. Kon-

krétné se budeme zabyvat témito typy:
1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi: y' = f(z)g(y)
2. Linearni diferencidlni rovnice: ¢ = a(z)y + b(x)

3. Bernoulliova rovnice: ¢y = a(z)y + b(z)y"

Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi y' = f(x)g(y)

Pomocna véta 1. Necht f € C%a,b), g € C%(c,d) a g(y) # 0 pro kazdé y € (c,d).

Pak je funkce y resenim pocdtecniho problému

y = f(x)9(y), ylzo=1wo), xo€ (a,b), yo€ (c,d) (1.3)

na wntervalu I pravé tehdy, kdyz

y(@)  q¢ x
/yo pos /xo f(s)ds pro kazdéx € I. (1.4)
Rovnice
y' = f(2)g(y)

se nazyva rovnice se separovanymi proménnymi. Jeji fesitelnost zarucuje nasledujici

veéta.

Véta 1. Necht f € C%a,b), g € C%c,d), g(y) # 0. Pak md pocdtecni problém
(1.3) prdvé jedno reSent, které je urceno implicitné vzorcem (1.4). Toto Teseni je

definovdno na kazdém intervalu J C (a,b) takovém, Ze zo € J a

14



A x A
ds ds
inf / —</ f(s)ds < sup / —, €
reled) Jyo 9(5)  Jay re(ed) Jyo 9(5)
Nésledujici dvé véty zarucuji fesitelnost rovnice se separovanymi proménnymi,

jestlize je funkce g spojita na intervalu uzavieném zprava ¢i zleva.

Véta 2. Necht f € C%a,b), g€ C%c,d), g(y) # 0 proy € (c,d), g(d) =0. Necht

[

Pak md pocdtecnd problém (1.3) pro kazdé xq € (a,b), yo € (c,d) prdavé jedno resent.

lim =
A—d—

Véta 3. Necht f € C°a,b), g€ C%c,d), g(y) # 0 proy € (¢,d), g(c) =0. Necht

[

Pak ma poédtecni problém (1.3) pro kazdé xy € (a,b), yo € (¢, d) prdvé jedno tesent.

lim =
A—ct

Nyni si uvedeme jednoduché kritérium, které nam umozni poznat, kdy lze rovnici

y' = flx,y) (1.5)

upravit na rovnici se separovanymi proménnymi.

Véta 4. Bud G konvexni oblast v R?, f : G — R funkce, kterd md v G spo-
jJité parcidlni derivace do druhého tdadu véetné a f(x,y) # 0. Nutnd a dostatecnd
podminka pro to, aby rovnice (1.5) bylo mozné upravit na rovnici se separovangmi

promeénnymi je, aby

g,
fey) Py
D := det of 82?{}0 =0 pro kazdé [z,y] € G.

8$(w,y) &an(x’y)

Linearni diferenciilni rovnice ¢y = a(z)y + b(x)
Predpokladejme, ze funkce a, b jsou spojité v intervalu I = («, 8) a bud zq € I.
Transformujme rovnici
Y = alw)y + b(z) (1.6)
substituci

y=mu exp/ a(s) ds.

o
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Obdrzime

(u' + a(x)u) exp /x a(s) ds = a(x)uexp /x a(s) ds + b(x),

zo zo

W = b(z) exp (— / a(s) ds) |

Resenfm této rovnice spliujici poc¢atecni podminku u(z¢) = vo, yo € R, je funkce

u(z) = / b(s) exp (—/ a(t) dt) ds + .
x0 o
Proto je funkce

y(z) = exp/x:a(s) ds V b(s) exp (— /x:a(t) dt) ds+y0]

feSenim pocatecniho problému y' = a(x)y + b(z), y(zo) = yo pro viechna z € 1.

takze

Bernoulliova rovnice 3y = a(z)y + b(z)y"

Linearni diferencialni rovnice je zvlastnim piipadem rovnice Bernoulliovy

/

y =a(x)y+blx)y", rekR. (1.7)

Nadale budeme opét predpoklddat, ze funkce a, b jsou spojité v intervalu I = («, 3)

a ze b(z) # 0. Pro r = 0 nebo r = 1 je rovnice (1.7) linedrni. Ukazeme, ze i pro

r # 0 ar # 1 Ize rovnici prevést na rovnici linearni.

Vskutku, jednoduchou tpravou rovnice (1.7), vyndsobenim ¢lenem y~", obdrzime

Yy~ =a(x)y'" + b(x).

Nyni podle pravidel derivovéni' upravime na tvar

1
1—7r

(y' ™) = al2)y'™" +b(z).
Polozime-li u = y'~", je v’ = (1 — r)y "y a dostaneme rovnici
u = (1—r)alx)u+ (1 —r)b(z),

a to je rovnice linearni.

r—1,/

Ly") = ry"~ 'y, v nasem pifpadé tedy (y'=") = (1 —r)y~"y/ resp.ﬁ(ylﬂ')’ Ty’

=Yy
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1.2.3 Stabilita

Definice 1. (Ljapunov) Reseni z, rovnice 2’ = f(t,z) se nazyva ljapunovsky stabilni
(strucnéji stabilni), kdyz ke kazdému € > 0 a t; > ty existuje 0 = d(e,t1) > 0 tak, ze
kazdé teseni x rovnice 2’ = f(t,z) vyhovujici podmince |z(t;) — zo(t1)| < J existuje
pro t > t; a spliiuje pro tato t nerovnost |z(t) — x¢(t)| < €; neni-li feseni z stabilni,

nazyva se nestabilni.

Definice 2. (Persidskij) Reseni ¢ rovnice ' = f(t,z) se nazyvé stejnomérné sta-
bilni, kdyz ke kazdému € > 0 existuje § = d(¢) > 0 tak, ze pro kazdé t; > ¢, vSechna
feseni = rovnice z’ = f(t,z) spliujici podminku |z(t;) — xo(t1)] < ¢ existuji pro

vSechna t > ¢; a spliluji pro né nerovnost |z(t) — zo(t)| < €.

Rozdil mezi témito definicemi je v tom, ze v definici 2 se oproti definici 1 vyzaduje

nezavislost ¢isla § na vybéru ¢éisla ¢ > .

Definice 3. (Ljapunov) Resenf xo rovnice ' = f(t,z) se nazyva asymptoticky sta-
bilni, kdyz je stabilni a kdyz ke kazdému t; > ty existuje § = 0(t1) > 0 tak, ze pro
kazdé Feseni x rovnice =’ = f(t, z) spliujici nerovnost |z(t;) — xo(t)| < 0 plati

lim |x(t) — zo(t)| = 0.

t—o00

1.3 Hospodarsky riust

Ekonomové, kteri se zabyvaji hospodarskym rustem, mnohdy tvrdi, ze dlouhodoby
rust vystupu na hlavu je jedinym skuteéné dulezitym makroekonomickym ukazate-
lem. I kdyz je to velké zjednoduseni, je pravda, ze rozdily v dlouhodobych tempech
hospodaiského rustu maji oproti dopadu obvyklych hospodéarskych fluktuaci mno-
honasobné vyssi dopad na zivotni troven jednotlivei. Rozsah hospodérskych fluk-
tuaci je obvykle v fadu nékolika procent hrubého doméciho produktu, takze se ekono-
micka situace v nejlepsim pripadé muze zlepsit v rozsahu nékolika procent HDP vli-
vem kratkodobé stabiliza¢ni politiky. Pokud se ale dlouhodobé podaii zvysit tempo
hospodarského rustu tieba i o pouhy jeden procentni bod, v ekonomice to muze zna-
menat radovy rozdil v dosahovanych trovnich blahobytu. Pro dokresleni uvedeme

pifklad od Mgr. Martina Cihdka a Mgr. Toméase Holuba z [3]. Pokud HDP ekonomiky
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roste ro¢nim tempem 2 procenta, v horizontu jednoho stoleti se zvysi na zhruba sed-
mindsobek, coZ nezni jako Spatny vysledek. Avsak ekonomika rostouci o pouhy jeden
procentni bod roéné rychleji dokdzZe sviuj vystup za tutéz dobu zdvacetindsobit, takze
skonci s témer trojndsobnym HDP neZ ekonomika pruni. 7 dlouhodobého hlediska
muze trvale udrzovany rozdil pouhého jednoho procentniho bodu znamenat rozdil
mezi blahobytem a mizérii. V hospodaiské vykonnosti jsou skutecné rozdily jesté
pusobivéjsi nez tento priklad. Rozdil mezi blahobytem a mizérii vznikd mnohem
rychleji, nez je zde naznaceno. Knizka, ze které byl priklad, uvadi, ze v nékterych
zemich to muze byt béhem pouhé jedné lidské generace. Studium toho, jak muze
hospodaiska politika ovlivnit dlouhodobé tempo rustu hospodarského vystupu, mé
velky vyznam. [3]

V rdmci déjin ekonomického mysleni ma teorie hospodéarského ristu pevné misto
abohatou tradici. Toto téma se objevovalo i v klasickych dilech Adama Smithe (,,Po-
jedndn{ o podstaté a ptivodu bohatstvi ndrodu“?, 1776), Thomase Robert Malthuse
(,Esej o principu populace“?, 1799) ¢ Davida Ricarda (,,Zdsady politické ekonomie
a zdanén{“*) 1817). Za bezprostifedniho predchiidce moderni teorie hospodaiského
rustu je povazovan Harroduv-Domaruv model, kterému se budeme vénovat jako
prvnimu. Vsechny modely jsou vystavéné na zjednodusujicich a zevSeobecnujicich
predpokladech, diky kterym je dovolena samotna konstrukce, ale zaroven je odkloni
od reality. Jak uz jsme uvedli, realitu je témér nemozné tuplné popsat. Zakladnim
zjednodusenim, které budeme v praci vyuzivat, je uzavienost ekonomiky, tzn. uva-
zujeme ekonomiku, ktera neobchoduje se zahrani¢im, je plné sobéstaéna a izoluje se

od vnéjsiho svéta.

2An Inquiry into the Nature and Causes of the Wealth of Nations, zkriceny nazev Wealth of
Nations ¢esky ,Bohatstvi ndrodu“, zdroj hospodaiského rustu vidél A. Smith v délbé prace a ve

svobodné trzni sméné
3T. R. Malthus hledal souvislosti mezi hospodaiskym riistem a populaénim ristem
4D. Ricardo rozvijel teorii stagnace a piedvidal, ze hospodéisky riist se nakonec zastavi
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Kapitola 2

Modely ekonomického rustu

2.1 Harroduv-Domaruv model

Roy Forbes Harrod byl britsky ekonom, ktery zil v letech 1900 az 1978. Vystudoval
ekonomii na Oxfordské univerzité, kde ji poté od roku 1922 vyucoval a v roce 1952 byl
jmenovan jejim mimoiadnym profesorem. Specializoval se na mezinarodni ekonomii.
Vyznamné prispél k rozvoji teorie nedokonalé konkurence, teorie mezinarodniho
obchodu a predevsim teorie ekonomického rustu, ¢emuz se budeme v této praci
vénovat. Mimo jiné byl Harrod redaktorem ¢asopisu Economic Journal.

Evsey David Domar byl americky ekonom polského puvodu, ktery zil v letech
1914 az 1997. Byl zastance ekonometrické metody hospodaiské analyzy a zabyval
se otazkami hospodarského rustu a jeho temp. Oba tito ekonomové se pokouseli o
dynamizaci Keynesovy teorie. Keynesova Obecna teorie je prevazné teorii kratkého
obdobi.

Harroduv-Domaruv model je sou¢asti teoretického proudu, ktery zkouma ekono-
micky rust z pohledu poptavky a meziregiondlniho obchodu. Poptavkoveé orientované
modely stavi na predpokladu, ze vyrobni faktory jsou determinovany poptavkou po
statcich, a proto poptavkova omezeni ekonomického rustu prijdou na radu dfive, nez
dojde k vycerpani volnych vyrobnich faktoru a nabidkovému omezeni ekonomiky.

Nyni si definujeme agregatni poptavku. Agregatni poptavka vyjadfuje ruzna
mnozstvi statku a sluzeb (redlného produktu), ktera chtéji spotiebitelé, firmy, vlada
a zahrani¢ni zadkaznici koupit pfi ruznych cenovych hladindch. V ekonomice se ptijmy

rovnaji vydajum, kazda vydand jednotka je nékoho prijmem, tedy agregatni poptavka
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se rovna celkové produkci (Y), HDP. Matematicky je agregatni poptavka (AD)
soucet spotiebnich vydaju domdacnosti (C'), investiénich vydaju firem (), vladnich
nakupu statki a sluzeb (G) a ¢istého exportu (X). Jelikoz se pohybujeme v uzaviené
ekonomice, tak X = 0. Vladni vydaje rovnéz zanedbame, G = 0. Domécnosti bud
spotiebovavaji, nebo spori. Nejvétsi vliv ze slozek poptavky na ekonomicky rust maji
investice, které zabezpecuji firmy. Podle keynesovské teorie se musi investice (1) rov-
nat usporam (5) v ekonomice. Kazd4a jednotka usporend domécnosti, je obsazena v
investicich. Plati tedy:

AD=C+1=Y. (2.1)

Mluvime zde o Harrodové-Domarové modelu, ale v podstaté se jedna o dva mo-
dely, které vsak i pres ruzné postupy vedou ke stejnému vysledku. Harrod se ve svém
modelu z roku 1939 pokusil zdynamizovat Keynesovu rovnost mezi isporami a inves-
ticemi, pricemz rovnovazny rust, tzv. zaruceny rust, znamenal takovy rust dichodu,
ktery dynamicky vyrovnaval tspory a investice. Odvozeni Harrodova zaruc¢eného
tempa rustu plyne z keynesianské rovnosti planovanych uspor a investic, kde je
vyuzito akceleratoru. Akcelerator vyjadruje, jak se musi zménit zasoba kapitélu,
aby se produkt zvysil o jednotku. Nékdy byva oznacovan jako kapitalovy koeficient.

Domartuv model z roku 1947 vychazi rovnéz z keynesianskych zékladu. Jeho teorie
je zalozena na 1vaze, ze investice zvySuji jak poptavku, tak i nabidku. Poptavku
zvysuji pres Keynesuv vydajovy multiplikator a nabidku pres zvySovani kapitalové

zasoby, tzn. produkt je obecné funkci vyrobnich faktoru z nichz jednim je kapital.

2.1.1 Odvozeni modelu

Zde si ukdzeme konstrukci Harrodova-Domarova modelu, tak jak je uvedena v [12].
Zazakladni ekonomickou veli¢inu povazujeme tedy produkeci. Produkovat muze sub-
jekt, ktery vlastni kapital, coz jsou nejenom penize, ale predevsim budovy, stroje,
zafizeni apod. Kapital vznika a obnovuje se investicemi. V modelu budeme vyuzivat
tfi ekonomické ukazatele, tj. tfi proménné, které jsou zavislé na case. Jedna se o
produkei Y = Y(¢), kapitdl K = K(t) a investice [ = I(t). Pticemz vime, Ze veli¢ina
Y je kladna, protoze pokud je nékde vyvijena jakakoliv ekonomicka aktivita, musi
tam byt i néjakd produkce. Z vyse uvedeného plyne, ze velicina K je rovnéz kladna,

ponévadz kde je produkce, tam musel byt kapital.
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Model je zalozen na tiech predpokladech:
(1) Kapitél vznika investicemi a miz{ amortizaci.
(2) Do tvorby kapitélu je investovan staly podil produktu.
(3) Relativni piirustek kapitalu se projevuje relativnim piirustkem produkee.

Pomoci symbolu ¢, jenz oznacuje podil kapitalu, ktery se znehodnoti amortizaci
za jednotku casu!, jinak feceno & vyjadiuje miru opotfebeni kapitdlu, a symbolu
K, jenz znaci ¢as, za ktery se z investované ¢astky stane kapital?, upiesnime tyto
predpoklady. Uvazujeme kapital v case t, K(t), a podivame se, jak to bude vypadat
po kratkém casovém okamziku At, K(t + At). Kapital vznikly investicemi za jed-
notku ¢asu muzeme vyjadrit jako podil I(t) a x, a pokud tento podil vynasobime
At, dostaneme kapital vznikly investicemi za kratky casovy okamzik At. Za pouziti
d vyjadifme amortizaci kapitélu za jednotku ¢asu, 0 K (t). Za At se kapital tedy snizi

o 0K (t)At. A nyni uz tedy muzeme vyjadiit Predpoklad (1):
1
K(t+ At) = K(t) + —1(t)At — K (t)At.
K

Jednoduchymi vipravami, odectenim K () a naslednym vydélenim At, dostavame

K(t+At) - K(t) 1
N = ~I(t) = 6K(t),

Predpokladame-li, ze cas plyne spojité a velicina K je diferencovatelnd, pak limitnim
prechodem At — 0 muzeme vyjadiit predpoklad (1) ve tvaru diferencidlni rovnice

k=YK (2.2)
K

Podle rovnice (2.1) je produkce souc¢tem spotieby domécnosti a investic. Abychom
mohli vyjadrit predpoklad (2), musime zavést parametr ¢ € (0, 1), ktery urcuje meznf
sklon ke spotiebé’. Jinymi slovy vyjadiuje podil produkce, ktery neni investovén, je

bud spotfebovan nebo uspofen. Dostaneme tedy rovnost v podobé
Y=C+I=cY+1 = I[I=Y-cY=(1-¢Y. (2.3)

Diky nerovnostem ¢ < 1 a Y > 0 vime, ze velicina [ je kladna.

15 €(0,1)
2Typicky & = 1, protoze investice z jednoho obdobi piedstavuji v nasledujicim obdob jiz kapit4l.
3Vyraz (1 — ¢) oznatuje miru tspor.
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Treti, tudiz posledni predpoklad zapiseme jako rovnost
K Y
—=—. 2.4
=V (2.4)

Uvedenou rovnost (2.4) muzeme upravit na tvar
0 K Y KY-KY
K Y Ky
Tuto rovnici je vhodné rozsitit Y a ndasledné ze zlomku vytknout % Dostavame
0 KY?-KYY Y KY-KY
B KY? K Y? '
Pokud se na posledni zlomek poradné podivame, zjistime, ze se v ném skryva deri-

vace podilu*. Rovnici mtizeme tedy jesté zjednodusit na tvar

-x(¥)

Vime, ze K > 0 aY > 0. Aby vyraz vpravo byl roven 0, musi byt roven 0 vyraz

(%) To nastane tehdy, kdyz existuje konstanta r € R, pro kterou plati, ze

K
neboli
K =rY. (2.6)

Pokud zderivujeme rovnici (2.6) dostaneme K = rY. Néslednym vydélenim této
rovnice rovnosti (2.6) dostaneme rovnost (2.4). Predpoklad (3) lze tedy ekvivalentnée
vyjadiit rovnosti (2.4) nebo (2.6).

Spojenim v8ech rovnosti, které vyjadiuji predpoklady, rovnic (2.2), (2.3), (2.4)

a (2.6), dostaneme

Y 1I-6K 11 _ 1(1-¢Y s 1=y o 1-c
Y K kK kK kY kT ’
tedy .
Y 1—-c¢ 5 :
== — 0 = cons
Y KT ’
konstantni relativni rychlost rustu produkce, kterou si oznac¢ime g.
Nyni tedy budeme ftesit diferencidlni rovnici
Y
—=g. 2.7
v =9 (2.7)

4 ’ o e o o /
4Pro derivaci podilu plati (%) = %, b(z) #0
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Je to rovnice se separovanymi proménnymi a jeji feSeni ur¢ime pomoci (1.4).
Y Ay (t)

L AW
y 9 7 v Y

/0 ( df /gdr
In

Y(t)—InY(0) =gt

Zintegrujeme od 0 do t.

Resenf rovnice (2.7) je tedy
Y (t) = Yoe¥,
kde Yy = Y (0) je pocatecni produkce. Znaménko konstanty g urcuje, zda produkce

klesd, stagnuje ¢i roste.

Y(t) Y(t) = Yy e%*
- (t) = Yo

Obrazek 2.1: Harroduv-Domaruv model: produkce v zavislosti na case

Z rovnice (2.5) vidime, ze konstanta r predstavuje podil kapitélu a produkee, coz
muzeme nazvat jako kapitdlovou ndroénost jednotky produkce.

Nyni muzeme preformulovat zavér analyzy modelu,

c
e pro g < 0 plati r > 5 produkce klesa a mnozstvi kapitdlu v ekonomice se

snizuje,

1—c
e pro g = 0 plati r = ———, produkce stagnuje a mnozstvi kapitalu v ekonomice

KO

se nemeénti,

1—c
e pro g > 0 plati » < ———, produkce roste a mnozstvi kapitalu v ekonomice se

)

zvysuje.

Strucneé lze tici, pokud je kapitalova narocnost jednotky produkce ptilis velka, nemuze

produkce rust.
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2.1.2 Leontiefova produkéni funkce

Produkéni funkce je funkce vyjadiujici zavislost produktu na vstupech jako jsou
prace, puda nebo kapital. Harrod a Domar se déale rozhodli zkoumat, jak to bude s
dlouhodobym rustem v ekonomice pii pouziti konkrétni produkéni funkce. Vybrali si
Leontiefovu produkéni funkei (1941), podle niz vyrobni faktory v ekonomice vstupuji
do produkce vzdy ve fixnim poméru. Funkce obecné vyuziva pouze dvé vstupni
veli¢iny. Jelikoz Harrod s Domarem chtéli zavést do modelu praci, zvolili si jako
podstatné vstupy ekonomiky kapital K a pracovni silu L.

Leontiefovu produkéni funkcei lze zapsat jako
Y = F(K,L) =min(AK, BL), (2.8)

kde A a B jsou konstanty a plati A > 0 a B > 0. Tento zapis tika, ze vyrobni
faktory jsou potieba vzdy v poméru B/A (napt. ,¢tyti délnici na jeden stroj“).

V pripadé, ze

a) AK = BL, pak je plné vyuzit vSechen kapital a pracovni sila je plné zaméstnana,

jsou plné zaméstnani vSichni pracovnici a stroje.

b) AK > BL, vyuziva se z kapitalu pouze cast (%) - L, a zbytek zustava necinny.

Pracovni sila je plné zaméstnana a Y = BL.

¢) AK < BL, vyuziva se pouze mnozstvi prace (%) - K, a zbytek je nezaméstnany.

Naopak kapitdl je zcela vyuzit a Y = AK.

Druhou moznosti, jak lze Leontiefovu produkéni funkei vyjadrit, je prepocitant
na jednoho pracovnika, tedy vydélenim (2.8) pracovni silou L. Pomér % vyjadiuje

produktivitu jednoho pracovnika a oznacime si ji y. Déle ozna¢me k podil prace a

K
y It

kapitalu Poté pro produkéni funkei plati
y = f(k) = min(Ak, B). (2.9)
Podobné jako v predchozim tvaru plati, pokud

1) k < %, tedy AK < BL, vyuziva se cely kapital, ale zaméstnana je pouze cast

pracovni sily a y = Ak.
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2) k> %, tedy AK > BL, tak je pracovni sila plné zaméstnana, ale z kapitalu je

vyuzivana pouze cast a y = B.

V prvnim ptipadé muze ekonomika rist zvySovanim mnozstvi kapitalu, coz odpovida
g > 0 z modelu. V situaci 2) je v dané ekonomice piebytek kapitélu, toto odpovida
g < 0 z modelu. V ekonomice je prili§ mnoho kapitalu, jenz spole¢nost nedokéze
plné vyuzit.

Na zakladé uvedenych vlastnosti, jsme schopni sestrojit graf, ktery naznacuje

prubch Leontiefovy produkéni funkee ve tvaru rovnice (2.9).

(k)

sklon = A

Obréazek 2.2: Leontiefova produkéni funkce prepocitana na jednoho pracovnika

Diky predpokladu pevného poméru mezi praci a kapitalem, tedy nemoznou sub-
stituci mezi praci L a kapitadlem K, dospéli Harrod a Domar k zavéru, ze kapitalis-
tické ekonomiky budou mit nezddouci dusledky a to bud v podobé trvalého rustu
nezameéstnanosti nebo trvale nevyuzitého kapitalu. Ekonomicky rust nesmeéruje do

rovnovazného stavu.

2.2 Solowuv-Swanuv model

Nyni se budeme vénovat Solowovu-Swanovu modelu ekonomického rustu. Jedné se o
neoklasicky model, ktery preckal témeér pul stoleti a dodnes predstavuje pro vétsinu

ekonomu zakladni rdmec pro analyzu hospodarského rustu. Obvykle je povazovan za
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skutecny zdklad moderni teorie hospodaiského rustu. Stejné jako predchozi model je
i tento pojmenovan po dvou vyznamnych ekonomech, kteri se ke stejnému vysledku
dobrali nezavisle na sobé. Jde o Roberta Mertona Solowa a Trevora Swana. I kdyz
model vyvinuli prakticky soucasné v roce 1956, Solowa prace se dockala vétsiho
ohlasu. Duvodem je zfejmé to, ze prispél i dalsimi klicovymi pracemi ke studiu rustu.
Podle slavnéjstho autora je nékdy tento model zkracené nazyvan Solowtv model.

Robert Merton Solow je americky ekonom narozeny v roce 1924. Vystudoval so-
ciologii, antropologii a ekonomii na Harvardové univerzité. Od roku 1951 je profeso-
rem statistiky, ekonometrie a makroekonomie, i kdyz v soucasné dobé jiz emeritnim,
na Massachusettském technologickém institutu. Pusobil v Radé ekonomickych po-
radcu prezidenta J. F. Kennedyho. V roce 1987 obdrzel Nobelovu cenu za ekonomii
oduvodnénou jeho vyzkumy v oblasti teorie a méreni ekonomického rustu. Mezi jeho
hlavn{ price patif: ,Povaha a zdroje nezaméstnanosti v USA“® (1964), , Teorie ka-
pitdlu a vynosova mira“® (1965), ,,O¢ekavani vyvoje cen a chovani cenové hladiny*?
(1968), ,, Teorie rustu“® (1969).

Solowuv hlavni ptinos spociva v rozpracovani neoklasické teorie rustu, jejiz za-
kladem se stala jeho prace Prispévek k teorii ekonomického ristu (1956). Solow v ni
vytvari model ekonomického rustu na zakladé agregatni produkéni funkee. I kdyz pro
tento model byl odrazovym mustkem jiz popsany Harroduv-Domaruv model, dost
podstatné se od tohoto keynesianského modelu lisil. V Solowové modelu probihéd
rust jednak na zakladé substituce prace kapitalem a jednak na zakladé technického

pokroku. [5]

2.2.1 Zakladni predpoklady

Pro ekonomiku, ve které budeme model popisovat, plati.

1. Domacnosti vlastni vstupy a majetek. Kazda domacnost si sama rozhodne,
jaky dil svého ptijmu spotiebuje a jaky usetii, kolik bude mit déti, zda vstoupi

jako pracovni sila a kolik bude pracovat.

5Nature and Sources of Unemployment in the USA
6Capital Theory and the Rate of Return

"Price Expectations and the Behavior of the Price Level
8Growth Theory: An Exposition
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2. Firmy najimaji vstupy, jako jsou napiiklad kapital a pracovni sila, a pouzivaji

je k produkei statku. Tyto statky proddvaji domacnostem nebo jinym firmam.

Firmy maji ptistup k technologii, ktera jim umozni transformovat vstupy na

vystupy.

. Existuji dva trhy. Prvnim z nich je trh statkt a sluzeb, kde firmy prodéavaji

vyprodukované statky domécnostem nebo dalsim firmam. A druhym je trh
vyrobnich faktoru, kde doméacnosti prodavaji do firem své vstupy. Poptavané

a nabizené mnozstvi uréuje relativni ceny u vstupu a vyprodukovanych statku.

Zékladnim predpokladem Solowova-Swanova modelu je neoklasickd produkéni

funkce. Presnému tvaru této funkce se budeme vénovat v dalsi ¢éasti textu. Obecnéji

lze produkéni funkei napsat ve tvaru

kde

Y (t) = F[K(t), L(t), A(t)], (2.10)

Y je velikost produkce.

K (t) predstavuje kapital, trvalé fyzické vstupy, jako jsou stroje, budovy, tuzky
atd., které byly vyrobeny nékdy v minulosti. Je dulezité si uvédomit, ze tyto
vstupy nemuze pouzivat vice subjektu soucasné. Tato vlastnost se nazyva ri-

valita.

L(t) je pracovni sila a predstavuje vstupy spojené s ¢lovékem. Tento druhy
vstup do produkéni funkce zahrnuje pocet pracovniku, jejich pracovni dobu,
fyzickou silu, schopnosti a zdravi. Prace je také rivalitni, coz znamena, ze

pracovnik nemuze bez snizeni ¢asu na jednu ¢innost pracovat na jiné ¢innosti.

A(t) oznacuje troven znalosti a technologii, jenz je tfetim vstupem do pro-
dukéni funkce. Diky tomu mohou pracovnici a stroje produkovat. Technologie
se v prubéhu casu zvysuje, napiiklad stejné mnozstvi kapitalu a pracovnich
sil dava vétsi mnozstvi produkece v roce 2000 nez v roce 1900, protoze techno-
logie pouzita v roce 2000 je lepsi. Technologie se lisi i v jednotlivych zemich,
napiiklad stejné mnozstvi kapitalu a prace prinasi vétsi mnozstvi produkce v

Japonsku nez v Zambii, protoze technologie, které jsou k dispozici v Japonsku,
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jsou lepsi. Technologie je nerivalitni, vyrobci mohou pouzivat ve stejném case
stejnou technologii. Proto dva vyrobci, ktefi vyrabéji Y musi pouzivat jinou

sadu stroju a pracovniki, ale mohou pouzit stejnou technologii.

Evoluce vstupt
Samoziejmeé stale plati, ze ekonomika je uzaviena. Tedy pro produkci plati jiz

difve zminiovand rovnice (2.1). Stéle také plati  keynesidnskd“ rovnost

Rovnici pro produkei muzeme tedy prepsat ve tvaru
Y(t)=C(t)+ S(t).

Pro kapitél a investice plati rovnice (2.2) a (2.3), které vyjadiuji predpoklad
(1) a (2) z Harrodova-Domarova modelu. V rovnici (2.2) uvazujeme x = 1, protoze
investice z jednoho obdobi predstavuji v nasledujicim obdobi jiz kapital. Déale bu-
deme vychézet z toho, ze domdcnosti bud spotiebovavaji nebo setif. Zavedeme si
parametr s € (0, 1), ktery oznacuje exogenni (vnéjsi) miru uspor a plati s + ¢ = 1.

Rovnici (2.3) muzeme tedy piepsat ve tvaru
I(t) = sY (). (2.11)
Spojenim rovnic (2.2) a (2.11) dostaneme
K(t)=I(t) — 6K(t) = sY (t) — 6K (1), (2.12)
a po dosazeni produkéni funkce (2.10) dostavame
K(t) =s- F[K(t), L(t), A(t)] — 6K(t).

Pracovni sila, L(t), se v prubéhu ¢asu méni v dusledku populacniho ristu, zmén
poctu odpracovanych hodin, zlepSovani dovednosti a kvality pracovniku. Pro zjed-

noduseni budeme predpokladat, ze pracovni sila roste konstantni, exogenni rychlosti

: L(t)
L(t)=nL(t) —<=n2>0. 2.13
(1) =nL(t) Fi5=n> (213)
O trovni technologii budeme také uvazovat, ze roste konstantnim tempem

A(t) = pA(2) % =p>0. (2.14)
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Diferencidlni rovnice (2.13) a (2.14) se Fesi stejné jako rovnice (2.7), dostavame tedy

L(t) = Loe"t
A(t) = Aoept.

Parametry n a p jsou exogenni parametry rustu a musi spliovat nerovnost
d+n+p>0.

Jind omezeni, nez je vyse uvedend nerovnost, pro tyto jednotlivé parametry nejsou.

2.2.2 Neoklasicka produkéni funkce

Nyni se budeme vénovat neoklasické produkéni funkei, tak jak je uvedena v [3].

Neoklasicka produkéni funkce musi splnovat nasledujici vlastnosti:

1. Harrodovsky neutralni technologicky pokrok. Technologicky pokrok je
takzvané ,rozsirujici praci®, tj. technologické inovace pusobi na vystup, jako by

zndsobovaly objem fyzické prace. Produkéni funkci® miZeme zapsat ve tvaru
Y(t) = F(K(t), A(t)L(t)). (2.15)

V tomto piipadé byva velicina A oznacovana jako ,efektivnost prace* a soucin
A-L jako ,efektivni prace“. Tento typ technologického pokroku vede ke stalému
stavu s konstantnim pomérem % Je to v souladu s empirickymi pozorovanimi

viz [1, str. 54-55].

2. Konstantni vynosy z rozsahu (neboli CRS — constant returns to scale).

Tento predpoklad vyjadiuje néasledujici rovnice
F(AK,AAL) = \F(K,AL) pro vsechna A > 0.

Slovy to muzeme ftici takto: kolikrat se zvysi oba vstupy, tolikrat se zvysi
vystup. Solowuv model predpokladda, ze vystup neni nijak vyrazné omezen

prirodnimi zdroji. Proto sta¢i jako proménné urcujici vystup v produkéni

90becné je mozné funkci zapsat Y (t) = F[A(t) K (t), B(t)L(t)], kde existujf tfi specialni pifpady.
Pokud se A(t) = B(t) mluvime o Hickovsky neutrdlnim technickém pokroku, kdyz B(t) = 1 jednd
se o tzv. technicky pokrok rozsifujici kapitél a tfeti moznosti je A(t) = 1, coz je nazyvano jako

Harrodovsky neutralni technologicky pokrok.
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funkci uvazovat pouze pracovni silu, kapital a znalosti. Skutecné ani standardni
empirické studie nenaznacuji podstatné omezeni rustu prirodnimi zdroji. Tento
predpoklad, konstantni vynosy z rozsahu, sdili prakticky celd moderni teorie
hospodarského rustu. Nové teorie rustu dokonce fikaji, ze vynosy z rozsahu

jsou rostouci.

3. Kladné a klesajici mezni vynosy z faktori. Tento predpoklad je odra-
zem praktického pozorovani, ze pridanim dodatecné jednotky vstupu lze zvysit
vystup. S rostoucim objemem je vsak zvySovani vystupu stale obtiznéjsi. Ma-

tematicky to muzeme zapsat jako:

oF -0 O*F <0
0K " 0K?
orF O*F
6_L > 0, W <0

pro vSechna K > 0 a L > 0. Kladna prvni parcidlni derivace funkce zarucuje, ze
se jedna o rostouci funkei, a druhd parcidlni derivace zajistuje klesani pifristka

funkce v case.

4. Inadovy podminky

L (OFN L (OF
wo\ar ) T M\an ) T

b (OFN _ o (98
koso\ oK ) ~ i \or ) T

Tyto podminky fikaji, ze ¢im vice se mnozstvi kapitalu ¢i prace blizi k nule,
tim vétsi je jeho mezni produkt a to az k nekoneénu a naopak, ¢im vétsi je
mnozstvi kapitalu ¢ prace, tim mensi je jeho mezni produkt a tato hodnota
konverguje k nule. Inadovy podminky zarucuji vnitini stabilitu modelu. Jsou

pojmenované podle japonského ekonoma Ken-Ichi Inady (1963).

Diky predpokladu konstantnich vynosu z rozsahu muzeme vyjadrit produkéni

funkci v jednotkach efektivni prace. Nejprve vynasobime rovnici (2.15) zlomkem

ﬁ. Dostaneme
Y 1 K
— = —F(K,AL)=F—,1].
AL AL (K, AL) (AL7 )
Pro zjednoduseni si zavedeme substituci y = ﬁ, k = % a f(k) = F(k,1). Nyni

tedy muzeme produkéni funkei prepsat ve tvaru
y = f(k).
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Jedna se o produkéni funkei, kterd vyjadiuje vystup na jednotku efektivni prace
jako funkci kapitalu na jednotku efektivni prace. Oznacuje se jako produkéni funkce
v intenzivnim tvaru. A ted si ukazeme, Ze f’'(k) je mezni produkt kapitdlu'®, ktery

znac¢ime M PK.

_OF(K,AL) O[ALIF(4-, 1] O[F(E,1)]
MPR = —5— = af? _ALALg(%) = /)

2.2.3 0Odvozeni klicové rovnice

Kdyz uz jsme si uvedli vSechny potiebné predpoklady modelu, pokusime se nyni
popsat dynamiku modelu. Pro tento cel je vhodné podivat se na vyvoj proménné
k = 2% a vyuzit faktu, ze k je funkci K, A a L, které jsou funkcemi casu. Lze tedy
napsat

ok .. 0k. Ok

Dosazenim do rovnice (2.16) dostavame

0 = 75145 ~ Ta e AL + AL -
KW KW L K@ A,
AL AGLE) L) AGLB A
Nyni vyuzijeme nasich zavedenych parametru n a p, rovnice (2.12) a definice k = E

arovnici (2.17) zjednodusime. Dostavame:

Y(t)
A(t)L(1)

sY(t) — 0K (t) B
AL k(tyn —k(t)p=s

Jesté muzeme vyuzit definici y = % = f(k), diky ¢emuz dostaneme:

k(t) = — 0k(t) — nk(t) — pk(t)

k(t) = sf(k(t)) — (n+p+ 0)k(t) (2.18)

Rovnice (2.18) je klicovou v Solowové modelu. Prvni ¢len vyrazu na pravé strané
vyjadiuje skutecné tspory (investice) na jednotku efektivni prace. Druhym ¢lenem
pravé strany jsou ,udrzovaci investice“, tj. takové investice, aby kapitdl na jednotku
efektivni prace neklesal.

Pro¢ musi dochazet k udrzovacim investicim? Za prvé, v prubéhu casu dochazi

k znehodnocovani kapitalu, tudiz nové investice musi toto opotiebeni nahradit. To

10Mezni produkt je zména celkové produkce pii zméné pravé jednoho ze vstupti o jednu jednotku.
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tnvestice
na jednotku
efektivni
prace

skuteéné investice S f( /{f )

udrzovact investice !

kK k

Obrézek 2.3: Solowuv model: skuteéné a udrzovaci investice

vyjadiuje ¢len 0k. Za druhé, jelikoz objem pracovni sily roste tempem n a produk-
tivita tempem p, roste mnozstvi efektivni prace v prubéhu casu tempem (n + p).
Objem kapitalu na jednotku efektivni prace muze bud zustat konstantni, riist nebo

klesat.

e k je konstantni: ptirustek objemu kapitdlu na jednotku efektivni prace musi

byt roven (n + p + d)k.

e [ roste: skutecné investice na jednotku kapitalu jsou vétsi nez udrzovaci inves-

tice

e [ klesa: skutecné investice na jednotku kapitdlu jsou mensi nez udrzovaci in-

vestice

2.2.4 Staly stav a zakladni kvalitativni zaveéry

Rovnice (2.18) ndm tedy rikd, jak se pohybuje k a lze z ni vydedukovat, kdy se
dostane do rovnovahy, tj. pro jakou hodnotu se nebude ménit. Pokud je objem
kapitalu na jednotku efektivni préce konstantni, je ekonomika v rovnovaze. Graficky
muzeme jednoduse tuto rovnovahu vyjadrit jako rozdil dvou krivek. Tam, kde se
protnou, je ekonomika v rovnovaze, viz obrazek 2.3. Z obrazku vidime, ze kiivky
se protinaji v pocatku a bodé k = k*. Pocéatek je opravdu rovnovaznym bodem,

ale je velmi nestabilni. Pokud se ekonomika trochu vychyli od poc¢atku, ,doputuje”
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do druhého rovnovazného bodu. Tento druhy bod je stabilni'!. Druhou moznosti
grafického vyjadfeni je forma tzv. fdzového diagramu, ktery piimo ukazuje k jako
funkci £, obrazek 2.4. V bodé k* plati k= 0, jedné se tedy o rovnovahu diferencidlni

rovnice (2.18).

E* k

Obrazek 2.4: Fazovy diagram velic¢iny k v Solowowé modelu

Matematicky lze rovnovahu k* vyjadiit rovnici
sf(k)=(n+p+ k™. (2.19)

Pokud by se hodnota k vychylila o kousek ,doleva“ od k*, bude hodnota k
kladné, tedy funkce bude rust ,zpét“ do k* a naopak, pokud by se hodnota vychylila
,doprava“, k < 0 a funkce bude klesat — vrati se zpét do k*. Jakmile tedy funkce k(t)
jednou nabude hodnotu k*, v prubéhu ¢asu se nebude ménit a jiz na této hodnoté
zustane. Tedy ani vystup na jednotku efektivni prace se nebude ménit a zustane na
hodnoteé y* = f(k*). V takovéto situaci fikdme, Ze je ekonomika ve stéalém stavu.

Nyni se podivame na vyvoj jednotlivych veli¢in ve stalém stavu. Podle nasich
uvodnich predpokladu roste pracovni sila i uroven technologii konstantnim tempem
(bez ohledu na to, zda je ¢ neni ve stédlém stavu). Konkrétné tedy L roste tempem
n a A tempem p. Z definice je kapital na jednotku efektivni prace, k = %, ve stalém
stavu konstantni. Jmenovatel, tedy efektivni prace (AL), roste tempem n + p, tudiz
musi objem kapitalu ve stalém stavu rust také tempem n+p. Iy = % je ve stalém

stavu z definice konstantni, a proto musi vystup Y rovnéz rust tempem n—+p. Vystup

na hlavu, %, a s nim i realnd mzda roste tempem rustu technologie, p. Vystup na
jednotku kapitalu a s nim i mezni vynos kapitalu a irokova sazba jsou vSak v prubéhu

¢asu konstantni, jejich tempo rustu je rovno nule.

1V tomto pifpadé véechny definice stability, které jsme uvedli v prvni kapitole, splyvaji, a proto

mluvime pouze o stabilité rovnovazného bodu(stavu).
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Ukazeme si dukaz, ze % roste tempem p.

[ I IL
¥ YL L N 3
I

Obdobnym zpusobem lze dokézat tempo rustu i ostatnich veli¢in. Zavéry So-

lowova modelu jsou shrnuty v nasledujici tabulce.

VELICINA | TEMPO RUSTU
L n

A p

K n-+p

Y n-+p

Y/L p

Y/K 0

MPK 0

MPL n

2.2.5 VIliv miry uspor

Nejsnaze muze hospodarska politika ovlivnit miru uspor. Pro jednoduchost budeme

predpokladat, ze na pocatku je ekonomika ve stalém stavu a dojde k trvalému jed-

norazovému zvyseni miry tuspor. Grafické feseni je velmi jednoduché, viz obrazek 2.5.

tnvestice
najednotku
efektivni
prace

(n+p+0)k

Obrazek 2.5: Ucinky zvySeni miry uspor na investice
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Nejprve se tedy ekonomika ocitne mimo staly stav, takze kapital na jednotku
efektivni prace se bude docasné zvysovat, az dokud ekonomika nedosahne nového
stalého stavu, Fj. Béhem tohoto ¢asu bude docasné rust i vystup na hlavu a to

tempem vyssim nez p. Vyvoj jednotlivych veli¢in shrneme v nasledujicim obrazku.

S |
% =t
% "t
tempo 1 §
ristu - |
% ~t
In % ! _______________ - ---
% =t
c | :
i "t

Obrazek 2.6: Ijéinky zvyseni miry uspor v Solowové modelu

Strucné feceno, zvysSeni miry uspor ma urovriovy efekt, ale nema rustovy efekt. V
budoucich obdobich se zvysi troven vystupu na hlavu, ale nejedna se o dlouhodoby
ucinek na rychlost hospodéiského rustu. [3]

Na poslednim grafu obrazku 2.6 je zachycen vyvoj spotieby na jednotku efektivni
préce, kterd je vyjadiena vztahem -= = z(k) = (1 —s) f(k). V teorii hospodéiského
rustu je za klicovou veli¢cinu mnohdy povazovana spotfeba, nebot je 1zce spjata s
blahobytem ekonomickych aktéru. Ve stédlém stavu se z(k) neméni. Zvyseni miry
uspor vede ke snizeni z(k), ale postupem ¢asu roste dusledkem toho, ze se f(k)

zvySuje smérem k novému stalému stavu. Otazkou zustava, zda bude spotieba na-

konec vyssi, stejnd ¢i nizsi, nez byla v puvodnim stdlém stavu. Spotiebu ve stalém
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stavu lze zapsat rovnici
2* = f(k*) — sf(k"). (2.20)

Za vyuziti rovnice (2.19) muzeme rovnici (2.20) pfepsat ve tvaru
2= f(k*)— (n+p+ k™. (2.21)
Nyni obé strany rovnici (2.21) zderivujeme vzhledem k s.

0 ok ok ok

Jelikoz vime, ze % > 0, tak o tom jaka bude spotfeba po zvySeni miry uspor

rozhodne znaménko ¢lenu (f' — (n +p+9)).

0
a) f'>n+p+4, tedy :
0s

> 0, spotfeba s rustem miry dspor v konec¢ném dusledku

vzroste

*

b) f'=n+p+34, tedy %’2

= 0, spotfeba se s rustem miry tispor nezméni

*

¢) f'<n+p+0, tedy %’2

< 0, spotieba s rustem miry uspor klesa

Graficky to muzeme zndzornit nasledovné.

b) . c)
! O (k)
e L (ntp+0)k
7 n+p+0)k -~ sf(k)
s f(k)

Obrézek 2.7: Dopad zvyseni miry tspor na spotiebu: a) Zvyseni spotieby b) Spotieba

se nezméni ¢) Snizeni spotieby

Nyni se jesté podivame, jaky vliv ma mira uspor na vystup v dlouhém obdobi. Jiz
vime, Ze na tempa rustu nema zadny vliv, na velikost produktu vsak ano. V néjaké
dobé po rustu/poklesu s roste produkt rychleji/pomaleji. Efekt na droven duachodu

budeme zjistovat podobné jako v piipadé vlivu na spotifebu. Hodnota duchodu,
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produkee, je ve stalém stavu y* = f(k*) a nyni budeme derivovat vzhledem k s.
Dostavame
ay* o Ok
= (k")
0s ds
Ve stélém stavu plati rovnice (2.19). Obé strany rovnice zderivujeme opét vzhledem

k s.

(2.22)

ok* ok*
ds (n+p+9) 0s

fE") +sf'(k7)

Upravime rovnice (2.23).

(2.23)

FE) = ((n-+ -+ 8) = /()

f(E) ok*
= 2.24
(n+p+9)—sf'(k*) Os (224)
Spojenim rovnic (2.22) a (2.24) dostdvame rovnici
dr J (k")
A T %
os TG~
kterou jesté vynasobime ¢lenem yi a ziskdme
s s fE)E)
Os y*  y*(n+p+0)—sf(k)

(2.25)

_ (n+pto)k*
kde s = N (om

(2.25) vyjadiuje elasticitu rustu produktu vzhledem k s, tj. o kolik procent vzroste

, coz je vyjadfeno z rovnice (2.19). Vyraz na levé strané rovnice

produkt, jestlize s vzroste o 1%. Dosazenim za s a tpravami dostaneme

Oy s _ kK f(K)/f(R)
Os y* 1 —[k*f'(k*)/f(k*)] (2.26)

kde k*f'(k*)/ f(k*) je elasticita vystupu vzhledem ke kapitalu v bodé k = k*, kterou

oznacime ay (k*). Ted muzeme rovnici (2.26) prepsat.
oyt s ag(k)
s y* 1 —ag(k®)

vvvvv

(2.27)

kapitalu ve stalém stavu je k* f’(k*). Podil kapitdlu na celkovém produktu se ve

stalém stavu tedy rovna o (k*) = kszlk(k)) Ve vétsing zemi je oy (k*) = 3. Dosazenfm
do rovnice (2.27) ziskdme

oyt s 1

ds y* 2

Jinymi slovy 10 % rust s (napt. z 20 % na 22 %) vyvola zhruba 5 % nérust y. Tudiz
pomérné dramatickd zména v hospodaiskych pomérech vede k pomérné nepatrnym

zméndm v zivotni urovni — alespon v logice Solowova modelu. [14]
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2.2.6 Cobbova-Douglasova produkéni funkce

Cobbova-Douglasova produkéni funkce je konkrétnim pirikladem neoklasické pro-

dukéni funkce. Ma tvar

F(K,AL) = K“(AL)'™,

kde 0 < a < 1.

Tato funkce musi spliovat vSechny vyse uvedené podminky neoklasické pro-
dukéni funkce. Dukaz tohoto tvrzeni muzeme provést jednoduse. Uz na prvni pohled
je videt, ze funkce spliuje prvni vlastnost. Je ve tvaru Y (t) = F(K(t), A(t)L(t)).

Dale ovérime druhou vlastnost,

F(AK,bAL) = (AK)*(ALA)'™®
= N K\ 7(LA)
= XK (LA) e
= AK®(LA)'~°
F(AK,)\AL) = A\F(K, AL).

Vidime, Ze funkce ma konstantni vynosy z rozsahu. Pro dalsi vypocty je uzitecné

vyjadrit Cobbovu-Douglasovu produkéni funkci v intenzivnim tvaru. Dostavame:

-r(l) () (8) - (o=

Y
k) = 47
Y (6%
K
F=AT

Obrazek 2.8: Cobbova-Douglasova produkéni funkce vyjadiena na jednotku efektivni

prace, tzn. v intenzivnim tvaru
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Nyni si ukdzeme, ze Cobbova-Douglasova produkcéni funkce splnuje i vlastnost

kladnych a klesajicich meznich vynosu.

f(k) = k*
(k) =ak® ' >0
(k) =ala—1Dk*2 <0

Zbyvaji nam uz jen Inadovy podminky.

. aF . / N a—1\ __ . a—1
lim (8_[() = lim f'(k) = lim (ak®") = alim (k*7")

K—0 k—0 k—0 k—0

oF (2.28)
: N / 1 a—1Y\ __ . a—1
i (5ic) = Jim 100 = i (o) = i (7

Ponévadz a € (0,1), je vyraz (o — 1) vzdy zéporny a jeho absolutni hodnotu si

oznacime b. Ted muZzeme limity (2.28) prepsat a vypocitat!?:

alim(k:o‘_l) = alim(k_b) = o lim (l) =00

k—0 k—0 k—0 kb
1
aklggo(k )—ozklgilo(k; )—aklggo(—kb)—()

Coobova-Douglasova produkéni funkce tedy spliiuje i Inadovy podminky.
Nyni do klicové rovnice Solowova modelu dosadime Cobbovu-Douglasovu pro-

dukeni funkei, tedy v rovnici (2.18) vyuzijeme f(k(t)) = k(t). Dostavame
k(t) = sk®(t) — (n+p + 6)k(t). (2.29)

Pokud se na rovnici (2.29) poradné podivame, zjistime, ze se jednd o Bernoulliovu
rovnici. Vytesime ji podle navodu v prvni kapitole. Pro zjednoduseni zapisu budeme
misto k(t) psat pouze k. Nejprve tedy rovnici (2.29) vyndsobime clenem k™ a
obdrzime
k™ =s—(n+p+o)k—™
1
l—«a

Ted zavedeme substituci u = k'~ tedy @ = (/{;1;“) = (1 — a)k~*k. Dostévéme

(k’l.—a) =s—(n+p+o)k

rovnici

t=1-a)s—(1—a)(n+p+0)u. (2.30)

12 Jestlize konstantu délime stidle mensim a mensim &fslem, pak ziskdvame stale vétsi a vetsi éislo.
A naopak pokud konstantu délime stale véts§im a vétsim cCislem, ziskdvame stile mensi a mensi

¢islo.
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Rovnice (2.30) je linedrn{ diferencidln{ rovnice. Regeni najdeme podle prvni kapitoly

a budeme ho déle upravovat.
t
u(t) = efo (=) ntp+e) dr [/ (1= a)s o 5 ~O-)mipto)ds g 4 uo]
0

t
u(t) = e~ (-a)(ntptolt [/ (1 —a)sel=tpo)T g7 4 uo}
0

1
(1—a)(n+p+9)

—(1—a)(n S —a)(n
u(t) = e~(1-a o {—(n+p+5) [e-a)ntpto)t _ 1] +uo}

u(t) = 5 _ s e~ (=) (4P}t |y o =(1=0)(ntp o)t

(m+p+96) (n+p+9)

u(t) = 5y () ntpto (uO _ ;)

(n+p+9) (n+p+9)

u(t) = e~ (1=a)(ntp+d)t {(1 —)s [e(l—a)(n+p+6)t . eO] + UO}

Nyni budeme uvazovat pocatecni podminku k(0) = k¢ a provedeme zpétnou substi-
tuci k = ua. Dostévame:

k(t l—a _ S —(1—a)(n+p+d)t (kl—a . S )
(h(2) mtpto) ¢ 0 (n+p+9)

S S ﬁ
k) = | —2 —(1—a)(n+p+o)t kl—a s
(*) (n+p+5)+e 0 (n+p+96)

Pro funkci k plati

1

m ko= ()

tedy ve stalém stavu plati

k= <m) - . (2.31)

Dosazenim k* z rovnice (2.31) do vztahu y = f(k) = k% dostaneme vyjadreni

celkového vystupu ve stalém stavu:

e

= (o)

Nyni dosadime do rovnice (2.20) a ziskame tim spotfebu ve stalém stavu.

o

= (amern) ~(amer) =09 (arrs)
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2.3 Zhodnoceni a porovnani modela

Oba rozebirané modely jsou velmi zjednodusené a teoretické. Vychdazi z nékolika
zjednodusujicich predpokladu, které je odklani od reality. Nejvétsim nedostatkem
obou modelu je predpoklad uzavienosti ekonomiky, coz v dnesni dobé uz témeér
neexistuje.

Harroduv-Domaruv model byl odrazovym mustkem pro neoklasické modely eko-
nomického rustu. Duraz klade na stranu poptdavky. Velky vyznam je uvédomeéni si
dulezitosti tspor a investic, kazda usporena jednotka predstavuje moznou investici.
Model je vystavén na tiech predpokladech a z matematického hlediska neptredstavuje
slozitou tlohu na teSeni. Produkci bere pouze jako funkci kapitalu a prace, je zde
tedy zcela opomenut mozny technologicky pokrok. Velké minus je v predpokladu
nemoznosti substituce vyrobnich faktoru, tedy v pevném poméru mezi kapitdlem a
pracovni silou. Odklani to model jesté vice od reality, ponévadz v piipadé techno-
logického pokroku v realné ekonomice lze jednim novym ,lepsSim® strojem nahradit
nékolik pracovniki, je tedy mozné substituce.

Solowuv-Swanuv model vychazel opét z rovnosti mezi isporami a investicemi.
Velky rozdil oproti Harrodovu-Domarovu modelu je v tom, ze do produkéni funkce
je zahrnut technologicky pokrok. Diky technologickému pokroku a umoznéni sub-
stituce mezi vyrobnimi faktory se Solowtuv-Swantv model ptiblizuje realité vice nez
Harroduv-Domaruv model.

Harroduv-Domaruv model tikd, Ze ekonomicky rust nemuze smétovat do rov-
novazného stavu. Rychlost hospodarského rustu se zvysuje s klesajici kapitalovou
narocnosti jednotky produkce. K tomu dochazi, pokud klesa mezni sklon ke spotiebé,
respektive roste mira rustu, nebo se snizuje mira opotiebeni kapitalu. Naopak So-
lowuv-Swanuv model tikd, ze kazda ekonomika mit{ ke stalému stavu. Zvyseni miry
uspor vede k rychlejsimu rustu, ale jedna se pouze o zrychleni doc¢asné, ponévadz po
urcité dobé se mira rustu vraci zpét na puvodni uroven, vraci se do tzv. stdlého stavu.
Vyssi mira tspor vede k vétsim investicim a nésledné tedy k vétsi zasobé kapitalu
a vySsi urovni produktu na jednoho obyvatele. Vyssi hospodarsky rust si ovSem ne-
zachova trvale. V modelu lze také kritizovat predpoklad konstantni rychlosti rustu
populace, protoze ta z dlouhodobého pohledu zavisi nepochybné na hospodérské

situaci zemé a na dalsich faktorech.
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Kvalitativni zavér Solowova-Swanova modelu iikd, ze produkce na jednoho oby-
vatele roste tempem rustu urovné technologii. Toto tempo je konstantni. Urovert
technologii vsak v modelu vystupuje pouze jako exogenni nerivalitni velicina. To
znamena, ze neni v modelu nijak vysvétlovana, neni feceno jaké faktory ji ovliviiuji
a je dostupna pro viechny stejné, coz neni pravda (napt. patenty). Je proto vhodné
zahrnout do modelu rivalitni endogenni rust technologii, coz pouzili ekonomové v
dalsich modelech. Neoklasicky model vede i pii své jednoduchosti a nedostatcich k
predpovédim, které nejsou v zasadnim rozporu s pozorovanymi fakty, a proto dodnes

VVVVVV

dely popisujici hospodaisky rust se od ného odvijeji.
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Z.aver

Cilem nasi prace bylo ukazat modelovani ekonomického rustu pomoci diferencialni
rovnice. V teoretické kapitole jsme se vénovali hlavné vybranym diferencidlnim rov-
nicim, které jsou potiebné pro dané modely. Druhé kapitola je vénovana Harro-
dové-Domarové modelu a Solowové-Swanové modelu. Uvedli jsme nékteré dulezité
informace o autorech modelu a ddle jsme se vénovali predpokladum a vlastnimu
odvozeni. Harroduv-Domartuv model, ktery je rozebiran jako prvni, byl zdkladem
Solowova-Swanova modelu.

V Harrodové-Domarové modelu je ekonomicky rust odvozen pomoci produkce,
kapitalu, investic. Ukazali jsme situaci pii vyuziti Leontiefovy produkéni funkce,
ktera do modelu zavadi pracovni silu. Tato produkéni funkce vede k zavéru, ze kapi-
talistické ekonomiky budou mit nezadouci dusledky. Druhym rozebiranym modelem
byl Solowuv-Swanuv, kterému byla vénovana vétsi pozornost. Jednim z predpokladu
tohoto modelu je neoklasickd produkéni funkce, ktera zahrnuje exogenni technolo-
gicky pokrok a musi splinovat 4 vyse uvedené podminky. Dle tohoto modelu smétuje
ekonomika do stalého stavu. Velkou roli zde hraje mira tspor, a proto jsme zkoumali
jeji vliv. Nakonec jsme v modelu aplikovali Cobbovu-Douglasovu produkéni funkei,
u niz jsme nejprve museli dokazat, ze se jedna o neoklasickou produkéni funkei. Te-
prve potom jsme mohli hledat matematické vyjadieni nékterych veli¢in jako funkce
parametru. Na konci prace jsme oba modely zhodnotili a porovnali.

Oba modely predstavuji zajimavy pohled na fungovani ekonomiky, ale jejich
problémem jsou zjednodusujici predpoklady, které je odklani od reality. Jsou ovsem
odrazovym mustkem pro slozitéjsi modely, které ve snaze priblizit se realité postupné

uvolnuji nutné predpoklady:.
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