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Title: The proofs of divergence of the harmonic series

Type of thesis: Bachelor’s

Department: Department of Mathematical Analysis and Application of Mathe-
matics

Supervisor: RNDr. Pavel Ludv́ık Ph.D.

The year of presentation: 2022

Abstract: The main aim of the thesis is to describe selected proofs of divergence
of the harmonic series and furnish it with the required theory. The thesis inclu-
des interesting facts about variations and generalisations of the harmonic series,
especially the prime harmonic series. The thesis deals with classical summation
methods, that are not able to sum the harmonic series, but also a summation
method, that is able to. The secondary aim of the thesis is to demonstrate some
aplications of the harmonic series.

Key words: harmonic series, divergence, proofs

Number of pages: 50

Number of appendices: 0

Language: Czech

3



Prohlášeńı
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Úvod

Divergence harmonické řady je známý fakt, který lze dokázat mnoha zp̊usoby.

V bakalářské práci je uvedeno několik d̊ukaz̊u, které se jev́ı jako velmi zaj́ımavé a

často i jednoduché. Nicméně tyto d̊ukazy jsme se pokusili sepsat do podrobněǰśı

a jasněǰśı podoby než té, která se objevuje v literatuře.

Prvńı tři kapitoly jsou věnované obecné teorii o řadách a také př́ımo o har-

monické řadě a jej́ı historii. Teorii z jiných kapitol matematické analýzy, která

je v práci dále využita, je uvedena ve druhé kapitole. Po kapitole věnované již

zmiňovaným d̊ukaz̊um přicháźı téma zobecněńı harmonické řady a témata s t́ım

souvisej́ıćı. V této části bakalářské práce lze naj́ıt kapitolu věnovanou rychlosti

divergence harmonické řady, Riemannově zeta funkci a také část o prvoč́ıselné

harmonické řadě, která poměrně překvapivě také diverguje.

Kapitola č́ıslo 6 pojednává o klasických sč́ıtaćıch metodách divergentńıch řad,

které harmonickou řadu seč́ıst nedokáž́ı, konkrétně o Cesàrově a Abelově sč́ıtaćı

metodě. V posledńı části této kapitoly je popsána i sč́ıtaćı metoda, která harmo-

nickou řadu seč́ıct dokáže.

Závěrečná kapitola je věnována aplikaćım harmonické řady, kterých je opravdu

mnoho. Prvńı z nich je loterie, u které plat́ı, že středńı hodnota výhry diver-

guje k nekonečnu, zat́ımco hráči jsou obvykle v praxi ochotni zaplatit jen malou

částku za tuto hru. Druhou aplikaćı harmonické řady je problém skládáńı blok̊u,

kde dokážeme, že je možné, aby pozice vrchńıho bloku byla od pozice spodńıho

vzdálena o vzdálenost větš́ı než je š́ı̌rka jednoho bloku. Posledńı z vybraných apli-

kaćı harmonické řady je problém červ́ıka Št́ıstka, který se snaž́ı přelézt elastické

lano, které se pr̊uběžně natahuje.
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Kapitola 1

Řady - základńı pojmy

V této kapitole se budeme zabývat základńımi pojmy týkaj́ıćımi se řad. Uve-

deme definici řady a souvisej́ıćıch pojmů a dále zformulujeme kritéria, která bu-

deme v následuj́ıćıch kapitolách využ́ıvat. V celé kapitole jsme vycházeli z [15].

1.1. Definice řad a souvisej́ıćıch pojmů

Nejprve si uvedeme definici (nekonečné) řady, jej́ıho součtu a také konvergence

a divergence řady.

Definice. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. Symbol
∑∞

n=1 an nazýváme

nekonečnou řadou, př́ıpadně jen řadou, přičemž č́ıslo an je n-tým členem řady∑∞
n=1 an. Jestlǐze polož́ıme pro m ∈ N

sm =
m∑
j=1

aj = a1 + a2 + · · ·+ am,

pak nazýváme č́ıslo sm m-tým částečným součtem řady
∑∞

n=1 an.

Definice. Součet řady
∑∞

n=1 an je limita posloupnosti {sm}, pokud tato limita

existuje. Řekneme, že řada
∑∞

n=1 an je konvergentńı, jestlǐze je jej́ım součtem

reálné č́ıslo. Řekneme, že řada
∑∞

n=1 an je divergentńı, jestlǐze lim
m→∞

sm neexistuje,

nebo je nevlastńı. Jestlǐze lim
m→∞

sm = ∞, respektive lim
m→∞

sm = −∞, řekneme, že

řada
∑∞

n=1 an diverguje k ∞, respektive diverguje k −∞. Jestlǐze lim
m→∞

sm neexis-

tuje, řekneme, že řada
∑∞

n=1 an diverguje nebo osciluje.
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Po definováńı řady můžeme přej́ıt i k definici mocninné řady se středem v a.

Definice. Mocninnou řadou o středu a rozumı́me funkčńı řadu ve tvaru

∞∑
n=0

cn (x− a)n .

Čı́slo a nazýváme střed mocninné řady, č́ısla cn pro n ∈ N ∪ {0} nazýváme koe-

ficienty řady, č́ıslo c0 nazýváme absolutńı člen.
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1.2. Formulace a d̊ukazy vět a kritéríı, které bu-

dou v práci dále použity

Nyńı uvedeme nutnou podmı́nku konvergence řady
∑∞

n=1 an.

Věta 1 (nutná podmı́nka konvergence). Necht’ řada
∑∞

n=1 an konverguje. Potom

lim
n→∞

an = 0.

V řadě d̊ukaz̊u se při předpokladu konvergence často využ́ıvá asociativńı

zákon.

Věta 2 (asociativńı zákon pro konvergentńı řady). Necht’
∑∞

n=1 an je konver-

gentńı řada, {kn}∞n=1 je rostoućı posloupnost přirozených č́ısel. Položme k0 = 0 a

pro n ∈ N označme

bn = akn−1+1 + akn−1+2 + · · ·+ akn .

Pak řada
∑∞

n=1 bn konverguje a plat́ı

∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

an.

Následuj́ıćı tvrzeńı plat́ı pro řady s nezápornými členy.

Definice. Je-li an ≥ 0 pro všechna n ∈ N, nazývá se řada
∑∞

n=1 an řadou s

nezápornými členy.

Pro řadu s nezápornými členy plat́ı následuj́ıćı věta o přerovnáńı konvergentńı

řady.

Věta 3 (věta o přerovnáńı konvergentńı řady). Necht’ řada s nezápornými členy∑∞
n=1 an konverguje. Pak konverguje také řada

∑∞
n=1 akn vzniklá přerovnáńım

řady
∑∞

n=1 an a plat́ı

∞∑
n=1

akn =
∞∑
n=1

an.

Nyńı si uvedeme tři kritéria, která v práci dále využ́ıváme.
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Věta 4 (limitńı srovnávaćı kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada s nezápornými

členy,
∑∞

n=1 bn je řada s kladnými členy a existuje lim an
bn

. Označme A = lim an
bn

.

1. Jestlǐze A ∈ (0,∞), pak je řada
∑∞

n=1 an konvergentńı právě tehdy, když je

konvergentńı řada
∑∞

n=1 bn.

2. Jestlǐze A = 0 a řada
∑∞

n=1 bn je konvergentńı, pak je konvergentńı i řada∑∞
n=1 an.

3. Jestlǐze A =∞ a řada
∑∞

n=1 an je konvergentńı, pak je konvergentńı i řada∑∞
n=1 bn.

Věta 5 (kondenzačńı kritérium). Necht’ {an} je neroustoućı posloupnost s nezápornými

členy. Pak řada
∑∞

n=1 an konverguje právě tehdy, když konverguje řada
∑∞

n=0 2na2n.

Věta 6 (integrálńı kritérium). Necht’ f : R→ R je na intervalu [1,∞) nezáporná

a nerostoućı. Označme an = f(n) pro všechna n ∈ N. Pak
∑∞

n=1 an konverguje

právě tehdy, když
∫∞
1
f(x) dx konverguje.
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Kapitola 2

Daľśı teorie

Nyńı si uvedeme daľśı věty, které budou v práci použity. Při tvorbě této ka-

pitoly byla využita literatura [14].

Prvńı z nich je věta o třech limitách, která je v literatuře nazývána též jako

věta o dvou strážńıćıch.

Věta 7 (věta o třech limitách). Necht’ {an}∞n=1, {bn}∞n=1 a {cn}∞n=1 jsou posloup-

nosti reálných č́ısel splňuj́ıćı an ≤ bn ≤ cn pro skoro všechna n ∈ N. Jestlǐze

existuj́ı limity posloupnost́ı {an}∞n=1 a {cn}∞n=1 a plat́ı

lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = L ∈ R,

pak existuje i limita lim
n→∞

bn a je rovna L.

Druhá věta, kterou v této kapitole uvedeme, je věta o limitě složené funkce.

Věta 8 (věta o limitě složené funkce). Necht’ f, g : R→ R jsou takové, že

lim
x→x0

f(x) = L1, lim
y→L1

g(y) = L2.

Jestlǐze nav́ıc

1. existuje redukované okoĺı R(x0) tak, že pro všechna x ∈ R(x0) plat́ı f(x) 6=

L1, nebo

2. g je v L1 spojitá (tedy L1, L2 ∈ R a L2 = g(L1)),

13



pak

lim
x→x0

(g ◦ f)(x) = L2.

Věta 9 (Heineho). Necht’ c ∈ R∗, A ∈ R∗ a funkce f je definována na reduko-

vaném okoĺı bodu c. Pak jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı.

(a) Plat́ı

lim
x→c

f(x) = A.

(b) Pro každou posloupnost {xn} splňuj́ıćı, že xn, xn 6= c, je bod definičńıho

oboru funkce f pro všechna n ∈ N a limn→∞ xn = c, plat́ı

lim
n→∞

f(xn) = A.

Pro záměnu integrálu a sumy budeme potřebovat Leviho větu.

Věta 10 (Leviho věta pro řady, [12]). Jestlǐze fn jsou nezáporné µ−měřitelné

funkce definované na X, pak∫
X

∑
fn dµ =

∑∫
X

fn dµ.

Nyńı uvedeme dvě podstatné věty.

Věta 11. Každá konvergentńı posloupnost je ohraničená. Posloupnost, která má

nevlastńı limitu∞, je zdola ohraničená a shora neohraničená. Posloupnost, která

má nevlastńı limitu −∞, je shora ohraničená a zdola neohraničená.

Věta 12. Posloupnost je Cauchyovská právě tehdy, když je konvergentńı.

V kapitole o sč́ıtaćı metodách se objevuj́ı i komplexńı č́ısla.

Definice. Komplexńı č́ıslo je uspořádaná dvojice reálných č́ısel a = (a1, a2), kde

a1 se nazývá reálná část a znač́ı se <(a), a2 se nazývá imaginárńı část.
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Kapitola 3

Harmonická řada

Nyńı přejdeme k samotné harmonické řadě, která je náplńı práce.

3.1. Definice harmonické řady

Definice ([15]). Řadu
∑∞

n=1
1
n

nazýváme harmonickou řadou.

Definice ([4]). Čı́sla Hn, která odpov́ıdaj́ı částečným součt̊um harmonické řady,

tj. Hn =
∑n

j=1
1
j

= 1 + 1
2

+ · · ·+ 1
n

, nazýváme harmonická č́ısla.

3.2. Historie harmonické řady

V kapitole o historii harmonické řady vycháźıme z literatury [9]. Název har-

monické řady je odvozen od harmonického součtu. Ten je definován následovně.

Jestliže x a x+ 2y maj́ı aritmetický pr̊uměr x+y, pak jejich převrácené hodnoty,

tj. 1
x

a 1
x+2y

, maj́ı harmonický pr̊uměr roven převrácené hodnotě aritmetického

pr̊uměru p̊uvodńıch hodnot, tj. 1
x+y

. Ekvivaletně lze harmonický pr̊uměr H hod-

not a a b definovat jako

H =
2ab

a+ b

nebo rovnićı

2

H
=

1

a
+

1

b
.
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Daľśı zp̊usob definice harmonického pr̊uměru spoč́ıvá v tom, že je roven pod́ılu

druhé mocniny geometrického pr̊uměruG a aritmetického pr̊uměru A, tj. H = G2

A
.

Pro každé tři po sobě jdoućı členy harmonické řady plat́ı, že druhý z nich je

harmonickým pr̊uměrem prvńıho a třet́ıho členu, protože

2 · 1
n
· 1
n+2

1
n

+ 1
n+2

=
1

n+ 1

pro všechna n ∈ N.
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Kapitola 4

Divergence harmonické řady

Prvńı d̊ukaz divergence harmonické řady byl zaznamenán ve 14. stolet́ı a jeho

autorem byl Mikuláš Oresme. Daľśımi autory podobných d̊ukaz̊u byli Pietro Men-

goli nebo Jacob Bernoulli. Tyto a daľśı d̊ukazy divergence harmonické řady uve-

deme v této kapitole.

4.1. Vybrané d̊ukazy divergence harmonické řady

V této kapitole si uvedeme několik d̊ukaz̊u divergence harmonické řady. Při

zpracováńı d̊ukaz̊u č́ıslo 1 až 9 jsme vycházeli z [7] včetně stejného č́ıslováńı.

Důkazy 10 až 15 jsou opět podle [7], ovšem v literatuře s č́ısly 12 až 17, přičemž

posledńı dva d̊ukazy (14 a 15) neobsahuj́ı d̊ukazy tvrzeńı, kterých je v d̊ukazech

využito. U d̊ukaz̊u č́ıslo 16 a 17 jsme vycházeli z prezentace [8]. Předposledńı

d̊ukaz č́ıslo 19 vycháźı ze článku [6].

4.1.1. Důkaz č. 1

Prvńı d̊ukaz divergence harmonické řady, kterým se budeme zabývat, pocháźı

z obdob́ı okolo roku 1350 a byl proveden Mikulášem Oresmem1.

Uvažujme podposloupnost {H2k}∞k=1. Metodou matematické indukce dokážeme,

že pro členy této posloupnost́ı plat́ı H2k ≥ 1 + k
(
1
2

)
.

1Mikuláš Oresme byl francouzský teolog a matematik, který se mimo jiné zabýval obecnými
souřadnicemi ještě dř́ıve než René Descartes, po němž je kartézská soustava souřadnic pojme-
nována.
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(0) Pro k = 1 dostaneme H21 = H2 = 1 +
(
1
2

)
=
(
3
2

)
≥ 1 + 1

(
1
2

)
=
(
3
2

)
. Tato

podmı́nka je tedy splněna.

(1) Nyńı předpokládejme, že daná nerovnost plat́ı pro k ∈ N, tj.H2k ≥ 1+k
(
1
2

)
,

a dokážeme ji pro k + 1, tj. H2k+1 ≥ 1 + (k + 1)
(
1
2

)
.

Na pravé straně nerovnice dostaneme výraz, který uprav́ıme a následně

využijeme indukčńı předpoklad. Posledńı nerovnost vyplývá z vlastnosti

posloupnosti {H2k}∞k=1, kdy H2k+1 −H2k ≥ 1
2

pro všechna k ∈ N:

1 + (k + 1)

(
1

2

)
= 1 + k

(
1

2

)
+

(
1

2

)
≤ H2k +

(
1

2

)
≤ H2k+1 .

Dokázáńım tvrzeńı H2k ≥ 1 + k
(
1
2

)
jsme ověřili neomezennost posloupnosti

{H2k}∞k=0 a tedy i fakt, že posloupnost {Hn} diverguje.

4.1.2. Důkaz č. 2

Následuj́ıćı d̊ukaz pocháźı od Rosse Honsbergera z druhé poloviny 20. stolet́ı.

Pokud bychom dokázali, že posloupnost {H10k−1}∞k=1 je neomezená, mohli bychom

ř́ıci, že je neomezená i posloupnost {Hn}∞n=1.

Důkaz provedeme dokázáńım vztahu H10k−1 > k
(

9
10

)
a to metodou matema-

tické indukce.

(0) Pro k = 1 dostaneme nerovnost

H101−1 = H9 = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+

1

9
> 1

(
9

10

)
=

9

10
.

(1) Nyńı předpokládejme, že nerovnost plat́ı pro k, tj. H10k−1 > k
(

9
10

)
,

a dokážeme ji pro k + 1, tj. H10k+1−1 > (k + 1)
(

9
10

)
.

Na pravé straně nerovnosti dostaneme

(k + 1)

(
9

10

)
= k

(
9

10

)
+

9

10
< H10k−1 +

9

10
< H10k+1−1,
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kde jsme využili indukčńıho předpokladu a vlastnosti H10k+1−1 −H10k−1 >

9
10

pro všecchna k ∈ N, kterou ověř́ıme následovně

H10k+1−1 −H10k−1 =
10k+1−1∑
j=1

1

j
−

10k−1∑
j=1

1

j
=

10k+1−1∑
j=10k

1

j

>
[(

10k+1 − 1
)
−
(
10k
)

+ 1
] 1

10k
= 9 >

9

10
.

4.1.3. Důkaz č. 3

Třet́ı d̊ukaz, kterým se budeme zabývat, pocháźı od italského matematika

jménem Pietro Mengoli, který žil v letech 1626 až 1686.

Nejprve poznamenejme, že pro n = 2, 3, 4, . . . plat́ı následuj́ıćı vztah:

1

n− 1
+

1

n+ 1
=

2n

n2 − 1
>

2n

n2
=

2

n
. (4.1)

Důkaz budeme provádět sporem. Předpokládejme, že harmonická řada kon-

verguje se součtem S. Tedy

S =
∞∑
n=1

1

n
> 1 +

1

3

∞∑
n=1

3

n
= 1 +

∞∑
n=1

1

n
= 1 + S,

kde jsme v nerovnosti využili upraveného vztahu (4.1), konkrétně

1

n− 1
+

1

n
+

1

n+ 1
>

3

n

a aplikovali jej na všechny členy harmonické řady kromě prvńıho, tj. 1.

T́ım jsme se dostali do sporu S > 1 + S. Harmonická řada tedy nemá součet

a diverguje.

4.1.4. Důkaz č. 4

Uvažujme posloupnost {Sn}∞n=1 takovou, že Sn = H2n−Hn =
2n∑

k=n+1

1
k
. Protože

plat́ı Sn+1 − Sn = 1
2n+1

− 1
2n+2

> 0 pro všechna n ∈ N, je posloupnost {Sn}

roustoućı.
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Plat́ı také

1

2
= S1 ≤ Sn =

2n∑
k=n+1

1

k
≤

2n∑
k=n+1

1

n+ 1
=

n

n+ 1
< 1,

tj. posloupnost {Sn} má kladné členy a je omezená intervalem
[
1
2
, 1
)
. Z toho

plyne, že posloupnost konverguje ke kladnému č́ıslu z intervalu
[
1
2
, 1
]
. Z definice

posloupnosti {Sn} a jej́ıch výše uvedených vlastnost́ı plyne, že posloupnost {Hn}

neńı Cauchyovská a muśı tedy divergovat.

4.1.5. Důkaz č. 5

Následuj́ıćı d̊ukaz vycháźı z nerovnosti ex > 1 + x platné pro všechna x 6= 0,

kterou muśıme nejprve dokázat.

Budeme se zabývat pr̊uběhem funkce ex−1−x a pokuśıme se naj́ıt jej́ı globálńı

minimum. Po zderivováńı a položeńı výsledné funkce rovno nule dostaneme rov-

nici ex − 1 = 0, jej́ıž řešeńı je x = 0. Protože na intervalu (−∞, 0) je funkce

klesaj́ıćı a na intervalu (0,∞) rostoućı, nabývá funkce v bodě x = 0 globálńıho

minima s hodnotou 0. T́ım jsme dokázali, že pro všechna x 6= 0 plat́ı nerovnost

ex > 1 + x.

Nyńı přejdeme k samotnému d̊ukazu. Uvažujme posloupnost {eHn}∞n=1, tj.

eHn = exp

(
n∑
k=1

1

k

)
=

n∏
k=1

e
1
k >

n∏
k=1

(
1 +

1

k

)
= n+ 1,

kde jsme využili námi dokázané nerovnosti ex > 1 + x.

Protože je posloupnost {eHn} neomezená, což plyne z nerovnosti eHn > n+ 1,

je podle Heineho věty (tj. Věty 9) a věty o limitě složené funkce (tj. Věty 8)

neomezená i posloupnost {Hn}.
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4.1.6. Důkaz č. 6

Tento d̊ukaz provedeme sporem. Předpokládejme, že harmonická řada kon-

verguje se součtem S. Potom

S =
∞∑
n=1

1

n
=
∞∑
n=1

(
1

2n− 1
+

1

2n

)
>
∞∑
n=1

(
1

2n
+

1

2n

)
=
∞∑
n=1

(
1

n

)
= S.

T́ım jsme se dostali ke sporu S > S. Součet S tedy neexistuje a předpoklad toho,

že harmonická řada konverguje, byl nesprávný.

Důkaz může mı́t r̊uzné modifikace, lze uvažovat skupiny po 3 sč́ıtanćıch. V

tom př́ıpadě bychom měli

S =
∞∑
n=1

1

n
=
∞∑
j=1

(
3j∑

n=3j−2

1

n

)
=
∞∑
j=1

1

3j − 2
+

1

3j − 1
+

1

3j

> 3
∞∑
j=1

1

3j
=
∞∑
j=1

1

j
= S.

T́ım jsme opět došli ke sporu.

Pro obecné k ∈ N bychom dostali

S =
∞∑
n=1

1

n
=
∞∑
j=1

 jk∑
n=k(j−1)+1

1

n

 > k
∞∑
j=1

1

jk
=
∞∑
j=1

1

j
= S.

4.1.7. Důkaz č. 7

Následuj́ıćı d̊ukaz je založen na tom, že plat́ı rovnost

1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
=

1

n+ 1
+

1

(2n+ 1)(2n+ 2)
.

Ta lze dokázat postupnou úpravou levé strany nerovnosti, tj.

1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
=

2n+ 2 + 2n+ 1

2(2n+ 1)(n+ 1)
=

2(2n+ 1) + 1

2(2n+ 1)(n+ 1)

=
2(2n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 2)
+

1

(2n+ 1)(2n+ 2)

=
1

n+ 1
+

1

(2n+ 1)(2n+ 2)
.
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Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že harmonická řada konverguje

se součtem S. Potom

S =
∞∑
n=1

1

n
=
∞∑
n=0

(
1

2n+ 1
+

1

2n+ 2

)
=
∞∑
n=0

(
1

n+ 1
+

1

(2n+ 1)(2n+ 2)

)

=
∞∑
n=0

1

n+ 1
+
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)(2n+ 2)
=
∞∑
n=1

1

n
+
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)(2n+ 2)

= S +
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)(2n+ 2)
,

kde posledńı člen je vždy nenulový, tud́ıž jsme došli ke sporu a náš předpoklad

konvergence harmonické řady je vyvrácen.

4.1.8. Důkaz č. 8

V d̊ukazu č. 8 opět předpokládáme, že harmonická řada konverguje se

součtem S. Předpokládejme také, že

1

2
S =

∞∑
n=1

1

2n
.

Protože využit́ım věty o přerovnáńı konvergentńı řady, tj. Věty 3, dostaneme

S =
∞∑
n=1

1

n
=
∞∑
n=1

1

2n
+
∞∑
n=1

1

2n− 1
,

mělo by platit

1

2
S =

∞∑
n=1

1

2n− 1
.

To platit nemůže, protože 1
2n−1 >

1
2n

pro všechna n ∈ N, a tedy 1
2
S > 1

2
S.

4.1.9. Důkaz č. 9

V tomto d̊ukazu se na harmonickou řadu pokuśıme aplikovat integrálńı kritérium.

Podle toho by mělo platit, že harmonická řada konverguje právě tehdy, když kon-
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verguje integrál
∫∞
x=1

1
x
dx. Protože∫ ∞

x=1

1

x
dx = lim

t→∞

∫ t

1

1

x
dx = lim

t→∞
ln(t) =∞,

harmonická řada diverguje.

4.1.10. Důkaz č. 10

Následuj́ıćı d̊ukaz byl publikován v roce 1689 Jacobem Bernoullim.

Nejprve poznamenejme, že pro c ∈ Z, c > 1 plat́ı

1

c+ 1
+

1

c+ 2
+ · · ·+ 1

c2
=

c2∑
i=c+1

1

i
≥
(
c2 − c

) 1

c2
= 1− 1

c
.

Přičteńım 1
c

k oběma stranám nerovnosti dostaneme

1

c
+

1

c+ 1
+ · · ·+ 1

c2
≥ 1.

Předpokládejme, že harmonická řada konverguje se součtem S. Potom plat́ı

S =
∞∑
n=1

1

n
= 1 +

∞∑
k=1

(k2+1)2∑
n=k2+1

1

n

 ≥ 1 +
∞∑
k=1

1 = 1 +∞ =∞.

T́ım jsme došli ke sporu s naš́ım předpokladem o konvergenci harmonické řady,

muśı tedy divergovat.

4.1.11. Důkaz č. 11

Následuj́ıćı interpretace d̊ukazu pocháźı opět od Jacoba Bernoulliho, nicméně

oficiálně je d̊ukaz připisován jeho bratru Johannovi.

Uvažujme řadu
∞∑
n=1

1
n(n+1)

=
∞∑
n=1

(
1
n
− 1

n+1

)
, která je teleskopická a konver-

guje k 1, protože

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
=
∞∑
n=1

1

n
−
∞∑
n=1

1

n+ 1
= 1.
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Nyńı předpokládejme, že harmonická řada konverguje se součtem S. Potom

S =
∞∑
n=1

1

n
= 1 +

∞∑
n=1

1

n+ 1
= 1 +

∞∑
n=1

n

n(n+ 1)
= 1 +

1

2
+

2

6
+

3

12
+ · · ·

= 1 +

(
1

2
+

1

6
+

1

12
+ · · ·

)
+

(
1

6
+

1

12
+

1

20
+ · · ·

)
+

(
1

12
+

1

20
+

1

30
+ · · ·

)
+ · · ·

= 1 +
∞∑
k=1

(
∞∑
n=k

1

n(n+ 1)

)
= 1 +

∞∑
k=1

(
∞∑
n=k

(
1

n
− 1

n+ 1

))
= 1 +

∞∑
k=1

1

k

= 1 + S,

č́ımž jsme došli ke sporu. Harmonická řada tedy diverguje.

4.1.12. Důkaz č. 12

Následuj́ıćı d̊ukaz provedeme sporem. Předpokládejme, že harmonická řada

konverguje se součtem S. Protože už pro součet prvńıch čtyř člen̊u harmonické

posloupnosti plat́ı

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
=

25

12
> 2,

muśı platit nerovnost S > 2.

Dále pro součet S podle Věty 2 plat́ı:

S =
∞∑
n=1

1

n
= 1 +

∞∑
k=1

 (k+1)(k+2)
2∑

n=
k(k+1)

2
+1

1

n

 = 1 +

(
1

2
+

1

3

)
+

(
1

4
+

1

5
+

1

6

)
+

+

(
1

7
+

1

8
+

1

9
+

1

10

)
+ · · · > 1 +

∞∑
n=1

n+ 1
(n+1)(n+2)

2

= 1 +
∞∑
n=1

2

n+ 2

= 2
∞∑
n=2

1

n
= 2(S − 1).

Z S > 2(S − 1) plyne, že S < 2, což je ve sporu s faktem S > 2. Harmonická

řada tedy muśı divergovat.
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4.1.13. Důkaz č. 13

Následuj́ıćı d̊ukaz je založen na neomezenosti posloupnosti {Hn!}∞n=1.

Nejprve poznamenejme, že pro k ∈ Z, k > 1 plat́ı vztah

1

(k − 1)! + 1
+

1

(k − 1)! + 2
+ · · ·+ 1

k!
>
k!− (k − 1)!

k!

=
(k − 1)!(k − 1)

k!
= 1− 1

k
.

Nyńı uvažujme posloupnost {Hn!}∞n=1.

Hn! =
n!∑
k=1

1

k
= 1 +

n!∑
k=2

1

k
= 1 +

(
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n!

)

= 1 +

(
1

2

)
+

(
1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

6

)
+ · · ·+

(
1

(n− 1)! + 1
+ · · ·+ 1

n!

)

= 1 +
n∑
k=2

(
1

(k − 1)! + 1
+ · · ·+ 1

k!

)
> 1 +

n∑
k=2

(
1− 1

k

)
= 1 + n−Hn,

kde jsme využili Větu 2.

Tedy plat́ı 2Hn! > Hn! + Hn > 1 + n, kde prvńı nerovnost vycháźı z toho, že

Hn! > Hn, protože n! > n pro všechna n ∈ N.

Posloupnost {Hn!}∞n=1 je tedy neomezená a harmonická řada diverguje.

4.1.14. Důkaz č. 14

V d̊ukazu č.14 využijeme upravenou nutnou podmı́nku konvergence č́ıselné

řady.

Věta 13. Necht’ je posloupnost {an}∞n=1 kladná a klesaj́ıćı. Jestlǐze řada
∑∞

n=1 an

konverguje, pak limn→∞ nan = 0.

D̊ukaz. Definujme posloupnost {bN}∞N=1 takovou, že pro všechna N ∈ N,

bN =
∞∑

n=N+1

an.
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Z konvergence posloupnosti {an}∞n=1 plyne limN→∞ bN = 0.

Dále pro všechna n ∈ N plat́ı 0 ≤ na2n ≤ an+1 + · · ·+ a2n ≤ bN . Podle věty o

třech limitách (tj. Věty 7) plat́ı limn→∞ na2n = 0, tedy limn→∞ 2na2n = 0.

Podobně pro liché indexy plat́ı (2n+ 1)a2n+1 = 2n · a2n+1 + a2n+1 ≤ 2n · a2n +

a2n+1, a tedy limn→∞ (2n+ 1)a2n+1 = 0.

Celkem jsme tedy dostali požadovanou rovnost limn→∞ nan = 0

Nyńı ji můžeme aplikovat na harmonickou řadu.

lim
n→∞

nan = lim
n→∞

n
1

n
= lim

n→∞
1 = 1.

Protože neńı splněna modifikovaná nutná podmı́nka konvergence, harmonická

řada diverguje.

4.1.15. Důkaz č. 15

Důkaz je založen na následuj́ıćım tvrzeńı.

Věta 14. Necht’
∑∞

n=1 dn je divergentńı řada s kladnými členy. Jestlǐze sn =

d1 + d2 + · · ·+ dn, pak
∑∞

n=2
dn
sn−1

diverguje.

D̊ukaz. Úpravou vztahu dN+1

sN
+ · · ·+ dN+k

sN+k−1
dostaneme

dN+1

sN
+ · · ·+ dN+k

sN+k−1
≥ dN+1

sN+k−1
+ · · ·+ dN+k

sN+k−1
=
sN+k − sN
sN+k−1

≥ sN+k − sN
sN+k

= 1− sN
sN+k

.

Nyńı předpokládejme, že řada
∑∞

n=2
dn
sn−1

konverguje. Pak pro každé L > 0, a

tedy i pro L ∈ (0, 1), existuje N ∈ N takové, že dm
sm−1

+ · · ·+ dn
sn−1

< L pro všechna

m, n, kde n > m ≥ N . Pak plat́ı

1− sN
sN+k

≤ dN+1

sN
+ · · ·+ dN+k

sN+k−1
< L

pro všechna k ∈ N. Pro k → ∞ je sN+k → ∞, protože posloupnost diver-

guje a má kladné členy. Potom dostaneme nerovnost 1 ≤ L, která je ve sporu s

předpokladem L ∈ (0, 1).

Řada
∑∞

n=2
dn
sn−1

tedy za daných podmı́nek diverguje.
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Uvažujme divergentńı řadu s kladnými členy
∑∞

n=1 dn, kde dn = 1 pro všechna

n ∈ N. Pak sn−1 = n − 1, a tedy
∑∞

n=2
dn
sn−1

=
∑∞

n=2
1

n−1 =
∑∞

n=1
1
n
. Podle

výše uvedené věty harmonická řada diverguje. T́ımto zp̊usobem můžeme ke každé

divergentńı řadě naj́ıt řadu, která diverguje pomaleji. Neexistuje tedy nic jako

nejpomaleji diverguj́ıćı řada.

4.1.16. Důkaz č. 16

Následuj́ıćı d̊ukaz využ́ıvá vzorce pro součet geometrické řady a Věty 2.

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

(
1

2
+ · · ·+ 1

k + 1

)
+

(
1

k + 2
+ · · ·+ 1

k2 + k + 1

)

+

(
1

k2 + k + 2
+ · · ·+ 1

k3 + k2 + k + 1

)
+ · · ·

= 1 +
∞∑
j=0

(
1

1 +
∑j

i=0 k
i

+ · · ·+ 1∑j+1
i=0 k

i

)
> 1 +

∞∑
j=0

kj+1∑j+1
i=0 k

i

(∗)
> 1 +

∞∑
j=0

(
k

k + 1

)j+1

=
∞∑
j=0

(
k

k + 1

)j
=

1

1− k
k+1

= k + 1.

Nerovnost (∗) jsme źıskali pomoćı vztahu

j+1∑
i=0

ki <

j+1∑
i=0

(
j + 1

i

)
ki

(∗∗)
= (k + 1)j+1

pro všechna j > 0, kde jsme využili toho, že vždy plat́ı
(
j+1
i

)
≥ 1 a pro d̊ukaz

ostré nerovnosti zbývá naj́ıt aspoň jedno kombinačńı č́ıslo, které je větš́ı než 1.

T́ım je např́ıklad
(
j+1
1

)
. Rovnost (∗∗) jsme źıskali využit́ım binomické věty.

Harmonická řada tedy diverguje.

4.1.17. Důkaz č. 17

Důkaz č. 17 je založen na následuj́ıćım tvrzeńı.

Věta 15. Pro každé x ∈ R, x > 0 plat́ı nerovnost x ≥ ln(x).
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D̊ukaz. Uvažujme funkci f definovanou pro x > 0 vztahem f(x) = x − ln(x).

Prvńı derivace je ve tvaru f ′(x) = 1 − 1
x
, a proto je funkce f klesaj́ıćı na in-

tervalu (0, 1) a rostoućı na intervalu (1,∞). Položme prvńı derivaci rovnu nule,

tj. 1 − 1
x

= 0, a t́ım najděme absolutńı minimum. Toho funkce nabývá v x = 1

s hodnotou 1. Plat́ı tedy f(x) = x− ln(x) ≥ 1 > 0.

Z tvrzeńı plyne, že

1

k
≥ ln

(
1 +

1

k

)
= ln(k + 1)− ln(k)

pro všechna k ∈ N.

Pro posloupnost {Hn}kn=1 potom plat́ı

Hn =
n∑
k=1

1

k
≥

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
=

n∑
k=1

[ln(k + 1)− ln(k)] = ln(n+ 1).

T́ım jsme dokázali neomezenost shora posloupnosti {Hn}kn=1, a tedy i divergenci

harmonické řady.

4.1.18. Důkaz č. 18

V tomto d̊ukazu ověř́ıme divergenci harmonické řady srovnáńım s řadou
∑∞

k=1 ln
(
1 + 1

k

)
,

která je teleskopická a diverguje, protože

∞∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
=
∞∑
k=1

ln(
k + 1

k
) =

∞∑
k=1

ln(k + 1)− ln(k)

= lim
n→∞

n∑
k=1

ln(k + 1)− ln(k) = lim
n→∞

ln(n+ 1) =∞.

Podle limitńıho srovnávaćıho kritéria (tj. Věty 4), tj.

lim
x→∞

1
x

ln
(
1 + 1

x

) = lim
x→∞

− 1
x2(

1
1+ 1

x

)
·
(
− 1
x2

) = 1 > 0,

diverguje i harmonická řada. Ve výpočtu limity jsme aplikovali l’Hospitalovo pra-

vidlo.
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4.1.19. Důkaz č. 19

Důkaz vycháźı z Fibonacciho posloupnosti, která je definována rekurzivně

f0 = 1, f1 = 1, fn+1 = fn−1 + fn pro n ∈ N. Limita poměru dvou následuj́ıćıch

člen̊u Fibonacciho posloupnosti je rovna zlatému řezu, tj. limn→∞
fn+1

fn
= 1+

√
5

2
.

Plat́ı

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+ · · · = 1 +

∞∑
n=1

(
fn+1∑

j=fn+1

1

j

)

= 1 +
1

2
+

1

3
+

(
1

4
+

1

5

)
+

(
1

6
+

1

7
+

1

8

)
+

(
1

9
+

1

10
+ · · ·+ 1

13

)
+

(
1

14
+

1

15
+ · · ·+ 1

21

)
+ · · ·

≥ 1 +
∞∑
n=1

fn−1
fn+1

= 1 +
1

2
+

1

3
+

2

5
+

3

8
+

5

13
+ · · · ,

kde jsme využili Větu 2.

Protože řada
∑∞

n=1
fn−1

fn+1
nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence (tj. Větu

1), tj. limn→∞
fn+1

fn
6= 0, harmonická řada diverguje.

4.1.20. Důkaz č. 20

Nyńı dokážeme divergenci harmonické řady pomoćı kondenzačńıho kritéria

(tj. Věty 5).

Předpoklad kondenzačńıho kritéria, tj. posloupnost {an}, kde an
1
n
, je ne-

rostoućı a má nezáporné členy, je splněn. Pod́ıvejme se, jak nyńı vypadá řada∑∞
n=0 2na2n , tj.

∞∑
n=0

2na2n =
∞∑
n=0

2n
1

2n
=
∞∑
n=0

1.

Protože tato řada diverguje, diverguje i harmonická řada.
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4.2. Rychlost divergence harmonické řady

Harmonická řada diverguje velmi pomalu. Např́ıklad součet prvńıch 13000

člen̊u sotva převýš́ı č́ıslo 10. Uvažujme, jak lze harmonický součet Hn omezit

zdola i shora.

ln(n+ 1) =

∫ n+1

1

1

x
dx =

∫ 2

1

1

x
dx+

∫ 3

2

1

x
dx+ · · ·+

∫ n+1

n

1

x
dx

< 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
= Hn

V prvńı rovnosti jsme využili vzorce pro neurčitý integrál
∫

1
x
dx = ln |x| + C,

kde C je libovolná konstanta, a dosadili meze 1 a n + 1. Nyńı se zaměř́ıme na

horńı mez harmonického součtu Hn.

Hn − 1 =
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
<

∫ 2

1

1

x
dx+

∫ 3

2

1

x
dx+ · · ·+

∫ n+1

n

1

x
dx

=

∫ n

1

1

x
dx = ln(n)

Celkem tedy máme

ln(n+ 1) < Hn < 1 + ln(n).

Pokud bychom chtěli zjistit, kolik člen̊u harmonické řady bude potřeba, abychom

dostali součet 1000, tj. Hn > 1000, stač́ı vyj́ıt ze vztahu ln(n + 1) > 1000,

jehož řešeńım bychom došli k tomu, že n muśı být nejméně 10435. Pro představu

uved’me, že na nejrychleǰśım superpoč́ıtači v roce 2020 by tento výpočet trval

10435

415 · 1015
· 1

3600 · 24 · 365
≈ 7, 6 · 10409

let, protože tento superpoč́ıtač dosahuje rychlosti 415 petaflops, tj. 415 · 1015

operaćı za sekundu. Podrobnosti najdete v [6],[16].
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Kapitola 5

Zobecněńı harmonických řad a
souvisej́ıćı témata

5.1. Riemannova zeta funkce

Riemannovu zeta funkci, která je významnou součást́ı tak zvané Riemannovy

hypotézy, zavedl roku 1859 německý matematik Bernhard Riemann, jak je uve-

deno v [17]. Ve zbylé části kapitoly jsme čerpali z [10].

ζ (z) :=
∞∑
n=1

1

nz
= 1 +

1

2z
+

1

3z
+ · · ·

Pro tuto funkci plat́ı, že absolutně konverguje pro všechna komplexńı č́ısla z,

která maj́ı reálnou část větš́ı než 1.

Nyńı se zaměřme na Eulerovu–Mascheroniho konstantu, která je definována

následovně:

γ := lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn

)
.

Nejprve dokažme, že tato limita opravdu existuje. Uvažujme posloupnost {γn}∞n=2

definovanou jako

γn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln(n).

K tomu, abychom dokázali, že posloupnost {γn}∞n=2 je monotónńı a omezená,
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potřebujeme následuj́ıćı vztah platný pro všechna n ∈ N(
n+ 1

n

)n
< e <

(
n+ 1

n

)n+1

,

jehož platnost je dokázána v [10, Section 3.3]. Tento vztah uprav́ıme do jiného

tvaru

n · ln
(
n+ 1

n

)
< 1 < (n+ 1) · ln

(
n+ 1

n

)
n <

1

ln
(
n+1
n

) < n+ 1

1

n+ 1
< ln(n+ 1)− ln(n) <

1

n
. (5.1)

Užit́ım prvńı nerovnosti výsledného tvaru a definice γn dokážeme, že posloupnost

{γn}∞n=2 je klesaj́ıćı, tj.

γn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln(n) = γn+1 −

1

n+ 1
+ ln(n+ 1)− ln(n) > γn+1.

a užit́ım druhé nerovnosti

γn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln(n)

> 1 + [ln (3)− ln (2)] + [ln (4)− ln (3)] + · · ·+ [ln (n+ 1)− ln (n)]− ln (n)

= 1− ln (2) + ln (n+ 1)− ln (n) > 1− ln (2) > 0

jsme dokázali omezenost posloupnosti {γn}∞n=1 zdola.

Užit́ım této konstanty, která se nazývá též jen Eulerova, můžeme určit součet

alternuj́ıćı harmonické řady
∑∞

n=1
(−1)n−1

n
. Z definice Eulerovy–Mascheroniho kon-

stanty lze odvodit následuj́ıćı dva vztahy

γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2n
− ln 2n

)
,

γ = lim
n→∞

2

(
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)
− lnn,

jejichž odečteńım źıskáme

0 = lim
n→∞

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+− · · · − 1

2n

)
− ln 2.
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Tedy plat́ı

ln 2 =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+− · · · .

Analogicky lze odvodit také vztah pro ln 3. Z definice plynou dva vztahy

γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

3n
− ln (3n)

)
,

γ = lim
n→∞

3

(
1

3
+

1

6
+ · · ·+ 1

3n

)
− ln (n) ,

jejichž odečteńım źıskáme

0 = lim
n→∞

(
1 +

1

2
− 2

3
+

1

4
+

1

5
− 2

6
+ +− · · · − 2

3n

)
− ln (3) .

Tedy

ln 3 = 1 +
1

2
− 2

3
+

1

4
+

1

5
− 2

6
+ · · · .

5.2. Prvoč́ıselná harmonická řada

V této kapitole se budeme zabývat řadou
∑

p∈P
1
p
, kde P ⊂ N je množina

všech prvoč́ısel. Při zpracováńı této kapitoly včetně podkapitoly o posloupnosti

částečných součt̊u prvoč́ıselné harmonické řady jsme vycházeli předevš́ım z [10].

Jak už v́ıme, řada
∑∞

n=1
1
n

diverguje, ale řada
∑∞

n=1
1
n2 už konverguje, a proto

by nás mohlo zaj́ımat, jak je to s konvergenćı řady skládaj́ıćı se z převrácených

hodnot prvoč́ısel. Pokusme se dokázat, že tato řada poměrně překvapivě diver-

guje.

Nejprve poznamenejme, že pro každé p > 1 plat́ı podle vztahu pro součet

geometrické řady, že (
1− 1

p

)−1
=

∞∑
n=0,
p∈P

1

pn
.
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Necht’ N ≥ 3 a necht’ 2 < 3 < · · · < m jsou všechna prvoč́ısla menš́ı než N. Pak

plat́ı ∏
p<N,
p∈P

(
1− 1

p

)−1
=

(
1− 1

2

)−1(
1− 1

3

)−1
· · ·
(

1− 1

m

)−1

=

(
∞∑
i=0

1

2i

)(
∞∑
j=0

1

3j

)
· · ·

(
∞∑
k=0

1

mk

)

≥

(
N∑
i=0

1

2i

)(
N∑
j=0

1

3j

)
· · ·

(
N∑
k=0

1

mk

)

=
N∑
i=0

N∑
j=0

· · ·
N∑
k=0

1

2i · 3j · . . . ·mk
,

kde posledńı suma obsahuje všechna č́ısla 1, 1
2
, 1

3
, 1

4
,. . . , 1

N−1 a mnoho daľśıch,

protože všechna přirozená č́ısla n < N lze zapsat ve tvaru n = 2i · 3j · . . . ·mk,

kde i, j, . . ., k jsou nezáporná celá č́ısla. Tedy plat́ı

∏
p<N,
p∈P

(
1− 1

p

)−1
=
∏
p<N,
p∈P

p

p− 1
≥

N−1∑
n=1

1

n
.

Logaritmováńım obou stran dostaneme

ln

(
N−1∑
n=1

1

n

)
≤ ln

∏
p<N,
p∈P

p

p− 1

 =
∑
p<N,
p∈P

(ln(p)− ln(p− 1))

≤
∑
p<N,
p∈P

1

p− 1
≤
∑
p<N,
p∈P

2

p
,

kde jsme v předposledńı nerovnosti využili vztahu 5.1 a v posledńı vztahu

p ≤ 2(p− 1), který plat́ı pro všechna n ∈ N, n > 1.

Protože řada
∑N−1

n=1
1
n

diverguje k∞ pro N →∞, je ln
(∑N−1

n=1
1
n

)
také jdoućı

k ∞ pro N → ∞, a tedy diverguje k ∞ i řada složená z převrácených hodnot

prvoč́ısel
∑

p∈P
1
p
.
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5.2.1. Posloupnost částečných součt̊u prvoč́ıselné harmo-

nické řady

Definujme posloupnost {sn} jako posloupnost částečných součt̊u prvoč́ıselné

harmonické řady
∑

p∈P
1
p
, tj. sn = 1

2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

pn
, kde pn je n-té prvoč́ıslo.

Vı́me, že tato posloupnost diverguje k ∞ pro n jdoućı k ∞. Nav́ıc se vyhýbá

celým č́ısl̊um. To se nyńı pokuśıme dokázat vynásobeńım sn součinem 2 · 3 · . . . ·

pn−1, tj.

sn · 2 · 3 · . . . · pn−1 =

(
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

pn

)
· 2 · 3 · . . . · pn−1

= 3 · 5 · . . . · pn−1 + 2 · 5 · . . . · pn−1

+ · · ·+ 2 · 3 · . . . · pn−2 +
2 · 3 · . . . · pn−1

pn
.

Na pravé straně jsou všichni sč́ıtanci kromě posledńıho celoč́ıselńı, protože jsou

tvořeni součinem celých č́ısel. Naopak posledńı celoč́ıslený neńı, protože součin

prvoč́ısel děĺıme jiným prvoč́ıslem. Součet na pravé straně tedy neńı celoč́ıselný,

a proto nemůže být celoč́ıselný ani součin na levé straně. Součin 2 · 3 · . . . · pn−1
zřejmě celoč́ıselný je a z toho plyne neceloč́ıselnost sn.
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Kapitola 6

Sč́ıtaćı metody divergentńıch řad

V této kapitole, při jej́ımž zpracováńı jsme vycházeli předevš́ım z [5], se bu-

deme zabývat klasickými sč́ıtaćımi metodami, které harmonickou řadu nesečtou,

ale i sč́ıtaćı metodou, která divergentńı harmonickou řadu sečte. Sč́ıtaćı metoda

je zobrazeńı, které přǐrazuje nekonečné řadě č́ıslo představuj́ıćı součet této řady.

6.1. Klasické sč́ıtaćı metody divergentńıch řad

6.1.1. Abelova sč́ıtaćı metoda

Věta 16. Necht’ mocninná řada
∑∞

n=0 anx
n má poloměr konvergence r, 0 < r <

∞ a necht’ v bodě x = r tato řada konverguje. Potom součet s(x) této řady je

funkce zleva spojitá v r, tj. lim
x→r−

s(x) =
∑
anr

n.

Definice. Necht’
∑
an je nekonečná řada. Mějme př́ıslušnou mocninnou řadu

f(x) =
∑∞

n=0 anx
n. Jestlǐze f(x) konverguje pro všechna x ∈ (0, 1) a lim

x→1−
f(x) =

s, pak definujeme Abel̊uv součet
∑
an následovně (A)

∑∞
n=0 an = s.

Nyńı se pokuśıme Abelovu sč́ıtaćı metodu aplikovat na harmonickou řadu∑∞
n=1

1
n
. Př́ıslušná mocninná řada je ve tvaru

∑∞
n=1

1
n
xn a plat́ı f(x) = − ln (1− x)

pro x ∈ (0, 1). Abel̊uv součet je pak ve tvaru

s = lim
x→1−

− ln (1− x) = − lim
x→1−

ln (1− x) =∞.

Abelova sč́ıtaćı metoda tedy nelze úspěšně aplikovat na harmonickou řadu.
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6.1.2. Cesàrova sč́ıtaćı metoda

Označme s0n = sn = a1 + a2 + · · ·+ an a skn = sk−10 + sk−11 + · · ·+ sk−1n , k ∈ N,

n ∈ N ∪ {0}. Dále

E0
n = 1 pro všechna n ∈ N ∪ {0},

E1
n = E0

0 + E0
1 + · · ·+ E0

n = 1 + 1 + · · ·+ 1 = n+ 1,

E2
n = E1

0 + E1
1 + · · ·+ E1

n = 1 + 2 + · · ·+ (n+ 1) = (n+1)(n+2)
2

=
(
n+2
2

)
,

. . .

Ek
n = Ek−1

0 + Ek−1
1 + · · ·+ Ek−1

n = 1 + 2 + · · ·+ (n+ k − 1) =
(
n+k
k

)
.

Definice. Jestlǐze existuje lim
n→∞

skn
Ekn

= s, k ∈ N, pak řekneme, že řada
∑∞

n=1 an

má (C, k) součet. Znač́ıme (C, k)
∑∞

n=1 an = s.

Věta 17. Necht’ s = (C, k)
∑∞

n=1 an, k ∈ N. Potom plat́ı s = lim
n→∞

k!
nk
skn.

Nyńı se pokuśıme aplikovat Cesàrovu sč́ıtaćı metodu na harmonickou řadu∑∞
n=1

1
n
. V tom př́ıpadě máme a1 = 1, a2 = 1

2
, a3 = 1

3
, . . . Nejprve uvažujme

možnost (C, 1). Muśıme tedy určit s1n = 1 +
(
1 + 1

2

)
+
(
1 + 1

2
+ 1

3

)
+ · · · +(

1 + · · ·+ 1
n

)
= n+ 1

2
(n− 1) + 1

3
(n− 2) + · · ·+ 1

n
. Potom by mělo platit

s = lim
n→∞

1

n
s1n = lim

n→∞

1

n

(
n+

1

2
(n− 1) +

1

3
(n− 2) + · · ·+ 1

n

)
= 1 + lim

n→∞

(
n− 1

2n
+
n− 2

3n
+ · · ·+ 1

n2

)
= 1 +

(
1

2
+

1

3
+ · · ·

)
,

č́ımž jsme se dostali zpět k harmonické řadě.

Uvedeme ještě možnost (C, 2). V tom př́ıpadě bychom měli

s2n = s10 + s11 + · · ·+ s1n = s00 + (s00 + s01) + · · ·+ (s00 + · · ·+ s0n)

= 1 +

[
1 +

(
1 +

1

2

)]
+ · · ·+

[
1 +

(
1 +

1

2

)
+ · · ·+

(
1 + · · ·+ 1

n

)]
= (1 + 2 + · · ·+ n+ 1)1 + (0 + 1 + · · ·+ n)

1

2
+ · · ·+ 1

n

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
1 +

n(n+ 1)

2

1

2
+ · · ·+ 1

n
.
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Potom

s = lim
n→∞

2

n2
s2n = lim

n→∞

(
(n+ 1)(n+ 2)

n2
+
n(n+ 1)

2n2
+

(n− 1)n

3n2
+ · · ·+ 2

n3

)
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · · .

Stejného výsledku bychom dosáhli i pro (C, k) pro k > 2, protože podle [5, Theo-

rem 55] plat́ı, že jestliže řada neńı Abelovsky sč́ıtatelná, pak neńı ani Cesàrovsky

sčitatelná. Harmonická řada tedy nelze seč́ıst ani pomoćı Cesàrovy sč́ıtaćı me-

tody, proto se v následuj́ıćı kapitole pod́ıváme na metodu, která harmonickou

řadu sečtou.

6.2. Sč́ıtaćı metoda, která harmonickou divergentńı

řadu sečte

Po neúspěšných pokusech seč́ıst harmonickou řadu klasickými sč́ıtaćımi meto-

dami uvedeme metodu, která to dokáže. Vycházeli jsme z [3]. Na úvod uvedeme

dvě definice.

Definice. Necht’ α > 0 a g : C→ C. Ṕı̌seme, že funkce g ∈ Oα, pokud

1. existuje a ∈ R, a < 1, takové, že g je analytická na {x ∈ C : <(x) > a}.

2. existuje C ∈ R a β < α takové, že |g(x)| ≤ Ceβ|x| pro všechna x ∈ C, že

<(x) > a.

Definice. Jestlǐze f ∈ Oπ, potom existuje jediné řešeńı Rf ∈ Oπ rovnic

Rf (x)−Rf (x+ 1) = f(x),

∫ 2

1

Rf (x) dx = 0.

Funkci Rf nazýváme zbytek funkce f a
∑R

n≥1 f(n) := Rf (1).

Nyńı se to pokuśıme aplikovat na harmonickou řadu, tj. f(x) = 1
x
. Nejprve

poznamenejme, že plat́ı 1
x
∈ Oπ. To lze dokázat následovně:
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Funkce 1
x

je analytická na C \ {0}, protože polynom je analytická funkce a

pod́ıl dvou analytických funkćı je analytická funkce všude, kde je definován. Tedy

1
x

je speciálně analytická na množině

D := {x ∈ C : <(x) >
1

2
}.

Pro x ∈ D je ∣∣∣∣1x
∣∣∣∣ =

1

|x|
≤ 2.

Na druhou stranu pro x ∈ D a volbu C := 2e−
π
4 , β := π

2
je

Ceβ|x| ≥ Ce
π
2
· 1
2 = C · e

π
4 = 2.

Tedy 1
x

je v Oπ podle definice.

Tvar hledané řady konveruguj́ıćı pro x > 0 je

R(x) =
∞∑
n=0

(
1

n+ x
− 1

n+ 1

)
,

protože R(x) − R(x + 1) = 1
x
. Pro splněńı

∫ 2

1
R 1

x
(x) dx = 0 je třeba přič́ıst

konstantu, tj.

R 1
x
(x) =

∞∑
n=0

(
1

n+ x
− 1

n+ 1

)
−
∫ 2

1

∞∑
n=0

(
1

n+ y
− 1

n+ 1

)
dy.

Posledńı integrál uprav́ıme∫ 2

1

∞∑
n=0

(
1

n+ y
− 1

n+ 1

)
dy =

∞∑
n=0

∫ 2

1

(
1

n+ y
− 1

n+ 1

)
dy

=
∞∑
n=0

ln(n+ 2)− 2

n+ 1
− ln(n+ 1) +

1

n+ 1

=
∞∑
n=1

ln(n+ 1)− ln(n)− 1

n
= −γ,
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kde γ je Eulerova–Mascheroniho konstanta. Ve výpočtu integrálu jsme využili

větu 10 a vzorc̊u pro neučitý integrál. Tedy

R 1
x
(x) =

∞∑
n=0

(
1

n+ y
− 1

n+ 1

)
+ γ

a dostaneme
R∑
n≥1

1

n
= R 1

x
(1) =

∞∑
n=0

(
1

n+ 1
− 1

n+ 1

)
= γ.
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Kapitola 7

Aplikace harmonické řady

V této kapitole se zameř́ıme na některé z mnoha aplikaćı harmonické řady.

7.1. Loterie

Uvažujme loterii, kdy máme urnu, která na začátku obsahuje jeden b́ılý a

jeden černý mı́ček. Hráč losuje jeden mı́ček z této urny. Jestliže vytáhne b́ılý

mı́ček, obdrž́ı 1 korunu, v opačném př́ıpadě nic. Mı́ček je vrácen zpět do urny,

a nav́ıc je přidán jeden černý nav́ıc. Potom se losováńı opakuje. Následuj́ıćı věta

pocháźı z [1] a my se ji pokuśıme dokázat.

Věta 18. Necht’ pn(x) je pravděpodobnost výhry x ∈ [0, n] korun po n taźıch

losováńı. Pak plat́ı

a) pn(0) = 1
n+1

,

b) pn(n) = 1
(n+1)!

,

c) pn(x) = pn−1(x) n
n+1

+ pn−1(x− 1) 1
n+1

pro x ∈ [1, n− 1].

D̊ukaz. Dokažme tyto tři vztahy.

a) Výhra je po n taźıch rovna nule právě tehdy, když hráč v žádném tahu

nevyhraje.

pn(0) =
1

2
· 2

3
· 3

4
· 4

5
· . . . · n− 1

n
· n

n+ 1
=

1

n+ 1
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b) Výhra je po n-tém tahu rovna n právě tehdy, když hráč vyhraje v každém

tahu.

pn(n) =
1

2
· 1

3
· 1

4
· 1

5
· . . . · 1

n
· 1

n+ 1
=

1

(n+ 1)!
.

c) Výhra je po n-tém tahu rovna x ∈ [1, n− 1] právě tehdy,

když po (n− 1)-ńım tahu byla výhra x a v n-tém tahu hráč nevyhrál,

nebo když po (n−1)-ńım tahu byla výhra x−1 a v n-tém tahu hráč vyhrál.

pn(x) = pn−1(x)
n

n+ 1
+ pn−1(x− 1)

1

n+ 1
.

V [1] je uvedeno, že maximálńı cena, jakou je ochoten hráč zaplatit za takovou

hru, je v praxi konečná a často poměrně ńızká. My dokážeme, že středńı hodnota

výhry diverguje k nekonečnu. Důkaz neńı přebrán z [1], kde je uveden jiný vztah

pro výslednou středńı hodnotu, než ke kterému jsme dospěli my.

Označme středńı hodnotu µn, tj. µn = 0 · 1
n+1

+
∑n−1

x=1 xpn(x) + n · 1
(n+1)!

.

Matematickou indukćı dokážene, že plat́ı

µn =
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+

1

n+ 1
=

n+1∑
j=2

1

j
=

n

(n+ 1)!
+

n−1∑
x=1

x · pn(x).

(0) Pro n = 1 dostaneme 1
2

= 1
2

+ 0.

(1) Pro n = 2 dostaneme 1
2

+ 1
3

= 2
3!

+ 1 · p2(1) = 1
3

+
(
1
2
· 1
3

+ 1
2
· 2
3

)
= 5

6
.

(2) Předpokládejme, že rovnost plat́ı pro n, tj.
∑n+1

j=2
1
j

= n
(n+1)!

+
∑n−1

x=1 x · pn(x),
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a dokážeme ji pro n+ 1, tj.
∑n+2

j=2
1
j

= n+1
(n+2)!

+
∑n

x=1 x · p(n+1)(x).

n+2∑
j=2

1

j
=

1

n+ 2
+

n+1∑
j=2

1

j
=

1

n+ 2
+

n

(n+ 1)!
+

n−1∑
x=1

x · pn(x) (7.1)

=
1

n+ 2
+

n

(n+ 1)!
+

n∑
x=1

x · pn(x)− n · pn(n)

=
1

n+ 2
+

n

(n+ 1)!
+

n∑
x=1

x · pn(x)

(
n+ 1

n+ 2
+

1

n+ 2

)
− n 1

(n+ 1)!

(7.2)

=
1

n+ 2
+

n∑
x=1

x · pn(x)
n+ 1

n+ 2
+

n∑
x=1

x · pn(x)
1

n+ 2

=
1

n+ 2
+

n∑
x=1

x · pn(x)
n+ 1

n+ 2
+

n+1∑
x=2

(x− 1) · pn(x− 1)
1

n+ 2
(7.3)

=
1

n+ 2
+

n∑
x=1

x · pn(x)
n+ 1

n+ 2
+

n∑
x=1

(x− 1) · pn(x− 1)
1

n+ 2

− 0 + n · pn(n)
1

n+ 2
=

1

n+ 2
+

n∑
x=1

x · pn(x)
n+ 1

n+ 2

+
n∑
x=1

x · pn(x− 1)
1

n+ 2
−

n∑
x=1

pn(x− 1)
1

n+ 2
+ n

1

(n+ 1)!

1

n+ 2

(7.4)

=
1

n+ 2
+

n∑
x=1

x · pn(x)
n+ 1

n+ 2
+

n∑
x=1

x · pn(x− 1)
1

n+ 2

− 1

n+ 2

n+1∑
x=1

pn(x− 1) +
1

n+ 2
pn(n) +

n

(n+ 2)!

=
1

n+ 2
+

n

(n+ 2)!
+

1

(n+ 2)!
− 1

n+ 2

+
n∑
x=1

(
x · pn(x)

n+ 1

n+ 2
+ x · pn(x− 1)

1

n+ 2

)
(7.5)

=
n+ 1

(n+ 2)!
+

n∑
x=1

x · pn+1(x) (7.6)
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Na řádku 7.1 jsme využili indukčńıho předpokladu a na daľśım přeindexováńı

sumy. Tvar na řádku 7.2 jsme źıskali vynásobeńım součtem zlomk̊u, který je roven

1, a využit́ım vztahu pro pravděpodobnost pn(n). Součet 7.3 jsme źıskali opět

posunut́ım sumačńıho indexu a následně jsme se vrátili k p̊uvodńımu indexováńı

ovšem s jiným součtem. Roznásobeńım závorkou (x − 1) a využit́ım známého

vztahu pro pn(n) jsme dostali vztah 7.4. Daľśı rovnost jsme źıskali opět pomoćı

přeindexováńı sumy a k rovnosti 7.5 jsme došli d́ıky tomu, že
∑n+1

x=1 pn(x−1) = 1,

jelikož se jedná o součet pravděpodobnost́ı jev̊u, které jsou neslučitelné a jejich

sjednoceńı je jistý jev. Využit́ım vztahu c) z věty 18 jsme došli k výsledné rovnosti

7.6.

7.2. Skládáńı blok̊u

V této kapitole jsme využili literaturu [13]. Uvažujme situaci, kdy máme

několik blok̊u se stejnými rozměry, a pokouš́ıme se je skládat na sebe bez ri-

zika jejich pádu. Zamysleme se nad otázkou, zda je možné poskládat několik

blok̊u na sebe tak, aby se pozice horńıho bloku lǐsila od pozice spodńıho bloku

o horizontálńı vzdálenost větš́ı než je š́ı̌rka jednoho bloku. Situace je znázorněna

na obrázku 7.1.

Obrázek 7.1: Skládáńı blok̊u

Nejprve uvažujme situaci, kdy máme k dispozici dva bloky. Je zřejmé, že
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horńı blok bude od spodńıho posunutý nejvýše o 1
2

š́ı̌rky jednoho bloku, o které

uvažujeme, že je rovna 1. Těžǐstě bude potom mezi středem horńıho a spodńıho

bloku, tj. x = 1
4
, kde x je vzdálenost těžǐstě od pravého rohu spodńıho bloku. Viz

obrázek 7.2.

Obrázek 7.2: Těžǐstě blok̊u

Při stavěńı třet́ıho bloku si uvedeme, jak vypadá rovnice rovnováhy, ze které

je možné určit polohu těžǐstě, tj. x.

1 · x = 1 ·
(

1

2
− x
)

Řešeńım je x = 1
4
. Polohu těžǐstě tedy známe a můžeme přidat daľśı blok. Rovnice

rovnováhy bude nyńı ve tvaru

2 · x = 1 ·
(

1

2
− x
)

a jej́ı řešeńı je x = 1
6
.

Pro n-tý blok bude platit

(n− 2) · x = 1 ·
(

1

2
− x
)

s řešeńım x = 1
2(n−1) , a tedy máme posloupnost 1

2
, 1

4
, 1

6
, · · · , 1

2(n−1) , · · · posunut́ı

blok̊u tak, aby nedošlo k jejich pádu.

Naš́ım úkolem bylo zjistit, zda je možné bloky postavit tak, aby bylo posunut́ı

větš́ı než je š́ı̌rka jednoho bloku, v našem př́ıpadě 1. Na to nám bude stačit pět
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blok̊u, protože

1

2
+

1

4
+

1

6
+

1

8
> 1.

Ze vztahu

1

2
+

1

4
+

1

6
+

1

8
+ · · · = 1

2
·
∞∑
n=1

1

n

a divergence harmonické řady lze dokázat, že posunut́ı spodńıho bloku od horńıho

může být libovolně velké při předpokladu nekonečného počtu blok̊u.

7.3. Červ́ık Št́ıstko

Nyńı si představme známý problém červa zvaného Št́ıstko, při jehož zpra-

cováńı jsme vycházeli z [2]. Ten se snaž́ı přelézt elastické lano, které je 1 metr

dlouhé. Červ se plaźı rychlost́ı 2 centimetry za minutu a na konci každé minuty

si dá pauzu a lano se v tu chv́ıli prodlouž́ı o 1 metr. Natahováńı lana prob́ıhá

rovnoměrně. tj. červ je ve stejné části cesty po natažeńı jako před natažeńım.

Hmotnost červa zanedbejme a uvažujme, zda se mu někdy podař́ı doj́ıt na konec

lana.

V prvńı minutě urazil vzdálenost 2 centimetry ze 100 centimetr̊u, je tedy ve

2
100

= 1
50

lana. Po odpočinku urazil daľśı 2 centimetry z 200 centimetr̊u a t́ım se

dostal do 2
200

= 1
100

lana. Daľśı časové a polohé údaje jsou uvedeny v tabulce 7.1.

Čas Poloha

1. minuta 2
100

2. minuta 2
200

3. minuta 2
300

4. minuta 2
400

5. minuta 2
500

...
...

Tabulka 7.1: tabulka
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Necht’ n ∈ N. Za n minut tedy uraźı celkovou vzdálenost

1

50
+

1

100
+

1

150
+ · · ·+ 1

50n
=

1

50

n∑
k=1

1

k
.

Jelikož pro n → ∞ dostaneme divergentńı harmonickou řadu, určitě existuje n,

pro které plat́ı
∑n

k=1
1
k
≥ 50, č́ımž přeleze celé lano.
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Závěr

Bakalářská práce splňuje ćıle stanovené v úvodu. Po teoretické části následuje

několik d̊ukaz̊u divergence harmonické řady, které jsem vyb́ırala z r̊uzné literatury

a doplnila nebo upravila do korektńı podoby.

V daľśı části práce jsem se věnovala historii harmonické řady a také rychlosti

jej́ı divergence, o které jsem zjistila, že je velmi pomalá. Zaj́ımala jsem se také

o modifikaci harmonické řady, kterou je prvoč́ıselná řada, u které jsem dokázala

divergenci.

V předposledńı kapitole jsem popsala klasické sč́ıtaćı metody, konkrétně Abe-

lovu a Cesàrovu sč́ıtaćı metodu, a pokusila se je aplikovat na harmonickou řadu.

Tento pokus byl neúspěšný, a proto jsem v následuj́ıćı části popsala Ramanu-

janovu sč́ıtaćı metodu, která harmonické řadě přǐrad́ı součet roven Eulerově–

Mascheroniho konstantě.

V posledńı kapitole jsem se věnovala některým z mnoha využit́ı harmonické

řady. Z těchto aplikaćı jsem vybrala speciálńı loterii, popsanou v odborném článku

[1], o které jsem dokázala, že středńı hodnota výhry v této hře diverguje k ne-

konečnu. Daľśı vybranou aplikaćı harmonické řady je problém skládáńı blok̊u a

nakonec zvláštńı situace červ́ıka, který se snaž́ı přelézt elastické lano, což se mu

poměrně překvapivě podař́ı.

Během zpracováváńı bakalářské práce jsem prohloubila své znalosti z tématiky

nekonečných řad, ale i jiných část́ı matematické analýzy, dále jsem si také pro-

cvičila sepisováńı formálńıch d̊ukaz̊u, které jsou významnou součást́ı matematiky.

Daľśı výhodou byla také práce s odbornou literaturou nebo články v anglickém

jazyce a práce v systému LaTeX, se kterým jsem se setkala poprvé.
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