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Úvod 

Divergence h a r m o n i c k é ř a d y je z n á m ý fakt, k t e r ý lze d o k á z a t m n o h a z p ů s o b y . 

V b a k a l á ř s k é p r á c i je uvedeno něko l ik d ů k a z ů , k t e r é se j e v í j ako ve lmi z a j í m a v é a 

č a s t o i j e d n o d u c h é . N i c m é n ě ty to d ů k a z y jsme se pokus i l i sepsat do p o d r o b n ě j š í 

a j a s n ě j š í podoby n e ž t é , k t e r á se objevuje v l i t e r a t u ř e . 

P r v n í t ř i kap i to ly j sou v ě n o v a n é o b e c n é teor i i o ř a d á c h a t a k é p ř í m o o har

m o n i c k é ř a d ě a j e j í h i s to r i i . Teor i i z j i n ý c h kap i to l m a t e m a t i c k é a n a l ý z y , k t e r á 

je v p r á c i d á l e v y u ž i t a , je uvedena ve d r u h é kapi tole . P o kapi tole v ě n o v a n é j iž 

z m i ň o v a n ý m d ů k a z ů m p ř i c h á z í t é m a z o b e c n ě n í h a r m o n i c k é ř a d y a t é m a t a s t í m 

souvise j íc í . V t é t o č á s t i b a k a l á ř s k é p r á c e lze n a j í t kap i to lu v ě n o v a n o u rychlos t i 

divergence h a r m o n i c k é ř a d y , R i e m a n n o v ě ze ta funkci a t a k é č á s t o p r v o č í s e l n é 

h a r m o n i c k é ř a d ě , k t e r á p o m ě r n ě p ř e k v a p i v ě t a k é diverguje. 

K a p i t o l a číslo 6 p o j e d n á v á o k l a s i ckých s č í t a c í ch m e t o d á c h d i v e r g e n t n í c h ř a d , 

k t e r é ha rmon ickou ř a d u seč ís t n e d o k á ž í , k o n k r é t n ě o C é s a r o v ě a Á b e l o v ě s č í t a c í 

m e t o d ě . V p o s l e d n í č á s t i t é t o kap i to ly je p o p s á n a i s č í t a c í metoda , k t e r á harmo

nickou ř a d u seč íc t d o k á ž e . 

Z á v ě r e č n á kap i to l a je v ě n o v á n a a p l i k a c í m h a r m o n i c k é ř a d y , k t e r ý c h je op ravdu 

mnoho. P r v n í z n i ch je loterie, u k t e r é p l a t í , že s t ř e d n í hodno ta v ý h r y diver

guje k n e k o n e č n u , z a t í m c o h r á č i j sou obvykle v p r a x i ocho tn i zapla t i t j en m a l o u 

č á s t k u z a tu to h ru . D r u h o u ap l ikac í h a r m o n i c k é ř a d y je p r o b l é m s k l á d á n í b l o k ů , 

kde d o k á ž e m e , že je m o ž n é , aby pozice v r c h n í h o b l o k u b y l a o d pozice s p o d n í h o 

v z d á l e n a o v z d á l e n o s t v ě t š í než je š í řka jednoho b l o k u . P o s l e d n í z v y b r a n ý c h ap l i 

kac í h a r m o n i c k é ř a d y je p r o b l é m č e r v í k a S t í s t k a , k t e r ý se s n a ž í p ř e l é z t e l a s t i cké 

lano, k t e r é se p r ů b ě ž n ě natahuje. 
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Kapitola 1 

Rady - základní pojmy 

V t é t o kapi tole se budeme z a b ý v a t z á k l a d n í m i p o j m y t ý k a j í c í m i se ř a d . Uve

deme definici ř a d y a souvise j í c ích p o j m ů a d á l e zformulujeme k r i t é r i a , k t e r á bu

deme v nás l edu j í c í ch k a p i t o l á c h v y u ž í v a t . V celé kapi tole j sme v y c h á z e l i z [15]. 

1.1. Definice řad a souvisejících pojmů 

Nejprve s i uvedeme definici ( n e k o n e č n é ) ř a d y , j e j í ho s o u č t u a t a k é konvergence 

a divergence ř a d y . 

Definice. Nechí {an}^=1 je posloupnost reálných čísel. Symbol Yl^Li an nazýváme 

nekonečnou řaáou, přípaánč jen řadou, přičemž číslo an je n-tým členem řady 

Yl^Li an- Jestliže položíme pro m G N 

m 

Srn = ^2 a3 = 0 , 1 + ° 2 H h 

pak nazýváme číslo sm m-tým částečným součtem řady Yl™=ian-

Definice. Součet řady Y^=ian Je limita posloupnosti {sm}, pokud tato limita 

existuje. Řekneme, že řada Yl^Li an Je konvergentní, jestliže je jejím součtem 

reálné číslo. Řekneme, že řada Y^Li an Je divergentní, jestliže l i m sm neexistuje, 
Til—>00 

nebo je nevlastní. Jestliže l i m sm = co, respektive l i m sm = —co, řekneme, že 
Til—>00 Til—>00 

řada Y^=\ an diverguje k co, respektive diverguje k — co. Jestliže l i m sm neexis-

tuje, řekneme, že řada Y^=i an diverguje nebo osciluje. 
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P o d e f i n o v á n í ř a d y m ů ž e m e p ře j í t i k definici m o c n i n n é ř a d y se s t ř e d e m v a. 

Definice. Mocninnou řadou o středu a rozumíme funkční řadu ve tvaru 

00 X . 

n=0 

Číslo a nazýváme střed mocninné řady, čísla cn pro n G N U {0} nazývame koe

ficienty řady, číslo CQ nazývame absolutní člen. 
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1.2. Formulace a důkazy vět a kritérií, které bu
dou v práci dále použity 

N y n í uvedeme nu tnou p o d m í n k u konvergence ř a d y Yln°=i an-

V ě t a 1 ( n u t n á p o d m í n k a konvergence). Nechí řada Y^^Li an konverguje. Potom 

l i m an = 0. 

V ř a d ě d ů k a z ů se p ř i p ř e d p o k l a d u konvergence č a s t o v y u ž í v á a s o c i a t i v n í 

z ákon . 

V ě t a 2 ( a s o c i a t i v n í z á k o n pro k o n v e r g e n t n í ř a d y ) . Nechí Y^n°=ian Je konver

gentní řada, {kn}^Li je rostoucí posloupnost přirozených čísel. Položme ko = 0 a 

pro n G N označme 

bn = Ofe„_i+i + Ofe„_i+2 H h akn-

Pak řada Yln°=i bn konverguje a platí 

DO OC 

n—1 ra—1 

N á s l e d u j í c í t v r z e n í p l a t í pro ř a d y s n e z á p o r n ý m i členy. 

Definice. Je-li an > 0 pro všechna n G N , nazývá se řada Yln°=i a™ řadou s 

nezápornými členy. 

P r o ř a d u s n e z á p o r n ý m i č leny p l a t í n á s l e d u j í c í v ě t a o p ř e r o v n á n í k o n v e r g e n t n í 

ř ady . 

V ě t a 3 ( v ě t a o p ř e r o v n á n í k o n v e r g e n t n í ř a d y ) . Nechí řada s nezápornými členy 

Y^n°=i an konverguje. Pak konverguje také řada Yln°=i  a k n vzniklá přerovnáním 

řady Yln°=i an a 

OO OC 

n—l n—l 

N y n í s i uvedeme t ř i k r i t é r i a , k t e r á v p r á c i d á l e v y u ž í v á m e . 
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V ě t a 4 ( l i m i t n í s r o v n á v a c í k r i t é r i u m ) . Nechí Yl^Li an Je řada s nezápornými 

členy, Y^=i je řada s kladnými členy a existuje l i m y-. Označme A = l i m | ^ . 

1. Jestliže A G (0, co) , pak je řada Yl™=ian konvergentní právě tehdy, když je 

konvergentní řada Yl^Li bn-

2. Jestliže A = 0 a řada Y^=i je konvergentní, pak je konvergentní i řada 

E DO 

n=l an-

3. Jestliže A = co a řada Yl^Li an Je konvergentní, pak je konvergentní i řada 

E n = l bn. 

V ě t a 5 ( k o n d e n z a č n í k r i t é r i u m ) . Nechí {an} je neroustoucíposloupnost s nezápornými 

členy. Pak řada Yl^Li an konverguje právě tehdy, když konverguje řada Yl^Lo 2n(l2n • 

V ě t a 6 ( i n t e g r á l n í k r i t é r i u m ) . Nechí f : IR —> IR je na intervalu [1, co) nezáporná 

a nerostoucí. Označme an = f(n) pro všechna n G N . Pak Yl™=i an konverguje 

právě tehdy, když f(x)dx konverguje. 
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Kapitola 2 

Další teorie 

N y n í s i uvedeme d a l š í vě ty , k t e r é b u d o u v p r á c i p o u ž i t y . P ř i t v o r b ě t é t o ka

p i to ly b y l a v y u ž i t a l i t e ra tu ra [14]. 

P r v n í z n ich je v ě t a o t ř e c h l i m i t á c h , k t e r á je v l i t e r a t u ř e n a z ý v á n a t é ž jako 

v ě t a o dvou s t r á ž n í c í c h . 

V ě t a 7 ( v ě t a o t ř e c h l i m i t á c h ) . Nechť {an}^=1, {bn}™=1 a {cn}^=1 jsou posloup

nosti reálných čísel splňující an < bn < cn pro skoro všechna n G N . Jestliže 

existují limity posloupností {an}^Li a {cn}^=i CL platí 

l i m an = l i m cn = L G IR, 
n—>oo n—>oo 

pak existuje i limita l i m bn a je rovna L. 

D r u h á v ě t a , k te rou v t é t o kapi tole uvedeme, je v ě t a o l i m i t ě s l ožené funkce. 

V ě t a 8 ( v ě t a o l i m i t ě s ložené funkce). Nechí f, g : M —>• M jsou takové, že 

l i m f(x) = L i , l i m g(y) = L2. 

Jestliže navíc 

1. existuje redukované okolí TZ{XQ) tak, že pro všechna x G TÍ{xo) platí f {x) ^ 

L\, nebo 

2. g je v L\ spojitá (tedy L\, L2 G IR a L2 = g(L\)), 
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pak 

l i m (g o f)(x) = L2. 

V ě t a 9 (Heineho) . Nechí c G IR*, A G M* a funkce f je definována na reduko

vaném okolí bodu c. Pak jsou následující výroky ekvivalentní. 

(b) Pro každou posloupnost {xn} splňující, že xn, xn ^ c, je bod definičního 

oboru funkce f pro všechna n G N a l i m ^ o o xn = c, platí 

l i m f(xn) = A. 

P r o z á m ě n u i n t e g r á l u a sumy budeme p o t ř e b o v a t L e v i h o v ě t u . 

V ě t a 10 (Leviho v ě t a pro ř a d y , [12]). Jestliže fn jsou nezáporné \i—měřitelné 

funkce definované na X, pak 

N y n í uvedeme d v ě p o d s t a t n é vě ty . 

V ě t a 11. Každá konvergentní posloupnost je ohraničená. Posloupnost, která má 

nevlastní limitu co, je zdola ohraničená a shora neohraničená. Posloupnost, která 

má nevlastní limitu —co, je shora ohraničená a zdola neohraničená. 

V ě t a 12. Posloupnost je Cauchyovská právě tehdy, když je konvergentní. 

V kapi tole o s č í t a c í m e t o d á c h se o b j e v u j í i k o m p l e x n í čísla. 

Definice. Komplexní číslo je uspořádaná dvojice reálných čísel a = ( 0 1 , 0 2 ) , kde 

o i se nazývá reálná část a značí se 3fř(a), a2 se nazývá imaginární část. 

(a) Platí 

l i m f{x) = A. 

14 



Kapitola 3 

Harmonická řada 

N y n í p ř e j d e m e k s a m o t n é h a r m o n i c k é ř a d ě , k t e r á je n á p l n í p r á c e . 

3.1. Definice harmonické řady 

Definice ([ ]). Radu Yl™=i ~ nazýváme harmonickou řadou. 

Definice ([ ]). Čísla Hn, která odpovídají částečným součtům harmonické řady, 

tj. Hn = Y ] " i *=l + h + -- - + - , nazýváme harmonická čísla. 

3.2. Historie harmonické řady 

V kapi tole o h i s to r i i h a r m o n i c k é ř a d y v y c h á z í m e z l i t e ra tu ry [ ]. N á z e v har

m o n i c k é ř a d y je odvozen o d h a r m o n i c k é h o s o u č t u . T e n je de f inován n á s l e d o v n ě . 

J e s t l i ž e x a x + 2y m a j í a r i t m e t i c k ý p r ů m ě r x + y, pak jej ich p ř e v r á c e n é hodnoty, 

t j . ^ a -^pžy, m a j í h a r m o n i c k ý p r ů m ě r roven p ř e v r á c e n é h o d n o t ě a r i t m e t i c k é h o 

p r ů m ě r u p ů v o d n í c h hodnot , t j . — j - . E k v i v a l e t n ě lze h a r m o n i c k ý p r ů m ě r H hod-
x-\-y 

not a a b definovat jako 

H 2 A B 

a + b 

nebo r o v n i c í 

2 _ 1 1 

H ~ a + b' 
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D a l š í z p ů s o b definice h a r m o n i c k é h o p r ů m ě r u s p o č í v á v t o m , že je roven p o d í l u 

d r u h é m o c n i n y g e o m e t r i c k é h o p r ů m ě r u G a a r i t m e t i c k é h o p r ů m ě r u A, t j . H = 

P r o k a ž d é t ř i po s o b ě j d o u c í č l eny h a r m o n i c k é ř a d y p l a t í , že d r u h ý z n i c h je 

h a r m o n i c k ý m p r ů m ě r e m p r v n í h o a t ř e t í h o č lenu , p r o t o ž e 

2 • 1 • -±- 1 
n n+2 1 

1 + - k ~ n + l 
n n+2 

pro v š e c h n a n G N . 
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Kapitola 4 

Divergence harmonické řady 

P r v n í d ů k a z divergence h a r m o n i c k é ř a d y b y l z a z n a m e n á n ve 14. s t o l e t í a jeho 

au torem b y l M i k u l á š Oresme. D a l š í m i au tory p o d o b n ý c h d ů k a z ů b y l i P i e t ro M e n -

goli nebo Jacob B e r n o u l l i . T y t o a d a l š í d ů k a z y divergence h a r m o n i c k é ř a d y uve

deme v t é t o kapitole. 

4.1. Vybrané důkazy divergence harmonické řady 

V t é t o kapi tole s i uvedeme něko l ik d ů k a z ů divergence h a r m o n i c k é ř a d y . P ř i 

z p r a c o v á n í d ů k a z ů číslo 1 až 9 jsme v y c h á z e l i z [ ] v č e t n ě s t e j n é h o č í s lování . 

D ů k a z y 10 až 15 j sou o p ě t podle [ ], o v š e m v l i t e r a t u ř e s čísly 12 až 17, p ř i č e m ž 

p o s l e d n í dva d ů k a z y (14 a 15) n e o b s a h u j í d ů k a z y t v r z e n í , k t e r ý c h je v d ů k a z e c h 

v y u ž i t o . U d ů k a z ů číslo 16 a 17 jsme v y c h á z e l i z prezentace [ ]. P ř e d p o s l e d n í 

d ů k a z čís lo 19 v y c h á z í ze č l á n k u [6]. 

4.1.1. Důkaz č . 1 

P r v n í d ů k a z divergence h a r m o n i c k é ř a d y , k t e r ý m se budeme z a b ý v a t , p o c h á z í 

z o b d o b í okolo r o k u 1350 a b y l proveden M i k u l á š e m O r e s m e m 1 . 

U v a ž u j m e podposloupnost {H2k}(^1. M e t o d o u m a t e m a t i c k é indukce d o k á ž e m e , 

že pro č leny t é t o p o s l o u p n o s t í p l a t í H2k > 1 + k Q ) . 

Mikuláš Oresme byl francouzský teolog a matematik, který se mimo jiné zabýval obecnými 
souřadnicemi ještě dříve než René Descartes, po němž je kartézská soustava souřadnic pojme
nována. 
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(0) P r o k = 1 dostaneme H2i = H2 = 1 + (±) = ( | ) > 1 + 1 ( | ) = ( § ) . Ta to 

p o d m í n k a je tedy s p l n ě n a . 

(1) N y n í p ř e d p o k l á d e j m e , že d a n á nerovnost p l a t í pro k G N , t j . H2k > 1+k (§), 

a d o k á ž e m e j i pro k + 1, t j . i/ 2fe+i > 1 + (A; + 1) ( | ) . 

N a p r a v é s t r a n ě nerovnice dostaneme v ý r a z , k t e r ý u p r a v í m e a n á s l e d n ě 

v y u ž i j e m e i n d u k č n í p ř e d p o k l a d . P o s l e d n í nerovnost v y p l ý v á z v las tnos t i 

pos loupnost i {H2k}^=l, k d y H2k+\ — H2k > \ pro v š e c h n a k G N : 

l + (* + l ) (|)=l + *(|) + g ) < + Q ) < 

D o k á z á n í m t v r z e n í H2k > 1 + k (^) jsme ověř i l i neomezennost pos loupnost i 

{H2k}^0 a tedy i fakt, že posloupnost {Hn} diverguje. 

4.1.2. Důkaz č . 2 

N á s l e d u j í c í d ů k a z p o c h á z í o d Rosse Honsbergera z d r u h é po lov iny 20. s to l e t í . 

P o k u d b y c h o m d o k á z a l i , že posloupnost {H10k_1}(j^Ll je n e o m e z e n á , m o h l i b y c h o m 

říci , že je n e o m e z e n á i posloupnost {Hn}^=l. 

D ů k a z provedeme d o k á z á n í m vz t ahu H10k_1 > k ( ^ ) a to me todou matema

t i cké indukce. 

(0) P r o k = 1 dostaneme nerovnost 

1 1 1 1 1 1 1 1 / 9 \ 9 
i J 1 0 i _ i = Hg = H 1 1 1 1 1 1 h - > 1 — = — • 

1 0 1 9 2 3 4 5 6 7 8 9 \10 J 10 

(1) N y n í p ř e d p o k l á d e j m e , že nerovnost p l a t í pro k, t j . HWk_i > k (JO), 

a d o k á ž e m e j i pro k + 1, t j . Í Í 1 0 M - I _ I > (k + 1) ( ^ ) . 

N a p r a v é s t r a n ě nerovnost i dostaneme 

/ 9 \ / 9 \ 9 9 
( f c + 1 ] U j = H iô j + iô < i í l 0 "- 1 + To * " 
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kde jsme využ i l i i n d u k č n í h o p ř e d p o k l a d u a v las tnos t i Í Í 1 0 M - I _ I — Hio^-i > 

pro v š e c c h n a fceN, k te rou o v ě ř í m e n á s l e d o v n ě 

i o f e + 1 - i ^ i o f e - i ^ 1 0 f e + 1 - l j 

i í i o ^ + i - i - # i o * - i = 5̂  • - E • = Yl 7 

> Í ( l 0 f e + 1 - 1) - (I0 f e ) + li J - = 9 > — . 
LI 10 f e 10 

4.1.3. Důkaz č . 3 

T ř e t í d ů k a z , k t e r ý m se budeme z a b ý v a t , p o c h á z í o d i t a l s k é h o ma tema t ika 

j m é n e m P ie t ro M e n g o l i , k t e r ý žil v letech 1626 až 1686. 

Nejprve poznamenejme, že pro n = 2 , 3 , 4 , . . . p l a t í n á s l e d u j í c í vz tah : 

1 1 2n 2 n 2 „ „ , 

n — 1 n + 1 n 2 — 1 n 2 n 

D ů k a z budeme p r o v á d ě t sporem. P ř e d p o k l á d e j m e , že h a r m o n i c k á ř a d a kon

verguje se s o u č t e m 5*. Tedy 

s = V - > i + V - = i + V - = i + 5, 
^—\ n 3 \ n ' n 

n—1 n—l n—l 

kde jsme v nerovnost i využ i l i u p r a v e n é h o v z t a h u (4.1), k o n k r é t n ě 

1 1 1 3 

+ - + > 
n — 1 n n + 1 n 

a ap l ikova l i jej n a v š e c h n y č leny h a r m o n i c k é ř a d y k r o m ě p r v n í h o , t j . 1. 

T í m jsme se dosta l i do sporu S > 1 + S. H a r m o n i c k á ř a d a tedy n e m á s o u č e t 

a diverguje. 

4.1.4. Důkaz č . 4 
2n 

U v a ž u j m e posloupnost {Sn}^=l t akovou, že Sn = H2n — Hn = ^ | . P r o t o ž e 

k=n+l 

p l a t í S n + i — Sn = — 2ň^+2 > *-* P r 0 v š e c h n a n G N , je posloupnost {Sn} 

r o u s t o u c í . 
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P l a t í t a k é 

1 
2 n 

1 
2v 

1 
Si<Sn= Y, 

n 
2 k n + 1 n + 1 

< 1 , 
k=n+l k=n+l 

t j . posloupnost {iSn} m á k l a d n é č leny a je o m e z e n á in tervalem Z toho 

plyne, že posloupnost konverguje ke k l a d n é m u číslu z in terva lu [|, l ] . Z definice 

pos loupnost i {Sn} a je j ích v ý š e u v e d e n ý c h v l a s t n o s t í p lyne , že posloupnost {Hn} 

n e n í C a u c h y o v s k á a m u s í tedy divergovat. 

N á s l e d u j í c í d ů k a z v y c h á z í z nerovnost i ex > 1 + x p l a t n é pro v š e c h n a x / 0, 

k te rou m u s í m e nejprve d o k á z a t . 

B u d e m e se z a b ý v a t p r ů b ě h e m funkce ex — 1—x a p o k u s í m e se n a j í t j e j í g l o b á l n í 

m i n i m u m . P o z d e r i v o v á n í a p o l o ž e n í v ý s l e d n é funkce rovno nule dostaneme rov

n ic i ex — 1 = 0, jej íž ř e š e n í je x = 0. P r o t o ž e n a in terva lu (—oo,0) je funkce 

k lesa j íc í a n a in te rva lu (0, oo) r o s t o u c í , n a b ý v á funkce v b o d ě x = 0 g l o b á l n í h o 

m i n i m a s hodno tou 0. T í m jsme d o k á z a l i , že pro v š e c h n a x ^ 0 p l a t í nerovnost 

ex > 1 + x. 

N y n í p ř e j d e m e k s a m o t n é m u d ů k a z u . U v a ž u j m e posloupnost {eHn}^=1, t j . 

kde jsme využ i l i n á m i d o k á z a n é nerovnost i ex > 1 + x. 

P r o t o ž e je posloupnost {eHn} n e o m e z e n á , což plyne z nerovnost i eHn > n + 1, 

je podle Heineho v ě t y (tj. V ě t y 9) a v ě t y o l i m i t ě s ložené funkce (tj. V ě t y 8) 

n e o m e z e n á i posloupnost {Hn}. 

4.1.5. Důkaz č . 5 
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4.1.6. Důkaz č . 6 

Tento d ů k a z provedeme sporem. P ř e d p o k l á d e j m e , že h a r m o n i c k á ř a d a kon

verguje se s o u č t e m 5*. P o t o m 

^ n \ 2 n - 1 + In) > ^ \2n + In) ^ - f I n / 
n=l n=l v ' n=l v ' n—1 v ' 

T í m jsme se dosta l i ke sporu S > S. S o u č e t S tedy neexistuje a p ř e d p o k l a d toho, 

že h a r m o n i c k á ř a d a konverguje, b y l n e s p r á v n ý . 

D ů k a z m ů ž e m í t r ů z n é modifikace, lze u v a ž o v a t skup iny po 3 s č í t a n c í c h . V 

t o m p ř í p a d ě b y c h o m měl i 
oo ^ oo / 3j 

^ X / n X / ( X / n 

n=l j=l \n=3j-2 

OO 1 OO 

> 3 y - = y - = s. 

k ^ k * 

T í m jsme o p ě t doš l i ke sporu. 

P r o o b e c n é fcGN b y c h o m dosta l i 

oo_^ o o / jk ^ \ oo_^ oo ^ 

n=l 3 = 1 \n=k(j-l) + l ) 3=1 J 3=1 J 

4.1.7. Důkaz č . 7 

N á s l e d u j í c í d ů k a z je za ložen n a t o m , že p l a t í rovnost 

1 1 1 1 

2 n + 1 + 2n + 2 ~ n + 1 + (2n + l ) (2n + 2 ) ' 

T a lze d o k á z a t pos tupnou ú p r a v o u levé s t rany nerovnost i , t j . 

1 1 _ 2 n + 2 + 2n + l 2(2n + 1 ) + 1 

2 n + 1 + 2n + 2 ~ 2(2n + l ) (n + l) ~ 2(2n + l ) ( n + 1) 

2(2n + 1) 1 

~~ (2n + l ) (2n + 2) + (2n + l ) (2n + 2) 

1 1 

~~ n + 1 + (2n + l ) (2n + 2 ) ' 
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D ů k a z provedeme sporem. P ř e d p o k l á d e j m e , že h a r m o n i c k á ř a d a konverguje 

se s o u č t e m 5*. P o t o m 

/ i 1 \ ~ / 1 1 \ 

^ U n + l + 2 n + 2 / ^ V n + 1 + (2n + l ) ( 2 n + 2) J 

~ ^ n + 1 + ^ (2n + l ) ( 2 n + 2) ~ E ň + ^ (2n + l ) ( 2 n + 2) 
n=0 n—0 n=l n—0 

_ g i y 1 

^ (2n + l ) ( 2 n + 2 ) ' 

kde p o s l e d n í č len je v ž d y n e n u l o v ý , t u d í ž jsme došl i ke sporu a n á š p ř e d p o k l a d 

konvergence h a r m o n i c k é ř a d y je v y v r á c e n . 

4.1.8. Důkaz č . 8 

V d ů k a z u č. 8 o p ě t p ř e d p o k l á d á m e , že h a r m o n i c k á ř a d a konverguje se 

s o u č t e m 5*. P ř e d p o k l á d e j m e t a k é , že 

1 °° 1 

n=l 

P r o t o ž e v y u ž i t í m v ě t y o p ř e r o v n á n í k o n v e r g e n t n í ř a d y , t j . V ě t y 3, dostaneme 

OO ^ OO -y OO 

S ~ ^ - f 2 n
 + 51 2 n - ľ 

n—1 n—1 n—1 

m ě l o by p la t i t 

1 0 0 1 
-5= V — — 
2 ^ 2n - ľ 

n=l 

To p la t i t n e m ů ž e , p r o t o ž e > ^ P r 0 v š e c h n a n G N , a tedy > ^S. 

4.1.9. Důkaz č . 9 

V tomto d ů k a z u se n a ha rmonickou ř a d u p o k u s í m e apl ikovat i n t e g r á l n í k r i t é r i u m . 

Pod le toho by m ě l o p la t i t , že h a r m o n i c k á ř a d a konverguje p r á v ě tehdy, k d y ž kon-
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verguje i n t e g r á l f°^l - dx. P r o t o ž e 

f°° i ŕ i 

/ - dx = l i m / - dx = l i m l n ( í ) = co, 

h a r m o n i c k á ř a d a diverguje. 

4.1.10. Důkaz č . 10 
N á s l e d u j í c í d ů k a z b y l p u b l i k o v á n v roce 1689 Jacobem B e r n o u l l i m . 

Nejprve poznamenejme, že pro c G Z , c > 1 p l a t í 

1 1 l ^ l . o . l 1 

i=c+l 

P ř i č t e n í m - k o b ě m a s t r a n á m nerovnost i dostaneme 
c 

1 1 1 
- + — - + ••• + - > 1. 

c c + 1 cr 

P ř e d p o k l á d e j m e , že h a r m o n i c k á ř a d a konverguje se s o u č t e m 5*. P o t o m p l a t í 
o o _̂  o o /(fe2 + l ) 2 \ OO 

OO = OO. 
n=l k=l \n=k2+l / k=l 

T í m jsme doš l i ke sporu s n a š í m p ř e d p o k l a d e m o konvergenci h a r m o n i c k é ř ady , 

m u s í tedy divergovat. 

4.1.11. Důkaz č . 11 

N á s l e d u j í c í interpretace d ů k a z u p o c h á z í o p ě t o d Jacoba Bernou l l i ho , n i c m é n ě 

oficiálně je d ů k a z p ř i p i s o v á n jeho b r a t r u Johannovi . 
o o o o 

U v a ž u j m e ř a d u ^ n{n+i) = ^2 in ~ ň + i ) ' k t e r á je t e l e s k o p i c k á a konver-
n—í 

guje k 1, p r o t o ž e 

o o / _ . 1 x o o _ j o o 1 

y - - — ) = y - - y — 

n—l v / n—1 n—1 

l . 
' n ' n + 1 

n=l 
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N y n í p ř e d p o k l á d e j m e , že h a r m o n i c k á ř a d a konverguje se s o u č t e m S. P o t o m 

^ n + l ^ 11(11 + 1 

, 1 2 3 
1 + 2 + 6 + Í 2 + 

, , 1 1 1 \ fl 1 1 \ I 1 1 1 

2 6 12 

00 / CO CO / CO 

1 + ^ ( ^ n ( n + 1) ) 1 + ^ ( ^ ( n n + l j ) 1 + ^ 
fc=l \n=fe V ' / k=l \n=k V 7 / fc=l 

= 1 + 5, 

č ímž jsme došl i ke sporu. H a r m o n i c k á ř a d a tedy diverguje. 

+ 

4.1.12. Důkaz č . 12 

N á s l e d u j í c í d ů k a z provedeme sporem. P ř e d p o k l á d e j m e , že h a r m o n i c k á ř a d a 

konverguje se s o u č t e m S. P r o t o ž e už pro s o u č e t p r v n í c h č t y ř č l e n ů h a r m o n i c k é 

pos loupnost i p l a t í 

1 1 1 25 
1 + 2 + 3 + 4 = 1 2 > 2 ' 

m u s í p la t i t nerovnost S > 2. 

D á l e pro s o u č e t S podle V ě t y 2 p l a t í : 

/ (fc + l)(fc+2) \ 
OO ^ OO 2 Y 

fc=l _ k(k + l) 
+ 1 

, 1 1 1 1 \ 1 ^ n + l 
71=1 2 

7 8 9 10 

2 E - = 2 < S - 1 ) -

n=l 
n + 2 

n=2 

Z S > 2 ( 5 - 1) p lyne , že S < 2, což je ve sporu s fak tem S > 2. H a r m o n i c k á 

ř a d a tedy m u s í divergovat. 

24 



4.1.13. Důkaz č . 13 

Nás ledu j í c í d ů k a z je za ložen n a neomezenost i pos loupnost i {Hn\}^=1. 

Nejprve poznamenejme, že pro k G Z , k > 1 p l a t í v z t a h 

1 1 1 k l - ( k - í ) \ 
> (fc-l)! + l (fc-l)! + 2 kl k\ 

fc! k 

N y n í u v a ž u j m e posloupnost {Hn\\™=1. 

fe=l fc=2 v 

I ( ^ I + í 1 + Z + + 1 I + • • • + f 7 T + - - -+ ] 

2 y V 3 4 6 / \ ( n - l ) ! + l n ! 

kde jsme využ i l i V ě t u 2. 

Tedy p l a t í 2 i ř n | > Hn\ + Hn > 1 + n, kde p r v n í nerovnost v y c h á z í z toho, že 

Zřn! > Hn, p r o t o ž e n\ > n p ro v š e c h n a n G N . 

Posloupnost {Hn\}™=l je tedy n e o m e z e n á a h a r m o n i c k á ř a d a diverguje. 

4.1.14. Důkaz č . 14 

V d ů k a z u č.14 v y u ž i j e m e upravenou nu tnou p o d m í n k u konvergence č íse lné 

ř ady . 

V ě t a 13. Nechť je posloupnost {an}^=l kladná a klesající. Jestliže řada Yľ^=i an 

konverguje, pak l i m ^ o o nan = 0. 

Důkaz. Definujme posloupnost { 6 J V } W = I t akovou, že pro v š e c h n a N G N , 

n=N+l 
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Z konvergence pos loupnost i {an}^=1 p lyne lmi/v-s-oo = 0. 

D á l e pro v š e c h n a n G N p l a t í 0 < na2n < a-n+i + • • • + «2™ < ^ T V - Pod le v ě t y o 

t ř e c h l i m i t á c h (tj. V ě t y 7) p l a t í l i m ^ o o na2n = 0, tedy l i m ^ o o 2na2n = 0. 

P o d o b n ě pro l iché indexy p l a t í (2n + l)a2n+i = 2 n • 02^+1 + «2^+1 < 2 n • 02™ + 

a2n+i, a tedy l i m ^ o o (2n + l ) a 2 n + i = 0. 

C e l k e m jsme tedy dosta l i p o ž a d o v a n o u rovnost l i m n _ í . 0 0 nan = 0 • 

N y n í j i m ů ž e m e apl ikovat n a ha rmon ickou ř a d u . 

l i m nan = l i m n— = l i m 1 = 1. 

P r o t o ž e n e n í s p l n ě n a m o d i f i k o v a n á n u t n á p o d m í n k a konvergence, h a r m o n i c k á 

ř a d a diverguje. 

4.1.15. Důkaz č . 15 

D ů k a z je z a l o ž e n n a n á s l e d u j í c í m t v r z e n í . 

V ě t a 14. Nechť Yl^Li dn je divergentní řada s kladnými členy. Jestliže sn = 

d1 + d2-\ h d n , pak J2n=2 i f ľ T diverguje. 

Důkaz. Ú p r a v o u v z t a h u + • • • + d N + k dostaneme 
SN SjV+fc-1 

dN+i dpf+k ^ dw+i dpf+k _ spf+k — SN 

SN SN+k-l SN+k-l SN+k-l SN+k-l 

^ SN+k — SN _ ^ SN 

SN+k SN+k 

N y n í p ř e d p o k l á d e j m e , že ř a d a Yľ^=2 konverguje. P a k pro k a ž d é L > 0, a 

tedy i pro L G (0 ,1) , existuje N E N t a k o v é , že - ^ m - H h < L pro v š e c h n a 
v ' ' sm—l $n — l 

m , n , kde n > m > N. P a k p l a t í 

STV , 7̂V+fe r 

1 <- r • • • H < Ľ 
SN+k SN SN+k-l 

pro v š e c h n a k G N . P r o k —> oo je Sw+fc ~^ ° o , p r o t o ž e posloupnost diver

guje a m á k l a d n é členy. P o t o m dostaneme nerovnost 1 < L, k t e r á je ve sporu s 

p ř e d p o k l a d e m L G (0,1) . 

R a d a Yl™=2 tedy z a d a n ý c h p o d m í n e k diverguje. • 
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U v a ž u j m e d i v e r g e n t n í ř a d u s k l a d n ý m i č l eny Yln°=i dn, kde dn = 1 pro v š e c h n a 

n G N . P a k = n - 1, a tedy £ ~ 2 ^ = £ ~ 2 ^ = £ ~ i i - Podle 

v ý š e u v e d e n é v ě t y h a r m o n i c k á ř a d a diverguje. T í m t o z p ů s o b e m m ů ž e m e ke k a ž d é 

d i v e r g e n t n í ř a d ě n a j í t ř a d u , k t e r á diverguje pomale j i . Neexistuje tedy n ic jako 

nejpomalej i d ive rgu j í c í ř a d a . 

4.1.16. Důkaz č . 16 

N á s l e d u j í c í d ů k a z v y u ž í v á vzorce pro s o u č e t g e o m e t r i c k é ř a d y a V ě t y 2. 

Ž ň = 1 + \ 2 + ' ' " ' + "k + l) + \k + 2 + " ' + k2 + k + l) 
n—l x 7 x ' 

+ (/c 2 + /c + 2 + " ' + /c3 + /c2 + /c + l ) + " ' 

1 ~ / 1 i \ - k H 

1=0 V 7 1=0 V 7 K + l 

Nerovnost (*) jsme získal i p o m o c í vz t ahu 

i + i i + i 

E * , < E ( i t 1 ) ť < = ( f c + i : 

i=0 t=0 x 7 

i+1 

pro v š e c h n a j > 0, kde jsme využ i l i toho, že v ž d y p l a t í > 1 a pro d ů k a z 

o s t r é nerovnost i z b ý v á n a j í t a s p o ň jedno k o m b i n a č n í číslo, k t e r é je v ě t š í než 1. 

T í m je n a p ř í k l a d Rovnos t (**) jsme získal i v y u ž i t í m b i n o m i c k é věty . 

H a r m o n i c k á ř a d a tedy diverguje. 

4.1.17. Důkaz č . 17 

D ů k a z č. 17 je z a l o ž e n n a n á s l e d u j í c í m t v r z e n í . 

V ě t a 15. Pro každé x G IR, x > 0 platí nerovnost x > l n ( x ) . 
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Důkaz. U v a ž u j m e funkci / definovanou pro x > 0 v z t a h e m f(x) = x — l n (x ) . 

P r v n í derivace je ve tva ru f'(x) = 1 — - , a proto je funkce / k lesa j í c í n a i n 

tervalu (0,1) a r o s t o u c í n a in terva lu (1, oo). P o l o ž m e p r v n í der ivaci rovnu nule, 

t j . 1 — - = 0, a t í m n a j d ě m e a b s o l u t n í m i n i m u m . Toho funkce n a b ý v á v x = 1 

s hodno tou 1. P l a t í tedy f(x) = x — l n (x ) > 1 > 0. • 

- > l n ( 1 + - ) = ln(Jfe + 1) - ln(Jfe) 

Z t v r z e n í p lyne , že 

k - - ~ \ - 1 /,• 

pro v š e c h n a k G N . 

P r o posloupnost {Hn}^=1 p o t o m p l a t í 

k=l k=l ^ ' k=l 

T í m jsme d o k á z a l i neomezenost shora pos loupnos t i {Hn}^=1, a tedy i divergenci 

h a r m o n i c k é ř ady . 

4.1.18. Důkaz č . 18 

V tomto d ů k a z u o v ě ř í m e divergenci h a r m o n i c k é ř a d y s r o v n á n í m s ř a d o u YlT=im i ) ' 

k t e r á je t e l e s k o p i c k á a diverguje, p r o t o ž e 

E l n 1 + 1 ) = E m - h = E l n ( f c + ! ) - l n ^ 
fe=i ^ ' k=i ' fe=i 

= l i m y ln(k + 1) — ln(fc) = l i m l n ( n + 1) = oo. 
fc=l 

Pod le l i m i t n í h o s r o v n á v a c í h o k r i t é r i a (tj. V ě t y 4), t j . 

i _ j _ 
l i m — — r - = l i m -. = 1 > 0, 

diverguje i h a r m o n i c k á ř a d a . Ve v ý p o č t u l i m i t y jsme apl ikoval i 1'Hospitalovo pra

v id lo . 
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4.1.19. Důkaz č . 19 

D ů k a z v y c h á z í z F i b o n a c c i h o pos loupnost i , k t e r á je d e f i n o v á n a r e k u r z i v n ě 

fo = 1, / i = 1, fn+i = fn-i + / „ pro n G N . L i m i t a p o m ě r u dvou nás l edu j í c í ch 

č l e n ů F ibonacc iho pos loupnos t i je rovna z l a t é m u ř e z u , t j . l i m n _ í . 0 0 ^j^- = 1+

2

V^. 

P l a t í 

^ 1 1 1 1 1 1 1 - / ^ A 

^ n 2 3 4 5 6 7 ^ \ ^ 3 I 
n=l n=l \j=fn + l J / 

1 1 ( \ 1 \ ( \ 1 1 \ / l 1 1 

=
 1 +

 2
 +

 3 + U + 5 J + U + 7
+

8 J
 +

 ( 9
 +

 Í 0 + - '
 +

 l 3 

1 1 1 \ 

1 1 2 3 5 
> 1 + > v ^ 2 = 1 + - + - + - + - + — + 

^ / n + i 2 3 5 8 13 

kde jsme využ i l i V ě t u 2. 

P r o t o ž e ř a d a Yľn°=i n e s p l ň u j e nu tnou p o d m í n k u konvergence (tj. V ě t u 

1), t j . l i m n _ í . 0 0 Ý 0) h a r m o n i c k á ř a d a diverguje. 

4.1.20. Důkaz č . 20 

N y n í d o k á ž e m e divergenci h a r m o n i c k é ř a d y p o m o c í k o n d e n z a č n í h o k r i t é r i a 

(tj. V ě t y 5). 

P ř e d p o k l a d k o n d e n z a č n í h o k r i t é r i a , t j . posloupnost {an}, kde a n ^ , je ne

r o s t o u c í a m á n e z á p o r n é členy, je s p l n ě n . P o d í v e j m e se, j ak n y n í v y p a d á ř a d a 

DO OO ^ 00 

n=0 n=0 n=0 

P r o t o ž e ta to ř a d a diverguje, diverguje i h a r m o n i c k á ř a d a . 
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4.2. Rychlost divergence harmonické řady 

H a r m o n i c k á ř a d a diverguje v e l m i p o m a l u . N a p ř í k l a d s o u č e t p r v n í c h 13000 

č l e n ů sotva p ř e v ý š í číslo 10. U v a ž u j m e , j a k lze h a r m o n i c k ý s o u č e t Hn omezit 

zdo la i shora. 

rn+l -y /"
2

 1 1 rn+l -y 
l n ( n + 1 ) = / — dx = — dx + — dx + •••+/ — dx 

Jl x Jl x J2 X Jn X 

1 1 1 
<l + - + - + --- + - = Hn 

2 3 n 

V p r v n í rovnos t i j sme využ i l i vzorce pro n e u r č i t ý i n t e g r á l J - dx = l n \x\ + C, 

kde C je l i b o v o l n á konstanta , a dosadi l i meze 1 a n + 1. N y n í se z a m ě ř í m e n a 

h o r n í mez h a r m o n i c k é h o s o u č t u Hn. 

í i i ŕ i , ŕ i , r
+ 1

1 , 
Ä n - l = - + - + -- - + - < / -dx+ -dx + • • • + / - d x 

2 3 n J i x J2 x Jn x 

— dx = ln (n) 
x 

C e l k e m tedy m á m e 

l n ( n + 1) < i í n < 1 + ln (n) . 

P o k u d b y c h o m chtě l i z j is t i t , ko l ik č l e n ů h a r m o n i c k é ř a d y bude p o t ř e b a , abychom 

dosta l i s o u č e t 1000, t j . Hn > 1000, s t a č í vy j í t ze v z t a h u l n ( n + 1) > 1000, 

j e h o ž ř e š e n í m b y c h o m došl i k t omu , že n m u s í b ý t n e j m é n ě 10
435

. P r o p ř e d s t a v u 

u v e ď m e , že n a n e j r y c h l e j š í m s u p e r p o č í t a č i v roce 2020 by tento v ý p o č e t t rva l 

1 0 435 j 

415 • 10
15

 3600 • 24 • 365 
7,6 • 10

409 

let, p r o t o ž e tento s u p e r p o č í t a č dosahuje rych los t i 415 petaflops, t j . 415 • 10
15 

o p e r a c í z a sekundu. Pod robnos t i najdete v [6],[16]. 
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Kapitola 5 

Zobecnění harmonických řad a 
související t éma ta 

5.1. Riemannova zet a funkce 

R i e m a n n o v u ze ta funkci , k t e r á je v ý z n a m n o u s o u č á s t í tak z v a n é R i e m a n n o v y 

h y p o t é z y , zavedl r o k u 1859 n ě m e c k ý ma tema t ik B e r n h a r d R i e m a n n , j ak je uve

deno v [17]. Ve z b y l é č á s t i kap i to ly j sme če rpa l i z [10]. 

°° 1 1 1 

C M : = E ^ = ! + F + F + - " 
n=l 

P r o tu to funkci p l a t í , že a b s o l u t n ě konverguje pro v š e c h n a k o m p l e x n í č í s la z, 

k t e r á m a j í r e á l n o u č á s t v ě t š í n e ž 1. 

N y n í se z a m ě ř m e n a E u l e r o v u - M a s c h e r o n i h o konstantu , k t e r á je d e f i n o v á n a 

n á s l e d o v n ě : 

7 := l i m ( 1 H h • • • H l n n ) . 
n-í-oo y 2 n J 

Nejprve d o k a ž m e , že ta to l i m i t a op ravdu existuje. U v a ž u j m e posloupnost {ryn}'%Ĺ2 

definovanou jako 

1 1 , , , 
l n = 1 + - + ••• + - - l n ( n . 

2 n 

K tomu , abychom d o k á z a l i , že posloupnost { 7 n } ^ 2 J e m o n o t ó n n í a o m e z e n á , 
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p o t ř e b u j e m e n á s l e d u j í c í v z t a h p l a t n ý pro v š e c h n a n G N 

n + 1 \ / n + 1 
< e < 

j e h o ž platnost je d o k á z á n a v [10, Sec t ion 3.3]. Tento v z t a h u p r a v í m e do j i n é h o 

tva ru 

n ,'n + 1 \ , / n + 1 
n • l n < 1 < (n + 1) • l n 

n / \ n 

1 
n < — , , ; \ < n + 1 

— - - - < l n ( n + 1) - l n ( n ) < - . (5.1) 

U ž i t í m p r v n í nerovnost i v ý s l e d n é h o tva ru a definice 7 n d o k á ž e m e , že posloupnost 

{ln)\n=2 J e k lesa j íc í , t j . 

7n = l + 7:H 1 ln(n) = 7 n + i — + l n ( n + 1) - ln(n) > 7 n + i . 
2 n n + 1 

a u ž i t í m d r u h é nerovnost i 

1 1 n , N 

7 n = l + - + . . . + - - l n n 
2 n 

> 1 + [ln (3) - l n (2)] + [ln (4) - l n (3)] + • • • + [ln (n + 1) - l n (n)] - l n (n) 

= 1 - l n (2) + l n (n + 1) - l n (n) > 1 - l n (2) > 0 

jsme d o k á z a l i omezenost pos loupnost i {^n)n°=i zdola . 

U ž i t í m t é t o konstanty, k t e r á se n a z ý v á t é ž j en Eulerova , m ů ž e m e u r č i t s o u č e t 

a l t e r n u j í c í h a r m o n i c k é ř a d y ^ n = 1 — • Z definice E u l e r o v y - M a s c h e r o n i h o kon

stanty lze odvodi t n á s l e d u j í c í dva vz t ahy 

7 = l i m f 1 + - H + l n 2n 

7 = l i m 2 ( - + - H + - 1 - ) - l n n, 

je j ichž o d e č t e n í m z í s k á m e 

1 1 1 1 . 
0 = l i m 1 1 H - l n 2 . 

n^oo V 2 3 4 2 n 
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Tedy p l a t í 

^ ( - l ) 1 1 " 1 1 1 1 
l n 2 = > ^ '- = 1 - - + + . 

^ n 2 3 4 
n=l 

A n a l o g i c k y lze odvod i t t a k é v z t a h pro l n 3 . Z definice p l y n o u dva vz tahy 

7 = l i m (1 + \ + \ + • • • + - 1 - - l n (3n) ) , 
n->oo \ 2 3 3 n / 

7 = l i m 3 ( - + - H + -1-) - l n ( n ) , 
n->oo o 3 n / 

je j ichž o d e č t e n í m z í s k á m e 

/ 1 2 1 1 2 2 \ , 
0 = l i m 1 + + - + + + - l n (3) . 

n^oo V 2 3 4 5 6 3nJ v ; 

Tedy 

1 2 1 1 2 
l n 3 = l + + - + + ••• . 

2 3 4 5 6 

5.2. Prvočíselná harmonická řada 

V t é t o kapi tole se budeme z a b ý v a t ř a d o u X ] P e P p ' kde P C N je m n o ž i n a 

všech p rvoč í se l . P ř i z p r a c o v á n í t é t o kap i to ly v č e t n ě podkap i to ly o pos loupnost i 

č á s t e č n ý c h s o u č t ů p r v o č í s e l n é h a r m o n i c k é ř a d y jsme v y c h á z e l i p ř e d e v š í m z [10]. 

Jak u ž v í m e , ř a d a Yl™=i ~ diverguje, ale ř a d a Yl™=i ~^ u z konverguje, a proto 

by n á s mohlo z a j í m a t , j ak je to s k o n v e r g e n c í ř a d y s k l á d a j í c í se z p ř e v r á c e n ý c h 

hodnot p rvoč í se l . Pokusme se d o k á z a t , že ta to ř a d a p o m ě r n ě p ř e k v a p i v ě diver

guje. 

Nejprve poznamenejme, že pro k a ž d é p > 1 p l a t í podle vz t ahu pro s o u č e t 

g e o m e t r i c k é ř a d y , že 

v P J t í , " 
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Nechť i V > 3 a nechť 2 < 3 < • • • < m j sou v š e c h n a p r v o č í s l a m e n š í n e ž N . P a k 

p l a t í 

n H p<N. 

1 1 1 

> 

i=0 / \j=0 

E 9i ) ( E 3 i 

oo ^ 

E / m fe 
fe=0 

\i=0 

TV TV 

\j=0 

N 

vfe=0 

E E - E 
i=0 j=0 k=0 

1 

2 ť • # • . . . • 

kde p o s l e d n í s u m a obsahuje v š e c h n a č ís la 1, | , | , | , . . . a mnoho da l š ích , 

p r o t o ž e v š e c h n a p ř i r o z e n á č ís la n < N lze zapsat ve tva ru n = 2 l • 33 

kde i , j , . . . , fc j sou n e z á p o r n á ce lá čís la . Tedy p l a t í 

-1 N-l 

m 

p<N. íU 1 p) S . P - I - S " " p<7V. 

L o g a r i t m o v á n í m obou s t ran dostaneme 

7 V - 1 

< l n 
v n = l 

n 
p<7V, 

\ í>eP 

P 
p - 1 

^ ( l n ( p ) - l n ( p - l ) ) 
p<N. 
peP 

< V — < V - , 
^ p - 1 ~ ^ p 

p<TV. 
peP 

p<TV. 
peP 

kde jsme v p ř e d p o s l e d n í nerovnost i využ i l i v z t a h u 5.1 a v p o s l e d n í v z t a h u 

P E 2 (p — 1), k t e r ý p l a t í pro v š e c h n a n £ N , n > 1. 

P r o t o ž e ř a d a E ^ E / ^ diverguje k oo pro i V —> oo, je l n ^ E ^ E / t a k é j d o u c í 

k oo pro i V —> oo, a tedy diverguje k oo i ř a d a s l o ž e n á z p ř e v r á c e n ý c h hodnot 

p rvoč í se l Epgp 
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5.2.1. Posloupnost částečných součtů prvočíselné harmo
nické řady 

Definujme posloupnost {sn} j ako posloupnost č á s t e č n ý c h s o u č t ů p rvoč í s e lné 

h a r m o n i c k é ř a d y ^2p€P - , t j . sn = \ + | + • • • + —, kde pn je n - t é p rvoč í s lo . 

V í m e , že tato posloupnost diverguje k co pro n j d o u c í k co. N a v í c se v y h ý b á 

c e l ý m č í s l ům. To se n y n í p o k u s í m e d o k á z a t v y n á s o b e n í m sn s o u č i n e m 2 • 3 • . . . • 

Pn-i, t j . 

N a p r a v é s t r a n ě j sou vš i chn i s č í t a n c i k r o m ě p o s l e d n í h o celočíselní , p r o t o ž e j sou 

t v o ř e n i s o u č i n e m ce lých čísel. Naopak p o s l e d n í ce loč ís lený n e n í , p r o t o ž e s o u č i n 

p rvoč í se l d ě l í m e j i n ý m p r v o č í s l e m . S o u č e t n a p r a v é s t r a n ě tedy n e n í ce loč íse lný , 

a pro to n e m ů ž e b ý t ce loč í se lný an i s o u č i n n a levé s t r a n ě . S o u č i n 2 • 3 • . . . • pn-i 

z ř e j m ě ce loč í se lný je a z toho p lyne nece loč í se lnos t sn. 

3-5 - ... • p n - i + 2- 5- . . . • p n - i 

2 - 3 - . . . • Pn-l 
+ ••• +2-3- pn-2 + 

Pn 
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Kapitola 6 

Sčítací metody divergentních řad 

V t é t o kapi tole , p ř i j e j í m ž z p r a c o v á n í j sme v y c h á z e l i p ř e d e v š í m z [5], se bu

deme z a b ý v a t k l a s i c k ý m i s č í t a c í m i me todami , k t e r é ha rmon ickou ř a d u n e s e č t o u , 

ale i s č í t a c í me todou , k t e r á d i v e r g e n t n í ha rmon ickou ř a d u s e č t e . S č í t a c í me toda 

je z o b r a z e n í , k t e r é p ř i ř a z u j e n e k o n e č n é ř a d ě číslo p ř e d s t a v u j í c í s o u č e t t é t o ř ady . 

6.1. Klasické sčítací metody divergentních řad 

6.1.1. Ábelova sčítací metoda 

V ě t a 16. Nechí mocninná řada Y^=o anXn má poloměr konvergence r, 0 < r < 

co a nechí v bodě x = r tato řada konverguje. Potom součet s(x) této řady je 

funkce zleva spojitá v r, tj. l i m s(x) = V J a n r n . 

Definice. Nechí V J an je nekonečná řada. Mějme příslušnou mocninnou řadu 

f(x) = YLn°=<danxn• Jes~ttiže f(x) konverguje pro všechna x G (0,1) a l i m f(x) = 
X—>1~ 

s, pak definujeme Ábelův součet V ^ a n následovně (A) Yln°=oan = s. 

N y n í se p o k u s í m e Á b e l o v u s č í t a c í me todu apl ikovat n a ha rmon ickou ř a d u 

Yľn°=i ~- P ř í s l u š n á m o c n i n n á ř a d a je ve tva ru Yln°=i l 1 " a p l a t í f(x) = — l n (1 — x) 

pro x G (0 ,1) . Á b e l ů v s o u č e t je pak ve tva ru 

s = l i m — l n (1 — x) = — l i m l n (1 — x) = co. 
X—>l~ X—>l~ 

A b e l o v a s č í t a c í me toda tedy nelze ú s p ě š n ě apl ikovat n a ha rmonickou ř a d u . 
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6.1.2. Césarova sčítací metoda 

O z n a č m e s° = sn = ax + a2 H h o n a ^ = S Q - 1 + s\~l H h sk

n~l, fceN, 

n G N U { 0 } . D á l e 

E® = 1 pro v š e c h n a n G N U { 0 } , 

= £ 0 ° + £ ° + • • • + = 1 + 1 + • • • + 1 = n + 1, 

= # i + E\ + • • • + El = 1 + 2 + • • • + (n + 1) = ( r a + 1 )

2

( r a + 2 ) = (nf), 

Ek

n = E*-1 + E\~l + • • • + E * " 1 = l + 2 + -- - + (n + fc-l) = (n+fe). 

Definice. Jestliže existuje l i m |f t = s, Ä; G N , pafc řekneme, že řada Yl^Ĺi a n 

n—>oo n 

má (C, k) součet. Značíme (C, k) Yl^Li a n = s -

V ě t a 17. Nechť s = ( C , k) an, k G N . P o t o m platí s = l i m 4 « t 

N y n í se p o k u s í m e apl ikovat C é s a r o v u s č í t a c í me todu n a ha rmon ickou ř a d u 

Yľ^ľ=i n- V t ° m p ř í p a d ě m á m e a\ = 1, a2 ('A \ , . . . Nejprve u v a ž u j m e 

m o ž n o s t ( C , 1). M u s í m e tedy u r č i t sl

n = 1 + ( l + | ) + ( l + \ + | ) + • • • + 

( H h ^) = n + \ (n - 1) + l (n - 2) H h i . P o t o m by m ě l o p la t i t 

s = l i m — sTi 

n—>oo n 

1 + l i m 
n—»oo 

r 1 ( 1 i 

lim — n + - [n 
ra-)>oo fj \ 2 

l) + ^ ( n - 2 ) + --- + -

77. 1 77 

+ + ••• + 
2n 3 n n 

č ímž jsme se dosta l i z p ě t k h a r m o n i c k é ř a d ě . 

Uvedeme j e š t ě m o ž n o s t ( C , 2). V t o m p ř í p a d ě b y c h o m mě l i 

sl = sl + s\ + ... +8^ = S°0 + (s°0 + 4) + --- + ( $ + ••• + € 

= 1 + 1 + + • •• + 1 + 

. V 27. 
+ 77 

(1 + 2 + • • • + n + 1)1 + (O + 1 + • • • + n)- + • • • + -
2 n 

(n + l ) ( n + 2) n(n +1)1 1 
-1 + — H h - . 

2 2 2 n 
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P o t o m 

s = l i m ( 
(n + l ) ( n + 2) 

n'2 + 
n(n + 1) (n — l ) n 

2 n 2 3 n 2 

2 

) 

S t e j n é h o v ý s l e d k u b y c h o m d o s á h l i i pro ( C , k) pro k > 2, p r o t o ž e podle [ , Theo-

rem 55] p l a t í , že j e s t l i ž e ř a d a n e n í A b e l o v s k y s č í t a t e l n á , pak n e n í an i C e s á r o v s k y 

s č i t a t e l n á . H a r m o n i c k á ř a d a tedy nelze sečís t an i p o m o c í C é s a r o v y s č í t a c í me

tody, proto se v n á s l e d u j í c í kapi tole p o d í v á m e n a me todu , k t e r á ha rmonickou 

ř a d u s e č t o u . 

6.2. Sčítací metoda, která harmonickou divergentní 
řadu sečte 

P o n e ú s p ě š n ý c h pokusech seč ís t ha rmonickou ř a d u k l a s i c k ý m i s č í t a c í m i meto

d a m i uvedeme metodu , k t e r á to d o k á ž e . V y c h á z e l i j sme z [3]. N a ú v o d uvedeme 

d v ě definice. 

Definice. Nechí a > 0 a g : C —> C Píšeme, že funkce g G Oa, pokud 

1. existuje a G M , a < 1, takové, že g je analytická na {x G C : 3?(x) > a}. 

2. existuje C G IR a (3 < a takové, že \g(x)\ < Ce13^ pro všechna x G C , že 

Funkci R f nazýváme zbytek funkce f a ^ n > 1 f(n) := Rf{l)-

N y n í se to p o k u s í m e apl ikovat n a ha rmonickou ř a d u , t j . f(x) = -. Nejprve 

poznamenejme, že p l a t í - G O71. To lze d o k á z a t n á s l e d o v n ě : 

3fř(x) > a. 

Definice. Jestliže f G O7*, potom existuje jediné řešení R f G rovnic 
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Funkce - je a n a l y t i c k á n a C \ {0}, p r o t o ž e p o l y n o m je a n a l y t i c k á funkce a 

p o d í l d v o u a n a l y t i c k ý c h funkc í je a n a l y t i c k á funkce v š u d e , kde je de f inován . Tedy 

- je s p e c i á l n ě a n a l y t i c k á na m n o ž i n ě 

D := {x G C : M(x) > -}. 

P r o x G Ľ je 

1 

.c \x\ 

N a d ruhou s t ranu pro x G D a v o l b u C := 2e 4, j3 := | je 

C e ^ l > C e H = C . e í = 2 . 

Tedy - je v O 1 podle definice. 

T v a r h l e d a n é ř a d y k o n v e r u g u j í c í pro x > 0 je 

R(z) = E (— V) 
^ \ n + i n + 1 / 
n=0 x ' 

p r o t o ž e — + 1) = K P r o s p l n ě n í Ri(x) dx = 0 je t ř e b a p ř i č í s t 

konstantu , t j . 

n=0 x ' n=0 x 

P o s l e d n í i n t e g r á l u p r a v í m e 

/ § ( « + !/ n + l ) d y § / ( n + y n + l ) 
n=0 

00 
2 1 V ln(n + 2) - ln(n + 1) + -

^ v ; n + 1 ; n + l 
n=0 

0 0 ^ 

l n ( n + 1) — ln(ra) = —7, 

n=l n 

39 



kde 7 je Eu le rova -Masche ron iho konstanta . V e v ý p o č t u i n t e g r á l u j sme využ i l i 

v ě t u 10 a v z o r c ů pro n e u č i t ý i n t e g r á l . Tedy 

í?i(x) = V Í -

a dostaneme 
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Kapitola 7 

Aplikace harmonické řady 

V t é t o kapi tole se z a m ě ř í m e n a n ě k t e r é z m n o h a ap l ikac í h a r m o n i c k é ř a d y . 

7.1. Loterie 

U v a ž u j m e lo te r i i , k d y m á m e urnu , k t e r á n a z a č á t k u obsahuje jeden b í lý a 

jeden č e r n ý m í č e k . H r á č losuje jeden m í č e k z t é t o urny. J e s t l i ž e v y t á h n e b í lý 

m í č e k , o b d r ž í 1 korunu , v o p a č n é m p ř í p a d ě nic . M í č e k je v r á c e n z p ě t do urny, 

a n a v í c je p ř i d á n jeden č e r n ý n a v í c . P o t o m se l o s o v á n í opakuje. N á s l e d u j í c í v ě t a 

p o c h á z í z [ ] a m y se j i p o k u s í m e d o k á z a t . 

V ě t a 18. Nechť pn(x) je pravděpodobnost výhry x G [0,n] korun po n tazích 

losování. Pak platí 

a) Pn(0) = ^i, 

b) Pn(n) = j ^ y , 

C) Pn(x) = p n - l ( x ) ^ +pn-i(x - l ) ^ j pro X G [ l ,7 i - 1]. 

Důkaz. D o k a ž m e ty to t ř i vztahy. 

a) V ý h r a je po n t a z í c h r o v n a nule p r á v ě tehdy, k d y ž h r á č v ž á d n é m tahu 

nevyhraje. 

Pn(0) 
1 2 3 4 

2 ' 3 ' 4 ' 5 

n — 1 

n n + 1 

n 
n + 1 

1 
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b) V ý h r a je po n - t é m t ahu rovna n p r á v ě tehdy, k d y ž h r á č vyhra je v k a ž d é m 

tahu. 

, , 1 1 1 1 1 1 1 
Pn{n) 

2 3 4 5 n n + 1 (n + 1)! 

c) V ý h r a je po n - t é m t ahu rovna x G [1, n — 1] p r á v ě tehdy, 

k d y ž po (n — l ) - n í m t ahu b y l a v ý h r a x a v n - t é m t ahu h r á č n e v y h r á l , 

nebo k d y ž po (n — l ) - n í m t ahu b y l a v ý h r a x — 1 a v n - t é m t ahu h r á č v y h r á l . 

Pn(x) = Pn-l(x) U - + Pn-l(x ~ ľ 
n + 1 n + 1 

• 

V [1] je uvedeno, že m a x i m á l n í cena, j a k o u je ochoten h r á č zapla t i t z a takovou 

hru , je v p r a x i k o n e č n á a č a s t o p o m ě r n ě n í z k á . M y d o k á ž e m e , že s t ř e d n í hodno ta 

v ý h r y diverguje k n e k o n e č n u . D ů k a z n e n í p ř e b r á n z [ ], kde je uveden j i n ý v z t a h 

pro v ý s l e d n o u s t ř e d n í hodno tu , než ke k t e r é m u jsme dospě l i my. 

O z n a č m e s t ř e d n í hodno tu /j,n, t j . /j,n = 0 • + z~2x=i xPnix) + n ' (n+i)\-

M a t e m a t i c k o u i n d u k c í d o k á ž e n e , že p l a t í 

1 1 1 1 1 1 + 1 i 1 1 - 1 

1 1 1 1 \ ^ 1 n v ^ 

2 3 n n + 1 n + 1)! f 

(0) P r o n = 1 dostaneme \ = \ + 0. 

(1) P r o n = 2 dostaneme \ + | = | + 1 • p 2 ( l ) = | + (|-| + Í'l) = f 6' 

(2) P ř e d p o k l á d e j m e , že rovnost p l a t í pro n , t j . ^ J ^ -. = x ' 
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a d o k á ž e m e j i pro n + 1, t j . J2]=2 ) = j^+éy. + E L i x ' P(n+i)(x)-

n+2 ^ ^ n+1 ^ ^ n—1 

jť23 71 + 2 jť23 n + 2 0 + jťi 

n ^ + Tn-+~iy.+^X'Pnix)~n-Pnin) 

1 n ^ , . (n + 1 1 \ 1 

! ^—f \n + 2 n + 2 I 
x=l x ' 

n + 2 (n + 1)! ^ y ' \ n + 2 n + 2) (n + 1)! 

(7.2) 

1 n * n 
1 \ - . x n + 1 x -

—^ + 2^X-Pn(x)-— + }^ 

1 

n + 2 ^ 1 y 'n + 2 ^ 1 y 'n + 2 
X — l X — l 

1 n n + 1 n + 1 1 
— + • PÁx)n— + " 1) • Pn(x - 1 ) — (7.3) 

x—1 x=2 

1 n n +1 n 1 
— — + V í • P n ( a : ) — - + Y] (x - 1) • pn(x - 1 ) — ^ 
n + 2 ^—' n + 2 ^—f n + 2 

j:—1 x—1 

1 1 A , n + l 1 
0 + n-pn(n) ~ - = — — + E x ' P ™ ^ n + 2 n + 2 ^ - f z v ' n + 2 

n 1 n 1 
+ -Pn(x ~ 1 ) — " ~ " E^(X " + ̂  1 1 

' n + 2 Z _ ^ " v ~ ^ n + 2 ' ' " (n + l ) ! n + 2 
X —1 X—1 

(7.4) 

1 n ra 
1 / x n + 1 v - ^ , . 1 

— + ^ X • Pn(x)^^ + X • Pn(x - 1) — 
x=l x=l 

1 1 1 + 1 1 

- ^ ^Pn(x - 1) + — P » + 
x=l v y 

1 n 1 1 
+ 7 ZTT + 

n + 2 (n + 2)! (n + 2)! n + 2 

+ Z\/[X-Pr, 
x=l ^ 

n + 2 n + 2 

čísi+£*•»»'<*> <™> 
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N a ř á d k u 7.1 j sme využ i l i i n d u k č n í h o p ř e d p o k l a d u a n a d a l š í m p ř e i n d e x o v á n í 

sumy. T v a r n a ř á d k u 7.2 j sme získal i v y n á s o b e n í m s o u č t e m z l o m k ů , k t e r ý je roven 

1, a v y u ž i t í m vz t ahu pro p r a v d ě p o d o b n o s t pn(n). S o u č e t 7.3 jsme získal i o p ě t 

p o s u n u t í m s u m a č n í h o i ndexu a n á s l e d n ě j sme se v r á t i l i k p ů v o d n í m u i n d e x o v á n í 

o v š e m s j i n ý m s o u č t e m . R o z n á s o b e n í m z á v o r k o u {x — 1) a v y u ž i t í m z n á m é h o 

vz t ahu pro pn(n) j sme dos ta l i v z t a h 7.4. D a l š í rovnost j sme získal i o p ě t p o m o c í 

p ř e i n d e x o v á n í sumy a k rovnos t i 7.5 j sme došl i d í k y tomu , že Y^=iPn{x — 1) = 1, 

je l ikož se j e d n á o s o u č e t p r a v d ě p o d o b n o s t í j e v ů , k t e r é j sou n e s l u č i t e l n é a je j ich 

s j e d n o c e n í je j i s t ý jev. V y u ž i t í m vz t ahu c) z v ě t y 18 j sme došl i k v ý s l e d n é rovnost i 

7.6. 

7.2. Skládání bloků 

V t é t o kapi tole jsme využ i l i l i t e ra tu ru [13]. U v a ž u j m e s i tuac i , k d y m á m e 

něko l ik b l o k ů se s t e j n ý m i r o z m ě r y , a p o k o u š í m e se je s k l á d a t n a sebe bez r i 

z ika je j ich p á d u . Zamysleme se nad o t á z k o u , z d a je m o ž n é p o s k l á d a t něko l ik 

b l o k ů n a sebe tak, aby se pozice h o r n í h o b l o k u l iš i la o d pozice s p o d n í h o b l o k u 

o h o r i z o n t á l n í v z d á l e n o s t v ě t š í než je š í řka jednoho b l o k u . Si tuace je z n á z o r n ě n a 

na o b r á z k u 7.1. 

O b r á z e k 7.1: S k l á d á n í b l o k ů 

Nejprve u v a ž u j m e s i tuaci , k d y m á m e k d i spoz ic i dva b loky. Je z ř e j m é , že 
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h o r n í b lok bude o d s p o d n í h o p o s u n u t ý n e j v ý š e o ^ š í řky jednoho b loku , o k t e r é 

u v a ž u j e m e , že je r o v n a 1. T ě ž i š t ě bude p o t o m mez i s t ř e d e m h o r n í h o a s p o d n í h o 

b loku , t j . x = \ , kde x je v z d á l e n o s t t ě ž i š t ě o d p r a v é h o rohu s p o d n í h o b l o k u . V i z 

o b r á z e k 7.2. 

O b r á z e k 7.2: T ě ž i š t ě b l o k ů 

P ř i s t a v ě n í t ř e t í h o b l o k u si uvedeme, j a k v y p a d á rovnice r o v n o v á h y , ze k t e r é 

je m o ž n é u r č i t po lohu t ě ž i š t ě , t j . x. 

1 • 

Ř e š e n í m je x = j . P o l o h u t ě ž i š t ě tedy z n á m e a m ů ž e m e p ř i d a t da l š í b lok. Rovn ice 

r o v n o v á h y bude n y n í ve tva ru 

2-x = 

a je j í ř e š e n í je x = g. 

P r o n - t ý b lok bude pla t i t 

(n — 2) • x = 1 • (- — x^j 

s ř e š e n í m x = 2 (J_ i ) > a tedy m á m e posloupnost \ , \ , | , • • • , 2(n-i) > " ' P o s u n u t í 

b l o k ů tak, aby n e d o š l o k je j ich p á d u . 

N a š í m ú k o l e m bylo zj is t i t , z d a j e m o ž n é b l o k y postavi t tak, aby by lo p o s u n u t í 

v ě t š í než je š í řka jednoho b l o k u , v n a š e m p ř í p a d ě 1. N a to n á m bude s t a č i t p ě t 
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b l o k ů , p r o t o ž e 

Ze vz t ahu 

1 1 1 1 

2 + 4 + 6 + 8 > L 

1 1 1 1 

2 + I + 6 + 8 + 

1 °° 1 

2 
n=l 

a divergence h a r m o n i c k é ř a d y lze d o k á z a t , že p o s u n u t í s p o d n í h o b l o k u o d h o r n í h o 

m ů ž e b ý t l i b o v o l n ě ve lké p ř i p ř e d p o k l a d u n e k o n e č n é h o p o č t u b l o k ů . 

7.3. Červík Štístko 

N y n í s i p ř e d s t a v m e z n á m ý p r o b l é m č e r v a z v a n é h o Š t í s t k o , p ř i j e h o ž zpra

c o v á n í j sme v y c h á z e l i z [2]. T e n se s n a ž í p ř e l é z t e l a s t i cké lano, k t e r é je 1 metr 

d l o u h é . C e r v se p l a z í r y c h l o s t í 2 cent imetry z a m i n u t u a n a konc i k a ž d é m inu ty 

si d á pauzu a lano se v t u chvíl i p r o d l o u ž í o 1 metr . N a t a h o v á n í l ana p r o b í h á 

r o v n o m ě r n ě , t j . če rv je ve s t e j n é č á s t i cesty po n a t a ž e n í j ako p ř e d n a t a ž e n í m . 

Hmotnos t č e r v a zanedbejme a u v a ž u j m e , z d a se m u n ě k d y p o d a ř í d o j í t n a konec 

lana. 

V p r v n í m i n u t ě u r a z i l v z d á l e n o s t 2 cent imetry ze 100 c e n t i m e t r ů , je tedy ve 

^ lana . P o o d p o č i n k u u r a z i l d a l š í 2 cent imetry z 200 c e n t i m e t r ů a t í m se 
100 .-,o 
dosta l do 100 lana. D a l š í č a sové a p o l o h é ú d a j e j sou uvedeny v tabulce 7.1. 

C a s 

1. m i n u t a 
2. m i n u t a 
3. m i n u t a 
4. m i n u t a 
5. m i n u t a 

P o l o h a 

~2~ 
IjjO 

500 

T a b u l k a 7.1: t abu lka 
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Nechť n G N . Z a n m inu t tedy u r a z í celkovou v z d á l e n o s t 

i i i l _ i A i 

k=l 

Je l ikož pro n —> oo dostaneme d i v e r g e n t n í ha rmonickou ř a d u , u r č i t ě existuje n, 

pro k t e r é p l a t í Yľk=i \ — 50, čímž p ř e l eze celé lano. 
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Závěr 

B a k a l á ř s k á p r á c e s p l ň u j e cíle s t a n o v e n é v ú v o d u . P o t e o r e t i c k é č á s t i n á s l e d u j e 

něko l ik d ů k a z ů divergence h a r m o n i c k é ř a d y , k t e r é j s em v y b í r a l a z r ů z n é l i t e ra tury 

a d o p l n i l a nebo up rav i l a do k o r e k t n í podoby. 

V d a l š í č á s t i p r á c e j sem se v ě n o v a l a h i s to r i i h a r m o n i c k é ř a d y a t a k é rychlos t i 

je j í divergence, o k t e r é j s em zj is t i la , že je v e l m i p o m a l á . Z a j í m a l a j s em se t a k é 

o modi f ikac i h a r m o n i c k é ř a d y , k te rou je p r v o č í s e l n á ř a d a , u k t e r é j sem d o k á z a l a 

divergenci . 

V p ř e d p o s l e d n í kapi tole j sem popsa la k las i cké s č í t a c í metody, k o n k r é t n ě Á b e 

lovu a C é s a r o v u s č í t a c í me todu , a pokus i l a se je apl ikovat n a ha rmon ickou ř a d u . 

Tento pokus b y l n e ú s p ě š n ý , a proto j sem v n á s l e d u j í c í č á s t i popsa la R a m a n u -

j anovu s č í t a c í me todu , k t e r á h a r m o n i c k é ř a d ě p ř i ř a d í s o u č e t roven E u l e r o v ě -

Mascheroniho k o n s t a n t ě . 

V p o s l e d n í kapi tole j sem se v ě n o v a l a n ě k t e r ý m z m n o h a v y u ž i t í h a r m o n i c k é 

ř ady . Z t ě c h t o ap l ikac í j sem v y b r a l a s p e c i á l n í lo te r i i , popsanou v o d b o r n é m č l á n k u 

[ ], o k t e r é j sem d o k á z a l a , že s t ř e d n í hodno ta v ý h r y v t é t o h ř e diverguje k ne

k o n e č n u . D a l š í v y b r a n o u ap l ikac í h a r m o n i c k é ř a d y je p r o b l é m s k l á d á n í b l o k ů a 

nakonec z v l á š t n í si tuace če rv íka , k t e r ý se s n a ž í p ř e l é z t e l a s t i cké lano, což se m u 

p o m ě r n ě p ř e k v a p i v ě p o d a ř í . 

B ě h e m z p r a c o v á v á n í b a k a l á ř s k é p r á c e j sem p roh loub i l a své zna los t i z t é m a t i k y 

n e k o n e č n ý c h ř a d , ale i j i n ý c h č á s t í m a t e m a t i c k é a n a l ý z y , d á l e j s em si t a k é pro

cvič i la s e p i s o v á n í formálních d ů k a z ů , k t e r é j sou v ý z n a m n o u s o u č á s t í matemat iky . 

D a l š í v ý h o d o u b y l a t a k é p r á c e s odbornou l i t e ra tu rou nebo č l á n k y v a n g l i c k é m 

jazyce a p r á c e v s y s t é m u L a T e X , se k t e r ý m j s em se setkala p o p r v é . 
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