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Uvod

Divergence harmonické fady je znamy fakt, ktery lze dokazat mnoha zpusoby.
V bakalarské praci je uvedeno nékolik dukazu, které se jevi jako velmi zajimavé a
¢asto i jednoduché. Nicméné tyto dukazy jsme se pokusili sepsat do podrobnéjsi
a jasnéjsi podoby nez té, ktera se objevuje v literatufe.

Prvni tii kapitoly jsou vénované obecné teorii o fadach a také primo o har-
monické Tadé a jeji historii. Teorii z jinych kapitol matematické analyzy, ktera
je v praci dale vyuzita, je uvedena ve druhé kapitole. Po kapitole vénované jiz
zminovanym dukazum prichdzi téma zobecnéni harmonické rady a témata s tim
souvisejici. V této casti bakalarské prace lze najit kapitolu vénovanou rychlosti
divergence harmonické fady, Riemannové zeta funkci a také ¢ast o prvociselné
harmonické tadé, ktera pomérné prekvapivé také diverguje.

Kapitola cislo 6 pojednava o klasickych scitacich metodach divergentnich tad,
které harmonickou fadu seéist nedokazi, konkrétné o Cesarové a Abelové scitaci
metodé. V posledni ¢asti této kapitoly je popséna i s¢itaci metoda, kterda harmo-
nickou radu secict dokéze.

Zaveérecna kapitola je vénovana aplikacim harmonické fady, kterych je opravdu
mnoho. Prvni z nich je loterie, u které plati, ze stfedni hodnota vyhry diver-
guje k nekoneénu, zatimco hraci jsou obvykle v praxi ochotni zaplatit jen malou
¢astku za tuto hru. Druhou aplikaci harmonické fady je problém skldadani bloku,
kde dokazeme, ze je mozné, aby pozice vrchniho bloku byla od pozice spodniho
vzdalena o vzdalenost vétsi nez je $itka jednoho bloku. Posledni z vybranych apli-
kac{ harmonické fady je problém cervika Stistka, ktery se snazi prelézt elastické

lano, které se prubézné natahuje.



Kapitola 1

Rady - zakladni pojmy

V této kapitole se budeme zabyvat zakladnimi pojmy tykajicimi se fad. Uve-
deme definici fady a souvisejicich pojmu a dale zformulujeme kritéria, kterda bu-

deme v nasledujicich kapitoldch vyuzivat. V celé kapitole jsme vychézeli z [17].

1.1. Definice rad a souvisejicich pojmu

Nejprve si uvedeme definici (nekonecéné) rady, jejtho souctu a také konvergence

a divergence rady.

Definice. Necht {a,}52, je posloupnost redlnych éisel. Symbol > >7 | a, nazgvdme
nekonecnou radou, pripadné jen radou, pricemz cislo a, je n-tym clenem Tady

27 ay. Jestlize polozime pro m € N

n=1

m
Sm = E aj = ap+az + -+ am,
i=1

pak nazgvame ¢islo sp,, m-tym cdstecnym souctem fady Y " | an.

Definice. Soucet fady Y ., an je limita posloupnosti {s.}, pokud tato limita

)
n=1

existuje. Rekneme, Ze tada Y -, a, je konvergentni, jestlize je jejim souctem
rediné cislo. Rekneme, Ze faday . | an je divergentnd, jestlize lim s, neexistuge,

m—0o0

nebo je nevlastni. Jestlize lim s, = oo, respektive lim s, = —oo, Tekneme, Ze

m—00 m—r00

fada Y~ | a, diverguje k oo, respektive diverguje k —oo. Jestlize lim s, neexis-
m—r0o0

tuje, Tekneme, Ze tada Y, a, diverguje nebo osciluge.

n=1

9



Po definovani fady muzeme prejit i k definici mocninné fady se stfedem v a.

Definice. Mocninnou radou o stredu a rozumime funkcni radu ve tvaru
o
E Cp(x—a)".
n=0

Cislo a nazgudame stied mocninné fady, c¢isla ¢, pro n € NU {0} nazjvdme koe-

ficienty Tady, c¢islo co nazyvame absolutni clen.

10



1.2. Formulace a diukazy vét a kritérii, které bu-
dou v praci dale pouzity

Nynf uvedeme nutnou podminku konvergence rady > - | ay.

Véta 1 (nutnd podminka konvergence). Necht rada Y - | a, konverguje. Potom
lim a, = 0.
n—oo

V tadé dukazu se pii predpokladu konvergence casto vyuziva asociativni

zédkon.

Véta 2 (asociativn{ zékon pro konvergentni rady). Necht > °° a, je konver-
gentni tada, {k,}°2, je rostouct posloupnost prirozenijch ¢isel. Polozme ko =0 a

pron € N oznacme

bn = akn—l“’1 + akn—l“’2 + T + akn

Pak tada " | by, konverguje a plati

S
n=1 n=1
Nasledujici tvrzeni plati pro fady s nezdpornymi cleny.

Definice. Je-li a,, > 0 pro vSechna n € N, nazjvd se rada Y~ a, Tadou s

nezapornymi cleny.

Pro fadu s nezapornymi ¢leny plati nasledujici véta o pferovnani konvergentni

rady.

Véta 3 (véta o prerovndni konvergentni fady). Nechl rada s nezdpornymi cleny
> | a, konverguje. Pak konverguje také tada Y, ay, vznikld prerovndnim

Fady > 0~ | a, a plati
oS
n=1 n=1

Nyni si uvedeme tii kritéria, ktera v praci dale vyuzivame.

11



Véta 4 (limitni srovndvaci kritérium). Necht > 7 a, je fada s nezdpornymi

cleny, Yo7, by je Tada s kladnygmi cleny a existuje lim 3. Oznacme A =lim 2.

1. Jestlize A € (0,00), pak je fada >~ | a, konvergentni pravé tehdy, kdyz je

konvergentni fada Y~ by,.

2. Jestlize A =0 a fada >~ b, je konvergentni, pak je konvergenini i fada

Ziil Qn -

3. Jestlize A =00 a tada )y | a, je konvergentnt, pak je konvergentni i fada

2 et b

Véta 5 (kondenzaéni kritérium). Necht {a,} je neroustouct posloupnost s nezdpornymi

cleny. Pak tada " | an konverguje prdvé tehdy, kdyz konverguje fada’y " o 2" aon.

Véta 6 (integralni kritérium). Necht f : R — R je na intervalu [1,00) nezdpornd
a nerostouct. Oznacme a, = f(n) pro vsechna n € N. Pak Y > a, konverguje

pravé tehdy, kdyz [ f(x) dz konverguje.

12



Kapitola 2

Dalsi teorie

Nyni si uvedeme dalsi véty, které budou v praci pouzity. Pti tvorbé této ka-
pitoly byla vyuzita literatura [14].
Prvni z nich je véta o trech limitach, ktera je v literatufe nazyvana téz jako

véta o dvou straznicich.

Véta 7 (véta o tiech limitach). Necht {a,}°2, {b,}52, a {c,}°2, jsou posloup-
nosti redlnych cisel splnujici a, < b, < ¢, pro skoro vsechna n € N. Jestlize

existugi limity posloupnosti {a,}o2, a {cn}o2y a plati

lim a, = lim ¢, = L € R,

n—oo n—oo

pak existuje i limita lim b, a je rovna L.
n—oo

Druha véta, kterou v této kapitole uvedeme, je véta o limité slozené funkce.

Véta 8 (véta o limité slozené funkce). Nechf f,g: R — R jsou takové, Ze

lim f(x) = Ly, lim g(y) = Lo.
y—L1

T—x0
Jestlize navic

1. ezistuje redukované okoli R(x¢) tak, Ze pro vsechna x € R(xo) plati f(x) #

L1, nebo

2. g je v Ly spojita (tedy Ly, Ly € R a Ly = g(Ly)),

13



pak
lim (g o f)(z) = Lo.

T—x0

Véta 9 (Heineho). Necht ¢ € R*, A € R* a funkce f je definovdina na reduko-

vaném okoli bodu c. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni.

(a) Plati
lim f(z) = A.

Tr—c

(b) Pro kazdou posloupnost {x,} spliugici, Ze x,, x, # c, je bod definicniho

oboru funkce f pro vsechna n € N a lim,,_, x,, = ¢, plati

lim f(z,) = A.

n—oo

Pro zaménu integralu a sumy budeme potiebovat Leviho vétu.

Véta 10 (Leviho véta pro tady, [12]). Jestlize f, jsou nezdporné p—méritelné

funkce definované na X, pak

[ S tdu =3 [ fan

Nyni uvedeme dvé podstatné véty.

Veéta 11. Kazdd konvergentni posloupnost je ohranicend. Posloupnost, kterd mad
nevlastni limitu co, je zdola ohranicend a shora neohranicend. Posloupnost, kterd

ma nevlastni limitu —oo, je shora ohranicend a zdola neohranicend.
Veéta 12. Posloupnost je Cauchyovskd prdavé tehdy, kdyz je konvergentni.
V kapitole o s¢itaci metodach se objevuji i komplexni ¢isla.

Definice. Komplexni ¢islo je uspordadand dvojice redlnych cisel a = (ay, az), kde

ay se nazyvd redlnd ¢dst a znaci se R(a), as se nazyvd imagindrni cdst.

14



Kapitola 3

Harmonicka rada

Nyni prejdeme k samotné harmonické tadé, kterd je naplni prace.

3.1. Definice harmonické rady
Definice ([15]). Radu >0 L nazgvdme harmonickou Fadou.

Definice ([4]). Cisla H,, kterd odpovidaji cdstecngm souctim harmonické tady,

ly. H, = Z?:l % =1+ % +o 4+ %, nazyvame harmonickd cisla.

3.2. Historie harmonické rady

V kapitole o historii harmonické fady vychazime z literatury [9]. Nézev har-
monické fady je odvozen od harmonického souctu. Ten je definovan nasledovné.

Jestlize x a x + 2y maji aritmeticky prumeér x +y, pak jejich prevracené hodnoty,

1
T2y’

tj. % a maji harmonicky prumér roven pirevracené hodnoté aritmetického
pruméru puvodnich hodnot, tj. I—j_y Ekvivaletné lze harmonicky prumér H hod-

not a a b definovat jako

- 2ab
a+b
nebo rovnict
2 = -+
H a b



Dalsi zpusob definice harmonického pruméru spoc¢iva v tom, ze je roven podilu

druhé mocniny geometrického prumeéru G a aritmetického pruméru A, tj. H = %2‘

Pro kazdé tii po sobé jdouci ¢leny harmonické fady plati, ze druhy z nich je

harmonickym prumérem prvniho a tretiho ¢lenu, protoze

1
2. ) 1

Cn+41

3

3=
I .
|H

2

n

+

pro vSechna n € N.

16



Kapitola 4

Divergence harmonické rady

Prvni dukaz divergence harmonické rady byl zaznamenan ve 14. stoleti a jeho
autorem byl Mikulas Oresme. Dalsimi autory podobnych dukazu byli Pietro Men-
goli nebo Jacob Bernoulli. Tyto a dalsi dukazy divergence harmonické rady uve-

deme v této kapitole.

4.1. Vybrané dukazy divergence harmonické rady

V této kapitole si uvedeme nékolik dukazu divergence harmonické tady. Pti
zpracovani dukazu ¢islo 1 az 9 jsme vychazeli z [7] véetné stejného cislovani.
Dikazy 10 az 15 jsou opét podle [7], ovsem v literatute s ¢isly 12 az 17, pficemz
posledni dva dukazy (14 a 15) neobsahuji dikazy tvrzeni, kterych je v dukazech
vyuzito. U dukazu ¢islo 16 a 17 jsme vychézeli z prezentace [38]. Predposledni

dukaz cislo 19 vychazi ze ¢lanku [6].

4.1.1. Dikaz ¢. 1

Prvni dukaz divergence harmonické fady, kterym se budeme zabyvat, pochazi
z obdobi okolo roku 1350 a byl proveden Mikuldsem Oresmem!.
Uvazujme podposloupnost { Hyx }72 ;. Metodou matematické indukce dokazeme,

ze pro &leny této posloupnosti plati Hor > 14k (3).

I Mikulds Oresme byl francouzsky teolog a matematik, ktery se mimo jiné zabyval obecnymi
soufadnicemi jesté diive nez René Descartes, po némz je kartézska soustava souradnic pojme-
novana.

17



(0) Pro k=1 dostaneme Hy = Hy =1+ (3) = (3) > 1+1(3) = (2). Tato

podminka je tedy splnéna.
(1) Nyni piedpokladejme, ze dand nerovnost plati pro k € N, tj. Hor > 1+k (%),
a dokdzeme ji pro k + 1, tj. Hort1 > 1+ (kK + 1) (%)

Na pravé strané nerovnice dostaneme vyraz, ktery upravime a nasledné
vyuzijeme indukéni predpoklad. Posledni nerovnost vyplyva z vlastnosti

posloupnosti {Hox}72, kdy Horer — Hox > 1 pro viechna k € N:

1+ (k+1) (%) :1+k<%)+<%) §H2k+<%) < Hysr.

Dokazénim tvrzeni Hor > 1+ k (3) jsme ovérili neomezennost posloupnosti

{Haw}32, a tedy i fakt, ze posloupnost {H,} diverguje.

4.1.2. Dikaz ¢. 2

Nasledujici dukaz pochazi od Rosse Honsbergera z druhé poloviny 20. stoleti.
Pokud bychom dokazali, ze posloupnost { Hygr_ }72 ; je neomezend, mohli bychom
fici, ze je neomezend i posloupnost {H,}>° ;.

Dukaz provedeme dokézanim vztahu Hygr_q > k (1%) a to metodou matema-

tické indukce.

(0) Pro k =1 dostaneme nerovnost

11 1 1 1 1 1 1 9 9
Hp  ,=Hy=1+-+s+5+-++ct+s+=>1| =)=
1011 9 +2+3+4+5+6+7+8+9 (1) 10

(1) Nyni predpokladejme, Ze nerovnost plati pro k, tj. Hygr_y > k (1%)»
a dokazeme ji pro k + 1, tj. Hyge+1_; > (K + 1) (%)-

Na pravé strané nerovnosti dostaneme

9 9 9 9
(k? + 1) <E) == k? <E) + E < HlOk—l + E < [‘.[101«0—1_17

18



kde jsme vyuzili indukéniho predpokladu a vlastnosti Hyger1_y — Hyjgre_ >

% pro vSecchna k € N, kterou ovérime nasledovné

10k+1— 1 10k -1 10k+1—1

1 1
Hygevi_y — Hygey = Z ——Z—: =
A

k+1 k 1 9

> [(10 _1)_(10)+1]1_(ﬂf:9>ﬁ‘

4.1.3. Diukaz €. 3

Treti dukaz, kterym se budeme zabyvat, pochazi od italského matematika
jménem Pietro Mengoli, ktery zil v letech 1626 az 1686.

Nejprve poznamenejme, ze pro n = 2, 3,4, ... plati nasledujici vztah:

1 1 2n 2n 2
n—1 n+1 n2—-1" n2 n (4.1)

Dukaz budeme provadét sporem. Predpokladejme, ze harmonicka fada kon-

verguje se souctem S. Tedy

=1 1 <=3 =1
S:Zﬁ>1+§Zﬁ:1+Zﬁ:1+S’

kde jsme v nerovnosti vyuzili upraveného vztahu (4.1), konkrétné

1 1 1 3

n—1 n n+1 n

a aplikovali jej na vSechny ¢leny harmonické fady kromé prvniho, tj. 1.
Tim jsme se dostali do sporu S > 1+ .S. Harmonicka fada tedy nema soucet

a diverguje.

4.1.4. Dikaz ¢. 4

2n
Uvazujme posloupnost {5, }5°, takovou, ze S, = Hy,— H,, = > % Protoze
k=n+1

plati S,;1 — S, = Tlﬂ — 2n1+2 > 0 pro v8echna n € N, je posloupnost {S,}

roustouci.
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Plati také

1 2n 1 2n 1 n
—ZSléanZ—SZ = <1,
2 k:n—O—Ik k:n+1n+1 n+1

tj. posloupnost {S,} mé kladné ¢leny a je omezend intervalem [1,1). Z toho

plyne, Ze posloupnost konverguje ke kladnému ¢islu z intervalu [1,1]. Z definice
posloupnosti {5, } a jejich vyse uvedenych vlastnosti plyne, ze posloupnost { H,, }

neni Cauchyovska a musi tedy divergovat.

4.1.5. Dikaz €. 5

Nasledujici dukaz vychazi z nerovnosti e* > 1 + z platné pro vsechna x # 0,
kterou musime nejprve dokazat.

Budeme se zabyvat prubéhem funkce e —1—xz a pokusime se najit jeji globalni
minimum. Po zderivovani a polozeni vysledné funkce rovno nule dostaneme rov-
nici € — 1 = 0, jejiz feseni je x = 0. Protoze na intervalu (—oo,0) je funkce
klesajici a na intervalu (0, 00) rostouci, nabyva funkce v bodé x = 0 globalniho
minima s hodnotou 0. Tim jsme dokézali, ze pro vsechna x # 0 plati nerovnost
e* >1+4ux.

Nyni pfejdeme k samotnému dikazu. Uvazujme posloupnost {efn}°°  tj.

n 1 n L n 1
Hn, _ — 1 = z )
e —exp(Zk) —Hek >H<1—i—k) =n-+1,
k=1 k=1 k=1

kde jsme vyuzili nami dokazané nerovnosti e* > 1 + .
Protoze je posloupnost {efl"} neomezend, coz plyne z nerovnosti eff» > n+ 1,
je podle Heineho véty (tj. Véty 9) a véty o limité slozené funkce (tj. Véty 8)

neomezend i posloupnost {H,}.
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4.1.6. Dikaz ¢. 6

Tento dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze harmonicka rada kon-

verguje se souctem S. Potom

S:i%:i@nl—fr%)>i<%+%):i<%)zs‘

n=1 n=1 n=1 n=1

Tim jsme se dostali ke sporu S > S. Soucet S tedy neexistuje a predpoklad toho,
ze harmonickd rada konverguje, byl nespravny.
Dukaz muze mit ruzné modifikace, lze uvazovat skupiny po 3 scitancich. V

tom pripadé bychom meéli

1 & > ] 1 1
S=) —= — = — + ot
1 1
j=1 3 =1
Tim jsme opét dosli ke sporu.
Pro obecné k € N bychom dostali
21 Eo <1 X1
NI I EOW S WA
n , J J
n=1 j=1 \n=k(j—1)+1 Jj=1 Jj=1

4.1.7. Dukaz €. 7

Naésledujici dukaz je zalozen na tom, ze plati rovnost

1 1 1 1
2n—|—1+2n+2 _n+1+ (2n+1)(2n+2)’

Ta lze dokazat postupnou tpravou levé strany nerovnosti, tj.

1 N I 2n+2+2n+1  2(2n+1)+1
2n+1 2n+2 22n+1)(n+1) 2@2n+1)(n+1)
o 2(2n+1) N 1
2+ 1D)(2n+2)  2n+1)(2n+2)
1 1

:n+1+ (2n+1)(2n+2)’
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Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze harmonicka fada konverguje
se souctem S. Potom

> 1 1 > 1 1
-3 (Grtare) ~ 2 )

— (2n+1)(2n+ 2)

NE

Sl

S

3
Il
—

NE

= 1 ~1 1
n—|—1+nz_0(2n+1)(2n+2) _;ﬁ—i_nz_o(Qn—i—l)(Qn—i—Q)

1
(2n+1)(2n +2)’

3
Il
)

NE

I
N

+

Il
<)

n

kde posledni clen je vzdy nenulovy, tudiz jsme dosli ke sporu a nas predpoklad
konvergence harmonické tady je vyvracen.

4.1.8. Dikaz ¢. 8

V dukazu ¢. 8 opét predpokladame, ze harmonicka fada konverguje se
souctem S. Predpoklddejme také, ze

o0

1 1
5= 2o

Protoze vyuzitim véty o prerovnani konvergentni fady, tj. Véty 3, dostaneme

1 1 =1
S:;E:;%Jrzlzn—r

n

mélo by platit

o0

1 1
§S:;2n—1‘

To platit nemuze, protoze 5= > 5 pro viechna n € N, a tedy 33 > 15.

4.1.9. Dikaz €. 9

V tomto dikazu se na harmonickou fadu pokusime aplikovat integralni kritérium

Podle toho by mélo platit, ze harmonické fada konverguje pravé tehdy, kdyz kon-
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verguje integral [° 1dz. Protoze

oo 1 ) t 1 )
—dr=lim [ —dzr= limIn(t) = oo,

1T t—o0 1 X t—o0

harmonicka fada diverguje.

4.1.10. Dikaz ¢. 10

Nasledujici dukaz byl publikovan v roce 1689 Jacobem Bernoullim.

Nejprve poznamenejme, ze pro ¢ € Z, ¢ > 1 plati

2

1 1 1 1 1 1
e = = 2> ()= =1=-Z2,
c—|—1+c+2+ +62 i_;li_(c C)c2 c

Pfi¢tenim % k obéma strandam nerovnosti dostaneme

1 1

c+c—|—1

1
oot 5 > 1
C

Predpokladejme, ze harmonicka fada konverguje se souctem S. Potom plati

0o (k2+1)2

SZZ%:HQ: Z:Ezﬂ+;jﬁ+m:m
=1

Tim jsme dosli ke sporu s nasim predpokladem o konvergenci harmonické rady,

musi tedy divergovat.

4.1.11. Diukaz ¢. 11

Nasledujici interpretace dukazu pochazi opét od Jacoba Bernoulliho, nicméné

oficidlné je dukaz pripisovan jeho bratru Johannovi.

Uvazujme fadu ) ﬁ = > (% — n+-1)7 kterd je teleskopickd a konver-

guje k 1, protoze

= /1 1 21 = 1
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Nyni predpokladejme, ze harmonicka fada konverguje se souctem S. Potom

o0

1 oo

=1+ 1+1+1-% + 1+1-%1+ + 1+-1+1-% +
N 2 6 12 6 1 20 12 20 30

+§:<g:nn+10::1+oo(gi(%_nil)):1+§§%

=1+5,

¢imz jsme dosli ke sporu. Harmonicka rada tedy diverguje.

4.1.12. Dukaz ¢. 12

Nasledujici dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze harmonickd rada
konverguje se souctem S. Protoze uz pro soucet prvnich ¢étyf clenu harmonické

posloupnosti plati

1
1+ =+

1 1 25
23

+

L > 2
4 12 ’
musi platit nerovnost S > 2.

Déle pro soucet S podle Véty 2 plati:

(k1) (k4-2)
2

=1 > 1 1 1 1 1 1
S=Y —=1 |l =1+(=+= e R
;;n +Z; > - +<2+3)+<4+5+6)+

n=EOAD) 1y

n+1 =~ 2
>1+Z(n+l)(n+2) _1+21n+2

+
TN
~| =

+
| =

+
O =

+
=
o
\_/

m1

Z S >2(S—1) plyne, ze S <2, coz je ve sporu s faktem S > 2. Harmonicka

fada tedy musi divergovat.
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4.1.13. Dukaz ¢. 13

Nésledujici ditkaz je zaloZen na neomezenosti posloupnosti { H, }22 ;.

Nejprve poznamenejme, ze pro k € Z, k > 1 plati vztah

1 N 1 N +l>k!—(l<;—1)!
k—1!'+1 (E—1)!+2 k! k!
(E=1)Yk—1) _1_1
B k! B k'

Nyni uvazujme posloupnost { H,}7° ;.
n! n!
~ 1 1 1 1 1
H., — Z -1 Z -1 ST T I
w=) p=1+) ¢ +(2+3+ +n!)

—1+1+1+1+ T N ! ++1
B 2 3 4 6 (n—1)!+1 n!

- 1 1 - 1
+Z((k—1)!+1+ +k!>> +k§( k) o

k=2

kde jsme vyuzili Vétu 2.
Tedy plati 2H,, > H,, + H,, > 1+ n, kde prvni nerovnost vychazi z toho, ze
H,, > H,, protoze n! > n pro vSechna n € N.

Posloupnost {H,,1}°°, je tedy neomezena a harmonickd rada diverguje.
n 1.] g

4.1.14. Dukaz ¢. 14

V dukazu ¢.14 vyuzijeme upravenou nutnou podminku konvergence ¢iselné

rady.

Véta 13. Necht je posloupnost {a,}°, kladnd a klesajici. Jestlize rada Y - | ay,

n=1

konvergugje, pak lim,,_, na, = 0.

Diikaz. Definujme posloupnost {by}3_; takovou, ze pro vsechna N € N,

[ee]

bN: Z Q.

n=N+1
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Z konvergence posloupnosti {a,}52; plyne limy_, by = 0.

Déle pro vSechna n € N plati 0 < nag, < any1+ -+ a9, < by. Podle véty o
trech limitach (tj. Véty 7) plati lim,, o nag, = 0, tedy lim,,_, 2nas, = 0.

Podobné pro liché indexy plati (2n+ 1)ag, 1 = 2n- a1 + a1 < 20 Gop +
aont1, a tedy lim, o (21 4+ 1)ag,+1 = 0.

Celkem jsme tedy dostali pozadovanou rovnost lim,, ,., na, =0 O

Nyni ji muzeme aplikovat na harmonickou radu.

: : 1 :
lim na, = lim n— = lim 1 = 1.
n—00 n—oo n n—00

Protoze neni splnéna modifikovana nutna podminka konvergence, harmonicka

fada diverguje.

4.1.15. Dukaz ¢. 15

Dukaz je zalozen na nasledujicim tvrzeni.

Véta 14. Necht Y 07 d, je divergentni tada s kladnymi cleny. Jestlize s, =
dy+dy+ -+ + dy, pak Y22, 2 diverguje.

Sn—1

. 2 d d
Diikaz. Upravou vztahu =~ 4 ... + =24k dostaneme
SN SN4k—1
dn1 ANtk dn+1 AN+ SN4+k — SN
_|_ P _|_ Z _|_ e —|— —
SN SN+k—-1 SN+k—1 SN+k—1 SN+k—1

> SN+k — SN 1 SN
 SN+k SN+k

e’} dn
n=2 Sn—1

Nyni predpoklddejme, ze fada ) konverguje. Pak pro kazdé L > 0, a

tedy i pro L € (0,1), existuje N € N takové, ze 57‘1—’: +- 4 S‘j—fl < L pro vSechna
m, n, kde n > m > N. Pak plati

SN <dN+1+.”+ dN+k <L
SN+k SN SN+k—1

1 —

pro vSsechna k& € N. Pro k — oo je sy x — 00, protoze posloupnost diver-
guje a ma kladné cleny. Potom dostaneme nerovnost 1 < L, kterd je ve sporu s

predpokladem L € (0, 1).

Rada >°°°, 4o tedy za danych podminek diverguje. O

n=2 s, 1
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Uvazujme divergentni fadu s kladnymi éleny > > dy, kde d,, = 1 pro vSechna
n € N Pak s, 1 =n—1 atedy Y00, = 3> L = 3™ 1 Podle
vyse uvedené véty harmonickd fada diverguje. Timto zpusobem muzeme ke kazdé
divergentni fadé najit fadu, kterda diverguje pomaleji. Neexistuje tedy nic jako

nejpomaleji divergujici fada.

4.1.16. Diukaz ¢. 16

Nasledujici dukaz vyuziva vzorce pro soucet geometrické rady a Véty 2.

n 2 k+1 k+2 k2+k+1

1 1
+<m+”’+k3+k2+k+1)+’”

> kj+1

+Z<1+Z " . zf+lk2)>1+3202”1k’

ST o (RIS o (S L
—\k+1) S \k+1 - B '

k+1

Nerovnost () jsme ziskali pomoci vztahu

j+1 j+1

Zk’ < Z (j * 1) K (k1)

pro vSechna 7 > 0, kde jsme vyuzili toho, ze vzdy plati (le) > 1 a pro dukaz
ostré nerovnosti zbyva najit aspon jedno kombinacni ¢islo, které je vétsi nez 1.
Tim je napiiklad (j 41'1) Rovnost (k%) jsme ziskali vyuzitim binomické veéty.

Harmonicka fada tedy diverguje.

4.1.17. Dukaz ¢. 17

Dukaz ¢. 17 je zalozen na nasledujicim tvrzeni.

Véta 15. Pro kazdé x € R, x > 0 plati nerovnost x > In(x).
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Diikaz. Uvazujme funkci f definovanou pro z > 0 vztahem f(z) = z — In(x).

Prvni derivace je ve tvaru f'(z) = 1 — %, a proto je funkce f klesajici na in-

tervalu (0,1) a rostouci na intervalu (1,00). Polozme prvni derivaci rovnu nule,
tj. 1 — % = 0, a tim najdéme absolutni minimum. Toho funkce nabyva v x = 1

s hodnotou 1. Plati tedy f(z) =z —In(x) > 1> 0. O

Z tvrzeni plyne, ze
1 1
z > In (1 + E) =In(k + 1) — In(k)

pro vSechna k € N.
Pro posloupnost {H,}*_, potom plati

H, = Z% > kZln <1+ %) = kZ[ln(kJrl) — In(k)] = In(n + 1).

Tim jsme dokdzali neomezenost shora posloupnosti {H,, }*_,, a tedy i divergenci

harmonické tady.

4.1.18. Dikaz ¢. 18

V tomto ditkazu ovéifme divergenci harmonické fady srovndnim s fadou > 52 | In (1 + 1),

kterd je teleskopicka a diverguje, protoze

S <1+ %) :ZIn(k—;;l) =Y Ik +1) — In(k)

n—oo

= lim E In(k +1) —In(k) = lim In(n + 1) = oc.
n—oo
k=1

Podle limitniho srovnévaciho kritéria (tj. Véty 4), tj.

1 _ 1
iﬁm:g}ﬂ% ! ).(_%) =1=0

1+

diverguje i harmonicka fada. Ve vypoctu limity jsme aplikovali I’'Hospitalovo pra-

vidlo.
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4.1.19. Dikaz ¢. 19

Dukaz vychéazi z Fibonacciho posloupnosti, kterda je definovana rekurzivné
fo=1,fi=1, fax1 = fn1+ fu pro n € N. Limita poméru dvou ndsledujicich

¢lenu Fibonacciho posloupnosti je rovna zlatému fezu, tj. lim,, . fror  L4/5

7 2
Plati
> 1 1 1 1 1 1 1 o [ Iy
B T e M -
24” Ttz tytgtgtet % Q%+”)

—1+1+1+ 1+1 + 1+1+1 + 1+1+— +1
N 2 3 4 5 6 7 8 9 1 13
+ L + L 4o F ! +
14 15 21

>1 = —
+§ hﬂ 141 statstgtgt

kde jsme vyuzili Vétu 2.
Protoze rada > -, ;’;—: nespliiuje nutnou podminku konvergence (tj. Vétu

1), tj. Timy, o £

# 0, harmonicka rada diverguje.

4.1.20. Diukaz ¢. 20

Nyni dokézeme divergenci harmonické fady pomoci kondenzacéniho kritéria
(tj. Vety 5).

Predpoklad kondenzacniho kritéria, tj. posloupnost {a,}, kde an%, je ne-
rostouci a ma nezaporné cleny, je splnén. Podivejme se, jak nyni vypadd rada
Yoo 2 agm, tj.

22 agn—ZQ” 21

Protoze tato rada diverguje, diverguje i harmonicka rada.
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4.2. Rychlost divergence harmonické rady

Harmonicka tada diverguje velmi pomalu. Napiiklad soucet prvnich 13000

/////

zdola 1 shora.

n+11 21 31 n+11
ln(n—i-l)z/ —dl’:/—dl’+/ —dl‘—i—--~+/ —dx
1 z 1 T 2 T n x

11 1
<l4=-4-—+-+-—=H,
ottt

V prvnf rovnosti jsme vyuzili vzorce pro neurcity integrdl [1dz = In|z|+ C,
kde C' je libovolna konstanta, a dosadili meze 1 a n + 1. Nyni se zamérime na

horni mez harmonického souctu H,,.

1 1 1 21 31 n+1
Hn—1=—+—+~-+—</—d1’—i—/ —dl‘—i—--~+/ —dx
2 3 n 1T 5 T n T
1
x

Celkem tedy mame

In(n+1) < H, <1+ 1In(n).

Pokud bychom chtéli zjistit, kolik ¢lenu harmonické fady bude potieba, abychom
dostali soucet 1000, tj. H, > 1000, staci vyjit ze vztahu In(n + 1) > 1000,
jehoz fesenim bychom dosli k tomu, ze n musi byt nejméné 10%3°. Pro predstavu
uvedme, Ze na nejrychlejsim superpocitaci v roce 2020 by tento vypocet trval

10435 1
415 -10% 3600 - 24 - 365

~ 7,610

let, protoze tento superpocitaé dosahuje rychlosti 415 petaflops, tj. 415 - 10%°

operaci za sekundu. Podrobnosti najdete v [6],[10].
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Kapitola 5

Zobecnéni harmonickych rad a
souvisejici témata

5.1. Riemannova zeta funkce

Riemannovu zeta funkci, ktera je vyznamnou soucasti tak zvané Riemannovy
hypotézy, zavedl roku 1859 némecky matematik Bernhard Riemann, jak je uve-

deno v [17]. Ve zbylé ¢asti kapitoly jsme cerpali z [10].

= 1 1
Zn—_1+—+§+

Pro tuto funkci plati, ze absolutné konverguje pro vsSechna komplexni cisla z,
kterd maji realnou ¢ast vétsi nez 1.
Nyni se zaméfme na Eulerovu-Mascheroniho konstantu, ktera je definovana

nasledovné:
n—oo

1 1
~v:= lim <1+—+~~~+——lnn).
2 n

Nejprve dokazme, ze tato limita opravdu existuje. Uvazujme posloupnost {~,, }°2,

definovanou jako
1 1
’ynzl—l—ﬁ—l—no—l—g—ln(n).

K tomu, abychom dokazali, Ze posloupnost {7,}°°, je monoténni a omezena,
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potfebujeme nasledujici vztah platny pro vsechna n € N

<n+1)” <n+1)”+1
<e< ,
n n

jehoz platnost je dokdzana v [10, Section 3.3]. Tento vztah upravime do jiného
tvaru

1 1

n~ln<n+ )<1<(n—|—1)oln<n+ )
n n
1
n < W <n+1
<In(n+1) - In(n) < ~ (5.1)
o <inln n(n) < —. )

Uzitim prvni nerovnosti vysledného tvaru a definice ~,, dokazeme, ze posloupnost
{1 }52, je klesajici, tj.

1 1 1
’yn:1—|—§—|—~~~—|—g—ln(n):’y,H_l—n—H—l—ln(n—l—l)—ln(n)>7n+1.

a uzitim druhé nerovnosti

1—1—1—1— —1—1 In(n)
n: —_— DR —_n
" 2 n "

>1+n3)—In2)]+ @) —InB)|+ ---+[n(n+1)—In(n)] —In(n)
=1-In(2)+In(n+1)—In(n) >1—-1In(2) >0
jsme dokazali omezenost posloupnosti {v,}>; zdola.
Uzitim této konstanty, ktera se nazyva téz jen Eulerova, muzeme uréit soucet
alternujic{ harmonické fady > >~ # Z definice Eulerovy—Mascheroniho kon-

stanty lze odvodit nasledujici dva vztahy

: 1 1
y=lm (l1+-4+---+——In2n),

Y - S B
TR\ T on)

jejichz odectenim ziskame

0 lim (1S4t 1, LI
v 27371 o) M
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Tedy plati

= (=)t 1 1 1
mo=S """ 44
n2=3 — 23 1"

n=1

Analogicky lze odvodit také vztah pro In3. Z definice plynou dva vztahy

1 1 1
y=lim (l+=+=-+---4+——In(3n) |,
2 3n

n—00 3

dma(ipled In (n)
TS\ 3 TG 3 ) Y

jejichz odectenim ziskame

1 2 1 1 2 2
O=1lim (1+5 -S4+ —=++———]-In(@3).
N R R e e TRl

Tedy

1 2 1 1 2
m3=1+4-—-H4-F-—Z4....
n +5-3+t7tr-3t

5.2. Prvociselna harmonicka rada

1

pep 3> kde P C N je mnozina

V této kapitole se budeme zabyvat fadou )
vSech prvocisel. Pii zpracovani této kapitoly vcetné podkapitoly o posloupnosti
¢astecnych souctu prvocéiselné harmonické fady jsme vychézeli predevsim z [10].
o 1

5 uz konverguje, a proto

n=1 n2

Jak uz vime, fada ) 7 | L diverguje, ale fada
by nas mohlo zajimat, jak je to s konvergenci rfady skladajici se z prevracenych
hodnot prvocisel. Pokusme se dokazat, ze tato rada pomérné prekvapivé diver-
guje.

Nejprve poznamenejme, ze pro kazdé p > 1 plati podle vztahu pro soucet

geometrické tady, ze

NNt X1
(1)) “X

peP
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Necht N > 3 a nechf 2 < 3 < --- < m jsou véechna prvocisla mensi nez N. Pak

plati

I
-~ ~ /N
L[
2| =
N——

kde posledni suma obsahuje vSechna cisla 1, %, %, i,. .. ,ﬁ a mnoho dalsich,
protoze viechna piirozend ¢isla n < N lze zapsat ve tvaru n = 2°-37 - ... - mF,
kde i, 7, ..., k jsou nezaporna celd cisla. Tedy plati
~1 N-1
1 P 1
1-=) =T1-==>3"-=
p<N, p<N, n=1
peP peP

Logaritmovanim obou stran dostaneme

In (Z_ %) <In H Z% = Z (In(p) — In(p — 1))

n=1 p<N, p<N,
peP peP
1 2
< E — < -,
- p—17 P
p<N, p<N,
peP peP

kde jsme v predposledni nerovnosti vyuzili vztahu 5.1 a v posledni vztahu

p < 2(p — 1), ktery plati pro vSechna n € N, n > 1.

N—-11
n=1 n

Protoze fada Zi::l % diverguje k oo pro N — oo, je In (Z ) také jdouci

k co pro N — o0, a tedy diverguje k oo i fada slozena z prevracenych hodnot
prvocisel »

1
peEP p°
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5.2.1. Posloupnost c¢astecénych soucti prvociselné harmo-
nické rady
Definujme posloupnost {s,} jako posloupnost ¢astecnych souctu prvociselné
harmonické tady Zpep %, tj. sp = % + % +oe p%, kde p, je n-té prvocislo.
Vime, ze tato posloupnost diverguje k oo pro n jdouci k co. Navic se vyhyba

celym ¢islum. To se nyni pokusime dokazat vyndsobenim s,, sou¢inem 2-3- ... -

pn—lvtj‘
+...+—)‘2‘3‘---'pn—1

D P+ 25 P
2-3-...pp

+ 423 P+
Pn

Na pravé strané jsou vSichni sc¢itanci kromé posledniho celoc¢iselni, protoze jsou
tvoreni soucinem celych ¢isel. Naopak posledni celocisleny neni, protoze soucin
prvocisel délime jinym prvocislem. Soucet na pravé strané tedy neni celociselny,
a proto nemuze byt celoCiselny ani soucin na levé strané. Souc¢in 2-3 ... p,_1

ziejmeé celociselny je a z toho plyne necelociselnost s,,.
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Kapitola 6

Scitaci metody divergentnich rad

V této kapitole, pii jejimz zpracovéani jsme vychézeli predevsim z [5], se bu-
deme zabyvat klasickymi sc¢itacimi metodami, které harmonickou fadu nesectou,
ale i scitaci metodou, ktera divergentni harmonickou fadu secte. Scitaci metoda

je zobrazeni, které pritazuje nekonecné tadé c¢islo predstavujici soucet této rady.

6.1. Klasické sc¢itaci metody divergentnich rad

6.1.1. Abelova scitaci metoda

Véta 16. Necht mocninnd fada Y .- a,x™ md polomér konvergence r, 0 < r <
oo a necht v bodé x = r tato Fada konverguje. Potom soucet s(z) této rady je

funkce zleva spojitd v r, tj. lim s(z) =) a,r™.
T—r—

Definice. Necht > a, je nekonecnd rada. Méjme prislusnou mocninnou Fadu

f(x) =307 aza™. Jestlize f(x) konverguje pro viechna x € (0,1) a linln flx) =
T— 1"
s, pak definujeme Abeliv soucet Y a, ndsledovné (A)> " a, = s.

Nyni se pokusime Abelovu séitaci metodu aplikovat na harmonickou radu

> o2 L. Prislusnd mocninnd fada je ve tvaru > - 2™ aplatf f(z) = —In(1 — z)

n:l n

pro x € (0,1). Abeluv soucet je pak ve tvaru

s=lim —In(l —2z)=— lim In(1 —2) = oc.
z—1— z—1—

Abelova sc¢itaci metoda tedy nelze tspésné aplikovat na harmonickou radu.
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6.1.2. Cesarova sc¢itaci metoda

Oznaémes?zzsn:a1+a2+~~—|—anasﬁzslg_l—l—s’f_l—l—“‘—i—sﬁ_l,kGN,
n € NU{0}. Dale

E? =1 pro vSechna n € NU {0},
E'=E)+E)+ - +E =141+---4+1=n+1,

E2=FE\+ Bl 4+ +El =142+ -+ (n+1) =ttt _ (nr2),

Ef=E '+ Ef 7 4+ 4 EF =142+ + (n+k—1)= ("F).
Definice. Jestlize existuje lim S—ﬁk = s, k € N, pak rekneme, Ze fada Y - an

n—oo

sy

md (C, k) soucet. Znacime (C,k)> 0" a, = s.

Véta 17. Necht s = (C,k)>.°°, a,, k € N. Potom plati s = lim £k

n=1 n—yo0 "
Nyni se pokusime aplikovat Cesarovu sc¢itaci metodu na harmonickou radu
>l L.V tom pifpadé mdme a; = 1, ay =

as = . Nejprve uvazujme

1
3
. § w1 1 1,1
moznost (C,1). Musime tedy urcit s) = 14+ (1+3) + (L+5+3) + - +

1
27
I+ +)=n+in-1+in-2)+ -+

3 L Potom by mélo platit

n

1 1 1 1 1
— lim =st = lim = Z(n—1 =2+ =
s= lim —s, n1_>1210n<n+2(n )+3(n )+ -l-n)

Ptdm (L2 D) o (B Ly
= 1m e —_ = — — RIS s
n—oo \ 21 3n n? 2 3

¢imz jsme se dostali zpét k harmonické tadé.

Uvedeme jesté moznost (C,2). V tom piipadé bychom méli

sp=Sg+S1+ s, =50+ (s)+ )+ (s) 4+ sh)

e (D) e e () e (s 1)

1 1

= (1424 +n+ DI+ 0+1+4n)g 4o+~
)M +2). nm+1)1 1
_e+hm+2),  ne+hL 1
2 2 2 n
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Potom

a2, (n+1)(n+2) nn+1) (n—1)n 2
8_7}520?5”_7}520< n2 T 202 + 3n2 +"'+$
ST

23 ‘

Stejného vysledku bychom doséhli i pro (C, k) pro k > 2, protoze podle [5, Theo-
rem 55| plati, Ze jestlize fada neni Abelovsky scitatelnd, pak neni ani Cesarovsky
scitatelnd. Harmonickd rada tedy nelze secist ani pomoci Cesarovy scitaci me-
tody, proto se v nasledujici kapitole podivame na metodu, kterda harmonickou

radu sectou.

6.2. Scitaci metoda, ktera harmonickou divergentni
radu secte

Po netspésnych pokusech secist harmonickou fadu klasickymi s¢itacimi meto-
dami uvedeme metodu, ktera to dokaze. Vychdazeli jsme z [3]. Na tivod uvedeme

dvé definice.
Definice. Necht o >0 a g : C — C. Piseme, Ze funkce g € O%, pokud
1. existuje a € R, a < 1, takové, Ze g je analytickd na {z € C: R(x) > a}.

2. eristuje C € R a B < a takové, ze |g(x)| < CePl*l pro viechna x € C, ze
R(z) > a.

Definice. Jestlize f € O, potom existuje jediné reseni Ry € O™ rovnic
2
Ry(@) = By(w+ 1) = f(a), [ Ry(w)do=0.
1

Funkci Ry nazgvame zbytek funkce f a 2521 f(n) == Rs(1).

Nyni se to pokusime aplikovat na harmonickou radu, tj. f(z) = % Nejprve

poznamenejme, ze plati % € O™. To lze dokazat nasledovné:
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Funkce é je analytickd na C\ {0}, protoze polynom je analytickd funkce a
podil dvou analytickych funkef je analytickd funkce vsude, kde je definovan. Tedy

1 je specidlné analytickd na mnoziné

D::{xG(C:%(x)>%}.

Proz € D je

Na druhou stranu pro x € D a volbu C' :=2e¢" 1, f:= T je
cellel > Cess =(C-ef =2.

Tedy % je v O™ podle definice.

Tvar hledané rady konverugujici pro x > 0 je

R<x):i(n—1kx_n—1i—1)’

n=0

protoze R(z) — R(x + 1) =

S

. Pro splnéni ff Ri(z)dx = 0 je tfeba pricist

konstantu, t;.

me =3 (o) - [ 2 ()

n=0 n=0

Posledni integral upravime

(2G-S [ G-
L = \nty n+l y_n:ol nty n+1)

oo

2 1
:Zln(n+2)—n+1—ln(n+1)+n+1

n=0

= Zln(n—}- 1) —In(n) — 1 = —7,

n
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kde v je Eulerova-Mascheroniho konstanta. Ve vypoctu integralu jsme vyuzili

vétu 10 a vzorcu pro neucity integral. Tedy

1 1
R __E _
;(:z) <n+y n—l—l) 7

n=0
a dostaneme
R 00
1 1
S =mm =3 () =
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Kapitola 7

Aplikace harmonické rady

V této kapitole se zamefime na nékteré z mnoha aplikaci harmonické rady.

7.1. Loterie

Uvazujme loterii, kdy mame urnu, kterda na zacatku obsahuje jeden bily a
jeden cerny micek. Hrac losuje jeden micek z této urny. Jestlize vytahne bily
micek, obdrzi 1 korunu, v opacném piipadé nic. Micek je vracen zpét do urny,
a navic je pridan jeden ¢erny navic. Potom se losovani opakuje. Nasledujici véta

pochézi z [1] a my se ji pokusime dokazat.

Véta 18. Nechl p,(x) je pravdépodobnost vjhry x € [0,n] korun po n tazich

losovdni. Pak plati
a) pa(0) = 715,
b) pn(n) = (n—‘l—l)!a

¢) pu(@) = po-1(2) 25 + por(z — 1) 757 prox € [1,n — 1],

Diikaz. Dokazme tyto tii vztahy.

a) Vyhra je po n tazich rovna nule pravé tehdy, kdyz hrd¢ v zadném tahu

nevyhraje.




b) Vyhra je po n-tém tahu rovna n pravé tehdy, kdyz hrac vyhraje v kazdém
tahu.

¢) Vyhra je po n-tém tahu rovna x € [1,n — 1] pravé tehdy,
kdyz po (n — 1)-nim tahu byla vyhra z a v n-tém tahu hra¢ nevyhral,
nebo kdyz po (n —1)-nim tahu byla vyhra z —1 a v n-tém tahu hrac vyhrél.

n 1

n-1(x —1)——.
n—|—1+p i >n—i—1

Pn(T) = pr1(x)

O

V [1] je uvedeno, Ze maxima&lni cena, jakou je ochoten hrac zaplatit za takovou
hru, je v praxi kone¢na a ¢asto pomérné nizka. My dokazeme, ze stiedni hodnota
vyhry diverguje k nekonec¢nu. Dukaz neni prebrén z [1], kde je uveden jiny vztah
pro vyslednou stfedni hodnotu, nez ke kterému jsme dospéli my.

n—1

Oznatme stiednf hodnotu pin, tj. g = 0+ =5 4+ 307 apa(z) +n - ﬁ

Matematickou indukci dokazene, ze plati

+
[uy

n

n—1
1 1 1 n
+...+_+ — —_ = *Dn .

n n+1 J (n+1)!+;x Po(®)

W | =

fn = 3

<.
I
v

(0) Pro n =1 dostaneme 1 = 1 4 0.

(1) Pro n =2 dostaneme 3 + 3 = 2 + 1-pa(1) = 5 + ( +

) =

(2) Predpokléddejme, ze rovnost plati pro n, UZ?:QI % = i “‘Z:: x - pu(z),

(e[

N
Wl
N
wirno
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a dokazeme ji pron + 1, tj. >

n+2 1

- (:j-—zl)' T2 he1 T Pty (T)-

=2 j
”“’2 n+1
Zgz Z—=n+2 +Zx Pala (7.1)
j=2
R ST EDD )
= T Dn _n. N
2t P p
1 n n+1 1 1
— + + “Dn
n+2 (n+1) ;xp(x)<n+2 n—|—2) (n+1)!
(7.2)
n+l < 1
- i)
- 1’ n-+ 2 '
n-l-l e 1
- +Zx—1 pnx—l)?
1 1 - n+1
-0 D )
+np()n+2 n+2+;1‘p(z)n+2
1 1 1
n _1 n —
+Z$ Pole ZP 2+n(n+1)!n—|—2
(7.4)
_ 1
- n-+ 2
n+1 1 n
1 Lo 1 1
a2 2! (n+2)! 2
+ n -1 7.5
;(z P2 S +2) (7.5)
n—i—l
- +Zl’ P (2 (7.6)



Na tadku 7.1 jsme vyuzili indukéniho predpokladu a na dalsim preindexovani
sumy. Tvar na fadku 7.2 jsme ziskali vyndsobenim souc¢tem zlomku, ktery je roven
1, a vyuzitim vztahu pro pravdépodobnost p,(n). Soucet 7.3 jsme ziskali opét
posunutim sumacniho indexu a nésledné jsme se vratili k puvodnimu indexovani
ovsem s jinym souctem. Rozndsobenim zavorkou (z — 1) a vyuzitim zndmého
vztahu pro p,(n) jsme dostali vztah 7.4. Dalsi rovnost jsme ziskali opét pomoci
preindexovani sumy a k rovnosti 7.5 jsme dosli diky tomu, Ze ZZQ pu(z—1) =1,
jelikoz se jednd o soucet pravdépodobnosti jevu, které jsou neslucitelné a jejich
sjednocent je jisty jev. Vyuzitim vztahu c) z véty 18 jsme dosli k vysledné rovnosti

7.6.

7.2. Sklddani bloku

V této kapitole jsme vyuzili literaturu [13]. Uvazujme situaci, kdy mame
nékolik bloku se stejnymi rozmeéry, a pokousime se je skladat na sebe bez ri-
zika jejich padu. Zamysleme se nad otazkou, zda je mozné poskladat nékolik
bloku na sebe tak, aby se pozice horniho bloku lisila od pozice spodniho bloku
o horizontalni vzdéalenost vétsi nez je sitka jednoho bloku. Situace je znézornéna

na obrazku 7.1.

N
e
<

Obrazek 7.1: Skladani bloku

Nejprve uvazujme situaci, kdy mame k dispozici dva bloky. Je zfejmé, ze
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horni blok bude od spodniho posunuty nejvyse o % §itky jednoho bloku, o které

obrazek 7.2.

Obrézek 7.2: Téziste bloku

Pri stavéni tretiho bloku si uvedeme, jak vypada rovnice rovnovahy, ze které

rovnovahy bude nyni ve tvaru

2.x2=1 !
T = 5 T

o es v~ s’ _l
a jejl Teseni je x = z.

Pro n-ty blok bude platit

(n—2)~1’:1~<%—1‘)

s FeSenim x = 2(n—1_1), a tedy mame posloupnost %, i, %, e m, -+ - posunuti
bloku tak, aby nedoslo k jejich padu.
Nasim tkolem bylo zjistit, zda je mozné bloky postavit tak, aby bylo posunuti

vétsi nez je sitka jednoho bloku, v nasem piipadé 1. Na to nam bude stacit pét
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bloku, protoze

1+1+1+1>1
246 877
Ze vztahu
1 1 1 1 1 1
2fitetst T Ay

a divergence harmonické fady lze dokazat, ze posunuti spodniho bloku od horniho

muze byt libovolné velké pii predpokladu nekoneéného poctu bloku.

7.3. Cervik Stistko

Nyni si predstavme zndmy problém ¢erva zvaného Stistko, pii jehoz zpra-
covani jsme vychazeli z [2]. Ten se snazi prelézt elastické lano, které je 1 metr
dlouhé. Cerv se plazi rychlost{ 2 centimetry za minutu a na konci kazdé minuty
si da pauzu a lano se v tu chvili prodlouzi o 1 metr. Natahovani lana probiha
rovnomeérné. tj. cerv je ve stejné Casti cesty po natazeni jako pfed natazenim.
Hmotnost cerva zanedbejme a uvazujme, zda se mu nékdy podari dojit na konec
lana.

V prvni minuté urazil vzdalenost 2 centimetry ze 100 centimetru, je tedy ve

2
100
1

dostal do % = 155 lana. Dalsi casové a polohé udaje jsou uvedeny v tabulce 7.1.

= 5—10 lana. Po odpoc¢inku urazil dalsi 2 centimetry z 200 centimetru a tim se

Cas Poloha
: 2
1. minuta 18_0
2. minuta 23—0
3. m%nuta 38_0
4. minuta @
5. minuta =00

Tabulka 7.1: tabulka
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Necht n € N. Za n minut tedy urazi celkovou vzdélenost
1 1 1 1 1 1
R TR TR it DIy

Jelikoz pro n — oo dostaneme divergentni harmonickou fadu, urcité existuje n,

pro které plati S°7_. 1 > 50, ¢fmz preleze celé lano.
k=1 %
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Bakalarska prace spliuje cile stanovené v ivodu. Po teoretické casti nasleduje
nékolik dukazu divergence harmonické fady, které jsem vybirala z ruzné literatury
a doplnila nebo upravila do korektni podoby.

V dalsi ¢ésti prace jsem se vénovala historii harmonické fady a také rychlosti
jeji divergence, o které jsem zjistila, ze je velmi pomald. Zajimala jsem se také
o modifikaci harmonické rady, kterou je prvociselna rada, u které jsem dokazala
divergenci.

V predposledni kapitole jsem popsala klasické s¢itaci metody, konkrétné Abe-
lovu a Cesarovu scitaci metodu, a pokusila se je aplikovat na harmonickou fadu.
Tento pokus byl netispésny, a proto jsem v nasledujici casti popsala Ramanu-
janovu sc¢itaci metodu, kterd harmonické tadé prifadi soucet roven Eulerové-
Mascheroniho konstanteé.

V posledni kapitole jsem se vénovala nékterym z mnoha vyuziti harmonické
rady. Z téchto aplikaci jsem vybrala specialni loterii, popsanou v odborném ¢lanku
[1], o které jsem dokézala, Ze stfedni hodnota vyhry v této hie diverguje k ne-
koneénu. Dalsi vybranou aplikaci harmonické fady je problém skldadani bloku a
nakonec zvlastni situace ¢ervika, ktery se snazi prelézt elastické lano, coz se mu
pomérné piekvapivé podafi.

Béhem zpracovavani bakalarské prace jsem prohloubila své znalosti z tématiky
nekonec¢nych tad, ale i jinych ¢asti matematické analyzy, dale jsem si také pro-
cvicila sepisovani formalnich dukazu, které jsou vyznamnou soucasti matematiky.
Dalsi vyhodou byla také prace s odbornou literaturou nebo ¢lanky v anglickém

jazyce a prace v systému LaTeX, se kterym jsem se setkala poprvé.
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