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Kapitola 1
Uvod

V této praci se budeme zabyvat feSenim okrajové tlohy pro homogenni linearni dife-
rencialni rovnici ¢tvrtého fadu s jednostrannou podminkou. Tato okrajova tiloha je
fyzikalné motivovana popisem chovani pruzného tycového nosniku s danymi parame-
try technické instalace reprezentovanymi okrajovymi podminkami, a stlacovaného v jeho

podélné ose. Linearni diferencidlni rovnice popisujici chovani takového nosniku ma tvar
" n
u"(x) + M () =0, x€(0,0),

kde parametr A > 0 odpovidd tlakové sile ptisobici na nosnik v jeho podélné ose, ¢ urcuje
délku tycového nosniku a w(z) uréuje vychylku nosniku od podélné osy v bodé x.
Pusobistém tlakové sily necht je pro predstavu bod o soufadnicich [¢, 0] a nosnik uvazujme
splyvajici s rovnobéznou osou, pocinajici v pocatku souradné soustavy. Vlivem pusobeni
tlakové sily, odpovidajici parametru A, se od jistého momentu nosnik zac¢ind prohybat, a
to pravé zpusobem zavislym na svém ulozeni v krajnich bodech [0, 0] a [¢, 0], tj. zadanych
okrajovych podminkach. Zatimco v klidovém stavu muzeme i bez hlubsiho matemati-
ckého zkoumani popsat polohu kazdého bodu nosniku - vzhledem k roviné nosnikem
rovnobézné prochdzejici - funkei w(z) = 0 na intervalu (0, ¢), ve stavu stlaceném bude
explicitntho nazoru na tvar nosniku pro kvantitativné dané piipady jeho podélného
stlaceni A\, bude predmétem takto fyzikalné motivované tlohy.

Okrajové podminky spadajici do oblasti naseho zadjmu budou trojitho typu. Prvnimi
z nich jsou u(0) = u(f) = 0 a v”(0) = u”’(¢) = 0, po technické strance reprezen-

tujici nevetknuté ulozeni nosniku v bodech [0, 0], [¢, 0], které ponechava ,volnost v prvni



derivaci“, a garantuje tak, mimo ziejmého zachovavani polohy koncovych bodu, i zaned-
batelné ohybové namahéni nosniku na jejich bezprostiednich okolich. Druhymi okra-
jovymi podminkami budou u(0) = u(¢) = 0 a u”(0) = «'(¢) = 0 reprezentujici nevetknuté
ulozeni v bodé [0,0] a vetknuté ulozeni v bodé [¢,0]. Tyto podminky garantuji zaned-
batelné ohybové namahani na bezprostrednim okoli ,konce levého* a zanedbatelné vy-
chylovani nosniku na bezprostfednim okoli ,konce pravého“. Analogicky tfetimi pod-
minkami u(0) = u(¢) = 0 a «'(0) = «'(¢) = 0 bude reprezentovana vetknutost nosniku
na obou koncich, tedy garance zanedbatelného vychylovani na bezprostiednich okolich
koncu. VSemi témito jednoduchymi piipady, bez dalsich modifikaci prostiedi v okoli
nosniku, se budeme zabyvat v kapitole oznacované jako ,bez prekazky*.

Predstavme si vSak nyni, a zvolna za¢néme s ndhledem na nosnik jako na hladkou spo-
jitou funkeci na intervalu (0, ¢), co by pravdépodobné nastalo, kdybychom pod tento nés
modelovy nestlaceny nosnik v nékterém misté, tj. bodé [z, 0], xo € (0,£), umistili pev-
nou bodovou podpéru, a vytvorili mu tak potencidlni prekazku v jeho tvarové adaptaci
na tlakovou silu reprezentovanou parametrem A. Ziejmé by mohly nastat tyto tii pripady:
a) podpéra by nikterak nebrénila nosniku v nabyti pro néj k danému A\ prirozenému
tvaru, nebot ten by ji ,obchdzel“, b) podpéra by nikterak nebrdnila nosniku v nabyti
pro néj k danému A prirozenému tvaru, avsak ten by se ji ,ndhodou* dotykal, c) podpéra
by nosniku v nabyti pro n¢j k danému A prirozenému tvaru branila, a ten by tak byl nu-
cen tvarové se zadaptovat rovnéz na ni, pricemz by tak ucinil pfi maximélnim zachovani
hladkosti, coz v nasem pripadé bude znamenat do druhé derivace véetneé.

Piipady (b) a (c) se pro vSechny okrajové podminky zabyvame v kapitole nazvané
,»S prekazkou®.

V posledni kapitole nazvané ,s jednostrannou podminkou* se na zakladé ziskanych
vysledkt z predchozich kapitol komplexné zabyvame vybranymi piipady z (a), (b), (c)
a interpretujeme je do nazornych diagramu. Jednostrannou podminku tedy lze plné
interpretovat pravé jako onu pevnou bodovou podpéru.

Podotknéme vsak, ze navzdory vyse uvedenym fyzikdlnim /technickym interpretacim,
je naSe prace zameérena ryze matematicky. Rovnéz nutno podotknout, ze nase rovnice je

zjednodusenym zlinearizovanym piipadem nelinedrniho modelu nosniku

u " u//2u/ / u !
- — AMl——| =0 int lu (0,4
(1—u’2) ((1—u’2)2) + ( 1—u’2) na intervalu (0, ¢)

(viz [1]) na okoli u = 0. Pochopitelné tedy nase linedrni iloha aproximuje nelinedrni ilohu




pouze pro malé pruhyby nosniku. Snaha o doslovnou fyzikalni interpretaci nékterych
vysledku nasich uloh by tak mohla pfindset problémy a paradoxy (napt. nosnik by reago-
val jen na diskrétni hladiny silového pusobeni, nikoliv ve spojitém pasmu; nepotieboval
by pro zvétsovani pruhybu zvétsovani tlakové sily; mohl by se nekoneéné prodluzovat...).
Cilem prace je hledani netrivialnich feseni uvedené rovnice s nulovymi okrajovymi
podminkami a nulovou jednostrannou podminkou ve vybraném bodé uvniti oblasti,
a kvalitativni analyza vzhledem k parametru A\ a poloze této jednostranné podminky.
Préce je vysézena systémem KTEX, obrazky jsou vykresleny programem Wolfram

Mathematica.



Kapitola 2

Postup reseni linearni tlohy bez

prekazky

V této kapitole zavedeme zékladni pojmy a odvodime obecny postup teSeni, na jehoz

principu budou feSeny lohy v Kapitole 3.

Definice 2.1 Resenim tilohy
u"(x) + " (z) =0, x€(0,0), A>0, {>0 (2.1)

s pravé ctyrmi okrajovymi podminkamsi

2.2
u?(0) = u® () =0, 22

kde (j, k) je prdvé jeden z proki mnoziny {(2,2),(2,1),(1,1)}, nazveme dvojici
(N, u) € R x (C%([0,£]) N C4(0,£))) takovou, Ze rovnosti (2.1) a (2.2) jsou spinény.

Nase uloha je tvaru
u////(x) + )\u”(aj) = 07 X € (076)7 A > O’

coz je homogennf linedrn{ diferencidln{ rovnice 4. f4du s konstantnimi koeficienty. Reseni
takové tilohy hleddme ve tvaru u(zx) = e™*, m € C, a tedy dospivame k charakteristické

rovnici

m* + Am? = 0. (2.3)



Z korenu charakteristické rovnice nasledné ziskdvame ¢tyrprvkovou mnozinu linedrné

nezavislych funkci proménné x s parametrem A
FSc = {v1c (2, A), v (2, A), v (2, A), vac (2, M)},
kde
Vie = Vic(z,\) 1 [0,£] x RT = C, v;, € C*([0,4]) N C*(0,0)), i =1,2,3,4.

Tuto mnozinu nazyvame komplexni fundamentalni systém tlohy. Na zdkladé transfor-

mace komplexniho fundamentalniho systému na realny, tj.
FS = {v1(z, A), va(x, N), v3(z, A), v4(x, \) },
kde
v; = vi(x, A) : [0,4] x Rt = R, v; € C*([0,£]) N C*((0,£)), i =1,2,3,4,
dostavame obecné feseni
u=u(x,\): [0,/ x R" =R, ue C*|0,)NC*(0,£)),
pricemz plati

uw = Avy + Buy + Cvs + Dy

uh = Av%h) + Bvéh) + Cvéh) + valh), h=1,2,

kde A,B,C,D € R.
Z okrajovych podminek (2.2) vidime, ze na koeficienty A, B, C, D vyvstava obecny

pozadavek
A 0
Moy |2 =1
C 0
D 0
kde
v1(0, A v2(0, A) v3(0, A v4(0, A
M()) = v (€, A va (4, \) U?',(E,/\ va (€, A



Budeme-li se zajimat pouze o netrividlni feSeni ulohy, tj. u # 0, pak je zfejmé nutné,

aby

Q W =
o o o o

D
k cemuz je nutnou podminkou
detM()) = 0. (2.4)

Ukéazeme, ze existuje celd posloupnost { A }ren spliujici (2.4), tedy celd posloupnost
{FSk }xen, a tedy celd posloupnost funkei {uy }ren. Tim koneéné najdeme i posloupnost

dvojic {(Ar, ur)} ey > které Tesi tlohu (2.1), (2.2).



Kapitola 3
Zpracovani ulohy bez prekazky

V této kapitole budeme zpracovavat tilohu popsanou v Kapitole 2 na principu v ni uve-
deného postupu feseni. Jednotlivé pripady pro uvazované tii typy okrajovych podminek

budou uvadény postupné.

3.1 Okrajové podminky 0-2, 0-2
Necht je zad4na tloha

u"(x) + M (z) =0, x€(0,0), \>0
u(0) =u(f) =0 (3.1)
u”(0) =u"(¢) = 0. (3.2)

7 charakteristické rovnice

m* +Am? =0
m?*(m* + \) =0,
jejimz TeSenim je Ctvefice obecné komplexnich ¢isel
miyo = :EZ\/X
msq4 = 07

vyplyva komplexni fundamentalni systém

FSc = {eiﬁx, e’iﬁx, 1, x} ,



ktery lze s pouzitim vztahu
cos <\/X$> =

2

ez’\/x;t . e—i\/Xz
21

sin (\/X:B) =
transformovat na realny fundamentéalni systém
FS = {COS (ﬁx),sin (\/Xx>, 1, m} : (3.3)

Vytvoreny redlny fundamentélni systém FS generuje obecné feseni u = u(x) ve tvaru

u(x) = Acos (rz) + Bsin (rz) + Cz + D, (3.4)
kde

r=v\, (3.5)
a tedy také

u'(z) = —Arsin (rz) + Brcos (rz) + C (36)
3.6
u"(x) = —Ar?cos (rz) — Brsin (rx).

Tento tvar ma obecné feseni vSech zkoumanych tloh bez prekazky.

S vyuzitim homogennich okrajovych podminek (3.1), (3.2) dostavame soustavu

uw(0) = Acos(r-0)+ Bsin(r-0)+C-0+D=A+D=0 (3.7)
u(l) = Acos (rf) + Bsin (rf) + C{+ D =0

u"(0) = —Ar?cos (r-0) — Brisin (r-0) = —Ar? =0 (3.8)
u"(0) = —Ar? cos (rf) — Br*sin (rf) = 0.

Jelikoz A > 0, potom podle (3.5) je r > 0 a z rovnice (3.8) plyne A = 0, a tedy z rovnice
(3.7) plyne D = 0, ¢imz se soustava rovnic zjednodusuje na soustavu dvou rovnic o dvou

neznamych maticové zapsatelnou v podobé

sin (1) ¢\ (B 0
= : (3.9)
—r?sin(rf) 0] \C 0

Oznacime-li
sin (1) 14

M(}) = :
—r?sin(rf) 0



pak z podminky nulovosti determinantu matice soustavy detM(A) = 0 plyne vztah
detM()\) = r?(sin (rf) = 0,

ktery po zpétném dosazeni r = v/A piechdzi v rovnici
Asin (\/M) — 0, (3.10)

jejimiz fesenimi jsou ¢isla A\,. K nim Ize pak najit odpovidajici nenulové funkce
uy, = ug(x) okrajovou tlohu na intervalu (0, ¢) spliujici ve smyslu obecného feseni (3.4).

Jak je patrné, rovnice (3.10) m4 na intervalu A € (0, 00) nekone¢nou posloupnost

{hien = {(’%)} .
keN

Pro takova A\ pak zjevné soustava (3.9) nabyva tvaru

koteni

a tedy

B = K}, kde K} je libovolnou konstantou z mnoziny R \ {0}

C=0.
Korenum ) tak odpovidd nekoneéna posloupnost nenulovych funkeci
. [k
(e = {Kesin (o)} Km0}, (3.11)
keN
Tim ziskavame i nekonec¢né mnoho reseni ulohy ve smyslu Definice 2.0.1, a je zfejmé, ze
u € C2([0,4)) N C*(0,£)), Vk€N.

Piiklad: Vykresleme prvni tii funkee, tj. ur, = ug(x), k € {1,2,3}, okrajovou tilohu na

intervalu (0, ¢) splnujici. Volme ¢ = 1. Tudiz
)\1:77'2, )\2:471'2, )\3:971'2,

jak mozno pozorovat rovnéz na Obrazku 3.1 zobrazujicim graf funkce d(\) = Asin v/A

na intervalu (0, 100).
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Obréazek 3.1: d(\) = Asinv/A, X € (0,100)

Tl

'"""”’”'”””’"V”HlH’]H”]"”

Obrézek 3.2: d(A) = Asinv/A, X € (0,90000)

Teémto ¢islum A1, Ao, A3 tedy odpovidaji nenulové funkce
up(x) = Kysin(1mz), x € (0,1), K; € R\ {0}
ug(x) = Kysin (2rx), x € (0,1), Ky € R\ {0}
ug(z) = Kssin (3rz), € (0,1), K3 € R\ {0}.
Tyto funkce pro K =1, k € {1,2,3} vykreslujeme na Obrazku 3.3.

Obrézek 3.2 zobrazujici graf funkce d(\) = Asin /A na intervalu (0, 90000) je dopliujicim

ilustrativnim podkladem existence nekonec¢né mnoha kotenu A.

Definice 3.1 Cislo Ay nazveme vlastnim cislem. Funkci uy odpovidajici vlastnimu ¢islu

Ax nazveme vlastni funkci.

10



05+

-05-

10/
Obrazek 3.3: uy(z) modra, us(z) fialovd, usg(x) bézova, Ky =1, k € {1,2,3}
3.2 Okrajové podminky 0-2, 0-1
Necht je zaddna 1loha

u"(x) + M (2) =0, x€(0,0), \>0
uw(0) =u(f) =0 (3.12)
u"(0) = u'(¢) = 0. (3.13)

S vyuzitim jiz zndmého redlného fundamentalniho systému (3.3), tvaru obecného
feseni (3.4) a jeho derivaci (3.6) a nyni zadanych homogennich okrajovych podminek

(3.12), (3.13) dostavame soustavu

u(0) = Acos (r-0)+ Bsin(r-0)+C-0+D=A+D=0 (3.14)
u(l) = Acos (rf) + Bsin (rf) + C{+ D =0
u”(0) = —Ar?cos (r-0) — Brisin (r-0) = —Ar? =0 (3.15)

u'(0) = —Arsin (rf) + Brcos (rf) + C = 0.

Jelikoz A > 0, potom r = VA > 0 (viz (3.5)) a z rovnice (3.15) plyne A = 0. Déle
z rovnice (3.14) plyne D = 0, ¢imz se soustava rovnic zjednodusuje na soustavu dvou

rovnic o dvou neznamych maticové zapsatelnou v podobé

sin (/) 14 B 0
- . (3.16)
rcos(rf) 1 C 0

11



Oznacime-li

sin (1) 14
rcos(rf) 1

M()\) =

pak z podminky nulovosti determinantu matice soustavy detM(A) = 0 plyne

detM(A) = sin (rf) — rlcos (rf) = 0. (3.17)
Zavedenim substituce ¢t = r¢ > 0 pak z rovnice (3.17) dostdvame

sint = t cost. (3.18)

Nyni ovérime, zda lze rovnici (3.18) podélit funkei cost, aniz bychom tim pfisli o
néjaké jeji feseni t. Ziejmé cost = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz t € {(2m —1)%; me N},
a tedy sint € {—1,1}. Je-li sint = 1, tedy t = $(1 +4n), n € Ny, ziskdvdme dosazenim

do rovnice (3.18) rovnost
1=0,

kterd zfejmé neni splnéna pro zadné n € No. Tedy ¢t = 7 (1 4 4n), n € Ny neni fesenim
rovnice (3.18). Analogicky, je-li sint = —1, tedy t = 37”(1 + %n), n € Ny, pak dosazenim

do rovnice (3.18) ziskdvame rovnost
~1=0,

kterd rovnéz neni splnéna pro zadné n € Ny. Tedy ¢t = 37”(1 + %n), n € Ny neni feSenim
rovnice (3.18). Rovnici (3.18) tedy lze podélit funkef cos ¢, aniz bychom tim pfisli o néjaké

jeji feseni t, cili
tgt =t. (3.19)

Jelikoz f = f(t) = tgt je periodickou funkeci s definiénim oborem

D(f) = (0,00) \ {(2m — 1)5; m € N} a s oborem hodnot H(f) =R a g = g(t) =t je
funkei definovanou na defini¢nim oboru D(g) = (0, 00) s oborem hodnot H(g) = (0, o),
tak je patrné, ze funkce f a g maji nekonetné mnoho pruseciki. Rovnice (3.19) ma tedy

nekonecné mnoho korenu t,, k € N, a tedy existuje i nekonecnd posloupnost vlastnich

hen = { (%)} (3.20)

12

Cisel



60
40 |

20 —

=20 ;

Obrazek 3.4: f(t) = tgt - modra, g(t) =t - fialova

a jim odpovidajicich vlastnich funkci uy, & € N. Tento zavér ilustrativné podkladé
Obrazek 3.4.
Pro tato vlastni ¢isla nyni obecné nalezneme zbylé koeficienty B, C' tak, aby vyhovo-

valy soustavé (3.16). Jelikoz detM()) = 0, tak ze soustavy (3.16) plyne
Bsin (ril) + Cl = 0. (3.21)

Volbou B = Kj € R\ {0} z rovnice (3.21) ziskdvame

sin (rf)

C =—-Kj /

Tim dostévame i tvar obecného feSeni

sin (1) x) _

w(r) = Ky (sin(rkx)— ;

_ K, (sin <\/)\_kx) _ waﬁ .

Piiklad: Vykresleme prvni tii vlastni funkce, tj. ux = up(x), k € {1,2,3}, okrajovou
tlohu na intervalu (0, /) spliujici. Volme opét ¢ = 1. S vyuzitim numerickym metod

ur¢ime prvni tii kofeny rovnice (3.19), tedy
11 ~ 4.4934, 1o = 7.7253, t3 ~ 10.9041.

Ze vztahu (3.20) pak plynou vlastni ¢isla
A =20.19, Ay =59.68, A3 = 118.90,

které ilustrativné podklada Obrézek 3.5 zobrazujici graf funkce (viz (3.17))
d(\) = sin VA — VA cos V.

13
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Obrézek 3.5: d(\) = sin v/A — v Acos VA
Pro A1 = 20.19 je tedy hledanou vlastni funkci

w(z) = Ky (sin (\/MQ:) + 0.983:) ,
podobné pro As = 59.68 dostavame

us(z) = Ky (Sin (Mx) — 0.99x> ,
nakonec pro A\3 = 118.90 dostavame

ug(z) = K3 <Sin <\/m:r) + :1:) :
Nalezené vlastni funkce jsou pro Ky = 1, k € {1,2,3} vykreslené na Obrazku 3.6.
15
10 —

05f
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Obrazek 3.6: uy (z) modra, us(x) fialovd, us(z) bézova, Ky =1, k € {1,2,3}

14



3.3 Okrajové podminky 0-1, 0-1
Necht je zadéna tloha

u"(z) + M (z) =0, 2€(0,0), A>0

<
—~
o
N~—
I

u(l) =0 (3.22)
u'(0) =4/(¢) = 0. (3.23)
S vyuwzitim jiz zndmého redlného fundamentélniho systému (3.3), tvaru obecného

feseni (3.4) a jeho derivaci (3.6) a nyni zadanych homogennich okrajovych podminek

(3.22), (3.23) dostdvame soustavu

u(0) = Acos(r-0)+ Bsin(r-0)+C-0+D=A+D=0 (3.24)
u(l) = Acos (rl) + Bsin(rf) + CL+ D =0
u'(0) = —Arsin(r-0)+ Breos(r-0)+C=Br+C=0 (3.25)
u'(¢) = —Arsin (rf) + Brcos (rf) + C = 0.

Jelikoz A > 0, potom r > 0 (viz (3.5)), z rovnice (3.24) plyne D = —A a z rovnice (3.25)

plyne C' = —Br. Tim se soustava rovnic zjednodusuje na soustavu dvou rovnic o dvou

neznamych maticové zapsatelnou v podobé

cos (rf) — 1 sin (rf) — r¢ A 0

- . (3.26)
—rsin(rf)  r(cos(rf) —1) B 0
Oznacime-li
M()) = cos (rf) — 1 sin (rf) — rt
—rsin (rf) r(cos (rf) — 1)
pak z podminky nulovosti determinantu matice soustavy detM(\) = 0 plyne
detM(\) = 7(cos (rf) — 1)? + r (sin (r¢)) (sin (rf) — ) = 0. (3.27)
Jelikoz r > 0, plati
(cos (rf) — 1)* + (sin (rf)) (sin (rf) — rf) = 0. (3.28)
Zavedenim substituce ¢t = r¢ > 0 z rovnice (3.28) dostavdme
tsint =2 — 2cost. (3.29)

15



Nyni opét ovérime, zda lze rovnici (3.29) podélit funkei cost, aniz bychom tim pfisli o
néjaké jeji feseni t. Jiz vime, ze cost = 0 tehdy jen tehdy, kdyz t € {(2m —1)5; me N}
asint € {—1,1}. Je-li sint = 1, tedy ¢t = (1 +4n), n € Ny, ziskdvame dosazenim do

rovnice (3.29) rovnost
T
5(1 +4n) =2, n € Ny,

kterd neni splnéna pro zadné n € Ny. Tedy ¢t = T(1 +4n), n € Ny neni feSenim rovnice
(3.29). Analogicky pro sint = —1, tedy ¢t = 35(1 + 3n), n € Ny, ziskdvdme z rovnice
(3.29) rovnost

37 4
—5 (1+§n> =2, n €Ny,

kterd rovnéz nenf splnéna pro zaddné n € Ny. Tedy t = 37”(1 + %n), n € Ny neni resenim
rovnice (3.29). Muzeme tak bez ztréty reseni rovnici (3.29) podélit funkei cost, a ziskat

rovnici
ttgt = 2sect — 2. (3.30)

Jelikoz f = f(t) = tg t je periodickou funkei s definiénim oborem

D(f) = (0,00)\ {(2m — 1)Z; m € N} a s oborem hodnot H(f) =R

a g = g(t) = 2sect — 2 je periodickou funkei definovanou na témze definicnim oboru
D(g) = (0,00) \ {(2m —1)%; m € N} s oborem hodnot H(g) = (—oco, —4] U [0, 00), tak
je patrné, ze funkce f a g maji nekonetné mnoho pruseciki. Rovnice (3.30) mé tudiz

nekoneéné mnoho korenu t, k € N, a tedy existuje nekonecna posloupnost vlastnich

{Aethen = { (%)2} (3.31)
keN

a jim odpovidajicich vlastnich funkci u, & € N. Tento zavér ilustrativné podklada

Obrazek 3.7.

Cisel

Pro tato vlastni ¢isla nyni obecné nalezneme zbylé koeficienty A, B tak, aby vyhovo-

valy soustave (3.26). Jelikoz detM(\;) = 0, pak ze soustavy (3.26) plyne
A(cos(rgl) — 1) + B(sin(ril) —rf) = 0. (3.32)

Volbou A = K}, € R\ {0} z rovnice (3.32) ziskdvame

cos(ril) — 1
B= K, k) 7
ksin(rkﬁ) — il
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Obréazek 3.7: f(t) = ttgt - modra, g(t) = 2sect — 2 - fialova

Tim dostavame i tvar obecného reSeni
cos(ril) — 1

sin(ril) — ril

cos(vVApl) — .
= K, (COS (\/)\_kx> - (\;)\_kz)gz \/i\_kg (sm (\/)\_kx> — \/)\_kl‘> — 1) .

Piiklad: Vykresleme prvni tii vlastni funkce, tj. ux, = ux(x), k € {1,2,3}, okrajovou

up(x) = K (cos (rpx) — (sin (rpx) — rpx) — 1) = (3.33)

ulohu na intervalu (0, ¢) splaujici, volme opét ¢ = 1. S vyuzitim numerickym metod

urcime prvni tii kofeny rovnice (3.30), tedy
t1 ~ 6.2832, 1y ~ 8.9868, t3 =~ 12.5664.

Ze vztahu (3.31) tak plynou vlastni ¢isla
A1 = 39.48, Ao = 80.76, A3 = 15791,

které ilustrativné podklada Obréazek 3.8 zobrazujici graf funkce
d(X) =V <COS\/X— 1)2 +VAsin VA (sin\/x— \/X)

(viz (3.27)).
Pro \; = 39.48 je tedy hledanou vlastni funkei

u(z) = Ky (cos <\/ 39.48a7) - 1> .
podobné pro As = 80.76 dostavame

us(w) = Ko <cos (mx) —0.2225 (sin (\/Mx) - m@ - 1) ,

17
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-150F

Obrézek 3.8: d(X) = vV A(cos VA — 1)2 + v Asin vV A(sin VA — V/A)
nakonec pro A3 = 157.91 dostavame
ug(z) = K3 (COS (\/ 157.9191;) - 1) :

Nalezené vlastni funkce jsou pro Ky =1, k € 1,2, 3 vykreslené na Obrazku 3.9.
Povsimnéme si, ze pro k lichd z teseni ug(z) zcela vypadavaji ¢leny sin (rpx) a rizx.

To je dano tim, ze ziejmeé, jak rovnéz ilustruje Obrazek 3.7, pro kazdé ¢ € N plati
loi—1 - tg tai—1 = 2secty1 —2 =0,
a tedy pro kazdé ¢ € N plati

cos (rg;—1¢) — 1 =0.

18
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Obrazek 3.9: uy(z) modra, us(z) fialovd, us(x) bézova, K =1, k€ 1,2,3
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Kapitola 4

Postup reseni linearni ulohy

s prekazkou

V dloze s prekazkou budeme studovat tulohu popsanou v Kapitole 2, k niz priddme
podminku u(xg) = 0. Pro splnéni této podminky budeme piipoustét ztratu C* hladkosti.
V této kapitole opét zavedeme zakladni pojmy a odvodime obecny postup feSeni, na

jehoz principu budeme fesit tilohy v Kapitole 5.

Definice 4.1 Resenim tlohy
u"(x) 4+ M (z) =0, x€(0,0), A>0, {>0 (4.1)
s prdavée ¢tyrma okrajovymi podminkams
uw(0) =u(l) =0
u?(0) = u® (¢) =0,
kde (j, k) je prdavé jeden z proki mnoziny {(2,2),(2,1),(1,1)}, a prechodovgmi podminkami
v bodé xy € (0,)
u(zg) =0
u’ (o) = Uﬁr(ﬂfo)
u” (z0) = Ulfr(fﬁo)

: " < : "
i 0) < )

nazveme dvojici (\,u) € RTx (C?([0,4]) N C*((0,z0)) N C*((z0,1))), takovou, Ze rovnosti
(4.1), (4.2), (4.3), (4-4), (4.5) a nerovnost (4.6) jsou splnény.
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Nage tloha je tvaru
u///l(l,) + )\UH(Z‘) = 0, x € (O7£)7 )\ > O’

coz je homogennf linedrn{ diferencidlnf rovnice 4. fadu s konstantnimi koeficienty. Resen{
takové tlohy hleddme ve tvaru u(x) = €™*, m € C, a tedy dospivame k charakteristické

rovnici
m* + xm? =0.

7 kotrenu charakteristické rovnice nasledné ziskdvame ctyiprvkovou mnozinu linearné

nezavislych funkci proménné x s parametrem A
FSc = {vic (2, A), vac (2, A), vse (2, A), vae (2, )},
kde
Vie = Vi (7, A) 1 [0,4] x RY — C, v;. € C*([0,4]) N C*(0,0)), i =1,2,3,4.

Tuto mnozinu nazyvame komplexni fundamentalni systém tlohy. Na zékladé transfor-

mace komplexniho fundamentalniho systému na realny, tj.

EFS = {vi(z, \), va(z, X), v3(z, X), v4(z, \) },
kde

vi = vi(z,\) 1 [0,] x RT = R, v; € C*([0,4]) N C*(0,0)), i =1,2,3,4,
dostavame obecné teseni

u=u(z,\): [0,/ x R" =R, ue C*0,£) NC*(0,z0)) N C*(z0,£)),
pricemz plati

UL(I', )\)7 VS [0,?[)0]

UP(:%)‘)? S [$07£]7

kde

ur(z, \) = Ajvr(z, A) + Byva(x, A) + Crog(z, ) + Dyvg(z, )
up(z,A) = Aqv1 (0 — ), A) + Bava((£ — x), A) + Covs((€ — ), ) + Davg((£ — x), \)
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a zaroven plati

ugh) (x,\) = Alv@ (z,\) + Blvéh) (z,\) + C’lvéh) (x,\) + Dlvflh)(a:, A)
W (2, N) = A (€ = 2), A) + Bl (0 = ), \) + Cov{P (€ — 2), \) +
+ D0\ (0 = ), ),

kde h = 1,2 a Ay, B1,C1, Dy, Ay, By, C5, Dy € R. Tento tvar ma obecné feseni vSech
zkoumanych tloh s prekazkou.

Z okrajovych podminek (4.1), (4.2) a prechodovych podminek (4.3), (4.4), (4.5), (4.6)
vidime, Ze na koeficienty Ay, Bi, Ci, D1, As, By, Cy, Do vyvstavaji obecné pozadavky

A 0
By 0
(& 0
D, 0
M(M) = ,
A, 0
By 0
Cy 0
Do 0
kde
M) =
v1(0, ) v2(0, \) v3(0, \) 04(0, A) 0 0 0 0
0 0 0 0 v1 (0, \) v2(0, \) v3(0, A) vg (0, \)
oDony 0,0 w00 W0, 0 0 0 0
. 0 0 0 0 v (0, 1) v$" (0, 2) v$ (0, 0) v{™ (0, )
v1(zo, \) v2(z0, A) v3 (20, A) va (20, A) 0 0 0 0
0 0 0 0 v1 (£ — zo, A) v2 (£ — zo, ) v3(£ — z0, A) va (€ — zo, A)
v (20,%) 0§ (@0,0) v (@0, N) v (@0, N —oi (-0, N) o (4 —wo,n) o€ —20,0)  —of (€0,
v (20,0 w0, N v @A) 0P (@0, n) -0, 0 o200 P @20, n) 0P (- 20,0
a

lim (A0 (z,\) + Bivy' (x, \) + C1v5 (2, \) + Dyvy'(z, \)) <

T—To—
< hm+ (Agu]" (6 — 2, \) + Bauy' (£ — 2, \) + Covy' (0 — 2, X) + Dovl' (€ — x, \)) .
T—T0

Budeme-li se zajimat pouze o netrividlni feseni ulohy, tj. u # 0, pak je zfejmé nutné,
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S
o o o o o o o o

D,
k cemuz je nutnou podminkou
detM()) = 0. (4.7)

Ukéazeme, ze existuje celd posloupnost {\,}.en spliiujici (4.7), tedy celd posloupnost
{FS,}.en, a tedy celd posloupnost funkei {u,}.cn. Tim koneéné najdeme i posloupnost

dvojic {(A,, u.)} které tesi ulohu (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6).

z€N»
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Kapitola 5
Zpracovani ulohy s prekazkou

V této kapitole budeme zpracovavat ulohu popsanou v Kapitole 4, na zakladé v ni uve-
deného postupu feseni, a podrobovat ji zkouméni. Jednotlivé ptipady pro uvazované tii

typy okrajovych podminek budou uvadény postupné.

5.1 Okrajové podminky 0-2, 0-2

Necht je zaddna tloha
u"(z) + M (x) =0, x€(0,0), x>0
s okrajovymi podminkami

u(0) =u(f) =0 (5.1)
u’'(0) =u"(¢) =0 (5.2)
a prechodovymi podminkami v bodé xy € (0, )
u(zg) =0
u’ (z0) = U'+(=T0)
(5.3)
u” (z) = Ul(l’o)

. " < . n .

Necht tedy u € C?([0,4]) N C*((0,z0)) N CH(z0,¢)).

Jak vidime, volbou

u(z) = ur(z), x € [0,z (5.4)
up(z), x € [x9,/]
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z prechodovych podminek (5.3) ziskdme

lim o} (z) < lim up(z).
T—To— T—x0+

Funkce uy(x), up(z) pritom ziejmé maji tvar

ur(x) = Ay cos (rz) + By sin (rx) + Ciz + Dy

up(x) = Agcos (r(f —x)) + Bysin (r(¢ — x)) + Co(f — x) + Do,
kde

T:\/X>0,

a jejich derivace u), uf, ', ul, ul, uy maji tvar

uy () = —Ayrsin (re) + Byrcos (rz) + C4
)

—Ayr?cos (rx) — Byr?sin (rx)

Ayr¥sin (rz) — Byr® cos (rz)

)
)
uh(x) = —Agr? cos (r(f — x)) — Byr?sin (r({ — z))
) = —Ayr®sin (r(€ — 1)) + Byr® cos (r(¢ — ).
Z okrajovych podminek (5.1), (5.2) plyne
u(0) =ur(0) = Aycos(r-0)+ Bysin(r-0)+C, -0+ Dy =A,+D,=0
u(ﬁ) ZUP(£> :AQCOS(T'O) +BQSiH(T'0) +C2 0+D2 :A2+D2 =0
u”(0) = v} (0) = —A;r?*cos (r-0) — Byr?sin (r-0) = —A;r* =0
u"(0) = uh(0) = —Agr®cos (1 - 0) — Byr?sin (r - 0) = —Agr® =0
a z prechodovych podminek (5.5), (5.6), (5.7) plyne
uL(l’o) = A1 COS (TZL'()) + Bl sin (TZL’()) + Clxo + D1 =0
up(xg) = Agcos (r(¢ — xg)) + Basin (r(f — xg)) + Co(f — x9) + D2 =0
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uy (o) = —Ayrsin (rag) + Bircos (rag) + Cp = (5.15)
= Agrsin (r(€ — xg)) — Barcos (r(f — xg)) — Cy = up(z0) |

u (zo) = — Ayr?cos (rzg) — Byr?sin (rag) =

= — Agr?cos (r(f — xq)) — Bar?sin (r(f — x0)) = u/p (o).

Jelikoz 7 = VA > 0 (viz (5.9)), z rovnic (5.13), (5.14) plyne A; = Ay = 0, tedy i z rovnic
(5.11), (5.12) plyne D; = Dy = 0. Soustava rovnic (5.15) je tak redukovéna na soustavu

ur(xg) = Bysin (rzg) + Ciaxg =0 (5.16)
up(zo) = Bysin (r({ — xg)) + Co(f — x9) =0 (5.17)
uy (x0) = Byrcos (rzg) + Cp = —Bar cos (r(f — zg)) — Cy = u/p(x) (5.18)
u (zo) = —Bir?sin (rog) = —Bor®sin (r(€ — x0)) = u/p(z0).

Z rovnic (5.16) a (5.17) ziskdvame

- _ Bsin (m:o)7 C, — _ Bysin (r(f — ZL’Q))‘

o f—l’o

(5.19)

Dosazenim téchto koeficientu C, Cy do rovnice (5.18) ziskdme néasledujici soustavu dvou

rovnic o dvou neznamych

B <7“ cos (rzo) — M) + B, <r cos (r(£ — xo)) — M) ~0

Zo 0 — Zo
—Byr?sin(razg) 4+ Byr?sin (r(f — x4)) = 0,

maticové zapsatelnou ve tvaru

sin (rzo)

sin(r(£—xzg))
rcos (rxg) — e rcos (r(f — xg)) — Z_—woo By _ 0  (520)
—r2 sin(ro) r?sin (r(€ — zg)) By 0
Oznacime-li
sin (rzo) sin(r(£—xo))
rcos (rry) — —— rcos(r(f — xg)) — ——2+
M()) = (roo) = =5 (= m)) = =0 |
—r? sin(rx) r?sin (r(€ — o))

pak z podminky nulovosti determinantu matice soustavy detM(A) = 0 plyne

sin (rzo)

detM()\) = (r cos (rzg) — ) r?sin (r(f — o))+

Zo

+ 72 sin(ro) (7’ cos (r(€ — o)) — M) =0,

g-%o
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coz po zpétném dosazeni r = v/A prechdz{ v rovnici

sin (\/Xa:())

Zo

VA cos <\/X$0> — A sin <\/X(€ — x0)>—|—

sin (\/X(E - ZEO)) 21

= 0.
E—l‘o

+ Asin (\/Xx0> VA cos (\/X(é — x0)> —

Provedme na tomto misté pozorovéni, ze pokud sin (v/Azg) = 0
resp. sin (VA(£ — z4)) = 0, pak diky pozadavku na nulovost determinantu detM(\) = 0
dostavame sin (VA(¢ — x0)) = 0 resp. sin (v Azg) = 0. Cisla AP = ), takovd, ze pro
zo € (0,¢) plati

As, o = mym, my € N a zaroven Vs, (0 — ) = ngm, ny €N,

tedy splituji rovnici (5.21). Jak snadno nahlédneme, takové ¢isla A, existuji, prave kdyz
plati rovnost

mg ng

i) E—I(),

a tedy, jelikoz my, n, € N, pravée kdyz

g—.fCo

€ Q.

Zo
Definujme nyni ¢islo

_m g (5.22)

a
b To

kde a,b € N a jsou nesoudélné. Pak zjevné

{— x a
= Mr—.
o b

N = My

Aby platilo n, € N, musi jisté platit, ze m, = kb, a tedy n, = ka. Tim ziskdvame

analytické vyjadreni singularnich vlastnich ¢isel

kbm\ 2 kar \?
pr— — pr— .2
A ( T ) (5— 950) ’ (5.23)

P
Sk J keN®

které tvori nekonecnou posloupnost {)\ Nekonecnd posloupnost singularnich vlastnich
c¢isel tedy bude existovat, pravé kdyz bude platit

g-%o

€Q,

Zo
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tedy

0 — 14 14
$°:——16Q<:>—6Q<:>—6Q
Zo Zo 14

Nyni rovnici (5.21) podélime vyrazem
sin (\/Xxo) sin <\/X(x0 — é)) (5.24)
za predpokladu, ze
Vzg # mm, meN a zaroven VAo — ) # nm, neN.

Podélenim rovnice (5.21) vyrazem (5.24) dostaneme rovnici

VAcotg (\/_xo) — — = —Vcotg (\/_( — 91:0)> + ! : (5.25)

€—x0

Jelikoz funkce (proménné A a parametru )

f=f(\ xo) = Vcotg (\/_x0> - —

Zo

je funkci s definiénim oborem

a s oborem hodnot H(f) = R a funkce

g =g\ z0,0) = —VAcotg (\FW _ x0)> N 1

g—ZL‘O

je funkci s definiénim oborem

D(g) {OOo\gN{< —x0)2}}’ 0<azp<?

2
a s oborem hodnot H(g) = R, pficemz funkce kotangens je periodicka s periodou (E)

resp. <ﬁ>2, je patrné, ze funkce f a g maji nekone¢né mnoho pruseciku. Rovnice (5.25)
mé tudiz na mnoziné D(f) N D(g) nekoneéné mnoho koteni A\ := \;, a tedy existuje
nekonecéna posloupnost vlastnich c¢isel {)\f } kel -

Pro vlastni &fsla Al nyni obecné nalezneme zbylé koeficienty By, By tak, aby vyhovo-

valy soustavé (5.20). Jelikoz tedy detM(\Y) = 0, pak ze soustavy (5.20) plyne

— By sin (rxg) + By sin (1 (¢ — x)) = 0. (5.26)
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Volbou B, = KP, K € M{ C R\ {0}, kde symbolem M} oznacujeme mnozinu

pifpustnych koeficientu K} vzhledem k podmince (5.8), pak z rovnice (5.26) ziskdvdme

B, — KP sin (rpxo)
27 R sin (re (0 — o))

a s pouzitim vztahu (5.19) dale dostdvame

- —K,fsm (rrxo) N C, — _K]fsin (rkxo)'

Zo E—ZEO

Tim dostévame i tvar obecného feSeni
P P . sin (rxTo)
uy, (z) = K, <sm (rpz) — Tx) : x € [0, zo)

P (z) = KP (Msm (ra(f — ) — Snlezo) (p x)) . @ € [zo, 4.

P sin (rg (€—xo)) )

uy, (z) =

K obecnému feseni dale potfebujeme zndt mnozinu Mj C R\ {0} takovou, aby byla

splnéna prechodova podminka (5.8). Potfebujeme-li tedy

. P \m . P \m
Jim (uf)"(@) < lim (uf})"(2),

pak

sin (rrxo)

—K['rd cos(rpxo) < KY

ey 7 QZO))Tk cos(r (€ — xp)),

coZ je po uprave

K (cos(rpao) + sin (rgao)cotg(ri(f — x0))) > 0. (5.27)
Tedy

My, = {K} e R\ {0}; sign K = sign (cos(rmo) + sin (rpzo)cotg(ri( — z0))) }

pro cos(rixo) + sin (ryzo)cotg(ry(f — zo)) # 0 a

M{ =R\ {0} jinak. (5.28)

Poznamenejme, Ze rovnost

My =R\ {0}, (5.29)
by zfejmé platila, praveé kdyz by byly splnény rovnosti

im (uf,)"(@) = (uf,)" (w0) = (uf,)" (o) = Tim_(uF,)" (),
a tedy byla splnéna piislusnost

up, € C2([0,4])) N C*((0,£)) N CH(0,20)) N C*((z0, £)). (5.30)
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Rovnéz snadno ukazeme, ze rovnost (5.29) by platila, pravé kdyz by platila prislusnost

uy, € C*([0,4) N C*((0,0)), (5.31)
nebot
i ()" (@) = ()" (w0) = ()" (@) = lim ()" (0)

protoze plati

KPrgi — KP4 sin (ry2o)
i T sin (rixo) B TR (el — 20))

sin (r(¢ — o))
0 = 0.

Poznamka 5.1 Pozdéji ukdzeme a zduvodnime, proé pripad (5.29) pojedndvdn v odstavci

vyse nemuze nastat.

Dale nalezneme koeficienty By, Bs k singularnim vlastni ¢islim )\f;. Jelikoz tedy nutné

plati

sin (rs,x9) = sin (rs, ({ — z9)) = 0, (5.32)
dostavame ze soustavy (5.20)

B cos (15, w0) + By cos (rs, (¢ — xg)) =0,
a tedy volbou B, = K!', KI' e M C R\ {0} dostdvdme

cos (75, o)
By = —K! - :
2 **cos (1g, (0 — x9))

Déle ze vztahu (5.32) a z rovnic (5.16), (5.17) plyne
Ci=0Cy=0,

a tedy dostavame tvar obecného singularniho feSeni

» uka (x) = KL sin (ry,z), z € [0,z
U’sk (ZL’) - P P cos(rs mo) . (533)
u, (x) =—K, ———Fr——=sin(r,, ({ —z)), x € [xo,/].

Sk cos (rsk (Zfaco))
I k obecnému singuldrnimu feseni potfebujeme znét dale mnozinu M{ C R\ {0}

takovou, aby byla splnéna prechodovd podminka (5.8). Potfebujeme-li tedy

. P \m : P n
lim (uf )"(2) < lim (uf] )"(2),
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pak

—KPy3 cos(rs, o) < —KP €05 (7', o) rg’k cos(rs, (0 — x9)),

Sk Sk *k cos (rs, (¢ — o))

a nerovnost je jisté splnéna pro
P P _
K, € Mg =R\ {0}. (5.34)

Zaroven jisté plati, ze

tedy
Vk e N: ul e C*([0,4) N C*((0,£)) N C*(0,z0)) N C*((w,0)).
Snadno navic prokazeme, ze dokonce

Vk e N: ul e C*([0,4) N C*(0,0)),

lim (uf] )"(e) = (ul])"(20) = (ub; )"(w0) = tim (uf, )"(z),

protoze plati

: cos (75, o) ,

KPri sin(rgae) = —KDrl - (Zk_ -1 sin (75, (¢ — o))
Sk

cos (75, 0)

cos (rs, (€ — xg))

KPrt 0 = —KPp?

Sk Sk Sk Sk

0 = 0.

Podivme se nyn{ na ziskany tvar (5.33) singuldrniho feseni a provedme ndsledujici
tvahu. Necht zy € (0,€), % € Q. Méjme funkce f, (z) = Cy, sin (¢x) a
fo, () = Cy, sin (¢ (¢ — x)), kde Cy,,Cy, € R\ {0}, a ¢, € (0,00) je takové, ze

flk (IO) = f2k (xO) =0. (535)

Necht ¢; je nejmens{ mozné kladné redlné ¢islo pro které (5.35) plati. Definujme funkci

flk(x)7 YIS [vao]
fo,(x), € [z0,0].

fr(x) =
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Polozme si prve otazku, kdy bude tato spojita funkce fi spojité diferencovatelna. Jak si

snadno uvédomime, mohou nastat dva pripady. Prvnim je ptipad, kdy bude platit, ze
existuje 0 > 0 takové, ze Vo € Os(zo) \ {zo} : fr(x) <0

nebo
existuje 0 > 0 takové, ze Vo € Os(xo) \ {xo} & fu(z) > 0.

Tomuto piipadu zjevné odpovida zlom v prvni derivaci v bodé z.
Podivme se na druhy pripad, tj. kdyz
existuje o0 > 0 takové, ze
Vr € Os(xo) \ [%0,0) : fr(z) < 0 a zéroven Vo € Os(xg) \ (0,z0] : fr(x) >0,
nebo
existuje 0 > 0 takové, ze
Va € Os(xo) \ [0, £) : fe(z) > 0 a zdroven Va € Os(xg) \ (0, o] : fr(x) <O0.
Je patrné, ze pro zvoleny bod
2y

513'03:1'02:—,

kde ¢ je sudé prirozené ¢islo a p je takové prirozené ¢islo, aby ¢isla p a ¢ byla nesoudélnd,

dostavame tento pripad praveé tehdy, kdyz polozime
sign Cy, =sign(—Cy,), VkeN.
Pro zvoleny bod
To 1= To, = Z—?&
q

kde ¢ je liché ptirozené ¢islo a p je takové prirozené ¢islo, aby ¢isla p a ¢ byla nesoudéln4,

dostavame tento ptripad pravé tehdy, kdyz polozime

sign C'y, = signCy,, pro k licha

sign C, = sign(—Cy,), pro k suda.

Funkce f; bude spojité diferencovatelnd prave tehdy, kdyz budou splnény tyto signové
podminky a bude navic platit Cy, = |Cy, | = |Cy,|. Uvédomme si vSak, ze pro tak zvolend

C,,, Oy, potom dostavame bud'to
fr(x) = Cysin (cgz), mnebo fr(z) = —Csin(cpx) na intervalu (0,4),
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coz jsou patrné funkce tiidy C*((0,£)). Z uvedeného tedy plyne, Ze pro &isla tvaru x,

plati:
fr € C*((0,¢)) pravé tehdy, kdyz C), = —C,,, VkEN
a pro ¢isla tvaru xy, plati:

fr € C*((0,¢)) pravé tehdy, kdyz Oy, = C,,, pro k lichd
fr € CY(0,0)) préavé tehdy, kdyz Cj, = —Cy,, pro k suda.

To pro nas ziskany tvar obecného singuldarniho feseni (5.33) jisté znamend, ze

cos (15, x0)

cos (rs, (€ — xg))

= 1, Vk € N, Zo ‘= To,

cos (15, x0)
cos (rs, (€ — xg))
cos (75, %)

cos (75, (£ — x0))

= —1, pro k lichd, zy := xo,

=1, proksudd, xy:= z,.

Tim jsme dokazali, ze tvar singularniho teseni je ekvivalentni s tvarem obecného feseni v
tiloze bez prekdzky (3.11), a tedy, ze kazdé teseni u € C*((0,¢)) prislusi pravé vlastnimu

¢islu /\si . 'V dusledku jsme tak dokézali, ze

Vk e N: ul € C¥([0,4]) N C*(0, z0)) N C*((x0,£))
a Zaroven

Vk e N: uf & C*(0,0))

(viz vyplyvajici ekvivalence vyroku (5.30), (5.31)).
Nyni definujme mnoziny
Li={\; keN} aLl'={\; ke N}
a jejich sjednoceni

L=L,UL"

Takové sjednoceni L bude ziejmé udavat mnozinu vSech vlastnich ¢isel. Mnoziné L, jak
jsme ukézali, odpovidaji singularni vlastni funkce ul e C?([0,4]) N C*((0,¢)), a tedy je

mnozina téchto singularnich vlastnich ¢isel resp. funkei podmnozinou mnoziny vlastnich
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¢isel resp. funkei tlohy bez prekazky se stejnymi okrajovymi podminkami. Mnozina L/
je naopak mnozina vlastnich ¢isel AL, jimz odpovidaji vlastni funkce
ul € C2([0,£]) N CH(0, z9)) N CH{(z0,¢)) a zéroven ul & C3((0,1)).

Priiklad: Pro dalsi postoupeni v tloze nyni zvolme ¢ =1, 2y = %E = % Jelikoz

g—ﬂfo 1
=-c
ZTo 2 Q
a
l— 1
N —sa=1,0=2
ZTo 2

(viz (5.22)), ziskdvame analytické vyjadieni nekonecné posloupnosti singuldrnich vlastnich

¢isel (viz (5.23))

P 2k * 2_2
{)\Sk}kEN = To = {9k*x }keN‘
keN

Pro k =1 tedy
AP =9r? = 88.83.

Pro nalezeni nesingularnich vlastnich ¢isel pouzijeme rovnici (5.25), ktera dosazenim

(=1, xg = %6 = % prejde do podoby
1 2 9
vV cotg <§\/X> + vV Acotg <§\/X> 5= 0.
Numerickymi metodami nyni nalezneme prvni dvé nesingularni vlastni ¢isla, tedy
A =3347, AD =150.81,

které ilustrativné podklada Obréazek 5.1 zobrazujici graf funkce

w(X) = VAcotg (éﬁ) + Vcotg (;/X) - g.

Dohromady tedy médme tii vlastn{ éisla Al < AL < AJ, kter¢ ilustrativné podkldda

Obrazek 5.2 zobrazujici graf funkce

d(\) = (ﬁcos @\/X> - ;sm (g&)) - Asin (%\/X)

+
+ Asin (%‘/X) . (ﬁcos (%\/X) e G\/X)) | (5.36)
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Obrézek 5.1: w(\) = \/Xcotgé\/X%— \/Xcotggx/x -3

2000
1500
1000}

500

-500

~1000

Obréazek 5.2: Funkce d(\) - (5.36)
Nasim podminkam ¢ =1, xg = % a jim prislusnym vlastnim c¢islim
A =33.47, AP = 88.83, A = 150.81

tak odpovidaji vlastni funkce

uP(a) = ul’ (z) = K{ (sin (v/33.47z) + 0.98z) , z€|0,3]
' uf (2) = KF (=0.7sin (vV33.47(1 — 2)) + 1L.97(1 — 2)), z € [2.1]

o () = uﬁL (z) = KL sin (37x), z €0, 3]

B uflp (z) = KL sin (37(1 —2)), x€[3,1]
uP(z) = ub (z) = KT (sin (v150.81z) — 1.42x) , ze 0,
’ uy (x) = K3 (—1.16sin (v150.81(1 — z)) — 2.84(1 —z)), z € [3,1],

kde KI' e R\ {0}, K e M{, KJ € Mj.
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Déle vidime, ze pro £ =1, xy = %, r1 = /33.47 plati
sign (cos(rgxo) + sin (ryzo)cotg(ry (¢ — o)) = —1,
tedy
KT e M} = (—00,0).
Analogicky pro uf (x) bude platit
K¥ e Mj = (0,00).

Uvedené funkce vykreslujeme na Obrazcich 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7.

i 0‘2 0‘4 0‘.6 ‘ 0‘.8 1.0
-0.5
-1.0
-15
-2.0
Obrézek 5.3: Funkce uf, (x)-modra, u{, (x)-fialovd na intevralu [0,1], K{ = —1
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0.2

>

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-0.2

-0.4
-0.6
-0.8
-1.0

-1.2

Obrézek 5.4: Funkce uf(z) na intevralu [0,1], K{ = —1

10

0.5

0.2 0.4 0.6

-05

-1.0

Obrézek 5.5: Funkce ul (z) na intevralu [0,1], KL =1
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05

-05

-1.0

-15

-2.0

-25

-3.0

Obrézek 5.6: Funkce uf (2)-modrd, u} (x)-fialovd na intevralu [0,1], K3 =1

05+
| | m | |
. 0.2 0.4 0.6 0.8 0
-05F
~10}
~15F

Obréazek 5.7: Funkce ul’(z) na intevralu [0, 1], K3 =1
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5.2 Okrajové podminky 0-2, 0-1
Necht je zadéna tloha
u"(z) + M (x) =0, x€(0,0), A>0
s okrajovymi podminkami
uw(0) =u(l) =0 (5.37)
u"(0) =u'(0) =0 (5.38)
a prechodovymi podminkami v bodé zy € (0, ¢)
u(zg) =0

u”(z0) = u'y (o)

(5.39)
u” (o) = u{ (o)

. " < . n .
i ) < i o0
Necht tedy u € C?([0,£]) N C*((0, z0)) N C*((z0, ¢)).
S vyuzitim volby (5.4), vztahu (5.9), (5.10) a okrajovych podminek (5.37), (5.38)

dostavame
U(O) = uL(O) = Al COS (T : O) + B1 sin (T : O) + 01 -0+ D1 = A1 + D1 =0 (540)
u(l) = up(l) = Aycos (r-0) + Bysin(r-0)+ Cy- 0+ Dy = Ay + Dy =0 (5.41)
u”"(0) = u}(0) = —Ar?cos (r-0) — Byr?sin (r-0) = —A;r? =0 (5.42)
u'(€) = up(0) = Agrsin (r-0) — Barcos (r-0) — Cy = —=Bor — Cy =0 (5.43)
Déle s vyuzitim prechodovych podminek (5.39) resp. vztahu (5.5), (5.6), (5.7) dostavame
UL(J,’(]) = A1 COS (TI()) + Bl sin (Tl’o) + CLTQ + D1 =0

up(xo) = Agcos (r(f — xp)) + Basin (r(¢ — xg)) + Co(f —x9) + D2 =0

uy (o) = —Ayrsin (rag) + Byrcos (rag) + Cp = (5.44)
= Agrsin (r(€ — xg)) — Barcos (r(f — xg)) — Cy = up(20)
uf (z0) = — Ayr?cos (razg) — Byr?sin (rag) =

= —Ayr?cos (r(f — x0)) — Bor?sin (r(f — x0)) = up(x0).
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Jelikoz 7 = VA > 0 (viz (5.9)), z rovnic (5.40), (5.42) plyne A, = D; = 0. Z rovnice
(5.41) déle plyne Dy = —Aj a z rovnice (5.43) plyne Cy = — Byr. Soustava rovnic (5.44)

je tak redukovana na soustavu
ur(zg) = Bysin (rxg) + Ciaxg =0 (5.45)

up(xo) = As(cos (r(0 — zq)) — 1) + Ba(sin (r(¢ — zg)) — r({ — 20)) =0 (5.46)

uy (x0) = Byrcos(rzg) + Cy =

(5.47)
= Ayrsin (r(¢ — xg)) — Bar(cos(r(f — zp)) — 1) = up (o)
u (xg) = —Byr*sin (rzg) = (5.48)
= —Ayr?cos (r(f — xq)) — Bor?sin (r(f — x0)) = up(z0).
Z rovnic (5.45) a (5.46) ziskdvame
L sin (rzo) _ sin (r(¢ — zg)) — (€ — z0)
Cim =B =8, =Bt (5.49)

Dosazenim téchto koeficientu C, As do rovnic (5.47), (5.48) ziskdme po tprave nésledujic
soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

B, (7“ cos (rzg) — Smiﬂ) +
0

r(f —xo)sin (r(f —zo)) .\ _
cos (r(0 —zg)) — 1 2) =0

+ BQ?“ (—

B (7’2 sin (m:o)) +

o (sin(r(f —xg)) — (r(f — o)) cos (r(¢ — x))
+ Bar ( cos (r(f — xg)) — 1 ) =0,

maticové zapsatelnou ve tvaru

B, 0

M h ’ (5.50)
By 0

kde
M()N) =
in (re r(l—x0) sin (r(f—=x

— 1eos (7“1’0) - SS(C—OO) r <_ (cos(()v)'(sf—;(ro())—lo)) - 2>

tainran) ot ()
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Z podminky nulovosti determinantu matice soustavy detM(A) = 0 plyne

—r?sin (ra) (‘Twcgsg(cﬁz;if E;(f)__?)) B 2> "

+7? (7" cos (rzg) —
Zo

y sin (r(¢ — o)) — (r(€ — xg)) cos (r(£ — xo)) _
( cos (r(0 — o)) — 1 ) O’

coz po zpétném dosazeni r = v\ prechdz{ v rovnici

VAl — x) sin (\/X(E - x0)>

—vA3sin <\/Xa:0> — o <\/X(£ - xo)) _ -2+
42 [ Vacos (\/Xaro) - M X (5.51)

sin <\/X(€ — fl?o)) - <\/X(€ — :U0)> cos <\/X(€ — :UO)>
Ccos (\/X(ﬁ — x0)> -1

Definiénim oborem této rovnice o neznamé A je, jak snadno nahlédneme, mnozina

D:R\{(ZT;TO>2; meN}.

Tedy zfejmé bude kromé nalezeni kofent A rovnice (5.51) nutné zjistit, zda pro néktera

X =0.

2
A= (621"—:0’;) , m € N neni rovnéz mozné najit ne vesmeés nulové koeficienty Ay, By, Cy, Dy, As,

2
Bs, Cy, Dy obecného FeSenf u nadf dlohy, tedy, zda nékters &isla A — ( 31’;;) . meN
nejsou rovnéz vlastnimi ¢isly, tfebaze je rovnici (5.51) nenajdeme.
2
Predpokladejme tedy, ze A = (gi”;;) , m € N. Pak cos (r(¢ —xp)) — 1 = 0, a tedy

sin (r(¢ — zg)) = 0, a soustava rovnic (5.45), (5.46), (5.47), (5.48) je redukovana na

soustavu

ur(xg) = Bysin (rzg) + Cixg =0 (5.52)
up(xg) = —Bor({ —x0) =0 (5.53)
uy (xo) = Byrcos (rzg) + C1 = 0 = up(x) (5.54)
uf (20) = —Byr?sin (rag) = —Agr? = ulp(x) (5.55)

Z rovnic (5.52), (5.53) ziskdvame

Oy = —Blsm;ﬂ, B, = 0. (5.56)
0
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Dosazenim téchto koeficientu do rovnic (5.54), (5.55) dostavame soustavu dvou rovnic o

dvou neznamych

B (7‘ cos (ro) — M) ~0

Zo
By (—r?sin (razo)) + Agr® =0,

maticové zapsatelnou ve tvaru

7 cos (rzy) — % 0 By 0 (5.57)
—r?sin (razg) r? A,y 0] .

2
Nenulové koeficienty By, A; bude tedy patrné mozno ziskat, bude-li A = < 31”;;) ,meN

spliiovat rovnost
sin <\/Xm0>

Zo

VA cos (\/Xx0> - = 0. (5.58)

Definujme

Li = {AeR; detM(A) =0} = {A[ AL AL, .}

€—$0 o

9 2 sin ( vV Azo
L, — {/\ER; <)\: ( mm ) 7 meN)azérovefl (\Acos(xf/\q:o) _<>:0
= (M A5, A}
Mnozinou vsech vlastnich cisel je poté ziejmeé
L =1L;ULs,.

Pro vlastni ¢isla )\fk nyni obecné nalezneme koeficienty By, By tak, aby vyhovovaly

soustave (5.50). Jelikoz tedy detM(AF) = 0, pak ze soustavy (5.50) plyne

By (ri sin (r1,@o)) + (5.59)
o (sin (11, (£ — x0)) — (r1, (€ — wo)) cos (r1, (£ —x0)) \ _
+Bary, ( cos (11, (0 — zg)) — 1 ) -

Volbou B, = K{', K{’ € M C R\ {0} z rovnice (5.59) ziskavame

_ ppsin(ry, (€ —xg)) — (11, (£ — 2p)) cos (r1, (£ — xp))
B = -k, sin (71, o) (cos (r1, (¢ — xg)) — 1)

a s pouzitim vztahu (5.49) dale dostavame

_ epsin(ry (0= xo)) — (r1, (€ — 9)) cos (1, (£ — @o))
Cr=1IK, xo(cos (r1, (¢ — x)) — 1)
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Ao — P sin (11, (0 — x0)) — 1r1,(£ — 0)
2 L cos(ry, (0 — xzp)) — 1

Tim dostévame i tvar obecného feSeni

ui(m) _ uiL (x), = €0,z
ufkp(yc), x € [xg, 1],
kde
P _ epsin(ry, (0 —xo)) — (11, (£ — 29)) cos (r1, (£ — o))
My () = K, cos (r1, (¢ — o)) — 1 %
z  sin (r1,7)
X (3:0 sin (rlkato))
o) = i [ (o) +

+sin (1, (0 — ) —ry, (0 — x)].

Potfebujeme vsak znat jesté mnozinu M C R\ {0} takovou, aby byla splnéna

prechodova podminka (5.8). Potfebujeme-li tedy

. P " < . P "
mgg(}f(uh%) (I‘) - :tgg(}Jr(ulkP) ($)’

pak

Kli (sin (7’1,c (6 - Io)) - (le — xo)) cos (Tl’“(g _ wo)) cos (7’1k$0)_

(¢
sin (71, o) (cos (r1, (¢ — xg)) — 1)
(l—x

: (5.60)
sin (11, (¢ — x)) — r1, 0) .
_ _ — _ <
cos (. (l —z0)) — 1 sin (11, (0 — x0)) — cos (11, (¢ — ) | <0,
a tedy
MI = {K{ € R\ {0}; plati nerovnost (5.60)} .
Ztejmé pritom
M] =R\ {0} & (5.61)
& lim (ug )"(@) = (ug, )" (@0) = (ug,, )" (20) = lim (u, )"(z) &
& uy, € C3([0,4)) N C*((0,4)) N C*H(0,20)) N CH(o, £)).
Snadno navic prokazeme, ze
My, =R\ {0} & uy, € C*([0,4]) N C*((0,£)), (5.62)
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nebot

: P nn _ P nn _ P nn _ : P "

protoze plati

— (sin (ry, (€ — x0)) — 11, (£ — ) cos (11, (0 — xp))) = (5.63)

= 71, (£ = z0) cos (1, (¢ = o)) — sin (11, (¢ = 9)).

Nyni obecné nalezneme koeficienty Bi, As tak, aby vyhovovaly soustavé (5.57) pro

vlastni ¢isla )\i . Jelikoz determinant matice tuto soustavu reprezentujici je nulovy, plati
Ay — By sin (19, %) = 0. (5.64)
Volbou By = K}, KJ € My C R\ {0} z rovnice (5.64) dostavame
Ay = K3 sin (ro, o)

a s pouzitim vztahu (5.56) dale dostavame

= K sin (72, o) '
To

Tim dostavame i tvar obecného feSeni

zo

b, uiL (x) = Ki (sin (ro,x) — Mm) , x € [0, x0]
Ua, (z) =

ugkp (z) = Ky sin (rg,x0) (cos (ro, (€ — x)) — 1), = € [x0,(].

Dale zde potiebujeme znat mnozinu Mgk C R\ {0} takovou, aby byla splnéna

prechodova podminka (5.8). Potiebujeme-li tedy

lim (uf )"(2) < lim (uf )"(2).

Tox0— z—zo+ kP
pak

K3, (cos (ra, o) — sin (ra, @) sin (ra, (€ — x0))) > 0. (5.65)
Jelikoz

ro, (0 — x9) = 2mm, m €N
dostavame

K3, cos (ra, o) > 0.
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Aby tedy byla splnéna nerovnost (5.65), musi jisté platit, ze je-li
<7‘2k$0 = g + mr) a zaroven (ry, (¢ —xg) =2mm); m,n €N, (5.66)
pak
M =R\ {0}
a je-li pravda
(’f’gkﬂfo + g + mr) a zaroven (1o, (¢ —xg) =2mm); m,n €N,
pak
My = {K; € R\ {0}; sign K, = sign (cos (r,70))} .

Podminka (5.66) by byla splnéna, pravé kdyz by platila rovnost

i (u )" () = ()" (o) = (uf, (o) = lim (], )"(),
a tedy by platila prislusnost
ugk € C%([0,4]) N C3((0,£)) N C*(0, z0)) N C*((x0, £)). (5.67)

Navic prokazeme, ze podminka (5.66) by byla platné, pravé kdyz by platila piislusnost

ui € Cz<[0,€]) ﬂC4(<0,€)), (568)
nebot
3ngrvroli(u;%)////(aj) — (uiL)””(lh) — (uip)////(xo) — wgzrvrg+(uip)////(z)
K3 ry sin(ra,x0) = Kj ry sin(ra,xo) cos (ra, (¢ — 29))

cos (rg, (0 — zg)) = 1.

Jelikoz vsak pro zadné A = 3 spliujici podminku (5.66) neni splnéna rovnost (5.58),

nebot

(5—1_7”) cos <g—|—n7r> —M%O, Vn € N, (5.69)

Zo Zo

tak ani neexistuje zddné k € N, pro které je splnéna podminka (5.66). Tedy plati

Vk e N: ub e C2([0,€) N CH(0,20)) N CH((xo, 0)
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a zaroven
VkeN: uy & C*((0,0)).

Mnoziné Ly, jak jsme ukézali, odpovidaji obecné vlastni funkce
up € C*([0,4]) N C*((0,20)) N C*((wo, £)). Mnoziné Ly pak odpovidaji vlastni funkce
uy € C*([0,4]) N C*(0,20)) N C*((x0,¢)) a zéroven uy & C3*((0,£)). Upozornéme, ze
LiNLy = 0.
Piiklad: Pro dalsi postoupeni v tiloze nyni zvolme ¢ =1, zy = %E = %

K nalezeni prvnich tfech vlastnich ¢isel, tj. A{, Al , A, pouzijeme rovnici (5.51).

Dosazenim ¢ =1, zy = %K = % do této rovnice ziskdvame rovnici
Vv Asin (%\/X)
()
2 3. (2
+A (\/Xcos (gﬁ) - 58111 (gﬁ)) X
sin <%\/X> — % A cos (%\/X)
cos <%\/X> —1

Tuto rovnici fesime numericky, a ziskdvame tak jeji prvni tii feseni na intervalu (0, 0o),

—VA3sin (2\/;) - —2| + (5.70)

3

X =0.

tj. prvni tii vlastni cisla
AL =36.31, AL =104.22,  A{ =195.20.

Nejmensi mozny prvek mnoziny Lo by byl pro zadané podminky ¢ =1, xq = %Z = %

roven
o 1\’
( > = 367% = 355.31.
0 — Zo
2
Snadno se v8ak presvédéime, ze \ = ( éio) nespliuje rovnici (5.58), a tedy se ne-

jedna o vlastni ¢islo. V nasem piikladu se tedy - vzhledem k uvazovanému intervalu -
s konkrétnimi prvky mnoziny Lo, tj. s vlastnimi ¢isly )\i , nesetkame.
Vlastni ¢isla A, Af, A, ilustrativné poklada Obrazek 5.8 zobrazujici graf funkce

Vv Asin <%\/X>

3 (cos (2VX) = 1)
+A (\/Xcos @\/X) — gsin (%ﬁ)) X (5.71)
sin ($v/X) = 1A cos (3VA)

cos (§VA) =1

—2| +

d(\) = —VA3sin (;ﬁ) -

X
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Obrazek 5.8: Funkce d()\) - (5.71)

Nasim podminkam ¢ =1, zq = % a jim prislusnym vlastnim c¢islum
AL =36.31, AL =104.22, [ =195.20

tak odpovidaji vlastni funkce

P
'U/P (,I‘) = U11L
" uf (z), = €[31]
11P ) 30 )

(z), z€l0,3]

kde
ut,, (¢) = K, (—1.61sin (v/36.31z) — 1.852)
uf, (x) = KT, (0.77 (1 ~ cos (vV/36.31(1 — x))) +sin (V36.31(1 — ) — v36.31(1 — x)) ,
dale
po ) oun, (2), 2€0,3]
ulg (l’) - P 9
U12P($), YIS 371])
kde

ut,, () = K{,(3.09sin (v104.22z) — 2.31x)

P

uf, (z) =K, <1.86 (1 — cos (V104.22(1 — 1:))) +sin (V104.22(1 — 2)) — V104.22(1 — x)) :

a nakonec
P 2
uf (ZL‘) - uldL (il?), VIS 07 §]
3
u,, (z), € 2.1,
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kde

ut,, () = K{,(—6.37sin (v195.20) + 1.05z)

uf, (x) = Kf, (5.36 (1 — cos (V195.20(1 — x))) +sin (V195.20(1 — 2)) — v/105.20(1 — x)) .

Dale uréime mnoziny My . Pro k = 1, jak snadno zjistime, je nerovnost (5.60) splnéna,

je-li

K{ € (0,00) = M}.
Pro k = 2 analogicky plati

Ki, € (0,00) = Mj,
a pro k = 3 plati rovnéz

K{ € (0,00) = M.
Plati tedy (viz (5.61))

ol b e {c?qo,u)mc‘* ((og)) A (@1))1 \ CH(0,1)).

Uvedené funkce vykreslujeme na Obréazcich 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.14.
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Obrazek 5.9: Funkce uiL (x)-modr4, uflp (z)-fialovd na intevralu [0,1], K{ =1
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Obrézek 5.10: Funkce u{ (x) na intevralu [0, 1], K{, =1
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Obrazek 5.11: Funkce uiL (x)-modra, uip (z)-fialové na intevralu [0, 1], K{, =1
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Obrézek 5.12: Funkce uf, () na intevralu [0, 1], K{, =1
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Obrézek 5.13: Funkee uy, (z)-modrd, uf, (z)-fialovd na intevralu [0, 1], K7, =1

Obrézek 5.14: Funkee uf, () na intevralu [0, 1], K{, =1
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5.3 Okrajové podminky 0-1, 0-1
Necht je zadéna tloha
u"(z) + M (x) =0, x€(0,0), A>0
s okrajovymi podminkami
u(0) =u(f) =0
u'(0) =u'(£) =0
a prechodovymi podminkami v bodé zy € (0, ¢)
u(zg) =0
u”(z0) = u'y (o)
u” (o) = u{ (o)

lim «"(z) < lim o"(z).
T—T0— T—x0+

Necht tedy u € C?([0,£]) N C*((0, z0)) N C*((z0, ¢)).

(5.72)
(5.73)

(5.74)

S vyuzitim volby (5.4), vztahu (5.9), (5.10) a okrajovych podminek (5.72), (5.73)

dostavame
U(O) :uL(O) :A1COS(T'O)+Blsin(T'O)+01 O+D1 :A1+D1 =0
u(l) = up(l) = Aycos (r-0) + Bysin(r-0)+Cy -0+ Dy = A+ Dy =0
u'(0) = u}(0) = —=Ayrsin(r-0) + Byrcos(r-0)+ Cy = Bir+ C; =0
U () = up(0) = Agrsin (r-0) — Barcos (r-0) — Cy = —=Bor — Cy =0

a z prechodovych podminek (5.74) resp. vztahu (5.5), (5.6), (5.7) dostavdme
UL(J,’O) = A1 COS (TI()) + Bl sin (Tl’o) + CLTQ + D1 =0

up(xo) = Agcos (r(f — xy)) + Basin (r(¢ — xg)) + Co(f — x9) + D2 =0

uy (xg) = —Ayrsin (rag) + Byrcos (rag) + Cp =

= Agrsin (r(€ — xg)) — Barcos (r(f — xg)) — Cy = up(x0)

uf (zo) = — Ayr? cos (razg) — Byr?sin (rzg) =

= —Ayr?cos (r(f — x0)) — Bor?sin (r(f — x0)) = u/p(x0).
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Z rovnic (5.75), (5.76), (5.77), (5.78) jsou ziejmé vztahy D; = —A;, Dy = —As,

Cy = —Byr, Cy = —Byr. Soustava rovnic (5.79) je tak redukovéna na soustavu
ur(zg) = Ay (cos (raxg) — 1) + By ((sin (rzg) — rag) =0 (5.80)

up(zg) = Ag(cos (r(f — xg)) — 1) + Bo(sin (r(€ — xg)) — r(£ —x9)) =0 (5.81)

uy (o) = —Ayrsin (rag) + Bir (cos (razg) — 1) = (582)
= Agrsin (r(¢ — zg)) — Bar(cos(r(f — xq)) — 1) = up(xo)
uff (z0) = —Ar? cos (rag) — —Byr? sin (rag) = (5.83)
= —Agr? cos (r(f — xq)) — Bor?®sin (r(£ — x¢)) = up (o).
Z rovnic (5.80) a (5.81) ziskdvame
By — — A, % (rzo) — 1 By — — cos (r(f — zp)) — 1 (5.84)

sin (raxg) — rag’ sin(r(0 — z0)) — r(€ — x0)
Dosazenim téchto koeficientu By, By do rovnic (5.82), (5.83) ziskdme nésledujici soustavu
dvou rovnic o dvou neznamych

— Ayrsin (rzg) — Ay cos (rz) — 1

sin (rzo) — Tmor (cos (rzg) — 1) =

cos (r(l —xzp)) — 1
sin (r(¢ — o)) — (€ — xo)

cos (rxzg) — 1

= Aorsin (r(f — xp)) + Az

r(cos (r(£ — xp)) — 1)

— Ayr? cos (razg) + Ay r?sin (razg) =

sin (r@o) — 1o
cos (r(f — xg)) — 1 )
sin (r(0 — xg)) — r(f — ﬁo)r sin (r(¢ — o))

= —Ayr?cos (r(f — xp)) + Ay

maticové zapsatelnou ve tvaru

M()) — ’ (5.85)
Ay 0
kde
M()\) =
B ( —r <sin (rao) + %) —r (sin (r(f —xo)) + Si&i?éﬁﬁ;ﬁ@g&?;» )
+ \=r2 (cos (rag) — ConprTlan i) 02 (cos (£ a0)) - (om0 |

Z podminky nulovosti determinantu matice soustavy detM(\) = 0 plyne

o (Sin (rao) + Lo {ra0) 2 1)2> <COS (r(t — ay)) - 202D = Dsin (7 M) B

sin (rxg) — rxo sin (r(£ — xg)) — r(€ — xp)

1 2
”BG%vm%fm“mw_Uﬂﬂmw)vaw—m»+ e >,

sin (rxzg) — rxo sin (r(£ — xg)) — (€ — xp)
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coz po zpétném dosazeni r = v/A piechdz{ v rovnici

| i (\[\mo) N (cos (\Axo) — 1) y
sin (ﬁxo) — ﬁxo

(COS (VA=) - (cos (VAW = 20)) = 1) sin (ﬁ(ﬁxo))) )

sin (\5\( . $0)) — VA~ )
- \f COS fxo (cos <\fac0> — 1) sin (\fazo )
sin (\fxo) \fﬂ:o
(cos (\A(Z - :1:0)> - 1)2
sin (ﬁ(e - 330)> — VA - o)

(5.86)

s (VA - 0) +

=0.

Pro vlastn{ &fsla AL := )\, spliiujici rovnici (5.86) nyni obecné nalezneme koeficienty
Ay, Ay tak, aby vyhovovaly soustavé (5.85). Jelikoz tedy detM(AL) = 0, pak ze soustavy
(5.85) plyne

cos (rpzo) — 1)
Ay (sin (rrxo) + ( (rizo) ) ) +

sin (rxxo) — rrTo

(5.87)

+ Ay (sin (ri(0 — xg)) + — (cos (ri(¢ — o)) 1) ) = 0.

sin (1 (¢ — xg)) — ri(€ — )

Volbou Ay = KF', K € MY C R\ {0} z rovnice (5.87) ziskdvame

i (cos (re(£—z0))~1)?
A — _KP sin (1,(0 — x0)) + &7 (o)) —re(—70)

k (cos (mwo)—l)2
sin (rgxo)—TET0

sin (rrxo) +

a s pouzitim vztahu (5.84) dale dostdvame

: (cos (ri, (£—z0))—1)>
P (1e(C = 20)) + oy tizey €08 (rrwo) — 1

B =K (cos (riro)—1)’ in (ryzo)
- cos (ryzo sin (ryxo) — RTo
Sin (Tk;flf()) + sin (1 xo) —TrTo

P cos (ri(0 — xzp)) — 1
k sin(ri(¢ — zo)) — ri(€ — z0)

By = —

Tim dostévame i tvar obecného feSeni
ul (2), €02
uP(z) = t (7) 10, o] (5.88)
(), x € [z, 4],

kde
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- _ (cos (rp(¢—0))~1)°
P(I) _ KPSln(Tk(E :Eo))—i—Sin(rk“_%))_rk((g_mo)

_1)\2
sin (rgzo) + %
( cos (rro) — 1
X

sin (rxxo) — TrXo

X

(sin (rpx) — rpx) — cos (rer) + 1>

P () = P cos (r(f — z0)) — 1 r({ —x)—sin(r({ —x cos(r(f —x)) —
o) = KF (SISl ) —in (0 = )+ cos(r(6 — )~ 1).

Jak muzeme nahlédnout, analyticky predpis funkce ul plati pro viechna k € N

s vyjimkou téch, pro néz
—1)?
(cos(reo) = 1) _ (5.89)

sin (rrxo) — rrxo

sin (rrxg) +

Takovymto k£ € N a jim odpovidajicim feSenim se povénujeme pozdéji.
Nyni opét potfebujeme uréit mnozinu M} takovou, aby byla splnéna ptrechodova

podminka (5.8). Potfebujeme-li tedy

lim (uy )(z) < Tim (uy,)(2),

T—To— T—x0+
pak
: 0 — 1)) —1
KPr? 0 cos (1€ — To 0= 20))— (5.90
LT (sm (ri(0 — o)) + S0 (0 (l — 20)) = 1400 = 20) cos (ri( — x))— ( )
. COos (T, —T —1)2
~sin (re(€ — x0)) + Sm‘(m(([fii))fll(j_)m) "
sin (reo) + S5t e
—1
X (sin (rezo) + ,COS (ko) coSs (rkxo))> <0,
sin (1) — rrxo
a tedy
My = {K} € R\ {0}; plati nerovnost(5.90)} .
Ziejmé
ME =R\ {0} & (5.91)
: P P P : P
& lim (uf))"(2) = (uf,)" (o) = (uf,)(x0) = T (u)"(2)

&y, € C2([0,4)) N C3((0,£)) N CHH(0,20)) N C*((w0, £)).
Podivme se, kdy plati navic
ur € C*([0,4]) N C*((0, 0)). (5.92)
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Z pozadavku na splnéni (5.92) plyne

xgg}_(u’[;)////(m) — (qu>////(IO) — (Ufp)”"(l'o) — xgg}_}_(uka)////(m)’

7 ¢ehoz dostavame rovnost

cos (rzg) — 1

— cos (rxg) + sin (rxg) =

sin (rxg) — rxg
_cos(r(f—m)) -1
sin (r(¢ — zg)) — (€ — xo)

(5.93)

= cos (r(¢ — xp)) sin (r(€ — zo)).

Tedy (5.92) plati, pravé kdyz
M{ =R\ {0} a zaroveii je splnéna rovnost (5.93).

Nyni se vratme ke zminénym k € N, pro néz nemé smysl analyticky predpis (5.88) v

dusledku (5.89). Rovnost (5.89) je zjevné splnéna pro takova k € N, pro néz plati
cos (rgzo) = 1, (5.94)

tedy pro A\l =72, pro néz plati
Af:(%?)i neN
Omezme se nyni na piipad (5.94), pro néjz je zjevné splnéna rovnost (5.89). Snadno
se dosazenim vztahu (5.94) do matice soustavy (5.85) presvédéime, ze nulovost jejiho
determinantu je pro cos (rxzo) = 1, a tedy sin (ryz9) = 0, splnéna tehdy a jen tehdy,
kdyz je kromé rovnosti (5.89) splnéna i rovnost
(cos (1 (¢ — x0)) — 1)°

sin (1, (¢ — o)) — r1(¢ — o)
Rovnost (5.95) je zjevné splnéna pro cos(ry (¢ — xy)) = 1. Pak tedy matice (5.85) piejde

sin (Tk(g — .’L’o)) +

=0. (5.95)

do podoby

Z této matice je patrné, ze pro cos(rrxg) = 1 a zaroven cos(ry(¢ — xg)) = 1 plati
Al = A27

¢imz pro
2nm 2mm

Tk k Zo 0 — Zo e ( )
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dostavame 1 tvar obecného feseni

o () = ug, (z) = K (cos (ryz) — 1), x € [0, x| (5.97)

Déle, jelikoz cos(rgzg) = 1 a zéroven cos(r,(¢ — zo)) = 1, tak jisté plati

T (@) = ] (a0) = (o) =l (a),
a tedy
uy, € C*([0,4]) N C*((0,0)) N CH((0, 0)) N C*((wo,£)),
nebot
sin (rpxg) = —sin (r(¢ — xo))
0 = 0,

a dokonce plati
uy, € C*([0,4) N CH((0,)),
nebot

Jim (u)"(2) = (ug, )" (20) = (ug,)" (20) = Hm ()" (@),

protoze plati

cos (ryrg) = cos(r(f — xg))

1 = 1

Podivme se nyn{ na ziskany tvar fesen{ (5.97) a proved me ndsledujici ivahu. Necht
mame obecné funkce fi(z) = C(cos (cx) — 1) a fa(x) = C(cos (c(¢ — x) — 1), kde
C € R\ {0}, ce (0,00) azp € (0,£), 2 €Q, takové, ze fi(xo) = fo(wo) = 0. Definujme
funkci
fi(z), x € [0,x0]
fa(z), x € [x0,1].

Jak vidime f(z) = C(cos (cz)—1) na intervalu (0, ¢), coz je ziejmé funkce tiidy C*((0, £)).

fx) =

Ukézali jsme tedy, ze tvar obecného feseni (5.97) je ekvivalentni s tvarem obecného feseni

(3.33) pro k lichd v tloze bez prekdzky (viz zdvér sekce 3.3).
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Nyni definujme mnoziny

L={\; keN}

L = {)\f € L; cos(ryrg) =1 a zaroven cos (r(¢ — xg)) = 1}‘

Mnoziné Ly, jak jsme ukéazali, odpovidaji singuldrni vlastni funkce

ul € C%([0,4]) N C*((0,£)), a tedy je mnozina téchto singuldrnich vlastnich ¢&fsel resp.
funkci podmnozinou mnoziny vlastnich ¢isel resp. funkei z tlohy bez prekazky. Mnozina
L\ Ly je mnozina vlastnich ¢isel A, jimZ budou obecné odpovidat vlastn{ funkce

uf € C2([0, ) N CH((0, 20)) N C4((z0,£)).

Poznamka 5.2 JelikoZ neumime s jistotou analyticky rozhodnout, zda nekterd vlastni

2 2
cisla L # (27‘—”) = (Qm’r> , m,n € N rovnéz nesplnuji rovnost (5.89), tak je mozné,

x0 {—xq

zZe analyticky nepopiseme vsechny tvary prislusniych vlastnich funkci. Tedy pro takovd

potencidlng vlastni ¢isla bychom tvar vlastnich funkci hledali numericky.

Priklad: Pro dalsi postoupeni v tloze zvolme ¢ =1, zy = %E = %
K nalezen{ prvnich tif vlastnich &fsel, tj. A, AP, AL’ pouzijeme rovnici (5.86). Dosazenim

(=1, xg = %ﬁ = % do této rovnice ziskavame rovnici

2 2
VST (sin 3\/}) n (COS (g\/X) — 1) )
sin (%ﬁ) _ %ﬁ
X (cos <;\f)\> B (cos (%ﬁ) - 1) sin (%ﬁ)
sin (%ﬁ) _ % ;\
\5\> B (cos (%\ﬂ) — 1) sin %ﬁ) )
sin <% )\> ~ 2V

IRENCLEN

(5.98)

sin (3vA) = §VA
Tuto rovnici fesime numericky, a ziskdvame tak jeji prvni tii feSeni na intervalu (0, c0),
tj. prvni tii vlastni cisla
A= 68.20, A= 14221, M = 238.41,
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které ilustrativné poklada Obrazek 5.15 zobrazujici graf funkce
2

s (59) )

sin (3vX) - 2VA

(o) - oD 03

d(\) = —V/X3 | sin (;ﬁ) +

sin (3vX) = §VA

V5 [ s (2\5\) B <cos (%ﬁ) —1)sin (%ﬁ) y
3 sin <§\F)\> — %ﬁ

2

(5.99)

[\

sin (3v) = §VA

4000 -

2000

—2000 -

Obrazek 5.15: Funkce d(\) - (5.99)

Nagim podminkam ¢ =1, zy = % a jim prislusnym vlastnim ¢islum
A= 68.20, A= 14221, M = 238.41
tak odpovidaji vlastni funkce

uf (z) =

kde

uf (@) = KF (1.6544 (0.0462 (sin(\/68.20:1:) - \/68.20:5) — cos (V68.20z) + 1))

(
0.8111 (\/M(l &) — sin (V/68.20(1 — a:))> + cos (V68.20(1 — z)) — 1) ,

/N 77N

up, (z) = Ky

dale
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kde

uf (@) = KF (—1.6208 (0.1576 (sin (V142.21z) — \/142.2195) — cos (vV142.21z) + 1))
uf, (2) = KF (0.3547 (VI4221(1 — )  sin (V142.21(1 - 2))) + cos (VI4221(1 — 2)) ~ 1),

a nakonec
2
uf (z), xe€l3,1],
kde

ug, (1) = K3

(0.9543 (0.1488 (sin (V238.41z) — \/Mx) — cos (V238 41x) + 1))
b (z) = KF (0.0956 (\/Ma — ) — sin (V238 41(1 — :1:))) + cos (V238.41(1 — z)) — 1) .

Déle uréime mnoziny ME. Pro k = 1, jak snadno zjistime, je nerovnost (5.90) splnéna,

je-li

KT € (—00,0) = Mj.
Pro k = 2 analogicky plati

K3 € (—00,0) = M.
a pro k = 3 pak

KY€ (0,00) = Mj.
Plati tedy (viz (5.91))

Y S = [ozqo, 1) nc ((og)) e ((?))} \ C3((0,1)).

Uvedené funkce vykreslujeme na Obrazcich 5.16, 5.17, 5.18, 5.19, 5.20, 5.21.
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Obrézek 5.16: Funkce uf{ (x)-modrd, uf, (x)-fialovd na intevralu [0,1], K = —1
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Obrazek 5.17: Funkce u!’(z) na intevralu [0, 1], K = —1
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-4

Obrézek 5.18: Funkee uj, (x)-modré, ul (x)-fialovd na intevralu [0,1], K3 = —1

|
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Obrézek 5.19: Funkce uf (z) na intevralu [0, 1], KI' = —1
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Obrézek 5.20: Funkee uf (x)-modrd, uf (x)-fialovd na intevralu [0,1], K§ =1
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Obrézek 5.21: Funkce uf (r) na intevralu [0,1], K¥ =1
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Kapitola 6

Uloha s jednostrannou podminkou

V této kapitole budeme studovat tlohu popsanou v Kapitole 2, k niz ptidame jednostran-
nou podminku u(xy) > 0. Budeme tak studovat tlohu analogickou kapitole s prekazkou,
jen u(zg) = 0 bude nahrazeno u(zg) > 0. ReSenf se ndm tim ,rozpadne“ na pifpad,
kdy vlastni funkce piekazku spravnym smérem obejde (a zachova si svoji C* hladkost),
nebo se piekazky ,ndhodou dotkne“ (a zachovd si C* hladkost), nebo se o prekdzku ze

spravného sméru zlomf (a ztrat{ C* hladkost).

6.1 Okrajové podminky 0-2, 0-2
Necht je zadéna tloha

u"(z) + M (z) =0, 2€(0,0), A>0
s okrajovymi podminkami

u(0) =u(f) =0 (6.1)
u’'(0) =u"(¢) =0 (6.2)

a jednostrannou podminkou v bodé zg € (0, /)

u(xg) >0, (6.3)
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kde u(z) je funkef takovou, ze

u(zg) =0 =

= u € C*([0,4]) N C*(0,20)) N C*((wp,£))  mnebo
u € C*([0,4]) N C*((0,2)),

u(xg) > 0= u e C*([0,4]) N C*((0,0))

lim «"(z) < lim u"(x).
T—T0— T—x0+

Funkce u se tedy musi v bodé zy budto piekdzky ,dotknout“ tak, aby v ném
minimalné jeji druha derivace nepozbyla spojitosti, nebo ji musi pozadovanym smérem,
tj. kladnym neboli ,seshora®, obejit, a zachovat si tak v tomto bodé spojitost ve vSech
v tomto bodé uvazovanych derivacich, tj. minimalné do ¢tvrtého radu.

Predmétem této ulohy tedy zjevné bude vhodné vyuziti a interpretace zavéru z jiz
fesenych tloh ,bez prekazky“ a s prekdzkou“ pro okrajové podminky (6.1), (6.2).

Podivejme se tedy prve na bezptekazkovou variantu. Zde jsme obecné dospéli k
vlastnim ¢islum (viz sekce 3.1)

A = <k7ﬂ)2 , keN

a k nim piislusejicim vlastnim funkcim
. (km
ug(z) = Ky sin - T) keN, K, e R\ {0}.
7 téchto vlastnich funkci bude patrné nutné vybrat takové, které splnuji jednostrannou
podminku (6.3). Takovy vybér budeme ziejmé provadét vybérem spravného znaménka

piislusné konstanty Kj.

Necht tedy médme obecné mnozinu funkei
. (kT
U= {uk(aj)7 u(z) = Ky sin (71’) , K e R\ {0}, k€ N} ,
a mnozinu funkei
/ . km
U' = < up,, (); up,(r) = Ky, sin ) keNp,

kde

k
sign Ky, , = signsin (%xo), pro xg # %6, zeN) z<k (6.4)
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K, € R\ {0}, prozo= %E, zeN, z <k, (6.5)

a tedy je pro funkce uy,, splnéna podminka (6.3) (pozn. z podminky kladené na bod g
v (6.4) je ziejmé, ze Ky, # 0). Pak jisté U’ C U, a tedy funkce uy,,, k € N jsou fesenimi
ulohy.

Nyni se zaméfme na vlastni funkce, které jsme ziskali v tloze prekazkové. Je beze-
sporné, ze vesSkeré vlastni funkce, které lze v prekazkové tloze ziskat, budou podminku
(6.3) spliiovat. Rovnéz je znamo, ze vlastni funkce odpovidajici vlastnim ¢éislum, ktera
jsme v prekazkové tloze nazyvali singularnimi a které budeme i v této kapitole znacit
ul, prisluseji prostoru C*([0, £]) N C*((0, £)). Naproti tomu funkce odpovidajici vlastnim
¢isliim nesingularnim piisluseji prostoru [C2([0, £]) N C*((0, x¢)) N C*((xo, £))]\ C3((0, £)).
Tyto budeme znacit uf(x). Snadno si navic uvédomime, Ze takovéto vlastni funkce jsou
prave ty, které se v daném bodé z( ,,dotknou a zlomi ve tieti derivaci®, zatimco prostoru
C2([0, £))NCA((0, ¢)) odpovidd ,cisty dotyk®, tedy bez pozbyti spojitosti derivaci minimalné
do ¢tvrtého fadu v tomto bodé. Mnozina singularnich vlastnich funkei z prostoru
C2([0,£])NCA((0, ¢)) nalezitelnych v piekazkové tiloze je mnozinou vech vlastnich funkef
nalezitelnych v tloze bezptekazkové, jejichz funkéni hodnota je v bodé xy nulova.

Vlastni funkce bezpiekazkové tlohy, jejichz funkéni hodnota je v bodé zy nulové,

budeme znacit w20, vlastni funkce bezpiekazkové tlohy, jejichz funkéni hodnota je v

n

bodé z, kladnd, budeme znacit uZ.
Uvazujme tedy opét piipad ¢ =1, xy = %, kterym jsme se jiz zabyvali v prekazkové
a bezprekdzkové tloze s tymiz okrajovymi podminkami (6.1), (6.2).
V tloze bez prekazky jsme pro uvedené parametry vypocitali vlastni ¢isla
)\f =M =72
AT = )\ = 4r?

)\? 0= \3 = 91
a k nim ziskali vlastni funkce

uy(z) = Kysin (1zrx), x € (0,1), K; € R\ {0}
ug(z) = Kysin (2rx), =€ (0,1), Ky € R\ {0}

ug(r) = Kssin (3mx), x € (0,1), K3 € R\ {0}.
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Z kritérif (6.4), (6.5) tedy zfejmé vyplyvaji funkce

uy =, (z) = Ky, sin (1rz), K{ =K, >0
ud =y, (2) = Ky, sin (21z), K3 =K, <0
uf® =g, (v) = K3, sin (37z), K{°:=K;, €R\ {0},
které jsou z prostoru C%([0,¢]) N C*((0,£)) a jsou feSenimi nasi tilohy s jednostrannou

podminkou.

Nyni se podivme na vlastni ¢isla, kterd jsme urcili v pirekazkové tloze, tj.

A =33.47
NE=or? =)
A = 150.81,

a jim odpovidajici vlastni funkce

Py = uf (z) = Kf (sin (v/33.47z) + 0.98z) , z €0,
) wb(w) = KF (—0.7sin (V33AT(1 — 7)) +1.97(1 — ), z € [2,1]
P () = uflL (x) = Kslj sin (37x), x € |0, %}
B ug, (2) = K sin(3n(1 —2)), =€ (3,1
Py = uj (x) = K7 (sin (v/150.81x) — 1.42z) z €0, 3]

ub (x) = K (—1.16sin (v150.81(1 — z)) — 2.84(1 —z)), z € [3,1],

K{ <0, KPeR\{0}, KJ>o.

Jak vidime, u? (z) = u®(z), ul € C*([0,1])NC*((0,1)) a rovnéz bychom snadno ovérili,

P, ub e {c? ((0,1)) N C* ((o g)) nc ((; 1))] \ CH(0,1)).

Nalezli jsme tedy pro prvnich pét vlastnich ¢isel

ze

AP <A < AT <A =00 <AL, (6.6)
odpovidajici vlastni funkce, které esi tilohu se zadanou jednostrannou podminkou (6.3).
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Naznacené svislice v diagramu na Obréazku 6.1 protinaji vodorovnou osu v hodnotach
vlastnich ¢isel (6.6). Pruméty téchto svislic na svislou osu pak vzdy znézornuji mnozinu
pripustnych nenulovych K, pro kterd vybranému vlastnimu ¢islu A odpovidajici vlastni
funkce u splnuje pro dané parametry xg = %, ¢ = 1 1dlohu s jednostrannou podminkou
(6.3). Pln4 ¢dra dale znaci prislusnost této vlastni funkce prostoru C?([0, 1]) N C*((0, 1)),
prerusovand ¢éra pifslusnost prostoru [C2([0,1]) N C*((0,2)) N C*((2,1))] \ C*((0,1)).

30+
20

10r

20
~10}+

—20+

-30}

Obrazek 6.1: Diagram - A\, K, hladkost

6.2 Okrajové podminky 0-2, 0-1
Necht je zaddna tloha
u"(x) + M (2) =0, x€(0,0), A\>0

s okrajovymi podminkami

a jednostrannou podminkou v bodé xy € (0, /)

u(zg) > 0, (6.9)
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kde u(z) je funkef takovou, ze

u(zg) =0 =

= u € C*([0,4]) N C*(0,20)) N C*((z0,£))  nebo
u € C*([0,4]) N C*((0,¢)),

u(zo) > 0= u € CX([0, ) N C*(0,£))

. " < . n .
mgg}—u (33) - $E¥£+U (:E)

Podivejme se tedy opét prve na bezptekazkovou variantu. Zde jsme hledali vlastni

cisla AP .= \; takovd, ze plati

tg<\/)\_k£) = /b, keN

(viz (3.19), (3.20)), a k nim piislusejici vlastni funkce

up(x) = K, (sin <\/)\_kx> — Mz), keN, K,eR\{0}.

7 téchto vlastnich funkei bude nutné vybrat takové, které splnuji jednostrannou podminku

(6.9), coz budeme provadét opét omezovanim hodnot, jichz muzou nabyvat konstanty
K.

Necht tedy médme obecné mnozinu funkei

U= {uk(x), uk(x) = Ky (Sin <\/)\_kx) — M:ﬂ), K, e R\ {0}, k€ N} ,
a mnozinu funkci

U = {ukbp(x); U, (7) = Ky, (Sin (\/)\_k$> — Mm), ke N} ,

kde

sign K, = sign (sin (\/)\_kx()) - SIH(T\/A_’“K):CO> (6.10)
pro

s (V) SO
a

Ky, € R\ {0} jinak. (6.11)
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Pro funkce uy,, je tim splnéna podminka (6.9) a jisté plati U' C U. Tedy jsou tyto funkce
U,,, k € N Tesenimi nasf ulohy.

Nyni se opét zamérime na vlastni funkce, které jsme ziskali v tloze piekazkové.
Je prirozené, ze vSechny vlastni funkce v ptekazkové tloze nalezené splinuji podminku
(6.9). Zéroven pro oba typy vlastnich funkef uf , uj obecné plati pifslusnost prostoru
C2([0,4]) N C*((0, z9)) N C*((xo, £)), pricemz tehdy a jen tehdy, je-li M{ =R\ {0}, plati
navic uf € C*([0,€]) N C*((0,¢)) (viz (5.62), pozn. n := k). Takové funkce u{ jsou pak
funkcemi, které se v daném bodé zy ,,dotknou ¢istym dotykem®. Pro kazdé n € N déle
plati uf € [C*([0,£]) N C*((0,z0)) N C*((xo,¢))] \ C*((0,¢)). Tomuto prostoru pirozené
prfslusf i funkece uf , pro néz M{ # R\ {0} (viz (5.61), pozn. n := k). Tedy takovéto
ufn a vsechny uQPn se v daném bodé z( ,dotykaji a lamou ve tieti derivaci.

Vlastni funkce bezpiekdzkové ulohy, jejichz funkéni hodnota je v bodé zy kladna,
budeme znacit uZ.

Uvazujme tedy opét piipad ¢ = 1, zp = %E = %, kterym jsme se jiz zabyvali v

prekazkové a bezprekazkové uloze s tymiz okrajovymi podminkami (6.7), (6.8).

V tloze bez prekazky jsme pro uvedené parametry urcili vlastni ¢isla

A = 20.19
A = 59.68
A3 = 118.90

a k nim piislusné vlastni funkce

w(z) = K (sin (mm) + O.98x> . ze(0,1), K eR\ {0}
us () = Ko (sin (mx) - 0.99x> . 2e(0,1), K,eR\{0}

us(x) = Ky <sm (\/118.9095) n x) . xe(0,1), KseR\{0L.
Z kritérii (6.10), (6.11) tedy zfejmeé vyplyvaji funkce

P =y, (2) = K, <sin (\/20.1995) + 0.9890) . KP =K, >0

uh =y, (v) = Ky, (sin (\/ 59.68:10) — 0.99x> , Ky =K, <0

U3B = u3bp($> = K?,bp (Sin (\/ 118901’) + x) > K3B = K3bp > 07
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které jsou z prostoru C%([0,¢]) N C*((0,£)) a jsou feSenimi nasi tilohy s jednostrannou

podminkou.

Nyni se podivme na vlastni ¢isla, kterd jsme urcili v pirekazkové tloze, tj.

Al = 36.31
AL, =104.22 (6.12)
AL = 195.20,

a jim odpovidajici vlastni funkce

uF () uflL (z), x=e€]0,3]
u, (2), = €3, 1],
kde
ut, () = K{,(~1.61sin (V36.312) — 1.85z)
uf, (x) = KT, (0.77 (1 — cos (vV/36.31(1 — x))) +sin (vV36.31(1 — 2)) — v/36.31(1 — x)) ,
déle
ui(az) _ uﬁL (x), z€l0, %]
uﬂp(yc), z € [3,1],
kde

ut,, () = K{,(3.09sin (v104.222) — 2.31x)

P

uf, (z)= KT, (1.86 (1 — cos (V104.22(1 — x))) +sin (V104.22(1 — 2)) — V104.22(1 — x)) :

a nakonec
P 2
3
u,, (z), € 2,1],
kde
ut,, () = K{,(—6.37sin (v195.20z) + 1.05z)

uf, (z)= KT, <5.36 (1 — cos (v105.20(1 — x))) +sin (vV195.20(1 — z)) — V/195.20(1 — x)) ,

pricemz

K{ >0, K{ >0, K{ >0
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a plati (viz (5.61))

up, up, up € {CQ([O, 1)nct ((0%)) nct ((21))} \ C*((0,1)).

Nalezli jsme tedy pro prvnich Sest vlastnich ¢isel
A <AL <A <AL <AV <Af (6.13)

odpovidajici vlastni funkce, které resi tlohu se zadanou jednostrannou podminkou (6.9).
Naznacené svislice v diagramu na Obrazku 6.2 protinaji vodorovnou osu v hodnotach
vlastnich ¢isel (6.13). Pruméty téchto svislic na svislou osu pak vzdy zndzornuji mnozinu
piipustnych nenulovych K, pro kterd vybranému vlastnimu ¢islu A odpovidajici vlastni
funkce u splnuje pro dané parametry xg = %, ¢ = 1 tlohu s jednostrannou podminkou
(6.9). Plna ¢dra dale znaéi prislusnost této vlastni funkee prostoru C2([0, 1]) N C*((0, 1)),
prerusovand ¢ara prfslusnost prostoru [C2([0,1]) N C*((0, 2)) N C*((3,1))] \ C*((0,1)).

|

|

|

|

|

L |
20 - :
|

|

|

- 50 100 150

20+

—40

Obrazek 6.2: Diagram - A\, K, hladkost
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6.3 Okrajové podminky 0-1, 0-1
Necht je zadéna tloha
u"(z) + M (z) =0, 2€(0,0), A>0
s okrajovymi podminkami
u(0) =u(f) =0 (6.14)
u'(0) =u'(¢) =0 (6.15)
a jednostrannou podminkou v bodé zy € (0, /)
u(zg) > 0, (6.16)
kde u(x) je funkei takovou, ze

u(zg) =0 =

= u € C*([0,4]) N C*(0,20)) N C*((z0,£))  nebo
u € C*([0,4]) N C*(0,¢)),

u(zo) > 0= u € CX([0, ) N C*(0,£))

lim «"(z) < lim u"(x).
T—To— T—=T0+

Podivejme se opét prve na bezpiekazkovou variantu. Zde jsme hledali vlastni ¢isla

AB = )\, takovd, Ze plati

\//\_ké tg <\/)\_k€> = 2sec (\/)\_M) -2, keN

(viz (3.30), (3.31)), a k nim piislusejici vlastni funkce

cos(vVAgl) — ,
ug(x) = Ky, (cos <\/)\_kx) - (\/()\_,2)61 \/i\—kﬁ (sm <\//\_kx> — \//\_km> — 1),

kde k € N, K, € R\ {0}.

7, téchto vlastnich funkci bude opét nutné vybrat takové, které splnuji jednostrannou
podminku (6.16), coz budeme provadét opét omezovanim hodnot, jichz muzou nabyvat

konstanty K.
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Nechf tedy médme obecné mnozinu funkef
U = {w(2); V(w(z)), k € N},

kde V (ug(x)) je vlastnosti

cos(vVArl) — :
ug(x) = (cos <\/_x> - (\/_g)g) \/1_k€ (sln <\/)\_k,x> - \/)\_kx> - 1) ;

kde Kj € R\ {0}, a mnozinu funkeci

U = {uy,, (z); V'(u,,(x), keN },

kde V'(up,, (7)) je vlastnosti

cos(vVAgl) — ,
Up,, (7) = K, (COS ( kﬂU) - (\/_g)g) \/1_k€ <sm <\/)\_kx> - \/)\_kx> - 1)

a kde
sign Ky, = (6.17)
e ( (Vi) - B0 (s (i) — v ) - 1)

pro
o (V) O o (i) i) 14

.

Ky, € R\ {0} jinak. (6.18)

Pro funkce wuy,, je tim splnéna podminka (6.16) a jisté plati U' C U. Tedy jsou tyto
funkce uy,,, k € N feSenimi nasf dlohy.

Nyni se opét zamérime na vlastni funkce, které jsme ziskali v tloze prekazkové. Je
prirozené, ze véechny vlastni funkce v prekazkové tiloze nalezené spliiuji podminku (6.16).
Zéroveii pro vlastni funkce u!” obecné plati pifslusnost prostoru
C2([0,4]) N C*((0,x)) N C4((xg, £)), pricemz pii splnéni podminky (5.96, pozn. i := k)
plati ul” € C%([0,£])NC*((0,¢)), a takové funkce u!” jsou tedy funkcemi, které se v daném
bodé xy ,,dotknou ¢istym dotykem*.

Vlastni funkce bezpiekdazkové tlohy, jejichz funkéni hodnota je v bodé zy kladna,

budeme znacit u?.
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Uvazujme tedy opét piipad ¢ = 1, g = %ﬁ = %, kterym jsme se jiz zabyvali v

prekdzkové a bezptrekdzkové tiloze s tymiz okrajovymi podminkami (6.14), (6.15).

V tloze bez prekazky jsme pro uvedené parametry vypocitali vlastni ¢isla

A = 39.48
Ao = 80.76
A3 = 157.91,

a k nim ziskali vlastni funkce
uy(z) = K3 (cos (\/Mﬂ:) - 1> , K1 e R\ {0}
ug(z) = Ko (cos <\/Wx> —0.2225 (sin (\/Mx) - \/ﬁl‘) - 1) ,
kde K, € R\ {0},
ug(z) = K; (cos (Ww) — 1) , K3 e R\ {0}.
Z kritérif (6.17), (6.18) tedy zfejmé vyplyvaji funkce
uy =y, (v) = Ky, (cos (\/M:L’) - 1) , K =K, <0
uf =y, (v) = Ko, (cos <\/Mx> —0.2225 (sin (m@j — \/mg:) — 1) :
kde K3 == Ks, >0,
uf = us, (1) = K3, (cos <\/mx> - 1) , K§ == K3, <0,
které jsou z prostoru C%([0,¢]) N C*((0,£)) a jsou feSenimi nasi tilohy s jednostrannou

podminkou.

Nyni se podivme na vlastni ¢isla, kterd jsme urcili v prekazkové tloze, tj.

A= 68.20
A= 14221 (6.19)
A = 23841,

a jim odpovidajici vlastni funkce

kde

uf (z) = K{ (1.6544

(0.0462 (sin (v/68.20z) — mgz) — cos (V/68.20z) + 1))
0.8111 (JM(l — ) sin (V68.20(1 — 2)) ) + cos (V68 20(1 — a)) - 1) ,

I/~ 77 N

up, (@) = K

)



dale

kde

uf (z) = K¥ (—1.6208 (0.1576 (sin (V142.21z) — \/142.213:) — cos (v142.21) + 1))
uf, (2) = KJ (0.3547 (V14221(1 — )  sin (VI42.21(1 - 2)) ) + cos (VI4221(1 - 2)) — 1),

a nakonec
P
uz () =

kde

ug, (v) = K3

(0.9543 <0.1488 <sin (V238.41z) — \/Mx) — cos (v/238.41z) + 1))
uf (z) = KF (0.0956 (ma — ) — sin (V238 41(1 — m») + cos (V23841(1 — z)) — 1) ,

pricemz
K <o, Kl <o, K¥ >0

a plati (viz (5.91))
ul, uf, uk e [02 ((0,1)) nc? ((o, ;)) nct ((31))] \ C3((0,1)).

Nalezli jsme tedy pro prvnich Sest vlastnich ¢isel
MM < AP < AP < AP <\ (6.20)

odpovidajici vlastni funkce, které fesi tilohu se zadanou jednostrannou podminkou (6.16).
Naznacené svislice v diagramu na Obrazku 6.3 protinaji vodorovnou osu v hodnotach
vlastnich ¢isel (6.20). Prumeéty téchto svislic na svislou osu opét zndzorinuji mnozinu
piipustnych nenulovych K, pro kterda vybranému vlastnimu ¢islu A odpovidajici vlastni
funkce u splnuje pro dané parametry xg = %, ¢ = 1 tlohu s jednostrannou podminkou
(6.16). PInd ¢dra ddle znaci prislusnost této vlastni funkee prostoru C?([0, 1])NC*((0, 1)),
pierusovand ¢éra prislusnost prostoru [C2([0,1]) N C*((0,2)) N C*((2,1))] \ C*((0,1)).
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Kapitola 7
Zaveér

V celé praci jsme se snazili o maximalni analyticky vhled do dil¢ich situaci, odvozovali
predpisy vlastnich funkeci a kritéria pro spliiovani zadanych podminek tlohy. Rovnéz jsme
s pomoci analyticko-numerickych metod dospivali ke konkrétnim vlastnim ¢islim, nebo
k jejich obecnym vyjadienim, a na zakladé analyticky vybudované teorie pak k vlastnim
funkcim splnujicim pozadované podminky. Tyto vlastni funkce jsme nésledné vykreslo-
vali. Také jsme obecné monitorovali fady spojité diferencovatelnosti vlastnich funkci
a komplexni poznatky intepretovali v nazornych diagramech.

Predmeétem dalsiho zkouméni by mohla byt analogicka tiloha se dvéma jednostrannymi

podminkami uvniti intervalu.
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