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Poděkováńı
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6.2 Okrajové podmı́nky 0-2, 0-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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Kapitola 1

Úvod

V této práci se budeme zabývat řešeńım okrajové úlohy pro homogenńı lineárńı dife-

renciálńı rovnici čtvrtého řádu s jednostrannou podmı́nkou. Tato okrajová úloha je

fyzikálně motivována popisem chováńı pružného tyčového nosńıku s danými parame-

try technické instalace reprezentovanými okrajovými podmı́nkami, a stlačovaného v jeho

podélné ose. Lineárńı diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı chováńı takového nosńıku má tvar

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `),

kde parametr λ > 0 odpov́ıdá tlakové śıle p̊usob́ıćı na nosńık v jeho podélné ose, ` určuje

délku tyčového nosńıku a u(x) určuje výchylku nosńıku od podélné osy v bodě x.

Působǐstěm tlakové śıly necht’ je pro představu bod o souřadńıćıch [`, 0] a nosńık uvažujme

splývaj́ıćı s rovnoběžnou osou, poč́ınaj́ıćı v počátku souřadné soustavy. Vlivem p̊usobeńı

tlakové śıly, odpov́ıdaj́ıćı parametru λ, se od jistého momentu nosńık zač́ıná prohýbat, a

to právě zp̊usobem závislým na svém uložeńı v krajńıch bodech [0, 0] a [`, 0], tj. zadaných

okrajových podmı́nkách. Zat́ımco v klidovém stavu můžeme i bez hlubš́ıho matemati-

ckého zkoumáńı popsat polohu každého bodu nosńıku - vzhledem k rovině nosńıkem

rovnoběžně procházej́ıćı - funkćı u(x) ≡ 0 na intervalu (0, `), ve stavu stlačeném bude

situace o poznáńı složitěǰśı. Právě nalézáńı netriviálńıch funkćı u(x, λ), tedy źıskáváńı

explicitńıho názoru na tvar nosńıku pro kvantitativně dané př́ıpady jeho podélného

stlačeńı λ, bude předmětem takto fyzikálně motivované úlohy.

Okrajové podmı́nky spadaj́ıćı do oblasti našeho zájmu budou troj́ıho typu. Prvńımi

z nich jsou u(0) = u(`) = 0 a u′′(0) = u′′(`) = 0, po technické stránce reprezen-

tuj́ıćı nevetknuté uložeńı nosńıku v bodech [0, 0], [`, 0], které ponechává
”
volnost v prvńı
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derivaci“, a garantuje tak, mimo zřejmého zachováváńı polohy koncových bod̊u, i zaned-

batelné ohybové namáháńı nosńıku na jejich bezprostředńıch okoĺıch. Druhými okra-

jovými podmı́nkami budou u(0) = u(`) = 0 a u′′(0) = u′(`) = 0 reprezentuj́ıćı nevetknuté

uložeńı v bodě [0,0] a vetknuté uložeńı v bodě [`, 0]. Tyto podmı́nky garantuj́ı zaned-

batelné ohybové namáháńı na bezprostředńım okoĺı
”
konce levého“ a zanedbatelné vy-

chylováńı nosńıku na bezprostředńım okoĺı
”
konce pravého“. Analogicky třet́ımi pod-

mı́nkami u(0) = u(`) = 0 a u′(0) = u′(`) = 0 bude reprezentována vetknutost nosńıku

na obou konćıch, tedy garance zanedbatelného vychylováńı na bezprostředńıch okoĺıch

konc̊u. Všemi těmito jednoduchými př́ıpady, bez daľśıch modifikaćı prostřed́ı v okoĺı

nosńıku, se budeme zabývat v kapitole označované jako
”
bez překážky“.

Představme si však nyńı, a zvolna začněme s náhledem na nosńık jako na hladkou spo-

jitou funkci na intervalu (0, `), co by pravděpodobně nastalo, kdybychom pod tento náš

modelový nestlačený nosńık v některém mı́stě, tj. bodě [x0, 0], x0 ∈ (0, `), umı́stili pev-

nou bodovou podpěru, a vytvořili mu tak potenciálńı překážku v jeho tvarové adaptaci

na tlakovou śılu reprezentovanou parametrem λ. Zřejmě by mohly nastat tyto tři př́ıpady:

a) podpěra by nikterak nebránila nosńıku v nabyt́ı pro něj k danému λ přirozenému

tvaru, nebot’ ten by ji
”
obcházel“, b) podpěra by nikterak nebránila nosńıku v nabyt́ı

pro něj k danému λ přirozenému tvaru, avšak ten by se j́ı
”
náhodou“ dotýkal, c) podpěra

by nosńıku v nabyt́ı pro něj k danému λ přirozenému tvaru bránila, a ten by tak byl nu-

cen tvarově se zadaptovat rovněž na ni, přičemž by tak učinil při maximálńım zachováńı

hladkosti, což v našem př́ıpadě bude znamenat do druhé derivace včetně.

Př́ıpady (b) a (c) se pro všechny okrajové podmı́nky zabýváme v kapitole nazvané

”
s překážkou“.

V posledńı kapitole nazvané
”
s jednostrannou podmı́nkou“ se na základě źıskaných

výsledk̊u z předchoźıch kapitol komplexně zabýváme vybranými př́ıpady z (a), (b), (c)

a interpretujeme je do názorných diagramů. Jednostrannou podmı́nku tedy lze plně

interpretovat právě jako onu pevnou bodovou podpěru.

Podotkněme však, že navzdory výše uvedeným fyzikálńım/technickým interpretaćım,

je naše práce zaměřena ryze matematicky. Rovněž nutno podotknout, že naše rovnice je

zjednodušeným zlinearizovaným př́ıpadem nelineárńıho modelu nosńıku(
u′′

1− u′2

)′′
−
(

u′′2u′

(1− u′2)2

)′
+ λ

(
u′√

1− u′2

)′
= 0 na intervalu (0, `)

(viz [1]) na okoĺı u ≡ 0. Pochopitelně tedy naše lineárńı úloha aproximuje nelineárńı úlohu
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pouze pro malé pr̊uhyby nosńıku. Snaha o doslovnou fyzikálńı interpretaci některých

výsledk̊u našich úloh by tak mohla přinášet problémy a paradoxy (např. nosńık by reago-

val jen na diskrétńı hladiny silového p̊usobeńı, nikoliv ve spojitém pásmu; nepotřeboval

by pro zvětšováńı pr̊uhybu zvětšováńı tlakové śıly; mohl by se nekonečně prodlužovat...).

Ćılem práce je hledáńı netriviálńıch řešeńı uvedené rovnice s nulovými okrajovými

podmı́nkami a nulovou jednostrannou podmı́nkou ve vybraném bodě uvnitř oblasti,

a kvalitativńı analýza vzhledem k parametru λ a poloze této jednostranné podmı́nky.

Práce je vysázena systémem LATEX, obrázky jsou vykresleny programem Wolfram

Mathematica.
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Kapitola 2

Postup řešeńı lineárńı úlohy bez

překážky

V této kapitole zavedeme základńı pojmy a odvod́ıme obecný postup řešeńı, na jehož

principu budou řešeny úlohy v Kapitole 3.

Definice 2.1 Řešeńım úlohy

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0, ` > 0 (2.1)

s právě čtyřmi okrajovými podmı́nkami

u(0) = u(`) = 0

u(j)(0) = u(k)(`) = 0,
(2.2)

kde (j, k) je právě jeden z prvk̊u množiny {(2, 2), (2, 1), (1, 1)} , nazveme dvojici

(λ, u) ∈ R+ × (C2([0, `]) ∩ C4((0, `))) takovou, že rovnosti (2.1) a (2.2) jsou splněny.

Naše úloha je tvaru

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0,

což je homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice 4. řádu s konstantńımi koeficienty. Řešeńı

takové úlohy hledáme ve tvaru u(x) = emx, m ∈ C, a tedy dosṕıváme k charakteristické

rovnici

m4 + λm2 = 0. (2.3)
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Z kořen̊u charakteristické rovnice následně źıskáváme čtyřprvkovou množinu lineárně

nezávislých funkćı proměnné x s parametrem λ

FSC = {v1C(x, λ), v2C(x, λ), v3C(x, λ), v4C(x, λ)},

kde

viC = viC(x, λ) : [0, `]× R+ → C, viC ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)), i = 1, 2, 3, 4.

Tuto množinu nazýváme komplexńı fundamentálńı systém úlohy. Na základě transfor-

mace komplexńıho fundamentálńıho systému na reálný, tj.

FS = {v1(x, λ), v2(x, λ), v3(x, λ), v4(x, λ)},

kde

vi = vi(x, λ) : [0, `]× R+ → R, vi ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)), i = 1, 2, 3, 4,

dostáváme obecné řešeńı

u = u(x, λ) : [0, `]× R+ → R, u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)),

přičemž plat́ı

u = Av1 +Bv2 + Cv3 +Dv4

a

u(h) = Av
(h)
1 +Bv

(h)
2 + Cv

(h)
3 +Dv

(h)
4 , h = 1, 2,

kde A,B,C,D ∈ R.

Z okrajových podmı́nek (2.2) vid́ıme, že na koeficienty A,B,C,D vyvstává obecný

požadavek

M(λ)


A

B

C

D

 =


0

0

0

0

 ,

kde

M(λ) =


v1(0, λ) v2(0, λ) v3(0, λ) v4(0, λ)

v1(`, λ) v2(`, λ) v3(`, λ) v4(`, λ)

v
(j)
1 (0, λ) v

(j)
2 (0, λ) v

(j)
3 (0, λ) v

(j)
4 (0, λ)

v
(k)
1 (`, λ) v

(k)
2 (`, λ) v

(k)
3 (`, λ) v

(k)
4 (`, λ)

 .
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Budeme-li se zaj́ımat pouze o netriviálńı řešeńı úlohy, tj. u 6≡ 0, pak je zřejmě nutné,

aby 
A

B

C

D

 6=


0

0

0

0

 ,

k čemuž je nutnou podmı́nkou

detM(λ) = 0. (2.4)

Ukážeme, že existuje celá posloupnost {λk}k∈N splňuj́ıćı (2.4), tedy celá posloupnost

{FSk}k∈N, a tedy celá posloupnost funkćı {uk}k∈N. T́ım konečně najdeme i posloupnost

dvojic {(λk, uk)}k∈N , které řeš́ı úlohu (2.1), (2.2).
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Kapitola 3

Zpracováńı úlohy bez překážky

V této kapitole budeme zpracovávat úlohu popsanou v Kapitole 2 na principu v ńı uve-

deného postupu řešeńı. Jednotlivé př́ıpady pro uvažované tři typy okrajových podmı́nek

budou uváděny postupně.

3.1 Okrajové podmı́nky 0-2, 0-2

Necht’ je zadána úloha

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0

u(0) = u(`) = 0 (3.1)

u′′(0) = u′′(`) = 0. (3.2)

Z charakteristické rovnice

m4 + λm2 = 0

m2(m2 + λ) = 0,

jej́ımž řešeńım je čtveřice obecně komplexńıch č́ısel

m1,2 = ±i
√
λ

m3,4 = 0,

vyplývá komplexńı fundamentálńı systém

FSC =
{
ei
√
λx, e−i

√
λx, 1, x

}
,
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který lze s použit́ım vztah̊u

cos
(√

λx
)

=
ei
√
λx + e−i

√
λx

2

a

sin
(√

λx
)

=
ei
√
λx − e−i

√
λx

2i

transformovat na reálný fundamentálńı systém

FS =
{

cos
(√

λx
)
, sin

(√
λx
)
, 1, x

}
. (3.3)

Vytvořený reálný fundamentálńı systém FS generuje obecné řešeńı u = u(x) ve tvaru

u(x) = A cos (rx) +B sin (rx) + Cx+D, (3.4)

kde

r =
√
λ, (3.5)

a tedy také

u′(x) = −Ar sin (rx) +Br cos (rx) + C

u′′(x) = −Ar2 cos (rx)−Br2 sin (rx).
(3.6)

Tento tvar má obecné řešeńı všech zkoumaných úloh bez překážky.

S využit́ım homogenńıch okrajových podmı́nek (3.1), (3.2) dostáváme soustavu

u(0) = A cos (r · 0) +B sin (r · 0) + C · 0 +D = A+D = 0 (3.7)

u(`) = A cos (r`) +B sin (r`) + C`+D = 0

u′′(0) = −Ar2 cos (r · 0)−Br2 sin (r · 0) = −Ar2 = 0 (3.8)

u′′(`) = −Ar2 cos (r`)−Br2 sin (r`) = 0.

Jelikož λ > 0, potom podle (3.5) je r > 0 a z rovnice (3.8) plyne A = 0, a tedy z rovnice

(3.7) plyne D = 0, č́ımž se soustava rovnic zjednodušuje na soustavu dvou rovnic o dvou

neznámých maticově zapsatelnou v podobě sin (r`) `

−r2 sin (r`) 0

B
C

 =

0

0

 . (3.9)

Označ́ıme-li

M(λ) =

 sin (r`) `

−r2 sin (r`) 0

 ,
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pak z podmı́nky nulovosti determinantu matice soustavy detM(λ) = 0 plyne vztah

detM(λ) = r2` sin (r`) = 0,

který po zpětném dosazeńı r =
√
λ přecháźı v rovnici

λ` sin
(√

λ`
)

= 0, (3.10)

jej́ımiž řešeńımi jsou č́ısla λk. K nim lze pak naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı nenulové funkce

uk = uk(x) okrajovou úlohu na intervalu (0, `) splňuj́ıćı ve smyslu obecného řešeńı (3.4).

Jak je patrné, rovnice (3.10) má na intervalu λ ∈ (0,∞) nekonečnou posloupnost

kořen̊u

{λk}k∈N =

{(
kπ

`

)2
}
k∈N

.

Pro taková λk pak zjevně soustava (3.9) nabývá tvaru

(
0 `

)B
C

 = 0,

a tedy

B = Kk, kde Kk je libovolnou konstantou z množiny R \ {0}

C = 0.

Kořen̊um λk tak odpov́ıdá nekonečná posloupnost nenulových funkćı

{uk(x)}k∈N =

{
Kk sin

(
kπ

`
x

)}
k∈N

, Kk ∈ R \ {0} . (3.11)

T́ım źıskáváme i nekonečně mnoho řešeńı úlohy ve smyslu Definice 2.0.1, a je zřejmé, že

uk ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)), ∀k ∈ N.

Př́ıklad: Vykresleme prvńı tři funkce, tj. uk = uk(x), k ∈ {1, 2, 3} , okrajovou úlohu na

intervalu (0, `) splňuj́ıćı. Volme ` = 1. Tud́ıž

λ1 = π2, λ2 = 4π2, λ3 = 9π2,

jak možno pozorovat rovněž na Obrázku 3.1 zobrazuj́ıćım graf funkce d(λ) = λ sin
√
λ

na intervalu (0, 100).
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Obrázek 3.1: d(λ) = λ sin
√
λ, λ ∈ (0, 100)

20 000 40 000 60 000 80 000

-50 000

50 000

Obrázek 3.2: d(λ) = λ sin
√
λ, λ ∈ (0, 90000)

Těmto č́ısl̊um λ1, λ2, λ3 tedy odpov́ıdaj́ı nenulové funkce

u1(x) = K1 sin (1πx), x ∈ (0, 1), K1 ∈ R \ {0}

u2(x) = K2 sin (2πx), x ∈ (0, 1), K2 ∈ R \ {0}

u3(x) = K3 sin (3πx), x ∈ (0, 1), K3 ∈ R \ {0}.

Tyto funkce pro Kk = 1, k ∈ {1, 2, 3} vykreslujeme na Obrázku 3.3.

Obrázek 3.2 zobrazuj́ıćı graf funkce d(λ) = λ sin
√
λ na intervalu (0, 90000) je doplňuj́ıćım

ilustrativńım podkladem existence nekonečně mnoha kořen̊u λk.

Definice 3.1 Čı́slo λk nazveme vlastńım č́ıslem. Funkci uk odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu

λk nazveme vlastńı funkćı.

10
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Obrázek 3.3: u1(x) modrá, u2(x) fialová, u3(x) béžová, Kk = 1, k ∈ {1, 2, 3}

3.2 Okrajové podmı́nky 0-2, 0-1

Necht’ je zadána úloha

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0

u(0) = u(`) = 0 (3.12)

u′′(0) = u′(`) = 0. (3.13)

S využit́ım již známého reálného fundamentálńıho systému (3.3), tvaru obecného

řešeńı (3.4) a jeho derivaćı (3.6) a nyńı zadaných homogenńıch okrajových podmı́nek

(3.12), (3.13) dostáváme soustavu

u(0) = A cos (r · 0) +B sin (r · 0) + C · 0 +D = A+D = 0 (3.14)

u(`) = A cos (r`) +B sin (r`) + C`+D = 0

u′′(0) = −Ar2 cos (r · 0)−Br2 sin (r · 0) = −Ar2 = 0 (3.15)

u′(`) = −Ar sin (r`) +Br cos (r`) + C = 0.

Jelikož λ > 0, potom r =
√
λ > 0 (viz (3.5)) a z rovnice (3.15) plyne A = 0. Dále

z rovnice (3.14) plyne D = 0, č́ımž se soustava rovnic zjednodušuje na soustavu dvou

rovnic o dvou neznámých maticově zapsatelnou v podobě sin (r`) `

r cos (r`) 1

B
C

 =

0

0

 . (3.16)
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Označ́ıme-li

M(λ) =

 sin (r`) `

r cos (r`) 1

 ,

pak z podmı́nky nulovosti determinantu matice soustavy detM(λ) = 0 plyne

detM(λ) = sin (r`)− r` cos (r`) = 0. (3.17)

Zavedeńım substituce t = r` > 0 pak z rovnice (3.17) dostáváme

sin t = t cos t. (3.18)

Nyńı ověř́ıme, zda lze rovnici (3.18) podělit funkćı cos t, aniž bychom t́ım přǐsli o

nějaké jej́ı řešeńı t. Zřejmě cos t = 0 tehdy a jen tehdy, když t ∈
{

(2m− 1)π
2
; m ∈ N

}
,

a tedy sin t ∈ {−1, 1}. Je-li sin t = 1, tedy t = π
2
(1 + 4n), n ∈ N0, źıskáváme dosazeńım

do rovnice (3.18) rovnost

1 = 0,

která zřejmě neńı splněna pro žádné n ∈ N0. Tedy t = π
2
(1 + 4n), n ∈ N0 neńı řešeńım

rovnice (3.18). Analogicky, je-li sin t = −1, tedy t = 3π
2

(1 + 4
3
n), n ∈ N0, pak dosazeńım

do rovnice (3.18) źıskáváme rovnost

−1 = 0,

která rovněž neńı splněna pro žádné n ∈ N0. Tedy t = 3π
2

(1 + 4
3
n), n ∈ N0 neńı řešeńım

rovnice (3.18). Rovnici (3.18) tedy lze podělit funkćı cos t, aniž bychom t́ım přǐsli o nějaké

jej́ı řešeńı t, čili

tg t = t. (3.19)

Jelikož f = f(t) = tg t je periodickou funkćı s definičńım oborem

D(f) = (0,∞) \
{

(2m− 1)π
2
; m ∈ N

}
a s oborem hodnot H(f) = R a g = g(t) = t je

funkćı definovanou na definičńım oboru D(g) = (0,∞) s oborem hodnot H(g) = (0,∞),

tak je patrné, že funkce f a g maj́ı nekonečně mnoho pr̊useč́ık̊u. Rovnice (3.19) má tedy

nekonečně mnoho kořen̊u tk, k ∈ N, a tedy existuje i nekonečná posloupnost vlastńıch

č́ısel

{λk}k∈N =

{(
tk
`

)2
}
k∈N

(3.20)
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Obrázek 3.4: f(t) = tg t - modrá, g(t) = t - fialová

a jim odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch funkćı uk, k ∈ N. Tento závěr ilustrativně podkládá

Obrázek 3.4.

Pro tato vlastńı č́ısla nyńı obecně nalezneme zbylé koeficienty B,C tak, aby vyhovo-

valy soustavě (3.16). Jelikož detM(λk) = 0, tak ze soustavy (3.16) plyne

B sin (rk`) + C` = 0. (3.21)

Volbou B = Kk ∈ R \ {0} z rovnice (3.21) źıskáváme

C = −Kk
sin (rk`)

`
.

T́ım dostáváme i tvar obecného řešeńı

uk(x) = Kk

(
sin (rkx)− sin (rk`)

`
x

)
=

= Kk

(
sin
(√

λkx
)
−

sin
(√

λk`
)

`
x

)
.

Př́ıklad: Vykresleme prvńı tři vlastńı funkce, tj. uk = uk(x), k ∈ {1, 2, 3} , okrajovou

úlohu na intervalu (0, `) splňuj́ıćı. Volme opět ` = 1. S využit́ım numerickým metod

urč́ıme prvńı tři kořeny rovnice (3.19), tedy

t1 ≈ 4.4934, t2 ≈ 7.7253, t3 ≈ 10.9041.

Ze vztahu (3.20) pak plynou vlastńı č́ısla

λ1
.
= 20.19, λ2

.
= 59.68, λ3

.
= 118.90,

které ilustrativně podkládá Obrázek 3.5 zobrazuj́ıćı graf funkce (viz (3.17))

d(λ) = sin
√
λ−
√
λ cos

√
λ.

13
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Obrázek 3.5: d(λ) = sin
√
λ−
√
λ cos

√
λ

Pro λ1
.
= 20.19 je tedy hledanou vlastńı funkćı

u1(x) = K1

(
sin
(√

20.19x
)

+ 0.98x
)
,

podobně pro λ2
.
= 59.68 dostáváme

u2(x) = K2

(
sin
(√

59.68x
)
− 0.99x

)
,

nakonec pro λ3
.
= 118.90 dostáváme

u3(x) = K3

(
sin
(√

118.90x
)

+ x
)
.

Nalezené vlastńı funkce jsou pro Kk = 1, k ∈ {1, 2, 3} vykreslené na Obrázku 3.6.
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Obrázek 3.6: u1(x) modrá, u2(x) fialová, u3(x) béžová, Kk = 1, k ∈ {1, 2, 3}
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3.3 Okrajové podmı́nky 0-1, 0-1

Necht’ je zadána úloha

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0

u(0) = u(`) = 0 (3.22)

u′(0) = u′(`) = 0. (3.23)

S využit́ım již známého reálného fundamentálńıho systému (3.3), tvaru obecného

řešeńı (3.4) a jeho derivaćı (3.6) a nyńı zadaných homogenńıch okrajových podmı́nek

(3.22), (3.23) dostáváme soustavu

u(0) = A cos (r · 0) +B sin (r · 0) + C · 0 +D = A+D = 0 (3.24)

u(`) = A cos (r`) +B sin (r`) + C`+D = 0

u′(0) = −Ar sin (r · 0) +Br cos (r · 0) + C = Br + C = 0 (3.25)

u′(`) = −Ar sin (r`) +Br cos (r`) + C = 0.

Jelikož λ > 0, potom r > 0 (viz (3.5)), z rovnice (3.24) plyne D = −A a z rovnice (3.25)

plyne C = −Br. T́ım se soustava rovnic zjednodušuje na soustavu dvou rovnic o dvou

neznámých maticově zapsatelnou v podoběcos (r`)− 1 sin (r`)− r`

−r sin (r`) r(cos (r`)− 1)

A
B

 =

0

0

 . (3.26)

Označ́ıme-li

M(λ) =

cos (r`)− 1 sin (r`)− r`

−r sin (r`) r(cos (r`)− 1)

 ,

pak z podmı́nky nulovosti determinantu matice soustavy detM(λ) = 0 plyne

detM(λ) = r(cos (r`)− 1)2 + r (sin (r`)) (sin (r`)− r`) = 0. (3.27)

Jelikož r > 0, plat́ı

(cos (r`)− 1)2 + (sin (r`)) (sin (r`)− r`) = 0. (3.28)

Zavedeńım substituce t = r` > 0 z rovnice (3.28) dostáváme

t sin t = 2− 2 cos t. (3.29)
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Nyńı opět ověř́ıme, zda lze rovnici (3.29) podělit funkćı cos t, aniž bychom t́ım přǐsli o

nějaké jej́ı řešeńı t. Již v́ıme, že cos t = 0 tehdy jen tehdy, když t ∈
{

(2m− 1)π
2
; m ∈ N

}
a sin t ∈ {−1, 1}. Je-li sin t = 1, tedy t = π

2
(1 + 4n), n ∈ N0, źıskáváme dosazeńım do

rovnice (3.29) rovnost

π

2
(1 + 4n) = 2, n ∈ N0,

která neńı splněna pro žádné n ∈ N0. Tedy t = π
2
(1 + 4n), n ∈ N0 neńı řešeńım rovnice

(3.29). Analogicky pro sin t = −1, tedy t = 3π
2

(1 + 4
3
n), n ∈ N0, źıskáváme z rovnice

(3.29) rovnost

−3π

2

(
1 +

4

3
n

)
= 2, n ∈ N0,

která rovněž neńı splněna pro žádné n ∈ N0. Tedy t = 3π
2

(1 + 4
3
n), n ∈ N0 neńı řešeńım

rovnice (3.29). Můžeme tak bez ztráty řešeńı rovnici (3.29) podělit funkćı cos t, a źıskat

rovnici

ttg t = 2 sec t− 2. (3.30)

Jelikož f = f(t) = tg t je periodickou funkćı s definičńım oborem

D(f) = (0,∞) \
{

(2m− 1)π
2
; m ∈ N

}
a s oborem hodnot H(f) = R

a g = g(t) = 2 sec t − 2 je periodickou funkćı definovanou na témže definičńım oboru

D(g) = (0,∞) \
{

(2m− 1)π
2
; m ∈ N

}
s oborem hodnot H(g) = (−∞,−4] ∪ [0,∞), tak

je patrné, že funkce f a g maj́ı nekonečně mnoho pr̊useč́ık̊u. Rovnice (3.30) má tud́ıž

nekonečně mnoho kořen̊u tk, k ∈ N, a tedy existuje nekonečná posloupnost vlastńıch

č́ısel

{λk}k∈N =

{(
tk
`

)2
}
k∈N

(3.31)

a jim odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch funkćı uk, k ∈ N. Tento závěr ilustrativně podkládá

Obrázek 3.7.

Pro tato vlastńı č́ısla nyńı obecně nalezneme zbylé koeficienty A,B tak, aby vyhovo-

valy soustavě (3.26). Jelikož detM(λk) = 0, pak ze soustavy (3.26) plyne

A(cos(rk`)− 1) +B(sin(rk`)− r`) = 0. (3.32)

Volbou A = Kk ∈ R \ {0} z rovnice (3.32) źıskáváme

B = −Kk
cos(rk`)− 1

sin(rk`)− rk`
.
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Obrázek 3.7: f(t) = ttg t - modrá, g(t) = 2 sec t− 2 - fialová

T́ım dostáváme i tvar obecného řešeńı

uk(x) = Kk

(
cos (rkx)− cos(rk`)− 1

sin(rk`)− rk`
(sin (rkx)− rkx)− 1

)
= (3.33)

= Kk

(
cos
(√

λkx
)
− cos(

√
λk`)− 1

sin
(√

λk`
)
−
√
λk`

(
sin
(√

λkx
)
−
√
λkx
)
− 1

)
.

Př́ıklad: Vykresleme prvńı tři vlastńı funkce, tj. uk = uk(x), k ∈ {1, 2, 3} , okrajovou

úlohu na intervalu (0, `) splňuj́ıćı, volme opět ` = 1. S využit́ım numerickým metod

urč́ıme prvńı tři kořeny rovnice (3.30), tedy

t1 ≈ 6.2832, t2 ≈ 8.9868, t3 ≈ 12.5664.

Ze vztahu (3.31) tak plynou vlastńı č́ısla

λ1
.
= 39.48, λ2

.
= 80.76, λ3

.
= 157.91,

které ilustrativně podkládá Obrázek 3.8 zobrazuj́ıćı graf funkce

d(λ) =
√
λ
(

cos
√
λ− 1

)2
+
√
λ sin

√
λ
(

sin
√
λ−
√
λ
)

(viz (3.27)).

Pro λ1
.
= 39.48 je tedy hledanou vlastńı funkćı

u1(x) = K1

(
cos
(√

39.48x
)
− 1
)
.

podobně pro λ2
.
= 80.76 dostáváme

u2(x) = K2

(
cos
(√

80.76x
)
− 0.2225

(
sin
(√

80.76x
)
−
√

80.76x
)
− 1
)
,
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Obrázek 3.8: d(λ) =
√
λ(cos

√
λ− 1)2 +

√
λ sin

√
λ(sin

√
λ−
√
λ)

nakonec pro λ3
.
= 157.91 dostáváme

u3(x) = K3

(
cos
(√

157.91x
)
− 1
)
.

Nalezené vlastńı funkce jsou pro Kk = 1, k ∈ 1, 2, 3 vykreslené na Obrázku 3.9.

Povšimněme si, že pro k lichá z řešeńı uk(x) zcela vypadávaj́ı členy sin (rkx) a rkx.

To je dáno t́ım, že zřejmě, jak rovněž ilustruje Obrázek 3.7, pro každé i ∈ N plat́ı

t2i−1 · tg t2i−1 = 2 sec t2i−1 − 2 = 0,

a tedy pro každé i ∈ N plat́ı

cos (r2i−1`)− 1 = 0.
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Obrázek 3.9: u1(x) modrá, u2(x) fialová, u3(x) béžová, Kk = 1, k ∈ 1, 2, 3
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Kapitola 4

Postup řešeńı lineárńı úlohy

s překážkou

V úloze s překážkou budeme studovat úlohu popsanou v Kapitole 2, k ńıž přidáme

podmı́nku u(x0) = 0. Pro splněńı této podmı́nky budeme připouštět ztrátu C3 hladkosti.

V této kapitole opět zavedeme základńı pojmy a odvod́ıme obecný postup řešeńı, na

jehož principu budeme řešit úlohy v Kapitole 5.

Definice 4.1 Řešeńım úlohy

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0, ` > 0 (4.1)

s právě čtyřmi okrajovými podmı́nkami

u(0) = u(`) = 0

u(j)(0) = u(k)(`) = 0,
(4.2)

kde (j, k) je právě jeden z prvk̊u množiny {(2, 2), (2, 1), (1, 1)} , a přechodovými podmı́nkami

v bodě x0 ∈ (0, `)

u(x0) = 0 (4.3)

u′−(x0) = u′+(x0) (4.4)

u′′−(x0) = u′′+(x0) (4.5)

lim
x→x0−

u′′′(x) ≤ lim
x→x0+

u′′′(x) (4.6)

nazveme dvojici (λ, u) ∈ R+×(C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `))) , takovou, že rovnosti

(4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) a nerovnost (4.6) jsou splněny.
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Naše úloha je tvaru

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0,

což je homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice 4. řádu s konstantńımi koeficienty. Řešeńı

takové úlohy hledáme ve tvaru u(x) = emx, m ∈ C, a tedy dosṕıváme k charakteristické

rovnici

m4 + λm2 = 0.

Z kořen̊u charakteristické rovnice následně źıskáváme čtyřprvkovou množinu lineárně

nezávislých funkćı proměnné x s parametrem λ

FSC = {v1C(x, λ), v2C(x, λ), v3C(x, λ), v4C(x, λ)},

kde

viC = viC(x, λ) : [0, `]× R+ → C, viC ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)), i = 1, 2, 3, 4.

Tuto množinu nazýváme komplexńı fundamentálńı systém úlohy. Na základě transfor-

mace komplexńıho fundamentálńıho systému na reálný, tj.

FS = {v1(x, λ), v2(x, λ), v3(x, λ), v4(x, λ)},

kde

vi = vi(x, λ) : [0, `]× R+ → R, vi ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)), i = 1, 2, 3, 4,

dostáváme obecné řešeńı

u = u(x, λ) : [0, `]× R+ → R, u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)),

přičemž plat́ı

u := u(x, λ) =

 uL(x, λ), x ∈ [0, x0]

uP (x, λ), x ∈ [x0, `],

kde

uL(x, λ) = A1v1(x, λ) +B1v2(x, λ) + C1v3(x, λ) +D1v4(x, λ)

uP (x, λ) = A2v1((`− x), λ) +B2v2((`− x), λ) + C2v3((`− x), λ) +D2v4((`− x), λ)
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a zároveň plat́ı

u
(h)
L (x, λ) = A1v

(h)
1 (x, λ) +B1v

(h)
2 (x, λ) + C1v

(h)
3 (x, λ) +D1v

(h)
4 (x, λ)

u
(h)
P (x, λ) = A2v

(h)
1 ((`− x), λ) +B2v

(h)
2 ((`− x), λ) + C2v

(h)
3 ((`− x), λ) +

+D2v
(h)
4 ((`− x), λ),

kde h = 1, 2 a A1, B1, C1, D1, A2, B2, C2, D2 ∈ R. Tento tvar má obecné řešeńı všech

zkoumaných úloh s překážkou.

Z okrajových podmı́nek (4.1), (4.2) a přechodových podmı́nek (4.3), (4.4), (4.5), (4.6)

vid́ıme, že na koeficienty A1, B1, C1, D1, A2, B2, C2, D2 vyvstávaj́ı obecné požadavky

M(λ)



A1

B1

C1

D1

A2

B2

C2

D2



=



0

0

0

0

0

0

0

0



,

kde

M(λ) =

=


v1(0, λ) v2(0, λ) v3(0, λ) v4(0, λ) 0 0 0 0

0 0 0 0 v1(0, λ) v2(0, λ) v3(0, λ) v4(0, λ)

v
(j)
1 (0, λ) v

(j)
2 (0, λ) v

(j)
3 (0, λ) v

(j)
4 (0, λ) 0 0 0 0

0 0 0 0 v
(k)
1 (0, λ) v

(k)
2 (0, λ) v

(k)
3 (0, λ) v

(k)
4 (0, λ)

v1(x0, λ) v2(x0, λ) v3(x0, λ) v4(x0, λ) 0 0 0 0

0 0 0 0 v1(`− x0, λ) v2(`− x0, λ) v3(`− x0, λ) v4(`− x0, λ)

v
(j)
1 (x0, λ) v

(j)
2 (x0, λ) v

(j)
3 (x0, λ) v

(j)
4 (x0, λ) −v(j)1 (`− x0, λ) −v(j)2 (`− x0, λ) −v(j)3 (`− x0, λ) −v(j)4 (`− x0, λ)

v
(k)
1 (x0, λ) v

(k)
2 (x0, λ) v

(k)
3 (x0, λ) v

(k)
4 (x0, λ) −v(k)

1 (`− x0, λ) −v(k)
2 (`− x0, λ) −v(k)

3 (`− x0, λ) −v(k)
4 (`− x0, λ)

 ,

a

lim
x→x0−

(A1v
′′′
1 (x, λ) +B1v

′′′
2 (x, λ) + C1v

′′′
3 (x, λ) +D1v

′′′
3 (x, λ)) ≤

≤ lim
x→x0+

(A2v
′′′
1 (`− x, λ) +B2v

′′′
2 (`− x, λ) + C2v

′′′
3 (`− x, λ) +D2v

′′′
3 (`− x, λ)) .

Budeme-li se zaj́ımat pouze o netriviálńı řešeńı úlohy, tj. u 6≡ 0, pak je zřejmě nutné,
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aby 

A1

B1

C1

D1

A2

B2

C2

D2



6=



0

0

0

0

0

0

0

0



,

k čemuž je nutnou podmı́nkou

detM(λ) = 0. (4.7)

Ukážeme, že existuje celá posloupnost {λz}z∈N splňuj́ıćı (4.7), tedy celá posloupnost

{FSz}z∈N, a tedy celá posloupnost funkćı {uz}z∈N. T́ım konečně najdeme i posloupnost

dvojic {(λz, uz)}z∈N , které řeš́ı úlohu (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6).
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Kapitola 5

Zpracováńı úlohy s překážkou

V této kapitole budeme zpracovávat úlohu popsanou v Kapitole 4, na základě v ńı uve-

deného postupu řešeńı, a podrobovat ji zkoumáńı. Jednotlivé př́ıpady pro uvažované tři

typy okrajových podmı́nek budou uváděny postupně.

5.1 Okrajové podmı́nky 0-2, 0-2

Necht’ je zadána úloha

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0

s okrajovými podmı́nkami

u(0) = u(`) = 0 (5.1)

u′′(0) = u′′(`) = 0 (5.2)

a přechodovými podmı́nkami v bodě x0 ∈ (0, `)

u(x0) = 0

u′−(x0) = u′+(x0)

u′′−(x0) = u′′+(x0)

lim
x→x0−

u′′′(x) ≤ lim
x→x0+

u′′′(x).

(5.3)

Necht’ tedy u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)).

Jak vid́ıme, volbou

u(x) =

 uL(x), x ∈ [0, x0]

uP (x), x ∈ [x0, `]
(5.4)
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z přechodových podmı́nek (5.3) źıskáme

uL(x0) = uP (x0) = 0 (5.5)

u′L(x0) = u′P (x0) (5.6)

u′′L(x0) = u′′P (x0) (5.7)

lim
x→x0−

u′′′L (x) ≤ lim
x→x0+

u′′′P (x). (5.8)

Funkce uL(x), uP (x) přitom zřejmě maj́ı tvar

uL(x) = A1 cos (rx) +B1 sin (rx) + C1x+D1

uP (x) = A2 cos (r(`− x)) +B2 sin (r(`− x)) + C2(`− x) +D2,

kde

r =
√
λ > 0, (5.9)

a jejich derivace u′1, u
′′
1, u

′′′
1 , u

′
2, u

′′
2, u

′′′
2 maj́ı tvar

u′L(x) = −A1r sin (rx) +B1r cos (rx) + C1

u′′L(x) = −A1r
2 cos (rx)−B1r

2 sin (rx)

u′′′L (x) = A1r
3 sin (rx)−B1r

3 cos (rx)

u′P (x) = A2r sin (r(`− x))−B2r cos (r(`− x))− C2

u′′P (x) = −A2r
2 cos (r(`− x))−B2r

2 sin (r(`− x))

u′′′P (x) = −A2r
3 sin (r(`− x)) +B2r

3 cos (r(`− x)).

(5.10)

Z okrajových podmı́nek (5.1), (5.2) plyne

u(0) = uL(0) = A1 cos (r · 0) +B1 sin (r · 0) + C1 · 0 +D1 = A1 +D1 = 0 (5.11)

u(`) = uP (`) = A2 cos (r · 0) +B2 sin (r · 0) + C2 · 0 +D2 = A2 +D2 = 0 (5.12)

u′′(0) = u′′L(0) = −A1r
2 cos (r · 0)−B1r

2 sin (r · 0) = −A1r
2 = 0 (5.13)

u′′(`) = u′′P (`) = −A2r
2 cos (r · 0)−B2r

2 sin (r · 0) = −A2r
2 = 0 (5.14)

a z přechodových podmı́nek (5.5), (5.6), (5.7) plyne

uL(x0) = A1 cos (rx0) +B1 sin (rx0) + C1x0 +D1 = 0

uP (x0) = A2 cos (r(`− x0)) +B2 sin (r(`− x0)) + C2(`− x0) +D2 = 0
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u′L(x0) = −A1r sin (rx0) +B1r cos (rx0) + C1 =

= A2r sin (r(`− x0))−B2r cos (r(`− x0))− C2 = u′P (x0)
(5.15)

u′′L(x0) =− A1r
2 cos (rx0)−B1r

2 sin (rx0) =

=− A2r
2 cos (r(`− x0))−B2r

2 sin (r(`− x0)) = u′′P (x0).

Jelikož r =
√
λ > 0 (viz (5.9)), z rovnic (5.13), (5.14) plyne A1 = A2 = 0, tedy i z rovnic

(5.11), (5.12) plyne D1 = D2 = 0. Soustava rovnic (5.15) je tak redukována na soustavu

uL(x0) = B1 sin (rx0) + C1x0 = 0 (5.16)

uP (x0) = B2 sin (r(`− x0)) + C2(`− x0) = 0 (5.17)

u′L(x0) = B1r cos (rx0) + C1 = −B2r cos (r(`− x0))− C2 = u′P (x0) (5.18)

u′′L(x0) = −B1r
2 sin (rx0) = −B2r

2 sin (r(`− x0)) = u′′P (x0).

Z rovnic (5.16) a (5.17) źıskáváme

C1 = −B1 sin (rx0)

x0
, C2 = −B2 sin (r(`− x0))

`− x0
. (5.19)

Dosazeńım těchto koeficient̊u C1, C2 do rovnice (5.18) źıskáme následuj́ıćı soustavu dvou

rovnic o dvou neznámých

B1

(
r cos (rx0)−

sin (rx0)

x0

)
+B2

(
r cos (r(`− x0))−

sin(r(`− x0))
`− x0

)
= 0

−B1r
2 sin(rx0) +B2r

2 sin (r(`− x0)) = 0,

maticově zapsatelnou ve tvarur cos (rx0)− sin (rx0)
x0

r cos (r(`− x0))− sin(r(`−x0))
`−x0

−r2 sin(rx0) r2 sin (r(`− x0))

B1

B2

 =

0

0

 . (5.20)

Označ́ıme-li

M(λ) =

r cos (rx0)− sin (rx0)
x0

r cos (r(`− x0))− sin(r(`−x0))
`−x0

−r2 sin(rx0) r2 sin (r(`− x0))

 ,

pak z podmı́nky nulovosti determinantu matice soustavy detM(λ) = 0 plyne

detM(λ) =

(
r cos (rx0)−

sin (rx0)

x0

)
r2 sin (r(`− x0))+

+ r2 sin(rx0)

(
r cos (r(`− x0))−

sin(r(`− x0))
`− x0

)
= 0,

26



což po zpětném dosazeńı r =
√
λ přecháźı v rovnici√λ cos

(√
λx0

)
−

sin
(√

λx0

)
x0

λ sin
(√

λ(`− x0)
)

+

+ λ sin
(√

λx0

)√λ cos
(√

λ(`− x0)
)
−

sin
(√

λ(`− x0)
)

`− x0

 = 0.

(5.21)

Proved’me na tomto mı́stě pozorováńı, že pokud sin (
√
λx0) = 0

resp. sin (
√
λ(`− x0)) = 0, pak d́ıky požadavku na nulovost determinantu detM(λ) = 0

dostáváme sin (
√
λ(`− x0)) = 0 resp. sin (

√
λx0) = 0. Č́ısla λPsk := λsk taková, že pro

x0 ∈ (0, `) plat́ı

√
λskx0 = mkπ, mk ∈ N a zároveň

√
λsk(`− x0) = nkπ, nk ∈ N,

tedy splňuj́ı rovnici (5.21). Jak snadno nahlédneme, taková č́ısla λsk existuj́ı, právě když

plat́ı rovnost

mk

x0
=

nk
`− x0

,

a tedy, jelikož mk, nk ∈ N, právě když

`− x0
x0

∈ Q.

Definujme nyńı č́ıslo

a

b
=
`− x0
x0

∈ Q, (5.22)

kde a, b ∈ N a jsou nesoudělná. Pak zjevně

nk = mk
`− x0
x0

= mk
a

b
.

Aby platilo nk ∈ N, muśı jistě platit, že mk = kb, a tedy nk = ka. T́ım źıskáváme

analytické vyjádřeńı singulárńıch vlastńıch č́ısel

λsk =

(
kbπ

x0

)2

=

(
kaπ

`− x0

)2

, (5.23)

které tvoř́ı nekonečnou posloupnost
{
λPsk
}
k∈N. Nekonečná posloupnost singulárńıch vlastńıch

č́ısel tedy bude existovat, právě když bude platit

`− x0
x0

∈ Q,
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tedy

`− x0
x0

=
`

x0
− 1 ∈ Q⇔ `

x0
∈ Q⇔ x0

`
∈ Q.

Nyńı rovnici (5.21) poděĺıme výrazem

sin
(√

λx0

)
sin
(√

λ(x0 − `)
)

(5.24)

za předpokladu, že

√
λx0 6= mπ, m ∈ N a zároveň

√
λ(x0 − `) 6= nπ, n ∈ N.

Poděleńım rovnice (5.21) výrazem (5.24) dostaneme rovnici

√
λcotg

(√
λx0

)
− 1

x0
= −
√
λcotg

(√
λ(`− x0)

)
+

1

`− x0
. (5.25)

Jelikož funkce (proměnné λ a parametru x0)

f = f(λ, x0) =
√
λcotg

(√
λx0

)
− 1

x0

je funkćı s definičńım oborem

D(f) =

{
(0,∞) \

⋃
m∈N

{(
mπ

x0

)2
}}

, x0 > 0

a s oborem hodnot H(f) = R a funkce

g = g(λ, x0, `) = −
√
λcotg

(√
λ(`− x0)

)
+

1

`− x0

je funkćı s definičńım oborem

D(g) =

{
(0,∞) \

⋃
n∈N

{(
nπ

`− x0

)2
}}

, 0 < x0 < `

a s oborem hodnot H(g) = R, přičemž funkce kotangens je periodická s periodou
(
π
x0

)2
resp.

(
π

`−x0

)2
, je patrné, že funkce f a g maj́ı nekonečně mnoho pr̊useč́ık̊u. Rovnice (5.25)

má tud́ıž na množině D(f) ∩ D(g) nekonečně mnoho kořen̊u λPk := λk, a tedy existuje

nekonečná posloupnost vlastńıch č́ısel
{
λPk
}
k∈N .

Pro vlastńı č́ısla λPk nyńı obecně nalezneme zbylé koeficienty B1, B2 tak, aby vyhovo-

valy soustavě (5.20). Jelikož tedy detM(λPk ) = 0, pak ze soustavy (5.20) plyne

−B1 sin (rkx0) +B2 sin (rk(`− x0)) = 0. (5.26)
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Volbou B1 = KP
k , K

P
k ∈ MP

k ⊂ R \ {0}, kde symbolem MP
k označujeme množinu

př́ıpustných koeficient̊u KP
k vzhledem k podmı́nce (5.8), pak z rovnice (5.26) źıskáváme

B2 = KP
k

sin (rkx0)

sin (rk(`− x0))

a s použit́ım vztah̊u (5.19) dále dostáváme

C1 = −KP
k

sin (rkx0)

x0
a C2 = −KP

k

sin (rkx0)

`− x0
.

T́ım dostáváme i tvar obecného řešeńı

uPk (x) =

 uPkL(x) = KP
k

(
sin (rkx)− sin (rkx0)

x0
x
)
, x ∈ [0, x0]

uPkP (x) = KP
k

(
sin(rkx0)

sin (rk(`−x0))
sin (rk(`− x))− sin (rkx0)

`−x0 (`− x)
)
, x ∈ [x0, `].

K obecnému řešeńı dále potřebujeme znát množinu MP
k ⊂ R \ {0} takovou, aby byla

splněna přechodová podmı́nka (5.8). Potřebujeme-li tedy

lim
x→x0−

(uPkL)′′′(x) ≤ lim
x→x0+

(uPkP )′′′(x),

pak

−KP
k r

3
k cos(rkx0) ≤ KP

k

sin (rkx0)

sin (rk(`− x0))
r3k cos(rk(`− x0)),

což je po úpravě

KP
k (cos(rkx0) + sin (rkx0)cotg(rk(`− x0))) ≥ 0. (5.27)

Tedy

MP
k =

{
KP
k ∈ R \ {0} ; signKP

k = sign (cos(rkx0) + sin (rkx0)cotg(rk(`− x0)))
}
,

pro cos(rkx0) + sin (rkx0)cotg(rk(`− x0)) 6= 0 a

MP
k = R \ {0} jinak. (5.28)

Poznamenejme, že rovnost

MP
k = R \ {0} , (5.29)

by zřejmě platila, právě když by byly splněny rovnosti

lim
x→x0−

(uPkL)′′′(x) = (uPkL)′′′(x0) = (uPkP )′′′(x0) = lim
x→x0+

(uPkP )′′′(x),

a tedy byla splněna př́ıslušnost

uPk ∈ C2([0, `]) ∩ C3((0, `)) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)). (5.30)

29



Rovněž snadno ukážeme, že rovnost (5.29) by platila, právě když by platila př́ıslušnost

uPk ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)), (5.31)

nebot’

lim
x→x0−

(uPkL)′′′′(x) = (uPkL)′′′′(x0) = (uPkP )′′′′(x0) = lim
x→x0+

(uPkP )′′′′(x),

protože plat́ı

KP
k r

4
k sin (rkx0) = KP

k r
4
k

sin (rkx0)

sin (rk(`− x0))
sin (rk(`− x0))

0 = 0.

Poznámka 5.1 Později ukážeme a zd̊uvodńıme, proč př́ıpad (5.29) pojednáván v odstavci

výše nem̊uže nastat.

Dále nalezneme koeficienty B1, B2 k singulárńım vlastńı č́ısl̊um λPsk . Jelikož tedy nutně

plat́ı

sin (rskx0) = sin (rsk(`− x0)) = 0, (5.32)

dostáváme ze soustavy (5.20)

B1 cos (rskx0) +B2 cos (rsk(`− x0)) = 0,

a tedy volbou B1 = KP
sk
, KP

sk
∈ MP

sk
⊂ R \ {0} dostáváme

B2 = −KP
sk

cos (rskx0)

cos (rsk(`− x0))
.

Dále ze vztahu (5.32) a z rovnic (5.16), (5.17) plyne

C1 = C2 = 0,

a tedy dostáváme tvar obecného singulárńıho řešeńı

uPsk(x) =

 uPskL
(x) = KP

sk
sin (rskx), x ∈ [0, x0]

uPskP
(x) = −KP

sk

cos(rskx0)
cos (rsk (`−x0))

sin (rsk(`− x)), x ∈ [x0, `].
(5.33)

I k obecnému singulárńımu řešeńı potřebujeme znát dále množinu MP
sk
⊂ R \ {0}

takovou, aby byla splněna přechodová podmı́nka (5.8). Potřebujeme-li tedy

lim
x→x0−

(uPskL
)′′′(x) ≤ lim

x→x0+
(uPskP

)′′′(x),
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pak

−KP
sk
r3sk cos(rskx0) ≤ −KP

sk

cos (rskx0)

cos (rsk(`− x0))
r3sk cos(rsk(`− x0)),

a nerovnost je jistě splněna pro

KP
sk
∈ MP

sk
= R \ {0}. (5.34)

Zároveň jistě plat́ı, že

lim
x→x0−

(uPskL
)′′′(x) = (uPskL

)′′′(x0) = (uPskP
)′′′(x0) = lim

x→x0+
(uPskP

)′′′(x),

tedy

∀k ∈ N : uPsk ∈ C2([0, `]) ∩ C3((0, `)) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)).

Snadno nav́ıc prokážeme, že dokonce

∀k ∈ N : uPsk ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)),

nebot’

lim
x→x0−

(uPskL
)′′′′(x) = (uPskL

)′′′′(x0) = (uPskP
)′′′′(x0) = lim

x→x0+
(uPskP

)′′′′(x),

protože plat́ı

KP
sk
r4sk sin (rskx0) = −KP

sk
r4sk

cos (rskx0)

cos (rsk(`− x0))
sin (rsk(`− x0))

KP
sk
r4sk · 0 = −KP

sk
r4sk

cos (rskx0)

cos (rsk(`− x0))
· 0

0 = 0.

Podivme se nyńı na źıskaný tvar (5.33) singulárńıho řešeńı a proved’me následuj́ıćı

úvahu. Necht’ x0 ∈ (0, `), x0
`
∈ Q. Mějme funkce f1k(x) = C1k sin (ckx) a

f2k(x) = C2k sin (ck(`− x)), kde C1k , C2k ∈ R \ {0} , a ck ∈ (0,∞) je takové, že

f1k(x0) = f2k(x0) = 0. (5.35)

Necht’ c1 je nejmenš́ı možné kladné reálné č́ıslo pro které (5.35) plat́ı. Definujme funkci

fk(x) =

 f1k(x), x ∈ [0, x0]

f2k(x), x ∈ [x0, `].
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Položme si prve otázku, kdy bude tato spojitá funkce fk spojitě diferencovatelná. Jak si

snadno uvědomı́me, mohou nastat dva př́ıpady. Prvńım je př́ıpad, kdy bude platit, že

existuje δ > 0 takové, že ∀x ∈ Oδ(x0) \ {x0} : fk(x) < 0

nebo

existuje δ > 0 takové, že ∀x ∈ Oδ(x0) \ {x0} : fk(x) > 0.

Tomuto př́ıpadu zjevně odpov́ıdá zlom v prvńı derivaci v bodě x0.

Podivme se na druhý př́ıpad, tj. když

existuje δ > 0 takové, že

∀x ∈ Oδ(x0) \ [x0, `) : fk(x) < 0 a zároveň ∀x ∈ Oδ(x0) \ (0, x0] : fk(x) > 0,

nebo

existuje δ > 0 takové, že

∀x ∈ Oδ(x0) \ [x0, `) : fk(x) > 0 a zároveň ∀x ∈ Oδ(x0) \ (0, x0] : fk(x) < 0.

Je patrné, že pro zvolený bod

x0 := x02 =
p

q
`,

kde q je sudé přirozené č́ıslo a p je takové přirozené č́ıslo, aby č́ısla p a q byla nesoudělná,

dostáváme tento př́ıpad právě tehdy, když polož́ıme

signC1k = sign(−C2k), ∀k ∈ N.

Pro zvolený bod

x0 := x01 =
p

q
`,

kde q je liché přirozené č́ıslo a p je takové přirozené č́ıslo, aby č́ısla p a q byla nesoudělná,

dostáváme tento př́ıpad právě tehdy, když polož́ıme

signC1k = signC2k , pro k lichá

signC1k = sign(−C2k), pro k sudá.

Funkce fk bude spojitě diferencovatelná právě tehdy, když budou splněny tyto signové

podmı́nky a bude nav́ıc platit Ck = |C1k | = |C2k |. Uvědomme si však, že pro tak zvolená

C1k , C2k potom dostáváme bud’to

fk(x) ≡ Ck sin (ckx), nebo fk(x) ≡ −Ck sin (ckx) na intervalu (0, `),
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což jsou patrně funkce tř́ıdy C4((0, `)). Z uvedeného tedy plyne, že pro č́ısla tvaru x02

plat́ı:

fk ∈ C4((0, `)) právě tehdy, když C1k = −C2k , ∀k ∈ N

a pro č́ısla tvaru x01 plat́ı:

fk ∈ C4((0, `)) právě tehdy, když C1k = C2k , pro k lichá

fk ∈ C4((0, `)) právě tehdy, když C1k = −C2k , pro k sudá.

To pro náš źıskaný tvar obecného singulárńıho řešeńı (5.33) jistě znamená, že

cos (rskx0)

cos (rsk(`− x0))
= 1, ∀k ∈ N, x0 := x02

a

cos (rskx0)

cos (rsk(`− x0))
= −1, pro k lichá, x0 := x01

cos (rskx0)

cos (rsk(`− x0))
= 1, pro k sudá, x0 := x01 .

T́ım jsme dokázali, že tvar singulárńıho řešeńı je ekvivalentńı s tvarem obecného řešeńı v

úloze bez překážky (3.11), a tedy, že každé řešeńı u ∈ C4((0, `)) př́ısluš́ı právě vlastńımu

č́ıslu λPsk . V d̊usledku jsme tak dokázali, že

∀k ∈ N : uPk ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `))

a zároveň

∀k ∈ N : uPk 6∈ C3((0, `))

(viz vyplývaj́ıćı ekvivalence výrok̊u (5.30), (5.31)).

Nyńı definujme množiny

Ls =
{
λPsk ; k ∈ N

}
a L′ =

{
λPk ; k ∈ N

}
a jejich sjednoceńı

L = Ls ∪ L′.

Takové sjednoceńı L bude zřejmě udávat množinu všech vlastńıch č́ısel. Množině Ls, jak

jsme ukázali, odpov́ıdaj́ı singulárńı vlastńı funkce uPsk ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)), a tedy je

množina těchto singulárńıch vlastńıch č́ısel resp. funkćı podmnožinou množiny vlastńıch
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č́ısel resp. funkćı úlohy bez překážky se stejnými okrajovými podmı́nkami. Množina L′

je naopak množina vlastńıch č́ısel λPk , jimž odpov́ıdaj́ı vlastńı funkce

uPk ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)) a zároveň uPk 6∈ C3((0, `)).

Př́ıklad: Pro daľśı postoupeńı v úloze nyńı zvolme ` = 1, x0 = 2
3
` = 2

3
. Jelikož

`− x0
x0

=
1

2
∈ Q

a

`− x0
x0

=
1

2
⇒ a = 1, b = 2

(viz (5.22)), źıskáváme analytické vyjádřeńı nekonečné posloupnosti singulárńıch vlastńıch

č́ısel (viz (5.23))

{
λPsk
}
k∈N =

{(
2kπ

x0

)2
}
k∈N

=
{

9k2π2
}
k∈N .

Pro k = 1 tedy

λPs1 = 9π2 .
= 88.83.

Pro nalezeńı nesingulárńıch vlastńıch č́ısel použijeme rovnici (5.25), která dosazeńım

` = 1, x0 = 2
3
` = 2

3
přejde do podoby

√
λcotg

(
1

3

√
λ

)
+
√
λcotg

(
2

3

√
λ

)
− 9

2
= 0.

Numerickými metodami nyńı nalezneme prvńı dvě nesingulárńı vlastńı č́ısla, tedy

λP1
.
= 33.47, λP2

.
= 150.81,

které ilustrativně podkládá Obrázek 5.1 zobrazuj́ıćı graf funkce

w(λ) =
√
λcotg

(
1

3

√
λ

)
+
√
λcotg

(
2

3

√
λ

)
− 9

2
.

Dohromady tedy máme tři vlastńı č́ısla λP1 < λPs1 < λP2 , které ilustrativně podkládá

Obrázek 5.2 zobrazuj́ıćı graf funkce

d(λ) =

(√
λ cos

(
2

3

√
λ

)
− 3

2
sin

(
2

3

√
λ

))
· λ sin

(
1

3

√
λ

)
+

+ λ sin

(
2

3

√
λ

)
·
(√

λ cos

(
1

3

√
λ

)
− 3 sin

(
1

3

√
λ

))
.

(5.36)
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Obrázek 5.1: w(λ) =
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Obrázek 5.2: Funkce d(λ) - (5.36)

Našim podmı́nkám ` = 1, x0 = 2
3

a jim př́ıslušným vlastńım č́ısl̊um

λP1
.
= 33.47, λPs1

.
= 88.83, λP2

.
= 150.81

tak odpov́ıdaj́ı vlastńı funkce

uP1 (x) =

 uP1L(x) = KP
1

(
sin
(√

33.47x
)

+ 0.98x
)
, x ∈ [0, 2

3
]

uP1P (x) = KP
1

(
−0.7 sin

(√
33.47(1− x)

)
+ 1.97(1− x)

)
, x ∈ [2

3
, 1]

uPs1(x) =

 uPs1L
(x) = KP

s1
sin (3πx), x ∈ [0, 2

3
]

uPs1P
(x) = KP

s1
sin (3π(1− x)), x ∈ [2

3
, 1]

uP2 (x) =

 uP2L(x) = KP
2

(
sin
(√

150.81x
)
− 1.42x

)
, x ∈ [0, 2

3
]

uP2P (x) = KP
2

(
−1.16 sin

(√
150.81(1− x)

)
− 2.84(1− x)

)
, x ∈ [2

3
, 1],

kde KP
s1
∈ R \ {0}, KP

1 ∈ MP
1 , K

P
2 ∈ MP

2 .
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Dále vid́ıme, že pro ` = 1, x0 = 2
3
, r1 =

√
33.47 plat́ı

sign (cos(rkx0) + sin (rkx0)cotg(rk(`− x0))) = −1,

tedy

KP
1 ∈ MP

1 = (−∞, 0).

Analogicky pro uP2 (x) bude platit

KP
2 ∈ MP

2 = (0,∞).

Uvedené funkce vykreslujeme na Obrázćıch 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

Obrázek 5.3: Funkce uP1L(x)-modrá, uP1P (x)-fialová na intevralu [0, 1], KP
1 = −1
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Obrázek 5.4: Funkce uP1 (x) na intevralu [0, 1], KP
1 = −1
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Obrázek 5.5: Funkce uPs1(x) na intevralu [0, 1], KP
s1

= 1
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Obrázek 5.6: Funkce uP2L(x)-modrá, uP2P (x)-fialová na intevralu [0, 1], KP
2 = 1
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Obrázek 5.7: Funkce uP2 (x) na intevralu [0, 1], KP
2 = 1
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5.2 Okrajové podmı́nky 0-2, 0-1

Necht’ je zadána úloha

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0

s okrajovými podmı́nkami

u(0) = u(`) = 0 (5.37)

u′′(0) = u′(`) = 0 (5.38)

a přechodovými podmı́nkami v bodě x0 ∈ (0, `)

u(x0) = 0

u′−(x0) = u′+(x0)

u′′−(x0) = u′′+(x0)

lim
x→x0−

u′′′(x) ≤ lim
x→x0+

u′′′(x).

(5.39)

Necht’ tedy u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)).

S využit́ım volby (5.4), vztah̊u (5.9), (5.10) a okrajových podmı́nek (5.37), (5.38)

dostáváme

u(0) = uL(0) = A1 cos (r · 0) +B1 sin (r · 0) + C1 · 0 +D1 = A1 +D1 = 0 (5.40)

u(`) = uP (`) = A2 cos (r · 0) +B2 sin (r · 0) + C2 · 0 +D2 = A2 +D2 = 0 (5.41)

u′′(0) = u′′L(0) = −A1r
2 cos (r · 0)−B1r

2 sin (r · 0) = −A1r
2 = 0 (5.42)

u′(`) = u′P (`) = A2r sin (r · 0)−B2r cos (r · 0)− C2 = −B2r − C2 = 0 (5.43)

Dále s využit́ım přechodových podmı́nek (5.39) resp. vztah̊u (5.5), (5.6), (5.7) dostáváme

uL(x0) = A1 cos (rx0) +B1 sin (rx0) + C1x0 +D1 = 0

uP (x0) = A2 cos (r(`− x0)) +B2 sin (r(`− x0)) + C2(`− x0) +D2 = 0

u′L(x0) = −A1r sin (rx0) +B1r cos (rx0) + C1 =

= A2r sin (r(`− x0))−B2r cos (r(`− x0))− C2 = u′P (x0)
(5.44)

u′′L(x0) =− A1r
2 cos (rx0)−B1r

2 sin (rx0) =

= −A2r
2 cos (r(`− x0))−B2r

2 sin (r(`− x0)) = u′′P (x0).
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Jelikož r =
√
λ > 0 (viz (5.9)), z rovnic (5.40), (5.42) plyne A1 = D1 = 0. Z rovnice

(5.41) dále plyne D2 = −A2 a z rovnice (5.43) plyne C2 = −B2r. Soustava rovnic (5.44)

je tak redukována na soustavu

uL(x0) = B1 sin (rx0) + C1x0 = 0 (5.45)

uP (x0) = A2(cos (r(`− x0))− 1) +B2(sin (r(`− x0))− r(`− x0)) = 0 (5.46)

u′L(x0) = B1r cos (rx0) + C1 =

= A2r sin (r(`− x0))−B2r(cos(r(`− x0))− 1) = u′P (x0)
(5.47)

u′′L(x0) = −B1r
2 sin (rx0) =

= −A2r
2 cos (r(`− x0))−B2r

2 sin (r(`− x0)) = u′′P (x0).
(5.48)

Z rovnic (5.45) a (5.46) źıskáváme

C1 = −B1
sin (rx0)

x0
, A2 = −B2

sin (r(`− x0))− r(`− x0)
cos(r(`− x0))− 1

. (5.49)

Dosazeńım těchto koeficient̊u C1, A2 do rovnic (5.47), (5.48) źıskáme po úpravě následuj́ıćı

soustavu dvou rovnic o dvou neznámých

B1

(
r cos (rx0)−

sin (rx0)

x0

)
+

+B2r

(
−r(`− x0) sin (r(`− x0))

cos (r(`− x0))− 1
− 2

)
= 0

B1

(
r2 sin (rx0)

)
+

+B2r
2

(
sin (r(`− x0))− (r(`− x0)) cos (r(`− x0))

cos (r(`− x0))− 1

)
= 0,

maticově zapsatelnou ve tvaru

M(λ)

B1

B2

 =

0

0

 , (5.50)

kde

M(λ) =

=

r cos (rx0)− sin (rx0)
x0

r
(
− r(`−x0) sin (r(`−x0))

cos (r(`−x0))−1 − 2
)

r2 sin (rx0) r2
(

sin (r(`−x0))−(r(`−x0)) cos (r(`−x0))
cos (r(`−x0))−1

)
 .
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Z podmı́nky nulovosti determinantu matice soustavy detM(λ) = 0 plyne

−r3 sin (rx0)

(
−r(`− x0) sin (r(`− x0))

cos (r(`− x0))− 1
− 2

)
+

+r2
(
r cos (rx0)−

sin (rx0)

x0

)
×

×
(

sin (r(`− x0))− (r(`− x0)) cos (r(`− x0))
cos (r(`− x0))− 1

)
= 0,

což po zpětném dosazeńı r =
√
λ přecháźı v rovnici

−
√
λ3 sin

(√
λx0

)−
√
λ(`− x0) sin

(√
λ(`− x0)

)
cos
(√

λ(`− x0)
)
− 1

− 2

+

+λ

√λ cos
(√

λx0

)
−

sin
(√

λx0

)
x0

× (5.51)

×

sin
(√

λ(`− x0)
)
−
(√

λ(`− x0)
)

cos
(√

λ(`− x0)
)

cos
(√

λ(`− x0)
)
− 1

 = 0.

Definičńım oborem této rovnice o neznámé λ je, jak snadno nahlédneme, množina

D = R \

{(
2mπ

`− x0

)2

; m ∈ N

}
.

Tedy zřejmě bude kromě nalezeńı kořen̊u λ rovnice (5.51) nutné zjistit, zda pro některá

λ =
(

2mπ
`−x0

)2
, m ∈ N neńı rovněž možné naj́ıt ne vesměs nulové koeficientyA1, B1, C1, D1, A2,

B2, C2, D2 obecného řešeńı u naš́ı úlohy, tedy, zda některá č́ısla λ =
(

2mπ
`−x0

)2
, m ∈ N

nejsou rovněž vlastńımi č́ısly, třebaže je rovnićı (5.51) nenajdeme.

Předpokládejme tedy, že λ =
(

2mπ
`−x0

)2
, m ∈ N. Pak cos (r(`− x0)) − 1 = 0, a tedy

sin (r(`− x0)) = 0, a soustava rovnic (5.45), (5.46), (5.47), (5.48) je redukována na

soustavu

uL(x0) = B1 sin (rx0) + C1x0 = 0 (5.52)

uP (x0) = −B2r(`− x0) = 0 (5.53)

u′L(x0) = B1r cos (rx0) + C1 = 0 = u′P (x0) (5.54)

u′′L(x0) = −B1r
2 sin (rx0) = −A2r

2 = u′′P (x0). (5.55)

Z rovnic (5.52), (5.53) źıskáváme

C1 = −B1
sin (rx0)

x0
, B2 = 0. (5.56)

41



Dosazeńım těchto koeficient̊u do rovnic (5.54), (5.55) dostáváme soustavu dvou rovnic o

dvou neznámých

B1

(
r cos (rx0)−

sin (rx0)

x0

)
= 0

B1

(
−r2 sin (rx0)

)
+ A2r

2 = 0,

maticově zapsatelnou ve tvarur cos (rx0)− sin (rx0)
x0

0

−r2 sin (rx0) r2

B1

A2

 =

0

0

 . (5.57)

Nenulové koeficienty B1, A2 bude tedy patrně možno źıskat, bude-li λ =
(

2mπ
`−x0

)2
, m ∈ N

splňovat rovnost

√
λ cos

(√
λx0

)
−

sin
(√

λx0

)
x0

= 0. (5.58)

Definujme

L1 = {λ ∈ R; detM(λ) = 0} =
{
λP11 , λ

P
12
, λP13 , ...

}

L2 =

λ ∈ R;

(
λ =

(
2mπ

`− x0

)2

, m ∈ N

)
a zároveň

√λ cos
(√

λx0

)
−

sin
(√

λx0

)
x0

= 0

 =

=
{
λP21 , λ

P
22 , λ

P
23 , ...

}
Množinou všech vlastńıch č́ısel je poté zřejmě

L = L1 ∪ L2.

Pro vlastńı č́ısla λP1k nyńı obecně nalezneme koeficienty B1, B2 tak, aby vyhovovaly

soustavě (5.50). Jelikož tedy detM(λPk ) = 0, pak ze soustavy (5.50) plyne

B1

(
r21k sin (r1kx0)

)
+ (5.59)

+B2r
2
1k

(
sin (r1k(`− x0))− (r1k(`− x0)) cos (r1k(`− x0))

cos (r1k(`− x0))− 1

)
= 0.

Volbou B2 = KP
1k
, KP

1k
∈ MP

1k
⊂ R \ {0} z rovnice (5.59) źıskáváme

B1 = −KP
1k

sin (r1k(`− x0))− (r1k(`− x0)) cos (r1k(`− x0))
sin (r1kx0)(cos (r1k(`− x0))− 1)

a s použit́ım vztah̊u (5.49) dále dostáváme

C1 = KP
1k

sin (r1k(`− x0))− (r1k(`− x0)) cos (r1k(`− x0))
x0(cos (r1k(`− x0))− 1)
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a

A2 = −KP
1k

sin (r1k(`− x0))− r1k(`− x0)
cos(r1k(`− x0))− 1

.

T́ım dostáváme i tvar obecného řešeńı

uP1k(x) =

 uP1kL
(x), x ∈ [0, x0]

uP1kP
(x), x ∈ [x0, `],

kde

uP1kL
(x) = KP

1k

sin (r1k(`− x0))− (r1k(`− x0)) cos (r1k(`− x0))
cos (r1k(`− x0))− 1

×

×
(
x

x0
− sin (r1kx)

sin (r1kx0)

)

uP1kP
(x) = KP

1k

[
sin (r1k(`− x0))− r1k(`− x0)

cos (r1k(`− x0))− 1
(1− cos (r1k(`− x))) +

+ sin (r1k(`− x))− r1k(`− x)] .

Potřebujeme však znát ještě množinu MP
1k
⊂ R \ {0} takovou, aby byla splněna

přechodová podmı́nka (5.8). Potřebujeme-li tedy

lim
x→x0−

(uP1kL
)′′′(x) ≤ lim

x→x0+
(uP1kP

)′′′(x),

pak

KP
1k

(
sin (r1k(`− x0))− (r1k(`− x0)) cos (r1k(`− x0))

sin (r1kx0)(cos (r1k(`− x0))− 1)
cos (r1kx0)−

−sin (r1k(`− x0))− r1k(`− x0)
cos (r1k(`− x0))− 1

sin (r1k(`− x0))− cos (r1k(`− x0))
)
≤ 0,

(5.60)

a tedy

MP
1k

=
{
KP

1k
∈ R \ {0} ; plat́ı nerovnost (5.60)

}
.

Zřejmě přitom

MP
1k

= R \ {0} ⇔ (5.61)

⇔ lim
x→x0−

(uP1kL
)′′′(x) = (uP1kL

)′′′(x0) = (uP1kP
)′′′(x0) = lim

x→x0+
(uP1kP

)′′′(x)⇔

⇔ u1k ∈ C2([0, `]) ∩ C3((0, `)) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)).

Snadno nav́ıc prokážeme, že

MP
1k

= R \ {0} ⇔ u1k ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)), (5.62)
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nebot’

lim
x→x0−

(uP1kL
)′′′′(x) = (uP1kL

)′′′′(x0) = (uP1kP
)′′′′(x0) = lim

x→x0+
(uP1kP

)′′′′(x),

protože plat́ı

− (sin (r1k(`− x0))− r1k(`− x0) cos (r1k(`− x0))) = (5.63)

= r1k(`− x0) cos (r1k(`− x0))− sin (r1k(`− x0)).

Nyńı obecně nalezneme koeficienty B1, A2 tak, aby vyhovovaly soustavě (5.57) pro

vlastńı č́ısla λP2k . Jelikož determinant matice tuto soustavu reprezentuj́ıćı je nulový, plat́ı

A2 −B1 sin (r2kx0) = 0. (5.64)

Volbou B1 = KP
2k
, KP

2k
∈ MP

2k
⊂ R \ {0} z rovnice (5.64) dostáváme

A2 = KP
2k

sin (r2kx0)

a s použit́ım vztah̊u (5.56) dále dostáváme

C1 = −KP
2k

sin (r2kx0)

x0
.

T́ım dostáváme i tvar obecného řešeńı

uP2k(x) =

 uP2kL
(x) = KP

2k

(
sin (r2kx)− sin (r2kx0)

x0
x

)
, x ∈ [0, x0]

uP2kP
(x) = KP

2k
sin (r2kx0) (cos (r2k(`− x))− 1) , x ∈ [x0, `].

Dále zde potřebujeme znát množinu MP
2k
⊂ R \ {0} takovou, aby byla splněna

přechodová podmı́nka (5.8). Potřebujeme-li tedy

lim
x→x0−

(uP2kL
)′′′(x) ≤ lim

x→x0+
(uP2kP

)′′′(x),

pak

KP
2k

(cos (r2kx0)− sin (r2kx0) sin (r2k(`− x0))) ≥ 0. (5.65)

Jelikož

r2k(`− x0) = 2mπ, m ∈ N

dostáváme

KP
2k

cos (r2kx0) ≥ 0.
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Aby tedy byla splněna nerovnost (5.65), muśı jistě platit, že je-li(
r2kx0 =

π

2
+ nπ

)
a zároveň (r2k(`− x0) = 2mπ) ; m,n ∈ N, (5.66)

pak

MP
2k

= R \ {0}

a je-li pravda(
r2kx0 6=

π

2
+ nπ

)
a zároveň (r2k(`− x0) = 2mπ) ; m,n ∈ N,

pak

MP
2k

=
{
KP

2k
∈ R \ {0} ; signKP

2k
= sign (cos (r2kx0))

}
.

Podmı́nka (5.66) by byla splněna, právě když by platila rovnost

lim
x→x0−

(uP2kL
)′′′(x) = (uP2kL

)′′′(x0) = (uP2kP
)′′′(x0) = lim

x→x0+
(uP2kP

)′′′(x),

a tedy by platila př́ıslušnost

uP2k ∈ C2([0, `]) ∩ C3((0, `)) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)). (5.67)

Nav́ıc prokážeme, že podmı́nka (5.66) by byla platná, právě když by platila př́ıslušnost

uP2k ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)), (5.68)

nebot’

lim
x→x0−

(uP2kL
)′′′′(x) = (uP2kL

)′′′′(x0) = (uP2kP
)′′′′(x0) = lim

x→x0+
(uP2kP

)′′′′(x)

KP
2k
r42k sin (r2kx0) = KP

2k
r42k sin (r2kx0) cos (r2k(`− x0))

cos (r2k(`− x0)) = 1.

Jelikož však pro žádné λ = r22k splňuj́ıćı podmı́nku (5.66) neńı splněna rovnost (5.58),

nebot’ ( π
2

+ nπ

x0

)
cos
(π

2
+ nπ

)
−

sin
(
π
2

+ nπ
)

x0
6= 0, ∀n ∈ N, (5.69)

tak ani neexistuje žádné k ∈ N, pro které je splněna podmı́nka (5.66). Tedy plat́ı

∀k ∈ N : uP2k ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `))
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a zároveň

∀k ∈ N : uP2k 6∈ C3((0, `)).

Množině L1, jak jsme ukázali, odpov́ıdaj́ı obecně vlastńı funkce

uP1k ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)). Množině L2 pak odpov́ıdaj́ı vlastńı funkce

uP2k ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)) a zároveň uP2k 6∈ C3((0, `)). Upozorněme, že

L1 ∩ L2 = ∅.

Př́ıklad: Pro daľśı postoupeńı v úloze nyńı zvolme ` = 1, x0 = 2
3
` = 2

3
.

K nalezeńı prvńıch třech vlastńıch č́ısel, tj. λP11 , λ
P
12
, λP13 , použijeme rovnici (5.51).

Dosazeńım ` = 1, x0 = 2
3
` = 2

3
do této rovnice źıskáváme rovnici

−
√
λ3 sin

(
2

3

√
λ

)−
√
λ sin

(
1
3

√
λ
)

3
(

cos
(

1
3

√
λ
)
− 1
) − 2

+ (5.70)

+λ

(√
λ cos

(
2

3

√
λ

)
− 3

2
sin

(
2

3

√
λ

))
×

×

sin
(

1
3

√
λ
)
− 1

3

√
λ cos

(
1
3

√
λ
)

cos
(

1
3

√
λ
)
− 1

 = 0.

Tuto rovnici řeš́ıme numericky, a źıskáváme tak jej́ı prvńı tři řešeńı na intervalu (0,∞),

tj. prvńı tři vlastńı č́ısla

λP11
.
= 36.31, λP12

.
= 104.22, λP13

.
= 195.20.

Nejmenš́ı možný prvek množiny L2 by byl pro zadané podmı́nky ` = 1, x0 = 2
3
` = 2

3

roven (
2π

`− x0

)2

= 36π2 .
= 355.31.

Snadno se však přesvědč́ıme, že λ =
(

2π
`−x0

)2
nesplňuje rovnici (5.58), a tedy se ne-

jedná o vlastńı č́ıslo. V našem př́ıkladu se tedy - vzhledem k uvažovanému intervalu -

s konkrétńımi prvky množiny L2, tj. s vlastńımi č́ısly λP2k , nesetkáme.

Vlastńı č́ısla λP11 , λ
P
12
, λP13 ilustrativně pokládá Obrázek 5.8 zobrazuj́ıćı graf funkce

d(λ) = −
√
λ3 sin

(
2

3

√
λ

)−
√
λ sin

(
1
3

√
λ
)

3
(

cos
(

1
3

√
λ
)
− 1
) − 2

+

+λ

(√
λ cos

(
2

3

√
λ

)
− 3

2
sin

(
2

3

√
λ

))
× (5.71)

×

sin
(

1
3

√
λ
)
− 1

3

√
λ cos

(
1
3

√
λ
)

cos
(

1
3

√
λ
)
− 1

 .
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Obrázek 5.8: Funkce d(λ) - (5.71)

Našim podmı́nkám ` = 1, x0 = 2
3

a jim př́ıslušným vlastńım č́ısl̊um

λP11 = 36.31, λP12 = 104.22, λP13 = 195.20

tak odpov́ıdaj́ı vlastńı funkce

uP11(x) =

 uP11L
(x), x ∈ [0, 2

3
]

uP11P
(x), x ∈ [2

3
, 1],

kde

uP11L
(x) = KP

11(−1.61 sin (
√

36.31x)− 1.85x)

uP11P
(x) = KP

11

(
0.77

(
1− cos (

√
36.31(1− x))

)
+ sin (

√
36.31(1− x))−

√
36.31(1− x)

)
,

dále

uP12(x) =

 uP12L
(x), x ∈ [0, 2

3
]

uP12P
(x), x ∈ [2

3
, 1],

kde

uP12L
(x) = KP

12(3.09 sin (
√

104.22x)− 2.31x)

uP12P
(x) = KP

12

(
1.86

(
1− cos (

√
104.22(1− x))

)
+ sin (

√
104.22(1− x))−

√
104.22(1− x)

)
,

a nakonec

uP13(x) =

 uP13L
(x), x ∈ [0, 2

3
]

uP13P
(x), x ∈ [2

3
, 1],
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kde

uP13L
(x) = KP

13(−6.37 sin (
√

195.20x) + 1.05x)

uP13P
(x) = KP

13

(
5.36

(
1− cos (

√
195.20(1− x))

)
+ sin (

√
195.20(1− x))−

√
195.20(1− x)

)
.

Dále urč́ıme množiny MP
1k

. Pro k = 1, jak snadno zjist́ıme, je nerovnost (5.60) splněna,

je-li

KP
11
∈ (0,∞) = MP

11
.

Pro k = 2 analogicky plat́ı

KP
12
∈ (0,∞) = MP

12

a pro k = 3 plat́ı rovněž

KP
13
∈ (0,∞) = MP

13
.

Plat́ı tedy (viz (5.61))

uP11 , u
P
12
, uP13 ∈

[
C2 ([0, 1]) ∩ C4

((
0,

2

3

))
∩ C4

((
2

3
, 1

))]
\ C3((0, 1)).

Uvedené funkce vykreslujeme na Obrázćıch 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.14.
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Obrázek 5.9: Funkce uP11L
(x)-modrá, uP11P

(x)-fialová na intevralu [0, 1], KP
11

= 1
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Obrázek 5.10: Funkce uP11(x) na intevralu [0, 1], KP
11

= 1
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Obrázek 5.11: Funkce uP12L
(x)-modrá, uP12P

(x)-fialová na intevralu [0, 1], KP
12

= 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-4

-2

2

Obrázek 5.12: Funkce uP12(x) na intevralu [0, 1], KP
12

= 1
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Obrázek 5.13: Funkce uP13L
(x)-modrá, uP13P

(x)-fialová na intevralu [0, 1], KP
13

= 1
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Obrázek 5.14: Funkce uP13(x) na intevralu [0, 1], KP
13

= 1
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5.3 Okrajové podmı́nky 0-1, 0-1

Necht’ je zadána úloha

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0

s okrajovými podmı́nkami

u(0) = u(`) = 0 (5.72)

u′(0) = u′(`) = 0 (5.73)

a přechodovými podmı́nkami v bodě x0 ∈ (0, `)

u(x0) = 0

u′−(x0) = u′+(x0)

u′′−(x0) = u′′+(x0)

lim
x→x0−

u′′′(x) ≤ lim
x→x0+

u′′′(x).

(5.74)

Necht’ tedy u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)).

S využit́ım volby (5.4), vztah̊u (5.9), (5.10) a okrajových podmı́nek (5.72), (5.73)

dostáváme

u(0) = uL(0) = A1 cos (r · 0) +B1 sin (r · 0) + C1 · 0 +D1 = A1 +D1 = 0 (5.75)

u(`) = uP (`) = A2 cos (r · 0) +B2 sin (r · 0) + C2 · 0 +D2 = A2 +D2 = 0 (5.76)

u′(0) = u′L(0) = −A1r sin (r · 0) +B1r cos (r · 0) + C1 = B1r + C1 = 0 (5.77)

u′(`) = u′P (`) = A2r sin (r · 0)−B2r cos (r · 0)− C2 = −B2r − C2 = 0 (5.78)

a z přechodových podmı́nek (5.74) resp. vztah̊u (5.5), (5.6), (5.7) dostáváme

uL(x0) = A1 cos (rx0) +B1 sin (rx0) + C1x0 +D1 = 0

uP (x0) = A2 cos (r(`− x0)) +B2 sin (r(`− x0)) + C2(`− x0) +D2 = 0

u′L(x0) = −A1r sin (rx0) +B1r cos (rx0) + C1 =

= A2r sin (r(`− x0))−B2r cos (r(`− x0))− C2 = u′P (x0)
(5.79)

u′′L(x0) =− A1r
2 cos (rx0)−B1r

2 sin (rx0) =

= −A2r
2 cos (r(`− x0))−B2r

2 sin (r(`− x0)) = u′′P (x0).
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Z rovnic (5.75), (5.76), (5.77), (5.78) jsou zřejmé vztahy D1 = −A1, D2 = −A2,

C1 = −B1r, C2 = −B2r. Soustava rovnic (5.79) je tak redukována na soustavu

uL(x0) = A1 (cos (rx0)− 1) +B1 ((sin (rx0)− rx0) = 0 (5.80)

uP (x0) = A2(cos (r(`− x0))− 1) +B2(sin (r(`− x0))− r(`− x0)) = 0 (5.81)

u′L(x0) = −A1r sin (rx0) +B1r (cos (rx0)− 1) =

= A2r sin (r(`− x0))−B2r(cos(r(`− x0))− 1) = u′P (x0)
(5.82)

u′′L(x0) = −A1r
2 cos (rx0)−−B1r

2 sin (rx0) =

= −A2r
2 cos (r(`− x0))−B2r

2 sin (r(`− x0)) = u′′P (x0).
(5.83)

Z rovnic (5.80) a (5.81) źıskáváme

B1 = −A1
cos (rx0)− 1

sin (rx0)− rx0
, B2 = −A2

cos (r(`− x0))− 1

sin(r(`− x0))− r(`− x0)
. (5.84)

Dosazeńım těchto koeficient̊u B1, B2 do rovnic (5.82), (5.83) źıskáme následuj́ıćı soustavu

dvou rovnic o dvou neznámých

− A1r sin (rx0)− A1
cos (rx0)− 1

sin (rx0)− rx0
r (cos (rx0)− 1) =

= A2r sin (r(`− x0)) + A2
cos (r(`− x0))− 1

sin (r(`− x0))− r(`− x0)
r (cos (r(`− x0))− 1)

− A1r
2 cos (rx0) + A1

cos (rx0)− 1

sin (rx0)− rx0
r2 sin (rx0) =

= −A2r
2 cos (r(`− x0)) + A2

cos (r(`− x0))− 1

sin (r(`− x0))− r(`− x0)
r2 sin (r(`− x0))

maticově zapsatelnou ve tvaru

M(λ)

A1

A2

 =

0

0

 , (5.85)

kde

M(λ) =

=

 −r
(

sin (rx0) + (cos (rx0)−1)2
sin (rx0)−rx0

)
−r
(

sin (r(`− x0)) + (cos (r(`−x0))−1)2
sin (r(`−x0))−r(`−x0)

)
−r2

(
cos (rx0)− (cos (rx0)−1) sin (rx0)

sin (rx0)−rx0

)
r2
(

cos (r(`− x0))− (cos (r(`−x0))−1) sin (r(`−x0))
sin (r(`−x0))−r(`−x0)

)
 .

Z podmı́nky nulovosti determinantu matice soustavy detM(λ) = 0 plyne

−r3
(

sin (rx0) +
(cos (rx0)− 1)2

sin (rx0)− rx0

)(
cos (r(`− x0))−

(cos (r(`− x0))− 1) sin (r(`− x0))
sin (r(`− x0))− r(`− x0)

)
−

−r3
(

cos (rx0)−
(cos (rx0)− 1) sin (rx0)

sin (rx0)− rx0

)(
sin (r(`− x0)) +

(cos (r(`− x0))− 1)2

sin (r(`− x0))− r(`− x0)

)
,
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což po zpětném dosazeńı r =
√
λ přecháźı v rovnici

−
√
λ3

sin
(√

λx0

)
+

(
cos
(√

λx0

)
− 1
)2

sin
(√

λx0

)
−
√
λx0

×
×

cos
(√

λ(`− x0)
)
−

(
cos
(√

λ(`− x0)
)
− 1
)

sin
(√

λ(`− x0)
)

sin
(√

λ(`− x0)
)
−
√
λ(`− x0)

−
−
√
λ
3

cos
(√

λx0

)
−

(
cos
(√

λx0

)
− 1
)

sin
(√

λx0

)
sin
(√

λx0

)
−
√
λx0

×
×

sin
(√

λ(`− x0)
)

+

(
cos
(√

λ(`− x0)
)
− 1
)2

sin
(√

λ(`− x0)
)
−
√
λ(`− x0)

 = 0.

(5.86)

Pro vlastńı č́ısla λPk := λk splňuj́ıćı rovnici (5.86) nyńı obecně nalezneme koeficienty

A1, A2 tak, aby vyhovovaly soustavě (5.85). Jelikož tedy detM(λPk ) = 0, pak ze soustavy

(5.85) plyne

A1

(
sin (rkx0) +

(cos (rkx0)− 1)2

sin (rkx0)− rkx0

)
+

+ A2

(
sin (rk(`− x0)) +

(cos (rk(`− x0))− 1)2

sin (rk(`− x0))− rk(`− x0)

)
= 0.

(5.87)

Volbou A2 = KP
k , K

P
k ∈ MP

k ⊂ R \ {0} z rovnice (5.87) źıskáváme

A1 = −KP
k

sin (rk(`− x0)) + (cos (rk(`−x0))−1)2
sin (rk(`−x0))−rk(`−x0)

sin (rkx0) + (cos (rkx0)−1)2
sin (rkx0)−rkx0

a s použit́ım vztah̊u (5.84) dále dostáváme

B1 = KP
k

sin (rk(`− x0)) + (cos (rk(`−x0))−1)2
sin (rk(`−x0))−rk(`−x0)

sin (rkx0) + (cos (rkx0)−1)2
sin (rkx0)−rkx0

cos (rkx0)− 1

sin (rkx0)− rkx0

B2 = −KP
k

cos (rk(`− x0))− 1

sin(rk(`− x0))− rk(`− x0)
.

T́ım dostáváme i tvar obecného řešeńı

uPk (x) =

 uPkL(x), x ∈ [0, x0]

uPkP (x), x ∈ [x0, `],
(5.88)

kde
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uPkL(x) = KP
k

sin (rk(`− x0)) + (cos (rk(`−x0))−1)2
sin (rk(`−x0))−rk(`−x0)

sin (rkx0) + (cos (rkx0)−1)2
sin (rkx0)−rkx0

×

×
(

cos (rkx0)− 1

sin (rkx0)− rkx0
(sin (rkx)− rkx)− cos (rkx) + 1

)

uPkP (x) = KP
k

(
cos (r(`− x0))− 1

sin(r(`− x0))− r(`− x0)
(r(`− x)− sin (r(`− x))) + cos (r(`− x))− 1

)
.

Jak můžeme nahlédnout, analytický předpis funkce uPk plat́ı pro všechna k ∈ N

s vyj́ımkou těch, pro něž

sin (rkx0) +
(cos (rkx0)− 1)2

sin (rkx0)− rkx0
= 0. (5.89)

Takovýmto k ∈ N a jim odpov́ıdaj́ıćım řešeńım se pověnujeme později.

Nyńı opět potřebujeme určit množinu MP
k takovou, aby byla splněna přechodová

podmı́nka (5.8). Potřebujeme-li tedy

lim
x→x0−

(u′′′kL)(x) ≤ lim
x→x0+

(u′′′kP )(x),

pak

KP
k r

3
k

(
sin (rk(`− x0)) +

cos (rk(`− x0))− 1

sin (rk(`− x0))− rk(`− x0)
cos (rk(`− x0))− (5.90)

−
sin (rk(`− x0)) + (cos (rk(`−x0))−1)2

sin (rk(`−x0))−rk(`−x0)

sin (rkx0) + (cos (rx0)−1)2
sin (rkx0)−rkx0

×

×
(

sin (rkx0) +
cos (rkx0)− 1

sin (rkx0)− rkx0
cos (rkx0)

))
≤ 0,

a tedy

MP
k =

{
KP
k ∈ R \ {0} ; plat́ı nerovnost(5.90)

}
.

Zřejmě

MP
k = R \ {0} ⇔ (5.91)

⇔ lim
x→x0−

(uPkL)′′′(x) = (uPkL)′′′(x0) = (uPkP )′′′(x0) = lim
x→x0+

(uPkP )′′′(x)⇔

⇔ uk ∈ C2([0, `]) ∩ C3((0, `)) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)).

Podivme se, kdy plat́ı nav́ıc

uk ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)). (5.92)
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Z požadavku na splněńı (5.92) plyne

lim
x→x0−

(uPkL)′′′′(x) = (uP1L)′′′′(x0) = (uPkP )′′′′(x0) = lim
x→x0+

(uPkP )′′′′(x),

z čehož dostáváme rovnost

− cos (rx0) +
cos (rx0)− 1

sin (rx0)− rx0
sin (rx0) =

= cos (r(`− x0))−
cos (r(`− x0))− 1

sin (r(`− x0))− r(`− x0)
sin (r(`− x0)).

(5.93)

Tedy (5.92) plat́ı, právě když

MP
k = R \ {0} a zároveň je splněna rovnost (5.93).

Nyńı se vrat’me ke zmı́něným k ∈ N, pro něž nemá smysl analytický předpis (5.88) v

d̊usledku (5.89). Rovnost (5.89) je zjevně splněna pro taková k ∈ N, pro něž plat́ı

cos (rkx0) = 1, (5.94)

tedy pro λPk = r2k, pro něž plat́ı

λPk =

(
2nπ

x0

)2

, n ∈ N.

Omezme se nyńı na př́ıpad (5.94), pro nějž je zjevně splněna rovnost (5.89). Snadno

se dosazeńım vztahu (5.94) do matice soustavy (5.85) přesvědč́ıme, že nulovost jej́ıho

determinantu je pro cos (rkx0) = 1, a tedy sin (rkx0) = 0, splněna tehdy a jen tehdy,

když je kromě rovnosti (5.89) splněna i rovnost

sin (rk(`− x0)) +
(cos (rk(`− x0))− 1)2

sin (rk(`− x0))− rk(`− x0)
= 0. (5.95)

Rovnost (5.95) je zjevně splněna pro cos(rk(`− x0)) = 1. Pak tedy matice (5.85) přejde

do podoby 0 0

−r2 r2

A1

A2

 =

0

0

 .

Z této matice je patrné, že pro cos(rkx0) = 1 a zároveň cos(rk(`− x0)) = 1 plat́ı

A1 = A2,

č́ımž pro

rk =
√
λPk =

2nπ

x0
=

2mπ

`− x0
, m, n ∈ N (5.96)
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dostáváme i tvar obecného řešeńı

uPk (x) =

 ukL(x) = KP
k (cos (rkx)− 1), x ∈ [0, x0]

ukP (x) = KP
k (cos (rk(`− x))− 1) x ∈ [x0, `].

(5.97)

Dále, jelikož cos(rkx0) = 1 a zároveň cos(rk(`− x0)) = 1, tak jistě plat́ı

lim
x→x0−

u′′′kL(x) = u′′′kL(x0) = u′′′kP (x0) = lim
x→x0+

u′′′kP (x),

a tedy

uPk ∈ C2([0, `]) ∩ C3((0, `)) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)),

nebot’

sin (rkx0) = − sin (r(`− x0))

0 = 0,

a dokonce plat́ı

uPk ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)),

nebot’

lim
x→x0−

(uPkL)′′′(x) = (uPkL)′′′(x0) = (uPkP )′′′(x0) = lim
x→x0+

(uPkP )′′′(x),

protože plat́ı

cos (rkx0) = cos (r(`− x0))

1 = 1.

Podivme se nyńı na źıskaný tvar řešeńı (5.97) a proved’me následuj́ıćı úvahu. Necht’

máme obecně funkce f1(x) = C(cos (cx)− 1) a f2(x) = C(cos (c(`− x)− 1), kde

C ∈ R \ {0}, c ∈ (0,∞) a x0 ∈ (0, `), x0
`
∈ Q, takové, že f1(x0) = f2(x0) = 0. Definujme

funkci

f(x) =

 f1(x), x ∈ [0, x0]

f2(x), x ∈ [x0, `].

Jak vid́ıme f(x) ≡ C(cos (cx)−1) na intervalu (0, `), což je zřejmě funkce tř́ıdy C4((0, `)).

Ukázali jsme tedy, že tvar obecného řešeńı (5.97) je ekvivalentńı s tvarem obecného řešeńı

(3.33) pro k lichá v úloze bez překážky (viz závěr sekce 3.3).
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Nyńı definujme množiny

L =
{
λPk ; k ∈ N

}
a

Ls =
{
λPk ∈ L; cos (rkx0) = 1 a zároveň cos (r(`− x0)) = 1

}
.

Množině Ls, jak jsme ukázali, odpov́ıdaj́ı singulárńı vlastńı funkce

uPk ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)), a tedy je množina těchto singulárńıch vlastńıch č́ısel resp.

funkćı podmnožinou množiny vlastńıch č́ısel resp. funkćı z úlohy bez překážky. Množina

L \ Ls je množina vlastńıch č́ısel λPk , jimž budou obecně odpov́ıdat vlastńı funkce

uPk ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)).

Poznámka 5.2 Jelikož neumı́me s jistotou analyticky rozhodnout, zda některá vlastńı

č́ısla λPk 6=
(

2nπ
x0

)2
=
(

2mπ
`−x0

)2
, m, n ∈ N rovněž nesplňuj́ı rovnost (5.89), tak je možné,

že analyticky nepoṕı̌seme všechny tvary př́ıslušných vlastńıch funkćı. Tedy pro taková

potenciálńı vlastńı č́ısla bychom tvar vlastńıch funkćı hledali numericky.

Př́ıklad: Pro daľśı postoupeńı v úloze zvolme ` = 1, x0 = 2
3
` = 2

3
.

K nalezeńı prvńıch tř́ı vlastńıch č́ısel, tj. λP1 , λ
P
2 , λ

P
3 , použijeme rovnici (5.86). Dosazeńım

` = 1, x0 = 2
3
` = 2

3
do této rovnice źıskáváme rovnici

−
√
λ3

sin

(
2

3

√
λ

)
+

(
cos
(
2
3

√
λ
)
− 1
)2

sin
(
2
3

√
λ
)
− 2

3

√
λ

×
×

cos

(
1

3

√
λ

)
−

(
cos
(
1
3

√
λ
)
− 1
)

sin
(
1
3

√
λ
)

sin
(
1
3

√
λ
)
− 1

3

√
λ

−
−
√
λ3

cos

(
2

3

√
λ

)
−

(
cos
(
2
3

√
λ
)
− 1
)

sin
(
2
3

√
λ
)

sin
(
2
3

√
λ
)
− 2

3

√
λ

×
×

sin

(
1

3

√
λ

)
+

(
cos
(
1
3

√
λ
)
− 1
)2

sin
(
1
3

√
λ
)
− 1

3

√
λ

 = 0.

(5.98)

Tuto rovnici řeš́ıme numericky, a źıskáváme tak jej́ı prvńı tři řešeńı na intervalu (0,∞),

tj. prvńı tři vlastńı č́ısla

λP1
.
= 68.20, λP2

.
= 142.21, λP3

.
= 238.41,
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které ilustrativně pokládá Obrázek 5.15 zobrazuj́ıćı graf funkce

d(λ) = −
√
λ3

sin

(
2

3

√
λ

)
+

(
cos
(
2
3

√
λ
)
− 1
)2

sin
(
2
3

√
λ
)
− 2

3

√
λ

×
×

cos

(
1

3

√
λ

)
−

(
cos
(
1
3

√
λ
)
− 1
)

sin
(
1
3

√
λ
)

sin
(
1
3

√
λ
)
− 1

3

√
λ

−
−
√
λ3

cos

(
2

3

√
λ

)
−

(
cos
(
2
3

√
λ
)
− 1
)

sin
(
2
3

√
λ
)

sin
(
2
3

√
λ
)
− 2

3

√
λ

×
×

sin

(
1

3

√
λ

)
+

(
cos
(
1
3

√
λ
)
− 1
)2

sin
(
1
3

√
λ
)
− 1

3

√
λ

 .

(5.99)
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Obrázek 5.15: Funkce d(λ) - (5.99)

Našim podmı́nkám ` = 1, x0 = 2
3

a jim př́ıslušným vlastńım č́ısl̊um

λP1
.
= 68.20, λP2

.
= 142.21, λP3

.
= 238.41

tak odpov́ıdaj́ı vlastńı funkce

uP1 (x) =

 uP1L(x), x ∈ [0, 23 ]

uP1P (x), x ∈ [23 , 1],

kde

uP1L(x) = KP
1

(
1.6544

(
0.0462

(
sin (
√

68.20x)−
√

68.20x
)
− cos (

√
68.20x) + 1

))
uP1P (x) = KP

1

(
0.8111

(√
68.20(1− x)− sin (

√
68.20(1− x))

)
+ cos (

√
68.20(1− x))− 1

)
,

dále

uP2 (x) =

 uP2L(x), x ∈ [0, 23 ]

uP2P (x), x ∈ [23 , 1],
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kde

uP2L(x) = KP
2

(
−1.6208

(
0.1576

(
sin (
√

142.21x)−
√

142.21x
)
− cos (

√
142.21x) + 1

))
uP2P (x) = KP

2

(
0.3547

(√
142.21(1− x)− sin (

√
142.21(1− x))

)
+ cos (

√
142.21(1− x))− 1

)
,

a nakonec

uP3 (x) =

 uP3L(x), x ∈ [0, 23 ]

uP3P (x), x ∈ [23 , 1],

kde

uP3L(x) = KP
3

(
0.9543

(
0.1488

(
sin (
√

238.41x)−
√

238.41x
)
− cos (

√
238.41x) + 1

))
uP3P (x) = KP

3

(
0.0956

(√
238.41(1− x)− sin (

√
238.41(1− x))

)
+ cos (

√
238.41(1− x))− 1

)
.

Dále urč́ıme množiny MP
k . Pro k = 1, jak snadno zjist́ıme, je nerovnost (5.90) splněna,

je-li

KP
1 ∈ (−∞, 0) = MP

1 .

Pro k = 2 analogicky plat́ı

KP
2 ∈ (−∞, 0) = MP

2 .

a pro k = 3 pak

KP
3 ∈ (0,∞) = MP

3 .

Plat́ı tedy (viz (5.91))

uP1 , u
P
2 , u

P
3 ∈

[
C2 ([0, 1]) ∩ C4

((
0,

2

3

))
∩ C4

((
2

3
, 1

))]
\ C3((0, 1)).

Uvedené funkce vykreslujeme na Obrázćıch 5.16, 5.17, 5.18, 5.19, 5.20, 5.21.
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Obrázek 5.16: Funkce uP1L(x)-modrá, uP1P (x)-fialová na intevralu [0, 1], KP
1 = −1
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Obrázek 5.17: Funkce uP1 (x) na intevralu [0, 1], KP
1 = −1
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Obrázek 5.18: Funkce uP2L(x)-modrá, uP2P (x)-fialová na intevralu [0, 1], KP
2 = −1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1

1

2

Obrázek 5.19: Funkce uP2 (x) na intevralu [0, 1], KP
2 = −1
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Obrázek 5.20: Funkce uP3L(x)-modrá, uP3P (x)-fialová na intevralu [0, 1], KP
3 = 1
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Obrázek 5.21: Funkce uP3 (x) na intevralu [0, 1], KP
3 = 1
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Kapitola 6

Úloha s jednostrannou podmı́nkou

V této kapitole budeme studovat úlohu popsanou v Kapitole 2, k ńıž přidáme jednostran-

nou podmı́nku u(x0) ≥ 0. Budeme tak studovat úlohu analogickou kapitole s překážkou,

jen u(x0) = 0 bude nahrazeno u(x0) ≥ 0. Řešeńı se nám t́ım
”
rozpadne“ na př́ıpad,

kdy vlastńı funkce překážku správným směrem obejde (a zachová si svoji C4 hladkost),

nebo se překážky
”
náhodou dotkne“ (a zachová si C4 hladkost), nebo se o překážku ze

správného směru zlomı́ (a ztrat́ı C3 hladkost).

6.1 Okrajové podmı́nky 0-2, 0-2

Necht’ je zadána úloha

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0

s okrajovými podmı́nkami

u(0) = u(`) = 0 (6.1)

u′′(0) = u′′(`) = 0 (6.2)

a jednostrannou podmı́nkou v bodě x0 ∈ (0, `)

u(x0) ≥ 0, (6.3)
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kde u(x) je funkćı takovou, že

u(x0) = 0⇒

⇒ u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)) nebo

u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)),

u(x0) > 0⇒ u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `))

a

lim
x→x0−

u′′′(x) ≤ lim
x→x0+

u′′′(x).

Funkce u se tedy muśı v bodě x0 bud’to překážky
”
dotknout“ tak, aby v něm

minimálně jej́ı druhá derivace nepozbyla spojitosti, nebo ji muśı požadovaným směrem,

tj. kladným neboli
”
seshora“, obej́ıt, a zachovat si tak v tomto bodě spojitost ve všech

v tomto bodě uvažovaných derivaćıch, tj. minimálně do čtvrtého řádu.

Předmětem této úlohy tedy zjevně bude vhodné využit́ı a interpretace závěr̊u z již

řešených úloh
”
bez překážky“ a

”
s překážkou“ pro okrajové podmı́nky (6.1), (6.2).

Pod́ıvejme se tedy prve na bezpřekážkovou variantu. Zde jsme obecně dospěli k

vlastńım č́ısl̊um (viz sekce 3.1)

λk =

(
kπ

`

)2

, k ∈ N

a k nim př́ıslušej́ıćım vlastńım funkćım

uk(x) = Kk sin

(
kπ

`
x

)
, k ∈ N, Kk ∈ R \ {0} .

Z těchto vlastńıch funkćı bude patrně nutné vybrat takové, které splňuj́ı jednostrannou

podmı́nku (6.3). Takový výběr budeme zřejmě provádět výběrem správného znaménka

př́ıslušné konstanty Kk.

Necht’ tedy máme obecně množinu funkćı

U =

{
uk(x); uk(x) = Kk sin

(
kπ

`
x

)
, Kk ∈ R \ {0}, k ∈ N

}
,

a množinu funkćı

U′ =

{
ukbp(x); ukbp(x) = Kkbp sin

(
kπ

`
x

)
, k ∈ N

}
,

kde

signKkbp = sign sin

(
kπ

`
x0

)
, pro x0 6=

z

k
`, z ∈ N, z < k (6.4)
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a

Kkbp ∈ R \ {0}, pro x0 =
z

k
`, z ∈ N, z < k, (6.5)

a tedy je pro funkce ukbp splněna podmı́nka (6.3) (pozn. z podmı́nky kladené na bod x0

v (6.4) je zřejmé, že Kkbp 6= 0). Pak jistě U′ ⊂ U, a tedy funkce ukbp , k ∈ N jsou řešeńımi

úlohy.

Nyńı se zaměřme na vlastńı funkce, které jsme źıskali v úloze překážkové. Je beze-

sporné, že veškeré vlastńı funkce, které lze v překážkové úloze źıskat, budou podmı́nku

(6.3) splňovat. Rovněž je známo, že vlastńı funkce odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um, která

jsme v překážkové úloze nazývali singulárńımi a které budeme i v této kapitole značit

uPsn , př́ıslušej́ı prostoru C2([0, `])∩C4((0, `)). Naproti tomu funkce odpov́ıdaj́ıćı vlastńım

č́ısl̊um nesingulárńım př́ıslušej́ı prostoru [C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `))]\C3((0, `)).

Tyto budeme značit uPn (x). Snadno si nav́ıc uvědomı́me, že takovéto vlastńı funkce jsou

právě ty, které se v daném bodě x0 ”
dotknou a zlomı́ ve třet́ı derivaci“, zat́ımco prostoru

C2([0, `])∩C4((0, `)) odpov́ıdá
”
čistý dotyk“, tedy bez pozbyt́ı spojitosti derivaćı minimálně

do čtvrtého řádu v tomto bodě. Množina singulárńıch vlastńıch funkćı z prostoru

C2([0, `])∩C4((0, `)) nalezitelných v překážkové úloze je množinou všech vlastńıch funkćı

nalezitelných v úloze bezpřekážkové, jejichž funkčńı hodnota je v bodě x0 nulová.

Vlastńı funkce bezpřekážkové úlohy, jejichž funkčńı hodnota je v bodě x0 nulová,

budeme značit uB0
n , vlastńı funkce bezpřekážkové úlohy, jejichž funkčńı hodnota je v

bodě x0 kladná, budeme značit uBn .

Uvažujme tedy opět př́ıpad ` = 1, x0 = 2
3
, kterým jsme se již zabývali v překážkové

a bezpřekážkové úloze s týmiž okrajovými podmı́nkami (6.1), (6.2).

V úloze bez překážky jsme pro uvedené parametry vypoč́ıtali vlastńı č́ısla

λB1 := λ1 = π2

λB2 := λ2 = 4π2

λB0
1 := λ3 = 9π2

a k nim źıskali vlastńı funkce

u1(x) = K1 sin (1πx), x ∈ (0, 1), K1 ∈ R \ {0}

u2(x) = K2 sin (2πx), x ∈ (0, 1), K2 ∈ R \ {0}

u3(x) = K3 sin (3πx), x ∈ (0, 1), K3 ∈ R \ {0}.
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Z kritéríı (6.4), (6.5) tedy zřejmě vyplývaj́ı funkce

uB1 := u1bp(x) = K1bp sin (1πx), KB
1 := K1bp > 0

uB2 := u2bp(x) = K2bp sin (2πx), KB
2 := K2bp < 0

uB0
1 := u3bp(x) = K3bp sin (3πx), KB0

1 := K3bp ∈ R \ {0},

které jsou z prostoru C2([0, `]) ∩ C4((0, `)) a jsou řešeńımi naš́ı úlohy s jednostrannou

podmı́nkou.

Nyńı se podivme na vlastńı č́ısla, která jsme určili v překážkové úloze, tj.

λP1
.
= 33.47

λPs1 = 9π2 = λ3

λP2
.
= 150.81,

a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce

uP1 (x) =

 uP1L(x) = KP
1

(
sin
(√

33.47x
)

+ 0.98x
)
, x ∈ [0, 2

3
]

uP1P (x) = KP
1

(
−0.7 sin

(√
33.47(1− x)

)
+ 1.97(1− x)

)
, x ∈ [2

3
, 1]

uPs1(x) =

 uPs1L
(x) = KP

s1
sin (3πx), x ∈ [0, 2

3
]

uPs1P
(x) = KP

s1
sin (3π(1− x)), x ∈ [2

3
, 1]

uP2 (x) =

 uP2L(x) = KP
2

(
sin
(√

150.81x
)
− 1.42x

)
, x ∈ [0, 2

3
]

uP2P (x) = KP
2

(
−1.16 sin

(√
150.81(1− x)

)
− 2.84(1− x)

)
, x ∈ [2

3
, 1],

kde

KP
1 < 0, KP

s1
∈ R \ {0}, KP

2 > 0.

Jak vid́ıme, uPs1(x) ≡ uB0
1 (x), uPs1 ∈ C2([0, 1])∩C4((0, 1)) a rovněž bychom snadno ověřili,

že

uP1 , u
P
2 ∈

[
C2 ((0, 1)) ∩ C4

((
0,

2

3

))
∩ C4

((
2

3
, 1

))]
\ C3((0, 1)).

Nalezli jsme tedy pro prvńıch pět vlastńıch č́ısel

λB1 < λP1 < λB2 < λB0
1 = λPs1 < λP2 , (6.6)

odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce, které řeš́ı úlohu se zadanou jednostrannou podmı́nkou (6.3).
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Naznačené svislice v diagramu na Obrázku 6.1 prot́ınaj́ı vodorovnou osu v hodnotách

vlastńıch č́ısel (6.6). Pr̊uměty těchto svislic na svislou osu pak vždy znázorňuj́ı množinu

př́ıpustných nenulových K, pro která vybranému vlastńımu č́ıslu λ odpov́ıdaj́ıćı vlastńı

funkce u splňuje pro dané parametry x0 = 2
3
, ` = 1 úlohu s jednostrannou podmı́nkou

(6.3). Plná čára dále znač́ı př́ıslušnost této vlastńı funkce prostoru C2([0, 1])∩C4((0, 1)),

přerušovaná čára př́ıslušnost prostoru
[
C2([0, 1]) ∩ C4((0, 2

3
)) ∩ C4((2

3
, 1))

]
\ C3((0, 1)).
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Obrázek 6.1: Diagram - λ,K, hladkost

6.2 Okrajové podmı́nky 0-2, 0-1

Necht’ je zadána úloha

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0

s okrajovými podmı́nkami

u(0) = u(`) = 0 (6.7)

u′′(0) = u′(`) = 0 (6.8)

a jednostrannou podmı́nkou v bodě x0 ∈ (0, `)

u(x0) ≥ 0, (6.9)
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kde u(x) je funkćı takovou, že

u(x0) = 0⇒

⇒ u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)) nebo

u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)),

u(x0) > 0⇒ u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `))

a

lim
x→x0−

u′′′(x) ≤ lim
x→x0+

u′′′(x).

Pod́ıvejme se tedy opět prve na bezpřekážkovou variantu. Zde jsme hledali vlastńı

č́ısla λBk := λk taková, že plat́ı

tg
(√

λk`
)

=
√
λk`, k ∈ N

(viz (3.19), (3.20)), a k nim př́ıslušej́ıćı vlastńı funkce

uk(x) = Kk

(
sin
(√

λkx
)
−

sin
(√

λk`
)

`
x

)
, k ∈ N, Kk ∈ R \ {0} .

Z těchto vlastńıch funkćı bude nutné vybrat takové, které splňuj́ı jednostrannou podmı́nku

(6.9), což budeme provádět opět omezováńım hodnot, jichž můžou nabývat konstanty

Kk.

Necht’ tedy máme obecně množinu funkćı

U =

{
uk(x); uk(x) = Kk

(
sin
(√

λkx
)
−

sin
(√

λk`
)

`
x

)
, Kk ∈ R \ {0}, k ∈ N

}
,

a množinu funkćı

U′ =

{
ukbp(x); ukbp(x) = Kkbp

(
sin
(√

λkx
)
−

sin
(√

λk`
)

`
x

)
, k ∈ N

}
,

kde

signKkbp = sign

(
sin
(√

λkx0

)
−

sin
(√

λk`
)

`
x0

)
(6.10)

pro

sin
(√

λkx0

)
6=

sin
(√

λk`
)

`
x0

a

Kkbp ∈ R \ {0} jinak. (6.11)
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Pro funkce ukbp je t́ım splněna podmı́nka (6.9) a jistě plat́ı U′ ⊂ U. Tedy jsou tyto funkce

ukbp , k ∈ N řešeńımi naš́ı úlohy.

Nyńı se opět zaměř́ıme na vlastńı funkce, které jsme źıskali v úloze překážkové.

Je přirozené, že všechny vlastńı funkce v překážkové úloze nalezené splňuj́ı podmı́nku

(6.9). Zároveň pro oba typy vlastńıch funkćı uP1n , u
P
2n obecně plat́ı př́ıslušnost prostoru

C2([0, `])∩C4((0, x0))∩C4((x0, `)), přičemž tehdy a jen tehdy, je-li MP
1n = R \ {0}, plat́ı

nav́ıc uP1n ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)) (viz (5.62), pozn. n := k). Takové funkce uP1n jsou pak

funkcemi, které se v daném bodě x0 ”
dotknou čistým dotykem“. Pro každé n ∈ N dále

plat́ı uP2n ∈ [C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `))] \ C3((0, `)). Tomuto prostoru přirozeně

př́ısluš́ı i funkce uP1n , pro něž MP
1n 6= R \ {0} (viz (5.61), pozn. n := k). Tedy takovéto

uP1n a všechny uP2n se v daném bodě x0 ”
dotýkaj́ı a lámou ve třet́ı derivaci“.

Vlastńı funkce bezpřekážkové úlohy, jejichž funkčńı hodnota je v bodě x0 kladná,

budeme značit uBn .

Uvažujme tedy opět př́ıpad ` = 1, x0 = 2
3
` = 2

3
, kterým jsme se již zabývali v

překážkové a bezpřekážkové úloze s týmiž okrajovými podmı́nkami (6.7), (6.8).

V úloze bez překážky jsme pro uvedené parametry určili vlastńı č́ısla

λ1
.
= 20.19

λ2
.
= 59.68

λ3
.
= 118.90

a k nim př́ıslušné vlastńı funkce

u1(x) = K1

(
sin
(√

20.19x
)

+ 0.98x
)
, x ∈ (0, 1), K1 ∈ R \ {0}

u2(x) = K2

(
sin
(√

59.68x
)
− 0.99x

)
, x ∈ (0, 1), K2 ∈ R \ {0}

u3(x) = K3

(
sin
(√

118.90x
)

+ x
)
, x ∈ (0, 1), K3 ∈ R \ {0}.

Z kritéríı (6.10), (6.11) tedy zřejmě vyplývaj́ı funkce

uB1 := u1bp(x) = K1bp

(
sin
(√

20.19x
)

+ 0.98x
)
, KB

1 := K1bp > 0

uB2 := u2bp(x) = K2bp

(
sin
(√

59.68x
)
− 0.99x

)
, KB

2 := K2bp < 0

uB3 := u3bp(x) = K3bp

(
sin
(√

118.90x
)

+ x
)
, KB

3 := K3bp > 0,
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které jsou z prostoru C2([0, `]) ∩ C4((0, `)) a jsou řešeńımi naš́ı úlohy s jednostrannou

podmı́nkou.

Nyńı se podivme na vlastńı č́ısla, která jsme určili v překážkové úloze, tj.

λP11
.
= 36.31

λP12
.
= 104.22 (6.12)

λP13
.
= 195.20,

a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce

uP11(x) =

 uP11L
(x), x ∈ [0, 2

3
]

uP11P
(x), x ∈ [2

3
, 1],

kde

uP11L
(x) = KP

11(−1.61 sin (
√

36.31x)− 1.85x)

uP11P
(x) = KP

11

(
0.77

(
1− cos (

√
36.31(1− x))

)
+ sin (

√
36.31(1− x))−

√
36.31(1− x)

)
,

dále

uP12(x) =

 uP12L
(x), x ∈ [0, 2

3
]

uP12P
(x), x ∈ [2

3
, 1],

kde

uP12L
(x) = KP

12(3.09 sin (
√

104.22x)− 2.31x)

uP12P
(x) = KP

12

(
1.86

(
1− cos (

√
104.22(1− x))

)
+ sin (

√
104.22(1− x))−

√
104.22(1− x)

)
,

a nakonec

uP13(x) =

 uP13L
(x), x ∈ [0, 2

3
]

uP13P
(x), x ∈ [2

3
, 1],

kde

uP13L
(x) = KP

13(−6.37 sin (
√

195.20x) + 1.05x)

uP13P
(x) = KP

13

(
5.36

(
1− cos (

√
195.20(1− x))

)
+ sin (

√
195.20(1− x))−

√
195.20(1− x)

)
,

přičemž

KP
11
> 0, KP

12
> 0, KP

13
> 0
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a plat́ı (viz (5.61))

uP11 , u
P
12
, uP13 ∈

[
C2 ([0, 1]) ∩ C4

((
0,

2

3

))
∩ C4

((
2

3
, 1

))]
\ C3((0, 1)).

Nalezli jsme tedy pro prvńıch šest vlastńıch č́ısel

λB1 < λP11 < λB2 < λP12 < λB3 < λP13 (6.13)

odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce, které řeš́ı úlohu se zadanou jednostrannou podmı́nkou (6.9).

Naznačené svislice v diagramu na Obrázku 6.2 prot́ınaj́ı vodorovnou osu v hodnotách

vlastńıch č́ısel (6.13). Pr̊uměty těchto svislic na svislou osu pak vždy znázorňuj́ı množinu

př́ıpustných nenulových K, pro která vybranému vlastńımu č́ıslu λ odpov́ıdaj́ıćı vlastńı

funkce u splňuje pro dané parametry x0 = 2
3
, ` = 1 úlohu s jednostrannou podmı́nkou

(6.9). Plná čára dále znač́ı př́ıslušnost této vlastńı funkce prostoru C2([0, 1])∩C4((0, 1)),

přerušovaná čára př́ıslušnost prostoru
[
C2([0, 1]) ∩ C4((0, 2

3
)) ∩ C4((2

3
, 1))

]
\ C3((0, 1)).
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Obrázek 6.2: Diagram - λ,K, hladkost
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6.3 Okrajové podmı́nky 0-1, 0-1

Necht’ je zadána úloha

u′′′′(x) + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, `), λ > 0

s okrajovými podmı́nkami

u(0) = u(`) = 0 (6.14)

u′(0) = u′(`) = 0 (6.15)

a jednostrannou podmı́nkou v bodě x0 ∈ (0, `)

u(x0) ≥ 0, (6.16)

kde u(x) je funkćı takovou, že

u(x0) = 0⇒

⇒ u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)) nebo

u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `)),

u(x0) > 0⇒ u ∈ C2([0, `]) ∩ C4((0, `))

a

lim
x→x0−

u′′′(x) ≤ lim
x→x0+

u′′′(x).

Pod́ıvejme se opět prve na bezpřekážkovou variantu. Zde jsme hledali vlastńı č́ısla

λBk := λk taková, že plat́ı√
λk` tg

(√
λk`
)

= 2 sec
(√

λk`
)
− 2, k ∈ N

(viz (3.30), (3.31)), a k nim př́ıslušej́ıćı vlastńı funkce

uk(x) = Kk

(
cos
(√

λkx
)
− cos(

√
λk`)− 1

sin
(√

λk`
)
−
√
λk`

(
sin
(√

λkx
)
−
√
λkx
)
− 1

)
,

kde k ∈ N, Kk ∈ R \ {0} .

Z těchto vlastńıch funkćı bude opět nutné vybrat takové, které splňuj́ı jednostrannou

podmı́nku (6.16), což budeme provádět opět omezováńım hodnot, jichž můžou nabývat

konstanty Kk.
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Necht’ tedy máme obecně množinu funkćı

U = {uk(x); V (uk(x)), k ∈ N} ,

kde V (uk(x)) je vlastnost́ı

uk(x) = Kk

(
cos
(√

λkx
)
− cos(

√
λk`)− 1

sin
(√

λk`
)
−
√
λk`

(
sin
(√

λkx
)
−
√
λkx
)
− 1

)
,

kde Kk ∈ R \ {0} , a množinu funkćı

U′ =
{
ukbp(x); V ′(ukbp(x)), k ∈ N

}
,

kde V ′(ukbp(x)) je vlastnost́ı

ukbp(x) = Kkbp

(
cos
(√

λkx
)
− cos(

√
λk`)− 1

sin
(√

λk`
)
−
√
λk`

(
sin
(√

λkx
)
−
√
λkx
)
− 1

)
a kde

signKkbp = (6.17)

= sign

(
cos
(√

λkx0

)
− cos(

√
λk`)− 1

sin
(√
λk`
)
−
√
λk`

(
sin
(√

λkx0

)
−
√
λkx0

)
− 1

)
pro

cos
(√

λkx0

)
− cos(

√
λk`)− 1

sin
(√

λk`
)
−
√
λk`

(
sin
(√

λkx0

)
−
√
λkx0

)
− 1 6= 0

a

Kkbp ∈ R \ {0} jinak. (6.18)

Pro funkce ukbp je t́ım splněna podmı́nka (6.16) a jistě plat́ı U′ ⊂ U. Tedy jsou tyto

funkce ukbp , k ∈ N řešeńımi naš́ı úlohy.

Nyńı se opět zaměř́ıme na vlastńı funkce, které jsme źıskali v úloze překážkové. Je

přirozené, že všechny vlastńı funkce v překážkové úloze nalezené splňuj́ı podmı́nku (6.16).

Zároveň pro vlastńı funkce uPi obecně plat́ı př́ıslušnost prostoru

C2([0, `]) ∩ C4((0, x0)) ∩ C4((x0, `)), přičemž při splněńı podmı́nky (5.96, pozn. i := k)

plat́ı uPi ∈ C2([0, `])∩C4((0, `)), a takové funkce uPi jsou tedy funkcemi, které se v daném

bodě x0 ”
dotknou čistým dotykem“.

Vlastńı funkce bezpřekážkové úlohy, jejichž funkčńı hodnota je v bodě x0 kladná,

budeme značit uBi .
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Uvažujme tedy opět př́ıpad ` = 1, x0 = 2
3
` = 2

3
, kterým jsme se již zabývali v

překážkové a bezpřekážkové úloze s týmiž okrajovými podmı́nkami (6.14), (6.15).

V úloze bez překážky jsme pro uvedené parametry vypoč́ıtali vlastńı č́ısla

λ1
.
= 39.48

λ2
.
= 80.76

λ3
.
= 157.91,

a k nim źıskali vlastńı funkce

u1(x) = K1

(
cos
(√

39.48x
)
− 1
)
, K1 ∈ R \ {0}

u2(x) = K2

(
cos
(√

80.76x
)
− 0.2225

(
sin
(√

80.76x
)
−
√

80.76x
)
− 1
)
,

kde K2 ∈ R \ {0},

u3(x) = K3

(
cos
(√

157.91x
)
− 1
)
, K3 ∈ R \ {0}.

Z kritéríı (6.17), (6.18) tedy zřejmě vyplývaj́ı funkce

uB1 := u1bp(x) = K1bp

(
cos
(√

39.48x
)
− 1
)
, KB

1 := K1bp < 0

uB2 := u2bp(x) = K2bp

(
cos
(√

80.76x
)
− 0.2225

(
sin
(√

80.76x
)
−
√

80.76x
)
− 1
)
,

kde KB
2 := K2bp > 0,

uB3 := u3bp(x) = K3bp

(
cos
(√

157.91x
)
− 1
)
, KB

3 := K3bp < 0,

které jsou z prostoru C2([0, `]) ∩ C4((0, `)) a jsou řešeńımi naš́ı úlohy s jednostrannou

podmı́nkou.

Nyńı se podivme na vlastńı č́ısla, která jsme určili v překážkové úloze, tj.

λP1
.
= 68.20

λP2
.
= 142.21 (6.19)

λP3
.
= 238.41,

a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce

uP1 (x) =

 uP1L(x), x ∈ [0, 23 ]

uP1P (x), x ∈ [23 , 1],

kde

uP1L(x) = KP
1

(
1.6544

(
0.0462

(
sin (
√

68.20x)−
√

68.20x
)
− cos (

√
68.20x) + 1

))
uP1P (x) = KP

1

(
0.8111

(√
68.20(1− x)− sin (

√
68.20(1− x))

)
+ cos (

√
68.20(1− x))− 1

)
,
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dále

uP2 (x) =

 uP2L(x), x ∈ [0, 23 ]

uP2P (x), x ∈ [23 , 1],

kde

uP2L(x) = KP
2

(
−1.6208

(
0.1576

(
sin (
√

142.21x)−
√

142.21x
)
− cos (

√
142.21x) + 1

))
uP2P (x) = KP

2

(
0.3547

(√
142.21(1− x)− sin (

√
142.21(1− x))

)
+ cos (

√
142.21(1− x))− 1

)
,

a nakonec

uP3 (x) =

 uP3L(x), x ∈ [0, 23 ]

uP3P (x), x ∈ [23 , 1],

kde

uP3L(x) = KP
3

(
0.9543

(
0.1488

(
sin (
√

238.41x)−
√

238.41x
)
− cos (

√
238.41x) + 1

))
uP3P (x) = KP

3

(
0.0956

(√
238.41(1− x)− sin (

√
238.41(1− x))

)
+ cos (

√
238.41(1− x))− 1

)
,

přičemž

KP
1 < 0, KP

2 < 0, KP
3 > 0

a plat́ı (viz (5.91))

uP1 , u
P
2 , u

P
3 ∈

[
C2 ((0, 1)) ∩ C4

((
0,

2

3

))
∩ C4

((
2

3
, 1

))]
\ C3((0, 1)).

Nalezli jsme tedy pro prvńıch šest vlastńıch č́ısel

λB1 < λP1 < λB2 < λP2 < λB3 < λP3 (6.20)

odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce, které řeš́ı úlohu se zadanou jednostrannou podmı́nkou (6.16).

Naznačené svislice v diagramu na Obrázku 6.3 prot́ınaj́ı vodorovnou osu v hodnotách

vlastńıch č́ısel (6.20). Pr̊uměty těchto svislic na svislou osu opět znázorňuj́ı množinu

př́ıpustných nenulových K, pro která vybranému vlastńımu č́ıslu λ odpov́ıdaj́ıćı vlastńı

funkce u splňuje pro dané parametry x0 = 2
3
, ` = 1 úlohu s jednostrannou podmı́nkou

(6.16). Plná čára dále znač́ı př́ıslušnost této vlastńı funkce prostoru C2([0, 1])∩C4((0, 1)),

přerušovaná čára př́ıslušnost prostoru
[
C2([0, 1]) ∩ C4((0, 2

3
)) ∩ C4((2

3
, 1))

]
\ C3((0, 1)).
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Obrázek 6.3: Diagram - λ,K, hladkost
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Kapitola 7

Závěr

V celé práci jsme se snažili o maximálńı analytický vhled do d́ılč́ıch situaćı, odvozovali

předpisy vlastńıch funkćı a kritéria pro splňováńı zadaných podmı́nek úlohy. Rovněž jsme

s pomoćı analyticko-numerických metod dosṕıvali ke konkrétńım vlastńım č́ısl̊um, nebo

k jejich obecným vyjádřeńım, a na základě analyticky vybudované teorie pak k vlastńım

funkćım splňuj́ıćım požadované podmı́nky. Tyto vlastńı funkce jsme následně vykreslo-

vali. Také jsme obecně monitorovali řády spojité diferencovatelnosti vlastńıch funkćı

a komplexńı poznatky intepretovali v názorných diagramech.

Předmětem daľśıho zkoumáńı by mohla být analogická úloha se dvěma jednostrannými

podmı́nkami uvnitř intervalu.
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