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Abstrakt 
V oblasti formálni ana lýzy se ča s to s e t k á v á m e s konečnými automaty s ve lkým m n o ž s t v í m 
s t a v ů nad ve lkými abecedami. Jejich expl ic i tn í reprezentace m ů ž e v y ú s t i t ve stavovou ex
plozi a tento p r o b l é m m ů ž e bý t vyřešen p o u ž i t í m symbol ické reprezentace schopné pracovat 
s celou m n o ž i n o u s t a v ů najednou. Cí lem t é t o p ráce je rozšíř i t knihovnu l i b V A T A o podporu 
t é t o reprezentace vče tně a lgo r i tmů pro n ě k t e r é operace nad touto rep rezen tac í . P ř ed ložený 
text se v ú v o d u z a b ý v á p ř e d p o k l a d y n e z b y t n ý m i pro p o c h o p e n í konečných a u t o m a t ů a b i 
ná rn í ch rozhodovac ích d i a g r a m ů , k t e r é se využíva j í pro jejich symbolickou reprezentaci. 
Dá le jsou uvedeny n ě k t e r é existující knihovny pro prác i s konečnými automaty. Násle
duje j á d r o t é t o p ráce , n á v r h symbol ické reprezentace a operac í nad ní , k t e r é jsou p o t é 
i m p l e m e n t o v á n y jako rozšíření z m í n ě n é knihovny. Výs l edky t e s t ů dokazuj í , že symbol ická 
reprezentace je za j ímavou alternativou expl ic i tn í reprezentace. 

Abstract 
In formal analysis we often encounter finite automata wi th a large amount of states over 
large alphabets. The i r explicit representation can result i n a state explosion and this pro
blem can be solved by the use of symbolic representation that can manipulate a whole 
set of states at once. The a im of this work is to extend the l i b V A T A l ibrary to support 
such a representation including algorithms for some operations on this representation. The 
presented text first deals w i t h prerequisites necessary to undestand finite automata and 
binary decision diagrams used for their symbolic representation. Then it lists some existing 
libraries for work wi th finite automata. Next follows the core of this work, the design of 
a symbolic representation and operations on it , which are later implemented i n the pre
viously mentioned library. The test results proves that the symbolic representation is an 
interesting alternative to the explicit representation. 
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Kapitola 1 

Úvod 

V oblasti t eore t ické informatiky se jako p r o s t ř e d e k pro řešení n ě k t e r ý c h v ý p o č e t n í c h pro
b l émů používa j í konečné automaty, k t e r é je dů lež i t é pro p rác i s n i m i v h o d n ý m z p ů s o b e m re
prezentovat. V praxi se v n ě k t e r ý c h p ř í p a d e c h vyskytu j í konečné automaty s ve lkým p o č t e m 
s t a v ů (např . automaty modeluj íc í s y s t é m y pro formální verifikaci) nebo s ve lkými abecedami 
(např . ukazatele do p a m ě t i , kde symbol p ř e d s t a v u j e nejčastěj i 32 /64 -b i t ové číslo), p ř í p a d n ě 
kombinace obo j ího . Exp l i c i tn í reprezentace t ěch to a u t o m a t ů b ý v á p rob l ema t i cká , p ro tože 
m ů ž e doj í t ke s tavové explozi, tedy e x p o n e n c i á l n í m u r ů s t u m n o ž s t v í s t a v ů v důs l edku vel
kého m n o ž s t v í kombinac í . J e d n í m ze z p ů s o b ů , jak se t é t o explozi vyhnout, nebo j i a lespoň 
omezit, je použ i t í symbol ické reprezentace, k t e r á p ř echodovou relaci automatu vyjadřu je 
p o m o c í j iných p r o s t ř e d k ů než expl ic i tně , n a p ř . p o m o c í logických formulí . 

N ě k t e r é existující knihovny u r č e n é pro p rác i s konečnými automaty p o d p o r u j í tzv. semi-
-symbolickou reprezentaci, jež použ ívá symbolickou reprezentaci s y m b o l ů abecedy, ale stavy 
jsou r ep rezen továny expl ic i tně . Tato reprezentace se použ ívá n a p ř . v ná s t ro j i M O N A nebo 
kn ihovně l ib V A T A a její použ i t í je v h o d n é n a p ř . př i implementaci rozhodovac ích procedur 
pro n ě k t e r é fragmenty logiky (nap ř . M S O nebo W S 2 S ) . P ro n ě k t e r é aplikace, jako je t ř e b a 
v ý p o č e t relace simulace na automatu, v šak tato reprezentace v h o d n á není . 

Tato p r á c e se zaměřu je na p lně symbolickou reprezentaci nede t e rmin i s t i ckých konečných 
a u t o m a t ů p o m o c í b i n á r n í c h rozhodovac ích d i a g r a m ů ( B D D ) a operace nad touto reprezen
tac í , k t e r é budou i m p l e m e n t o v á n y jako rozšíření knihovny l i b V A T A . J e d n í m z cílů p ráce 
je n á v r h a implementace algori tmu pro efektivní v ý p o č e t relace m a x i m á l n í simulace nad 
p lně symbolickou rep rezen tac í konečného automatu. Dá le se uvažuj í operace j azykového 
s jednocení a j azykového p r ů n i k u dvou konečných a u t o m a t ů . 

V Kapi to le 2 jsou uvedeny zák ladn í pojmy související s B D D a konečnými automaty. 
V Kapi to le 3 jsou s r o v n á n y již existující knihovny pro p rác i s konečnými automaty. K a p i 
to la 4 se z a b ý v á n á v r h e m symbol ické reprezentace konečných a u t o m a t ů a a l g o r i tmů něk
t e r ý c h operac í , k t e r é tato reprezentace podporuje. K a p i t o l a 5 popisuje implementaci t é t o 
reprezentace a a l go r i tmů v p r o s t ř e d í knihovny l ib V A T A . V Kapi to le 6 nás leduje experimen
tá ln í o t e s tován í a v y h o d n o c e n í d a n é implementace. K a p i t o l a 7 shrnuje dosažené výs ledky 
a diskutuje dalš í m o ž n á rozšíření . 
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Kapitola 2 

Teoretický úvod 

V t é t o kapitole je uvedena zák ladn í terminologie n e z b y t n á k p o c h o p e n í p r á c e . N a ú v o d 
z m í n í m e výrokovou logiku, k t e r á byla p ř e v z a t a ze s tud i jn í opory k p ř e d m ě t u M a t e m a t i c k á 
logika [ ]. P o t é p ř e j d e m e k b i n á r n í m rozhodovac ím d i a g r a m ů m , k t e r é čerpaj í z p ř e d n á š e k 
p ř e d m ě t ů Fo rmá ln í a n a l ý z a a verifikace [2] a Automated Reasoning [ ]. Dá le definujeme 
abecedu, j azyky a s a m o t n é konečné automaty, u k t e r ý c h vycház íme z baka l á ř ské p ráce 
M a r t i n a H r u š k y [4] a s tud i jn í opory k p ř e d m ě t u Teore t ická informatika [ ] na F I T V U T . 

2.1 Výroková logika 

Výroková logika z k o u m á z p ů s o b y tvorby s ložených v ý r o k ů z d a n ý c h j e d n o d u c h ý c h v ý r o k ů 
a závislost pravdivosti (resp. nepravdivosti) s loženého v ý r o k u na pravdivosti vý roků , z nichž 
je složen. 

B u ď P n e p r á z d n á m n o ž i n a symbo lů , k t e r é n a z ý v á m e výrokové proměnné. T y t o symboly, 
k t e r é zpravidla znač íme m a l ý m i p í s m e n y p,q,..., ma j í ú lohu j e d n o d u c h ý c h vý roků . Složené 
v ý r o k y v y t v á ř í m e z j e d n o d u c h ý c h v ý r o k ů p o m o c í nás leduj íc ích logických spojek: negace - i , 
konjunkce A , disjunkce V , implikace = > , ekvivalence <š=> . 

Symboly j azyka Lp výrokové logiky (nad m n o ž i n o u P) jsou p rvky m n o ž i n y P, logické 
spojky a závorky (,). Úlohu s ložených v ý r o k ů ma j í výrokové formule j azyka Lp def inované 
nás ledovně : 

i K a ž d á p r v o t n í formule p G P je výroková formule. 

i i Jsou-li A a B výrokové formule, pak (->A), (A A B), (A V B), (A => B), (A <r=> B) 
jsou t a k é výrokové formule. 

i i i K a ž d á výroková formule vznikne k o n e č n ý m p o č t e m uži t í pravidel i a i i . 

K a ž d á výroková formule je konečná posloupnost s y m b o l ů jazyka L p , k t e r á vznikne 
podle p ředchoz ích pravidel. 

Pravdivostní ohodnocení výrokových proměnných je l ibovolné zobrazen í v: P —> {0,1}, 
k t e r é každé výrokové p r o m ě n n é p E P p ř i ř ad í hodnotu 0 (nepravda) nebo hodnotu 1 
(pravda). 

Logická funkce f(xi,..., xn) nad vý rokovými p r o m ě n n ý m i xi,..., xn je formule, v níž 
se vysky tu j í výrokové p r o m ě n n é z m n o ž i n y {x\,...,xn}. 
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A B ->A AAB A VB 4̂ =4> S A <í=> B 

0 0 1 0 0 1 1 
0 1 1 0 1 1 0 
1 0 0 0 1 0 0 
1 1 0 1 1 1 1 

Tabulka 2.1: S é m a n t i k a logických spojek výrokové logiky 

2.1.1 S h a n n o n o v a expanze 

Shannonova expanze je identita, k t e r á umožňu je vy jád ř i t logickou funkci nad n vý rokovými 
p r o m ě n n ý m i p o m o c í dvou logických funkcí nad n — 1 vý rokovými p r o m ě n n ý m i . Postupnou 
apl ikací t é t o expanze na logickou funkci lze vy tvo ř i t b i n á r n í rozhodovac í diagram. Mate
m a t i c k ý zápis Shannonovy expanze je následuj ící : 

f(xi,X2,...,xn) = (->xi A f(0,x2, • • • ,xn)) V (xi A f(l,X2, • • • ,xn)). (2.1) 

2.2 Binární rozhodovací diagram 

B i n á r n í rozhodovac í diagram (dále jen B D D , B i n a r y Decision Diagram) je grafová struktura, 
p o m o c í k t e r é lze efekt ivně reprezentovat logickou funkci. Vycház í z b iná rn í ch rozhodova
cích s t r o m ů , k t e r é ale uchovávaj í r e d u n d a n t n í informace. Z tohoto d ů v o d u byly zavedeny 
u s p o ř á d a n é a r e d u k o v a n é B D D , k t e r é o d s t r aň u j í redundanci. 

B D D je zakořeněný o r i en tovaný souvis lý acykl ický graf reprezentu j íc í logickou funkci 
nad m n o ž i n o u výrokových p r o m ě n n ý c h Var. K a ž d ý n e t e r m i n á l n í uzel je označen p r o m ě n n o u 
z m n o ž i n y Var a m á p rávě dva nás l edn íky d o s t u p n é přes hrany, k t e r é odpov ída j í h o d n o t á m 
z m n o ž i n y {0,1} z m í n ě n é p r o m ě n n é . Te rminá ln i uzly ma j í hodnotu z m n o ž i n y {0,1}, k t e r á 
p ř eds t avu j e pravdivost logické funkce d a n é cestou v grafu od kořene přes hrany odpovída j íc í 
p r o m ě n n ý m z Var k p ř í s l u š n é m u t e r m i n á l n í m u uzlu. 

F o r m á l n ě se j e d n á o sedmici G = (N, T, var, low, high, root, val) nad m n o ž i n o u výroko
vých p r o m ě n n ý c h Var, kde: 

• iV je k o n e č n á m n o ž i n a n e t e r m i n á l n í c h uzlů, 

• T je konečná m n o ž i n a t e r m i n á l n í c h uzlů, p ř i čemž N D T = 0, 

• var je zobrazen í iV —> Var, k t e r é k a ž d ý n e t e r m i n á l n í uzel n E N označí p r o m ě n n o u 
z m n o ž i n y Var, 

• low je zobrazen í iV -> i V U T určuj ící ná s l edn íka n e t e r m i n á l n í h o uz lu n E N pro 
ohodnocen í var{n) = 0, 

• high je zobrazen í N —> N U T určující ná s l edn íka n e t e r m i n á l n í h o uz lu n E N pro 
ohodnocen í var (n) = 1, 

• root u rču je kořenový uzel B D D , root £ J V U T , 

• val je zobrazen í T —> {0,1}, k t e r é k a ž d é m u t e r m i n á l n í m u uz lu í G T p ř i ř ad í hodnotu 
z m n o ž i n y {0,1}. 
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Hrany odpovída j íc í funkci low budeme znač i t t ečkovanou ča rou a hrany odpovída j íc í 
funkci high budeme znač i t p lnou ča rou . O b r á z e k 2.1 ukazuje, jak lze reprezentovat funkci 
f(vi,v2) = 

2.2.1 U s p o ř á d a n ý b i n á r n í r o z h o d o v a c í d i a g r a m 

Jsou-li uzly B D D u s p o ř á d a n é podle p r o m ě n n ý c h , m l u v í m e o u s p o ř á d a n é m B D D (dále jen 
O B D D , Ordered B D D ) . U s p o ř á d á n í p r o m ě n n ý c h m á v ý z n a m n ý v l i v na velikost O B D D 
a na lezení o p t i m á l n í h o u s p o ř á d á n í , pro k t e r é m á O B D D ne jmenš í velikost, je klasifikováno 
jako N P - t ě ž k ý p rob lém. 

Nechť G = (N, T, var, low, high, root, val) je v z e s t u p n ě (od kořene) u s p o ř á d a n é O B D D . 
Pak p la t í , že n e t e r m i n á l n í uzel, k t e r ý je n á s l e d n í k e m j iného uzlu, je označen takovou 
p r o m ě n n o u , k t e r á je v u s p o ř á d á n í větší než p r o m ě n n á rod ičovského uzlu . F o r m á l n ě pro 
V n G N: 

low (n) G N => var{n) -< var{low{n)), (2-2) 

high{n) G N => var{n) -< var (high(n)). (2.3) 

2.2.2 R e d u k o v a n ý b i n á r n i r o z h o d o v a c í d i a g r a m 

P o k u d B D D neobsahuje ž á d n é dup l i c i tn í a r e d u n d a n t n í uzly, n a z ý v á m e ho r e d u k o v a n é B D D 
(dále jen R B D D = Reduced B D D ) . 

Nechť G = (N, T, var, low, high, root, val) je R B D D . Pak p la t í , že (2.4) ž á d n é dva různé 
n e t e r m i n á l n í uzly, k t e r é jsou označené stejnou p r o m ě n n o u , nema j í zá roveň s te jné levé i p ravé 
nás ledníky, dá le (2.5) ž á d n ý n e t e r m i n á l n í uzel n e m á s h o d n é h o levého a p ravého nás l edn íka 
a (2.6) ž á d n é dva r ů z n é t e r m i n á l n i uzly n e m a j í stejnou hodnotu. F o r m á l n ě pro V n , m E N 
a pro Ví, u G T: 

n ^ m A var (n) = var{m) => low (n) ^ low {m) V high{n) Ý high(m), (2-4) 

low (n) Ý high{n), (2-5) 

t + u => val(t)Ý valiu). (2.6) 
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2.2.3 O p e r a c e reduce 

Operace reduce slouží k redukci B D D . Nechť / je logická funkce a B f je n e r e d u k o v a n é B D D 
pro funkci / . P o t o m operac í B'^ := reduce(Bf) r o z u m í m e redukci B D D Bf, jejíž výs ledkem 
je R B D D B'j. Postup t é t o operace pro funkci f(vi, V2, V3) = (->vi A -1V2 A V3) V (->vi A V2 A 

V3) V (vi A ~<V2 A V3) V (vi A V2 A U 3 ) bude d o p l n ě n o grafickou i lustraci . 

1. Nejdř íve o d s t r a n í m e všechny t e r m i n á l n i uzly se stejnou hodnotou tak, že je s loučíme 
do j ed iného uz lu a všechny hrany, k t e r é vedly do t ěch to uzlů, p ř e s m ě r u j e m e do nového 
uzlu (viz O b r á z e k 2.2). 

O b r á z e k 2.2: O d s t r a n ě n í dup l ic i tn ích t e r m i n á l n í c h uz lů 

2. P o t é p o d o b n ý m z p ů s o b e m o d s t r a n í m e všechny n e t e r m i n á l n í uzly o h o d n o c e n é stejnou 
p r o m ě n n o u se s h o d n ý m i levými i p r a v ý m i nás l edn íky tak, že je s loučíme do j e d i n é h o 
uzlu a všechny hrany, k t e r é vedly do t ě c h t o uzlů, p ř e s m ě r u j e m e do nového uz lu (viz 
O b r á z e k 2.3). 

O b r á z e k 2.3: O d s t r a n ě n í dup l i c i tn ích n e t e r m i n á l n í c h uz lů 
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3. Nakonec o d s t r a n í m e k a ž d ý n e t e r m i n á l n í uzel se s h o d n ý m l e v ý m i p r a v ý m nás l edn íkem 
tak, že všechny hrany, k t e r é vedly do tohoto uzlu, p ř e s m ě r u j e m e do jeho nás l edn íka 
(viz O b r á z e k 2.4). 

O b r á z e k 2.4: O d s t r a n ě n í r e d u n d a n t n í c h n e t e r m i n á l n í c h uz lů 

2.2.4 O p e r a c e restrict 

P o m o c í operace restrict z í skáme nové B D D , kde je n ě k t e r é p r o m ě n n é p ř i ř a z e n a k o n k r é t n í 
hodnota. Nechť c je konstanta, k t e r á m ů ž e n a b ý v a t hodnot z m n o ž i n y {0,1}, / je lo
gická funkce s p r o m ě n n ý m i v\ a v2 a Bf je B D D pro funkcí / . P o t o m operac í B'f := 
restrict (B f ,v2,c) r o z u m í m e restrikci B D D Bf do sazen ím konstanty c za p r o m ě n n o u v2, 
je j ímž výs ledkem je nové B D D B'^. N a O b r á z k u 2.5 je ukázka t é t o operace pro funkci 
f(vi,V2) = V1 <í=> v2. 

O b r á z e k 2.5: Dosazen í konstanty 0 za p r o m ě n n o u v2 
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2.2.5 O p e r a c e apply 

Operace apply vycház í z Shannonovy expanze (viz Sekce 2.1.1). 
Nechť / a g jsou logické funkce, B f a Bg jsou B D D pro funkce f a g v tomto p o ř a d í a op 

je b i n á r n í operace. O p e r a c í Bfg := apply(op, Bf, Bg) r o z u m í m e aplikaci operace op na B D D 
B f a Bg, je j ímž výs ledkem je B D D Bfg t akové , že Bfg reprezentuje funkci fg = f op g. P r o 
lepší p o c h o p e n í r eku rz ivn ího p r ů c h o d u nad d v ě m a B D D uvedeme č tyř i graficky i l u s t rovaná 
pravidla. 

1. N a O b r á z k u 2.6 je operace apply nad d v ě m a n e t e r m i n á l n í m i uzly označenými t o u t é ž 
p r o m ě n n o u v, z nichž p r v n í m á podstromy A a B a d r u h ý m á podstromy C a D. Vý
sledkem operace je n e t e r m i n á l n í uzel, j ehož levý podst rom z í skáme r eku rz ivně operac í 
apply nad podstromy A a C a p r a v ý podstrom z í skáme r eku rz ivně operac í apply nad 
podstromy B a D. 

apply(op, 

A B C D apply(op,A,C) apply(op, B, D) 

O b r á z e k 2.6: K r o k apply pro dva uzly s t o u t é ž p r o m ě n n o u 

2. N a O b r á z k u 2.7 je operace apply nad n e t e r m i n á l n í m uzlem s podstromy A a B ozna
čeném p r o m ě n n o u v a uzlem C , k t e r ý je 1) t e r m i n á l n i , nebo 2) n e t e r m i n á l n í , p ř i čemž 
p la t í , že var{C) >- v. V ý s l e d k e m operace je n e t e r m i n á l n í uzel, j ehož levý podstrom 
z ískáme r eku rz ivně operac í apply nad podstromem A a uzlem C a p r a v ý podstrom 
z ískáme r eku rz ivně operac í apply nad podstromem B a uzlem C. 

apply(op, 

A B apply(op, A , C) apply(op, B, C) 

O b r á z e k 2.7: K r o k apply pro podst rom a uzel 

3. N a O b r á z k u 2.8 je, analogicky k p ř e d c h o z í m u kroku, operace apply nad uzlem A, 
k te rý je 1) t e r m i n á l n í , nebo 2) n e t e r m i n á l n í , p ř i čemž p la t í , že var(A) >- v, a neter
m i n á l n í m uzlem s podstromy B a C o z n a č e n é m p r o m ě n n o u v. V ý s l e d k e m operace je 
n e t e r m i n á l n í uzel, j ehož levý podst rom z í skáme r eku rz ivně operac í apply nad uzlem 
A a podstromem C a p r a v ý podstrom z í skáme r eku rz ivně operac í apply nad uzlem A 
a podstromem C. 
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O b r á z e k 2.8: K r o k apply pro uzel a podstrom 

4. N a O b r á z k u 2.9 je operace apply nad d v ě m a t e r m i n á l n í m i uz ly A a B. Výs l edkem 
operace je t e r m i n á l n í uzel C , p ř i čemž val{C) = val (A) op val(B). 

O b r á z e k 2.9: K r o k apply pro dva t e r m i n á l n í uzly 

Nás leduje ukázka apply(V, f,g) pro f(vi,V2) = v\ A V2 a g{v\,vi) = v\ V A Í^) na 
O b r á z k u 2.10. 

O b r á z e k 2.10: U k á z k a apply (V, /, g) 

2.3 Abeceda a jazyky 

Abeceda S je konečná n e p r á z d n á m n o ž i n a symbo lů , k t e r é z n a č í m e m a l ý m i p í s m e n y a, b,.... 
Řetězec w nad abecedou S o délce \w\ = n je konečná posloupnost s y m b o l ů iu = a\... an, 
kde pro V i : 1 < i < n p la t í , že aj G S . Spec iá ln ím p ř í p a d e m ře tězce je p r á z d n ý ře tězec 
e 0 S s dé lkou |e| = 0. P r o konkatenaci • nad řetězci e, u> a x = b\... bm p la t í , že 
e-w = w- £ = w& w- x = a\... anb\ • • • bm. P r o i - tou mocninu x% nad ř e t ězcem x p l a t í , že 
x° = e a = x • x% pro i > 1. M n o ž i n u všech ře t ězců nad abecedou S vyjma p r á z d n é h o 
ře tězce e označu jeme S + , p ř i čemž S + U e = S*. 
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Jazyk L nad abecedou E je l ibovolná p o d m n o ž i n a E * , t j . L C E * . P o t e n č n í m n o ž i n u 
všech j a z y k ů nad abecedou E z n a č í m e 2 S * . P ro konkatenaci • nad jazyky L\ a L2 nad 
abecedami S i a E 2 v tomto p o ř a d í p la t í , že L\ • L2 = {x • y \ x G Li,y G L2}. P r o i - tou 
mocninu L1 nad jazykem L p l a t í následující : 

• L° = {£}, 

• L í + 1 = L • Ú pro i > 1, 

• L * = U > o ^ > 

2.4 Konečný automat 

K o n e č n ý automat ( F A = F in i te Automaton) je pě t i ce M = (Q, E , A , / , F), kde: 

• Q je konečná m n o ž i n a s t avů , 

• E je abeceda, 

• A C Q x S x Q j e p ř e c h o d o v á relace, 

• I C Q je m n o ž i n a p o č á t e č n í c h s t a v ů a 

• i* 1 C Q je m n o ž i n a koncových s t a v ů . 

2.4.1 P ř e c h o d y k o n e č n é h o a u t o m a t u 

P ř e c h o d konečného automatu M = (Q, T,, A, I, F) mezi d v ě m a stavy (71,(72 G Q pomoci 
symbolu a G E , p ř i čemž (q\, a, (72) G A , z n a č í m e (71 A g 2 . B ě h ře tězce w = a\... a n _ i G E * 
ze stavu q\ nad k o n e č n ý m automatem M je posloupnost p ř e c h o d ů konečného automatu M : 

a i a2 a „ _ i , . 
9 1 9 2 - » • • • • - > <?n, (2.7) 

pro k t e r é p la t í : 

• qi,-..,qn£Q, 

• Qm-^ Qm+i G A pro V m : 1 < m < n — 1. 

Řetězec u> je p ř i j ímán k o n e č n ý m automatem M , pokud g n G F . Jazyk L (q) C E * stavu 
g G Q je m n o ž i n a všech ře t ězců p ř i j ímaných automatem M ze stavu g. Jazyk L ( M ) C E * 
automatu M je m n o ž i n a všech ře t ězců p ř i j ímaných automatem M ze s t a v ů q E I. 

2.4.2 D e t e r m i n i s t i c k ý k o n e č n ý au tomat 

K o n e č n ý automat M = (Q, E , A , / , F ) je de te rmin i s t i cký , jes t l iže p ř e c h o d o v á relace A 
n e u m o ž ň u j e p o m o c í jednoho symbolu přej í t do více s t a v ů zároveň: 

Vq G Q , V o G E : | A ( g , o ) | < 1. (2.8) 
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2.4.3 J a z y k o v é s j e d n o c e n í 

Jazykovou operaci s jednocení dvou konečných a u t o m a t ů M = (QM, S , AM,IM, FM) 
a N = (Q N, S , A AŤ, IN, F/V) se spo lečnou abecedou S definujeme nás ledovně : 

M U N = (QM U Q N , E , A m U A / v , IM U / /v, U FN). (2.9) 

P l a t í , že jazyk L(M U N) = L(M) U L ( i V ) . 

2.4.4 J a z y k o v ý p r ů n i k 

Jazykovou operaci p r ů n i k u dvou konečných a u t o m a t ů M = (QM, E , AM, IM, FM) 
a N = (Q N, E , A Ar, IN, F/V) se spo lečnou abecedou E definujeme nás ledovně : 

M n N = (QM X QN, E , A , IM x / /v, F M x FN), (2.10) 

kde A = {(qi, n ) A (g 2 , r2) \ qi A <?2 G A M A n A r 2 e A J V } . 

Pla t í , že jazyk L ( M n JV) = L(M) n L ( i V ) . 

2.4.5 Re lace s imulace 

Relace simulace < nad k o n e č n ý m automatem M = (Q, E , A , /, F ) je b iná rn í relace nad 
stavy z m n o ž i n y Q, tedy <CQxQ.q<r z n a m e n á , že pokud je stav q s imulován stavem 
r, po tom pro k a ž d ý p ř e c h o d ze stavu q p o m o c í symbolu a G S do stavu q' existuje p ř e c h o d 
ze stavu r p o m o c í s t e jného symbolu a do stavu r' pro q',r' G Q, k t e r ý zachovává relaci 
simulace q' < r' a dá le p la t í , že pokud q G F , po tom i r G F : 

q < r V a V g ' . ( q q ' 3 r ' . (r A r ' A g' < r ' ) ) A (g G F r G F ) . (2.11) 

2.5 Myhil l -Nerodova věta 

P o m o c í Myh i l l -Nerodovy vě ty se d á d o k á z a t existence j ed inečného (až na izomorfismus) 
m i n i m á l n í h o de te rmin i s t i ckého konečného automatu. 

Relace ekvivalence ~ je pravou kongruenc í , pokud je zprava inva r i an tn í pro l ibovolný 
ře tězec nad abecedou E : Vit, v, w G E * . u ~ v => uw ~ vw. 

Má-li rozklad E / ~ konečně mnoho t ř íd , je kongruence konečného indexu. V ě t a t v rd í , 
že pro jazyk L nad abecedou E a relaci ~ l zvanou prefixová ekvivalence pro jazyk L jsou 
tv rzen í 

• jazyk L je p ř i j ímaný d e t e r m i n i s t i c k ý m k o n e č n ý m automatem, 

• jazyk L je s j ednocen ím n ě k t e r ý c h t ř í d rozkladu u r č e n é h o pravou kongruenc í na E * 
s k o n e č n ý m indexem a 

• relace ~ l m á konečný index, 

ekviva len tn í . 

P o č e t s t a v ů m i n i m á l n í h o de t e rmin i s t i ckého konečného automatu př i j ímaj íc ího jazyk L 
je roven indexu relace 
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Kapitola 3 

Knihovny 

Pro nasazen í konečných a u t o m a t ů je m u s í m e v h o d n ý m z p ů s o b e m reprezentovat a imple
mentovat nad n i m i p o t ř e b n é operace. Tato kapi tola p o j e d n á v á o kn ihovnách , k t e r é se koneč
n ý m i automaty n ě j a k ý m z p ů s o b e m zabývaj í . K n i h o v n y se využívaj í ve formální verifikaci, 
ana lýze a dalš ích odvě tv ích (nejen) teore t ické informatiky. 

3.1 F S A 

K n i h o v n a F in i te State A u t o m a t a Ut i l i t ies [ ] je n a p s a n á v jazyce Pro log a d i s t r i b u o v á n a 
pod licencí G N U G P L . J e d n á se o sb í rku n á s t r o j ů pro p rác i s r egu l á rn ími výrazy, koneč
n ý m i automaty a p řevodníky . Zahrnuje p ř e v o d regu lá rn ích v ý r a z ů na konečné automaty, 
determinizaci, minimal izac i , kompozici , dop lněk , p růn ik , Kleeneho uzávěr a dalš í operace. 
Jsou k dispozici r ů z n é vizual izační n á s t r o j e pro zobrazen í a u t o m a t ů a t a k é interprety auto
m a t ů pro jejich použ i t í . K o n e č n é automaty mohou bý t t a k é kompi lovány do s a m o s t a t n ý c h 
p r o g r a m ů v jazyce C . 

3.2 M O N A 

M O N A [7], od slova monad ický , je implementace rozhodovac í procedury pro slabou dru-
h o ř á d o v o u monadickou teorii s 1/2 nás l edn íky ( W S 1 S / W S 2 S ) . Formule v t é t o teorii mohou 
vy jad řova t vyh ledávac í vzory, t e m p o r á l n í vlastnosti r eak t ivn í ch s y s t é m ů , omezení der ivač-
ních s t r o m ů a další . 

N á s t r o j p ř evede formuli <p na konečný s t r o m o v ý automat Av a testuje platnost či spl-
nitelnost tp t í m , že analyzuje automat A^. N á s t r o j použ ívá semi-symbolickou reprezentaci 
(viz K a p i t o l a 1). 

3.3 Timbuk 

T i m b u k [ ;] je sb í rka n á s t r o j ů v jazyce O C a m l , k t e r á se využ ívá pro ana lýzu dosaž i t e lnos t i 
u přepisovacích s y s t é m ů s termy. 

Její s t a r š í verze (2.2) poskytuje funkce pro p rác i se s t r o m o v ý m i automaty, mezi j i n ý m i 
n a p ř í k l a d operace s jednocení , p r ů n i k u , t e s tován í inkluze, determinizace a další . 
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3.4 L A S H 

L A S H [ ] je soubor n á s t r o j ů u rčených pro reprezentaci nekonečných m n o ž i n a p rocházen í 
nekonečných s t avových p r o s t o r ů . Je založen na konečných automatech pro reprezentaci 
a manipulaci s nekonečnými m n o ž i n a m i hodnot různých d a t o v ý c h t y p ů . 

L A S H obsahuje knihovny v jazyce C poskytu j íc í p r o s t ř e d k y pro konstrukci a manipulaci 
s konečnými automaty nad konečnými a nekonečnými ře tězci , pro reprezentaci l ineárn ích 
rovnic nad celočíselnými i r eá lnými čísly a další . 

3.5 l i b V A T A 

K n i h o v n a l i b V A T A [10] je vysoce o p t i m a l i z o v a n á pro p rác i s n e d e t e r m i n i s t i c k ý m i koneč
n ý m i a s t r o m o v ý m i automaty. V současnos t i podporuje expl ic i tn í a semi-symbolickou re
prezentaci a u t o m a t ů a p r i m á r n í m cí lem t é t o p r á c e je rozšíř i t j i o podporu p lně symbol ické 
reprezentace. K n i h o v n a poskytuje v las tn í b ě ž n é i v íce - te rminá lové B D D , k t e rých využ ívá 
z m í n ě n á semi-symbol ická reprezentace. 

3.6 S A 

K n i h o v n a S A [ ] v jazyce O C a m l slouží k p rác i se s t r o m o v ý m i automaty a p ř e c h o d o v ý m i 
sys t émy s návěš t ími ( L T S = Label led Transi t ion Systems). 

Podporuje v ý p o č e t d o p ř e d n ě a z p ě t n é simulace nad s t r o m o v ý m i automaty a L T S . 
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Kapitola 4 

Návrh 

V p ř í p a d ě expl ic i tn í reprezentace konečných a u t o m a t ů nad velkou abecedou, anebo s ve lkým 
m n o ž s t v í m s t avů , mohou exponenc iá lně rů s t paměťové a časové n á r o k y v ý p o č e t n í c h operac í 
a docház í ke s tavové explozi. P ř í č i n o u je manipulace s k a ž d ý m v z n i k l ý m stavem s a m o s t a t n ě . 
Z tohoto d ů v o d u z a v a d í m e p lně symbolickou reprezentaci, k t e r á umožňu je pracovat se sku
pinami s t a v ů a symbo lů , snižuje tak paměťové n á r o k y a dovoluje implementaci efekt ivních 
operac í nad touto reprezen tac í . 

V t é t o kapitole uvedeme, jak efekt ivně implementovat symbolickou reprezentaci koneč
ných a u t o m a t ů p o m o c í B D D , a p o p í š e m e n á v r h a lgo r i tmů pro operace j azykového sjedno
cení, j azykového p r ů n i k u a v ý p o č t u relace simulace na t é t o reprezentaci. 

4.1 Struktura symbolické reprezentace 

Základn í myš lenkou n á v r h u reprezentace je, že B D D budou reprezentovat m n o ž i n u počá 
tečn ích s t a v ů / , m n o ž i n u koncových s t a v ů F a p ř echodovou relaci A konečného automatu. 
K a ž d ý stav a symbol konečného automatu zob raz íme na posloupnost hodnot z m n o ž i n y 
{0,1}, k t e r á p ř eds t avu j e o h o d n o c e n é výrokové p r o m ě n n é z m n o ž i n y X (pro stavy) a Y 
(pro symboly) . P r o zobrazen í využ i j eme následuj íc í funkce: 

encQ: Q ^ 2 X ^ ° ' 1 \ (4.1) 

e n c s : S ^ 2 Y ^ ° ' 1 > . (4.2) 

K a ž d ý stav, symbol nebo relace potom v B D D p ř e d s t a v u j e cestu od kořene p řes hrany 
odpovída j íc í p r o m ě n n ý m z m n o ž i n X, Y až k l i s tovým u z l ů m v závislost i na u s p o ř á d á n í 
p r o m ě n n ý c h . 

4.1.1 P ř e c h o d o v á relace 

B D D , k t e r é p ř eds t avu j e p řechodovou relaci A konečného automatu, se analogicky k A dělí 
na m n o ž i n u s t a v ů Qi, abecedu £ a m n o ž i n u s t a v ů Q2 - K a ž d ý p ř e c h o d je v B D D pro logickou 
funkci / r e p r e z e n t o v á n nás ledovně : 

q-^ r e A <í=> f(encQ(q) U encs(a) u encg(r) ' ) = 1. (4.3) 
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4.1.2 M n o ž i n a p o č á t e č n í c h s t a v ů 

B D D , k t e r é p ř e d s t a v u j e m n o ž i n u p o č á t e č n í c h s t a v ů / konečného automatu, je t v o ř e n é je
dinou m n o ž i n o u s t a v ů Q. K a ž d ý stav je v B D D pro logickou funkci / r ep r ezen tován násle
dovně: 

qi e I f(encQ(qi)) = 1. (4.4) 

4.1.3 M n o ž i n a k o n c o v ý c h s t a v ů 

B D D , k t e r é p ř e d s t a v u j e m n o ž i n u koncových s t a v ů F konečného automatu, ses t ává t aké 
z j ed iné m n o ž i n y s t a v ů Q. K a ž d ý stav je v B D D pro logickou funkci / r ep r ezen tován násle
dovně: 

qFeF <=^> f(encQ(qF)) = 1. (4.5) 

4.1.4 P ř í k l a d s y m b o l i c k y r e p r e z e n t o v a n é h o k o n e č n é h o a u t o m a t u 

Pro lepší p o c h o p e n í uvedeme p ř ík l ad celého procesu symbol ické reprezentace konečného 
automatu. Nechť A = (Q, E , A , I, F) je konečný automat, kde: 

• Q = {q,r}, 

• E = {a,b}, 

. r a b a b -i 

• A = {q —> q, q —> r , r —> r , r —> r j , 

• / = {«}, 
• F = { r } . 

Nechť X = {x} , F = {y} a X' = {x'} jsou m n o ž i n y výrokových p r o m ě n n ý c h . P o m o c í 
kódovacích funkcí 4.1 a 4.2 p ř e v e d e m e k a ž d ý stav a symbol konečného automatu A na jejich 
symbol ický tvar nás ledovně : 

• encQ^q) = {x i-> 0}, encQ^r) = {x i-> 1}, 

• encQ^q)' = {x' i-> 0}, encQ^r)' = {x' i-> 1}, 

• encs(a) = {y i-> 0}, encs(6) = {y 1}. 

Nechť -Bj pro funkci / reprezentuje p ř echodovou relaci A , i ? s pro funkci g reprezentuje 
m n o ž i n u p o č á t e č n í c h s t a v ů / a 5 ^ pro funkci / i reprezentuje m n o ž i n u koncových s t a v ů F 
konečného automatu A P o t o m funkční hodnoty funkcí f, g a h podle v z t a h ů 4.3, 4.4 a 4.5 
budou 0 k r o m ě následuj íc ích p ř í p a d ů : 

• f(encQ(q) U encs(a) u encg(g)') = 1, 

• f(encQ(q) U encs(6) U encg(r) ' ) = 1, 

• f(encQ(r) U encs(a) u encg(r) ' ) = 1, 

• f(encQ(r) U encs(6) U encg(r) ' ) = 1, 

• 9(encQ(q)) = 1, 

• h(encQ(r)) = 1. 

N a O b r á z k u 4.1 je ukázka s t ruktur výše def inovaných B D D I? s a 1?^. 
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O b r á z e k 4.1: K o n e č n ý automat A r ep rezen tovaný p o m o c í B D D Bf, Bg a B h 

4.2 Operace nad symbolickou reprezentací 

Operace nad konečnými automaty lze efekt ivně realizovat p o m o c í operac í nad B D D . Níže 
uvedeme algoritmy pro operace j azykového s jednocení , j azykového p r ů n i k u a v ý p o č t u relace 
simulace. 

Pro p o t ř e b y a lgo r i tmů zavedeme funkci var(Q), k t e r á vrac í velikost m n o ž i n y výrokových 
p r o m ě n n ý c h X u r čené pro reprezentaci p r v k ů m n o ž i n y Q (viz rovnice 4.1 a 4.2). 

Dá le definujeme funkci pro vy tvo řen í B D D createBDD{v,l,h), k t e r á vy tvoř í netermi-
ná ln í uzel n, pro k t e r ý p la t í následuj ící : var{n) = v, low(l) = v a high(n) = h. 

4.2.1 J a z y k o v é s j e d n o c e n í 

Jazykové s jednocení (viz Sekce 2.4.3) dvou konečných a u t o m a t ů A = (QA,Y,,AA,IA,FA) 
a B = ( < 5 B , E , A B , / B , FB) vyžadu je t akové d i s junk tn í p ře jmenován í s t a v ů obou a u t o m a t ů , 
aby QADQB = 0-

Nechť B f je B D D pro funkci / . P r o p ř idán í výrokové p r o m ě n n é x s hodnotou y zavedeme 
funkci AddVariable{BDD Bf, Variable x, Value y), k t e r á vrací B D D Bfi pro funkci / ' : fAx, 
kde f'({x » y}) = 1. 

Funkce A d d V a r i a b l e ( B D D Bf, Variable x, Value y) 

1 begin 
2 if y = true then 
3 B D D b := createBDD(x, false, true) 
4 else 
5 B D D b createBDD(x, true, false) 
6 end if 
7 B D D Bf> :--

return Bf, 
apply(A,Bf,b) 

8 
9 end 
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Dále zavedeme funkci RenameStates(Automaton A, A u t o m a t o n B), k t e r á p o m o c í funkce 
AddVariable rozšíří m n o ž i n u výrokových p r o m ě n n ý c h X (viz vz tah 4.1) o t a k o v ý p o č e t výro 
kových p r o m ě n n ý c h ( o h o d n o c e n é '0' v p ř í p a d ě p r v n í h o automatu a ' ľ v p ř í p a d ě d r u h é h o ) , 
aby symbol ická reprezentace s t a v ů výs l edného automatu pokry la všechny stavy obou vstup
ních a u t o m a t ů A a B. V p ř í p a d ě B D D pro p řechodovou relaci A vo láme funkci AddVariable 
d v a k r á t , p ro tože k a ž d ý p ř e c h o d ses tává ze dvou s t a v ů . 

Funkce RenameStates(Automaton A, A u t o m a t o n B) 

1 begin 
2 m := (var{Qc) > var(Qo)) ? 1 : (var(Qo) 
3 n := {var(Qu) > var(Qc)) ? 1 : (var(Qc) 
4 for i := var(QA) to m do 
5 B D D b := AddVariable (0 , xh 0) 
6 b' := AddVariable(6,x-,0) 
7 B D D A ' A := apply(A, A A , b') 
8 B D D I'A := AddVariable ( I A , xu 0) 
9 B D D F'A := AddVariable ( F A , XÍ,0) 

10 end for 
11 for i := var(QB) to n do 
12 B D D b := AddVariable (0 , xi} 1) 
13 b' := AddVariable(6,x-, 1) 
14 B D D A ' B := apply (A, AB,b') 
15 B D D 7 B := AddVariable(/ B, xu 1) 
16 B D D F'B := AddVariable(F B , x», 1) 
17 end for 
18 Au toma ton A ' : = ( Q ^ , E , A ' A , 7̂ , F ^ ) 
19 Au tomaton B' := ( Q B , E , A'B,I'B, F'B) 
20 return yl', 5' 
21 end 

Postup operace j azykového s jednocení ukazuje Algor i tmus 1. 

Algoritmus 1: S jednocení dvou konečných a u t o m a t ů 
Input: Au tomaton A = (QA. E . A \. IA, FA), Au toma ton B = (QB- E , A B , FB) 
Output: A u t o m a t o n C = (Qu, E , A U 5 IU, Fu) 

1 begin 
2 Au toma ton C, D := RenameStates(A, B) 
3 Set Q u := Qc U Q D 

4 B D D A y := app/y(V, A C , AD) 
5 B D D Ju := apply (V, IC, ID) 
e B D D F u := apply (y, FC,FD) 
7 Au toma ton C := (Qui E , A u , Ju, F j ) 
8 return C 
9 end 

- var(Qc) + 1) 
- var{QD) + 1) 
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4.2.2 J a z y k o v ý p r ů n i k 

J a z y k o v ý p r ů n i k (viz Sekce 2.4.4) dvou konečných a u t o m a t ů A = (QA,^,AA,IA,FA) 
a B = (QB,^,AB,IB,FB) zahrnuje ka r t éz ský součin Q A X QB- V B D D jej o b d r ž í m e 
p ř e j m e n o v á n í m m n o ž i n y p r o m ě n n ý c h X (viz vz tah 4.1) a p o m o c í apply s ope rac í A . 

Definujeme tedy funkci rename Vars ( B D D b, M a p p i n g / ) , k t e r á v B D D b p ře jmenuje 
m n o ž i n u výrokových p r o m ě n n ý c h z o b r a z e n í m / : X i—> XB-

Postup operace j azykového p r ů n i k u znázorňu je Algor i tmus 2. 

Algori tmus 2: P r ů n i k dvou konečných a u t o m a t ů 
Input: Au toma ton A = (Q A , S, AA,IA, FA), A u t o m a t o n B = (QB, S , AB, IB, FB) 
Output: A u t o m a t o n C = (Qn, E , A n , I n , F n ) 

1 begin 
2 B D D A'B := renameVars(AB, {x t—> XB,X' I—> x ' B } ) 
3 B D D := renameVars(lB, {x i—> S B } ) 

4 B D D := renameVars(FB, {x t—> x ^ } ) 
5 Set Q n : = <3A X Q b 

6 B D D A n := opp/j/(A, A A ; A' B ) 
7 B D D 7 n := apply(A, IA, I'B) 
8 B D D F n := apply (A, F A , FB) 
9 Au toma ton C := ((Jn> S , A n , 7 n , F n ) 

10 return C 
í l end 

4.2.3 Re lace s imulace 

V ý p o č e t relace simulace (viz Sekce 2.4.5) nad k o n e č n ý m automatem A = (Q,T,,A,I,F) 
využ ívá pro p ře jmenován í výrokových p r o m ě n n ý c h funkci renameVars (viz Sekce 4.2.2). 

Nechť Bf je B D D pro funkci f(xo,... ,xn). Nejdř íve zavedeme funkci Exists(B~D~D Bf, 
Set X), k t e r á vrac í B D D pro funkci f'(xo, .. Xj+i , . . . , xn) = f(xo, ..., 0, Xj+i , 
..., xn) V f(xo, ..., Xi-i, 1, Xj+i , . . . , xn). P o t é funkci z o b e c n í m e na Exists(BD~D Bf, Set 
X) pro postupnou aplikaci p ů v o d n í Exists na všechny výrokové p r o m ě n n é z m n o ž i n y X, 
tedy Exists(BD~D Bf, Set A = {XQ, ... ,xn}) = Exists (Exists (... (Exists (B f, XQ)) .. -),xn). 

Funkce Exis ts ( B D D Bf, Set X) 

1 begin 
2 B D D B'f = Bf 

3 foreach Variable i £ l do 
4 B D D Z := restrict(B'f,x, 0) 

5 B D D r : = restrict(B'f,x, 1) 

6 B D D ^ := apply(y, I, r) 
7 end foreach 
8 return B'f 

9 end 
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Dále zavedeme funkci ForAll(BDD Bf, Variable Xi), k t e r á analogicky k funkci Exists 
vrac í B D D pro funkci f'(x0, .. xi+1, ..., xn) = f(x0, ..., 0, xi+1, ..., xn)Af(x0, 

Xi-i, 1, Xi+i, xn). Tuto funkci t a k é zobecn íme na ForAll{SDD Bf, Set X) pro 
postupnou aplikaci p ů v o d n í For AU na všechny výrokové p r o m ě n n é z m n o ž i n y X, tedy 
ForAll(BDT> Bf, Set X = {x0,... , x n } ) = ForAll (ForAU ( . . . ( F o r A H ( S / , x 0 ) ) • • O.^n)

Funkce F o r A l l ( B D D Bf, Set X ) 

1 begin 
2 B D D B'f = Bf 

3 foreach Variable i £ l do 
4 B D D I := restrict(B'f,x, 0) 

5 B D D r := restrict(B'f, x, 1) 

6 B D D ^ := apply(A, I, r) 
7 end foreach 
8 return 1?̂  

9 end 

Nyní zavedeme funkci Init (Automaton A), p o m o c í k t e r é z í skáme B D D pro p o č á t e č n í 
relaci simulace <o nad k o n e č n ý m automatem A tak, aby plati lo: 

qi <o <?4 = > Va . (3g 2 = > 3 g 3 . g 4 A g 3) A (gi G F = > g 4 G F ) . (4.6) 

V nás leduj íc ím algori tmu funkce Init použ i j eme pro reprezentaci m n o ž i n s t a v ů a sym
bo lů Q\, Q2, Q3, Q4, S m n o ž i n y výrokových p r o m ě n n ý c h X = {xo,..., xn},X' = {x'0,..., 
x'n}>x" = {x'ó, x'n},X'" = {X'Q, x'"}, Y = {y0, ...,yn}v tomto p o ř a d í . 

Funkce Init (Automaton A) 

1 begin 
2 B D D Ihs := Exists ( A , X') // 3q2 • gi A g 2 

3 B D D rhs := renameVarsilhs, {x 1—> x'"}) II 3g3 . g 4 A q% 

4 result := apply( =4> , Z/is, r / is) / / 3g 2 . qi A q2 =4> 3g3 .54 A g 3 

5 result := Forkll(result, Y) / / V a . (3g 2 • qi —> q2 = > 3g3 . g 4 A g 3 ) 
6 Z/is := F // q1€F 
7 rhs := rename Vars(Ihs, {x 1—> x'"}) / / 94 G F 
8 B D D temp := apply( =4> , Ihs, rhs) II gi G F = > g 4 G F 
9 B D D < 0 := apply(A, result, temp) II Va . ( . . . ) A (gi G F = > g 4 G F ) 

10 return <o 
11 end 

P o m o c í funkce Iterate (Automaton A, B D D < j ) z j emňujeme relaci simulace < j nad 
k o n e č n ý m automatem A , dokud n e d o s á h n e m e p e v n é h o bodu. P ředchoz í vztah 4.6 u p r a v í m e 
nás ledovně : 

qi <i+i 94 = > V a V g 2 • (91 A g 2 = > 3 g 3 . (g 4 A g 3 A g 2 <, g 3 ) ) A ^gi G F = > g 4 G F ) . 

(4.7) 
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Analogicky k funkci Init použ i j eme v nás leduj íc ím algori tmu funkce Iterate pro repre

zentaci m n o ž i n s t a v ů a s y m b o l ů Q\, Q2, Q3, QA, £ m n o ž i n y výrokových p r o m ě n n ý c h X = 
{XQ, ..., xn}, X' = {X'Q, ..., x'n}, X" = {X'Q, ..., x " } , X ' " = {X'Q , . . . , x'"}, Y = {y®,..., yn} 
v tomto po řad í . 

Funkce I terate(Automaton A, B D D < j ) 

1 begin 

2 B D D Ihs := renameVars(A, {x 1—> x"',x' 1—> x"}) / / 54 A 53 

3 B D D r/ is := renameVars(<i, {x 1—> x ' , x ' 1—> x"}) / / (72 < i #3 

4 B D D result := apply(A,lhs,rhs) II A q 3 A (72 <« 53 

5 r / i s := Exists ( r e s u í í , A " ) / / 3 «73 . (54 A g 3 A «72 <i 93) 

6 Z/ís := A / / qi A g 2 

7 r e s u č í := a p í % ( = > , Zfos, r / is) / / gi A <?2 = > 3 g 3 . (g 4 A q3 A <?2 < i 93) 

8 result := ForAll(result,X') // Mq2 . (<?i A g 2 = > 3 g 3 . (54 A g 3 A q2 <i 93)) 

9 resiiZí := For A l l (result, Y) II V a V g 2 •(•••) 
10 Z/is := F / / G F 
11 r / i s := renameVars(F, {x 1—> x '"}) / / 94 G F 
12 B D D temp := apply( =4> , lhs,rhs) II q\ G F = > 94 G F 
13 B D D < i + i := apply(f\, result, temp) II \ldiq2 . ( . . . ) A (gi G F = > 94 G F ) 
14 return < j+i 
15 end 

Celý v ý p o č e t m a x i m á l n í relace simulace uvád í Algor i tmus 3. 

Algori tmus 3: V ý p o č e t relace simulace 
Input: Au toma t A = (Q, E , A , I, F) 
Output: B D D <* 

1 begin 
2 i := 0 
3 <j:=Init(^4) 
4 i := i + 1 
5 < j := Iterate(^4, < j_i) 
6 while < j Ý do 
7 i := i + 1 
8 < j := Iterate(^4, < j_i) 
9 end while 

10 return < j 

11 end 
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Kapitola 5 

Implementace 

Tato kapitola popisuje implementaci p lně symbol ické reprezentace (viz K a p i t o l a 4) v kn i 
hovně l i b V A T A (viz Sekce 3.5). V nás leduj íc ím popisu ob jek tově -o r i en tovaného p ř í s t u p u 
k implementaci se ne jdř íve z a m ě ř í m e na s t rukturu p lně symbol ického konečného automatu, 
a p o t é na j edno t l ivé operace j azykového s jednocení , j azykového p r ů n i k u a v ý p o č t u relace 
simulace. 

5.1 Symbolický konečný automat 

Hlavní t ř í d a SymbolicFiniteAut je z j e d n o d u š e n ý m r o z h r a n í m pro p rác i se symbo l i ckým 
k o n e č n ý m automatem. Obsahuje zák l adn í d a t o v é typy a funkce pro I / O operace. Také 
si p ře s objekt core_ ud ržu je j á d r o automatu, k t e r é obsahuje všechny v ý p o č e t n í operace. 
Všechny stavy a symboly automatu jsou z ex te rn í reprezentace (řetězec) p řevedeny na 
in te rn í reprezentaci (číslo) p o m o c í j iž i m p l e m e n t o v a n é t ř í d y TwoWayDict, k t e r á p ředs t avu je 
o b o u s m ě r n ý slovník. 

Šab lonová t ř í d a SymbolicLoadableAut rozšiřuje t ř í d u s j á d r e m automatu o v s t u p n ě -
- v ý s t u p n í operace zahrnuj íc í jak expl ic i tn í , tak symbol ické n a č t e n í a serializaci automatu 
(viz Sekce 5.2.1 a 5.2.2). 

Pro reprezentaci B D D byla v y u ž i t a již i m p l e m e n t o v a n á t ř í d a OndriksMTBDD. R o z h r a n í m 
mezi ní a j á d r e m automatu je t ř í d a SymbolicFiniteAutBDD. Tato t ř í d a k symbol ické repre
zentaci p r v k ů v B D D využ ívá s t rukturu SymbolicVarAsgn, b i n á r n í pole rozš í řené o hodnotu 
' X ' , k t e r á p ř e d s t a v u j e o b ě hodnoty '0' i ' ľ . Cleny t é t o t ř í d y jsou vars_, uchovávaj íc í p o č e t 
p r o m ě n n ý c h reprezentu j íc í v B D D jeden prvek, a mtbdd_, objekt z m í n ě n é t ř í d y Ondriks
MTBDD. Dá le tato t ř í d a implementuje funktory s operac í apply, k t e r é děd í j iž implementova
nou t ř í d u ApplylFunctor a v las tn í t ř í d u BoolApply2Functor: u n á r n í funktor negace Neg-
ApplyFunctor, b i n á r n í funktory disjunkce OrApplyFunctor, konjunkce AndApplyFunctor, 
implikace ImplicApplyFunctor a ekvivalence EquivApplyFunctor. M e z i h lavn í metody 
t ř í d y p a t ř í AddAssignment, k t e r á vloží do B D D dalš í prvek, a GetAllAssignments pro 
získání všech p r v k ů v B D D . Také jsou zde funkce pro p ř e v o d ze symbol ické do in te rn í re
prezentace (FromSymbolic), vy tvo řen í symbol ického p ř e c h o d u z d a n ý c h s t a v ů a s y m b o l ů 
(MergeTransition) a jeho z p ě t n é rozdělení na stavy a symboly (SplitTransition). 

J á d r o automatu p ř e d s t a v u j e t ř í d a SymbolicFiniteAutCore. M e z i její č leny p a t ř í state-
Vars_ a symbolVars_, k t e r é uchovávaj í p o č e t p r o m ě n n ý c h reprezentu j íc ích stavy a symboly, 
a dá le t ř i objekty t ř í d y SymbolicFiniteAutBDD: transitions_, i n i t i a l S t a t e s _ a f i n a l -
States_ pro p ř echodovou relaci, m n o ž i n u p o č á t e č n í c h a koncových s t a v ů v tomto p o ř a d í . 
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5.2 Operace nad konečným automatem 

V t é t o sekci p o p í š e m e implementaci impor tu a exportu konečného automatu, s jednocení 
a p r ů n i k dvou konečných a u t o m a t ů a v ý p o č e t relace simulace nad stavy konečného auto
matu. Relace simulace se dá le m ů ž e využ í t n a p ř í k l a d pro redukci p o č t u s t a v ů konečného 
automatu. 

5.2.1 N a č t e n í a u t o m a t u 

N a č t e n í (neboli import) automatu dě l íme na 1) p ř í m é a n e p ř í m é 2) expl ic i tn í a symbo
lické. P ř í m é n a č t e n í je na rozdí l od n e p ř í m é h o pouze symbol ické a využ ívá t ř í funkcí: 
AddTransition pro p ř idán í p ř e c h o d u , AddlnitialState pro v k l á d á n í p o č á t e č n í h o stavu 
a AddFinalState pro uložení koncového stavu. N a z ý v á m e ho p ř í m é , p ro tože obcház í parso-
ván í ře tězce reprezen tu j íc ího automat a umožňu je v k l á d a t p rvky automatu p ř í m o do B D D 
v p o ž a d o v a n é m symbol i ckém tvaru. 

N e p ř í m ý import automatu využ ívá j iž i m p l e m e n t o v a n é s t ruktury AutDescription, do 
k t e r é parsuje ře tězec automat popisuj ící , v současnos t i v j e d n o t n é m v s t u p n í m f o r m á t u 
knihovny T imbuk . Dě l íme jej na expl ic i tn í a symbol ické nač t en í . 

Expl ic i tn í n a č t e n í automatu vycház í ze j m e n n é reprezentace všech s t a v ů a symbo lů , 
k t e r é ne jdř íve p ř e v e d e m e na číselnou, a p o t é na symbolickou reprezentaci. K tomuto slouží 
metoda LoadFromAutDescExplicit, ve k t e r é se p r v n í m p r ů c h o d e m výše z m í n ě n é s t ruktury 
AutDescription n a č t o u všechny stavy a symboly, zjistí se o p t i m á l n í poče t p r o m ě n n ý c h pro 
jejich symbolickou reprezentaci a ná s l edně se d r u h ý m p r ů c h o d e m uloží do př í s lušných B D D . 

U symbol ického n a č t e n í automatu p o m o c í metody LoadFromAutDescSymbolic s tač í je
d iný p r ů c h o d , p ro tože všechny stavy a symboly jsou v symbol i ckém tvaru a lze je j e d n o d u š e 
vložit do d a n ý c h B D D . 

5.2.2 Serial izace a u t o m a t u 

O p ě t rozl išujeme expl ic i tn í a symbolickou serializaci (neboli export) automatu. V p ř í p a d ě 
expl ic i tní serializace je n u t n é dodat slovník TwoWayDict z m í n ě n ý výše, k t e r ý p řevede čísel
nou reprezentaci s t a v ů a s y m b o l ů na jmennou. Funkce DumpToAutDescExplicit zpracuje 
všechny přechody , p o č á t e č n í a koncové stavy z d a n ý c h B D D a uloží je do s t ruktury Aut
Description. 

Symbol ický export automatu všechny stavy a symboly po n a č t e n í z B D D p ř í m o v po
d o b ě ře tězce u m í s t í do s t ruktury AutDescription. 

5.2.3 J a z y k o v é s j e d n o c e n í 

Jazykové s jednocení a u t o m a t ů , k t e r é vycház í z A lgo r i tmu 1, implementuje metoda Union. 
Z m ě n u indexace p r o m ě n n ý c h reprezentu j íc ích stavy automatu umožňu je funkce Rename ve 
t ř í dě OndriksMTBDD. S a m o t n é s jednocení lze j e d n o d u š e provés t p o m o c í funktoru OrApply-
Functor. 

Pro p o t ř e b y expl ic i tn í serializace s j ednoceného automatu lze p o m o c í metody GenUnion-
Transl vygenerovat m a p o v á n í r e indexovaných s t a v ů na p ů v o d n í stavy. A p o m o c í funkce 
CreateUnionStringToStateMap, k t e r á pracuje se z m í n ě n ý m m a p o v á n í m s t avů , o b d r ž í m e 
nový slovník pro p řek l ad s t avů . 
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5.2.4 J a z y k o v ý p r ů n i k 

J a z y k o v ý p r ů n i k dvou konečných a u t o m a t ů je postaven na A l g o r i t m u 2 a realizuje jej me
toda Intersection. S te jně jako u s jednocení využ ívá pro ú p r a v u i n d e x ů p r o m ě n n ý c h re
prezentuj íc ích stavy automatu funkci Rename. P ro operaci p r ů n i k u je u r č e n funktor And-
ApplyFunctor. 

P o d o b n ě jako u s jednocení , i zde je i m p l e m e n t o v á n a s a m o s t a t n á funkce Genlsect-
Transl, k t e r á vy tvoř í m a p o v á n í s t a v ů v k a r t é z s k é m souč inu na dvojice p ů v o d n í c h s t avů . 
P r o s t ř e d n i c t v í m funkce CreateProductStringToStateMap lze potom získat nový slovník 
pro p ř e k l a d s t avů . 

5.2.5 Re lace s imulace 

V ý p o č e t relace simulace je založen na Algo r i tmu 3 a je i m p l e m e n t o v á n metodou Compute-
Simulation. P r o reindexaci p r o m ě n n ý c h reprezentu j íc ích stavy automatu opě t pos t ač í 
funkce Rename a pro aplikaci ex i s t enčn ího a un ive rzá ln ího kvan t i f iká to ru je v y u ž i t a funkce 
Project, k t e r á na zák ladě p r e d i k á t u o d s t r a n í z B D D nech těné uzly s danou p r o m ě n n o u 
a na jejich po tomky aplikuje funktor (OrApplyFunctor v p ř í p a d ě ex i s t enčn ího kvantif iká
toru a AndApplyFunctor v p ř í p a d ě un ive rzá ln ího kvan t i f iká to ru ) . P r o operaci implikace 
p o t ř e b u j e m e t a k é ImplicApplyFunctor. Získání p o č á t e č n í relace a její iterace odpov ída j í 
funkcím Init a Iterate def inovaným v Sekci 4.2.3. 

V ý s l e d n á simulace je u ložena v B D D a k její serializaci slouží funkce DumpSimulation, 
k t e r á p řevede B D D s relací simulace na ře tězec v z t a h ů ve f o r m á t u stav <= stav. Také je 
m o ž n é p o m o c í metody MatrixSimulation transformovat B D D s relací simulace na mat i 
cové pole BinaryRelation. 
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Kapitola 6 

Vyhodnocení 

V t é t o kapitole p o r o v n á v á m e expl ic i tn í reprezentaci k o n e č n ý c h / s t r o m o v ý c h a u t o m a t ů se 
symbolickou r ep rezen tac í konečných a u t o m a t ů , kterou jsme navrhl i v Kap i to le 4. B y l y 
o t e s továny t ř i následuj íc í operace: j azykové s jednocení a p r ů n i k dvou konečných a u t o m a t ů 
a v ý p o č e t relace simulace nad stavy k o n e č n é h o / s t r o m o v é h o automatu. 

Testy p r o b ě h l y na s to ln ím poč í t ač i pod l inuxovou d i s t r ibuc í M i n t běžící na v i r t u á l n í m 
stroji v 64 b s y s t é m u Windows 8.1 se č t y ř j á d r o v ý m procesorem Intel Core 2 Quad Q9400 
2,66 G H z a p a m ě t í 8 G B . Tes tovací m n o ž i n a byla v y b r á n a s ohledem na schopnosti jednot
livých reprezen tac í . 

6.1 Načtení automatu 

Ča s p o t ř e b n ý k n a č t e n í symbolicky r ep rezen tovaného konečného automatu by l z m ě ř e n a po
r o v n á n s expl ic i tn í r ep rezen tac í , k t e r á je j iž i m p l e m e n t o v a n á v k n ih o v n ě l ib V A T A . Zároveň 
jsme zhodnot i l i z lepšení , k t e r é přiš lo s opt imalizacemi apply f unk to rů pro Booleovu algebru. 
Jako tes tovac í m n o ž i n u jsme zvol i l i konečné automaty nad k o n s t a n t n í abecedou se 130 sym
boly a r ů z n o u velikostí (50-500) m n o ž i n y s t avů , k t e r é se využívaj í ve formální verifikaci. 
Výs l edky t e s tován í ukazuje Tabulka 6.1 a O b r á z e k 6.1. 

Stavy Č as podle typu reprezentace 

A e x p l i c i t n í 
s y m b o l i c k á 

A e x p l i c i t n í 
neopt i m a l i z o v a n á o p t i m a l i z o v a n á 

150 0,007 s 0,275 s 0,018s 

200 0,008 s 0,494 s 0,030 s 

250 0,013s 1,136 s 0,054 s 

350 0,015 s 2,361 s 0,072 s 

400 0,024 s 3,573 s 0,100 s 

500 0,028 s 6,403 s 0,182 s 

Tabulka 6.1: Výs l edky t e s t ů př i n a č t e n í automatu 
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O b r á z e k 6.1: V ý k o n př i n a č t e n í automatu ( P O Z O R : osa y m á logari tmickou stupnici!) 

Expl ic i tn í reprezentace je podle očekávání v ý r a z n ě rychlejší , p r o t o ž e symbol ická repre
zentace vyžadu je náročně jš í inicial izaci B D D . N e j e d n á se ale o p r o b l é m , neboť v praxi se 
nenač í t a j í celé automaty ze souboru, ale jsou p o s t u p n ě sestaveny sadou p ř íkazů pro p ř í m o u 
manipulaci s knihovnou. 

6.2 Jazykové sjednocení 

V ý k o n operace j azykového s jednocení dvou symbolicky r ep rezen tovaných konečných au
t o m a t ů b y l t a k é z m ě ř e n a p o r o v n á n s expl ic i tn í r ep rezen tac í , č a s p r o v á d ě n é operace ne
zahrnuje dobu p o t ř e b n o u pro n a č t e n í automatu. Tes tovací m n o ž i n a konečných a u t o m a t ů 
s r ů z n o u velikostí m n o ž i n s t a v ů a k o n s t a n t n í abecedou je p o d o b n á jako u s rovnán í vý
konnosti n a č t e n í konečného automatu v Sekci 6.1. Tabulka 6.2 obsahuje n ě k t e r é v y b r a n é 
hodnoty a na O b r á z k u 6.2 je doba t r v á n í u expl ic i tn í a symbol ické reprezentace. 

Stavy Č a s u reprezentace 

Ax A2 
e x p l i c i t n í s y m b o l i c k á 

53 54 0,0003 s 0,0024 s 

111 117 0,0007 s 0,0064 s 

312 315 0,0011 s 0,0320 s 

493 494 0,0028 s 0,0605 s 

646 667 0,0037 s 0,0781 s 

Tabulka 6.2: Výs l edky t e s t ů př i j a z y k o v é m s jednocení 

\ i i i r 
explicitní reprezentace 

neoptimalizovaná symbolická reprezentace 
optimalizovaná symbolická reprezentace 

J I I L 
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explicitní reprezentace symbolická reprezentace 

O b r á z e k 6.2: V ý k o n př i j a z y k o v é m s jednocení 

Expl ic i tn í reprezentace se opě t ukáza l a rychlejší , ale rozdí l mezi reprezentacemi je malý . 
Další optimalizace algori tmu j azykového s jednocení by mohly vést k př ibl ížení se v ý s l e d k ů m , 
j a k ý c h expl ic i tn í reprezentace dosahuje. 

6.3 Jazykový průnik 

J a z y k o v ý p r ů n i k dvou symbolicky r ep rezen tovaných konečných a u t o m a t ů by l opě t experi
m e n t á l n ě p o r o v n á n s expl ic i tn í r ep rezen tac í . Č a s p r o v á d ě n é operace nezahrnuje dobu po
t ř e b n o u pro n a č t e n í automatu. Tes tované automaty s r ů z n ý m p o č t e m s t a v ů a s t e j n ý m poč
tem s y m b o l ů zůs táva j í s te jné jako u j azykového s jednocení . V Tabulce 6.3 a na O b r á z k u 6.3 
jsou výs ledky t e s t ů expl ic i tn í a symbol ické reprezentace. 

Stavy Č a s u reprezentace 

AX A2 
e x p l i c i t n í s y m b o l i c k á 

53 54 0,005 s 0,021 s 

111 117 0,189 s 0,335 s 

312 315 3,496 s 1,344 s 

493 494 40,899 s 5,530 s 

646 667 26,340 s 11,037 s 

Tabulka 6.3: Výs l edky t e s t ů př i j a zykovém p r ů n i k u 

Se vzrůs ta j íc í velikostí m n o ž i n y s t a v ů konečného automatu se u expl ic i tn í reprezen
tace v ý r a z n ě p rod lužu je doba t r v á n í operace, z a t í m c o symbol ická reprezentace se v tomto 
p ř í p a d ě naopak ukazuje jako mnohem efektivnější metoda. Dalš í optimalizace algori tmu 
jazykového p r ů n i k u zde sice nejsou priori tou, ale s tá le je zde prostor pro lepší výsledky. 
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explicitní reprezentace symbolická reprezentace 

O b r á z e k 6.3: V ý k o n př i j a z y k o v é m p r ů n i k u 

6.4 Relace simulace 

V ý p o č e t relace simulace nad stavy symbolicky r e p r e z e n t o v a n é h o konečného automatu by l 
změřen a p o r o v n á n s expl ic i tn í r ep rezen tac í s t r o m o v ý c h a u t o m a t ů , k t e r á je t a k é implemen
t o v á n a v kn ihovně l i b V A T A , p ro tože d a n á operace nen í u expl ic i tn í reprezentace konečných 
a u t o m a t ů d o s t u p n á . Testy se tedy m í r n ě liší, neboť s t r o mo v é automaty c h á p o u m n o ž i n u 
počá t ečn í ch a koncových s t a v ů vzhledem ke k o n e č n ý m a u t o m a t ů m opačně , ale pro p o t ř e b y 
s rovnán í dvou rep rezen tac í jsou pos tačuj íc í , č a s p r o v á d ě n é operace nezahrnuje čas po
t ř e b n ý k n a č t e n í automatu. Tes tovací m n o ž i n a a u t o m a t ů s r ů z n o u velikostí m n o ž i n y s t a v ů 
a k o n s t a n t n í abecedou se od předchoz ích sekcí n e m ě n í . V Tabulce 6.4 jsou výs ledky obou 
reprezen tac í a jejich grafické znázo rněn í je v idě t na O b r á z k u 6.4. 

Stavy Cas u reprezentace 

A e x p l i c i t n í s y m b o l i c k á 

53 0,009 s 0,093 s 

117 0,023 s 1,174 s 

312 0,032 s 4,944 s 

494 0,283 s 15,896 s 

646 0,042 s 31,176 s 

Tabulka 6.4: Výs l edky t e s t ů př i v ý p o č t u relace simulace 

Symbol ická reprezentace př i v ý p o č t u relace simulace v ý r a z n ě zaos t ává za expl ic i tn í re
prezen tac í , p r o t o ž e použ ívá p o m ě r n ě n á r o č n ý algoritmus. Jeho optimalizace jsou na mís t ě 
a pokud to bude m o ž n é , chceme rozdí l m a x i m á l n ě vyrovnat . 
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O b r á z e k 6.4: V ý k o n př i v ý p o č t u relace simulace ( P O Z O R : osa y m á logari tmickou stupnici!) 

6.5 Diskuze výsledků 

Výs ledky t e s tován í prokázaly , že symbol ická reprezentace m á svůj p o t e n c i á l jako alternativa 
expl ic i tní reprezentace, zv láš tě u komplexn ích konečných a u t o m a t ů s ve lkým m n o ž s t v í m 
s t a v ů a symbo lů , ale s tá le vyžadu je opt imal izaci i m p l e m e n t o v a n ý c h a lgo r i tmů . Z a t í m c o 
v ý k o n n o s t operace j azykového s jednocení a v ý p o č t u relace simulace n e p ů s o b í příl iš p ře 
svědčivě, operace j azykového p r ů n i k u se ukáza l a jako velmi s l ibná. 
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Kapitola 7 

Závěr 

Cílem t é t o p r á c e bylo navrhnout symbolickou reprezentaci schopnou efekt ivně pojmout 
s t rukturu nede t e rmin i s t i ckých konečných a u t o m a t ů a implementovat n ě k t e r é j azykové ope
race, j m e n o v i t ě s jednocení , p r ů n i k a v ý p o č e t relace simulace. 

B y l y p r o s t u d o v á n y a p o p s á n y oblasti související s konečnými automaty a B D D a dále 
byly p r o z k o u m á n y existuj ící knihovny pro p rác i s konečnými automaty. V p rác i je n a v r ž e n a 
s truktura nede t e rmin i s t i ckých konečných a u t o m a t ů se symbolicky reprezentovanou přecho
dovou relací , m n o ž i n o u p o č á t e č n í c h a koncových s t a v ů . Také byly v y p r a c o v á n y algoritmy 
výše zmíněných operac í . Tato p r á c e rozšiřuje knihovnu l i b V A T A o podporu symbol ické 
reprezentace se z m í n ě n ý m i operacemi. Výs l edky e x p e r i m e n t ů ukázaly , že symbol ická repre
zentace m á své m í s t o vedle o s t a t n í c h rep rezen tac í , k t e r é knihovna podporuje. 

V budoucnosti se chceme sous t ř ed i t na implementaci da lš ích operac í specifických pro 
formální verifikaci, n a p ř í k l a d redukci p o č t u s t a v ů , jazykovou ink luz i a ekvivalenci. Také 
m á m e v p l á n u optimalizovat současné algori tmy a zvýši t jejich efektivitu. 
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Dodatek A 

Obsah C D 

D a t o v é m é d i u m obsahuje elektronickou verzi t echnické z p r á v y a související zdrojové kódy. 

A . l Struktura C D 

• ./projekt .pdf : p í s e m n á z p r á v a 

• . /latex/ : zd ro jový tvar p í s e m n é z p r á v y 

• . /libvata/ : knihovna l i b V A T A se zd ro jovými k ó d y 

• . /libvata/README : informace ke kompilaci knihovny 
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