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Anotace

BENADIK, VLADISLAV. Diferencialni poéet vice proménnych pro studenty ugitelstvi
2. stupné ZS, Pedagogicka fakulta JihoGeské univerzity, Ceské Budgjovice 2011.

Prace obsahuje feseni zakladnich ptikladt diferencialniho poctu funkce vice
proménnych (specialné dvou a tfi proménnych). Zahrnuje ptiklady na feSeni definicniho
oboru, prvnich a druhych parcidlnich derivaci, urovani lokdlnich extrémii funkci
(explicitné 1 implicitn¢ zadanych) a nalezeni rovnice tecné roviny ke grafu funkce

v bodé&. Ptiklady jsou fazeny dle obtiZznosti.

Kli¢ova slova: funkce, defini¢ni obor, prvni parcidlni derivace, druhd parcidlni

derivace, stacionarni bod, lokalni minimum, lokalni maximum, te¢na rovina.



Abstract

BENADIK, VLADISLAV. The differential calculus of functions of several variables -
a collection of solved and unsolved examples, University of South Bohemia -

Pedagogical faculty, Ceské Budg&jovice 2011.

This thesis includes solving the basic examples of differential calculus
(especially two and three variables). The work covers examples of the solutions of the
domain, the first and second partial derivatives, determining the functions of local
extremes (both explicitly and implicitly given) and find the equation of the tangent

plane to a point in the graphs of functions. The examples are sorted by difficulty.

Key words: function, domain of definition, first partial derivative, second partial

derivative, stationary point, local minimum, local maximum, tangent plane.
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Uvod

Cilem mé diplomové prace je vytvoreni sbirky uloh fesenych a nefeSenych
ptiklada ze zékladi diferencidlniho poctu vice proménnych, ptedevsim vsak dvou a tii
proménnych. Prace je urCena pro studenty ucitelstvi matematiky pro zakladni i stfedni
Skoly. Ptiklady jsou vybrany tak, aby na nich byl uk4zan co nejsrozumitelnéji postup pii

feSeni riznych typt uloh.

Diplomova prace je rozdélena do ¢tyt hlavnich kapitol, které obsahuji zékladni
problémy diferencidlniho poctu. Prvni kapitola se zabyva defini¢nimi obory funkci vice
proménnych, druha kapitola jejimi parcialnimi derivacemi. Jsou zde feseny piiklady jak
funkei zadanych explicitné, tak 1 implicitné. V nasledujicich dvou kapitoldch zuro¢ime
praktické zkusenosti procvicené z prvnich dvou kapitol pii vypoctech lokalnich extréma
a teCnych rovin, resp. nadrovin. Piiklady jsem volil tak, aby byl Ctenaf seznamen se
zakladnimi postupy pii feSeni jednotlivych typt ptikladd (pfevazné ukéazkovych

k danému tématu).

V uvodu kazdé kapitoly se nachazi vybér zékladni teorie, kterou by mél ¢tenar
minimalné znat k tomu, aby zvladl dané vypocty. Je potfeba mit uz zékladni znalosti
z matematické analyzy, prevazné z funkci jedné proménné. V piikladech jsem se snazil
tuto teorii co nelépe Ctenafi piiblizit. Pro dalsi studium a rozsifeni obzort tohoto tématu

bych doporucil predevsim literaturu [2], [3], [4], [6].

Piiklady jsou Vv této praci fazeny dle obtiznosti. U nékterych piikladi jsou
uvedena dvé feSeni, aby ¢tenaf dosahl SirSiho ndhledu na dany problém. Kazdy ptiklad
je podrobné vysvétlen a u vétSiny je doplnén obrazkem pro lepsi pochopeni jak

zadaného ptikladu, tak i teorie.



Prace je napséna v Microsoft Office Word 2007 a ptevedena do formatu PDF.
Obrazky jsou vytvoreny a upraveny v programech Maple 12, GeoGebra a Zoner Photo
Studio 8.



1. Defini¢ni obor funkce dvou proménnych

V této kapitole se budeme zabyvat uré¢ovanim defini¢niho oboru. Kazdy ptiklad je
doplnén grafickym zobrazenim vysledku. Na zacatku kapitoly je stru¢né teorie tykajici

se tématu, kterou jsem pievzal a upravil z literatury [2], [4], [5].

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1: Eukleidovskym 2-rozmérnym prostorem (znac¢ime E,) rozumime mnozinu
vSech uspotfadanych dvojic realnych &isel, tj. E, = R X R. Body tohoto prostoru maji
pOdObU A= [al, az]. Vzdalenost bodu X = [xl, xz], Y = [3’1: YZ] Uréuje tzv.

eukleidovska metrika (znac¢ime p):

p(X,Y) = \/(x1 —y1)% + (23 — y2)%

Definice 1.2: Funkce f je zobrazeni f:M — R, které kazdému prvku [x,y] € M
pfifazuje pravé jedno z € R tak, Ze plati z = f(x,y) € R. Mnozinu M nazveme

defini¢nim oborem funkce f, zna¢ime D.

Poznamka 1.2: Pokud nebude definiéni obor specifikovan, tak jim rozumime

maximalni mnozinu, na které mizeme funkci definovat.

Definice 1.3: Necht' 4 = [ay,a,], potom mnozina f(M) = {f(A)|A € Dy} se nazyva

obor hodnot funkce f na mnoziné M.



1.2 Re$ené priklady

Priklad 1.1: Najdéte defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = y + Vv 2x a zakreslete.
Reseni:

Zajima nas, pro které uspotadané dvojice [x,y] € R X R bude funkce dvou
proménnych definovana. Ze zadani vidime, ze y neni omezeno zadnou podminkou,
tudiz patii do intervalu (—oo; 00) a pro X plati podminka: 2x = 0 — x = 0, to znamena
X patii do intervalu (0;00). Defini¢nim oborem dané funkce je polorovina, pro kterou

plati x € (0;00) Ay € (—o0; ). Vysledek je tedy:

Df = {[x,y] € R X R |x € (0;00),y € (—00; 00)}.

Obrazek 1.1: Defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = y + V2x.

Piiklad 1.2: Urete definiéni obor funkce f:f(x,y)=V4—x2+y2—4

a zakreslete.
Reseni:

Opét nas zajima, pro které usporadané dvojice [x,y] € R X R je dana funkce
definovana. Rozd€lime si postup do dvou fazi, kdy nejdiive budeme vySetiovat

podminky existence prvni odmocniny a poté druhé:

4—x254—x2>0-|x|<2=2>x€(=22)



Vy2—4-y*—420-|y| 22>y € (—o,-2)U(2,00).
Defini¢ni obor dané funkce je:

Df ={[x,y] ER X R |x € (—2,2),y € (—o0,—2) U (2,00)}.

S

w

[}
o
[X)
[}
S

Obrazek 1.2: Defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = V4 — x2 + {/y? — 4.

Priklad 1.3: Zjistéte, pro které uspoiadané dvojice [x,y] € R X R je funkce

f:f(x,y) =+/16 — x? — y? definovana a defini¢ni obor znazornéte.
Reseni:
Vysetiime podminky, kdy ma dana odmocnina smysl:
J16—x2 —y2 516 — x> —y2 > 0 - x% + y2 < 16.

Defini¢nim oborem funkce f: f(x,y) = /16 —x2 — y? je kruh s polomérem 4,

veetn¢ hrani¢ni kruznice: Dy = {[x,y] € R X R |[x* + y? < 16}.



Obrazek 1.3: Defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = /16 — x? — y?2.

Priklad 1.4: Naleznéte defini¢ni obor funkce

fif(oy) =y +y2—4)(16 — x2 — y2).
Reseni:

Nejprve ur¢ime, pro ktera [x,y] € R X R je odmocnina definovand, tedy musi
platit, ze (x? + y2 — 4)(16 — x? — y?) > 0. Rozdélime to na dva piipady. Prvni, kdy
budeme predpokladat, ze jsou obé zavorky zaporné nebo rovny nule a druhy, kdy

predpokladame, ze jsou zavorky kladné nebo rovny nule.
Prvni pripad: (x> + y> =4 <0 A (16 —x2—y2<0) > (x> +y?2 < 4) A
A (x? +y?% > 16).
Pro zjednoduseni a lepsi viditelnost to lze napsat jako: 4 > x2 + y? > 16.

Z tohoto zapisu lze vidét, Zze se jedna o kruh (vCetné¢ hranicni kruZznice)
S polomérem 2 a se stifedem v pocatku soustavy a vng€jsi okoli kruznice (vcetné hrani¢ni
kruznice) s polomérem 4 a se sttedem S = [0,0]. Tyto dvé mnoziny Se neprotnou. Proto

tento piipad nema feseni.
Druhy pripad: (x> +y? =420 A(16—x2—y2>0)> (x2+y2 = 4) A
A (x? +y? < 16).

Opét pro zjednoduseni a lepsi viditelnost to Ize napsat jako: 16 > x2 + y? > 4.



Tedy definiénim oborem funkce f: f(x,y) =/ (x2 + y2 — 4)(16 — x2 — y2) je

mezikruzi kruznic x2 + y? = 4 ax? + y? = 16, v&etn& hrani¢nich kruznic, tj.:

Dr ={[x,y] € RX R |16 = x? + y? > 4}.

Obrazek 1.4: Defini¢ni obor funkce f.

Priklad 1.5: Urdete defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = In(4 — x? — y?) a zakreslete ho

do kartézské soustavy soufadnic.
Reseni:

Abychom nasli defini¢ni obor této funkce, je potieba zjistit, pro jaké dvojice
[x,¥] € R X R je argument logaritmu kladny, tj. 4 —x? —y? > 0. To znamena, Ze
plati: Dy = {[x,y] € R X R|x* + y* < 4}. Definiénim oborem je tedy kruh

s polomérem 2 a se stfedem v pocatku soustavy soufadnic.

Obrazek 1.5: Defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = In(4 — x? —y?) .



Priklad 1.6: Urcete a zakreslete defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = In (Zx + ﬁ)
Reseni:
Dana funkce je definovana, jestlize plati: 2x + ﬁ > 0. Levou stranu nerovnice

Y “ s . , L 1. . . 8x%+
pirevedeme na spolecného jmenovatele, tim ziskame nerovnici Ty > 0. Nerovnost

plati, jestlize: ((8x%+y >0)A (4x>0))V((8x%+y <0)A(4x <0)). Vidime
tedy, ze Dy = {[x,y] ER X R|(y > =8x* Ax > 0) V (y < —=8x* Ax < 0)}.

Obrazek 1.6: Defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = In (Zx + ﬁ)

Priklad 1.7: Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = {/x(siny).
Reseni:

Tento ptiklad bude specificky tim, Ze se ndm zde objevila funkce sinus, ktera je
periodicka. Postup bude ale stejny jako u piedchozich ptikladi. Nejprve si tedy ur¢ime
podminky, pro které [x,y] € R X R ma odmocnina smyl: x(siny) =0 - (x >
OAsiny >0)V (x <0Asiny <0). Definicni obor se tedy rovnd (nesmime

zapomenout, ze je funkce sinus periodicka):



oo

Dy ={[x,y] ER X R; (x >0AyE U (2km, (2k + 1)71))

k=0

v (x <0AyE U;:)((Zk — Dm, 2kn)>}.

Obrazek 1.7: Defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = i/x(siny).

1.3 NereSené priklady

1. Urcete defini¢ni obory funkci dvou proménnych a zakreslete:

a) f:f(x,y)=log(l—x)+1—-y> [11],

) fifGoy) =[5 )

0 fifey) =Gy —DGE-x—y) [2]
d) fifGey) =log(Zom) 1],

x+y+1

e) f:f(x,y)=+x%+2y2—8y.



2.Parcialni derivace

V druhé kapitole si ukazeme, jak derivovat funkci vice proménnych. Budeme
derivovat funkce zadané jak explicitng, tak i implicitn¢. Teoreticka ¢ast je pievzata z

literatury [1], [4], [6], [7], [8], [11], [15].

2.1 Zakladni pojmy

Teorie funkce dvou proménnych

Definice 2.1: Pro € > 0 definujeme:

e—okoliboduX € RxR: U (X) ={Y € RxR: p(X,Y) < €}.

Prstencové € — okoli bodu X € R X R:
PX)=U(X)—{X}={X€RXR:0<p(X,Y) <€}

Definice 2.2: Funkce f ma v bodé X, = [xq,x,] limitu A, jestlize ke kazdému € > 0

existuje § > 0 tak, ze nerovnost |f(x,y) — A| < € plati pro vSechny body X € Ps(X,).

Poznamka 2.1: Limitu funkce f v bodé X, = [x4, x,], ktera je rovna A, zna¢ime znakem

limpy 10,1 F (6 Y) = A

Definice 2.3: Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé X, = [x;, x,] svého defini¢niho

oboru, jestlize plati: limpy yi5[x, x,] f (X, ¥) = f(x1, x3).
Definice 2.4: (Vnitini bod mnoziny)
Necht' A € M. Bod X, € M je vnitini bod mnoziny A, existuje-li n¢jaké U.(X,) S A.

Definice 2.5: (Parcialni derivace funkce dvou proménnych)

10



Necht f je funkce 2 proménnych definovand na Dy € R X R a necht’ bod X, = [xq, x;]

je vnitinim bodem Dy.

Rekneme, Ze funkce f mé parcialni derivaci podle proménné X v bodé X,, pokud

existuje vlastni limita:

fQeq+hxz)—f(x1,%2)
3 .

hmh_)o
Rekneme, Ze funkce f ma parcialni derivaci podle proménné y v bodé X, pokud

existuje vlastni limita:

fQepxa+h)—f(x1,%2)
o .

limh_>0

Poznamka 2.2: V n¢které dalsi literatute je parcialni derivace podle X definovana misto

limp,_,o f(xl'xﬁhz_f(x"’m limitou lim,_,, UCEE N ALY

— (respektive parcialni derivace
A1
f(x,x2+h)—f (x1,%2)

- limitou

podle proménné y  definovdna misto limy_,

f(x1»Y)—f(x1:xz))

lim
Yoz Y=z

Poznamka 2.3: V praxi pocitame parcialni derivace podle x tak, ze derivujeme funkci f
podle proménné X a proménnou Y bereme jako konstantu. Obdobné pocitame i parcialni

derivace funkce f podle y, kdy x bereme jako konstantu.

Poznamka 2.4: Derivace funkce podle proménné x znaéime f,(x,y), derivace podle

proménné y zna¢ime fy (x,y).
Poznamka 2.5: (Druhé parcialni derivace)

U vétSiny piikladt se budeme setkavat i s druhou parcidlni derivaci. Jednd se 0
nasledné derivovani jiz derivovanych funkci tak, Ze prvni parcialni derivaci podle X

vezmeme jako funkci a postupujeme jako pii prvni derivaci (tudiz derivujeme podle X a

y bereme jako konstantu tj. fxz (x,y) = ( fio (x, y)) ). Stejny postup opakujeme i u druhé
X

parcialni derivace podle y: fyz (x,y) = ( £, (x, y)) :
y

11



Druhé parcidlni derivace, které jsme poprvé derivovali podle X a podruhé také

podle x, znacime f,2 (x, y).

Druhé parcialni derivace, které jsme poprvé derivovali podle y a podruhé také

podle y, zna¢ime fyz (x,y).

Derivacim, které¢ jsme poprvé derivovali podle jedné proménné a podruhé

derivovali podle druhé, se fika smiSené parcidlni derivace. Budeme je znacit: f,,(x,y),

kdy jsme poprvé derivovali funkci podle X a ndsledn& podle y (fj. foy(x,¥) =
( fe(x, y)) ) @ f(x,¥), kdy jsme poprvé derivovali funkci podle y a nasledné podle x
y

X

frey) = (7))

Uplné stejny postup aplikujeme i pii druhych parcialnich derivacich funkce tfi

proménnych.

Véta 2.1: Pokud jsou smiSené derivace fy, (x,¥), f,x(x,¥) vV bod& Xy = [xy, x,] spojité,

pak jsou si v tomto bod¢ rovny, tzn. fxy (x1,x,) = fyx (x1,x5).

Teorie funkce tfi proménnych

Definice 2.6: Pro € > 0 definujeme:
e—okoliboduX ERXRxR:U.(X)={Y ERXRXR:p(X,Y) < €}.
Prstencové € — okolibodu X € R X R X R:

PX)=U(X)—{X}={Y ERXRXR:0< p(X,Y) <€}

Definice 2.7: Funkce f ma v bodé X, = [xy, x5, x3] limitu A, jestlize ke kazdému € > 0

existuje § > 0 tak, ze nerovnost |f(x,y,z) — A| < € plati pro vSechny body X €
Ps(Xo).

Poznamka 2.6: Limitu funkce f v bodé X, = [xq, x5, x3], kterd je rovna A, znadime

znakem limpy y 1o x, 051 f (6,7, 2) = A.
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Definice 2.8: Rekneme, Ze funkce f je spojitd vbodé X, = [x1, X5, x3] svého

defini¢niho oboru, jestlize plati: limpy y o[, xp05] (Y, 2) = f(x1, X2, X3).
Definice 2.9: (Vnitini bod mnoziny)

Necht' A € M. Bod X, € M je vnitini bod mnoziny A, existuje-li néjaké U.(X,) S A.
Definice 2.10: (parcialni derivace funkce téi proménnych)

Necht f je funkce 3 proménnych definovand na Df € R X R X R a necht’ bod X, =

[x1, X2, x3] je vnitinim bodem Dy.

Rekneme, Ze funkce f ma parcialni derivaci podle proménné X v bodé X, pokud

existuje vlastni limita:

Qe +hxz,x3)—f(X1,%2,%3)
o .

limh_>0

Rekneme, Ze funkce f ma parcialni derivaci podle proménné y v bodé X,, pokud

existuje vlastni limita:

fQeq,x2+h,x3)—f(x1,%2,%3)
o .

lirnh—>0

Rekneme, Ze funkce f ma parcialni derivaci podle proménné z v bodé X, pokud

existuje vlastni limita:

f(x1,x2,%3+h)—f (x1,%2,%3)
o .

limy,_,,

Poznamka 2.7: Parcidlni derivace se pocitaji Uplné stejnym principem, jako u funkce
dvou proménnych (definice 2.5), jen stim rozdilem, ze pii derivovani podle X
(respektive y) bereme i z jako konstantu a pfibude zde navic jesté derivace funkce podle

z, kdy logicky x a 'y bereme jako konstanty a zna¢ime f, (x,y, z).

Véta 2.2: Pokud jsou smiSené parcidlni derivace funkce tfi proménnych Vv bodé

Xo = [x1, x4, x5] spojité, pak jsou si v tomto bodé rovny:
fx;/(xp X, X3) = fy:;c(xl' X2,X3),

fx;(xl; X2, x3) = f;;((xll X2, X3),
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fyz (x1,%2,%3) = lejlz(xli X2, X3).

Obecna pravidla pri derivovani

Véta 2.3: Necht existuji vlastni derivace funkei f, g v bodé¢ A = [ay, a,], kde A € Dy
R X R. Potom:

(f+9)(A) =f(4)+g ),
fF9@=fA)-gl+fA) g,

£\ o _ f@g@)-£(4)g )
(£) = Cre

Véta 2.4: (Derivace slozené funkce)

Necht' funkce h = g o f, kde f je vn&jsi funkce a g je vnitini funkce, A =
[a), a;] € Dy. Necht existuji vlastni derivace f (g(4)),g (4). Potom existuje (f o
9) () aplati (f(g(A)) = £ (g(A)- g (A).
Véta 2.5: (Derivace elementarnich funkei)

Plati:

e (x™) =nx""1 pron€ N,x € Rnebopron € Z,x € R — {0} nebo pron €

R,x € (0,0)
e (sinx) =cosx,prox € R
e (cosx) = —sinx,prox € R
o (tg x) = Co;x, pro x € (—§+kn;§+kn), keZz

e (cotgx) = —ﬁ, prox € (krr,(k + 1)),k € Z
e (e¥) =e* prox €R
e (Inx) =, prox >0

e (a*) =a*-Ina,prox ER,a>0
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e (arcsinx) = ﬁ, prox € (—1;1)

e (arccosx) = —ﬁ, prox € (=1;1)

. 1
e (arctgx) = o Prox e R
1

1+x2’

e (arccotg x) = — prox € R

Poznamka 2.8: Derivace elementarnich funkci jedné proménné jsem zde uvedl proto,
nebot’ tato pravidla pouzivame také u funkci vice proménnych, kdy druhou, popf. tieti,

proménnou bereme jako konstantu.

Implicitni funkce

Uvazujme nejprve ptipad mnoziny M c E, popsané rovnici F(x,y) = 0.
Mnozinu M mizeme chapat jako mnozinu nulovych boda funkce F dvou proménnych X,

y.

Vznika otazka, zda v uréitém ¢tvercovém e-okoli n&jakého bodu Py = [xg, yo] €
M tvoti tyto nulové body graf néjaké funkce f jedné proménné X, tzn. zda ke kazdému
X" €(xg—06,xg+6), kde 6 <e¢e, existuje jedno y* € (yo—¢€y,+¢€) tak, ze
F(x*,y*) =0.

M¢gjme kruznici o stfedu v pocatku a poloméru r = 1 v prostoru E,, ktera je
definovéna jako mnozina bodt [x, y] vyhovujici rovnici x? + y? = 1. U této kruZnice

to plati v okoli kazdého bodu P kromé bodi P; = [1,0] a P, = [—1,0]

Definice 2.11: Uvazujme rovnici F(x,y) = 0; mnozinu bodd [x,y] vyhovujici této
rovnici oznaéme M. Rikame, Ze dana rovnice definuje nebo popisuje implicitng funkci f
v okoli bodu Py = [x,, Vo], jestlize ke kazdému x* v ur¢itém okoli bodu x, existuje

pravé jedno y* v ur¢itém okoli bodu y, tak, ze F(x*,y*) = 0.

Funkce f definovana jako mnozina vSech uspofadanych dvojic [x*,y*] S vyse
uvedenou vlastnosti se nazyva implicitni funkce definovana rovnici F(x,y) = 0 nebo

funkce zadana v implicitnim tvaru F (x, y) = 0 v okoli bodu P,.
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Poznamka 2.9: Pokud se z rovnice F(x,y) = 0 podafi v okoli bodu P, ,,vypoditat*

proménnou Y, dostavame funkci f v tzv. explicitnim tvaru y = f(x).

Naptiklad zrovnice nasi kruznice x%+y? =1 vokoli bodu P; =1[0,1]
vypolteme y ve tvaru y = V1 — x2, v okoli bodu P, = [0, —1] vypoéteme y ve tvaru
y=—1-—x2

Poznamka 2.10: Zatimco piechod od explicitniho k implicitnimu tvaru dané funkce je

snadny, nebot’ staci anulovat pravou stranu ,,funk¢niho predpisu‘
y=f&)=y-fx) =0,

opacny prechod neni obvykle mozny.

Véta 2.6: (véta o existenci implicitni funkce dvou proménnych)

Uvazujme rovnici F(x,y) = 0. Mnozinu feSeni této rovnice oznaéme M.

Necht’
1. bOd PO = [xO,yo] EM,
2. funkce F ma spojité parcialni derivace v okoli bodu Py,
3. F(x0,50) # 0.

Potom

I. rovnice F(x,y) = 0 popisuje v ur¢itétm okoli bodu P, implicitni funkci f,
pficemz
Il. fje spojita v okoli bodu x, a

_ B(xy)
Fy(x,)'

lI. v tomto okoli ma spojitou derivaci y, = kde y probiha hodnoty

implicitni funkce f.

Poznamka 2.11: Pii vypoctu derivace funkce zadané rovnici F(x,y) = 0 vyuzivame

3%

- postupu uvedeného pii jeho odvozeni, tj. rovnici
Fy(x,y)

casto misto vzorce y, =

F(x,y) = 0 derivujeme podle x a na y se divame jako na funkci jedné proménné X

(y = f(x)). Pak dostavame F(x,y) + y,F,(x,y) = 0 az této rovnice vyjadiime y,.
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Tento postup je vhodny i pii vypoctu vyssich derivaci funkce implicitné zadané
rovnici F(x, y) = 0. Derivujeme-li rovnici F, (x, y) + y,F,(x,¥) = 0 jesté jednou podle

X, pak dostdvame
Fr2(6y) + By (0, 7)yx + By (6, 9) + 32 (6 3) + Fa(6,9)y,) = 0

a Z této rovnice vypocteme y;z.

Vétu o implicitni funkci lze zobecnit na funkci n proménnych. My si zde

uvedeme pouze vétu o implicitni funkei tii proménnych:
Véta 2.7: (véta o existenci implicitni funkei tfi proménnych)

Uvazujme rovnici F(x,y,z) = 0. Mnozinu feSeni této rovnice ozna¢me M.
Necht

1. bOd PO = [XO,yo,Zo] EM,
2. funkce F ma spojité parcialni derivace v okoli bodu P,

3. F,(x0,Y0,20) # 0.
Potom

l. rovnice F(x,y,z) = 0 popisuje v ur¢itém okoli bodu P, implicitni funkci
f proménnych X,y, pfi¢emz

I f je spojita v okoli bodu [xy, y,] @

lIl. v tomto okoli ma spojité parcialni derivace z, = — %
_ By . T
Zy = Ty kde z probiha hodnoty implicitni funkce f.

Poznamka 2.12: Pfi vypoctu derivace funkce zadané rovnici F(x,y,z) = 0 vyuzivame
(stejné jako u funkce zadané rovnici F(x,y) = 0, viz. poznamka 2.17) misto vzorct

_ _E&yn - _ Blyz

* Fyz)’ Y T Fxy2)

postupu uvedeného pii jejich odvozeni, tj. rovnici

F(x,y,z) = 0 derivujeme podle x a na z se divame jako na funkci dvou proménnych
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X,y. Poté derivujeme rovnici F(x,y,z) =0 podle y a na z se divame jako na funkci

dvou proménny X,y. Pak dostdvame
E(x,y,2) + 2.F,(x,y,2) = 0a F,(x,y,2) + 2,F,(x,y,2) = 0.
Z t&chto rovnic vypodteme z, a z,,.

Tento postup je vhodny i pii vypoctu vysSich derivaci funkce implicitné zadané

rovnici F(x,y,z) = 0.

Derivujeme-li rovnici E.(x,y,z) + z,F,(x,y,z) = 0 jesté jednou podle X, pak

dostavame
FJ:z (x,v,2) + F.,(x,y,2)z, + Z;zFZ,(x, v,z)+ Z;C(FZ;C(JC, v,z) + Fzz (x,y, Z)Z,'C) =0
a Z této rovnice vypocteme Z;z.

Derivujeme-li rovnici F,(x,y,z) + z,F,(x,y,z) = 0 jesté jednou podle y, pak

dostavame
FJ:Z (x,y,2) + Fyz (x,y, Z)Z;, + z;zFZ'(x, y,z) + Zy(FZy (x,y,2) + Fzz (x,y, z)z;,) =0

a Z teto rovnice vypocteme Z,2.

Derivujeme-li rovnici E, (x, y, z) + z,F,(x,y,z) = 0 podle X, pak dostavame
Fpu(x,,2) + Ey(x,y,2)2,, + 2, F, (%, y,2) + 2, (Fpr (x,y,2) + F,2(x,y,2)2,) = 0
a Z této rovnice vypocteme Z;x.

Analogicky bychom to délali pro derivaci rovnice F,(x,y, z) + z,F,(x,y,z) = 0
podle y. Nam ale sta¢i tyto smiSené derivace vypocist pouze jednou, protoze vime podle
véty 2.1 a véty 2.2, Ze jsou-li parcialni derivace spojité, potom se smiSené derivace

rovnaji.

18



2.2 Resené priklady na parcialni derivace

Piiklad 2.1: Vypoététe prvni derivaci funkce f:f(x,y) = x2y* + 2x* + 3xy? — 2
v bodé [1; 0]

a) podle definice parcialnich derivaci,

b) podle vét o parcialnich derivacich.
Reseni:
a) Podle definice parcialnich derivaci plati:

(10) = I x2-0+2x4+3x-0—2_1. 2x4—2_1_ 2-(x*-1)
£ (1, _xl—r}} x—1 _xl—rg X — —x_I)I} x—1 a

2=+ 2-(x—-DE+DEE+1)
= lim = lim —
x-1 x—1 x—1 x—1

= liniz (x+1D(x*+1) =38
x—

1-y*+2-1+3-1-y2-2  y*+3y2  y2(y?2+3)
= lim——— = lim———~=
y—20 y-0 y y-0 y

f,(1,0) = lim
= ;/i_r)r(l)(y(y2 +3)) =0.
Parcialni derivace jsou:
£ (1,0) = 8;

£,(1,0) = 0.

b) Nyni si ukazeme ekvivalentni zpisob, jak lze urcit parcialni derivace v bodé.
Vypocteme parcidlni derivace v obecném bod¢ a teprve poté dosadime za proménné
soufadnice daného bodu. Udélame prvni derivaci funkce f podle x, kdy y budeme brat
jako konstantu a poté derivaci funkce f podle y, kdy x budeme brat jako konstantu.
V tomto konkrétnim piipad€ pro vypocet budeme pouzivat vétu 2.5 (ptesnéji pravidlo

(x™) = nx™1):
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fo(6,y) = 2x - y* + 2 - 4x3 + 3y? = 2xy* + 8x3 + 3y?
fy(x,y) = x% - 4y3 + 3x - 2y = 4x?y> + 6xy.

Mame vypocitané derivace funkce v obecném bodé [x,y]. Abychom ziskali

vysledek, staci dosadit za proménné X a y:

f(1,00=2-1-0+8:-1+3:-0=8
f,(1,0)=4-1-0+6-1-0=0.

Priklad 2.2: Vypocitejte prvni parcialni derivace funkce
f:f(x,y) =3x3 + 5x — 2y* + 4x?%y5.
Reseni:

Méme danou funkci f: f(x,y) = 3x3 + 5x — 2y* + 4x?y3, nyni udélame prvni
derivaci funkce f podle x (y budeme brat jako konstantu) a potom derivaci funkce f
podle y (kde x budeme brat jako konstantu). Jako v piikladu 2.1 budeme pouzivat

pravidlo (x™) = nx™"1:

fe(x,y) =9x% +5— 0+ 8xy> =9x% + 5 + 8xy*>
fy(x,y) = 040 — 8y + 12x?y? = +12x2y? — 8y°>.

Priklad 2.3: Vypocitejte prvni parcidlni derivace funkce
h:h(x,y) = (x%y + y)*.
Reseni:

Uz ze zapisu funkce je patrné, ze se jedna o funkci sloZzenou: h = g o f, pticemz
pro vn&jsi funkei f plati: f: f(x) = x* a pro vnitini funkei g: g(x) = x?y + y. Funkci h
budeme derivovat podle véty 2.4, tzn. nejprve derivujeme funkci vnéjsi a poté ji

vynasobime derivovanou funkci vnitini. Tedy parcialni derivace budou mit tvar:

fo(x,y) = 4(x%*y + y)3 - 2xy = 8xy - (x%y + y)3
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fy(x,y) = 4(x*y +y)* - (x* + 1).

Priklad 2.4: Vypocitejte parcialni derivace 1. fadu funkce
h:h(x,y) = In(x + y?) ([3]).
Reseni:

Opét se jedna o slozenou funkci h = g°f. Podle véty 2.4 vime, ze (f(g(A))) =

=f(g(4)) - g'(A). V nasem piikladé je funkce f = In a funkce g je déna funkénim
predpisem g(x,y) = x + y?2. Pfi vypocétech budeme aplikovat jak tuto vétu, tak véty o

parcialnich derivacich.

Prvni parcialni derivace:

; 1
= -1=—
ha(%,7) x + y2 x + y2
. 2y
hy(x,7) x+y2 Y x+y2

th{[x,y]ERxR;x+y2>0}=Dh;C=thy

Priklad 2.5: Vypodtéte prvni parcidlni derivace funkce h: h(x,y) = In(x + /x2 + y2)
v bodé [1; 2].

Reseni:

Nejprve vypocéteme parcialni derivace v obecném bodé¢, kdy derivujeme funkci f
podle X, y bereme jako konstantu a poté obracené. Do ziskanych derivaci dosadime dany
bod a uré¢ime hodnotu parciadlnich derivaci v bod¢. Protoze ale mame funkci slozenou,
musime pouzit vétu 2.4, kdy nejprve derivujeme funkci vnéjsi a poté ji vyndsobime
derivovanou funkci vnitini. V naSem piipadé h=geo f je vn&jsi funkce f =1In a

vnitini funkce g je dana funkénim ptedpisem g(x,y) = x + /x? + y?2. Vnitini funkce g
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je souctem dvou funkci, pficemz jedna ze soucCtovych funkci je opét funkci

sloZzenou (g = g1 + g2, kde g1: g1(x,y) = x, g2(x,y) = \/x? + y? - slozena funkce).

Prvni parcidlni derivace:

P
: 1 1 _1 2(x2 +y?)2
iy =————— (14562 +y977 2x) = -
¥ x +/x2 +y? 2 X +4/x2 +y?
24/x% +y? + 2x
2¢x*+y* 1
X+ x2+y?  (x?+y?
, 1 1 _1 1 2y
By = ————— (4 y) 2 2y = - =
g X+ /x2 +y2 2 X ++/x2 +y% 2,/x% + y?

y

xJx%+yZ +x2 +y?

Podminka: Dy = {[x,y] € R X R;x +/x* +y? >0} = D) =D, .

Nyni dosadime bod [1; 2] a ziskame vysledek:

2 2
Vit 4d+144 5+5

. 1 .

Vitd V5

Piiklad 2.6: Vypocitejte prvni a druhé parcialni derivace funkce
fif(x,y) =x3+3x%y — y?x + 2y5.
Reseni:

Abychom ziskali druhé parcidlni derivace, musime nejprve vypocitat prvni

derivace funkce a ty posléze opétovné derivovat:
fe(x,y) = 3x* + 6xy — ¥

fy(x,y) = 3x% — 2yx + 6y°.
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Ted pristoupime k druhym parcialnim derivacim. Budeme brat kazdou z prvnich
derivaci jako funkci a ty postupné derivujeme opét podle x a podle y. Vysledkem budou

druhé¢ parcidlni derivace:

fxz (x,y) = (3x% + 6xy — y?), = 6x + 6y
fyz (x,y) = Bx% — 2yx + 6y?), = —2x + 12y

fey (6, ¥) = Bx% + 6xy — y?), = 6x — 2y

fre(x,¥) = (3x2 — 2yx + 6y?), = 6x — 2.

Piiklad 2.7: Vypodtéte f,2(a), f,2(a), fxy (@) funkce
fif(x,y) =4x%y + 2Inx? — y3,

je-li a = [1,2], popiipadé a = [—-1,3].

Reseni:

Nejprve vypocitdme prvni parcidlni derivace dle pravidel o derivovani, ale bod
jesté¢ nebudeme dosazovat. Dosadime aZz do druhych derivaci, které vypocitdme

Z prvnich:
2 1 4
fe(x,y) = 8xy + 2+ —-2x = 8xy +
fy(x,)’) = 4x” — 3y2
Podminka: Dy = D = ij'] = {[x,y] € R X R; x # 0}.
Druhé parcialni derivace jsou rovny:

fe(y)=(8xy+2) =8y+4-(-1)- ()2 1=8y- 2

2
x X

fre(x,y) = (4x* —3y%), =0— 6y = —6y
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fiy(63) = fra(oy) = (Bry +3) = (4* = 3y%), =8r—0 = 8x.

Podminka: Dy = ij;'z = ij'/'3 = Df);’y = {[x,y] € R X R; x # 0}.

Nyni dosadime dané body do druhych derivaci a ziskdme hodnoty:

y 4
fr(12)=8-2-7=12

f,,(1,2) = —6-2 = —12
foy(1,2) = f,2(1,2) = 8

fi2(-1,3)=8-3 - 20

-D?
f,2(-1,3) = —6-3 = —18

foy(=1,3) = f(-1,3) = -8.

Priklad 2.8: Zjistéte prvni a druhé parcialni derivace funkce f: f(x,y) = sinx - cosy.
Reseni:

V této funkci mame soucin dvou periodickych funkci. Ve vété 2.5 nalezneme
pravidla, podle kterych budeme derivovat ((sinx) = cosx a (cosx) = — sin x). Opét

bereme nejdiiv X jako proménnou a Yy jako konstantu a poté naopak.
Prvni parcidlni derivace:
fo(x,y) = cosx -cosy
fy'(x, y) =sinx - (—siny).

Po vypocitani prvnich parcidlnich derivaci se zaméfime na druhé parcidlni

derivace.

Druhé parcialni derivace:

24



f,2(x,y) = (cosx - cos y), = —sinx - cosy
fyz (x,y) = (sinx - (— siny));, = —sinx -cosy

fey(,¥) = f,x(x,¥) = (cosx - cosy), = (sinx - (—siny)), = —cosx *siny.

Priklad 2.9: Vypocitejte parcidlni derivace 2.fadu funkce

h:h(x,y) = In(x + y?) ([3]).

Reseni:

Prvni parcialni derivace této funkce jsme jiz vypocitali v ptikladu 2.4 a maji

tvar:

he(x,y) =
x(x Y) x + yz
, 2y

h,(x,y) = :
vy =7 "

Druhé parcialni derivace ziskame pouzitim pravidla o derivaci podilu funkci ve
veéte 2.3:
) 1\ O0-(x+yH—-1-1 1
hxz(x,)’):< 2) = 2)2 -~ 2)2
x+y?/, (x +y?) (x +y2)

y e Y) = x+y2y_ (x + y?)? -

_2x+2y?—4y* 2(x—y?)

(x+y)2 (x+y?)?
. . 1\ O0-(x+y)—1-2y
hay (X, ¥) = by (x, ) = <x+y2)y - (x + y?)? B
_ 2y
(YD
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Podminka: D, = {[x,y] ER X R;x + y?> > 0} = D, =D, =D
x y

Priklad 2.10: Vypodtéte druhé parcialni derivace funkce f: f(x,y) = e%” - sinx v bod¢
[0,0].

Reseni:

Abychom ziskali druhé parcidlni derivace v uréitém bod¢, musime nejprve
vypocitat prvni derivace funkce a ty posléze opétovné derivovat. Do druhych derivaci
pak sta¢i pouze dosadit dany bod a urcit hodnotu derivaci. V naSem piipad¢ budeme

dosazovat bod [0,0].

Prvni derivace funkce f ziskame tak, Ze opét budeme derivovat nejprve podle X a

proménnou y budeme brat jako konstantu a poté obracene:
fe(x,y) = e® - cosx
fy(x,y) = e* - 2-sinx.

Kdyz mame vypocteny prvni derivace, pfistoupime k druhym parcidlnim

derivacim:
fo2(x,y) = —e?Y - sinx
fyz (x,y) = 4e?¥ - sinx

fey (6, ¥) = fox(x,¥) = 2e% - cos x.

Ur¢ili jsme druhé parcidlni derivace, dosadime bod [0,0] za proménné a

vypocitame hodnoty:
£.2(0,0) = =20 -sin0=-1-0=0
f,2(0,0) = 4-€%°-sin0=4-1-0=10

fey(0,0) = £,,(0,0) =2-e?%-cos0=2-1-1=2.
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1

Priklad 2.11: Vypoditejte druhé parcialni derivace funkce h:h(x,y,z) = T

([3D).
Reseni:

Tento pfiklad je obdobny, jako ptiklad 2.4. Méame sloZenou funkci, kterou
piepiSeme do tvaru h(x,y,z) = 2x* +y + 22)_%. Podle pravidla o derivovani slozené
funkce, kdy nejprve derivujeme vnéjsi funkci a poté vnitini, jednoduse derivujeme.

Prvni parcidlni derivace:

2x

, 1 _3
hx(x,y,z) = —E(sz +y+Zz) 2+ 4x = _m

1

3
. — (9.2 Y71 =—__*
hy(x,y,2) = —5@2x" +y +2°) 2-1 2 (2x2+y+z2)3

Z

3
, _ 1.2 2y 3. =2
h,(x,y,2) = z(zx ty+z7) 22z (2x2+y+z2)3

Podminka: Dy, = D), = Dy = {[x,y] ER X R; 2x* + y + z? > 0}

Abychom ziskali druhé parcialni derivace, musime derivovat podil dvou funkci,

které jsme ziskali prvni derivaci. Navic je jedna z téchto funkci funkce slozena, tedy
mame tvar h = 5, kde funkce h'zna¢i nadi prvni parcialni derivaci podle libovolné

proménné, g je funkce slozena a f je funkce linearni. Druhé parcialni derivace budou

vypadat:

B _ 2x , _
w2 (0y,2) = _\/(2x2 +y+2z2)3 -

X

3 1
22x% +y + z2)z — 2x -%(sz +y+z2)2-4x
B (2x%2 +y + z2)3 B

3 1
o 2Qx*+y+2z8)2—12x% 2x* +y +2%)2
B (2x%2 +y + z?)3
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. 1 3 1/ 3 s
hy2(x,y,2) = (—§(2x2+y+22) 2) = —§<—§> 2x*+y+z9)z=
y

B 3
4./ (2x% +y + z2)5

, 3 1
e (y.2) = (- z _ (xz+y2+zz)2—z-%(x2+y2+zz)2-22 _
220 Y V@x2+y+z2)3) (2x2+y+z2)3

3 1
(P +y?+2°)2-322(x* +y* + 2°)2
= (222 +y + 223 |

SmiSené parcidlni derivace vypocitdme jednoduseji, nebot’ nemame podil dvou
funkeci.
WGy, 2) = oy (x,9,2) = (_Z—X> ~ (-l + +Zz)-§)' _ 1
xy \"\) Y, VX ' Vs \/W ; 2 y . >
12x

(—%) C2x*+y+22) 75 Ax =

5
(2x2+y+2z2)2

W3 2) = Fr9,2) = (~ ) = (- ) =
w2 12 = Il P =\ e ), T\ Jadnrae),

12xz

=y (—3). (252 2y gy = 12XZ___
=—z ( 2) 2x*+y+z°)z-4x T

’ _ ’ _ _1 2 2 _E ’ _ _; ’ _
hye(03,2) = iy (,3,2) = (=5 @a +y +27) Z)Z—( W>y_

3z
2,/ (2x% + y + z2)5

3 _5
=—Z-<—§>-(2x2+y+zz) 2 =

Podminka pro existenci druhych parcidlnich derivaci:

D,=D, =D, =Dh;y={[x,y]ERXR;2x2+y+zz>O}.
y
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Piiklad 2.12: Vypoditejte prvni derivaci funkce x? + 2xy —y? —a? =0, kde a € R
([3D).

Reseni:

Tuto funkci mame zadanou v implicitnim tvaru. Madme dvé moznosti, jak urcit

parcialni derivaci této funkce:

a) podle véty o existenci implicitni funkce, kde je uveden vypocet derivace (véta
2.6)
b) nebo podle poznamky 2.11.

a) Nejprve ptiklad vypocitame podle véty 2.6:

Nejprve musime zjistit ob&é parcialni derivace funkce F (dle véty 2.6), kdy

parcialni derivace podle proménné y musi byt rizna od nuly, tedy:
E.(x,y) = 2x + 2y
Fj;(x,y) * 0: Fj;(x,y) =2x — 2y #0,proVx # y.

. ; : ‘ B(y) o o .o, .
Nyni dosadime derivace do vzorce y, = — %, ¢imz ziskame derivaci
y )

implicitné zadané funkce:

2x+2y_ x+y

yx=_2x—2y_ x—7y
b) Nyni budeme derivovat funkci F jako funkci jedné proménné:

Ur¢&ime prvni parcialni derivace funkce x% + 2xy — y? — a? = 0, kdy y bereme
jako funkci jedné proménné x. Pokazdé, kdyz budeme y derivovat, vynasobime

derivovanou ¢4st znacenim y,.:

2x+(2y+2xy,;)—2yy,;—0:O—>2x+2y+2xy,;—2yy,;=0.

29



Ze ziskané rovnice vyjadiime y,, tim ziskdme prvni derivaci funkce zadané

implicitné:

x+y
x—y

2y, = 2yyx = —2x =2y = Y, (2x = 2y) = —2x = 2y = Y, = —

Priklad 2.13: Mame funkci 2x + 3y —e*™ = 0. Vypocététe prvni a druhou derivaci
této funkce.
Reseni:

Abychom ziskali prvni derivaci, budeme postupovat jako v ptikladé 2.12
Vv ptipadé b). Piistoupime k derivaci rovnice 2x + 3y —e* > = 0, kdy y bereme jako

funkci jedné proménné X:
243y, —e*(1—y;) =0.
Ze ziskané rovnice vyjadiime y,:
3y, —1:-e¥ Y +eXVy, =253y, +e¥Vy, =-2+e*V >

e*™ -2
eXxy +3

=V =

Nyni abychom uréili druhé derivace implicitni funkce, vezmeme derivovanou
rovnici 2 + 3y, —e* (1 —1y,) = 0. Tuto rovnici jest& jednou zderivujeme. Opét
bereme y jako funkci jedné proménné x. Mame tu ale navic znadeni y,, které znadi
derivovanou funkci jedné proménné X. S tim budeme pocitat tak, ze jakmile dojde na
jeho derivaci, nahradime ho oznacenim pro druhou derivaci y;2 a jiz nebudeme nic

nasobit:

0+3y, — (e (1-y)(1 - ) +e¥ 7 (=y.)) =0.
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Vysledek upravime a vyjadiime y, -, tim ziskdme druhou derivaci:

3y — e V(1= y.) = e (=y2) = 0 3y,2 — ¥ (—yp) = ¥ (1 - y;)

. ¥ (11— y')z
BEC ex‘3’+3x

2 2 2
Piiklad 2.14: Vypocitejte prvni parcialni derivaci funkce %+%—i—2= 1, kde
a,b,c # 0.
Reseni:

Mame funkci dvou proménnych zadanou v implicitnim tvaru. Postup feseni je

ekvivalentni jako u ptikladu 2.11, kdy mame opét dvé moznosti, jak fesit:

a) pomoci véty 2.7
b) nebo podle poznamky 2.12.

a) Nejprve budeme ptiklad pocitat podle véty 2.7:

Abychom mohli derivovat, musi byt splnéna podminka: F, (x,y,z) # 0, tedy
E,(x,y,z) = —CZ—Z-Z # 0. Podminka je splnéna, kdyz =z # 0. Pfistoupime

Kk derivacim. Podle véty vime, Ze:

_ E@yz o _ Fyz)

Z g Zy, = g .
x FZ(xvy:Z)’ Y FZ(X,y,Z)

E,(x,y,z) jsme jiz vypocCetli pfi ovéfovani podminky, tudiz nam staci urcit

F(x,y,2), F,(x,y,2) a dosadit:

. 2
Fx(x,y,z) = a_jzc
. 2
E,(x,y,z) = b—z.
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Prvni parcidlni derivace maji tvar:

. 2 xc
j— a j—
Zx - 2z — 2
- = za
c2
; 2y 2
7 = b2 _ yc
y _ 2z za2"

b) Nyni ur¢ime derivace podle poznamky 2.12, kdy z budeme brat jako funkci

dvou proménnych x ,y. Kdyz budeme derivovat rovn|C| — + — — C— = 1 podle x,

a derivujeme z, vynasobime derivovanou &ast znakem z,. Analogicky budeme

postupovat pii derivovani podle y, kdy budeme nésobit derivovanou cast Z;,.

Urcime prvni parciélni derivace a vyjadiime zy, a z,,.

2
Rovn|C| — + = — C— — 1 = 0 derivujeme podle x a vyjadiimez,:
2 2 2 2 = 2
X ZZy ZZy __ 2X © 2z o __Xxc
_2+O— 2 =0 2 —;*Zx—zﬁzx—ﬁ

L .x2 y2 72
me;+ﬁ—§

Zzzy _ Zzzy _
c? c? b2

2y
0+ﬁ_

Priklad 2.15: Vypocitejte prvni parcialni derivace funkce In(x?) + xyz — 3xyz?

Reseni:

— 1 = 0 derivujeme podle y a vyjadiimez,,:

=0.

Opét mame funkci dvou proménnych zadanou implicitné. Postupovat budeme

stejné jako v piikladé 2.14.

a) Ovéfime, zda plati podminka F,(x,y,z) # 0, tedy F,(x,y,z) = xy — 6xyz # 0.

Nyni ur¢ime parcidlni derivace podle x a podle y a dosadime do vzorce ve vété 2.7:

E(x,y,2) =

F,(x, y)
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Prvni derivace budou mit tvar:

x%-2x+yz—3yzz 3yzz—yz—%
Z., = — =
x Xy—6xXyZ Xy—6XyZ

xz-3xz? _ 3xz?-xz

Z, = - = .
Xy—6xyz Xy —6xyZ

b) Budeme derivovat podle poznamky 2.12, kdy z budeme brat jako funkci dvou

proménnych X, V.

Rovnici In(x?) + xyz — 3xyz? = 0 derivujeme podle x:

1 , , ,

=z 2x +yz + xyz, —3yz* — 6xyzz, = 0.
Z rovnice vyjadiime z,:

. . 1 .
XyZ, — 6xyZ2Z, = = 2x — yz + 3yz?% - z,(xy — 6xyz) = —yz + 3yz% — 2 >

X

. —yz+3yz* -2
- Z, =

xXy — 6xyz
Rovnici In(x?) + xyz — 3xyz? = 0 derivujeme podle y:

xz + xyz, — 3xz* — 6xyzz, = 0 > xyz, — 6xyz2, = —xZ + 3x2° >

. . 3xz?—xz
2y (xybxyz) = 3x2° — xz > z, = = 61yz

Piiklad 2.16: Vypocitejte prvni parcidlni derivaci funkce xe? —ylnx—8=0

vbodé¢ A =[1,?] ([7].
Reseni:

Musime zjistit druhou soufadnici bodu A.. Proto dosadime do rovnice xe2?¥ —
y Ilnx — 8 = 0 x = 1 a druhou soufadnici dopo¢itdme: 1e?Y —yIln1 -8 =0 - e?Y =

8. Po zlogaritmovani rovnice obdrzime: y =In+/8. Tedy bod A ma soufadnice
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[1, In \/§] Nyni zjistime, zda bod vyhovuje druhé podmince ve vété o implicitni funkci:

F,(x,y) # 0, 4. F,(x,y) = 2xye® —Inx # 0 pro bod [1,InV8]: 21nV8 e2nV8 0.

Dopocitame derivaci funkce F podle proménné X, do které nasledné dosadime za

proménné bod [1, In \/§]

, 1 InV8
F(x,y)=1-e¥ A F.(1,InV8) = e?1nV8 -

2
Vysledek derivace upravime: e2InV8 _ @ =e"V8 _Iny/8=8-Inv8.

_ By

F Gy)’ Jestlize chceme vypocitat derivaci v bodé, staci
y )

Podle véty 2.17 vime, ze y, =

nyni dosadit za F, (x, y), F, (x, ) ziskané hodnoty a upravit:

8—InV8 , 8 —In+8 , 8 —InV8 ,_ln\/§—8

,:———) = = =
Yx 21n+/8 e2InV8 Yx 2InvV8-8 x 161nv8 Yx 161In/8

Inv8 8 | 1
= Vx = - V=17 )
16InvV8 16In+v8 16 21n+/8

Piiklad 2.17: Vypocitejte prvni a druhé parcialni derivace funkce
ysinx+x?2+y3—-1=0.
Reseni:

Mame funkci zadanou implicitné. Abychom urcili prvni derivaci, zvolime
postup ktery je uveden v poznamce 2.11, protoze timto postupem lépe ur¢ime druhou

derivaci funkce.

Prvni derivaci ziskdme ze zderivované rovnice y sinx + x? + y3 — 1 = 0:
y cosx + y, sinx + 2x + 3y%y, = 0.

-y Ccosx—2x

Vyjadtime y,: y, sinx + 3y%y, = —ycosx — 2x > y, =

sinx+3y2 ’
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Pii vypoétu druhé derivace budeme vychéazet z rovnice: y cos x + y, sin x + 2x +
3y2y, = 0. Tuto rovnici budeme derivovat podle proménné X, pfi¢emz na y se budeme

divat jako na funkci této proménné:
(—ysinx +cosx-yy) + (y.2-sinx +y,-cosx) + 2+ (6y- yx + 3y2y..) = 0.
Z rovnice vyjadiime y_:

Y,z - Sinx + 3y2y;z = ysinXx —coSX -y, — Y, COSX — 2 — 6y Y,

. =ysinx—cosx-y,;—y,;-cosx—2—6y-y,;
Va2 sinx + 3y?

. :ysinx—Zcosx-y,;—Z—6)/'y,;
a2 sinx + 3y?2 '

Priklad 2.18: Urcete prvni a druhé parcialni derivace funkce
x’y+zIlnx? —y3z2+5=0.
Reseni:

Mame funkci zadanou implicitné. Abychom ur€ili prvni parcidlni derivace, zvolime
postup ktery je uveden v poznamce 2.12, protoze timto postupem lépe ur¢ime druhé

parcialni derivace funkce.
Prvni parcialni derivace ziskdme derivovanim rovnice x2y + zlnx? — y3z2 + 5 = 0,
ze které vyjadiime z, (respektive z,,):

Parciélni derivace podle X:

. 1 . . 2z .
2xy + z,Inx? + z -x—2-2x—22y3zx =O—>2xy+zx1nx2+7—22y3zx =0-
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Parciélni derivace podle y:

—x?% + 3y%z?

x? 4 z,Inx? — 3y?z? = 2y3zz, =0 > z, = ThaZ =257

Abychom urcili druhé parcialni derivace, budeme derivovat rovnici 2xy +
z, Inx? + % —2zy3z, = 0podle X, rovnici x?+z,Inx? —3y%z% —2y3zz, =0
podle y a potom napf. rovnici x? + z, Inx? — 3y?2z? — 2y3zz, = 0 podle x. Opét
bereme z jako funkci dvou proménnych X, y. Mame tu ale navic znadeni z, a ZJ',, které
znaci derivovanou funkci dvou proménnych X, y. S tim budeme pocitat tak, ze jakmile
dojde na jejich derivovani, nahradime je oznacenim pro druhou derivaci Z;z (pro
derivovani z, podle x) nebo Z;z (pro derivovani Z;, podle y). U smisené derivace, kdy
funkci, kterou jsme ziskali derivovanim podle x a budeme ji derivovat podle vy,
oznac¢ime druhou derivaci Z;y. Analogicky pii derivovani funkce podle x, kterou jsme
ziskali prvni derivaci podle y, ozna¢ime druhou derivaci Z;x. Tyto derivace se budou

rovnat (véta 2.1), proto staci urcit pouze jednu smiSenou derivaci.

Druhé derivace budou mit tvar (opé€t vyjadiime Z;z, Z;z a Z;y.).

Derivace rovnice 2xy + z, Inx? + Z;Z — 2zy3z, = 0 podle x:

. o1 .1 2z N2 o
2y + (sz Inx? + z, 'z 2x> + <sz == x_2> — (Z(Zx) y3 + 2y3zzxz) =0-

. 4z, 2z .
- z(Inx? — 2y3z) = =2y — Tx —=t Z(Zx)2y3 -
L =y =t a()y
T 22 = 2 3
Inx? —2y3z

Derivace rovnice x? + z, Inx? — 3y?z? — 2y3zz, = 0 podle y:
0+ Z;z Inx?% — (6yz2 + 6yZZZ£,) - (6},222}’] + 2}73(23,,)2 n 2y3ZZ;z) -0

- Z;z (Inx? — 2y3z) = 6yz? + 12y%zz, + 2y3(z;,)2 -
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. 6yz? +12y%zz, + 2y3(23',)2
i Zyz = .

Inx? — 2y3z

SmiSena derivace:
. 5 Zy 5 , 5 -
2% + Zyy - Inx +7—2(y zyZy + 3y%2z, + y322,,) = 0 >

. 2z . .
= Zyy(Inx? — y3z) = —2x — TY +2y32zyz, + 6y°zz, >

2z, . .

o =2x - Ty +2y3z,z, + 6y°z2z,

= Zxy = Inx2 — v3 :
nx?—y3z

2.3 NereSené priklady

1) Vypocitejte prvni parcialni derivace funkci [4]:
a) f:f(x,y) =e*cos(xy),

b) f:f(ey) =Iny(@x% +y?),
O fif(y) ==
B ffey) ==,
e) fif(x,y,2) =x%yz?
f) fif(x,y,2) =x3+y?—2%—-2x+3y+z,
o) f:fGy2)=zmn(%).
2) Vypocitejte druhé parcialni derivace funkci:
a) f:f(x,y)=sin(x*>+y?) [4],
b) f:f(xy) =2y +xy?)° [4],
) f:f(x,y) =e¥cos(xy) +e”sin(xy) [4],

d) fif(ny) =<2 [3],

y

e) f:f(xy)=Inx+y%) [3]
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3) Urete y,,y, funkce x + y3 + xy? + 2 = 0 [2].
4) Vypoditejte z,, 23', u funkci:

a) x2+y*—zx+zy*—1=0 [2],

b) 2x2 —3y?+z24+x—-2y+7=0 [4],

c) x?+y-sinz+x3z22-6=0 [4],

d) z=xy-sin(xz) [4],

e) x2+y?+z2=a* [2],

) x+y+z=e* [2]
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3. Extrémy funkce dvou a tri proménnych

V této kapitole, tykajici se lokalnich extrému funkce, jsem pouzil pfevazné teorii
z literatury [4], [11], [12], [15]. Tuto literaturu jsem pouzil jak u prvni podkapitoly, tak

i u druhé.

3.1 Extrémy funkce zadané explicitné a implicitné

Teorie pro funkce dvou proménnych

Definice 3.1: Rekneme, Ze funkce dvou proménnych f méa v bodé C € R x R lokalni
minimum  (resp. lokdlni maximum), jestlize existuje okoli U, (U c Df) bodu C
(C = [c1,¢3]), tak ze f(C) < f(X) (resp. f(C) = f(X)), pro vSechna X = [x;,x,] €
UE-

Rekneme, Ze funkce dvou proménnych f ma v bodé C € R X R ostré lokalni
minimum (resp. ostré lokalni maximum), jestlize f(C) < f(X) (resp. f(C) > f(X)),
pro vSechna X € U \{C}.

Véta 3.1: Ma-li funkce dvou proménnych f ve vnitinimbodé C € R X R svého
defini¢niho oboru extrém a existuji-li v tomto bodé obé spojité parcialni derivace funkce

f, které jsou v tomto bodé spojité, pak v tomto bodé plati: £, (C) = f,,(C) = 0.

Definice 3.2: Bod C € R X R, pro ktery plati f,(C) = fj;(C) = 0 se nazyva stacionarni
bod.

39



Definice 3.3: Necht’ f je redlna funkce dvou proménnych. Necht’ v libovolném bod¢ Dy

existuji vSechny parcialni derivace druhého fadu. Hessovou matici funkce dvou

proménnych f chapeme matici druhého tadu:

H(x,y) = fx,,2 fxf’).
fyx f y2
Definice 3.4: Necht bod C € Dy a necht’ existuji druhé parcialni derivace funkce dvou
- V . fe fo -
proménnych f v bodé C. Potom polozme: D,(C) = | . 71,D1(C) = fa.
fyx f y?

Poznamka 3.1: Determinanty D, D, jsou subdeterminanty Hessovy matice:

fiz foy
H(C) = . .
© (fyx fyz)

Definice 3.5: Sedlem funkce f rozumime bod grafu, v némz ma funkce f spojité
parcialni derivace 1. fadu, tyto parcialni derivace jsou rovny nule a soucasné¢ v tomto

bod¢ nenastiva lokalni extrém. Bod defini¢niho oboru Dy, v némZ sedlo funkce f

nastava, se nazyva sedlovy bod.
Véta 3.2: (Postacujici podminka pro lokalni extrém funkci dvou proménnych)

Bud'C € Dy stacionarnim bodem funkce dvou proménnych f. Necht’ ma funkce f

spojité parcidlni derivace aZ do druhého fadu. Pak plati:
1) Jestlize D;(C) > 0,D,(C) > 0, pak funkce f ma v C lokalni minimum.
2) Jestlize D;(C) < 0,D,(C) > 0, pak ma funkce f v C lokalni maximum.
3) Jestlize D,(C) < 0 ma funkce f v C sedlovy bod.

4) Jestlize D,(C) = 0, pak nelze rozhodnout, zda funkce f ma v bodé C lokalni

extrém, sedlovy bod, ¢i ani jedno.
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Teorie funkce tfi proménnych

Definice 3.6: Rekneme, Ze funkce tii proménnych f ma v bodéC € R X R X R lokalni
minimum (resp. lokalni maximum), jestlize existuje okoli U, (Ue < Df) bodu C
(C =[cy,¢5,c3]) tak, ze f(C) < f(X) (resp. f(C)=f(X)), pro vSechna X =

[x1, %, x3] € Up.

Rekneme, Ze funkce tif proménnych f ma v bodé C € R X R X R ostré lokalni
minimum (resp. ostré lokalni maximum), jestlize f(C) < f(X) (resp. f(C) > f(X)),
pro vSechna X € U, \{C}.

Véta 3.3: Ma-li funkce tifi proménnych f ve vnitinimbodé C € R X R X R svého
defini¢niho oboru extrém a existuji-li v tomto bod¢ vSechny parcialni derivace funkce f,

které jsou v tomto bodé¢ spojité, pak v tomto bodé plati: f,(C) = £,(C) = £,(C) = 0.

Definice 3.7: Bod C € R X R X R, pro ktery plati f,(C) = £,(C) = £,(C) =0, se

nazyva stacionarni bod.

Definice 3.8: Necht f je redlnd funkce tif proménnych. Necht' v libovolném bod¢ Dy

existuji vSechny parcidlni derivace druhého tadu. Hessovou matici funkce tii

proménnych f chapeme matici tretiho fadu:

feo foy fez
Hey,2) =\ fyx f2 fyz
fox foy fre

Definice 3.9: Necht’ bod C € Dy a necht existuji druhé parcidlni derivace funkce tfi

proménnych f v bodé C. Potom polozme:

fo fo fo oo
D3(C) = |fyx fyz fyz|, Da(C) = f’f, f"{ D1 (C) = fz.
[ o
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Poznamka 3.2: Determinanty D, D,, D5 jsou subdeterminanty Hessovy matice:

fr2 fy ez
HC) =\ fix fy2 b
fox foy fo2

Véta 3.4: (Postacujici podminka pro lokalni extrém funkci tii proménnych)

Bud' C € Dy stacionarnim bodem funkce tfi proménnych f. Necht' ma funkce f

spojité parcialni derivace az do druhého tadu. Pak plati:
1) je-li D,(C) > 0,D,(C) > 0,D5(C) > 0, funkce f ma v C lokalni minimum,;
2) je-li D,(C) < 0,D,(C) > 0,D5(C) < 0, funkce f ma v C lokalni maximum,;
3) je-li D;(C) € R,D,(C) < 0,D5(C) € R, funkce f ma v C sedlo;
4) je-li D;(C) > 0,D,(C) € R,D;(C) < 0, funkce f ma v C sedlo;
5) je.liD,(C) < 0,D,(C) € R,D5(C) > 0, funkce f ma v C sedlo.

Poznamka 3.3: Véta 3.2 a véta 3.4 ukazuji, jak Ize subdeterminantd vyuzit k vySetieni

lokalnich extrémau.
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3.1.1 ReSené priklady

Priklad 3.1: Vypoctéte lokalni extrémy funkce f: f(x,y) = x> —xy+y?*—2x+7vy a

urcete jejich hodnotu.
Reseni:

Dle véty 3.1 uréime parcialni derivace funkce f. Tyto parcialni derivace

polozime rovny nule a tim obdrzime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:
frloy)=2x—y—-2=0
f(y)=—x+2y+1=0.

Jejim vyfeSenim ziskame staciondrni body. Soustavu vyfeSime tak, Ze z prvni
- s qur 1 ; , . , s
rovnice vyjadiime x = 1 + Sy a dosadime do druhé rovnice. Po dosazeni obdrzime
.. 1 . r v ce o v
rovnici: —1—-y+ 2y +1=0. Po jednoduché upravé zjistime, ze y = 0. Tuto

hodnotu zpétné dosadime do prvni rovnice a uréime jediny stacionarni bod [1,0]. Poté

dopocitame z prvnich derivaci druhé parcialni derivace:

fee(x,y) =2

fyZ(x,)’) =2

foy (0, ¥) = fie(x,y) = =1,

Druhé parcialni derivace jsou cCiselné hodnoty, proto nemusime dosazovat
stacionarni bod a sta¢i tyto hodnoty dosadit do Hessovy matice (definice 3.3).
Z ptislusnych subdeterminantii této matice zjistime, o jaky druh extrému se v daném

bod¢ jedna nebo zda tam extrém vibec je (véta 3.2):

D,(1,0) = |_21 _21| —4-1=3>0AD(1,0) = 2> 0 podle véty 3.2 mizeme

fici, ze v bodé [1,0] je lokalni minimum.
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Hodnotu extrému vypocitame tak, ze dosadime stacionarni bod do funkéniho

predpisu funkce f: f(1,0) =12 —-1-04+02—-2-1+0 = —1.

Obrazek 3.1: Funkce f: f(x,y) = x> —xy + y? — 2x + y.

2 2
Piiklad 3.2: Mame zadanou funkci f:f(x,y) = —x? + x%y? — y? Zjistéte lokalni

extrémy této funkce.
Reseni:

Nejprve vypocitame prvni parcialni derivace funkce f, které polozime rovny
nule. Tim ziskame dvé rovnice o dvou neznamych a uréime stacionarni bod (¢i body)

dle véty 3.1:
fiG6y) = —x+2xy2 = 0

fy'(x, y) = —y + 2yx? = 0.

vvvvvv

napiiklad timto zpisobem: V prvni rovnici vytkneme X, takze ziskdme tvar x(—1+
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2y?) = 0. Aby byla splnéna rovnost, musi platit x =0V y = -I_-%. Tyto hodnoty

dosadime do druhé rovnice. Dopocitanim zjistime soufadnice stacionarnich bodu, které

jsou:

Nasledné¢ zjistime druhé parcialni derivace:
fia(x,y) = =1+ 2y?
fy”z (x,y) = =1+ 2x2

foy (6, ¥) = foa(x, ) = 4xy.

Ted jiz staci do druhych derivaci dosadit stacionarni body a vypocist hodnoty,
které dosadime do Hessovy matice (definice 3.3). Z ptislusnych subdeterminanti této
matice pak podle véty 3.2 odvodime, o jaky druh extrému se v daném bod¢ jedna, nebo

zda-li tam extrém vibec je.

Pro bod a = [0,0]:
£,2(0,0) = —1,£,2(0,0) = —1, £,,(0,0) = £,,(0,0) = 0.

1)2(0,0)=|_01 _01|=1—0=1>0 ADy(0,0) = —1<0— podle véty 3.2 se

v bodé¢ a = [0,0] jedna o lokalni maximum.
Probod b = [\%%] abode = [—\%;—%]:
fe(mwm) =fe (55 =0 (w6 (55 =0
(55 = he (55 = (5 -5 = h (5 -5) =2

Dz(b)=D2(6)=|(2) (2) —0—4=-4<0 AD,(b) =D,(e) = 0 body b ae jsou

sedlové body funkce f.

45



Probod c = [—\%%] abodd = [%;—% :

w5 =t (F-5) =0 £ (o5 = he(m-5) =0

(55 = (55 = (-5 = (F-5) =2
D,(¢) = D,(d) = |_02 _02| —0—4=-4<0AD,(c)=Dy(d) = 0 body ¢ ad

jsou sedlové body funkce f.

Zjistili jsme, ze bod a = [0,0] je jedinym bodem funkce, kde se nachazi extrém

a nalezneme zde lokalni maximum.

Obrizek 3.2: Funkee f: f(x,y) = =% +x2y2 - 2.,
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Priklad 3.3.: Vypocététe lokalni extrémy funkce f:f(x,y)=In(x—y)—x*+y
([12]).

Reseni:

Vypocitdme prvni parcialni derivace, které polozime rovny 0. Tim ziskdme

soustavu rovnic dle véty 3.1 a z této soustavy uréime stacionarni bod (¢i body):
. _ 1 _ _
(6 y) =y 2x =0

fey) = (D Z+1=0.

Podminka: Dy =D, = ij'] ={[x,y] ER XR;x —y >0}. Zdruhé rovnice

vyjadiime x: =1+ x—y =0 — x = 1 4+ y a dosadime do prvni rovnice, kterou jsme
upravili na 1 — 2x2 + 2xy = 0. Tim ziskame rovnici: 1 — 2(1 + y)? + 2y(1 + y) = 0.

Tuto rovnici upravime a zjednodusime:
1-2(14+2y+y)+2y+2y2=0->1-2—-4y -2y +2y+ 2y =0-
-»—-1-2y=0.

Vyjadiime proménnou y: y = — %, kterou zpétné¢ dosadime do druhé rovnice a
o , 1 1 ’ v . , 1 1
dopocitdme nezndmou X: x = 1 — SO X=5 Tim obdrzime stacionarni bod [E’ - E]'

Nyni vypocitame druhé parcialni derivace:

fre(uy) = (Dx-y)2-2= —ﬁ —2

[y = (DEDE=-N2 (D 0=~

1

fy® ) = frr(e,y) = CDEDE-y) 2 = G

Do druhych parcidlnich derivaci dosadime stacionarni bod:

f’;;(%’_%):_lllz_zz_g

22
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fir(33) = (3-3) = = 1

Poté zjistime Hessovu matici a na zdklad¢ véty 3.2 zjistime, zda se jedna

0 extrém:

p,(3-)=1]7" }|=3-1=2>0AD,(, 1) =-3<0~ jedna se o lokilni

maximum.

Funkce f: f(x,y) = In(x —y) — x? + y ma v bod& [%, —%] lokalni maximum.

Obrazek 3.3: Funkce f: f(x,y) = In(x —y) — x* + .
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Priklad 3.4: Mame danou funkci f: f(x,y) = eX +y? vypocitejte jeji extrémy.
Reseni:

Mame zadanou funkci dvou proménnych. Abychom zjistili extrémy této funkce,
musime nejprve vypocitat prvni parcidlni derivace, které polozime rovny nule.
Obdrzime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. ReSenim soustavy jsou stacionarni

body:
filx,y) = e’ . 2x =0
f,(x,y) =X+ .2y = 0.
Je zfejmé, Ze plati:
et = 0v2x=0-5x=0;e" ' =0v2y=0->y=0.

v 2 2 . o v v . . J4 , It r
Piipad e*"*Y" = 0 nikdy nemiZe nastat, proto soufadnice stacionarniho bodu ziskame

z druhych podminek rovnic. Stacionarni bod ma tedy soufadnice [0,0].

Ted staci dopocitat druhé parcidlni derivace, dosadit stacionarni bod, abychom

vypocitali hodnoty a ty poté mohli dosadit do Hessovy matice:
fia(x,y) = e+ 2x 2x + X" 25 £,(00)=1-0+1-2=2
fa(y) =¥+ 2y 2y + e 25 £2(00)=1-0+1-2=2

foy (0 ¥) = fe(,y) = X4 2x - 2y + X470 > £1(0,0) = £,,(0,0) = 0.

Dosadime hodnoty do matice a zni odvodime hodnoty piislusnych

subdeterminantu:
12 0| _, _ N —
D2—|O 2|—4 0=4>0;D,=2>0.

Podle véty 3.2 se v bodé [0,0] nachazi lokalni minimum.
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Obrézek 3.4: Graf funkce f: f(x,y) = e** 7,

Priklad 3.5: Vypocitejte lokalni extrémy funkce dané rovnici
fif(x,y,2) =x*+vy%+ 2%+ 2x + 4y — 6z ([3]).
Reseni:

Ze zadéani vidime, Ze mame danou funkci tfi proménnych. Postup je stejny jako
u funkci dvou proménnych, které jsme jiz pocitali vySe. Urc¢ime prvni parcialni derivace
podle vSech proménnych, které polozime rovny nule. Obdrzime soustavu tii rovnic o

tfech neznamych, kterou vyieSime, tim ziskdme stacionarni bod:
fix,y,2)=2x+2=0
fy(x,y,2) =2y +4=0
f(x,y,2) =2z—6=0.

Ze soustavy je ziejmé, ze x = —1;y = —2;z = 3, tedy stacionarni bod mame

jen jeden a ten ma soufadnice [—1, —2,3]. Nyni vypoc&itame druhé parcidlni derivace:
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fio(6,3,2) = 2 (6,y,2) = f2(x,y,2) = 2
fx;l(x)ylz) = fy,;c(x:y,z) = O'fx;(x,ylz) = fZ,Q,C(foIZ) = 0:

£ (6,9,2) = fry (x,7,2) = 0.

Vzhledem k tomu, ze druhé parcialni derivace jsou ¢isla, jsou jejich hodnoty ve

vSech bodech defini¢niho oboru stejné.

Z Hessovy matice (definice 3.8) ziskame pfislusné subdeterminanty (definice

3.9):

2 0 0 2 0

D;=[0 2 0 =8—O=8>O;D2=|O 2|=4—0=4>0;D1=2>0.
0 0 2
Na zakladé véty 3.4 obdrZzime, Ze v bodé [—1, —2,3] je lokalni minimum.
vr - x2  y%  z? ey , 1

Priklad 3.6: M¢&me f:f(x,y,z) = T T T Zjistéte u této funkce lokalni
extrémy.
Reseni:

Mame zadanou funkci tfi proménnych. Vypocitame prvni parcidlni derivace
podle vsech proménnych, které polozime rovny nule. Ziskame soustavu tii rovnic o

ttech nezndmych:
fe(y,2)=—x =0
fy,z) = —2y =0

f(x,y,2) = —%z =0.

Je ziejmé, Ze stacionarni bod je jediny a ma soutadnice [0,0,0].
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Nyni vypocitame druhé parcidlni derivace. Dosadime do nich staciondrni bod
a ur¢ime hodnoty. Vzhledem k tomu, Ze druhé parcialni derivace jsou ¢éisla, jsou jejich

hodnoty ve vSech bodech defini¢niho oboru stejné:

1

f;z(x,y,z) = _%; fyz(x,y,z) = _g; fzuz(x'yrz) = _E
fx;,(x,y,z) = fy,;c(x:y'z) = O,fx;(x,y,z) = fZ,J,c(erJZ) =0,
fyz(,y,2) = f7,(x,y,2) = 0.

Z Hessovy matice ziskame pftislusné subdeterminanty:

1

8

0 -

-1 0 0
-2 0|l=-=-0=—-=<0;D, =

D, =
3 72 72

2
9

=>2>0;D,=—-<0.
36 8

0
0 0 -:
Podle véty 3.4 jsme urcili, Ze v bod¢ [0,0,0] se nachazi lokalni maximum funkce

yZ ZZ

x2
fx,y,2) = 16 9 2

Piiklad 3.7: Mame danou funkci x? + y? + z2 — 2x + 2y — 6z = 0, vypocitejte jeji
extrémy.
Reseni:

Funkci mame zadanou implicitné. V kapitole 2 jsme si ukazali, jak postupujeme
pii derivovani takto zadanych funkci. Rovnici x? + y? + z2 — 2x + 2y — 6z = 0,

zderivujeme podle x a podle y a vyjadiime z, , z,:

. . . . . 2—2x
2x+ 22z, —2—-6z, =022z, — 62, =2—-2X >z, = ——
2z—6
. . . . ., —2y-—=2
2y+222y+2—6zy=0—>ZZzy—6zy=—2—2y—>zy=H;Z¢3.
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Nyni derivace polozime rovny 0, tim ziskdme dvé rovnice o tfech neznamych.
Jako tieti rovnici vlozime do soustavy funkci zadanou v implicitnim tvaru. VyfeSenim

soustavy rovnic ziskame stacionarni body:

2—2x_
22 —6
—2y—2
—2 " _
22— 6

X2+ v2 4272 —2x+2y—62=0.

Z prvnich dvou rovnic je zfejmé, ze 2—2x=0->x=1a -2y—2=0->

y=-—1.
Ziskané hodnoty dosadime do tfeti rovnice soustavy:
x2+y?+2z2-2x+2y—6z2=0->1+1+4+22-2-2—-62z=0-
»z2—-6z—-2=0,
Nyni vypoéitame kofeny kvadratické rovnice, které vyjdou z; = 3 ++/11a
Zy =3 — V11, Tim jsme ur¢ili dva stacionarni body [1, -1,3+ \/ﬁ] a

[1,-1,3 - V11].

Vypocitame druhé parcialni derivace z,. , Zy2 & Zyy = Zyy. Za proménné Zzy,
z,, dosadime 0, nebot’ z prvnich parcidlnich derivaci vime, Ze jsou rovny 0, aby byla

splnéna podminka o existenci stacionarnich bodu (véta 3.1):

.. . . . . . -2

242247, + 2222 —62,=0->2222,—62,=—-2->2,= 27— 6
. . . . . . -2

2+ 2zy,z, + ZZZyz - 6zy2 =0- ZZZyz — 6Zy2 =-2- Zy2 = 27—

0+ 223,623,, + 222;y —-0—- 62;3, =0- ZZz;y — 62,23, =0- z,;y = 0.
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Do druhych parcidlnich derivaci dosadime staciondrni body, abychom ur¢ili

hodnoty. Ty poté dosadime do Hessovy matice a ur¢ime typ extrému:
Pro bod [1,-1,3 + V11]:

1
1,34+ TT) = - —

z2(1,-13+V11) = - NiES

1 .
et
Zyy(1,-1,3 +V11) = z,,,(1,-1,3 + V11) = 0.

-1
Dp(1,-13+VIT)=| " ==>0ADy(1,-13+VIT) = - =<0

1

jedna se o lokalni maximum.

Pro bod [1,-1,3 — V11]:
. 1 . 1
z,2(1,-1,3-V11) = Niv z,2(1,-13 - V11) = Next

Zyy(1,-1,3 —=V11) = 2, (1,—-1,3 = V11) = 0.

1
L9
D,(1,-1,3 - V11) = f N :ﬁ>0"D1(1'_1'3_*/11):v%
1

>0- vtomto

bodé se nachazi lokalni minimum.

Obrazek 3.5: Graf funkce x? + y? + z2 — 2x + 2y — 6z = 0.
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3.1.2 NereSené priklady

1) Urcete lokalni extrémy funkeci:

a) f:f(x,y)=5+4x—2x*+3y—y* [11],

b) fif(xy)=y1—-x*>—-y* [11],

¢) f:if(x,y)=x3+y3+3xy [11],

d f:f(x,y,z) =x—4xy —y?+52z%—2yz [11],
e) f:f(x,y,z) =25—x%—y?—2z% [11].

2) Vypocitejte lokalni extrémy funkce zadané implicitné:
x2+y2+22—-2x+2y—4z-10=0 [2].
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3.2 Extrémy funkce 2 proménnych vazané
na mnozinu (metoda primého dosazeni a

Lagrangeova metoda)

Definice 3.10: Je dana funkce dvou proménnych g. Tato funkce vymezuje v roviné

mnozinu bodi M = {[x,y]; g(x,y) = 0}. Podminka g(x,y) = 0 se nazyva vazba.

Rekneme, 7e funkce dvou proménnych f nabyva vbodé C € R X R lokélni
extrém vzhledem k vazbové podmince g(x,y) = 0, jestlize ma funkce f vbodé¢ C

lokalni extrém vzhledem k mnoziné M N Dy.

Poznamka 3.4: Funkce g vuvedené definici vymezuje Casto vroviné nékterou
ze znamych kiivek nebo jejich casti — pfimku, kruznici, elipsu, atd. Hleddme tedy

lokalni extrémy funkce f na kiivee M nebo by bylo mozno fici ,,nad* kiivkou M.
Lagrangeova metoda
Véta 3.5: (Nutna podminka extrému funkce vzhledem k mnozin¢)

Necht' funkce dvou proménnych f a g maji spojité parcialni derivace 1. fadu na

celém svém defini¢nim oboru, M € Df,C € M(C = [cy,c;]) a g;,(C) # 0.

Jestlize funkce f ma v bodé ¢ lokalni extrém vzhledem k mnozin¢ M, plati, ze
existuje realné ¢&islo 1,4 # 0 takové, ze f,(C) + 1g,(C) =0 A f3;(C) + Ag;,(C) =0,
kde mnozina M je popsana rovnici g(x,y) = 0. Cislo 1 nazyvame Lagrangeovym

multiplikatorem.

Definice 3.11: Necht funkce dvou proménnych f a g, kde rovnice g(x,y) = 0 vyjadiuje
vazbu. Lagrangeovu funkci L, nazveme funkci o piedpisu L(x,y) = f(x,y) + Ag(x, y).

Poznamka 3.5: Bod extrému funkce f vzhledem kM je stacionarnim bodem

Lagrangeovy funkce L(x,y) = f(x,y) + 1g(x, y).
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Véta 3.6: (Postacujici podminka lokélniho extrému funkce vzhledem k mnozing)

Necht’ jsou splnény ptedpoklady nutné podminky lokalniho extrému funkce

vzhledem k mnoziné M.

Jestlize Lagrangeova funkce L(x,y) = f(x,y)+ Ag(x,y) ma vbodé¢ C =
[x1,x,] lokalni extrém, ma funkce f vbodé¢ C = [x4,x,] lokalni extrém vzhledem

k mnozin¢ M a to stejného typu.
Metoda primého dosazeni
Poznamka 3.6:

V nékterych piipadech lze zrovnice g(x,y) =0 jednoznatné urit X &i Y,
naptiklad y = g(x). Pak za y dosadime g(x) do f(x,y), tak vznikne funkce jedné

proménné f (x, g(x)). U ni pak hleddme lokalni extrémy béZnymi metodami.

Pokud nelze pouzit tuto metodu, vyuziva se napf. Lagrangeovy metody.

3.2.1 ReSené priklady

Priklad 3.8: Urcete lokalni extrémy funkce f: f(x,y) = e* na mnoziné
M ={[xyllx+y—-1=0}
Reseni:

Tento ptriklad budeme fesit pomoci dosazovaci metody. Z rovnice g(x,y) = x +
y—1=0 lze jednodusSe vyjadfit libovolnd nezndmd, kterou dosadime do funkce
fif(x,y) =e*. Tim ziskame funkci jedné proménné. My vyjadiime proménnou vy,

tj.:

x+y—-1=0-y=1-—x.
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Nyni do funkce f dosadime za proménnou y a budeme zkoumat extrémy funkce

jedné proménné (proménné x): f(x, g(x)) = e*17%) = ex =,

Dale budeme, pro piehlednost, funkci f (x, g (x)) znacit jako funkci h(x).

Nutna podminka pro lokadlni extrém funkce jedné promeénné
Funkci h derivujeme a derivaci polozime rovnu nule: h (x) = e"_xz(l —2x) =0.

7 v r . w7 . 4 e v . row 4 L —x2
Z vySe uvedené rovnice ur¢ime stacionarni bod. Je zfejmé, ze musi platit: e*™*" =

0V (1 —2x) = 0. Prvni moZnost nemuzZe nastat, nebot’ je vzdy e*™** > 0. Proto plati

1-2x=0->x= % Stacionarni bod funkce h(x) je x = %

Abychom ziskaly druhou soufadnici stacionarniho bodu funkce f, dosadime
1

hodnotu prvni derivace do funkce g: g G,y) = %+ y—1=0-y= E

Postacujici podminka pro lokalni extrém funkce jedné promenné

Vypocitame druhou derivaci:
R (x) = e* (1 — 2x)(1 — 2x) + e **(=2).

Po Upravé ziskdame: h (x) = e"‘xz((l —2x)? —2). Do druhé derivace dosadime
. 1 (1 1.1 1
stacionarni bod x = Py h (E) =e2 1((1-1)2—-2)=-2-e2<0. Funkce h ma

« 1 i )
VvV bodé x = > lokalni maximum.
Zaver

Funkce f: f(x,y) = e* ma v bodé¢ E,ﬂ lokdlni maximum vzhledem

k mnoziné M.
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Priklad 3.9: Urcete lokélni extrémy funkce f: f(x,y) = x% + 2x + 2y na mnoziné
M = {[x,ylly + x* = 0} ([10]).
Reseni:

Tento piiklad budeme fesSit metodou pfimého dosazeni, nebot’ z vazebni
podminky y + x? = 0 lze jednoduse vyjadfit nezndma y: y = —x?2. Za tu pak dosadime

do funkce f, ¢imz ziskame funkci jedné proménné X:
fif(x,g(x) = x? 4+ 2x + 2(—x?).
Tu upravime: f: f(x, g(x)) = —x? + 2x.
Dale budeme funkci f (x, g(x)) znagit jako funkei h.
Nutnad podminka pro lokadlni extrém funkce jedné promenné
Vypocitadme prvni derivaci a ur¢ime stacionarni bod:
h(x)=-2x+2=0-x=1.
Stacionarni bod funkce f vypocitame dosazenim x = 1 do funkce g:
y + 12 =0 - y = —1 - stacionarni bod funkce f je tedy: [1, —1].
Postacujici podminka pro lokalni extrém funkce jedné promenné
Ur¢ime druhou derivaci funkce h:
h'(x)=-2<0.

Druha derivace vysla ¢iselnd hodnota, proto nemusime nic dosazovat: Rovnou
tedy vime, ze funkce f: f(x,y) = x% + 2x + 2y méa v bod& [1, —1] lokalni maximum

vzhledem k mnoziné M.
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Priklad 3.10: Urcete lokalni extrémy funkce f: f(x,y) = 4x + 4y — 3 na mnoziné
1,1
M = {[x,y1| 5 +3 = 2} ([20D).
Reseni:

Tento priklad budeme fteSit pomoci Lagrangeovy metody. Vytvoiime
Lagrangeovu funkci z funkci f a g. Poté ji zderivujeme podle proménnych X, y, pfi¢emz
pti derivovani budeme A brat jako konstantu. Derivace polozime rovny nule. Tim
ziskdme dvé rovnice o tfech nezndmych X ,y a A. Jako tfeti rovnici ddme do soustavy

vazebni podminku.

Lagrangeova funkce bude mit tvar:

L(x,y)=4x+4y—3+/1(%+%—2).

Prvni parcidlni derivace:

. A
Lx(x'y) = 4_X_2

, A
Ly(x,y) =4 - }7

Soustava rovnic bude mit tvar:

A
4—x—2:0
A
4—?20

1 1
}4‘;—2
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Soustavu vyiesime tak, Ze z prvni a druhé rovnice vyjadiime lambda: 1 = 4x2 A

A = 4y?. Tyto vyrazy dame do rovnosti: 4x? = 4y?. Zjednodusime a vypo&itame, Ze:

x =y V x = —y. Po dosazeni do tieti rovnice ziskdme pro:
1 1

X=—-yi——+—=2-0=2
y y

1 1
X=yi—+—=2-52=2y>y=1.
y ¥

Ted’ dopocitame hodnotu proménné X: x = y - x = 1 a hodnotu A:
A =4-1%2 - 1 = 4. Stacionarni bod ma soufadnice: [1,1].

Nyni vypocitame druhé parcidlni derivace, do kterych dosadime stacionarni bod
a tim ziskame Hessovu matici. Pomoci jejich subdeterminanti uréime typ lokalniho

extrému:

N
.[;

22
z(xy)— - L (11) = =8

N
—_ —_
..[;

22
z(xy)—y——>Lz(11)— =8

L;y (x,y) = 0.

D.(1,1) = 8 > 0,D,(1,1) = |g g| —64—-0=64>0- podle véty 32 mi

Lagrangeova funkce v bodé¢ [1,1] lokalni minimum a tedy i funkce f ma v tomto bodé

lokalni minimum.
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Priklad 3.11: Urcete lokalni extrémy funkce f: f(x,y) = Z + %, kde a,b > 0, na
mnozing
M = {[x,yllx* + y* = 1} ([2]).
Reseni:
Nebot mame mnozinu M zadanou komplikovanéjsim podminkou (nelze

jednoduse vyjadtit jedna proménnd), budeme tento piiklad pocitat pomoci Lagrangeovy

funkce. Tuto funkci vytvorime z funkci f a g:

x
L(x,y) =a+%+/1(x2 +y2 —1).

Vypocitame prvni parcialni derivace Lagrangeovy funkce, které polozime rovny
nule a spolu s vazebni podminkou vytvofime soustavu tii rovnic o tiech neznamych X, y

al
L,(x,y) =%+ 2Ax =0
L'y(x,y) =%+ 2y =0

x2+y?=1.

Soustavu vyfeSime tak, Ze z prvni a druhé rovnice vyjadiime proménou X, resp.

U S , feti tovnice: 11w
y: x=—=;y=—5. Ty dosadime do tfeti rovnice: ——+ -3 =1. Vyraz
, b?+a? 2 2 21212 . . Vaz+p2?

; =1- = D A=+ —— ;
upravime: ——-— 1->a“+b 4a°b“A* a vyjde nam: A=+ o tedy
Va2+b? Va2+b? ‘o x , . <1z ¥ .z
A= ey Ay = — pyr Zpétné dosadime do rovnic a dopocitdme proménné X a y:
Pro A, = Y22 vyide x; = — ——, y; = — ———

1™ 2ap Yl 1= Tz N T T e
Pro A, = — Y2 \vide xy = ——, y, = —=
2 2ab Yl 1= Tz 1 T Jarpr

a a

b
S O S|
\/a2+b2]' a?+b2’ VaZ+p2

Mame tedy dva stacionarni body: A = [— \/a2b+b2'
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Vypocitame druhé parcidlni derivace Lagrangeovy funkce:

L;z (x,y) =24
L;z (x,y) =24
L;y (x,y) = 0.

Do druhych derivaci dosadime stacionarni body, vypocitime hodnoty. Ty

dosadime do Hessovy matice a pomoci véty 3.2 uréime typ extrému:

_ b a _ VaZipZ, - b a \ _ VaZip?
Pro bod A = [_ \/a2+b2'_\/a2+b2] ah =—2 =Ly ( \/a2+b2'_\/a2+b2) T ap
L. (— b __a )_\/a2+b2
y? Vaz+b2’ VaZ+b2)  ab '
@
_ VaZip? . ] _| ap —
D,(4) =——>0 (vidime z podminky a, b > 0),D,(4) = ) S
ab
Va2 2./q2 2 2 2
L +?ab)g LA iaZ; > 0 - lokalni minimum v bodé& A.
b a N « \_ V&i?
Probod B = [ rrms. o] ade = 0= L (G vi) =~
% ( b a ) __ VaZz+p?
v Ve Vasr) = " ap
va? + b? o )
D;(B) = ST < 0(vidime z podminky a, b > 0),
T
- VaZ+b2+a2+p2 2,32
D,(4) = ab | = a +?ab):‘ = ‘Za;:; >0 - lokdlni maximum
0 B ab
Vv bod¢ B.

b a
vaZz+b2’ Va2+b2

Lagrangeova funkce ma v bod¢ A = [ ] lokalni minimum a tedy i

a

b
vaZz+b2’Va2+b2

funkce f ma v tomto bodé lokdlni minimum a v bodé B = [ ] lokalni

maximum a tedy i funkce f ma v tomto bodé lokalni maximum.
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Piiklad 3.12: Urcete rozméry bazénu tvaru kvadru tak, aby pii daném objemu V byl
obsah plochy jeho dna a stén nejmensi mozny a kdy proménné a a b jsou délka a Sitka a
proménna C je vyska bazénu.

Reseni:

V =abc - dany objem kvadru, ktery bereme jako funkci tfi proménnych a kde V znaci

konstantu. Toto je vazebni podminka.

Obsah ploch dna a stén bazénu je funkce S tff proménnych:

S< ):Zab+2bc+ac.

a,b,c

Z vazebni podminky vyjadtime libovolnou nezndmou, napt. C =% a dosadime

do funkce tfi proménnych S, tim ziskame funkci dvou proménnych S (b)) = 2ab +
"’ab

2 g + %. Nyni budeme pokracovat v hledani extrémi jako v predeslych ptikladech, tzn.

ur¢ime parcialni derivace funkci dvou proménnych S podle proménnych a,b:
S,=2b-2Y% >a=0
a

S, =2a—Y% —>b=0.

Parcialni derivace polozime rovny nule a tim ziskame soustavu rovnic:

2b—22 =0
a
14

, . ot 4 , L i -
Zprvni rovnice vyjadiime b = Pt dosadime do druhé, tim ziskame rovnici

2a-— \\//—2 =0. Po Gpravach dostaneme a(2 —""73): 0. Vidime, ze a, =0va, =¥Y2V . a

a4

nebude feseni, nebot’ nemizeme mit nulovy rozmér kvadru. Proto jako jediné feSeni Ize

3/
brat a, =32V = b :TZV. Stacionarni bod je T = [SVZV,%/TZ_V, 3\/ZV].
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Nyni vypocitdime druhé parcidlni derivace, dosadime stacionarni bod a
vypocitame hodnotu. Jako v ptedchazejici kapitole budeme urcovat, zda je v tomto bodé

extrém pomoci véty 3.2:

4V (i — V2V ,
Sa3=§—>5a3<v2V, 2 2V =2
.2V , V2v
Sp2 =33 = Spe (3\/21/,7, 3\/21/) =8
Sy =Sy, = 2.

3 3
D, (i/zv,@, 3\/21/) - |§ §| >0AD, (i/zv,@, 3\/2V) = 2> 05 dle véty 3.2 Ize

vidét, ze v bodé [V2V, 32V /2,3/2V] se nachazi lokalni minimum.

3
Rozméry bazénu tedy pii daném objemu V jsou a = V2V, b = \/TZ_V avyskac = J2v.

3.2.2 NereSené priklady

1) Urcete lokalni extrémy na dané mnozin¢ M funkci:
a) f:f(,v,z)=x—-2y+2zM={x,yz]|x?+y?*+z>=1} [2],

b) fif(ry)=x*+y5M={lxyl|Z+Z=1},@@=0b=0) [2],

2 2 2
ad +y—+z—=1},(a>b>c>

a2 b%2  ¢2

C) f:f(x,y,z)=x2+y2+ZZ;M={[x,y,Z]
0) [3].
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4. Tec¢na rovina ke grafu funkce
K této kapitole jsem pouzil teorii z literatury [2], [3], [4], [10].
4.1 Zdkladni pojmy

Véta 4.1: Necht’ f je realna funkce dvou proménnych a bod t = [t,t,] je vnitinim
bodem defini¢niho oboru této funkce. Jestlize funkce f ma v bodé t = [ty, t,] spojité
parcialni derivace 1. fadu, pak rovnice te¢né roviny ke grafu funkce f v tomto bod¢ ma

tvar:
x3 = f(O) + f, (O - (1 = t1) + f, () - (xz — £2).
Te¢nym bodem je tedy bod o soutadnicich T = [tq, t,, f(t1, t5)]

Poznamka 4.1: Rovnice teéné roviny Ize také psat ve tvaru f, (Ox; + fx'2 (t)xy, — x5 +

¢ =0,kdec €R.

Poznamka 4.2: U funkci jedné proménné jsme byli zvykli, Ze v tecném bodé
prochazela jen jedna te¢na a ta méla s funkci spole¢ny pouze tento bod. U funkci dvou
proménnych miZe prochazet timto bodem vic tecen, které ale tvoti pouze jednu te¢nou

rovinu! A ta nemusi mit s plochou jen tento spole¢ny bod.

4.2 ReSené priklady

Priklad 4.1: Najdéte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f:f(x,y) = x? + y?
Vteéném bodé T = [1,1,2].

Reseni:

Abychom mohli vypocitat teCnou rovinu, musime zjistit, zda ma dana funkce v
bod¢ t = [1,1] spojité parcialni derivace 1. fddu. Ze zadani je patrno, Ze funkce ma

spojité parcialni derivace na celém defini¢énim oboru.
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Vypocéitame prvni parcialni derivace funkce v bodé t = [1,1] a funk¢ni hodnotu v tomto
bodé¢:

£, y) =2x - fi(1,1) = 2
£,009) =2y > £,(1,1) = 2

(1,1 = 2.

Nyni ptislusné hodnoty dosadime do rovnice te¢né roviny, kterou mame

uvedenou ve véteé 4.1:
z=24+2-x—-1D+2-(y—-1)>z=2x+2y—2.

Po jednoduché upravé lze ziskat rovnici tecné roviny ve tvaru, ktery mame

uvedeny v poznamce 4.1:

x+y—%z—1=0.

' = ~d [er} £
N =] =] [=x} [=x} s3]
palv el gl

N

prradav et el

N
N
i

50

Obrazek 4.1: Graf funkce f a jeji te¢né roviny.
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Priklad 4.2: Naleznéte rovnici tené roviny ke grafu funkce f: f(x,y) = arctg(3x —
Inly) vbods T = [0,2,?].

Reseni:

V okoli bodu t = [0,2] ma funkce f spojité parcidlni derivace 1. fadu, proto
muzeme urcit rovnici tecné roviny. Vypocitdme jako v piedchozim ptikladé¢ prvni

parcialni derivace a funk¢ni hodnotu v daném bod¢:
3
=3

, _ 3 ’ —
f;C(X, J’) = 1+(3x—ln%y)2 = fx (0.2) = 1+(3:0+In 1)2

1 . 1 1
- £02) = 2(1+(3:0+In1)2) _ 2

fy(x, y) = _y(1+(3x—ln%y)2)

£(0,2) = 0.

Nyni dosadime hodnoty do rovnice te¢né roviny:

1
z=0+3-(x—0)—§-(y—2)—>3x—§y+1—z=0.
Rovnice te¢né roviny ke grafu funkce f: f(x,y) = arctg(3x —In %y) V te¢ném

bod 7 = [0,2,0] je 3x =Sy +1—z = 0.
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Obrazek 4.2: Graf funkce f a te¢né roviny.
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Piiklad 4.4: Urcete tecnou rovinu ke grafu funkce uréené implicitné z3 + 3x%z —

2xyz = 0 Vv te¢ném bodé T = [1,2,1].
Reseni:

Tentokrat je funkce zadana v implicitnim tvaru. Abychom mohli derivovat,
musime nejprve ovéfit, zda bod T vyhovuje podminkam F(T) = 0 a F,(T) # 0, tedy:
F(T)=13+3-12-1-2-1-2-1=0aF,(x,y,2z) = 32> + 3x? — 2xy -

- F(T)=3-12+3-12-2-1-2 =2 # 0. Ob& tyto podminky jsou splnény, a tak
muzeme funkci zderivovat podle pravidel o derivovani implicitni funkce v bod¢ (véta

2.6 v kapitole 2):
E.(x,vy,2z) = 6xy — 2yz
F,(x,y,2) = —2xz

F.(x,v,2) . 6xy — 2yz
= = —
x E,(x,y,z) Zx 322 + 3x2 — 2xy

3 _Fl;(x, Y, Z) - —2xz

&y = E,(x,v,2) o T T3y 32— 2xy’

2:2:1-6'1-1 -2 4
== _1) Zy(lrzrl) =

Dosadime  bod T:  z./(1,21) = 3212 2

211 2

——— —— =-=1. Vtéchto pfikladech, kdy mame funkci zadanou implicitné,
3:124312-2:12 2

dosadime do rovnice te¢ny za f(T) z-tovou soufadnici bodu t.
Tecna rovina bude mit tedy rovnici:

z=—1x-1D)+1y+2)+1->—x+y—z+4=0.
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Obrazek 4.4: Implicitni funkce z3 + 3x%z — 2xyz = 0 a jeji te¢nd rovina.

2 2 2
Piiklad 4.5: Urcete te¢nou rovinu K plose 716—6 + y: + ZT = 1 Vv te¢ném bod¢

T =[2v2,1,1].
Reseni:

Funkci méme opét zadanou implicitné. Ovéfime podminky, zda existuje

derivace v bodé T:

2 2 2
F(Z\/Z 1,1) = (Zle) + 1: + % —1=0 - vidime, ze levd strana se rovna pravé.

Podminka je splnéna.

E(x,y,z) = %z - F,(2v2,1,1) =1-1=1% 0 - derivace podle zje riiznd od nuly,

podminka je splnéna.

Podminky jsou splnény, proto mizeme ptistoupit k derivacim podle promé&nnych

X,y Vbodé T:
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. 2
Fx(x,y,z) :ﬁ =§

’ _2y_y

Bloy2) =3 =3

F( ) b
X,V,Z a X
sz——)f Y Zx—_%z__
Fz(x.y,Z) E 4z

. y
Fy(x,y,2) 2 y
Zy=_' —)Zy=—7=——
Fy(x,y,2) 2 z

Dosadime bod T: z(2vZ11)=-7;2,(2v2,1,1)=—1 . Vtchto
ptikladech, kdy mame funkci zadanou implicitné, dosadime do rovnice te¢ny za f(T) z-

tovou soufadnici bodu T.

V2

Teéna rovina bude mit rovnici: z = 1 + (— >

) k-2 + (D -1~
»z=1-Cx+2-y+1-52z2=—2x—-2y+8->V2x+2y+2z-8=0.

2 2 2
Rovnice te¢né rovnice ke grafu plochy %+y7 +Z: =1 vteném bod¢ T je

V2x +2y+2z—8=0.

IO
gL
IR Ay
Do le)
N

T

2 2 2
Obrazek 4.5: Implicitni funkce 316—6 + y: + Z: = 1 ajeji te€nd rovina.
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2 2 2
Priklad 4.6: Zjistéte te¢nou rovinu ke grafu plochy dané rovnici z— + y— - =

C2
vbodé T = [2,2,?],kdya =4,b = 4,c = 2.
Reseni:

2 ZZ

2
Rovnice plochy po dosazeni konstant bude 316—6 + % -7 = —1, coz je rotacni

dvoudilny hyperboloid. Vidime, Ze nemame z-tovou soufadnici bodu T, kterou musime
ziskat dosazenim do rovnice plochy a dopocitanim. Tim nejen ziskdme soufadnice bodu

T, ale i hodnotu f(T):
F22,2) =2+ 4-241=0-2-1-1=0-22=6-2=14V6.

Po dosazeni jsme ziskali dva tecné body: T; = [2,2,\/6],T2 = [2,2, —\/g] Tim
muzeme vypocitat dvé te¢né roviny k plose. Ovéfime podminku existence parcidlni
derivace:

(—\/ 6) # 0. Podminky plati, mizeme dopocitat parcialni derivace a rovnice tecen:

. 2x X
Fx(x'ylz)=E=§
2y 'y
(x y,z) = _6 3
, X
, oo By g _x
¥ EMyz 7 —> 4z
Y
S = E(x,y.2) L,y -_ 8 __Y
Yo EWMyz) Y _%_ 4z

. 1
Dosadime body Ty, T,: z.(Ty) = 2\/_, y( T, = 2\/_,zx( T,) = ﬁglzy(TZ) =

~IR
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Rovnice tecen tedy bude vypadat:
TeénanﬂZ:\/E'*‘ﬁg(x—z)+ﬁg(}’—2) > 2/6z=8+x+y—
- x+y—2V6z+8=0.
Tetnanyiz = —V6—s=(x—2)—=(y-2) > 2/6z=-8-x—y >
> x+y+2V6z+8=0.

2 2 2
Te¢né roviny, ke grafu plochy 316—6 + 31/—6 — Z: = —1 v bodech Ty, T, maji rovnice

x+y—2V6z++8=0ax+y+2V6z+8=0.

2 2 2
Obrazek 4.6: Dvoudilny hyperboloid )16—6 + 31/—6 - ZZ = —1 ajeho tecny.
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4.3 NereSené priklady

1) Najdéte rovnici te¢né roviny k dané plose v daném bodé¢:

2)

a) f:f(x,y) =3x%+2y%[-1,2,11] [4],
b) f:f(x,y) =e*-cosy,[0,0,1] [4],

O fifGoy) == 435
d) f:f(x,y) = E-i_ 3,A=[3,1],B=[-1,—-1] [11],

e) f:f(x,y)=3x>+2y*+x+y,A=[-12],B=1[0,7] [11].
Vypocitejte tecné roviny k danym implicitnim funkcim v danych bodech:
xZ

a) T —y2 —éz 1,[4v2,3] [4],

4

xZ y2 ZZ _
c) x2+y*+2z2=169,[3,412] [3],

d) ax®+by*+cz? =1,[x0,¥0,20] [3].
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5. Vysledky nereSenych prikladua
Kapitola 1.3:

layDy=x<1Alyl<1

¥
2
3 4
x
3

b)Df=(x=21Ay>-1DVEx<1Ay<-1)

C)Dp:1<x*+y?<4
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ADDp:(x>1Ay>-1-0)V(x<1Ay<-1-x)

2 —2)2
D+ >

Kapitola 2.3:

1.a) f, = e* - cos (xy) — ye* - sin (xy),fy' = —ye* - sin(xy)

T 2x ‘o y
b) f = (2x2+y2)'fy T (2x2+y2)

. y x%y . x xy?
C) fe = T 7 fy = T 3
@2+y2)7  (x24y2)2 (24y2)7  (x24y?)2
. 1 X ’ X
d) fx = -y (x-y)? Jy = (x-y)?

e)f, = 3x2yzz,f3; = x32%,f, = 2x3yz

f)fi =3x*—2f,=2y+3,f, =-2z+1

Of=-2f=2f=n()
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2. a) f.2 = 2cos(x? + y?) — 4x?sin(x? + y?) ,fj;’z = 2cos(x? +y?) —

4y?sin(x? + +y?), fry = —4xy sin(x? + y?)

b) fx”2 =20(x%y + xy?)32xy + y?)? + 10(x%y + xy?)*y

fyz =20(x%y + xy?)3Q2xy + x?)? + 10(x%y + xy?)*x

fey = 20(x%y + xy?)3(2xy + y?) (x* + 2xy) + 5(x%y + xy»)*(2x + 2y)

) f.2=e*Ine?cos(xy) —2e*Inesin(xy)y — e* cos(xy)y? — e¥ sin(xy) y?

fyz = eYIne?sin(xy) + 2eY Ine cos(xy) x — e* cos(xy)x? — e” sin(xy) x>
fey

e” sin(xy) xy + e” cos(xy)

—e*Inesin(xy) x — e* cos(xy) xy — e* sin(xy) + e Ine cos(xy) y —

3 2

. 2sinx?+4x%cosx? [~ 2cosx . 2x sinx
d)fxz - = y lfyz_ 3 'fxy— y2
, 1 , 2(x_y2) e Zy
e = — e = —
) f (x+yz)2’f3’2 (x+y?)? Fey (x+y?)?
3y = 1+y2 2(3y5-3y+2xy?+3xy*-X)
Vx = 3y2+2xy’ 7 X% T y3(27y3+54xy2+36x2y+8x3)
. 2x-z 2y+4zy3
4.a)z, = 25 4 -
) Zx —x+y*’ Y —x+y*
. (4x+1) - (By+1)
b) z, = — yZy = =
2z z
) 4 = (2x+3x2%22%) _ sinz
x = (2x3z+ycosz)’ Y - (2x3z+y cos z)
d) Z, __ ysin(xz)+xyz cos(xz) x sin(xz)
x = 1—x2y cos(xz) Py 1-x2y cos(xz)
’ _ x _
e)z, = —,Zy ==
. . 1
)z, =2z, =
) Zx Y 1-e?
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Kapitola 3.1.2:
1 . 3
1.a) lokalni maximum v [1, 5]

b) lokalni maximum v [0,0]

c) lokalni maximum v [1,1]

31 1 ..
d) [——,—,—], nelze urdit
20”4’ 20

e) lokalni maximum v [0,0,0]
2. lokalni maximum v [1, —1,6] a lokalni minimum v [1, —1, —2]

Kapitola 3.2.2:

. 1 22 . 12 2
1.a) maximum v [—, ——,—], minimum v [——,—,—-]
3 3°3 3’3 3

ab? a’b ]

b) maximum v [a2+b2 o

¢) minimum v [0,0, +c], maximum v [+a, 0,0]

Kapitola 4.3:

lay6x—8y+z+11=0

b)x—z+1=0

c)16x — 12y — 125z =10

d) probod [3,1]: 2x =9y +z =0;probod [-1,-1]:2x —y+z =10

e) probod [-1,2]:5x —9y + z+ 11 = 0; probod [0,7]: x + 29y —z—97 =0
2.8)3x—3V2y—z-3=0

b)3x+2y—-3z+3=0

)x+12y+4z—99 =0
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d) axgx + byyy + czpz =1
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Zavér

Cilem této diplomové prace bylo vytvoreni sbirky feSenych a nefeSenych uloh
diferencialniho poctu vice proménnych, predevsim pak dvou a tii proménnych. Jelikoz
je toto téma obsahlé, zaméfil jsem se pouze na vypocty ukazkovych piiklada tak, aby
byl ¢tenat seznamen Se zaklady dané problematiky. V uvodu kazdé kapitoly se nachazi
vybér ze zakladni teorie diferencialniho poctu vice proménnych, ktery je potiebny pii

vypoctech ukazkovych ptikladi.

Dané postupy feSeni piikladii jsem se snazil predlozit stru¢né¢ a predevSim
ptehledné. K vybranym piikladim jsem rovnéz ptipojil grafy, které umozni lepsi

pochopeni daného zadani problému i teorie.

Vzhledem Kktomu, ze je diferencialni pocet vice proménnych zajimavé
arozsahlé téma, musel jsem danou problematiku zobecnit a zkratit. Pfedev§im pak
kapitoly tykajici se lokalnich extrému funkce vice proménnych a te¢né roviny funkce
vice proménnych. Pokud by ¢tenat projevil o toto téma hlubsi zajem, doporucil bych

k prostudovani piedevsim literaturu [2], [3], [4].
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