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ABSTRAKT

Strategické planovani je zakladem pro efektivitu a udrzitelnost odpadového hospodéfstvi. Pro
efektivni planovani je zasadni sbér dat a jejich porozuméni. Ke zhodnoceni dosavadniho
nakladani s odpadem je dilezitd informace o tocich odpadu. Tato informace byla dosud
dostupna v Ceské republice pouze agregované na statni trovni. V této praci byl vytvoren
pristup na rekonstrukci tokl odpadu z dostupnych dat i na nizSim Gzemnim ¢lenéni. Pf¥istup
je tvoren dvéma optimalizacnimi modely: diléim a findlnim. Diléi model je zaloZzen na
expertnich predpokladech. Rekonstrukce tokidl odpadu diléim modelem probihad postupné po
mensich skupinach tokd. Vypocet dil¢iho modelu je opakovan s riiznym slozenim skupin toki
optimalizovanych najednou. P¥i kazdém opakovani jsou ziskana kandidatni feseni, ktera slouzi
jako vstupni data pro finalni model. Konecna rekonstrukce toki odpadu je vysledkem finalniho
modelu. Vyvoj a testovani modeli probihalo na testovacich tlohach zalozenych na realnych
datech z odpadového hospodatstvi Ceské republiky.

KLICOVA SLOVA

odpadové hospodarstvi, rekonstrukce tokl odpadu, linearni programovani, smisené celociselné
programovani, vicekriteridlni programovani

ABSTRACT

Strategic planning is the basis for efficient and sustainable waste management. Data collection
and its deep understanding are essential for effective planning. Waste flows are an important
information to assess waste management to date. This information has so far been available
only aggregated at national level in the Czech Republic. In this thesis, an approach has been
developed to reconstruct the waste flows at a sub-national level from available data. The
approach consists of two optimization models: partial and final. The partial model is based on
expert assumptions. The reconstruction of the flows by the partial model is done sequentially
in smaller groups of flows. The computation of the partial model is repeated with different
composition of the groups of flows optimized at the same time. Each iteration results in
a candidate solution which is used as an input data for the final model. The solution of the
final model yields the final reconstruction of the waste flows. Model development and testing
was carried out on problems simulated based on the real data from the waste management of
the Czech Republic.

KEYWORDS

waste management, reconstruction of waste flows, linear programming, mixed-integer pro-
gramming, multi-criteria programming
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Uvod

Kvalitni odpadové hospodarstvi je klicovym prvkem moderniho svéta, ktery umoznuje
efektivné a udrzitelné nakladat s odpady. Vzhledem k jeho dilezitosti je snaha o neustalé
zlepsovani tohoto odveétvi. Podstatnou soucasti efektivniho odpadového hospodarstvi je
jeho monitorovani. Shér relevantnich dat je nezbytny pro posouzeni soucasné situace,
identifikaci problémovych oblasti a vytvafeni strategii a plant do budoucna. V Ceské
republice jsou pod dohledem Ministerstva zivotniho prostiedi za timto tucelem shromaz-
dovana a uchovavana data z odpadového hospodarstvi. Nicméné, aby byla data prinosné
a efektivné vyuzitelna, je zasadni jejich korektnost a spravna interpretace. Je zadouci
datiim porozumét na hlubsi drovni a identifikovat souvislosti, které umozni presnéji urcit
slaba mista s potencidlem pro vylepseni nakldadani s odpadem.

Jednou z klicovych informaci je znalost tokti odpadu mezi producenty a zpracovateli.
Tato informace je v soucasné dobé dostupna pouze v agregované podobé na statni irovni,
coz omezuje schopnost ziskat dikladny prehled o odpadovém hospodarstvi na nizsi drovni
(napt. v regionech). Diky identifikaci toki odpadu na niz$im tdzemnim ¢lenéni je mozné
ziskat lepsi prehled o stavu odpadového hospodarstvi a konkrétnéji identifikovat oblasti,
ve kterych je tfeba provést zlepseni. Na zakladé téchto informaci 1ze efektivné implemen-
tovat konkrétné cilené zmény. Je dilezité si uveédomit, ze i zmény v regionech mohou
zasadné ovlivnit stav odpadového hospodarstvi na vyssi drovni.

Cilem této prace bylo proto vytvorit pristup zalozeny na optimalizacnich modelech,
ktery dokaze rekonstruovat informace o tocich odpadu mezi producenty a zpracovateli
na zakladé dostupnych dat. Tento pristup umozni ziskat detailnéjsi pohled na nakladani
s odpadem na zvoleném tzemnim c¢lenéni, ¢imz poskytne cenné informace pro tvorbu
efektivnich a presné cilenych strategii. Pristup byl zvolen tak, aby umoznoval fesit i roz-
s&hlé tlohy, jako je napf. rekonstrukece toki odpadu v rameci celé Ceské republiky. Vzniklé
modely v této praci byly testovany na simulac¢nich tlohach generovanych na zakladé

realnych dat.



1 Vymezeni problému

1.1 Odpadové hospodarstvi v CR

Odpadové hospodaistvi (OH) predstavuje multidisciplindrni obor, ktery se zabyva
zejména nakladanim s jiz existujicim odpadem, to zahrnuje vyuziti a odstranéni odpad-
nich materialti ze spotfeby nebo z vyroby. Prioritnim cilem je ale predchazeni, pripadné
omezeni vzniku odpadu. Legislativnim nastrojem zabyvajicim se problémy vzniku odpadu
a OH je Zékon o odpadech. V byvalém Ceskoslovensku byl poprvé pfijat v roce 1991
(¢. 238/1991 Sb.). Za poslednich 30 let se v Ceské republice (CR) toto odvétvi vyrazné
vyvijelo a v souvislosti s tim vznikla fada novéjsich vyhlasek a zakont souvisejicich s OH.
Posledni, tedy momentalné platny, je Zakon o odpadech, ktery byl prijat v roce 2020,
konkrétné se jednd o zdkon ¢. 541/2020 Sb. [1]. V dnesni dobé jde o jedno z hlavnich
témat, kterym se zabyva Ministerstvo Zivotniho prosttedi (MZP) CR. [2]. [3]

Vyvoj OH v CR silné ovliviiuje Evropska unie (EU). V roce 2020 Evropska komise
predstavila Novy akéni plan pro obéhové hospodarstvi (ObH), ve kterém vybizi zemé EU
k rychlejsimu prechodu z linearntho OH na ObH. Linearnim hospodarstvim je myslen
pristup, ve kterém jsou primarni suroviny preménény na vyrobky, jenz jsou nasledné
pouzivany spottebiteli. Po ukonceni zivotnosti se z nich stava odpad, ktery ¢asto neni nijak
dale vyuzit a koné¢i na skladkach. Vyrobek tedy slouzi pouze k jednorazovému pouziti.
V dnesni dobé je ziejmé, ze tento pristup neni jiz nadale udrzitelny. [4]

ObH se snazi o efektivnéjsi vyuziti materidl. Po konci zivotnosti je vyrobek vytiidén
a cast, kterou lze znovu pouzit v libovolné formé, je recyklovana. Suroviny, ze kterych
byl vyrobek ptuvodné vyroben, se timto zpusobem stavaji soucasti cyklu (viz schéma na
obr. 1.1), ve kterém je minimalizovan zbytkovy odpad. Z hlediska finanéni néroc¢nosti je
preferovano linearni hospodarstvi, protoze v ramci ObH je nutné navic vynalozit pro-
sttedky na sbér a recyklaci odpadu.

Nutnost urychleného opusténi od linearniho hospodarstvi je zplisobena neustile se
navysujici celosvétovou spotfebou materiald, jako jsou kovy, nerostné suroviny, fosilni
paliva a biomasa, pficemz rust je o¢ekavan i v dalsich desetiletich [5]. Tézba a zpracovani
téchto materiala jsou casto velmi energeticky narocné a nesetrné k zivotnimu prostredi.
Vyrazné prispivaji k produkci sklenikovych plynii a dnes aktualni problematice vysokych
nakladi na spotifebovanou energii. Navic je produkovano stale vice odpadu, ktery casto
konci ulozeny v pudé, pritom odpad Ize uplatnit jako sekundarni surovinu, coz je zakladni
princip ObH [6]. [4]

Ani pres mnohaleté usili EU produkce odpadu na jejim tizemi neklesa, proto Novy
akéni plan pro ObH navrhuje zmény v OH, které maji prispét zejména ke snizeni ne-
recyklovaného komunalniho odpadu do roku 2035 na maximalné 35 % celkové produkce.
4,7
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Obr. 1.1: Schéma obéhového hospodarstvi [8]

V ramci cilit EU v oblasti OH je i CR vedena k lepsimu nakladani s odpady a upied-
nostnovani recyklace a znovupouziti materiali, a to predevsim na jejim tizemi, pripadné na
tzemi EU. Podle Hierarchie nakladani s odpady navrzené EU (viz schéma na obr. 1.2) je
preferovanym zpusobem zpracovani odpadu materidlové vyuziti, nasleduje energetické vy-
uziti (tj. spalovani odpadu za ti¢elem vzniku energie) a nejméné zadané je ulozeni odpadu
na skladky [9]. Dale EU pozaduje dle Smérnice 2008/98 /ES vytvareni plana pro nakladani
s odpadem, které odrazeji strategii a cile EU v této oblasti. V roce 2014 Cesko predstavilo
Plan odpadového hospodaistvi (POH) CR, jehoz ti¢innost konéi v roce 2024. Zakladem pro
spravné vytvoreni a vyhodnoceni POH CR je poskytnuti relevantnich dat v této oblasti.
Zékladni zdroj dat v CR poskytuje Hldgeni souhrnnych tdaji z pribézné evidence, které
je na ro¢ni bazi doplnovano do databaze Informac¢niho systému odpadového hospodarstvi
(ISOH), viz nize. Tuto databazi zajistuje a spravuje pro MZP Cesk4 informacni agentura
Zivotniho prostfedi (CENIA). Dale jsou data od MZP CR poskytovana Evropské komisi,
kterd na jejich zakladé vyhodnocuje naplnéni cilit EU Ceskem a udéluje pfipadné financéni
postihy. Proto je dulezité nepodcenit sbér dat a ovérovat jejich spravnost. Pro tvorbu
nového POH je klicové i porozuméni dat, napt. k navrhnuti konkrétnich feseni pro regiony
a jednotlivé obce. [10, 11]
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Obr. 1.2: Schéma Hierarchie naklddani s odpadem dle EU [12]

Sbér dat v OH v CR

Vykazovani dat v oblasti OH se fidi Zakonem o odpadech ¢. 541/2020 Sb., Zakonem
o vyrobcich s ukoncenou zivotnosti ¢. 542/2020 Sb. a Zakonem o obalech ¢. 477/2001 Sh.
Konkrétni podoba evidence se od roku 2023 odviji také od Vyhlasky ¢. 273/2021 Sb.,
o podrobnostech nakladani s odpady, podle niz ptvodci odpadu musi vést prabéznou
evidenci o nakladani s odpady. Ptvodci maji povinnost jednou ro¢né podat Hlaseni
souhrnnych 1idaji z pribézné evidence, tato povinnost se podle nové vyhlasky vztahuje
jen na subjekty, které splnuji alespon jednu z téchto podminek:

« za rok vyprodukovaly nebo nakladaly s vice nez 600 kg nebezpeéného odpadu,

» za rok vyprodukovaly nebo nakladaly s vice nez 100 t ostatnich odpadii,

« vyprodukovaly nebo nakladaly s odpadem perzistentnich organickych znecistujicich

latek vymezenych ve vyhlasce,

o provozovaly zafizeni ur¢ené pro nakladani s odpady.

K ohlasovani slouzi Integrovany systém plnéni ohlasovacich povinnosti (ISPOP), jehoz
provozovatelem je CENIA. Organizace CENIA nésledné data zanasi do databaze ISOH.
Z této databaze je vytvorena pracovni varianta (PD ISOH) pro zpracovani statistik.
7 ni dale MZP ¢erpa data, na jejichz zékladé vyhodnocuje naplnéni cili POH CR,
nebo poskytuje data EU. Agregovana data jsou v omezené mire pristupna i verejnosti
prostrednictvim aplikace VISOH (Vefejné informace o produkei a naklddani s odpady).
Kontrolu spravnosti vykazu zajistuji obecni trady obci s rozsitenou pusobnosti (ORP)
a krajské trady, které odesilaji informace MZP (resp. CENIA). [2, 13, 14]

V ramci projektu CEVOOH (Centrum enviromentalniho vyzkumu — odpadové a obé-
hové hospodérstvi a enviromentédlni bezpeénost) je PD ISOH hlavnim zdrojem dat o pro-
dukci a naklddani s odpady. Zminéna databaze je vyuzita i v této diplomové praci. PD

ISOH obsahuje nasledujici udaje:



o zakladni informace o evidentovi: typ subjektu, kod a nézev zakladni tizemni
jednotky (ZUJ), kéd a nazev ORP, kéd a nézev kraje,

o zakladni informace o nakladani s odpadem: rok, mnozstvi odpadu v tunach,
katalogové ¢islo odpadu (dle Katalogu odpadu na zdkladé vyhlasky 8/2021), kdod
nakladani (dle zpusobu nakladani s odpadem), prip. zédkladni informace o piijemci

odpadu.

1.2 Aplikace REVEDATO

CEVOOH je jednim z projekti, které vznikly za ticelem vyzkumu v oblasti OH a ObH.
Hlavnim cilem tohoto uskupeni osmi vyzkumnych organizaci a univerzit je poskytnout,
zejména MZP CR, odborny a technologicky zaklad, jenz se tyké dosud nezkoumanych
témat souvisejicich s pfechodem CR z linedrniho na ObH. Jednim z takovych témat je
i narodni monitoring ObH. Konkrétnim cilem ftesiteli je vytvorit podplirné materialy
a nastroje, které jsou zalozené na hlubsim porozuméni dostupnych dat, na jejichz zakladé
Ize planovat budouci strategii a smér, kterym se OH bude v CR vyvijet. [15]

V réamci projektu CEVOOH vznikl nastroj REVEDATO 1.0, ktery slouzi k vy-
hodnoceni spravnosti dat v PD ISOH a pripadné zajistuje jejich opravu. Tento nastroj
vyuziva také nove vyvijena aplikace REVEDATO 2.0, kterd vznika v ramci vyzkumné
¢innosti na Ustavu procesniho inzengrstvi (UPI) Fakulta strojnfho inzenyrstvi (FSI) VUT
v Brné. Cilem REVEDATO 2.0 je vytvorit kompletni piehled dat o odpadech v CR, tj.
ziskani informaci o toku odpadu a nakladani s nim na regionalni a nizsi irovni tizemniho
¢lenéni. Tyto informace jsou piinosné pro MZP CR, které na jejich zakladé miize 1épe ana-
lyzovat soucasné nakladani s odpadem a planovat strategii pro nasledujici roky (napiiklad
prostfednictvim nového POH CR). Dosud byla dostupnd informace o toku odpadu pouze
navrhovat konkrétni zmény v regionech a mikroregionech a sledovat plnéni cila POH CR
jednotlivymi ZUJ.

Schéma algoritmu REVEDATO 2.0, véetné jeho napojeni na PD ISOH a vyuziti
nastroje REVEDATO 1.0, znazornuje obr. 1.3, kde oranzovy blok znaci ¢ast aplikace, kterd
je nové vyvijena. Tato diplomova prace se zabyva bloky, které jsou v obr. 1.3 oznaceny

zelené.



ISOH Pre-processing dat: identifikace REVEDATO 1.0 Vystupy spojené s vyvojem nastroje REVEDATO 1.0
— chyb ’ v projektu CEVOOH
1.F.2.1 | Pfistup k modelovani toku odpadi na uzemi | V., | 03/2022
CR.
‘ 1.F.2.2 [ Nastroj pro rekonstrukci vybranych toki R 03/2023
odpadii na izemi CR.
Validace dat zajisténi 1.F.2.3 | Uzivatelsky manudl néstroje pro Viounm | 06/2023

Oprava zjevnych chyb rekonstrukci tokii.
1.F.2.4 | Vypoctové moznosti modelu rekonstrukce Veounn | 06/2024

toku odpadii pilotni piipadova studie.
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Obr. 1.3: Schéma algoritmu aplikace REVEDATO 2.0

Néstroj REVEDATO 1.0 ovétuje, zda data splnuji tzv. bilanéni podminky (viz obr. 1.4),

kterymi jsou:

e hmotnostni bilance v uzlu (plati pro libovolné zvolené tzemni ¢lenéni), tj. soucdet
mnozstvi produkovaného a prevzatého odpadu musi byt roven souctu mnozstvi
zpracovaného a predaného odpadu,

o soulad vykazi mezi uzly, tj. pokud uzel A vykazal predani odpadu uzlu B, pak uzel

B musi vykazat prevzeti stejného mnozstvi od uzlu A, a naopak.

Bilance uzlu — vSechny toky spojené s uzemni jednotkou
Produkce =
l Vlastni Predani / Prevzeti

Predani / Prevzeti Uzemni |Predani / Prevzeti
jednotka

l

Zpracovani

Obr. 1.4: Schéma hmotnostni bilance v uzlu a souladu vykazi mezi uzly

Bilan¢éni podminky by v teorii mély byt splnény vzdy, ovSem v praxi se stava, ze
nékteré subjekty vykazuji odpad chybné, napt. vykédzanim nespravného mnozstvi odpadu
nebo uvedenim jiného subjektu jako partnera transakce, v dalsich pripadech zaznamy
o transakci uplné chybi. To je problematické, protoze nesoulad v datech muze zaprici-
nit jejich nespravnou interpretaci. Obdobné nesoulady nastroj REVEDATO 1.0 nejprve
identifikuje a poté navrhne jejich opravu.



Algoritmus nastroje REVEDATO 1.0 obsahuje ¢tyti zakladni kroky.

1. Pre-processing: analyza puvodnich dat a identifikace chybnych zaznami.

2. Oprava zjevnych chyb: za zjevné chyby jsou povazovany takové nesrovnalosti

ve vykazech, u kterych lze s vysokou pravdépodobnosti jednoznacéné identifikovat
spravny udaj. Jejich identifikace je zalozena na expertnich nazorech a podle zkuse-
nosti z praxe je pouze v minoritnim poctu pripadti navrhovana oprava mylna. Po
opravé jsou tato data vyTrazena ze seznamu chyb. Priklad nesouladu ve vykazech
lze vidét v tabulce 1.1. Obec Kralice na Hané vykazala, ze predala do Sebranic
1118,280 t odpadu. To se neshoduje s vykazem obce Sebranice, podle kterého totozné
mnozstvi odpadu bylo prevzato od Olomouce. Jedna se o zjevnou chybu, v tomto
pripadé byla nespravné uvedena Olomouc jako partner transakce, pritom skute¢nym
dodavatelem odpadu byly Kralice nad Hanou. Navrh opravy je zvyraznén v tabulce
1.2.

Tab. 1.1: Priklad nesouladu dat v PD ISOH

Evident - Partner - Kéd Mnofstwi | Mnofstel
Rok | Evident - ndzev 20] viaen Partner - ndzev 20 ner " ne
ndzev kraje ndzevkraje |naklddani|odpadu -+ (t)|odpadu -(t)
2020 |Sebranice Jihomorawsky |[Olomouc O lomoucky kr BOO 1118280
2020 |Sebranice Jihomoravsky |Sebranice Jihomorawsky| BR10 1118 280
Evident - Partner- Kéd MnofstwWi | MnoZstul
Rok | Evident - ndzevZU) viden Partner - nazev 2] ner n no
ndzev kraje nézevkraje |naklddanl|odpadu + (t)|odpadu - (t)
2020 |Sebranice Jihomoravsky |Sebranice Jihomorawsky| BR10 1118 280
2020 |Kralice na Hané Olomoucky kriSebranice Jihomoravsky|  AN2 1118.280|

Tab. 1.2: Navrh opravy vykazu uvedeného v tab. 1.1 nastrojem REVEDATO 1.0

Evident - Partner= Kéd Mnofstul | Mnofstul
Rok | Evident - ndzev20) viaen Bartner - ndzev 20 ner " ne
ndzev kraje ndzevkraje |naklddanl|odpadu + (t)|odpadu - (t)
2020 |Sebranice lihomorawsky |Kralice na Hané [Olomoucky kr] BOO 1118280
2020 |Sebranice lihomoravsky |Sebranice Jihomoravsky| BR10 1118 280

3. Bilanc¢ni algoritmus: zbytek chybnych zdznami je tfeba fesit sofistikovanym op-

timalizacnim modelem uvedenym v dizertacni préaci [18]. Model uvazuje napiiklad

i vérohodnost obci vzhledem k jejich historii vykazovani.

4. Oprava dat: chybna data jsou upravena tak, aby spliovala vySe zminéné bilanc¢ni

podminky.
Na nastroj REVEDATO 1.0 navazuje vyvoj aplikace REVEDATO 2.0, ktera je rozdé-

lena do Sesti bloki popsanych nize v textu (schématicky znézornéno na obr. 1.3 v oran-

zovém poli).

1. Model I — identifikace jednoznacnych retézci: pii identifikaci jednoznacnych

tokt se vychazi z dat PD ISOH. Data jsou prohledavana systematicky algoritmem,
ktery identifikuje takové toky odpadu, jenz se nerozdéluji a vykazované hodnoty si
odpovidaji. Data jsou nasledné o tyto pripady ocisténa. V dalSich krocich se pracuje
pouze se zbylymi daty (tj. bez jednoznacnych tokt), kterd jsou upravend nastrojem
REVEDATO 1.0 tak, aby platily bilan¢ni rovnice (viz obr. 1.4).



. Model IT — diléi model pro tvorbu scénari: model je zalozen na predpokla-
dech, podle kterych se v praxi transport a zpracovani odpadu tidi. Dle expertniho
nazoru se jedna hlavné o predpoklady minimalniho rozdélovani a predavani toku
odpadu. Tato i dalsi kritéria jsou vice popsana v kap. 1.3. Vzhledem k tomu, zZe
pouzity model (viz kap. 4.3.1) ma charakter smiseného celo¢iselného programovani,
je tloha fesena nardz pro skupinu tvorenou mensim poc¢tem uzli. V pripadé feseni
vSech uzli najednou by tloha byla prilis poc¢etné narocna. Je tedy zvolen pristup, pri
kterém se nejprve urci rozdéleni uzli (producentit odpadu) do skupin a poradi, podle
kterého jsou skupiny toki nasledné optimalizovany. Protoze volba poradi ovliviiuje
vysledny tok, je tfeba vzit v ivahu dostateény pocet riznych poradi a slozeni skupin.
Konkrétni volbu lze povazovat za scénér, pro ktery jsou hledany toky odpadu.

. Model III — finalni model nakladani s odpady: optimélni toky pro jednotlivé
scénare se mohou lisit, proto je tfeba potencionalni vysledky vyhodnotit finalnim
modelem. Jedna se o linearni optimaliza¢ni model, ktery ¢asteéné vychazi z modelu
II. Jeho cilem je navrhnout vysledny tok odpadu tak, aby byly splnény vSechny
podminky kladené na toky a zaroven, aby se co nejvice blizil vysledkiim ziskanym
pro jednotlivé scénare. V tomto pripadé jsou jiz feseni vsSichni producenti odpadu
naraz, coz je pripustné diky tomu, Ze jde o linearni programovani.

. Vyhodnoceni retézci z expertniho pohledu: navrzené toky jsou vyhodno-
ceny z pohledu expertnich predpokladii. Jedna se napiiklad o vyhodnoceni zpiisobu
zpracovani odpadu. Na zakladé expertniho nazoru je oc¢ekavano, ze v pripadé vice
typt zpracovani v uzlu je odpad transportovany na vétsi vzdalenost zpracovan
kvalitnéjsim zptsobem.

. Implementace vypoctového jadra do aplikace: vypocetni jadro tvori hlavné
vysSe zminéné modely, ty jsou implementovany v programovacich jazycich Julia a Py-
thon. Zejména Julia byla zvolena na tvorbu optimalizacnich modelt, jelikoz umoz-
nuje efektivni zapis matematickych modell a obsahuje verejné dostupné knihovny
a Tesice pro feseni optimalizacnich tloh. V dalsim kroku je tfeba zpristupnit vysledky
i béznym uzivatelim bez nutnosti znalosti pouzitych modeld, proto je vyvijena
aplikace, ktera obsahuje i uzivatelské prostiedi. Cilem je tedy vytvorit aplikaci
REVEDATO 2.0, ktera efektivné pracuje s daty a zaroven je uzivatelsky privétiva
a intuitivni.

. Dokumentace k aplikaci REVEDATO 2.0: k aplikaci je vytvoren detailni
manual, ktery seznami uzivatele s funkcionalitami a jejich vhodnym pouzitim. Mimo
to bude k dispozici i videonavod s komentovanou ukazkou vyuziti REVEDATO 2.0.

Tato diplomova prace se vénuje pouze krokiim 2 a 3. Vyvoj modelt II a III je pred-

veden na malych testovacich ulohdch (viz kap. 4), pricemz bylo vytvoreno nékolik verzi

modelu II. Nasledné jsou vypocty aplikovany na tulohu s vice uzly, ktera je vytvorena na

zékladé redlnych dat z OH v CR (viz kap. 5). Ziskané vysledky jsou vyhodnoceny kritérii

definovanymi v kap. 4.3.4 a na jejich zakladé je urc¢ena nejlepsi verze modelu II. Modely

i diléi vypocty jsou naprogramovany v jazyce Julia. Tato prace se tak zabyva vyznacénou
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casti vypoctového jadra aplikace REVEDATO 2.0.

1.3 Definice problému

Pred fesenim samotné ulohy optimalizace toki odpadu je tfeba vymezit, jaka data
jsou k dispozici, jaky je cil a nastinit, jak lze k tomuto problému pristoupit.

Vsechna potrebna data jsou ¢erpana z PD ISOH. V této praci bude pro zjednoduseni
uvazovan pouze jeden typ odpadu. V tloze se vyskytuje koneény pocet uzli, ve kterych je
naklddéno s timto typem odpadu. Uzlem mtize byt myslen region, ORP nebo napt. ZUJ,
zavisi na izemnim clenéni, které je v tloze uvazovano. Zpusob nakladani je uréen kédem
nakladani. Koda nakladani s odpadem je nékolik desitek, v zasadé je l1ze rozdélit do tii
zakladnich typi:

e produkce odpadu,

e transport odpadu: predani — prevzeti,

» zpracovani odpadu.

Rozdéleni uvazovanych k6édt nakladani s odpadem do téchto kategorii je uvedeno v ptiloze
v souboru kody_nakladani.
V kazdém uzlu mize dochazet k nakladani s odpadem riznymi zptisoby a mnozstvi,
které je vyprodukovano, zpracovano ¢i predavano mezi uzly je znamé. Dalsi podstatnd
informace, kterou obsahuje kod nakladani, je typ ptivodu odpadu. Lze rozlisit tii zakladni
typy.
o« Typ A: vlastni odpad — priméarni produkce evidenta. Ptivodce odpadu je znamy.
e Typ B: cizi odpad — primarni produkce v jiném uzlu nez je evident. Pavodce
odpadu neni znamy. Specifickymi pripady u typu B jsou zpétné prevzeti nékterych
vyrobki a tzv. sekundarni produkce, tj. odpad vznikly dpravou ptivodniho odpadu.
Tyto pripady jsou uvazovany jako produkce typu B.

o Typ C: vyskladnény odpad — produkce z minulych let, kterd byla uskladnéna
u evidenta. Neni znam ptvodce odpadu.

Odpad je veden jako typ A pouze v uzlu primarni produkce. Vyprodukuje-li napf.
uzel 1 urcité mnozstvi odpadu a poté jej preda uzlu 2, ktery s nim dale naklada, uzel 1
vykazuje produkei a predani odpadu typu A, ovsem uzel 2 jiz vykazuje prevzeti a nasledné
nakladani s odpadem typu B. Tedy informace o ptivodu odpadu je zndméa pouze do prvniho
predani odpadu (véetné), dale je odpad veden jako cizi (typ B) a tedy informace o jeho
puvodu se ztraci. Tudiz pri zpracovani dat z PD ISOH nejsou k dispozici informace o celém
retézci producent—zpracovatel.

Obdobné se vykazuje také odpad typu C, coz je odpad, ktery byl u evidenta v pred-
chozich letech uskladnén a v aktudlnim roce byl vyskladnén a dale s nim bylo nakladano.
Evident je tedy bran v aktualnim roce jako ptivodce tohoto odpadu a proto jeho produkci
a predani vykazuje jako typ C. OvSem uzel, ktery tento odpad prevezme, jej nésledné
vykazuje jako cizi (typ B). V rdamci problému feSeného v této préci je k vyskladnénému

odpadu pristupovano stejné jako k typu A.
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Specialni pripad je produkce, ktera je vedena jako typ B. Nejedna se totiz o skuteénou
primérni produkci (s vyjimkou zpétného prevzeti odpadu uvadéného pod kédem nakladéani
BN30), ale o odpad, ktery je sekunddrni produkei (po tpravach odpadu beze zmény ka-
talogového ¢isla), prip. import ze zahrani¢i. Nicméné z hlediska uvazovaného problému je
tento odpad povazovan za samostatny proud odpadu, ke kterému je pristupovano podobné
jako k produkci typu A, nebo C, proto je v rdmci této prace vykazovani zminénych typu
odpadu oznacovano jako produkce typu B. Ani u tohoto odpadu neni znamo, kde doslo
k primarni produkci. Vzhledem k tomu, Ze odpad typu A a C je po prvnim predani
veden jako typ B, mezi odpadem produkce typu B a predanym odpadem neni rozlisSovano
a proto u tohoto typu produkce obecné nelze jednoznacné uréit prvni predani (na rozdil
od produkce typu A a C).

Hlavnim cilem v této préaci je informaci o fetézci producent—szpracovatel rekonstru-
ovat, tedy zjistit kudy byl odpad od producenta transportovan do uzli, ve kterych byl
zpracovan. Jinak feceno hleda se tok odpadu od kazdého producenta, pricemz se rozlisuje
odpad podle typu produkce. U produkce odpadu typu B a C je postacujici zjistit tok od
evidenta produkce téchto typt, nikoliv od primarniho producenta odpadu.

Existuji pripady, kdy je tok odpadu jednoduse dohledatelny. Jedna se naptiklad o zpra-
covani odpadu typu A, nebo typu C (bez predani). V tomto pripadé je zfejmé, ze odpad
byl zpracovan primo v misté primarni produkce, resp. vyskladnéni. Dalsimi pripady jsou
toky, které se nerozdéluji ani nespojuji s jinymi. Takové toky lze dohledat pomoci vyhleda-
vacich algoritmti. Jak bylo naznaceno v kapitole 1.2, tyto toky lze oznacit za jednoznacné
a v ramci aplikace REVEDATO 2.0 je vytvoren model na jejich hledani, ktery ovsem
neni soucasti této prace. Pred rekonstrukci tokti odpadu na redlnych datech pristupem
navrzenym v této praci budou jednoznac¢né toky z tlohy vyjmuty.
pouzivana data, spliovala bilan¢ni rovnice zminéné v kapitole 1.2. Proto je pred samotnym
hledanim tokia pouzit nastroj REVEDATO 1.0, ktery nesoulady v datech opravi.

Pri vykazovani nakladani s odpadem se rozlisuji rtizné typy zpracovani odpadu, napr.
materidlové, energetické, spalovani nebo skladkovani. Neékteré zpusoby zpracovani jsou
preferovany, protoze jsou napt. Setrnéjsi k zivotnimu prostredi. Jejich preference, jak bylo
popsano v kap. 1.1, je urcena Hierarchii nakladani s odpady, viz smérnice [17]. Nicméné
tato prace se vénuje tvorbé samotnych modelt na rekonstrukei toku odpadu, tedy vsechny
zpusoby zpracovani jsou zde povazovany za ekvivalentni a neni mezi nimi rozlisovano. Jak
bylo popsano v kapitole 1.2, v ramci aplikace REVEDATO 2.0 jsou feseny ruzné typy
zpracovani az na zaveér na zakladé expertniho nazoru, podle kterého je predpokladano, ze
odpad transportovany delsi vzdalenost byl prevazen za kvalitnéjsim zpracovanim.

Aby bylo mozné vytvorit model rekonstruujici toky odpadu, je tieba si nejprve defino-
vat principy, podle kterych je predpokladano, ze dochéazelo k transportu odpadu. Jak bylo
zminéno v kapitole 1.2, vychazi se z nazoru expertniho tymu UPI FSI na VUT v Brné
pod vedenim dr. R. Sompléka, ktery se tématem OH a ObH dlouhodobé zabyva a patif
mezi Tesitele projektit CEVOOH.
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Uvazované principy jsou:

1. Odpad je prevazen na co nejkratsi vzdalenosti.

2. Odpad z jednoho uzlu je pfedavan pres co nejmensi pocet uzli.

3. Odpad z jednoho uzlu je zpracovavan v co nejmensim poctu uzld, tj. tok odpadu je

co nejméné rozdélovan.

Zminéné predpoklady se mohou, ale také nemusi, vylucovat. Ze zkuSenosti expertii plyne,
ze skutecny model se do jisté miry 1idi vSemi témito principy naréaz.

Pred samotnym navrhem feseni je provedena dikladné reserse pristupii k obdobnym
problémtm. Tyto pristupy, prip. jejich dil¢i ¢asti, jsou posouzeny z pohledu moznosti

vyuziti u vyse definovaného problému. Reserse je zpracovana v kapitole 2.
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2 Literarni reserse

Literarni resersi lze rozdélit do tii ¢asti. Prvni ¢ast se vénuje problematice dostupnosti
a spravnosti dat v OH. Tento aspekt vyznamnym zptisobem limituje nésledné analyzy
a planovani predmétné oblasti. Druha c¢ast je zamérena na tok odpadu v ramci sledovaného
systému (napt. technologicky proces, nebo geografické ¢lenéni). Posledni ¢ast se vénuje
opraveé nesrovnalosti v datovych strukturach.

Jednim z kli¢ovych problémt pii vytvareni a aplikovani strategii v OH je nedostatek
spolehlivych dat. Zatimco data v redlném case jsou dulezita pro dynamické modely sbéru
odpadu [19], kvalitni historickd data nachdzi své vyuziti pfi vytvafeni optimalizovanych
infrastruktur napr. pro recyklaci odpadu [20]. Ve studii [21] byla vytvorena klasifikace
informacnich a komunikac¢nich technologii pouzivanych pti nakladani s komunalnim od-
padem. Jako jedno z hlavnich omezeni pti planovani sbéru odpadu byl oznacen nedostatek
dat v redlném Case. Autori jiné studie [22] vyvinuli indikatory OH na sledovéani a kvantifi-
kaci moznych dopadt na zivotni prostredi, pfinosii a potenciali, které prameni ze strategii
OH pouzitych u raznych toki odpadu. Jako jednu z nejvétsich prekazek pri pocitani téchto
indikatort povazuji limitace vstupnich dat, zejména slo o duplicitni data a rizné drovné
agregace mezi daty o produkci a zpracovani odpadu. Ve ¢lanku [23] tykajicim se odpadu
z tézebniho prumyslu v Polsku se autofi vénovali datim dostupnym na trovni EU, kterd
poskytuji jednotlivé clenské staty. Studie ukazala, ze i pres cetna doporuceni a regulace
vydané EU nejsou vykazy o implementaci opatreni podporujicich OH konzistentni a uplné.

V neddvném piehledu o budoucnosti OH v chytrych a udrzitelnych meéstech [24]
popisuji autori nedostatky soucasnych praktik OH a navrhuji koncepéni ramec centralizo-
vaného systému OH. Autori zkoumali tii vzdjemné propojené komponenty: infrastrukturu
sbéru dat v prubéhu celé zZivotnosti produktt, soubor novych obchodnich modela zalo-
zenych na téchto datech s cilem prevence vzniku odpadu a inteligentni infrastrukturu
vyuzivajici senzory k tridéni a vCasnému svozu odpadu. Aby se tyto pokroky mohly
prosadit, je zasadni spravné vyuziti a inkorporace technologii zalozenych na konceptu
Internetu véci [25]. Dalsi studie [26] zhodnotila soucasné strategie a nastroje ke sledovani
OH a vyzdvihla nékolik inovativnich strategii na dosazeni inteligentniho a efektivniho
planovani v OH.

K urceni potencidlnich prilezitosti ObH k snizovani, opétovnému pouziti a recyklaci
odpadu, je dilezitd znalost a porozuméni materialovych tokii. Tu je mozné ziskat pomoci
analyzy materidlovych toki (MFA — Material Flow Analysis), coz je metoda modelovani
tokt materiali antroposférou [27]. Z hlediska OH je MFA relevantni zejména v kontextu
zivotniho cyklu produktu. Coz pokryva zkoumani toku daného materialu od jeho pouziti
pti vyrobé produktu, pres vyuzivani produktu az po fazi, kdy je produkt (a tedy i material)
povazovan za odpad. MFA byla uplatnéna pri hodnoceni prechodu na ObH u plasti v Irsku
[28], déle pTi vyvoji udrzitelného systému nakladani s elektronickym odpadem v Indii [29],
modelovani moznych scénaia OH v Srbsku [30], nebo pii modelovani prognéz vyvoje oba-

lového odpadu v Belgickych domécnostech [31]. Na celosvétové trovni byla MFA pouzita
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k vytvoreni koncepci cilenych na udrzitelnost v oblasti plastovych vyrobku a odpadu [32].
Autori mimo jiné identifikovali ¢tyri slabiny dostupnych dat o zdsobach a tocich plastového
materialu. Uvadi mezi nimi chybéjici informace, nekonzistentni klasifikaci, vzajemné si
odporujici data a nepresné udaje.

Problém identifikace zdroju vzniku odpadu byl fesen pomoci ruznorodych modelu [33].
Vétsinu z téchto modelu lze popsat ¢tyrmi specifickymi kritérii: Grovni zaméfeni (domac-
nosti, regiony, nebo stat), typem modelovanych tokt odpadu (napf. materidlovy tok, podil
odpadu domaécnosti), predpokladanymi nezavislymi proménnymi a pouzitou metodou
modelovani (napf. korela¢ni analyza, regresni analyza, analyza Casovych fad, nebo dy-
namické systémy). Studie [33] ukazala, ze ve vétsiné piipadia byly nejpiinosnéjsi korelaéni
a regresni analyza a skupinova porovnani. Na nékteré specifické problémy (napf. pro
predikci kratkodobé sezénni produkce odpadu) byla vhodnéjsi analyza Casovych rad.
Autori studie [34] zjistili, Ze na produkci odpadu v domécnostech ma nejvétsi vliv jejich
velikost, vyska prijma a troven vzdélani. Johnson a kol. [35] pouzili deset let stard
data o odpadech a recyklaci k vytvoreni prognézy o produkci odpadu v husté obydlené
oblasti mésta New York. Jejich regresni model zalozeny na rostoucim gradientu dokazal
identifikovat urc¢ité pravidelnosti v produkei odpadu, véetné kratkodobych odchylek, které
souvisely se specifickymi udalostmi, jako jsou prazdniny, nebo sezénni vykyvy. Rizné
modely vyuzivajici strojové uceni (rozhodovaci stromy a neuronové sité) byly pouzity na
modelovani produkce odpadu v Kanadé na regiondlni a obecni trovni [36]. Predikce byla
zalozena na socioekonomickych datech, jako je podil obyvatel nad 45 let, median prijmi,
nebo mira nezaméstnanosti.

Spolehliva detekce, vyhodnoceni a upraveni nesrovnalosti a chyb v datech tykajicich
se OH je casto zkoumana oblast po teoretické i po aplikacni strance. V kontextu MFA
studie [37] popsala ruzné zdroje nejistoty ve vysledcich MFA a soucasné postupy pii feseni
téchto problému. Bylo zjisténo, ze zatimco matematicky jednodussi koncepty zamérené na
charakterizaci nejistoty dat byly vhodné nastroje pro deskriptivni MFA | rtizné statistické
pristupy umoznovaly presnéjsi hodnoceni nejistoty a modelovaly citlivost exploracni MFA.
Také se ukazalo, Ze bez ohledu na tiroven sofistikovanosti predstavuje nedostatek informaci
o datech MFA jeden z hlavnich problémt pfi relevantni analyze nejistoty. Volné dostupny
software STAN, ktery podporuje MFA s ohledem na nejistotu v datech byl vyvijen
v ¢lanku [38]. Tento software dokéze narovnat nelinedrni data za pomoci vazené metody
nejmensich ¢tvercu a siteni chyb. Novy pristup k charakterizaci nejistoty v datech MFA
byl predstaven ve studii [39]. Tento piistup spocival v posouzeni kvality dat jako zékladu
pro odhady nejistoty vstupnich dat. Vysledky pripadové studie toku plasti v Rakousku
ukéazaly, ze zptisob odhadovani nejistoty v materidlovych tocich mél vétsi vliv na rozsahy
nejistot vyslednych tokit nez uvazované predpoklady o rozdélenich pravdépodobnosti.
Nelinedrni optimalizace nejmensich ¢tverci byla vytvorena v [40] k hleddni toku oceli
v USA.

Zakladni myslenka narovnani dat spociva ve vyporadani se s rozdily v datech jejich

upravenim tak, aby spliovaly uré¢ité predpoklady (napf. predpoklad, ze nejistotu dat lze
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popsat nékterym pravdépodobnostnim rozdélenim). V ¢lanku [41] byl navrhnut obecny
ramec na vyrovnani dat nenormalné rozdélenych dat na zakladé bayesovského pristupu.
Ve studii [42] byla uvedena zobecnénd nelinedrni metoda nejmensich ¢tvercu zalozend
na nelinedrnim optimaliza¢nim modelu. Dubois a kol. [43] predstavili narovnani dat na
principu fuzzy mnozin. Uvedeny postup, dle autorii, umoznuje obecnéjsi a flexibilnéjsi
pristup pro vybér odhadovanych hodnot, ktery je méné zavisly na obtizné obhajitelném
predpoklddaném rozdéleni. Autofi studie [44] navrhli vicekriteridlni model zaloZeny na
dodavatelském tetézci pro toky objemnych odpadii, které byly energeticky vyuzitelné. Ma-
tematicky model pro predikei prostorovych dat s nejistotou byl predstaven v ¢lanku [45].
Ve studii [46] byl vytvoren smiseny celoéiselny kvadraticky optimalizaéni model pro odhad
mnozstvi odpadu, které bylo vyseparovano ze smésného komunalniho odpadu.

Z provedené reserse metody MFA vyplyva, ze uvedené studie z oblasti OH jsou obvykle
zaméfené na jeden uzel (pfip. jednotky uzli). Ty predstavuji konkrétni proces napf.
tovarnu, nebo agregované geografické tizemi. Tato struktura neodpovida problému, ktery
je Tesen v této diplomové praci, kde je feseno velké mnozstvi uzli a hran.

V ramci této diplomové prace je vyvinut novy pristup kombinujici tokovou tlohu ve
smyslu MFA s technikami vyrovnani dat, které jsou inspirovany pristupy uvedenymi v treti
casti této reserse. Cely pristup je koncipovan tak, aby byl fesitelny i pro velké mnozstvi

uzll za rozumny vypoctovy cas.
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3 Matematicky aparat

V této kapitole je uveden matematicky aparat, ktery je dale v praci vyuzivan. Jedna
se o vybrané poznatky z teorie grafl, linearniho, celociselného a vicekriterialnitho progra-

movani.

3.1 Teorie grafi

V této ¢asti je citovano z [47], pokud neni uvedeno jinak.

Zakladni pojmy

DEFINICE 3.1.1. Neorientovany graf je uspordadana dvojice G = (V, E), kde V' je konecéna
neprazdna mnozina prvki zvanych vrcholy a F je mnozina neusporadanych dvojic {u, v},

kde wu, v jsou vrcholy z V.

DEFINICE 3.1.2. Orientovany graf je usporadand trojice G = (V, E, ¢), kterd je tvorena
konecnou neprazdnou mnozinou vrcholi (nebo také wuzli) V., konetnou mnozinou ori-
entovanych hran E a zobrazenim e : E — V2, které se nazyva vztah incidence. Kazdé
hrané e € F zobrazeni e prfitazuje usporadanou dvojici vrcholi (x,y). Hrana e se nazyva
incidentni s vrcholy x,y. Vrchol x € V' se nazyva pocdtecni vrchol hrany e, zavede se
oznaceni Pu(e). Vrchol y € V se nazyva koncovy vrchol hrany e s oznaCenim Kuv(e).

Jestlize x = y, pak se hrana e nazyva orientovana smycka.

DEFINICE 3.1.3. Orientovany graf G = (V, E,€) spolu se zobrazenim w : £ — R se
nazyva ohodnoceny orientovany graf a znaci se (G, w). Obrazu w(e) hrany e € F se tika

ohodnocent hrany w. Pokud je w(e) > 0,e € E, jednd se o hranu s kladnym ohodnocenim.
Podobné 1ze definovat i ohodnoceny neorientovany graf.

DEFINICE 3.1.4. Necht G = (V, E,¢€) je orientovany graf a z,y € V jsou dva libovolné
vrcholy. Potom lze zavést néasledujici pojmy:
o wvystupni okoli vrcholu x:
Ef(z) = {e € E|Pv(e) = x} (tj. mnoZina hran s po¢ate¢nim vrcholem ),
o wstupni okoli vrcholu x:
Eg(z) = {e € E|Kv(e) = x} (tj. mnozina hran s koncovym vrcholem z),
e okoli vrcholu x:
Eq(r) = EL(z) U Eg(x) (tj. mnoZina hran incidentnich s vrcholem z),
o ndsobnost hrany (z,vy):
me&(z,y) = |EL(x) N Eg(y)| (tj. pocet hran s pocatetnim vrcholem z a koncovym
vrcholem y),
o wystupni stupen vrcholu x:

d&(x) = |E&(2)] (tj. pocet hran vychazejicich z vrcholu ),
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o wstupni stupen vrcholu: x
da(x) = |Eg(x)| (tj. pocet hran vedoucich do vrcholu z),
o stupen vrcholu x:

da(x) = di(x) + dg(x) (tj. pocet incidentnich hran vrcholu z).

DEFINICE 3.1.5. Necht G = (V, E, €) je orientovany graf. Jestlize ma kazda hrana e € FE
nasobnost nejvyse 1, pak je G orientovany prosty graf. Jestlize existuje alespon jedna

hrana e € F s ndsobnosti vyssi nez jedna, pak se G nazyva orientovany multigraf.

DEFINICE 3.1.6. Necht G = (V, E, €) je orientovany graf. Necht vg, vy, ...,vx € V
a ey, e, ...,e, € E. Potom posloupnost (vg, e, vy, €, v, ..., €, U) (k > 0) se nazyva:
o orientovany sled mezi vrcholy vy a vy, jestlize €(e;) = (vi—1,v:),i = 1,..., k,
o orientovany tah mezi vrcholy vy a vy, jestlize je sledem a navic kazdé dvé hrany jsou
rizné,
o orientovana cesta mezi vrcholy vy a vy, jestlize je sledem a navic kazdé dva vrcholy
jsou ruzné,
e neorientovand cesta mezi vrcholy vy a vy, jestlize kazdé dva vrcholy jsou ritzné
ae(e;) ={vi_1,v},i=1,..,k,
o orientovany cyklus, jestlize je sledem, vy = v a pro ostatni vrcholy i vSechny hrany

plati, Ze jsou po dvou rizné.

Pozn.: dale v praci je pod ndzvem graf oznacovan orientovany graf, pripadné oriento-

vany multigraf.

DEFINICE 3.1.7. Graf G = (V, E| €) je souvisly, jestlize mezi jeho kazdymi dvéma ruznymi
vrcholy v;, v; € V existuje neorientovana cesta. Graf G = (V, E, €) je silné souvisly, jestlize
mezi jeho kazdymi dvéma rdznymi vrcholy v;,v; € V' existuje orientovand cesta z v; do

v; a také z v; do v;.

DEFINICE 3.1.8. Rezem v souvislém grafu G = (V, E,¢) se nazyvd mnozina D C E,
jestlize graf G prestane byt souvislym po odstranéni hran z mnoziny D. Minimdlnim
rezem grafu G je mnozina D C F| ktera je fezem a zaroven zadna jeji vlastni podmnozina

rezem neni.

Reprezentace grafi

Existuje nékolik zplisob, jak lze reprezentovat grafy. Prvnim zptisobem je reprezentace
pomoci obrazku, kde orientované hrany jsou znazornény pomoci Sipek mezi ptisluSnymi
vrcholy. Ptiklad takto zadaného grafu je na obr. 3.1. Tento graf je orientovany prosty graf
se ¢tyfmi vrcholy, déle bude oznacovan jako graf GG;. Problém tohoto zplisobu reprezentace
je v pripadé rozsahlych grafii nebo grafii s velkym mnozstvi hran, protoze potom obréazek

ztraci na prehlednosti.
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Obr. 3.1: Graf Gy zadany pomoci obrazku.

Druhy zptisob, jak reprezentovat graf, je pomoci vy¢tu vrcholi a hran. Graf GGy by

zadany timto zplisobem vypadal:

Vrcholy: 1, 2, 3, 4.
Hrany: (1,2), (1,3), (2,3), (3,4), (4,1).

Dalsi zptisoby reprezentace jsou napt. pomoci matice sousednosti, nebo matice inci-

dence.

DEFINICE 3.1.9. Necht G = (V, E,¢€) je orientovany graf, kde V' = {vy, vy, ...,v,}. Pak

_l’_

n
tomuto grafu lze prifadit matici sousednosti Mj, = [mi]} o kterd je definovana pomoci
)=

nasobnosti hran nasledovné:
+

my; = m* (v;,v;).

Matice sousednosti je ¢tvercova matice typu (n x n). Tento typ reprezentace je vhodny
zejména pro grafy s vyssim poctem hran, v opac¢ném pripadé by matice sousednosti
byla idka. Zptsob, jakym je matice definovana, umoznuje i zadavani multigrafii. Matice

sousednosti grafu G je

+
Mg, =

_ o O O
oS O O =
S O ==
o = O O

DEFINICE 3.1.10. Necht G = (V, E| €) je orientovany graf bez smycek, kde V' = {vy, ..., v, }
a F = {e,...,en}. Pak tomuto grafu lze prifadit matici incidence Qg = [qij]ij typu

(n x m), které je definovdna nésledovné:

1, jestlize hrana e; méa pocatecni uzel v,
¢ij = § —1, jestlize hrana e; mé koncovy uzel v;,

0 v ostatnich pripadech.

Vzhledem k tomu, ze v kazdém sloupci jsou pouze dva nenulové prvky, je matice
incidence z definice ridka pro vétsi pocet vrcholi a hran. Kvili dspore pocitacové paméti

je v takovych pripadech vhodné ji ukladat ve forméatu urceném pro ridké matice. Vyuziva
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se napriklad v sitovych tocich. Graf G je mozné zadat pomoci matice incidence napiiklad

takto:
-1 -1 0 0 1

Algoritmy na hledani nejkratsi cesty v grafu

Jednim ze zakladnich problémi v teorii grafl je hledani nejkratsi cesty v grafu. Obvykle
se tento problém Tesi v ohodnoceném grafu (G,w). Délkou cesty dist(u,v) mezi vrcholy
u a v je myslen soucet ohodnoceni hran cesty. Tedy délka cesty (v = vy, €1, v1, €2, Vg, ..., €,
v =) je

dist(u,v) =Y w(ey).
i=1
V pripadé, ze graf neni ohodnoceny, polozi se w(e) = 1 pro vSechny hrany, dist(u,v)
potom predstavuje pocet hran cesty. Cilem hledani nejkratsi cesty v grafu je najit takovou
cestu mezi danymi vrcholy, kterd m&a nejmensi délku. Tento problém lze Tesit napft.
pomoci Dijkstrova algoritmu. Ten dokaze nalézt nejkratsi cestu mezi dvéma konkrétnimi
vrcholy, ale také od jednoho vrcholu do vSech ostatnich vrcholi (pokud mezi nimi existuje
orientovand cesta) v grafu s kladnym ohodnocenim u vsech hran. [48]
Dijkstriv algoritmus (pro neorientovany graf) [48]:
1. Inicializace: a1 = 0, pro j = 2,...,n se polozi a; = w(ey;), jestlize existuje hrana
e1; = (v1,v;), jinak a; = oco. Déle se vytvofi mnozina ,navstivenych“ uzli P = {v;}
a ,nenavstivenych“ uzlu T = {vq, vs, ..., v, }.
2. Nalezne se v;, € T tak, Ze a; = min{a,}.
Aktualizuji se mnoziny T a P: T'=T \ {v;}, P = P U {v;}.
Pokud T' = 0, vypocet konci a dist(vy,v;) = a;,j = 1,2, ...,n.
3. Aktualizuje se a; = min{a;, ar, + w(ex;)}, V5 € T, pro kterd existuje hrana
erj = (Vg v;).
Pokracuje se krokem 1.
Uvedeny algoritmus hledéd nejkratsi cesty z vrcholu v; do vSech ostatnich vrcholi vy, ..., v,
s predpokladem, Ze se jedna o neorientovany souvisly prosty graf s kladnym ohodnocenim.
Algoritmus lze upravit i pro orientovany graf, takova modifikace je uvedena napt. v [47]
na str. 101. Dalsi algoritmus hledajici nejkratsi cesty je Floyduv—Warshalliv algoritmus,
ktery lze pouzit i v grafu se zapornym ohodnocenim za podminky, ze neobsahuje cyklus
se zapornou délkou. Tento algoritmus najde nejkratsi cesty mezi kazdymi dvéma vrcholy
v neorientovaném souvislém grafu.
Floydav—Warshalliv algoritmus [49]:
1. Necht matice A% = {a%}n

0 _ g istui = (vs. 05
. kde aj; = w(e;;), pokud existuje hrana e; = (v, vy),

jinak a?j = 00.
2. Pro k=1,2,...,n provede se krok 3.
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3. Prot=1,2,...,n — 1 provede se krok 4.
4. Proj =1+ 1,2+ 2,...,n provede se:
ak, —mln{afjl, i —i—akj .
5. d@st(vl,vj) = ay;
Existuje velké mnozstvi algoritmii na hledani nejkratsich cest, ovSem Dijkstriv a Floy-

diav-Warshalliv patii mezi nejznaméjsi. Dalsi algoritmy lze nalézt napt. v [47] nebo [49].

Toky v siti

Orientovany graf (G, c) lze povazovat za sit, ve které je distribuovano néjaké zbozi
(prip. latka, informace apod.). Kladné ohodnoceni hran ¢ predstavuje maximélni kapacitu,
kterd omezuje shora prevazené mnozstvi zbozi na hrané. Pripadné je mozné pridat omezeni
zdola ohodnocenim [ : E — (0,00) predstavujicim minimélni kapacitu. Pokud neni
minimdlni kapacita explicitné urc¢ena, je uvazovana nulova. Tokem na hrané f(e),e € E se
nazyva skutecné mnozstvi zbozi prevazené pres hranu, které musi byt v rozmezi kapacit,
tj. f(e) € (l(e), c(e)). V kazdém vrcholu musi platit, ze mnozstvi, které ,vtéka* do vrcholu,
je rovno mnozstvi, které ,vytéka“ z tohoto vrcholu. Tato podminka se nazyva bilance ve

vrcholech a matematicky ji lze zapsat:

> fle)= > fle (3.1.1)
ecE—(v) ecEt(v)

Zdroj se nazyva vrchol, ve kterém vznika zbozi. Spotrebic je potom vrchol,ve kterém stejné
mnozstvi zbozi zanika. Zdroj a spotiebi¢ jsou jediné vrcholy, ve kterych je umoznéna
akumulace, podminka bilance je tedy v téchto uzlech modifikovdna. U zdroje je tieba
k levé strané rovnice (3.1.1) pric¢ist vyprodukované mnozstvi. U spotiebice se k pravé

strané rovnice (3.1.1) pficte zpracované mnozstvi zbozi. [47, 49|
Nejznaméjsim problémem, ktery se tyké toku v siti, je iloha o maximélnim toku. Cilem
je nalézt pripustny tok f v siti od zdroje s ke spottebici ¢ tak, aby bylo z s do t prevezeno co
nejvetsi mnozstvi zbozi. Tento problém lze fesit pomoci Fordova—Fulkersonova algoritmu.

K jeho formulaci je nejprve treba zavést nékolik pojmii.

DEFINICE 3.1.11. Necht prosty orientovany graf G = (V, E, €) je sit s maximaln{ kapacitou
c¢(e) pro vSechny hrany e € E a necht s je zdroj a t spotiebic.
o Rezidudlni kapacitou hrany e = (u,v) je ¢islo ¢f(e) = c(e) — f(e), kde f(e) je tok
na hrané e.
 Rezidudlni sit je usporadand c¢tvetice Sy = (Gy, s,t,¢s), kde G je prosty orientovany
graf, pro ktery plati a(Gy) = {e|cs(e) > 0,e € E}. Gy se nazyva rezidudlni graf.
o Rezidualni kapacita cesty P = (s, ey, vy, ..., ek, t) se definuje

c;(P) = min {cr(e)}.

i=1,....,k

« Cesta mezi s a t se nazyva zlepsujici cesta, jestlize c¢(P) > 0.
o Kapacitou tezu D C E je ¢(D) =Y .cpc(e).
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VETA 3.1.12. Necht G je sit s tokem f. Potom tok [ je maximdini prdave tehdy, kdyz G

neobsahuje Zddnou zlepsujici cestu.
Dikaz véty je uveden v [49] na str. 168.
VETA 3.1.13. V libovolné siti je mazimdlni tok roven kapacité minimdlniho Tezu ¢(D).

Fordiv—Fulkersoniiv algoritmus [49]:
1. Inicializace: pro kazdé e € E se polozi f(e) = 0.
2. Pro kazdé e € E se spocita rezidudlni kapacita cs(e) = c(e) — f(e) a sestavi se
rezidualni graf G.
3. Hleda se zlepsujici cesta v rezidudlnim grafu GY.
Pokud zadna takova cesta neexistuje, pak je algoritmus ukoncen. Tok f je maxi-
malni.
V opa¢ném piipadé se vytvori zlepsujici cesta P = (s, ey, v;..., e, t) a pokracuje se
ve vypoctu.
4. Spocita se rezidualni kapacity cesty P.
Polozi se f(e;) = f(e;) +¢f(P),i=1,2,... k.
Pokracuje se krokem 2.
Tento pseudokdéd Fordova—Fulkersonova algoritmu je spise nastin vypoctu, ktery postaci
k pochopeni myslenky. Neni v ném ale napriklad uvedeno, jak nalézt zlepsujici cestu. Cely
algoritmus je uveden napf. v [49] na str. 170.
Pokud se v siti vyskytuje vice druhti prevazeného zbozi, pak se mluvi o multiko-
moditnich tocich. Problémy tykajici se multikomoditnich tokt se vétsinou fesi pomoci

optimalizac¢nich modeli.

3.2 Optimalizace

Obecna formulace optimalizac¢nich tloh je

min f(x)
za podminek gx(x) <0, k=1,2,...,m, (3.2.1)
hi(x) =0, j=1,2,..p. (3.2.2)

Casto se pouziva také kompaktnéjsi maticovy zapis:

min{f(x)|g(x) < 0,h(x) = 0,x € R"}.

T € R" je vektor proménnich.

Funkce f(x) se nazyva dcelovd funkce, x = (x1,...,2,)
Omezeni kladené na x se standardné zadavaji pomoci rovnic (3.2.1) a (3.2.2). V pripadé,
ze je treba zadat podminku gx > 0, pak ji lze vynasobenim ¢islem —1 prevést na tvar
—gr < 0. Casto se uvadi navic podminka x € X, X C R”, tuto podminku lze ovsem

zapsat v ramci omezeni (3.2.1) a (3.2.2).
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Pokud vektor proménnych x spliiuje podminky (3.2.1) a (3.2.2), mluvi se o pripustném
reseni. Predmétem optimalizace je nalézt Teseni x tak, aby hodnota tcelové funkce byla
co nejmensi a zaroven teSeni bylo pripustné, takovému feseni se tika optimdini a znaci
se x*. V piipadé, Ze je cilem funkci f(x) maximalizovat, lze tlohu pteformulovat na
minimalizaéni: maxy f(x) = — miny — f(x). [50]

Jestlize jsou vsechny funkce f, gr,k =1,...,m, h;,j = 1, ..., p linedrni v proménné x,
pak se jedna o linedrni programovani. Jestlize je alespon jedna z téchto funkei nelinearni,
jde o nelinedrni programouvdni.

Pozn.: vSechny vektory uvadéné v této kapitole jsou povazovany za sloupcové.

3.2.1 Linearni programovani

V této ¢asti je citovano z [50].

Zakladni pojmy

Pred uvedenim zakladniho tvaru tlohy linearniho programovani je nejprve definovano

nekolik zakladnich pojmi, které se v optimalizaci vyuzivaji.

DEFINICE 3.2.1. Necht f : X — R, kde X C R" je neprazdnd mnozina. Rekne se, ze
funkce f ma v bodé x* € X:
o globdlni minimum, jestlize x € X = f(x) > f(x%),
e globdlni mazimum, jestlize x € X = f(x) < f(x¥),
o lokdlni minimum, jestlize 36 > 0 tak, ze prox € X, ||x — x*|| < d = f(x) > f(x*),
o lokdlni mazimum, jestlize 30 > 0 tak, ze pro x € X, ||x —x*|| < J = f(x) < f(x*),
o ostré globdlni minimum, resp. mazimum, jestlize x € X = f(x) > f(x*), resp.

f(x) < f(x*) (obdobné by se definovalo i ostré lokdlni minimum, resp. maximum).

DEFINICE 3.2.2. Necht f : X — R, kde X C R" je neprazdnd mnozina. Jestlize f ma

ve vnitfnim bodé x mnoziny X vsechny parcialni derivace %,i =1,...,n, potom vektor
1

0 B 0 4
Vif = <aa{1(x), (%'i(x),..., 835 (X))

se nazyva gradient v bodé x.

DEFINICE 3.2.3. Neprazdna mnozina X C R" se nazyva konvezni, jestlize pro kazdé
x,y € X a vSechna A € (0,1) plati Ax + (1 — )y € X.

DEFINICE 3.2.4. MnoZina, kterou lze zapsat jako {x € R"|a’x < k}, kde a € R" \ {0}

a k € R, se nazyva uzavreny poloprostor.

DEFINICE 3.2.5. Mnozina X C R" se nazyva konvezni polyedricka, jestlize je prunikem

konecné mnoha uzavienych poloprostori.
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DEFINICE 3.2.6. Necht X C R" je neprazdna mnozina. Potom bod a € X je krajni bod
mnoZiny X, jestlize Px,y € X, x #y a a € (0,1) tak, aby a = ax + (1 — a)y. Mnozina

vSech krajnich bodi mnoziny X se bude znadit ext(X).

DEFINICE 3.2.7. Necht X C R” je neprazdnd mnozina. Vektor d # 0,d € R" se nazyva
smér mnoziny X, jestlize pro vsechna x € X,V > 0 plati x+Ad € X. Smér d je krajnim
smérem mnoziny X, jestlize 3d;,dy € X,dy # ady,Va > 0 tak, ze YA, Ay > 0 plati
d = M\idy + Aods. [52]

DEFINICE 3.2.8. Necht X C R" je konvexni mnozina. Funkce f : X — R je konvexni,
jestlize Vx,y € X a VA € (0,1) plati f(Ax+ (1 —AN)y) < Af(x) + (1 — A)f(y). Funkce f

je konkduvni, jestlize funkce —f je konvexni funkce.

VETA 3.2.9. Necht funkce gi,k = 1,...,m jsou konvexni a funkce h;,j = 1,....p jsou

linedrni. Potom mnoZina vsech reseni soustavy nerovnic (3.2.1) a (3.2.2) je konvexnd.
Dikaz viz [50] str. 15.

VETA 3.2.10. Necht X C R" je konvexni mnozina a f : X — R je konvexni funkce.

Potom kazdé lokdlni minimum funkce f na X je také jejim globdlnim minimem na X.

7 toho vyplyva, ze pokud jsou splnény podminky véty 3.2.9 a navic je ucelova funkce
f konvexni, pak je dostatecné nalézt lokalni minimum a toto minimum bude zaroven
globalnim.

Linearni ulohu je mozné zapsat maticové ve standardnim tvaru
. T o
m)gn{c x|Ax = b,x > 0}, (3.2.3)

kde c e R", A € R™*™ a b € R™. V pripadé, ze je nutné formulovat podminku Ax > b,
zavedou se nové proménné s; > 0,5 = 1,...,m a podminka se vyjadii po slozkich
>oieq aj;x; — s; = bj. Pokud néktera proménnd miize nabyvat i zapornych hodnot, tedy
+

napt. z; € R, pak ji lze rozdélit na dvé proménné predstavujici kladnou z;” a zdpornou

_l’_

¢ast r; a nahradit proménnou z; témito dvéma proménnymi nasledovné z; = = — z;,

kde 27 > 0,2; > 0. Tedy i takové tlohy lze zapsat ve standardnim tvaru.

VETA 3.2.11. MnoZina pripustnijch tesend linedrni ulohy ve standardnim tvaru
M ={xe R"|Ax= b, x> 0} je konvexni polyedrickd mnozina.

Dtikaz: mnozina M je prinikem konecného poctu uzavienych poloprostorti, z toho

vyplyva, Ze to je konvexni polyedrickd mnozina.

VETA 3.2.12. (Ezistence optimdlniho Teseni): Linedrni iloha ve standardnim tvaru (3.2.3)
md optimdlni reseni prdavé tehdy, kdyZ mnoZina pripustnych reseni M je neprdizdnd a
cl'y >0 pro viechna y € {s € R"|As= 0,s> 0}.

Ma-li 7loha (3.2.3) optimdlni Tesent, pak tcelovd funkce nabyjvd svého minima na M

v nékterém z krajnich bodu M.

VETA 3.2.13. Obecné linedrni wiloha ve standardnim tvaru md bud prdvé jedno, nekonecné
mnoho, nebo Zidné reseni. Navic, pokud existuje prdvée jedno reSeni, pak jim je jeden

z krajnich bodi mnozZiny pripustnych reseni M. [49]
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Algoritmy reSeni

Linearni ulohu ve standardnim tvaru lze tesit simplezovym algoritmem.

Simplexovy algoritmus [51]:

1.

Inicializace: nalezeni pripustného feseni a poc¢atecni baze linearni tlohy ve standard-
nim tvaru (3.2.3).
Necht J = {1,2,...,n} je mnozina indext, poc¢atecni baze je reprezentovana indexy
v mnoziné Jp tak, ze plati J = Jg U Jy,Jg N JIy = 0,|Js| = m,|JIy| = n — m.
Potom se vytvoi{ matice B = [a;];c;, s hodnosti m a matice N = [a;];e5,. A z ¢
se vytvoii ¢k, ck.
Pokud pocatecni baze neni dana, lze vyuzit dvoufazovy simplexovy algoritmus,
viz [50] na str. 29.
Pokud zadné pripustné reseni neexistuje, pak tloha nema reSeni. Algoritmus se

ukondi.

. Resf se soustava linedrnich rovnic Bxp = b, jeji fesenf je tvaru x5 = B™'b a musi

platit xp > 0. Polozi se xy = 0 a spocita se z = CEXB.

. Resi se linedrni soustava wB = c5, jeji fefeni je ve tvaru w! = c5B™. Spocitd se

pro viechna j € Jy : z; — ¢; = w!a; — ¢;. Hled4 se takovy index k z mnoZiny Jy,
pro ktery plati: z; — ¢, = max{z; — ¢;|j € Jn}.
Jestlize zp — ¢ < 0, pak bylo nalezeno optimalni feseni. Algoritmus se ukondi.

. Resi se soustava linearnich rovnic By, = ag, jeji feseni je tvaru y, = B 'ay.

Jestlize y;,, < 0, potom tuloha je zespodu neomezena a smeér, ve kterém hodnota

ticelové funkee klesd je (—y7,el)?. Algoritmus se ukonéi.

. Resise = = minieJB{y%]yik > 0}. Potom Jg = Jp\{r}U{k}, Iy = Jx \{k}U{r}.

Yrk
Aktualizuji se matice B = [a;];e,, N = [a;];es, a pokracuje se krokem 2.

Simplexova metoda se casto Tesi ve formé simplexové tabulky, jako je to uvedeno napf.

v [52] na str. 80-82. Pri feseni linedrniho programovéani pomoci simplexové metody se muize

v degenerovanych pripadech vypocet zacyklit. Lze se tomu ale vyhnout implementaci

urcitych procedur, jako je napf. Blandovo pravidlo, které je uvedeno v [53]. Podstatou

simplexové metody je, ze se pomoci krajnich smértt mnoziny pripustnych feseni M z né-

jakého pripustného feseni postupuje do krajnich boda M, dokud neni nalezen krajni bod

s nejmensi hodnotou ucelové funkce (jako je to zobrazeno na obréazku 3.2), pripadné je

nalezen krajni smér, ve kterém hodnota ucelové funkce klesa.
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Optimalni feSeni

Pocateéni bod

Obr. 3.2: Myslenka simplexové metody (upraveno) [54]

Jiny pristup k hledani feseni maji algoritmy, které se souhrnné nazyvaji metody vnitr-
niho bodu. Jednd se o iteracni metody, které zacinaji v néjakém vnitfnim bodé mnoziny
pripustnych feseni M a postupné se posouvaji touto mmnozinou tak, aby se zlepsovala
hodnota 1ucelové funkce smérem na hranici M. Tato myslenka je zobrazena na obr. 3.3.
Tyto metody vyuzivaji k nalezeni optimalniho feseni spadové metody, mezi néz patii

napiiklad metoda nejvétsiho spadu. Vice o metoddch vnitiniho bodu je napt. v [55].

r
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Spéadovy smér

Optimalni reseni

Obr. 3.3: Myslenka metod vnitiniho bodu (upraveno) [56]

Necht je uvazovana tuloha
min{ f(x)|x € M}. (3.2.4)

DEFINICE 3.2.14. Smér d € R" z bodu x mnoziny pripustnych feseni M tlohy (3.2.4)
se nazyva pripustny, jestlize plati: d”’Vf(x) < 0 a I\g > 0 tak, Ze x + Ad € M pro
YA € (0, \o)-

Pripustny smér je tedy takovy, ve kterém hodnota tcéelové funkce klesa.
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VETA 3.2.15. Necht je funkce f konvexni, mnoZina pripustnijch reseni konvexni a v bodé

" € M neexistuje Zadny pripustnyg smer, potom x* je optimalni resent ilohy (3.2.4).

Princip spadovych metod:
1. Zvoli se pocatetni bod x(© v mnoziné p¥ipustnych feseni M, poloz se t = 0.
2. V iteraci t se nové urc¢i pripustny smér d® z bodu x®.
Jestlize piipustny smér neexistuje, pak algoritmus kon¢i. Optimalni Fesenf je x).

3. Generuje se nové fegeni x(1) = x® 4 XOd® kde \® je Fedeni jednorozmérné tlohy
min{ f(x® 4+ Ad®)|x® + Axd® € M, ) > 0}.

Polozi se t =t + 1 a pokracuje se krokem 2.
Pokud je p¥{pustny smér zvolen jako d) = —V f (x®), pak se jedna o metodu nejvétsiho
spadu. Vyuziva toho, ze gradient predstavuje smér nejvyssiho vzristu hodnot funkce.
Spadové metody Tesi i ulohy, které jsou nelinearni, pokud je splnéno, ze f je konvexni

a také mnozina pripustnych reseni je konvexni.

Priklad optimalizacni alohy z teorie graft

V této praci je vyuzivano toho, ze nékteré tlohy v teorii grafii jsou svym charakterem
optimaliza¢ni tlohy, staci je pouze preformulovat. Napt. hledani nejkratsi cesty v grafu,
nebo hledani maximéalniho toku v siti patii mezi optimalizac¢ni tlohy. Proto je 1ze zapsat
ve tvaru typického pro optimalizac¢ni tlohy a fesit algoritmy urc¢enymi pro optimalizaci.
Naprtiklad tlohu hledani maximalniho toku v siti lze zapsat jako tlohu linedrniho progra-

movani nasledovné:

min f (3.2.5)

za podminek Y xj; — Y a; = —F, pro i = s, (3.2.6)
= =

Zxﬂ — inj = O, pro v 7A S,t, (327>
j=1 j=1
j=1 j=1

ﬂ')l] g cij) Z7j - 1, 2, ceey n, (329)

Tij Z lija Z,] = 1,2,...,TL. (3210)

Minimalizuje se celkovy tok f (3.2.5) za splnéni nékolika omezeni. Proménné x;; prestavuji
tok z uzlu ¢ do uzlu j po hrané e = (7, 7). Tok je shora omezen kapacitou ¢;; nerovnici
(3.2.9), ktera je nulovd, pokud hrana neexistuje. Navic je tok omezen minimalni kapacitou,
coz je dano nerovnici (3.2.10). Podminky bilance v uzlech jsou ddny rovnicemi (3.2.6),
(3.2.7) a (3.2.8). Tyto rovnice tikaji, Ze celkovy tok, ktery do uzlu ,vtece*, musi byt roven

toku, ktery z uzlu ,vytece®. U zdrojového uzlu s je navic na pravé strané ¢len — f, ktery
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predstavuje produkci v uzlu s. Obdobné ve spotiebici ¢ je na pravé strané rovnice ¢len f,

ktery fika, Ze v uzlu je zpracovan tok f. [48]

Priklad optimalizace z regresni analyzy

Jsou-li k dispozici néjakd namérend data (obecné oznacend by, b, ..., b, ) a cilem je
tato data popsat, je mozné vyuzit vybérovy priumeér, ktery je definovany

m

b= b;.

1
mi
Ovsem problém vybérového priameéru je, Ze jej velmi ovliviiuji odlehlé hodnoty. Proto je
v nékterych pripadech vhodnéjsi misto toho urcit jejich median b, coz je takové mérent,
které pri sefazeni méteni podle velikosti je pfimo uprostied (presnd definice je uvedena
v [57] na str. 25). Tyto dvé statistiky lze formulovat i jako minimalizaéni problém.
Vybérovy priumér je totiz optimdlni feseni minimalizace souc¢ti kvadratti odchylek od
vsech mérenti, tj.

B:argmlnz b; — 1)?

reR 4

Median je zase optimalni feSeni minimalizace soucti odchylek od vsech métfeni v absolutni
hodnoté, tj.

~

b= argmlnz |b; — x|.

z€R 4

Jinymi slovy, pokud se celkova odchylka od vektoru métreni minimalizuje v euklidovské

normé definované

x[ls = (22 + a2+ - +22)2

na druhou, pak je FeSenim vybérovy pramér. Pokud je to v souctové (manhattanské)

normeé, ktera je definovand
1xl[x = || + |zof + - + |2al,

pak je feSenfm medidn. [55]

Toho se vyuziva v regresni analyze, jez je soucasti statistiky, ovsem jedna se také
o aplikaci optimalizace. V linearni regresni analyze se predpoklada, ze namérené hodnoty
b;,i =1, ...,m zavisi na nékolika faktorech a;1, a;o, ..., a;, a ndhodné fluktuaci €, kterd ma
standardni normélni rozdéleni. Snaha je najit koeficienty x, ..., x, tak, aby predikované
hodnoty >°%_; a;;x;,i = 1,...,m byly co nejblize namérenym hodnotdm, pricemz vyznam

vzdalenosti zalezi na zvolené normé. Maticové lze tento problém zapsat:

min [[b — Ax]),.

x€R"™

jestlize p = 2, pak se hleda Teseni, které je priimérem a jehoz tvar je x = (ATA)*lATb.

Pokud je p = 1, pak se hled4 medidn. Uloha sice nenf linedrni, ale je mozné ji linearizovat
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pomoci zavedeni novych proménnych A; néasledujicim zptisobem

m
minZAi
i=1
n
za podminek — A; Sbi—Zaijxj, 1=1,2,....m,
j=1
n
bi—Zaijxj SAZ, 2.21,2,...77’)1,
j=1
A; >0, 1=1,2,...,m.

Tento problém jiz je linedrni.[55]
Obdoby ukazaného ptistupu ve zminénych ukazkovych prikladech jsou vyuzity v ramci

vyvoje matematického modelu pro feSeny problém uvedeny v kap. 4.

3.2.2 Celociselné programovani

Optimaliza¢nim tlohdm obsahujicim proménné, které nabyvaji pouze hodnot z mno-
ziny celych cisel (vétsinou jen kladnych), se tikd celociselné programovdni. Pokud se
v uloze navic vyskytuji i realné proménné, mluvi se o smiseném celociselném programovdni.
Jestlize proménna nabyva pouze hodnot 0 nebo 1, pak se ji tikad bindrni proménnd. Je
jasné, ze mnozina pripustnych feSeni u ulohy s celo¢iselnymi proménnymi obecné neni
konvexni. Ulohou celo¢iselného programovani je napi. problém obchodniho cestujiciho,
ktery patii k zakladnim problémtm teorie grafti. Cilem obchodniho cestujiciho je projet
vSechna mésta (uzly) pravé jednou tak, aby cestu dokonéil co mozna nejdiive. V tomto
piikladé se vyskytuji bindrni proménné z;;, které fikaji, zda obchodnik cestuje piimo mezi
mésty ¢ a j. Pokud ano, pak je z;; = 1, v opa¢ném piipad¢ x;; = 0. Tento problém je
uveden pro predstavu, jaky vyznam mohou bindrni proménné mit, podrobnéji je fesen
v [58]. [59]

Nésledujici definice a véty jsou Cerpany z [59].

Ulohu celo&iselného programovani lze obecné zapsat
max{c(x)|x € X CZ"}.
Minimaliza¢ni problém by se definoval obdobné.

DEFINICE 3.2.16. Problém z¥ = max{f(x)|x € T" C R"} se nazyvd relazace problému
z = max{c(x)|x € X CZ"}, jestlize je splnéno, ze X C T a f(x) > ¢(x),Vx € X.

DEFINICE 3.2.17. Linedrni tloha 2/ = max{c’x|x € P}, kde P = {x € R"|Ax < b,

x > 0}, je relazace linedrnim programovdnim celo¢iselné tilohy max{c’x|x € P NZ"}.

VETA 3.2.18. Jestlize relaxace celociselného problému memd pripustnd resend, pak ani

puvodni celociselny problém nemd pripustnd resenti.
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VETA 3.2.19. Necht x* je optimdlni rTeseni relazace. Jestlize z* € X a f(x*) = c(x"),

potom x* je optimdlni reseni i puvodniho celociselného problému.
Diikazy obou vét jsou uvedeny v [59] na str. 26.

DEFINICE 3.2.20. Matice A se nazyva totdlne unimodularni, jestlize kazda jeji ¢tvercova
submatice, ktera vznikla vynechanim urc¢itych radku a sloupcti v matici A, méa determinant
roven 1, —1 nebo 0.

VETA 3.2.21. Matice A je totdlné unimoduldrni, jestlize plati Vi,j je a;; € {—1,0,1},
kazdy sloupec obsahuje maximdlné dva nenulové proky a existuje déleni (M, Ms) mnoZiny
radkiu M tak, Ze kaZdy sloupec j obsahujici dva nenulové prvky spliuje > ;cnr aij =

> ie My Qij-

Véta 3.2.21 formuluje postacujici podminky, aby matice A byla totalné unimodulérni.
Pozn.: matice incidence grafu ze své podstaty spliuje prvni dvé postacujici podminky.

Staci tedy ovérit, ze je splnéna i posledni, pak je matice incidence totalné unimodularni.

VETA 3.2.22. Linedrni problém max{c'z|Az < b,x € R",x > 0}, kde b je celociselns

vektor, md celociselné optimdlni reseni prdave tehdy, kdyz A je totdlne unimoduldrnyi.

Metody reSeni celociselného programovani

Branch & bound metody patii mezi klasické pristupy reSeni celociselného programo-
vani. Myslenkou tohoto pristupu je, ze teoreticky kazdy celoc¢iselny problém s omezenou
mnozinou pripustnych feseni 1ze fesit vycislenim tucelové funkce pro kazdé pripustné resent,
protoze jich je koneéné mnoho. Ovsem prakticky by toto vycisleni casto trvalo déle, nez
je prijatelné. Vyuzije se tedy principu rozdél a panuj, diky kterému je dostatecné vycislit
tlohu explicitné pouze pro maly pocet pripustnych feseni. [60]

Princip branch and bound metody je uveden na linearni celociselné tloze ve tvaru
max{c’x|Ax < b,x C Z",x > 0}, (3.2.11)

kde A € R™*" b € R™, c € R". Mnozina pripustnych feseni se oznaci M, déle se oznaci
M ={Ax <b,x CR" x>0} anecht C' = {1,2,...,n}. Algoritmus branch & bound:
BranchAndBound(M):
1. Vyfes{ se linedrni tiloha max{c’x|x € M}.
Jestlize tato tloha nemd optimalni feseni, pak ani tloha (3.2.11) nemd reSeni.
Jestlize optimalni feseni x* nélezi mnoziné M, pak bylo nalezeno optimalni feSeni
puvodni tulohy (3.2.11). Algoritmus se ukonci.

2. Jinak se zvoli k € C tak, ze x}, # Z a definuji se dvé konvexni polyedrické mnoziny
My :={x € M|z < |x};]},

My :={x € M|z < |z;]| + 1},
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kde |z} ] prestavuje zaokrouhleni doli.

Rekurzivné se fesi dvé podilohy: BranchAndBound(M;) a BranchAndBound (),

pfi¢em? pokud je optimdlni hodnota relaxace podilohy mensi nebo rovna ¢’ x*, pak

ulohu neni tfeba fesit. Vzniknou tak maximéalné dvé kandidatni feseni a poté se

vybere to lepsi z nich.
Touto metodou lze Tesit i smiSené celociselné programovani. Existuji rizné verze, které
algoritmus zrychluji zminéné napt. v [59]. Dalsimi klasickymi metodami je FeSeni celo¢i-
selného programovani pomoci secngch nadrovin, nebo pristup pomoci teorie grup, které
jsou zminéné napt. v [60].

Celociselné programovani se fesi také pomoci heuristickyjch metod. Pouzivaji se zejména

k nalezeni dostatecné dobrého priblizného feseni, ovsem neni zaruceno, ze vzdy takové
feseni najdou. Casto se pouzivaji v kombinaci s klasickymi metodami napiiklad k nale-
zeni dolnich mezi optimalni hodnoty (u maximaliza¢ni ulohy). Pristupy, které se k Te-
seni celociselného, ale také smiseného celoc¢iselného programovani pouzivaji jsou: lokélni
prohledavani, tabu search a genetické algoritmy. Princip lokdlniho prohleddavdni je, ze
se nejprve najde pocateéni pripustné feseni a potom se toto feseni lokdlné vylepsuje.
Problém lokalniho prohledavanti je, ze se algoritmus zastavi i pri nalezeni lokalniho optima.
Heuristika tabu search se tomuto problému snazi vyhnout. Nejprve se vytvori prazdny tabu
list a najde se pocatecni pripustné reseni. Potom se prochazi mezi pripustnymi sousednimi
fesenimi, kterd tabu list neobsahuje. Tabu list je nasledné aktualizovan tak, ze obsahuje
diive nalezené lokédlni optimalni hodnoty, a postup se opakuje. Tim se algoritmus snazi
predejit zacykleni vypoctu. Genetické algoritmy povazuji pripustna feseni za populaci,
ve které mé kazdy jedinec né¢jaké kédovani. Navic je umoznéno, aby vznikali novi jedinci
na zakladé tii principa: kiizeni (kombinace kédu dvou jedinci), mutace (zména v kédu
jedince) a prirodniho vybéru (vybér nejlepsiho jedince). Konkrétni implementace zavisi

na uvazovaném problému. [59, 60]

Softwarové resice celociselného programovani

Obvykle neni nutné celé metody feseni optimalizac¢nich tloh programovat, protoze je
mozné vyuzit dostupné softwary, které metody resSeni jiz maji implementované. V této
praci je pouzivan zejména softwarovy balicek CPLEX od spolec¢enosti ILOG, kterou
vlastni spole¢nost IBM. CPLEX se vyuziva na feseni linedrniho a smiseného celociselného
programovani. Dale je v této praci pouzivan volné dostupny software HiIGHS pod MIT
licenci. HIGHS se vyuziva zejména na rozsahlé fidké linearni, nebo smisené celociselné
problémy.

Resi¢ je softwarovy program, kterému jsou uzivatelem zadény vstupni informace, na
jejichz zakladé potom uzivateli vrati néjaky vystup (napf. v podobé optimalniho reseni).
Diky algebraickému modelovacimu jazyku je mozné efektivné formulovat model, zadat
vstupni data Tesi¢i a nasledné od fteSice ziskat vystupni data. Prvnim krokem, ktery

resice délaji je priprava vstupnich dat. Tomuto kroku se tika pre-processing. Diky pre-
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processingu je nasledny vypocet rychlejsi a spolehlivéjsi. CPLEX a jemu podobné softwary
implementuji vétsinou simplexovy algoritmus a na ném zalozené branch & bound metody,
casto v kombinaci s heuristickymi metodami tak, aby byl vypocet co nejefektivnéjsi.
Nékteré tesice jsou dostupné volné, jako naptiklad zminény HiGHS, Ipopt nebo GLPK.
Jiné jsou komercni, pfikladem komercénich tesi¢t je Gurobi, CPLEX nebo MOSEK, za
jejichz licence se plati, ale byvaji efektivnéjsi. Navic napriklad k CPLEX jsou akademické

licence poskytnuty zdarma. [60]

3.2.3 Vicekriterialni programovani

Dosud byly uvazovany pouze tlohy optimalizujici jednu tcelovou funkei, neboli jedno
kritérium. Ovsem pti modelovani realnych tloh je ¢asto treba optimalizovat nékolik kritérii

najednou, jednd se tedy o ulohy wicekriteridlniho programovani.

Pareto optimum

Necht je uvazovana tloha minimalizujici m kritérii fi(x), fa(x), ..., fm(x), kde x muze
nabyvat hodnot z mnoziny vSech pripustnych feseni M. Problém je, Ze vétsinou neexistuje
takové pripustné Teseni, pro které by vsSechna kritéria fi, fi, ..., fi, zaroven nabyvala mi-
nimalni hodnoty. V takovych ptipadech je otazka, jaké reSeni je povazovano za optimalni.
Casto pouzivany piistup je hledani Paretova optima, které lze v ramci optimalizace popsat
jako stav, ve kterém nelze vylepsit hodnotu zadného z kritérii, aniz by pritom doslo ke
zhorseni hodnoty jiného kritéria. Dvé pripustnd feSeni x a X se porovnavaji v ramci
Paretovy dominance. Rekne se, Ze feSeni x dominuje TeSeni X, jestlize plati nerovnost
fi(x) < fi(x), pro vSechna i = 1,2, ..., m a zaroven je tato nerovnost ostra pro nékteré z i.
Tedy zadné z kritérii pro x nenabyva horsich hodnot nez pro x a alespon jedno kritérium
nabyva lepsi hodnoty. Nicméné timto zptisobem nelze porovnat vsechna feseni mezi sebou,
takova Teseni se nazyvaji navzdjem nedominovand. Pripustné feSeni x se povazuje za
Pareto optimdlni, jestlize neexistuje zadné pripustné reSeni x, které by dominovalo x.
Mnozina Pareto optimalnich TeSeni se oznacuje jako Pareto fronta. Na obrazku 3.4 lze
vidét priklad Pareto fronty pii optimalizaci dvou kritérii, kde Y oznacuje obor hodnot,

kterych nabyva vektorovéa funkce (fi(x), f2(x))? pro pifpustnd x. [61]
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Pareto fronta

>

f

1

Obr. 3.4: Zobrazeni Pareto fronty pfi optimalizaci kritérii f; a fo (upraveno) [61]

Metoda omezeni

Na hledani Pareto fronty existuje nékolik metod. Jednou z takovych metod je metoda
omezent, ktera minimalizuje najednou pouze jednu z ucelovych funkci a hodnoty ostatnich

t¢elovych funkei jsou omezeny konstantami. Resi se tedy problém

min f;(x)
za podminek f;(x) < ¢,

f2(x)

IN

Ca,

fi-1(x) < ¢,

fir1(x) < ciga,

Jm (%) < cm,
x € M.

Volenim riiznych hodnot konstant ci,...,¢;_1,¢it1, ..., G 1ze najit Pareto frontu. Vyhoda
metody omezeni je, ze dokaze najit Pareto frontu i v pripadé, ze obor hodnot vektorové
funkee (f1, fa, ..., fm)? je nekonvexni. [61]

Lexikograficka metoda

Pti pouziti lexikografické metody k hledani Pareto optimalnich feSeni se nejprve kritéria

sefadi podle dilezitosti na f(1), fi2), ..., fom). Potom se postupné fesf tlohy

min f(1)(x)

za podminek x € M,
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optimalni hodnota f(;) se oznaci cj. Dale se hleda feSeni modelu

min fz)(x)
za podminek f(1)(x) < cf,
x € M.

Ziska se optimalni hodnota ¢} a obdobné se postupuje déle, dokud se nevytesi model

min f) (x)
za podminek f;)(x) < ¢

fro)(x)

Y

*
1
*
2

IN

@

)

fom-1)(x) < ¢, 1,
x € M.

Reseni nalezené lexikografickou metodou zavisi na zvoleném poradi kritérii. [61]

Metoda vazeného souctu

Princip metody vazZeného souctu je prevedeni vicekriteridlniho problému na model
s jednou ucelovou funkci, kterd je vytvorena linearni kombinaci vsech kritérii s vektorem

vah (wy, wa, ..., wm,)T, tj.

f(x) = wifi(x) + wafo(x) + -+ 4 Wi fin (X)-

Potom se resi model

min f(x)

za podminek x € M.

Véhy musi byt nezaporné a uréuji se tak, aby jejich soucet byl roven jedné. Resenfm tohoto
modelu pro razné vektory vah se ziskaji body Pareto fronty. Na rozdil od metody omezeni
metoda vazeného souctu neumi najit Pareto frontu, pokud obor hodnot vektorové funkce
(f1, fas -y fm)T neni konvexni. Prostor tvofeny moznymi hodnotami vahového vektoru W
lze omezit v zdvislosti na expertnim nézoru.[61]

Pristupti, jak vybrat reprezentativni feSeni z Pareto fronty, existuje nékolik. Naptiklad

resenim modelu

m
* P 1 . .
X" = arg min max ; w; f3(x).

Tim se zvoli takovy vahovy vektor, pro néjz je hodnota linearni kombinace kritérii nejhorsi.
[61]

Vice o vicekriteridlnim programovani lze najit napt. v knize [62].
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4 Vyvoj matematického modelu

Pred samotnym vyvojem modeli je kratce nastinén pristup k feseni ulohy. Transport
odpadu mezi obcemi lze chapat jako tok v siti. Data zadana ve formé tabulky lze prevést
do formy orientovaného multigrafu, ve kterém jsou vrcholy tvofeny uzly, predstavujicimi
regiony, ORP, piip. ZUJ (dle uvazovaného tzemniho ¢lenéni). Transport odpadu mezi
nimi se znazorni hranami, pricemz prevazené mnozstvi odpadu udava kapacitu hrany.
Hrany jsou orientovany z uzlu predani do uzlu prevzeti.

V kapitole 1.3 byly definovany principy, podle kterych v praxi probiha nakladéni
s odpadem. Tyto principy tvori zaklad dilé¢ich modeli pro rekonstrukci retézcu pro-
ducent—zpracovatel. Prvni princip vede na tcelovou funkci, kterd minimalizuje délku
transportu odpadu mezi uzlem produkce a uzlem (pfip. uzly) zpracovani. V nézvoslovi
teorie grafli lze analogicky mluvit o hledani nejkratsi cesty v grafu. Vzhledem k predpo-
kladanému rozsahu redlné tlohy je preferovano feseni za pomoci optimaliza¢niho modelu,
klasické algoritmy pro hledani nejkratsi cesty v grafu (definované v kap. 3.1) nejsou
dostatecné a musely by byt modifikovany, aby pokryly vSsechny naroky kladené na model.
Druhy princip se v matematickém modelu projevi minimalizaci po¢tu cest, po kterych je
prevezeno nenulové mnozstvi odpadu. Analogicky jde o minimalizaci po¢tu nenulovych
hran (tj. hran s nenulovym tokem). Tfeti princip je reflektovan v ucelové funkei, ktera
minimalizuje pocet mist zpracovani nenulového mnozstvi odpadu. Mistem zpracovani
je myslen uzel, ve kterém je odpad zpracovan. Druhy a tfeti princip vedou na model
s vyskytem spojitych i bindrnich proménnych, jde tedy o smiSené celo¢iselné programo-
vani. Pouziti optimaliza¢nich modeli k feseni tloh spojenych s toky v siti je vhodny
klasickych algoritmu.

V této kapitole je predstaveno hned nékolik modeli, které predstavuji rtizné verze
dil¢iho modelu II v rdmci aplikace REVEDATO 2.0 (viz kap. 1.2). Nejprve jsou defino-
vany modely, které jsou zalozeny pouze na jednom ze zminénych principt. Dalsi modely
principy kombinuji. Matematické modely jsou vyvijeny na testovacich tlohach, u kterych
je k dispozici spravné Teseni transportu odpadu. Diky tomu je mozné ziskany tok odpadu
vyhodnotit, coz je dilezité k urceni nejvhodnéjsi verze diléitho modelu. Pro jednoduchost
vysvétleni jsou nejprve modely formulovany pouze pro optimalizaci toku odpadu od jed-
noho producenta (viz kap. 4.2). Déle jsou rozvijeny tak, aby optimalizovaly toky nékolika
producentiu najednou (viz kap. 4.3.1). V kapitole 4.3 je uveden algoritmus, diky kterému
jsou postupné rekonstruovany toky od vsSech producenti. Modely jsou uzptsobeny tak,
aby byly schopné fesit problém formulovany v kap. 1.3 na datech z celého Ceska, tedy
pro vysoky pocet uzli. Jedna se o rozsdhlou tlohu a to prinasi vypocetni komplikace,
proto byl zvolen tzv. scénarovy pristup uvedeny v kap. 4.3.2. Ten vyzaduje nasledné
zhodnoceni vysledki jednotlivych scénait a navrhnuti findlniho vysledku. K tomuto tcelu

je v kap. 4.3.3 predstaven finalni model odpovidajici modelu IIT z kap. 1.2.
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4.1 Zadani testovaci ulohy

Cilem testovaci tlohy je na mensi ukazkové tloze vytvorit, otestovat a vysvétlit ma-
tematické modely a konkrétni pristup k tloze. Testovaci tloha je vytvorena tak, zZe jsou
k dispozici obdobné tdaje, které jsou poskytnuty i v redlném pripadeé.

Uloha obsahuje pouze malj pocet uzlt (v tomto pifpadé obci), mezi nimiz dochézi ke
transportu odpadu, pricemz jsou rozliSovany tii typy odpadu dle puvodu: A, B a C (viz
kap. 1.3). Také je uvazovano, ze v kazdém uzlu muze dochéazet k produkei odpadu typu A
(,primarni produkce“), typu B i typu C (,vyskladnéni) a zpracovani odpadu. Jediny typ
zpracovani, ktery je v testovaci tloze uvazovan, je zpracovani ciziho odpadu (typ B). Pii
zpracovani vlastniho (typ A) nebo vyskladnéného (typ C) odpadu se jednd o jednoznaény
tok. Takové toky budou z pripadové studie na datech z PD ISOH odstranény pred fesenim
modelil na rekonstrukci tok. Nicméné v testovaci tloze se nékteré druhy jednoznacnych
tokli vyskytovat mohou, ale je s nakladano jako se zbytkem toki.

I prestoze testovaci tiloha neobsahuje readlna data, zadany transport mezi uzly neni
vytvoren nahodné, ale tak, aby do jisté miry splioval vsechny predpoklady zminéné
v kap. 1.3.

Generovani testovaci tlohy

1. Hodnoty parametru (viz tab. 4.1) byly voleny jednotlivé s ohledem na charakter

fesenych tloh v dalsich kapitolach.

Tab. 4.1: Parametry testovaci tlohy

Parametr Popis

N Celkovy pocet uzli

Ny Pocet malych uzla

N, Pocet stredné velkych uzli

N, Pocet velkych uzla

Ny Pocet uzlu s produkei odpadu typu A

Np Pocet uzlt s produkei odpadu typu B

N¢ Pocet uzla s produkei odpadu typu C

€ Exponent urcujici dulezitost délky transportu

Di Pravdépodobnost rozdéleni toku odpadu u producenta
Dr Pravdépodobnost rozdéleni toku odpadu pti predani
Dd Pravdépodobnost predani odpadu dal

r Snizeni pravdépodobnosti pg po kazdém predani

2. Néhodné bylo vygenerovano umisténi N uzli a velikost kazdého uzlu tak, aby N
uzli bylo malych, N,, sttednich a N; velkych.

3. V N4 nédhodné vybranych uzlech byla vygenerovana produkce odpadu typu A tak,
ze vyprodukované mnozstvi odpovida velikosti uzlu. Obdobné byla vygenerovana

v Np uzlech produkce odpadu typu B a v Ng uzlech typu C.
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4. Tok odpadu byl urcen iterativné. V kazdém uzlu byly feseny tii kroky:

e nejprve se rozhodlo, zda bude tok odpadu rozdélen, pricemz pravdépodobnost
rozdéleni toku je u producenta p;, v ostatnich uzlech je potom p,.

o Daéle byl urc¢en uzel, kterému se odpad preda. Pravdépodobnost kazdého uzlu
(kromé aktudlniho), ze bude vybran, byla rovna prevracené hodnoté vzdale-
nosti od aktualniho uzlu umocnéného na exponent € a to celé se vynormovalo
pies viechny uzly. Cim vy&si byla hodnota e, tim vy$si pravdépodobnost vy-
brani mély blizsi uzly.

e Poslednim krokem bylo rozhodnuti, zda bude v uzlu, do néjz byl odpad trans-
portovan, odpad zpracovan (a tedy tok zde bude konéit) nebo bude odpad
poslan dal (a tyto kroky budou opakovany). Pravdépodobnost, Ze bude odpad
predan dal, je po prvnim predani rovna py. Po kazdém predéni se pravdépo-
dobnost py snizi o redukei 7.

Priklad testovaci tlohy (déle oznacovan jako testovaci tloha 1) s deseti uzly je zadan
grafem na obr. 4.1, ve kterém jsou barevné odliseny hrany dle typu transportovaného
odpadu mezi uzly. V této tloze je pro jednoduchost a prehlednost uvazovana pouze
produkce typu A a C.

[212,39; 0]

[0; 0]

304,289

1795,447
[873,367; 0]

873,367

[62,971; 7,057]
[1826,026; 304,289]

Obec 8

Transportované mnozsti odpadu typu A [t]

Transportované mnozsti odpadu typu B [t]

5,186

Transportované mnozsti odpadu typu C [t]
[0; 7,841]

[0;0]  Vyprodukované mnozstvi odpadu typu A a C [t]
Zpracované mnozstvi odpadu [t]
Obr. 4.1: Zadéani testovaci ilohy 1

Kromé zadani testovaci ulohy je k dispozici také jeji feseni. To je zndzornéno v podobé

37



grafu bez konkrétnich ¢isel na obr. 4.2, ve kterém jsou jednotlivé toky rozliseny barevné
dle uzlu produkce. Reseni testovaci tlohy zde slouzi k posouzeni relevantnosti vysledki
ziskanych pomoci matematickych modeli definovanych nize. Celé zadani i feseni testovaci

ulohy 1 je k dispozici v priloze v souboru test_1.

Obec 2

O Obce produkce

e Transport odpadu typu A
...... Transport odpadu typu C

Obec 9 —Pg Zpracovani v obci

Obr. 4.2: Resen{ testovaci tilohy 1

4.2 Reseni toku odpadu od jednoho producenta

Pristup k tloze je nejprve vysvétlen na zakladnich modelech, které tesi tok vyprodu-
kovaného a vyskladnéného odpadu pouze od jednoho producenta. Pozdéji v této kapitole
(viz ¢ast 4.3.1) jsou tyto modely rozsifeny tak, aby fesili toky odpadu od vice producenti.
Modely vyuzivaji principy zminéné v kapitole 1.3, nejdiive jsou uvazovany jednotliveé
a poté je formulovdn model, ktery je kombinuje. Vysledky model jsou predstaveny na

testovaci tloze 1.
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4.2.1 Minimalizace vzdalenosti

Cilem této optimalizac¢ni tlohy je minimalizovat vzdalenost mezi mistem produkce
a zpracovani odpadu od jednoho producenta. Pocet uzli se oznac¢i N a kazdému uzlu
je prifazeno prirozené cislo od 1 do N tak, aby byly timto ¢islem urceny jednoznacné.
Obdobné se oznadi ¢isly od 1 do M vSechny hrany mezi uzly, po kterych dle zadani tlohy
probihé transport odpadu alespoii jednoho typu (A, B nebo C). Cislo M znadi pocet viech
hran vyskytujicich se v tloze.
Pro vytvoreni matematického modelu je tfeba zavést oznaceni i ostatnich parametri
a promeénnych:
mnoziny a indexy:
O={1,2,..., N} mnozina vsech uzlq,
H=1{1,2,...,M} mnozina vSech hran,

1€ 0 index uzlu, jehoz tok odpadu je optimalizovan,
ke O index uzlu, v némz je odpad zpracovan,
jeH index hrany,
p €{a,b,c} index odpadu podle typu — A, B, nebo C,
parametry:
d; délka j-té hrany [km],
Sph mnozstvi odpadu typu p € {a,b, ¢} produkovaného v k-tém uzlu [t],
T celkové mnozstvi odpadu typu p € {a,b, ¢} transportovaného pres
hranu j [t],
2k celkové mnozstvi zpracovaného odpadu typu B v uzlu £ [t],
Q incidenc¢ni matice.
proménné:
Tipj mnozstvi odpadu prevezeného po j-té hrané od producenta ¢

(produkce typu p € {a,b,c}) [t],
Xipk mnozstvi odpadu zpracované v k-tém uzlu od producenta i
(produkee typu p € {a,b,c}) [t].
Incidenéni matice @ je matice typu (N x M), kterd je definovana:

—1, pokud hrana j ma pocatecni uzel i,
[Qz’j]iEoJeH =4 1, pokud hrana j mé koncovy uzel 7,
0 v ostatnich pripadech.

Z incidenc¢ni matice @) tedy lze vycCist smér hran a jejich incidentni uzly. Dale je treba
zadefinovat pomocnou mnozinu J; C H jako mnozinu vSech hran, které vedou z uzlu 1,
tji. Ji ={j € H|Qy = —1}.

Nésledujici optimalizacni model, ktery hleda nejkratsi cestu mezi producentem a misty
zpracovani, je fesen pouze pro jednoho konkrétniho producenta. Tento producent je ozna-
¢en indexem ¢. Index ¢ je tomto v matematickém modelu neménny a mohl by byt vyne-

chan. Nicméné s ohledem na konzistenci s budoucimi modely, které resi vice producentt

najednou, je v tomto modelu ponechan. Proménné z;,; a X,,, pro dany uzel i popisuji
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cely Tetézec producent(i)—zpracovatel pro odpad, ktery byl v misté produkce veden jako

typ p. Zminény model je definovan néasledovné

le pe{a7b7c}

M
za podminek s, + > Qi — Xipi = 0,Yp € {a,b, ¢}, (4.2.2)

j=1

M
Z ijxipj - Xipk: = O, Vp c {CL, b, C},\V/k €0 \ {Z}, (423)
j=1

tpj < Lipjs Vp S {(1, C},Vj S Ji, (424)
0<L Lipgs Vp € {CL, C},Vj cH \ JZ‘, (425)
0 < Tibj VJ S H, (426)
oo <Y by, Vi€, (4.2.7)
pe{ab,c} pe{a,b,c}
Z Tipj S tbj; V] c H \ Ji, (428)
pe{a,b,c}
0 < Xipk, Vp € {a,b,c},Vk € O, (4.2.9)
ST Xk < 2 vk € O. (4.2.10)
pe{a,b,c}

Model minimalizuje tcelovou funkei (4.2.1), kterd predstavuje délku transportu od-
padu vsech tii typl z uzlu i nasobenou prevezenym mnozstvim odpadu. Cilem je prevézt
odpad na co nejkratsi vzdélenost. Ucelovou funkci (4.2.1) lze chapat jako celkové néa-
klady na prevoz odpadu. Podminky (4.2.2) a (4.2.3) zarucuji rovnovdhu mezi produkei,
preddnim, prevzetim a zpracovanim (viz bilan¢éni podminky na obr. 1.4) v kazdém uzlu.
Rozdil mezi témito podminkami je, Ze v podmince (4.2.2) pro uzel i je ptidan ¢len pred-
stavujici vyprodukované mnozstvi odpadu jednotlivych typt. Omezeni (4.2.4) vynucuje
prvni predani odpadu uzlem i, které je dano vstupnimi daty u odpadu typu A a C
z uzlu i. V piipadé ostatnich hran (tj. nezacinajicich v uzlu i) je vyzadovano pouze,
aby transportované mnozstvi odpadu bylo nezdporné (viz omezeni (4.2.5)). U odpadu
produkce typu B je nezapornost pozadovana na vsSech hranach, protoze prvni predani
neni znamé (viz podminka (4.2.6)). Nerovnice (4.2.7) a (4.2.8) omezuji transportované
mnozstvi na vSech hranach shora kapacitou. I v tomto pripadé je tfeba rozliSit mezi
hranami vedoucimi z uzlu ¢ a ostatnimi hranami. Podminky (4.2.9) a (4.2.10) omezuji
zpracovani v uzlech zdola nulou a shora maximalni kapacitou zpracovani.

Vy$e definovany model byl pouzit napriiklad na datech testovaci tlohy 1 pro od-
pad z Obce 2, kde se nevyskytuje produkce odpadu typu B. Vysledky pro tok odpadu
typu A a C z Obce 2 lze vidét na obr. 4.3. PTi porovnani se spravnym fesenim na obr. 4.2

je vidét, ze model pro minimalizaci vzdalenosti urcil oba toky odpadu identicky.

40



Obec 4
Obec 6

Obec 10

Obec 8 S

Uzel produkce

Transport odpadu typu A
Transport odpadu typu C

Zpracovani v uzlu
Obec 9

Obr. 4.3: Optimalni nakladani s odpadem z Obce 2 pii pouziti modelu pro minimalizaci

vzdalenosti

V praxi nejsou naklady pfimo tmérné presné délce transportu, viz [63], proto dale
nebude za d; dosazovana v tcelové funkei (4.2.1) pfesnd délka hrany. Misto toho budou
hrany rozdéleny na tii kategorie s pevné definovanymi ,cenami“ g(d;):

o kratké hrany: g(d;) = 1 pro d; € (0,100) km,

« stfedni hrany: g(d;) = 3 pro d; € (100,300) km,

o dlouhé hrany: g(d;) =9 pro d; > 300 km.

7 toho plyne, ze tfi kratké hrany jsou z hlediska tcelové funkce ekvivalentni s jednou
sttedni hranou. Dvé stfedni hrany jsou ,,vyhodnéjsi“ nez jedna dlouha hrana, ale tii uz
,vyhodnéjsi“ nejsou apod. Tento pristup byl zaveden, protoze v praxi neni rozdil, jestli
je odpad transportovan do dalsitho uzlu 15 km, nebo 20 km daleko. Navic v praxi je
vyhodnéjsi poslat odpad do uzlu pfimo po jedné dlouhé trase (napf. 200 km daleko) nez
jej transportovat napr. pres 10 uzli, kde kazda hrana mé 15 km, coz by z hlediska délky
transportu bylo vyhodnéjsi. Rozdéleni hran do kategorii je tfeba rozhodnout na zakladé
konkrétni tlohy. Zde jsou uvedeny hodnoty pro testovaci tlohy uvazované v této praci.
V pripadé testovacich tloh jsou rozmezi mezi uzly vyrazné vétsi nez jsou redlné vzdalenosti
v ramci CR, proto pii pouziti modelu na redlnjch datech by bylo tfeba intervaly pro

vzdalenosti upravit.
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4.2.2 Minimalizace poctu pouzitych hran

Druhy matematicky model se zaméfuje na hledani toku odpadu od jednoho producenta
s cilem, aby byl odpad predavan pres co nejméné uzli. Matematicky lze tento problém
vyjadrit jako optimaliza¢ni tlohu, kterda minimalizuje pocet hran, pres které je prevazeno
nenulové mnozstvi odpadu.

Problém je feSen ve dvou variantach:

e v1: vSechny typy odpadu jsou brany jako jeden tok odpadu,

e v2: kazdy typ odpadu je bran jako jednotlivy tok odpadu.
V prvni varianté je tedy preferovano, aby byl odpad od jednoho producenta transportovan
po stejnych hranach, nehledé na typ. V druhé varianté jde v podstaté o hledani tii toku
odpadu najednou. Modely, které tesi minimalizaci poc¢tu nenulovych hran jsou podobné
modelu optimalizujicimu vzdalenost, proto lze vyuzit jiz zavedené znaceni proménnych
a parametri. Nové se definuje pouze jedind proménna.
Dopliujici proménna:

Sipj je bindrni proménnd udavajici, zda je odpad typu p € {a, b, c} z uzlu i prevezen
po j-té hrané.

Jde o proménnou, kterd zévisi na proménnych z;,; a je rovna 0, pokud Zddny odpad po
hrané j neni prevezen, v opa¢ném pripadé je rovna 1. V prvni varianté, kdy jsou oba
odpady soucasti jednoho toku, nebude 9;); zaviset na indexu p, tuto proménnou lze tedy

oznacit d;;. Matematicky lze tuto proménnou definovat:

1 pokud ab.er Tipg > 0,
0ij = P Zpetane) Tin (4.2.11)

0 pOkUd Zpe{a,b,c} Tipj < O’

pro prvni variantu a
1 pokud z;,; > 0,
0 pokud z,; <0,

Oipj =
pro druhou variantu. Diky nezdpornosti x;,; je dopliujici proménna rovna nule pouze
v piipadé, Ze z;p; je nulové.

Model ztstane stejny jako pro minimalizaci vzdéalenosti (viz kap.4.2.1) s drobnymi
Upravami.

Utelové funkce (4.2.1) je nahrazena funkei:
M

min Z 5ij7
j=1

kterd minimalizuje pocet nenulovych cest pro prvni variantu. Pro druhou vypada tcelova
funkce nasledovné:
M
mind. Y G
Déle je tieba pridat omezeni zavislosti d;,; na proménnych z;,;. Ovsem protoze cilem je,

aby byl model pokud mozno linedrni, po ¢astech definovanda funkce (4.2.11) je nahrazena

42



ekvivalentnim linedrnim omezenim:

> wy; < Wy, Vi€ H,

pe{a,b,c}

respektive

Tipj < Woip;, Vp € {a,b,c},Vje H (4.2.12)

pro variantu s dvéma toky. V obou pripadech je W dostatecné velké kladné ¢islo takové,
aby shora neomezovalo proménnou x;,;, ale aby bylo vynuceno d;,; = 1 pro piipad, ve
kterém je prevezeno nenulové mnozstvi odpadu. Ostatni omezeni zustavaji stejné.

P1i pouziti modelu pro minimalizaci po¢tu pouzitych hran na datech testovaci tlohy
1 vysel tok odpadu z Obce 2 stejné pro obé varianty. Znamena to, ze u této testovaci
ulohy nehralo roli, jaka varianta je uvazovana. Vysledné toky z Obce 2 jsou znazornény
v grafu na obr. 4.4. Tok pro produkovany odpad je stejny, jako feseni (viz obr. 4.2), ovSem
pro vyskladnény odpad se vysledek lisi. Z pohledu ucelové funkce tohoto modelu je totiz
ekvivalentni, zda je pouzita hrana mezi Obcemi 4 a 8, nebo hrana mezi Obcemi 4 a 3,

tloha ma tedy nejednoznacné reseni.

Obec 4
Obec 6

| Obec 10

Obec 8 S

Uzel produkce

Transport odpadu typu A
Transport odpadu typu C

Alternativni feSeni

Obec 9 Zpracovani v uziu

Obr. 4.4: Optimalni nakladani s odpadem z Obce 2 pii pouziti modelu pro minimalizaci

poctu pouzitych hran
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4.2.3 Minimalizace poctu mist zpracovani odpadu

Uloha, kterd minimalizuje podet mist zpracovani odpadu vyprodukovaného v jed-
nom uzlu, je principem velmi podobnd tloze minimalizujici pocet pouZitych hran (viz
kap. 4.2.2). V tomto pripadé se ovSem v modelu vyskytuje bindrni proménnd zavisla na
proménnych tykajicich se zpracovani odpadu (tj. Xy ).

Doplnujici proménna:
Vipk je bindrn{ proménna udévajici, zda je odpad typu p € {a, b, ¢} z uzlu i zpracovan
v uzlu k.
Ta je definovana:
1 pokud 3 ,cqap,er Xipk > 0,

0 pokud > ciqp.ep Xipk <0,

Yik =

pokud je uvazovdna prvni varianta (viz kap. 4.2.2). I tady lze uvazovat druhou variantu
s rozdélenymi toky, definice proménné se zméni nasledovné:
1 pokud X;,; >0,

0 pokud X, <O0.

Model Ize i v tomto pripadé vytvorit ipravou modelu minimalizujictho vzdalenost (viz
kap. 4.2.1).

Utelovéa funkce (4.2.1) (pro pevné zvolené i) se zméni na:

N
min Z Z Vipk>

k=1 pe{a,b,c}
tedy je minimalizovan pocet uzll, ve kterych je odpad z uzlu @ zpracovan ve varianté 2,
ve které jsou jednotlivé typy odpadu povazovany za rtzné toky.

Zavislost v;pr, na proménnych X, je tieba pfidat do modelu pouzitim omezeni:
Xipk < WHipk, ¥p € {a,b,c},Vk € O. (4.2.14)

I v tomto pripadé byl preferovan zapis tak, aby tloha byla linedrni, vzhledem k tomu, ze
se jednd o celociselné programovani. Nicméné tprava je ekvivalentni funkei (4.2.13).
Obdobné pri uvazovani varianty 1, kde bindrni proménnd zavisi pouze na uzlu i a uzlu

zpracovani k, se ucelova funkce (4.2.1) zméni na:

N
min Y
k=1
a omezeni je upraveno na:
Z Xipk S W’Yzlm Vk € 0.
p€{ab,c}

Pri minimalizaci po¢tu mist zpracovani odpadu z Obce 2 na testovaci tloze 1 vysly
vysledné toky stejné jako pfi minimalizaci vzdalenosti (viz obr. 4.3). Ani zde nebyl rozdil
pri uvazovani prvni ¢i druhé varianty, v obou pripadech byl vysledek totozny se spravnym

resenim.
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4.2.4 Kombinace vice ucelovych funkci

Dosud byly uvazovany principy z kapitoly 1.3 pouze jednotlivé, ovsem v praxi je
zadouci uvazovat vsechny tyto principy najednou. K tomu je pouzit vicekriteridlni model
minimalizujici linedrni kombinaci tcelovych funkei jednotlivych principu (viz modely
vyse). Je tedy pouzita metoda vazeného souctu (viz kap. 3.2.3). Protoze vSechny tii
principy jsou dle experti priblizné stejné dulezité, vahy jsou nastaveny tak, aby kazdy
z principu prispival do ucelové funkce priblizné stejnou mérou. Najde se tak pouze jedno
reseni z Pareto fronty, coz je ovSem pro uvazovany problém dostacujici. Hledani dalsich
Pareto optimalnich feseni by bylo prilis ¢asové narocné. Konkrétni vahy jsou zvoleny jako
prevracené optimalni hodnoty jednotlivych ucelovych funkci. Tim je prispévek od kazdé
ucelové funkce ,normovan*, zadna tedy neni dominantni. Takto zvoleny vahovy vektor je
jednoduse interpretovatelny.

Postup je fesen ve ¢tytech bodech:

1. vyfeseni modelu optimalizujici vzdélenost pro uzel i, ulozeni hodnoty tcelové funkce

do proménné wgy;

2. vyTeseni modelu optimalizujici pocet hran pro uzel ¢, ulozeni hodnoty ucelové funkce

do proménné wp,qy

3. vyfeseni modelu optimalizujici poc¢et mist zpracovani pro uzel i, ulozeni hodnoty

tcelové funkce do proménné w.,,qc

4. vyteseni modelu s tucelovou funkci:

M
2 =14, (Zpe{a,b,c} xim‘) N S Y petabe) Oips N Yhe1 Xpetabie} Vipk

Wist Whran Wzprac

za podminek (4.2.2) az (4.2.10), véetné omezeni (4.2.12) a (4.2.14).

Takto vypada ucelova funkce pro variantu 2. P¥i uvazovani varianty 1 by se model

min

v bodu 4 modifikoval obdobné jako modely v kap. 4.2.2 a 4.2.3, pricemz je dilezité, aby
v bodech 2, 3 a 4 byl pristup konzistentni.

P1i optimalizovani toku odpadu z Obce 2 na datech testovaci tlohy 1 vicekriterial-
nim modelem byly vysledky stejné jako pfi minimalizaci vzdalenosti (viz obr. 4.3). Je
tedy totozny se spravnym resenim. Vzhledem k vysledkim diléich modela (viz obr. 4.3
a 4.4), které byly totozné, pripadné spravné feseni bylo alternativnim vysledkem, to neni
prekvapivé.

Porovnani vysledki jednotlivych modelt optimalizujicich tok odpadu z Obce 2 (viz
obr. 4.3, 4.4) ukazalo, Ze vSechny modely nachdzi spravna feseni, pripadné spravné reseni
je ekvivalentni alternativou z hlediska ucelové funkce. Zda se tedy, ze vSechny modely
jsou v ramci ulohy relevantni. Ale pozorovani toku odpadu pouze od jednoho vybraného
producenta neni dostatecné k vytvoreni jednoznacného zavéru. Z toho divodu byly modely
pouzity i pro rekonstrukci toki odpadu od ostatnich producentiu v testovaci tloze 1.
Nasledné numerické hodnoty vysledki byly porovnany se zadanym fesenim. Porovnani je
zobrazeno v tab. 4.2. Ve vétsiné ptripadi nebyl zadny rozdil mezi zadanym a ziskanym

resenim, to mize byt zptisobeno mimo jiné malym rozmérem tlohy. Pripady, kdy se feSeni
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lisila, lze rozdélit do dvou skupin. Prvni jsou vysledky oznacené jako (ekv), které jsou sice
rozdilné od zadaného teseni, ovSem v ramci uvazované ucelové funkce je spravné reseni
alternativnim fesenim. Tudiz obé Teseni jsou vuci ucelové funkci ekvivalentni, na viné je
nejednoznacnost Teseni. K tomu doslo napriiklad u minimalizace poc¢tu pouzitych hran
toku odpadu od Obce 2. Druhd skupina je v tabulce oznacena (opt), protoze ziskané
vysledky nabyvaji nizsi hodnoty ucelové funkce nez u zadaného feseni. K tomu doslo
u optimalizace tokti od Obce 4 nebo Obce 9 pri pouziti vétsiny modeli. Divodem je,
ze dosud uvedené modely neberou v tvahu ostatni toky odpadu, proto je mozné, aby
nasly ,lepsi feseni, které ovsem neni v souladu s ostatnimi toky. Proto jsou v nasledujici
kapitole modely upraveny tak, aby byly vyreseny vSechny toky odpadu, aniz by vysledky
porusovaly bilan¢ni, prip. jiné podminky kladené na modely.

Tab. 4.2: Tabulka srovnani vysledki testovaci tlohy 1 ziskanych jednotlivymi modely se

spravnym fresenim

dist hran - vl hran - v2 zprac - vl zprac - v2 komb - vl komb - v2
Obecl v v v v v v v
Obec2 v x (ekv) x (ekv) v v v v
Obec3 v v v v v v v
Obec4 | x (opt)  x (opt) x (opt) v x (ekv) x (opt) x (opt)
Obech v v v v v v v
Obec6 v v v v v v v
Obec7 v v v v v v v
Obec8 v v v v v v v
Obec9 | x (opt)  x (opt) x (opt) v x (ekv) x (opt) x (opt)
Obecl0 v v v v v v v

4.3 Reseni toka odpadu od viech producentii

Dalsim krokem je zobecnéni modelt definovanych v predchozi podkapitole tak, aby
byly schopny rekonstruovat toky od vsech producentii. Nejjednodussim postupem je upra-
veni modelid, aby optimalizovaly vSechny toky najednou. OvSem tento pristup prinasi
nekolik uskali. Zaprvé, protoze je zamérem pouzit vysledny model na datech z celého
Ceska, tedy jednd se o velmi rozsahlou tlohu, optimaliza¢ni model by obsahoval velmi
vysoky pocet proménnych. S tim je spojend vysokd Casova narocnost reseni modelu.
Navic vzhledem k tomu, Ze se jednd prevazné o smisené celoc¢iselné programovani, pribyva
problém s efektivitou nalezeni feseni u tloh s velkym poctem proménnych. Tyto situace
nastavaji i presto, ze v poslednich letech vznikaji nové efektivnéjsi metody Teseni [64].
Druhy problém s optimalizaci vSech uzli najednou je zvysena pravdépodobnost nejedno-
znacnosti Teseni.

Proto je v této kapitole navrhnut jiny pristup, ktery spoc¢iva v postupné optimalizaci

tokl po skupinach s mensim poc¢tem producentii nardz. Protoze vysledek zalezi na potradi
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pri optimalizaci, tento postup je treba nékolikrat opakovat s rtznym slozeni skupin.
Ruzna poradi producenti pri optimalizaci 1ze povazovat za scénare, proto tento pristup je
v této praci oznacovan jako scénarovy. Na zaver je nutné vysledky ziskané pro jednotlivé
scénare vyhodnotit. Za timto tcelem byl vytvoren matematicky model, ktery zajistuje,

aby vysledky byly relevantni v ramci zadané tlohy.

4.3.1 Modely optimalizujici toky odpadu od vice producentii najed-

nou

Prvnim krokem k rekonstrukci vSech tokt odpadu v tloze je preformulovani model,
které byly definovany v kapitole 4.2 tak, aby Tesili toky od vice producenti najednou.
Zminéné modely byly definovany zpisobem, aby zmény byly spise formalniho charakteru
bez velkych uprav. Nové je v této casti pridana modifikace, kterda v aktudlni fazi neni
nutnd, ale jeji vyznam se projevi pri opakovani vypocti v ramci scénarového pristupu
(viz kap. 4.3.2). Tato modifikace je zaloZena na doplnujicich nezapornych proménnych
h;r, které slouzi k navysSeni kapacity hrany. To je v nékterych pripadech nutné, aby
existovalo Teseni, jak je konkrétnéji vysveétleno v kap. 4.3.2. Zasadou je, ze k navyseni
kapacity ma dochézet pouze v pripadé, Ze neexistuje zadna dostupna cesta od producenta

ke zpracovateli, proto je vyuziti této moznosti zatizeno vysokou penalizaci.

Model 1 - minimalizace vzdalenosti

V této ¢asti textu je upraven matematicky model z kap. 4.2.1, ktery minimalizuje vzda-
lenost prepravy odpadu. Tento model je jako jediny potieba modifikovat vice. Intuitivné

by uprava tcelové funkce (4.2.1) méla vypadat nésledovné:

min Y > g(d;) ( > :Eipj> . (4.3.1)

iel j=1 p€{a,b,c}

To 1ze interpretovat jako celkové naklady na transport odpadu sectené pro vsechny produ-
centy z mnoziny I. V pripadé, Ze se optimalizuji toky odpadu od vsech producentti v tloze
(tj. I = O), pak musi platit, Ze je vyuzita kazda hrana na svoji plnou kapacitu, aby byly
splnény vSechny podminky (kromé ojedinélého pripadu, kdy hrany tvoii cyklus. V takovém
pripadé neni vyuzita zadna hrana cyklu, ale princip zustava stejny). To znamend, ze plati
rovnost:
M M

> > 9(dy) ( > %pj) = g(d)) ( > tpj) -

i€0 j=1 pe{a,b,c} Jj=1 p€{ab,c}
Problémem je, Ze prava strana je konstantni a v dusledku toho je tedy nepodstatné, jakych
hodnot proménné x;,; nabyvaji za piedpokladu, Ze splni vSechny podminky modelu. Proto
neddva smysl ti¢elovou funkei (4.3.1) minimalizovat. A tedy takovy model nepfinsi Zzadnou

uziteénou informaci.

47



7 tohoto duavodu je tfeba najit jiny zpusob, jak zanést do modelu informaci o délce
transportu mezi producentem a zpracovatelem. Jako nejvhodnéjsi varianta se nabizi zkom-
binovani miniméalni vzdéalenosti a minimalniho poc¢tu hran.

Takovy model optimalizujici toky od producenti z mnoziny {iy, s, ...,in} =1 C O je

formulovan nasledovné:

M
min fi+ Y VhS (4.3.2)
j=1
M
A= "9d) | D bis
iel j=1 pe{a,b,c}
M
za, podminek Spi + Z Qijxipj — Xz'pi =0, Vi eI, Vp e {a, b, C}, (433)
j=1
M
> Qujwipg — Xipe =0, Vi€ I,Vp € {a,b,c}Vk € O\ {i},(4.3.4)
j=1
tpj < Tipjs Vi eI, Vp e {a, C},Vj e J;, (4.3.5)
0 < Ty, VieI,Vpe{a,ch,Vie H\J;, (4.3.6)
0 < 2, VieI,Vje H, (4.3.7)
o> wi < Y, ty+hlNiedr, (4.3.8)
i€l pe{a,b,c} pe{a,b,c}
DD mipy <ty +h], Vje H\ Jp, (4.3.9)
i€l pe{a,b,c}
0 < Xipk, Vie I,Vp € {a,b,c},VE €O, (4.3.10)
S0 Xipr < 2, Vk € O, (4.3.11)
1€l pe{a,b,c}
0<hf, Vj e H, (4.3.12)
Tipj < W(Sipj) Vie l,Vp e {a, b, C},Vj € H, (4313)
dipj € {0, 1}, Vie I,Vp €{a,b,c},Vje H (4.3.14)

Ucelova funkce (4.3.2) obsahuje soucet dvou clent. Prvni ¢len vyjadiuje ndklady
na transport odpadu secteny pro producenty z mnoziny I, pricemz cena transportu je
urcena funkei g(d;) (definovanou viz kap. 4.2.1), kterd zavisi na délce hrany. Na rozdil
od ucelové funkce (4.3.1) zde neni dilezité, jaké mnozstvi odpadu je po hrané prevezeno.
Minimalizace tohoto ¢lenu zpiisobi, ze model hleda feseni tak, aby bylo vyuzito co nejméné
hran u kazdého toku odpadu. Zaroven vSechny hrany nejsou rovnocenné, nejvyhodné;jsi
je vyuzivat (i nékolika producenty najednou) kratké hrany. Druhy ¢len se tyka navyseni
kapacity hrany s penalizaci V', kde V' je velké kladné ¢islo.

Podminky (4.3.3) a (4.3.4) jsou obdobami podminek (4.2.2) a (4.2.3), které zajistuji
rovnovahu a névaznost predavek v uzlech. Podobné podminka (4.3.5) vynucujici prvni
transport u odpadu typu A a C je nezménéna oproti podm. (4.2.4). Nezdpornost trans-

portovaného mnozstvi odpadu je dale zajisténa podminkami (4.3.6) a (4.3.7). Nerovnice
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(4.3.8) a (4.3.9) jsou obdoby podminek (4.2.7) a (4.2.8) s pridanou moznosti navyseni
kapacity pomoci proménné hj. V této souvislosti mnozinou J; je myslena mnozina ta-
kovych hran, které vychazi z libovolného uzlu patfictho do mnoziny I (tj. J; = {j € H|
;i = —1 proalespon jedno:¢ € I}). Podminky (4.3.10) a (4.3.11) ovliviuji vysi
zpracovani. Omezeni (4.3.12) zajistuje nezdpornost proménné h;“ a (4.3.13) zavislost
mezi x;,; a proménnymi d,,;, které jsou binarni, coz vyjadiuje (4.3.14). W je stejné jako

v pripadé (4.2.12) velké nezaporné ¢islo.

Model 2 - minimalizace poctu hran

Druhym modelem je obdoba modelu definovaného v kapitole 4.2.2; ktery minimalizuje
pocet pouzitych hran. Protoze predchozi model vychazi ze stejného principu, jediny rozdil
je v ucelové funkci.

Na rozdil od modelu 1 v tomto pripadé nezalezi na délce hrany. VSechny hrany si jsou

z hlediska ucelové funkce rovnocenné. V ucelové funkei (4.3.2) je f; nahrazeno

=23 > 6y, (4.3.15)

i€l j=1pe{a,b,c}

omezeni (4.3.3)—(4.3.14) zustavaji stejna.

Model 3 - minimalizace poc¢tu mist zpracovani

Treti matematicky model je zaloZzen na minimalizaci poc¢tu mist, ve kterych je odpad
zpracovan. Obdobné jako v pripadé optimalizace toku od jednoho producenta v kap. 4.2.3
k definovani tohoto modelu sta¢i modifikovat néktera omezeni a tcelovou funkci modelu
minimalizujiciho pocet hran. Vychazi se tedy z modelu 1, kde prvni ¢len uicelové funkce f;

v (4.3.2) je nahrazen

f5=20"> ipks (4.3.16)

i€l k=1 pe{a,b,c}
podminky (4.3.3)—(4.3.12) zUstavaji stejné a omezeni (4.3.13) a (4.3.14) jsou modifiko-

vany:

Xipw < Wgn, Vi€ 1,¥p € {a,b,c},Vk € O, (4.3.17)
Yipk € {0,1}, Vi€ I,Vp € {a,b,c},Vk € O. (4.3.18)

Model 4 - kombinace modelii 1, 2 a 3

Stejné jako v pripadé jednoho producenta v kap. 4.2.4 jsou definovany i modely
kombinujici icelové funkce zminéné v této kapitole. Vyuzije se stejny pristup, tedy novou
ucelovou funkci je jejich linedrni kombinace, pricemz vahy jednotlivych funkei jsou nasta-
veny na prevracené optimalni hodnoty téchto funkei. Zadna z tcelovych funkei diky tomu

neni dominantni.
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Postup je néasledovny:

1. Vyreseni modelu 1 — f; = optimalni hodnota funkce f;
2. VyftesSeni modelu 2 — f; = optimalni hodnota funkce f;
3. Vyfeseni modelu 3 — f; = optimalni hodnota funkce fs3

4. Vyteseni modelu 4:

h R
min 4= 4+ =+ > VAl
TR

za podminek (4.3.3)—(4.3.14) a (4.3.17), (4.3.18),

kde f; je definovano viz (4.3.2), fo viz (4.3.15) a f3 viz (4.3.16).

Model 5 - kombinace modelii 1 a 3

Model 4 kombinuje minimalizaci délky transportu, poc¢tu hran a mist zpracovani, t;j.
modely 1, 2 a 3. Ovsem model 1 je zalozen nejen na principu minimalni vzdalenosti, ale
¢astecéné i na minimalnim poc¢tu pouzitych hran. Je tedy otazka, zda neni ¢len fy v icelové
funkci modelu 4 nadbytecny. Proto posledni model, ktery je v této casti formulovan, je
kombinaci pouze modeli 1 a 3.

Postup feseni modelu 5:

1. VyfeSeni modelu 1 — f; = optimélni hodnota funkce f;

2. Vyfeseni modelu 3 — f; = optimalni hodnota funkce fs3

3. VyTeseni modelu 5:

: fl f3 M +
min —*+7+2th
fl f3 7j=1

za podminek (4.3.3)—(4.3.14) a (4.3.17), (4.3.18),

kde f; je definovano viz (4.3.2) a f3 viz (4.3.16).
V kapitole 5 je uvedeno porovnani modeli, ze kterého je mimo jiné mozné posoudit,

zda je vhodnéjsi model 4 nebo 5.

Zavedeni variant

Stejné jako v kapitolach 4.2.2 a 4.2.3 byly u modelt 1 az 5 zavedeny dvé varianty
podle toho, jestli tok odpadu vSech typt je povazovan za jeden tok (varianta 1 — v1),
nebo je délen na tii toky dle typu A, B nebo C (varianta 2 — v2). Tak, jak jsou modely
formulovany, je uvazovana varianta 2. PTi uvazovani varianty 1 ztstavaji modely stejné

az na ucelové funkce a omezeni, ve kterych se objevuje proménné d;,; nebo 7;p,. Tyto
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proménné se nahradi novymi proménnymi d;;, piip. vz, které nezavisi na indexu uréujicim
typ odpadu. Zmény jsou obdobné, jako bylo uvedeno v kap. 4.2.2 a 4.2.3, proto je neni
zde treba uvadét znovu.

Vliv uvazované varianty je dobte vidét na obr. 4.5 a 4.6, na kterych je zobrazeno feSeni
testovaci ulohy 1 zadané obr. 4.1 pri optimalizaci tokii od vSech producentii najednou
modelem 3 s uvazovanou variantou 1 a 2. Rozdil v ziskaném feSeni je zptisoben uvazo-
vanou variantou. Zatimco pri uvazovani varianty 1 je na obrazku 4.5 tok odpadu typu A
vyprodukovany v Obci 2 rozdélen v Obci 6, coz zptisobi, Ze na hrané mezi Obci 6 a Obci 10
je prevazen odpad typu A a zaroven odpad typu C ze stejného uzlu. V piipadé pouziti
varianty 2 jsou toky odpadu rozdilnych typt od Obce 2 prevazeny po riznych hranach,
jak je vidét na obrazku 4.6. Rozdil je zptisoben tim, ze v pripadé uvazovani varianty 1
jsou z pohledu tcelové funkce obé feseni ekvivalentni. V porovnani se skutecnym resenim
na obr. 4.2 jsou obé nalezena reseni odlisna, ovsem z pohledu pouzitych tcelovych funkci

jsou se spravnym fesenim ekvivalentni. To neplati pfi uvazovani varianty 2.

Obec 2

O Obce produkce

= Transport odpadu typu A

...... Transport odpadu typu C

Obec 9 —Pg Zpracovani v obci

Obr. 4.5: Regeni testovaci tlohy 1 ziskany p¥i uvazovan{ varianty 1.
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Obec 4
Obec 6

Obec 2

O Obce produkce

— Transport odpadu typu A
...... Transport odpadu typu C

Obec 9 —Pg Zpracovani v obci

Obr. 4.6: Reseni testovaci tilohy 1 ziskany pii uvazovani varianty 2.

4.3.2 Scénarovy pristup

Jak bylo vyse zminéno, jeden zpiisob, jak ziskat toky od vSech producenti, je vyfesit
vyse zminéné modely pro vsechny producenty najednou, tj. I = O. Ovsem tento postup
je na rozsahlych tlohach casové i vypocetné narocny. V nékterych pripadech dochazi
k vyCerpani vypocetni paméti a ilohu nelze vytesit. Proto je zvolen tzv. scénarovy pristup,
pri kterém je najednou feseno pouze urcita skupina producenti. Poté je tloha upravena
tak, ze nalezené toky jsou ,vyjmuty“ a tloha je zmensena. Tento postup je opakovan,
dokud nejsou rekonstruovany vsechny toky odpadu.

Problémem tohoto pfistupu je, Ze toky ur¢ené matematickymi modely jsou ovlivnény
poradim, ve kterém jsou skupiny optimalizovany. Je-li tok fesen v prvni skupiné a ma-li
uloha feseni, je ziskany tok skuteéné optimalni s ohledem na tcelovou funkci. Ovsem je-li
stejny tok optimalizovan v posledni skupiné, jeho feseni je silné zavislé na jiz provedené
optimalizaci ostatnich toki. Vysledek je tedy obecné horsi nez v pripadé, kdy je tok opti-
malizovan jako prvni. Z toho plyne, ze vysledek zavisi na poradi skupin producenti, coz je
obecné nezadouci. Vyhodné to je pouze v pripadé, kdy je znamo, ze néktery z producentt

ma prednost. Potom je vhodné jej zaradit mezi prvni optimalizované. Ve vétsiné pripadt
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je ale snaha, aby tato zavislost byla minimalizovana. Toho lze docilit tim, Ze vypocet
je nékolikrat opakovan, pricemz prislusenstvi producenttt do skupin pri optimalizaci urci
jejich ndahodna permutace, kterd je pti kazdém opakovani nové vygenerovana.

Cely algoritmus je schématicky zobrazen na obr. 4.7, kde R je zvoleny pocet opakovani
a q je pocet optimalizovanych tokl naraz. Poznamka ke schématu na obr. 4.7: pokud plati
mq+q > N, pak I ={P,,+1, Pngs2, -, PN}

Jak bylo vyse popsano, algoritmus obsahuje dva cykly. Vnitini cyklus hleda toky od
vsech producentii. Nejprve bylo urc¢eno jejich poradi nahodnou permutaci, podle kterého
byli zatazeni do skupiny . Dale byl feSen model pro ¢ producentii ze skupiny I najednou.
V kazdém béhu po optimalizaci bylo nutné snizit kapacity hran ¢,; podle toho, jak byly
hrany vyuzity. To zajistilo, ze na konci cyklu nebyl soucet transportovaného odpadu od
vsech producentit vyssi nez zadana kapacita na hrané. Obdobné byly aktualizovany také
kapacity zpracovani zj;. Kapacity ¢,; a t.; nebylo nutné aktualizovat, protoze v cyklu byly
vyuzity vzdy pouze jednou a to v okamziku, kdy byl optimalizovan tok odpadu z uzlu,
odkud hrana vychézi.

Prave kvili prabéznému snizovani kapacity hran je nutné definovat v modelu promén-
nou h;r, diky niz lze kapacitu hrany navysit. Pokud by tato moznost nebyla, mohlo by
se stat, ze uloha nema teseni. To by nastalo v pripadé, kdy neexistuje zadna cesta od
producenta ke zpracovatelim s volnou kapacitou pro zpracovani, protoze hrany byly plné
vyuzité pti transportu odpadu od jinych producentt v ramci predchozi optimalizace a tim
blokuji vSechny potencionalni cesty.

Vnéjsi cyklus algoritmu znac¢i opakovani celé procedury R-krat, pricemz ¢islo R je
vhodné zvolit dostatecné velké, aby vysledky byly relevantni. Vzhledem k tomu, ze vystu-
pem celého algoritmu je R vysledkt pro kazdou hranu, dalsim krokem je jejich vyhodno-

ceni.
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forr = 1:R

v

vytvoreni permutace vSech producentt:
P[1],P[2], ..., P[N]

v

m=0

Y

while mg < N

A

v

obce optimalizované naraz:

[ = {P[mq + 1], P[mq + 2], ..., P[mq + q]}

v

1) optimalizace tokl od producentt [:
FeSeni matematického modelu
(viz modely 1,2,3,4a 5)

Y
2) ziskani reSenti:

* £ 3
Xipj» Xipj

\

3) aktualizace parametrt:

=D Dot I
Y p€efa,b,c} =0 €] p€efa,b,c} Y proJ !

t-=t-—z Z o roj € H\]J,
bi bj iEl-]1 p€{a,b,c} 2y proJ \]I
Zk:zk—z. Z Xt prok € 0O,
i€l pe{a,b,c}
y
m=m-+1

Obr. 4.7: Schéma algoritmu scénatrového pristupu
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4.3.3 Model na rekonstrukci tokii odpadu
Charakter vysledkl scénari

Pristup k urceni findlniho feSeni zavisi na charakteru vysledkii scénaii. Proto jsou
vysledky scénait nejprve zbézné zkoumany ze statistického hlediska. Pouzivané statistické
pojmy jsou definovany napt. v [65], [66] nebo [57]. K urceni charakteru vysledki je vhodné
napt. vykreslit jejich histogram. Prvni priklad, jak muze vypadat histogram vysledkt
jedné konkrétni proménné (x7,,) ovlivnéné poradim optimalizace toku, je zobrazen na
obrazku 4.8. Je evidentni, Ze vsechny vysledky jsou v tzkém intervalu bez ohledu na
poradi optimalizace. Pri bliz§im prozkoumani bylo zjisténo, ze vysledek vysel ve vSech
pripadech 88,314 t pro R = 500. To znamena, ze vysledek nezavisel na poradi a tudiz lze

prohlasit, ze s vysokou pravdépodobnosti je spravny vysledek pravé 88,314 t.

300

450

400

350

300

250
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88 88.2 88.4 88.6 B88.8 89

hodnota X;a? [t]

Obr. 4.8: Histogramu vysledki (z7,,) pfi pouziti modelu 2 (v2) (¢ = 3, R = 100)

Tento ptipad, kdy je vysledek stejny bez ohledu na poradi, je idealni a neni nutné jej
dale vyhodnocovat.

Oproti tomu vyhodnotit vysledky proménné z7 ¢ na hrané 8 je slozitéjsi. Na této hrané
vysel ve 284 pripadech nulovy tok, ovsem pro 43 pripadi bylo z7,s = 79,027 t a ve 173
piipadech z],s = 88,314 t. Na této hrané je tedy nutné rozhodnout, ktery z vysledku je
vhodné vybrat jako finalni.

Z histogramu na obr. 4.9 je jasné, ze vysledky nemaji normalni rozdéleni. To potvrzuje
také Kolmogoroviiv—Smirnoviuv test, ktery zamitl, ze vysledky pochazi z norméalniho
rozdéleni na hladiné vyznamnosti 0,05 (p-hodnota < 0, 05).
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Obr. 4.9: Druhy priklad histogramu vysledkt (z7,¢) pti pouziti modelu 2 (v2)
(¢ =3, R = 100)

Déle je zajimavé prozkoumat, jestli vysledek souvisi s poradim, ve kterém byl tok
producenta 1 optimalizovan. Skutecné Spearmanuv koeficient korelace vysel 0,6743 a ne-
zévislost byla na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitnuta (p-hodnota < 0, 05). Zavislost mezi
poradim a vysledkem lze pozorovat i na obrazku 4.10, kde je zobrazeno v procentech, jaké
vysly vysledky vzhledem k potradi optimalizace. V pripadech, kdy uzel byl optimalizovan
v prvnich skupinach, v naprosté vétsiné vysel na hrané nulovy tok. Zatimco pri optima-
lizaci v poslednich skupinach byl na hrané zpravidla nenulovy tok.

Vysledky x!

la8
100

[] [
[ 0,000 t
90 079,027 t| A
I s5,314 t
80 1

70
50
50

40

pocet vyskytd [%]
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1 2 3 4 5 5 7 g8 =] 10
poradi optimalizace

Obr. 4.10: Procento vyskyti vysledkl proménné z7 ¢ v zavislosti na poradi optimalizace
toku od producenta 1 (¢ = 3, R = 100)

Obecné témér v kazdém pripadé obsahuje mnozina vysledki na jedné hrané pouze

nckolik hodnot (viz obr. 4.8 a 4.9). Kolmogoroviv-Smirnoviv test normality byl pouzit
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na vysledky vSech hran pro vSechny toky testovaci tlohy 1 a ve vsech pripadech byla nulova
hypotéza zamitnuta. Z toho Ize usoudit, Ze obecné nelze predpokladat, ze vysledky pochéazi
z normalniho rozdéleni. Nelze tedy k jejich vyhodnoceni vyuzit konfidenc¢ni intervaly
s pouzitim Studentova rozdéleni. Naopak predchozi zjiSténi nasvédcéuji tomu, ze vysledky
pochéazi z néjakého diskrétniho rozdéleni. Vzhledem k tomu, Ze cilem je vybrat jedno

findlni Teseni, je vhodnéjsi zvolit jiny, nez cisté statisticky pristup.

Finalni model

Lze vyuzit toho, ze na findlni vysledek je kladen pozadavek splnéni podminek toku
v siti, které jsou definovény jako omezeni (4.3.3) — (4.3.11) dilé¢ich modelu. Misto statis-
tického vyhodnoceni scénait se vytvori optimalizacni model, ktery tato omezeni vyuzije.
Hlavni myslenkou volby tcelové funkce je, ze mnozinu vysledki scénait na jedné hrané lze
povazovat za kandidaty na feseni. Pricemz vysledek s vétsi cetnosti je vice pravdépodobny.
Cilem tedy je najit takové reseni, které je co nejblize medianu kandidath a zaroven spliuje
omezeni (4.3.3) — (4.3.11). Takovy model lze definovat nasledovné:

N M R
min 3, > 3>
i=1 pe{a,b,c} j=1r=1

za podminek (4.3.3)—(4.3.11),

,
Lipj — xim"

kde I = O (tj. vSechny toky jsou optimalizovany najednou) a nerovnice (4.3.8) a (4.3.9)

lze hromadné zapsat ve tvaru

N
YooY wipy <Y by, VjeH (4.3.19)

Jednd se o minimalizaci vzdalenosti findlniho feseni od jednotlivych kandidata (ozna-
T
ipj
novana tucelova funkce zaridi, aby Teseni bylo blizko medianu. Problém je, zZe tato funkce

¢enych xf .) v souc¢tové (manhattanské) normé definované v kap. 3.2.1. Pravé takto defi-
neni kvili absolutni hodnoté linearni, takze i prestoze vSechna omezeni jsou linedrni,
nejedna se o tlohu linedrniho programovani. Je mozné ovsem vyuzit substituci stejné jako
v prikladu regrese v souctové normeé v kap. 3.2.1, diky niz se lze zbavit absolutni hodnoty.
K tomu je tieba definovat novou proménnou A;,;, kterd oznacuje rozdil mezi kandidatem

a findlnim freSenim.
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Linearizovany finalni model pro rekonstrukei toki odpadu tedy bude:

min > Y D D Ay, (4.3.20)

i=1pefab,c} j=17=1

za podminek (4.3.3)—(4.3.7), (4.3.19), (4.3.10)—(4.3.11),

Aipj < T35 — Tipjs Vi e O,Vp € {a,b,c},Vj € H,
(4.3.21)
- (xfpj — Tipj) < Aipj, Vi e O,Vp € {a,b,c},Vj € H,
(4.3.22)
0 < Ay, Vi e O,Vp € {a,b,c},¥Vj € H.
(4.3.23)

Nevyhodou této substituce je pfidani novych proménnych A;,; do modelu, coz rozsituje
tlohu o 3N M proménnych. Navic se model rozsifi o omezeni (4.3.21), (4.3.22) a (4.3.23).

V tcelové funkci lze pouzit i jinou metriku k vypocitani vzdalenosti findlniho feSeni
od kandidatnich vysledkt. V pripadé Euklidovské metriky by feseni inklinovalo ke stfedni
hodnoté kandidati. Ovsem to neni prilis zadouci, protoze kandidatni reseni se od sebe
mohou velmi lisit (viz histogram na obr. 4.9) a stfedni hodnota by v takovych piipadech
byla vyrazné vzdalend od vsech kandidatnich feseni. Napriklad stfedni hodnota pro kan-
didatni feseni zobrazenych v histogramu na obr. 4.9 je 37,3530 t, coz neni prilis blizko ani
k jednomu z kandidati. Proto hledat findlni feseni blizké stfedni hodnoté kandidati neni

v tomto pripadé vhodné a tento pristup neni dale uvazovan.

4.3.4 Porovnavaci kritéria

Aby bylo mozné jednotlivé diléi modely porovnat a vyhodnotit vysledky finalniho mo-
delu, je nejprve nutné definovat vhodna porovnavaci kritéria. Prvnim zvolenym kritériem
je obdoba 0-1 ztratové funkce (kterd se ¢asto pouziva ve statistice napf. k vyhodnoceni
klasifikace). Pro optimdlni feseni z},; ziskané finalnim modelem (4.3.20) az (4.3.23) a za-

dané skutecné reseni Z;,; je definovdno

L(x,x* Z > ZI Bipj, T5,5), kde
BNMZ 1 pe{a,b,c} j=1 PJ
0 pro &y # i,
I(fv;pj, x?pj) _ p ] # Dj

L pro Ziy; = x7,;.

V pripadé, ze vsechny toky urc¢ené modelem odpovidaji skutecnym toktm, pak je L = 1.
Pokud se ani jeden vysledek neshoduje se zadanym feSenim, pak je L = 0. Vyssi hodnota

L tedy znadci lepsi vysledek.
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Kritérium L je relativné prisné, proto lze uvazovat i jeho mirnéjsi podobu

L(x,x* Z Z ZI Zipj, x5 ), kde
3NM =1 pe{a,b,c} j=1 m
- i} 0 pro sgn(&;y;) # sgn(xf,.),
I(xipjvxipj) = H »

1 pro sgn(Z;,;) = sgn(x Zm)

V tomto pripadé nejsou srovnavany konkrétni hodnoty vysledki, ale pouze zda je tok
odpadu na hrané nulovy ¢i ne. Toto kritérium je zajimavé hlavné v porovnéani s krité-
riem L, pFicemz vzdy plati L < L. Pokud jsou jejich hodnoty podobné, znamena to,
ze modelem nespravné urcené toky odpadu jsou posilany po jinych hranach, nez by meély
byt. V ptripadé, Ze jsou toky odpadu posilany po stejnych hranach a pouze se lisi mnozstvi
poslaného odpadu, pak je L (na rozdil od L) rovno 1.

Aby informace o rozdilech mezi skutecnym a ziskanym fesenim byla kompletni, jsou
pouzita také kritéria, ktera tuto odchylku kvantifikuji. Prvnim takovym kritériem je

stfedni absolutni chyba MAE (z anglického Mean Absolute Error), ktera je definovana

MAE = m Z Z Z ’xlp] i‘zpj|

i=1 pe{a,b,c} j=1

Toto kritérium lze interpretovat, jako primérny rozdil mezi ziskanym a skuteénym fe-
senim v absolutni hodnoté. Nevyhoda MAE je, ze zavisi na uvazované skale. V ramci
problému feseném v této praci to tedy znamena, ze MAE budou vice ovliviiovat toky
odpadu od producentit s velkou produkci. Proto jsou rozdily ve vysledcich hodnoceny
i dalsim kritériem, kterym je symetricka stfedni absolutni procentualni chyba SMAPE
(z anglického Symmetric Mean Absolute Percentage Error):
100 & Tipi — Tipj

SMAPE = o 005" S 21

i=1 pef{a,b,c} j=1 2 |x’bpj|+|xlpj|)

[%].

SMAPE predstavuje procentudlni prumérnou chybu v absolutni hodnoté, ktera je podé-
lena primérnou hodnotou mezi ziskanym a skute¢nym resenim. Pokud jsou tedy vysledky
ipj» nebo Z;,; nulovd, pak SMAPE

nabyva maximalni hodnoty 200 %. SMAPE neni zavrsly na skale, ale problém nastava

Vv

stejné, pak je jeho hodnota 0 %. Je-li nékterd z hodnot 7

pro takove hodnoty nelze toto kritérium spocitat. Tento problém lze vytesit vynechanim
takovych vysledku, popfipadé pro né lze nastavit chybu na 0 %. Dal${ nevyhodou SMAPE
je, ze pro malé hodnoty z7,;
by pii evaluaci nalezenych toki odpadu nemél nastat, protoze mnozstvi transportovaného

a Zip; je toto kritérium nestabilni. Nicméné tento problém

odpadu na hraniach nebyvad mensi nez 1 t. Ze vzorci MAE a SMAPE vyplyva, ze je
zadouci, aby jejich hodnoty byly co nejmensi.

Existuje velké mnozstvi metrik a kritérii na srovnavani ziskanych vysledki se sku-
tecnymi hodnotami. Zminénd kritéria byla zvolena, protoze jejich hodnoty jsou snadno

interpretovatelné a jejich kombinace vysledky komplexné popisuje.
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5 Testovani modelu

Vzhledem k tomu, ze u redlnych dat neni k dispozici informace o skutecnych tocich
odpadu, nelze je pouzit pro vyhodnoceni vytvorenych modeli. Proto je vyhodnoceni
vysledkt provedeno na datech testovacich tloh. Aby byly vysledky relevantni, testovaci
ulohy by mély odrazet skutecna data. Proto pfi jejich generovani byly hodnoty parametrt
(viz tab. 4.1) zaloZené na redlnych datech z OH CR. Parametry byly navic upraveny
tak, aby se v tuloze vyskytovalo 100 uzli. I prestoze redlnd uloha rekonstrukce toki
odpadu v CR obsahuje nékolik tisic uzld, byl zvolen mensi pocet, aby byla piijatelna
casova naroc¢nost s ohledem na nutnost opakovani vypoc¢tu pro nékolik vygenerovanych

testovacich tloh. Pouzité hodnoty parametri jsou uvedeny v tabulce 5.1.

Tab. 5.1: Hodnoty parametrt testovaci tlohy zaloZené na realnych datech z OH CR

Parametr Hodnota

N 100
Ny 89
N 8
N, 3
Ny 90
Np 5
N¢ 10
€ 4
i 0.3
Dr 0.1
Dd 0.15
r 0.075

Kromé urceni kvality vysledki ziskanych postupem navrzenym v této praci (viz schéma
na obr. 5.1) je tfeba odpovédét na nékolik otdzek, které vyvstaly pfi vyvoji modela.

o Ktery z definovanych dil¢ich modeli 1 az 5 je nejvhodnéjsi k rekonstrukei toku

odpadu?

» Kolik toku najednou je nejlepsi optimalizovat (tj. volba ¢)?

 Kolik scénait je tfeba uvazovat (tj. volba R)?

« Ovliviiuje uvazovand varianta modelu (vl nebo v2) spravnost vysledka?

K zodpovézeni téchto otazek poslouzila kritéria definovand v kap. 4.3.4. Z téchto
bovost pri rekonstrukci tokit odpadu. Vypocty byly na jednotlivych testovacich tlohach
nékolikrat opakovany, aby byly k dispozici finalni feSeni ziskané riznymi dil¢imi modely
(modely 1 az 5) pro riazné hodnoty ¢ a R. Testované hodnoty ¢ byly zvoleny tak, aby
vSechny skupiny nardz optimalizovanych toki obsahovaly stejné mnozstvi producenti,
konkrétné ¢ € {5,10,20,50,100}. R bylo voleno z mnoziny {20,50,100} pro ¢ < 100
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a R = 10 pro ¢ = 100. Primérné hodnoty kritérii, které jsou nize prezentované, byly
vypocteny ze ziskanych finalnich a spravnych resenich patnacti testovacich tiloh se 100 uzly
vygenerovanych na zakladé parametri s hodnotami uvedenymi v tab. 5.1. Mnozstvi 15
testovacich uloh bylo zvoleno, protoze konfidenc¢ni intervaly hodnot kritérii se od testovani
na 10 testovacich tlohach témér nelisily. Navic rekonstrukei toki je tfeba opakovat pro
kazdou kombinaci hodnot ¢ a R, vSech dil¢ich modeli pri uvazovani obou variant. Vypocet
pro jednu takovou kombinaci trva nékolik minut, proto neni zadouci provadét testovani

na vice ulohach nez je nutné.

VyreSeni diléiho modelu
(viz kap. 4.3.1)

Modely Varianty

Model 1 ——» Varianta 1
f ~
@R) [ Varianta 2

¥ Model 2 ——» Varianta 1

~

@R) | Varianta 2

Vygenerovani /
testovacich VyreSeni avaci
uloh Model 3 —— Varianta 1 fir):élniho Porkoyr)a!vaCI
g - > ~ ritéria
na zékladé (@R) | Varianta 2 modelu (viz kap. 4.3.4)
parametrd (viz kap. 4.3.3)
(viz kap. 4.1)
\ Model 4 ——» Varianta 1
~
Y (9,R) | Varianta 2

Model 5 Ny Varianta 1
\ (a,R) Varianta 2

Obr. 5.1: Schéma testovani modelt na rekonstrukei toktt odpadi

Pti vypoctu kritéria L tak, jak bylo definovano v kap. 4.3.4, se zjistilo, ze hodnota L je
vyssi nez 0.99 pro vsechny kombinace volenych hodnot s diléimi modely. To znamen4, Ze
vysledky findlntho modelu a spravného feseni se v 99 % nelisi. OvSem je nutné podotknout,
ze vétsinu vysledki tvori nuly, protoze odpad jednotlivych typt od kazdého producenta
nebyva transportovan pres vice nez tfi hrany. Pti blizsim prozkoumani vysledki se ukazalo,
ze findlni model byl schopny v naprosté vétsiné urcit spravné pravé nulové vysledky.
Nicméné pii prozkoumani ostatnich vysledkt se ukazalo, ze mezi nimi byl vyskyt chyb
mnohem castéjsi. OvSsem protoze pomér nenulovych vysledkt vici nulovym je nizky,
nemaji prilis velky vliv na hodnotu kritéria L. Proto jsou dale vSechna kritéria pocitana
pouze z téchto nenulovych hran a navic pouze na hranach, u nichz transport neni vynucen

omezenim (4.3.5). L je tedy upraveno na

1
A,

L()A(, X*) = Z I(jipj’x:pj)a

) EM*
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kde M* = {(i,p,j)|Zip; > 0,i€ 1,2,...,N,p € {a,b,c},j € {1,2,..., N}\ J;} a |[M*| znaci
mohutnost této mnoziny (pocet prvkil). Obdobné se upravila kritéria L, MAE a SMAPE.

Vliv dil¢ich modeli 1 az 5 a zvoleného ¢ na hodnoty kritéria L je zobrazen na obr. 5.2a
véetné 95% intervalu spolehlivosti pro L vytvoreného za pomoci bootstrapu (n = 1000).
Z obrazku vyplyva, ze nejpresnéjsi rekonstrukece tokl byla provedena za pouziti modelu 3,
nasledovaného modelem 5 a dale modelem 4. V kombinaci s ¢ = 50 nebo ¢ = 100 byla
shoda se spravnymi vysledky vice nez 85 % na zkoumanych hrandch, coz je prijatelny
vysledek. Pri pouziti modelt 1 a 2 byla rekonstrukce vyrazné méné presna. Z toho plyne, ze
dani dalsich principt se rekonstrukce tokii odpadu zhorsila. Tento vysledek je prekvapivy,
protoze na zakladé expertniho nazoru bylo ocekavano, ze modely kombinujici vice principt
budou rekonstruovat toky nejlépe. Nicméné pravdépodobné vysvétleni tohoto vysledku lze
najit v charakteru testovaci ilohy. Pti generovani testovaci tilohy neni nijak omezen pocet
mist zpracovani. Mista zpracovani jsou uréena pouze parametrem p, (viz tab. 4.1), coz ale
zpusobuje, ze je velky pocet mist zpracovani a v kazdém misté je zpracovan odpad pouze
od malého poc¢tu producentii. Tedy v budoucim vyzkumu by bylo vhodné pridat omezeni
poc¢tu mist zpracovani jako parametr testovaci tlohy, aby testovaci data vice odpovidala
realné situaci. Pti srovnani modeli z hlediska ¢asové nadroc¢nosti vychazi nejhtite model 4
a poté model 5 (viz obr. 5.2b). Tento vysledek je ocekavatelny, vzhledem k tomu, ze pii
reseni téchto modeli je nejprve tfeba najit vahy pro linearni kombinaci. A tedy pred
jejich samotnym fesenim se nejprve pocitaji diléi modely 1 a 3, piip. 2. Stejné trendy jsou

pozorovatelné i na obr. 5.3a a 5.3b.

6
08
5
0.6 q 4 q
. 5 = . 5
-~ = 10 E 5 = 10
0.4 . 25 - = 25
50 2 50
0.2 s 100 s 100
00 0 AR
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
model model
(a) Kritérium L (b) Casovéa naro¢nost

Obr. 5.2: Vykresleni vlivu dil¢ich modeli a parametru ¢ na kritérium L a casovou

narocnost
Co se tyce volby ¢, tj. poctu toki odpadu, které se optimalizuji zaroven, z obr. 5.2a

a 5.4a vyplyva, ze obecné pii vyssim ¢ bylo dosazeno lepsich vysledki. Pro ¢ = 50

a ¢ = 100 (tj. optimalizace vsech toku zaroven) je procento spravnych vysledki v podstaté
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totozné. Pti zvoleni nizkého ¢ nalezené toky vice zavisi na poradi skupin, ve kterych byly
optimalizovany, proto presnost rekonstrukce je nizsi. Navic u nizké hodnoty parametru g
v nékterych pripadech doslo k tomu, ze diléi model nemél pro urcité scénare (tj. pro
konkrétni slozeni skupin toki optimalizovanych najednou) feSeni. V téchto pripadech
i pres pridani proménné h;“ do modeli doslo k tomu, Ze jiz provedend optimalizace
predchozich skupin tokti omezila moznosti zbylych tokt natolik, zZe neexistovalo pripustné
feseni. Tyto pripady byly ojedinélé, proto byly problémové scénate pti optimalizaci dil¢iho
modelu nahrazeny jinymi (bezproblémovymi) scénaii. Nicméné v budoucim vyvoji diléiho
modelu by bylo vhodné tyto pripady vyTesit sofistikovanéjsim zpisobem.

Na druhou stranu pii volbé ¢ je tfeba brat v tvahu casovou narocnost, ktera je
vykreslena na obr. 5.2b a 5.4b. Pro ¢ = 5 je nejvyssi, coz je zplusobeno vypoctem
malé ilohy pro velky pocet skupin, pravé toto opakované pocitani malého modelu je
¢asové narocné. Vyssi casova narocnost vypocti pro ¢ = 50 ma opacny divod. V tomto
pripadé jsou pouze dvé skupiny, ovsem obé obsahuji 50 producentt a tedy rozsah tlohy
je vyrazné vyssi. Pro jesté vyssi g se da predpokladat, ze by casova narocnost vyrazné
narustala a tedy predcila i délku vypoctu pro ¢ = 5. Duvodem, pro¢ délka vypoctu
pro ¢ = 100 je vyrazné nizsi, je nizky pocet uvazovanych scénaiu (R = 10). Pocet
scénait R byl takto zvolen, protoze pii optimalizovani vSech tokti najednou by méla
byt optimalni hodnota ucelové funkce unikatni. Avsak reseni muze byt nejednoznacné,
proto je vypocet opakovan desetkrat s riznymi startovacimi hodnotami. Tento pripad
neni relevantni pro hodnoceni R, proto neni uveden na obr. 5.3a a 5.3b. Zavér, Ze je
nejefektivnéjsi optimalizovat vSechny toky najednou a viibec nepouzivat scénarovy pristup
s findlnim modelem, by byl ovSem nespravny. Toto plati pouze pro malé tlohy, jako jsou
testovaci ulohy, které obsahuji pouze 100 uzli, diky c¢emuz vypocet neni prilis dlouhy.
Ovsem realna tloha muze obsahovat i nékolik tisic uzli, tedy poc¢et proménnych a omezeni

by byl velmi vysoky a ¢asova naroc¢nost nepftijatelna.
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Obr. 5.3: Vykresleni vlivu dil¢ich modeld a parametru R na kritérium L a casovou

narocnost

Ze sloupcovych grafi na obr. 5.3a a 5.4a lze vyvodit, Ze pocet scénaiti nema statisticky
vyznamny vliv na hodnotu L, protoZe se 95% intervaly spolehlivosti pro ruzné hodnoty R
prekryvaji. Na druhou stranu R vyrazné ovliviiuje rychlost vypoctu, jak je vidét na obr.
5.3b a 5.4b. S poc¢tem scénart priblizné linearné nartista casova naroc¢nost. To je zptisobeno

tim, ze kazdy scénar znamend jedno opakovani rekonstrukce vsech toku dil¢im modelem.
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5
07
06 4
05 R R
= 10 £
— 04 .E. mm 10
- 20 = == 20
03 = 50 2 = 50
100
02 100
1
ol ol gl g
0.0 0
5 10 25 50 100 5 10 25 50 100
q q
(a) Kritérium L (b) Casovéa naroénost

Obr. 5.4: Vykresleni vlivu parametri ¢ a R na kritérium L a ¢asovou naroc¢nost

Déle je tteba urcit vliv varianty na kritérium L. Z obr. 5.5a lze usoudit, Ze uvazovana
varianta na jeho hodnotu vliv nemé. Z ¢asového hlediska je vyhodnéjsi pouzit variantu 2
(viz obr. 5.5b), coz je pravdépodobné zpusobeno lépe optimalizovanym kodem. Dle expert-
niho néazoru realité vice odpovida varianta 1, tedy pro uzly je vyhodnéjsi posilat odpad
riznych typt po stejnych hranach. Z tohoto divodu je vhodné;jsi v ramci této prace vybrat

jako finalni variantu 1.

64



0.8

0.7 6
06 5
05 model 4 model
04 il = . 10
' =2  E3 = 20
03 3 - mm 30
_— 4 2 = 40
02 . 5 == 50
0.0 0
1 2 1.0 20
varianta varianta
(a) Kritérium L (b) Casova naroc¢nost

Obr. 5.5: Vykresleni vlivu zvolené varianty a dil¢iho vlivu na kritérium L a ¢asovou

narocnost

Protoze presnost vysledkii nejvice ovliviiuje volba dilé¢tho modelu a parametr ¢, jsou
hodnoty ostatnich kritérii zobrazeny pouze na jejich zavislosti. Primérné hodnoty kritéria
L jsou téméf o 20 % vySsi nez pro L, viz obr. 5.6. To znamens, Ze ¢asto se nalezend
feseni neshoduji v transportovaném mnozstvi, ale shoduji se ve vybéru hran pouzitych
k transportu. Také trendy jsou velmi podobné, az na ¢ = 100, které v porovnani s ¢ = 50

nevykazuje tak vysoké hodnoty L.
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Obr. 5.6: Vykresleni vlivu dil¢ich modelf a parametru ¢ na kritérium L

Pramérné hodnoty kritérii MAE a SMAPE jsou vykresleny na obr. 5.7a, resp. 5.7b.

Trendy jsou opacné nez u kritéria L, coz je zadouci, protoze nejlepsi vysledky znaci nizké
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hodnoty. Na rozdil od L je hodnota MAE mirné lepsi pro model 5 (oproti modelu 3), ovsem
u kritéria SMAPE je trend opacny. Proto diléi model 3 lze povazovat za nejvhodnéjsi
k rekonstrukci tokt odpadu. Co se tyce vlivu g zavér zustava stejny jako u kritéria L.
Obecné jsou hodnoty MAE a SMAPE relativné nizké. Znamena to, ze v pripadech, kdy

vysledek byl nespravny, rozdil mezi spravnym a ziskanym vysledkem nebyl velmi vyrazny.

20 14
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15 10
q i q
W - 5 w 8 s 5
<10 0 % 10
w25 = O - 25
== 50 4 . 50
0.5 == 100 100
l 2
0.0 0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
model model
(a) Kritérium MAE (b) Kritérium SMAPE

Obr. 5.7: Vykresleni vlivu dil¢ich modeli a parametru ¢ na kritéria MAE a SMAPE

Predchozi zjisténi na zakladé kritérii definovanych v kap. 4.3.4 1ze shrnout nasledovné.

o Nejlepsi rekonstrukce odpadi byla ziskana modelem 3, ovSem miize to byt zaptici-
néno zpusobem generovani testovaci tlohy.

e Pro vyssi g byly ziskany lepsi vysledky, nejlepsi byly konkrétné pro ¢ = 50 a ¢ = 100.

o Pocet scénart R nemé zasadni vliv na spravnost vysledki, ale velmi ovliviiuje
casovou narocnost. Proto je vhodné zvolit nizké R. OvSem je tfeba prihlédnout
na zvolené q a celkovy pocet uzlu v tloze, aby byly vysledky relevantni. Z dil¢ich
analyz doporucuje autorka tohoto textu volit parametr ¢ alespon 50 a parametr R
okolo 20. S ohledem na vypocetni ¢as se doporucuje zvysovat hodnoty parametru q.

o Uvazovana varianta neovliviiuje spravnost reseni. Na zakladé expertniho nazoru je

preferovana varianta 1.
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Zavér

V diplomové préaci byl formulovan pristup na rekonstrukci toki odpadu z dostupnych
dat. Informace o tocich odpadu byla dosud v CR dostupnd pouze na statni drovni.
Pristup navrzeny v diplomové praci umoznuje ziskat tuto informaci na mensich tizemnich
celcich. Coz je podstatné pro identifikovani konkrétnich mist resp. uzli s potencialem
zvyseni efektivity nakladani s odpadem. Zvoleny pristup se sklada ze dvou optimalizacnich
modeli: dil¢iho a findlniho.

V rdmci dilétho modelu je uvazovano, ze odpad je prevazen na co nejkratsi vzdalenosti,
déle Ze je predavan pres co nejmensi pocet uzli a zpracovan v co nejméné uzlech (viz
kap. 1.3). Na zakladé téchto t¥{ principu bylo vytvoreno nékolik verzi dilé¢iho modelu na
hledéni toku odpadu (viz kap. 4.3.1). Prvni tfi verze dilétho modelu uvazuji principy
jednotlivé. Dalsi dvé verze diléitho modelu jsou zalozeny na kombinaci principti. Jedna
se o smisené celociselné programovani a protoze zamérem je mit moznost pouzit modely
na rozsahlé redlné tloze, byl zvolen tzv. scénafovy pristup (popsany v kap. 4.3.2). Ten
spocCiva v postupném teseni dil¢tho modelu pouze pro ¢ast tokt odpadu najednou. Protoze
vysledky zavisi na potradi optimalizace toki, byly vypocty opakovany v rtizném slozeni
a poradi tokt, které predstavuji jednotlivé scénare. Timto postupem byla ziskana kandi-
datni reseni, ktera slouzi jako vstupni data pro findlni model. Findlni model méa linearni
charakter (viz kap. 4.3.3), proto je mozné jej pouzit na rekonstrukei vSech tok zaroven.
Jeho princip spociva v hledani takového teseni, které je blizko medianu kandidatnich
reseni.

Vyvoj a testovani modelt probihalo na malych testovacich tlohach, u kterych bylo
k dispozici spravné reseni. Diky tomu bylo mozné verze dil¢ich modeli na zakladé kritérii
(definovanych v kap. 4.3.4) porovnat a vyhodnotit, ktery z principt dava nejlepsi feseni.
Pti testovani na simulacnich tlohach se 100 uzly, které byly generovany na zékladé
parametrii zvolenych podle realnych dat z OH CR, bylo zji$téno, Ze nejlepsi diléi model byl
zalozen na principu minimalizace po¢tu mist zpracovani odpadu (viz kap. 5). Pri¢emz pri
pouziti tohoto dil¢iho modelu a optimalizaci tok od 50 producent najednou se vysledky
ziskané findlnim modelem shodovaly ve vice nez 85 % se zadanym Fesenim.

Zéveér, ze nejvhodnéjsim diléim modelem je model zalozeny pouze na minimalizaci
poctu mist zpracovani, byl prekvapujici. Divodem je pravdépodobné zpusob generovani
testovacich tloh, pri kterém neni nijak omezen pocet mist zpracovani odpadu. V budoucnu
by bylo vhodné toto omezeni pti generovani testovacich uloh pridat a zjistit, jestli bude
zména v generovani mit vliv na urceni nejvhodnéjsiho diléiho modelu. Dale by se mohly
detailné prozkoumat toky odpadu, které jsou finalnim modelem nespravné urceny. Na
zakladé této analyzy by byly pridany dalsi principy do dil¢iho modelu.

Modely k rekonstrukei toktt odpadu vytvorené v diplomové préaci predstavuji vyznam-
nou ¢ast vypoctového jadra aplikace REVEDATO 2.0. Tato aplikace je vyvijena na UPI
FSI VUT v Brné pod zastitou projektu CEVOOH.
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Seznam symboli a zkratek

CENIA Ceské informaéni agentura Zivotniho prostiedi

CEVOOH Centrum enviromentalniho vyzkumu - odpadové a obéhové hospodarstvi a

enviromentalni bezpecnost

CR Ceské republika

EU Evropska unie

FSI Fakulta strojniho inzenyrstvi

ISOH Informacni systém odpadového hospodarstvi
ISPOP Integrovany systém plnéni ohlasovacich povinnosti
MFA Analyza materidlovych toki

MZP ministerstvo zivotniho prostredi

ObH obéhové hospodarstvi

OH odpadové hospodarstvi

ORP obec s rozsitenou plisobnosti

PD ISOH pracovni databaze ISOH

POH Plan odpadového hospodarstvi
UPI Ustav procesniho inzenyrstvi
ZUJ zakladni izemni jednotka
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