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Projevy chaotického chovani v ¢asovych radach
koncentraci znecisténi

Souhrn

Diplomové prace je zaméfena na projevy chaotického chovéani v Casovych tfadach
koncentracich znecisténi. V pfedmluvé diplomové prace jsou struéné popsany problémy
tykajici se kvality ovzdusi a jeho ¢asového vyvoje. Dalsi kapitola je vénovana teorii chaosu a
jeho vlivu na védecky vyzkum. Deterministicky chaos oznacuje typ komplexniho chovani
deterministického dynamického systému. Otcem teorie chaosu byl Edward Lorenz, ktery ho
objevil pti vytvareni modelu ptedpovédi pocasi v roce 1963. Lorenz zjistil, ze malé zmény v
pocatecnich podminkach mizou vyvolat velké zmény v budoucnosti. To byl revoluéni objev,
do této doby se védeckd komunita domnivala, Ze mal4 odchylka zplsobi pouze malou zménu
v predpovédi. Dlouhodoba ptedpovéd’ je tedy y hlediska teorie chaosu nemozna.

Praktickd  ¢ast  diplomové prace zahrnuje analyzu dat z  Ceského
hydrometeorologického tstavu v Praze. Byla analyzovana data z obdobi 2011-2013 z méfici
stanice Praha-LibuS. Vyznamna ¢&éast prace se v teoretické i praktické roviné vénuje
chaotickym deskriptorim, jako je mira vzajemné informace, nejvétsi Lyapunoviv exponent,
fraktalni dimenze, entropie, Hurstiv exponent. Je proveden odhad téchto chaotickych
deskriptorti z vybranych imisnich fad koncentraci vybranych polutant.

Pokud je Ljapunovliv exponent kladny, korelaéni dimenze nabyva nizkych
neceloc¢iselnych hodnot a Kolmogorova entropie je kladné kone¢né ¢islo, miizeme usuzovat,
ze dany systém je pravdépodobné chaoticky. Z vypoctenych hodnot je mozné ucinit zavér, ze
zvolené Casové fady jsou chaotické. Daéle byl spocitan Hurstliv exponent, ktery u chaotické
casové fady identifikuje dlouhodoby pamétovy cyklus. Zavér prace byl vénovan predikcim.
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radialné bazické funkce.

Klicova slova: teorie chaosu, kvalita ovzdusi, analyza ¢asovych tad, rekonstrukce fazového

prostoru, nelinearni predikce



Manifestations of chaotic behavior in the time series of
pollution concentration

Summary

The diploma thesis is focused on manifestations of chaotic behavior in the time series of
pollution concentration. In the foreword of the diploma thesis the air quality problems and its
time evolutions are briefly described. The next chapters are devoted to chaos theory and its
effect on the scientific research. Deterministic chaos denotes a type of complex behavior of a
deterministic dynamical system. The father of the chaos theory was Edward Lorenz whose
interest in chaos came about accidentally through his work on weather prediction in 1963.
However Lorenz had discovered that small changes in initial conditions produced large
changes in the long-term outcome. In view of the inevitable inaccuracy and incompleteness of
weather observations, precise very long range forecasting would seem to be non-existent.

The practical part of the diploma thesis includes analysis of data from the Czech
Hydrometeorological Institute in Prague. Data were analyzed from period 2011-2013 from
background stations Prague-LibuS. The most important algorithms for data representation,
prediction, phase space reconstruction, dimension, entropies, persistence and Lyapunov
estimation are discussed here. At first, the time delay and the embedding dimension are
estimated, which are needed for the Lyapunov exponent estimation and for the phase space
reconstruction. If the correlation dimension is low, the largest Lyapunov exponent is positive
and the Kolmogorov entropy has a finite positive value, chaos is probably present. From these
estimations it can be concluded that chosen time series are chaotic. The Hurst exponent is
used to evaluate the presence or absence of long-range dependence and its degree in a time-
series. Finally we computed predictions using a Gaussian radial basis function to fit global
nonlinear functions to the data. Considering all these findings, we recommend the Gaussian
radial basis function to fit global non-linear functions as one of the methods used for
prediction. As it may not be reliable under certain circumstances, it should be used in

combination with other prediction methods.

Keywords: Chaos theory, Air quality, Time series analysis, Phase space reconstruction,

Nonlinear prediction
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1 Uvod

Vzduch piedstavuje jedno ze zakladnich slozek Zivotniho prostfedi. Bez jidla ¢lovek
vydrzi pfiblizné mésic, bez vody tyden, ale bez vzduchu jen n€kolik méalo minut (Louda et al.,
2013). Kvalita ovzdusi je uroven znecisténi ovzdusi, kterd mize svymi ucinky ovliviiovat
lidské zdravi, vegetaci, celé ekosystémy i materialy. Tato Groven znecisténi vnéjSiho ovzdusi
je zpusobena vypousténim znecistujicich latek do ovzdusi z riiznych zdrojii predevSim v
disledku antropogennich c¢innosti. Znec€iSténi ovzdusi kulminovalo v obdobi primyslové
revoluce v souvislosti s masivnim vyuZivanim fosilnich paliv. Spatna kvalita ovzdusi je v
2008). Znecisténé ovzdusi ma neptiznivé ucinky na lidské zdravi, znecistujici latky mohou
zpusobit Sirokou Skéalu zdravotnich probléml od méné zédvaznych az po smrtici. Konkrétnim
ptikladem z historie je ,,Velky Londynsky smog* z roku 1952, ktery zpusobil pfimé umrti
nekolika tisict lidi (Bell, et al., 2004). V soucasné dobé podle Ezzati et al. (2002) umira
celosvétoveé 2,4 mil. lidi roéné v disledku vnitiniho i vnéjsiho znecisténi ovzdusi. Nekteré
znecist'ujici latky negativné piisobi i na vegetaci, mohou ovlivnit jeji rist a zpisobit snizeni
vynost zemédélskych plodin a lesii. Jsou pfi¢inou eutrofizace a acidifikace ptidnich a vodnich
ekosystémil a nasledné zmény a sniZeni biodiverzity. Rada zne&istujicich latek ma navic
schopnost se v prostiedi akumulovat a prechdzet do potravniho fetézce. Nekteré polutanty
maji pfimy nebo nepfimy vliv na klimaticky systém Zemé. ZneciStujici latky jsou po
vypusténi ze zdroje pfendSeny v atmosféfe a mohou tak ovliviiovat kvalitu ovzdusi nejen v
nejbliz§im okoli samotného zdroje zneciSténi, ale také v pomérné& vzdalenych oblastech,
v jinych statech i jinych kontinentech. Zakladnim dokumentem, ktery upravuje sledovani a
posuzovani kvality ovzdusi v EU je smérnice 2008/50/ES o kvalité vn¢jSiho ovzdusi a CistSim
ovzdusi pro Evropu (EU, 2008b). Na urovni CR je sledovani a hodnoceni kvality ovzdusi
zastfeSeno zdkonem o ochrané ovzdusi & 201/2012 Sb., (Cesko, 2012). Spatna kvalita
ovzdusi je jiz nékolik desetileti zdvaznym problémem, se kterym se Ceska republika resp.
Ceskoslovensko potyka. Ceska republika spolu s dal§imi zemémi stiedni Evropy, patii mezi
staity povéstné velmi Spatnou kvalitou ovzdu$i. Toto Uzemi je nékdy nazyvano ,black
triangle”. To je zplsobené jejich geografickou polohou, tak i samotnymi emisemi. K
vyraznému nartstu emisi Skodlivych latek do ovzdusi dochazi jiz od 50. let 20. stoleti, ke
kterému dochéazelo zpocatku zejména diky orientaci tehdejs$i ekonomiky na tézky primysl,
jehoz energetické potieby byly pokryvany spalovanim uhli. Zatimco emise SO, v 50. letech
byly 1 mil. tun/rok, v 80. letech to byly jiz 3 mil. tun/rok. V 90. letech pak nastal prudky



pokles emisi v disledku kombinace nékolika faktorti, mezi néz patfily napf. nova
environmentalni legislativa, masivni investice do ochrany Zzivotniho prostfedi, piedevsim
ovzdusi, zna¢ny utlum tézkého primyslu, ale 1 ustup domacnosti od vytapéni pevnymi palivy
v dasledku tehdy probihajici plynofikace velké ¢asti obci (Louda et al., 2013). Pokles emisi je
odpadnich plynech) na nejvyznamnégjSich zdrojich emisi a aplikaci principu nejlepSich
dostupnych technik (BAT - Best Available Techniques). Nejlepsi dostupné techniky vychazeji
ze smérnice EU 2008/1/ES o integrované prevenci a omezovani znecisténi (IPPC - Integrated
Pollution Prevention and Control) (EU, 2008a). Nejlepsi dostupné techniky jsou podle Cesko
(2002) nejucinnéjsi a nejpokrocilejsi stadium vyvoje technologii a Cinnosti a zpisobi jejich
provozovani, které ukazuji praktickou vhodnost urcitych technik navrzenych k piedchazeni, a
pokud to neni mozné, tak k omezovéani emisi a jejich dopadii na Zivotni prostfedi. V
poslednich letech se vSak pokles emisi zastavil, u nékterych polutantii doslo naopak ke
zvySeni emisi (Louda et al., 2013). Soucasna produkce emisi v kombinaci s meteorologickymi
a rozptylovymi podminkami jsou pfi¢inou prekracovani imisnich limitd v mnoha lokalitach
CR.

Dle CHMU (2013) v soucasnosti predstavuji v CR nejvétsi problém ze sledovanych
znecistujicich latek suspendované castice a na né vazané polycyklické aromatické
uhlovodiky. Globalné je v souCasné dobé€, a to nejen v Evropé, jednim z nejvyznamnégjsich
environmentalnich problému troposféricky ozon viz Chattopadhyay et al. (2008) a Kogak et
al. (2000). V letnim obdobi jsou na fad¢ lokalit ptekraCovany imisni limity pfizemniho ozonu.
Obecné plati, Ze lokalni vytdpéni domdécnosti tuhymi palivy je vyznamnym zdrojem
suspendovanych castic a polycyklickych aromatickych uhlovodikli. V oblastech zatizenych
dopravou se mohou vyskytovat zvySené koncentrace oxidu dusicitého. Doprava je také
vyznamnym zdrojem suspendovanych c¢astic a polycyklickych aromatickych uhlovodikd.
Vyznamnymi zdroji zneciStujicich latek zlstavaji 1 nadale vefejna a primyslova energetika
(CHMU, 2013).

Zakladni podminkou pro realizaci efektivnich napravnych opatieni je podrobné znalost
vychozi situace, je tedy nutné zneciSténi ovzdu$i néjakym zplisobem méfit a hodnotit.
Monitoring a hodnoceni kvality ovzdusi na celém uzemi Ceské republiky zajistuje Cesky
hydrometeorologicky Uistav na zakladé povéfeni Ministerstva Zivotniho prostfedi CR (CHMU,
2013). Neni vSak mozné ziskat imise v kazdém misté urcitého prostoru. Proto se vyvijeji
rizné matematické modely. Model je urcité zjednoduseni dané problematiky, které vystihuje

zékladni charakteristiky a zanedbd ty nepodstatné. Modelovani zneciSténi ovzdusi je
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matematickad simulace Sifeni polutanti v ovzdusi. Pfi modelovani jsou zasadni dva faktory a
to rozptyl a pfenos polutantti v ovzdusi. Modelovani znecisténi ovzdusi mize byt definovano
jako metoda pro ziskani informace o kvalit¢ ovzdusi na zaklad¢ znalosti emisi a procesu, které
probihaji v atmosféfe a které mohou vést k rozptylu, pienosu, chemickym zménam a
odstranéni zneciStujicich latek z ovzdusi. Tyto modely pak slouzi k vyhodnocovani imisni
zatéze a predevsim ke stanoveni predpovédi. Existuje celd fada modell a softwarovych feSeni
pro piredpovédi imisi znecistujicich latek. Velka skupina modelt vychazi z fyzikalni podstaty
ovliviiujici rozptyl zkoumaného polutantu. Asi nejznaméjsi je Gaussovsky model rozptylu
zneCist'ujicich pfimesi v atmosféte, ktery vychazi z analytického feSeni difuzni rovnice. Jiny
pfistup je zaloZen pouze na analyze Casovych fad. Analyza ¢asovych fad je také rozsédhlou
kategorii, zahrnujici klasické linearni metody, ale i nelinearni techniky. Klasické statistické
linedrni metody dobie funguji v ,klidnych linedrnich oblastech®, ale nejsou schopny
predpovédét nebo namodelovat nadhlé zmény v ¢asovych tadach, se kterymi se v realnych
systémech setkdvame. Z téchto divodli byly vyvinuty nelinearni metody analyzy ¢asovych
fad vhodné také pro koncentrace polutanti v ovzdusi napi. Abarbabel et al. (1993), Farmer et
Sidorowich (1987), Fraser et Swinney (1986), Hegger et al. (1999), Henry et al. (2001), Kantz
et Schreiber (2004), Kennel et al., (1992), Packard et al. (1980), Schreiber (1999) etc. Tato
prace se zabyva nelinearnimi technikami analyzy cCasovych ftad, konkrétné metodami
zaloZenymi na teorii chaosu.

Teorie chaosu nam fikd, Ze pokud je systém chaoticky, je mozné ulinit kratkodobé
predpovédi. To je pozitivni zprava, ktera sdéluje, Zze predpovédi nejsou zcela vydany na
pospas néhodé. Piistupy zaloZené na teorii chaosu vychézeji z ptredpokladu, ze pokud je
znamy systém a jeho poc€atecni podminky, je mozné piedvidat budouci stav tohoto systému.
Z podstaty plyne, Ze GspeSna dlouhodobd piredpovéd’ neni moZna. Fenoménu této teorie je
vénovana samostatna kapitola ,,Teorie chaosu®. Moderni pojeti této teorie bylo poprvé
pozorovano a nasledné pouzito pro modelovani v meteorologii (Lorenz, 1963), kterou zasadné
ovlivnila. Je rozumné predpokladat, pokud se teorie chaosu aplikuje v meteorologii, je mozné
ji pouzit pii analyze imisnich ¢asovych fad. Analyzu a predikci casovych fad polutanti (Os,
NOy, SO,, PMj etc.) zaloZenou na teorii chaosu jiz provedla celd fada vyzkumniki jako napft.
Chattopadhyay, et al. (2008), Chelani et al. (2005), Chen et al., (1998), Kogak (2000), Kiiz
(2014), Weng (2008), etc.
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2 Védecka hypotéza a cile

Pro danou diplomovou praci bylo stanoveno n¢kolik cilii prace, které se opiraji o dvé

zakladni hypotézy.

Hypotézy:
1. Me¢fené koncentrace vybranych zneciStujicich pfimési maji kvantifikovatelny
chaoticky projev.
2. Vyvoj vybranych koncentraci Ize predikovat pomoci hybridnich modelt. Ty lze
pouzit také k dopliiovani chybéjicich hodnot.

Cile prace:
1. Prokazani kvantifikovatelnych chaotickych projevi méfenych koncentraci
vybranych zneciStujicich ptimeési.
2. Vyvinuti a otestovani hybridniho modelu ur¢eného k predikci budouciho vyvoje
anebo k dopliiovani chybéjicich udaji.
3. Diskutovat ziskané vysledky s ohledem na dalsi teoretické studie i mozné

praktické pouziti.
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3 Teorie chaosu

Slovo chaos miize byt chépano rizné. Pivodné pochédzi ztecké mytologie a
v kosmogonii znamena pocatek vSehomira. Chaos (ydog) zde predstavoval primordindlni
bozstvo, ktery své nasledovniky zplodil sam se sebou. Nejdiive vznikla temna noc Nyx a
podsvéti Erebos na jedné stran¢ a Zemé na stran¢ druhé (Vitek et al., 2010). Poprvé slovo
chaos pouzil fecky basnik Hésiodos ve svém dile ,,O ptivodu bohti* (Theogonid) v 7 st. pf. n.
1. Pojem chaos se vyskytuje v riznych starovékych kulturach, u kterych tento pojem meél
odliSnou tvainost a odliSny obsah. V bézném slova smyslu v soucasné dobé je chaos
intuitivné chapan jako zmatek, opak potradku. V této praci se hovoii o deterministickém
chaosu. Toto souslovi mize znit jako oxymoron, nebot’ determinismus je spojeny s fadem a
chaos zni jako zmatek. Pravé tento zdanlivy protimluv vystihuje podstatu teorie chaosu.
Deterministicky chaos je takové chovani, které vypada ndhodné, ale ma deterministickou
povahu.

Jiz néktefi starovéci myslitelé chapali chaos alespon trosku ve smyslu deterministického
chaosu. Jednim z nich byl i fecky filozof Anaxagorads v 5 st. pt. n. 1., ktery identifikoval
sob&podobnost ve vesmiru a uvazoval o chaosu jako o informaénim kanalu. Cinsky mistr
Zhuang Zhou ve 4 st. pt. n. 1. pojednaval o chaosu a spravné popsal jeho komplexni podstatu.
Dalsi fecky filozof Epikuros ze Samu poukazal na nestabilitu orbit z kterych plyne citlivost
na poc¢ate¢ni podminky (Kaneko, et al., 2001).

Z modernich klasickych védct se nejbliZe ptibliZil teorii chaosu H. Poincaré. Poincaré
(1890) pfi studiu problému tii téles dokdzal, ze v urCité malé oblasti fAdzového prostoru
existuji trajektorie systému, které projdou touto malou oblasti nekone¢nékrat ¢asto (Obr. 1).
Poincaré ve své knize poznamenal: ,,Velice drobna pficina, kterd unikd na$i pozornosti.
Kdybychom piesné znali ptirodni zdkony a stav vesmiru v poc¢atecnim okamziku, dokazali
bychom piesné odpovedét, v jakém stavu se bude vesmir nachézet v nasledujicim okamziku.
Ale 1 kdyby pro nas pfirodni zdkony uz nepfedstavovaly zadné tajemstvi, stdle bychom znali
situaci jen pfiblizn€. Kdybychom méli moznost se stejnou piesnosti predpoveédét nasledujici
situaci, dosdhli bychom toho, co pozadujeme a mohli bychom fici, Ze jsme dany jev
pfedpovedéli a Ze se fidi danymi zdkony. Ale tak tomu vzdycky neni; mlze se stat, Ze
nepatrny rozdil v poc¢ate¢nich podminkach zplisobuje velky rozdil v kone¢nych jevech. Malé
chyba v podminkéach zplisobi obrovskou chybu v jejich disledcich. Predpovéd’ se stava

nemoznou ...
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Obr. 1. Problém tii téles: Cervené, modré, zelené a jejich trajektorie (Holmes, 1998)

Hadamardiv biliard byl dal$im piikladem chaotického chovani . Hadamard (1898)
dokazal nestabilitu vSech trajektorii, neboli vSechny trajektorie se exponencialné rozchazeji
od sebe (maji pozitivni Lyapunovoviiv exponent). Oba védci se velmi lehce dotkli
problematiky chaosu, ale dale v ni nepokracovali. Je nutno poznamenat chaos nevédomky
zahlédlo velké mnozstvi védcl, a také 1 obycejnych lidi, ale nikdo tomu nepiikladal

dilezitost. Nasledoval rozvoj erdogické teorie jako odvétvi matematiky studujici dynamické

i
i

systémy.
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Obr. 2. Objev citlivosti na po¢atecni podminky (Lorenz, 1963)

Z hlediska vzniku teorie chaosu byl vyznamny piispévek matematika a meteorologa

Lorenze (1963). Lorenz pii simulaci pocasi objevil, ze malé zmény v pocatecnich
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podminkach mohou vyvolat velké zmény v budoucnosti. Lorenz pomoci jednoduchého
pocitace provadél simulaci pocasi. Chtél vidét sled dat znovu a zaroven usetfit Cas, proto zacal
simulaci v poloviné jeho prubéhu (Obr. 2). Lorenz byl piekvapen, ze nova predpoved se
vyrazné lisi od té predchozi. Zacal to analyzovat a zjistil, Ze pocita¢ pracoval s piesnosti na 6
desetinnych mist, ale vytisk zaokrouhli na 3 desetinna mista. To byl revolu¢ni objev, Ze takto
mald zména pocatecnich podminek zplisobi vyraznou zménu v budoucnosti. Do této doby se
veédeckéd komunita domnivala, ze malad odchylka zptisobi pouze malou zménu v pfedpovédi.
Ptestoze byl Lorenzliv objev vyznamny, na néjaky ¢as upadl v zapomnéni, protoze ho
nikdo nehledal v ,Journal of the atmospheric sciences* (Lorenz, 1963). Vyzkum v oblasti
chaosu pokracoval nekoordinované, mnozi védci na sobé objevovali to, co jiz n€kdo jiny
objevil (Gleick, 1987). Nakonec se z ptivodniho ostychu k chaosu vyklubalo hnuti, které bylo
v popiedi védeckého zdjmu (Gleick, 1996). Da se fici, Ze 20. stoleti bylo charakterizovano
ttema vyznamymi fyzikélnimi teoriemi: relativita, kvantovd mechanika a chaos. Gleick
(1996) uvadi slova jednoho fyzika: ,,Relativita zkoncovala s newtonovskou iluzi absolutniho
prostoru a ¢asu; kvantova teorie skoncovalo s newtonovskym snem kontrolovaného procesu
mefeni a chaos zkoncoval s laplaseovskou fantazii deterministické prediktability.” Praveé
teorie chaosu je teorii, ktera nas pronasleduje doslova na kazdém kroku, staci se jen podivat,

podivat na ptirodu, vodu, nebesa, ...

3.1 Dynamicky systém

Dynamicky systém je slozen ze stavového prostoru, jehoz soufadnic popisuji stav
systétmu v daném case a z dynamickych podminek, které popisuji zménu tohoto systému v
Case. Stav systému je potom popsan vektorem, ktery cely lezi ve stavovém prostoru.
Dynamické podminky jsou vétSinou zaddny soustavou diferencidlnich nebo diferenénich
rovnic, které popisuji zménu stavového vektoru v ¢ase. Zména stavu dynamického systému se
déje provedenim téchto diferencidlnich resp. diferencnich rovnic a nahrazenim starého
stavového vektoru vektorem novym.

Dynamickym systémem rozumime trojici {Y, 7, @}, kde:

e Yje mnozina zvand fazovy nebo stavovy prostor
e Tje Casova mnoZina
o O:TXY =V, (t,yv)—=2.(v) (1
je druh zobrazeni zvané tok nebo semi-tok, které splnuje:

- By =y VyeyY (1
- @ (2.0)) = ®.:(3), Vs,tET, Yy EY )
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Dynamicky systém je mozné vyjadiit soustavou diferencidlnich rovnic:

dx

— =/ 3

dr 3)
Diskrétni dynamicky systém na mnozin¢ Y je funkce:

DY >Y 4)

Tato funkce, Casto nazyvana zobrazeni, mulze popisovat deterministickou evoluci
néjakého systému: Jestlize se systém nachédzi ve stavu y v Case ¢, pak bude ve stavu @(y)
v Case t+/. Studium casoveé diskrétniho dynamického systému je zalozeno na iteracich

zobrazeni: sekvence

7,0(),D*(y),...... (5)
Tato prace se dale bude zabyvat pouze nelinedrnimi systémy. Nelinearni systém je

takovy systém, u kterého neplati princip superpozice a vstup neni piimo Umérny vystupu.

Rikame tedy, Ze zobrazeni f z vektorového prostoru do vektorového prostoru je linearni,

jestlize plati:

S (ax) = aof (x)

F+ )= f@)+ £ () ©

3.2 Deterministicky chaos

Existuje cela fada definic deterministického chasu. Prvni a nejvice matematickd, chaos
je ohraniCeny deterministicky systém s kladnym Lyaponuvym exponentem. Vice intuitivni
definice pochazi z Royal Society of London z roku 1986, kde je chaos definovan jako
stochastické chovani vyskytujici se v deterministickém systému. Chaos je z Casového hlediska
budouci stav deterministického dynamického systému, ktery je nepfedpovéditelny v disledku
velké citlivosti na pocate¢ni podminky. Je to oproti béZnému vyznamu slova chaos ,,dobra
zprava®“ v tom smyslu, Ze pfivlastek deterministicky ftika, Ze jsme nalezli urcity fad,
deterministicke souvislosti v déji, ktery se diive jevil jako nesrozumitelny (Pokorny, 2008).

Devaney (1989) definuje deterministicky chaos (pro dynamicky systém s diskrétnim

¢asem) tfemi podminkami:

1. citliva zavislost na pocate¢nich podminkach (Obr. 3),
2. hustd mnozina periodickych bodt,

3. tranzitivnost.
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Obr.3. Citliva zavislost na pocatecnich podminkéach (Wikipedia, 2015)

Pozdé&ji se ukazalo, ze z tranzitivnosti a husté mnoziny periodickych boda plyne citliva
zavislost na pocate¢nich podminkach (Pokorny, 2008). Chaos se muze, za piedpokladu
diskrétniho Casu, objevit jiz v systému o jednom stupni volnosti. V piipad¢ spojitého casu je

minimalni poZadavek na pfitomnost chaosu, systém o tiech stupnich volnosti.

3.3 Logisticka rovnice

Jednodimenzionalni diskrétni dynamické systémy jsou pomérné Casto vyuzivany pro
modelovani, nebot’ jsou relativné jednoduché a jsou schopny demonstrovat komplexni
dynamiku. Matematické vlastnosti jednodimenzionalniho dynamického systému jsou
dostatecné pro pochopitelné ve srovnani s vicedimenzionalnimi systémy.

Jednoparametrove, diskrétni, jednodimenzionalni zobrazeni /: R X R — R:

Xgq=f(x,r) xeR, reR (7)
Necht’ x* je fixnim bod zobrazeni, tj. x*= f(x* r). Asymptoticka stabilita fixniho bodu

x* zavisi na sklonu zobrazeni f, fixni bod lezi mimo jednotkovy kruh

=[4] <1 )

df (x))
dx
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Bifurkace, zména v kvantitativnim chovani zobrazeni miiZze nastat jenom, pokud vlastni
hodnota 4 nabyva hodnot +1 nebo -1. Pojem bifurkace (zdvojeni) v matematice poprvé zavedl
Poincaré (1885). Bifurkace znaci jev, pii kterém dochazi k velkym zménam vnitiniho stavu
systétmu v pfipad¢, malych plynulych zmén vstupnich parametri. Je mozné se setkat se
systétmy, u nichz po dosaZeni urCitych kritickych hodnot na vstupu dochazi k nahlé,
kvalitativni zméné vnitiniho stavu. Bifurkace znaci zdvojeni periody, coz zna¢i extrémni
nestabilitu systému, kdy existuji dvé se vzdalujici feseni.

Typickym ptikladem jednoduchého jednodimenziondlniho diskrétniho dynamického

systému, ktery muze byt chaoticky, je logisticka rovnice.

X =1x,(1=x,) 9

Logisticka rovnice byla vyuzivana, pfedev§im popula¢nimi biology, nebot’ se hodila
k simulacim vyvoje populace. Pfi studiu tohoto modelu si May (1976) vS§iml, vyraznych zmén
v chovani systému v zéavislosti na parametru r. Bude-li parametr nizky, systém se ustali.
Pokud parametr dale zvySujeme, dojde k oscilaci mezi dvéma stavy. V pfipadé, ze je
prekrocena hodnota tidiciho parametru 3,5699... zacne se systém chovat chaoticky. Piestoze

se jedna o velmi jednoduchou rovnici, miize generovat neskute¢nou slozitost (Obr. 4).

1.0

0.8

0.2 H

0.0 S —
2.4 2.6 2.8

Obr. 4. Bifurkac¢ni diagram logistické rovnice (Wikipedia, 2015)
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Detailni analyzu této rovnice provedl Feigenbaum (1978) a naSel pravidelnost —
méfitkovou strukturu. Vypocital univerzalni konvergencéni konstantu chaosu, nazvanou

Feigenbaumova konstanta:

b=l =4,669201609102990671... (10)

n—00 —
n n—1

Jedna se o limitu poméru mezi naslednymi bifurkacemi /. Zobecnénim logistické
rovnice do komplexni roviny dostaneme Mandelbrotovu mnozinu (Obr. 5).

z,=0
(11)

2
Zn+1 _Zn t+c

Kde ¢ je komplexni konstanta, které pfifadime posloupnost komplexnich ¢isel z,,.

Obr. 5. Mandelbrotova mnozina (Wikipedia, 2015)
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3.4 Lorenzuv model konvekce

Jak jiz bylo pfedeslano v uvodu, vliv Lorenza (1963) na utvafeni teorie chaosu byl
zéasadni. Do té doby se vSeobecné vétilo, Ze klasicka fyzika mlze predpovédét jakykoliv stav
vesmiru v budoucnosti. Védci se do t¢ doby chybné domnivali, Ze mal4 chyba v pocatecnich
podminkach miize zplsobit jen malou zménu v budoucnosti. Lorenz (1963) ukazal, Ze i tato
malé zména miize vést k dramatickym zménam v chovani systému.

Modelovani pocasi vychazi ze studia pfenaSeni tepla v atmosféfe. Nasledujici popis,
pokud neni uvedeno jinak, vychazi z (Raidl, 2015), (Horak, et al., 2003), (ProkSova, et. al.,
2007). Uplatiiuji se zde tyto rozhodujici fyzikalni mechanismy: Archimedovské vztlakové sily
a vnitini tfeni v tekuting. Ktery proces ptevladne, zavisi na fyzikalnich vlastnostech tekutiny,
okrajovych podminkach a pfedevsim rozdilu teplot mezi spodni a svrchni vrstvou. V piipadé,
ze rozdil teplot je velky, dochazi k ptevaze vztlakovych sil a teplo je pfendsSeno predevsim
konvekei. K nerovnovaznym déjam dochézi pii zahiivani kapaliny a nasledném konvekénim
proudéni uvnitt kapaliny. Jednd se o tzv. Rayleigh-Bénardovi konvekci, kterou lze popsat
pomoci systému nelinearnich rovnic, vyjadiujicich v podstaté bilanci hmotnosti, hybnosti a
energie. Jednd se o zékladni rovnice hydrodynamiky, tj. Navierova-Stokesova rovnice,

rovnice kontinuity a rovnice vedeni tepla:

1
o + (W) =——Vp+ W2+ ghT
ot Po

Vv=0

(12)
% = VT -(W)T+Q

kde v je lokalni rychlost toku, »je kinematicka viskozita, p, je objemova sttedni hustota
tekutiny, p je tlak, T je termodynamicka teplota. S¢itanec g&T je vyslednici vztlakové a
gravitaéni sily plisobici na jednotku hmotnosti; g je tithové zrychleni, k je koeficient tepelné
vodivosti, & je tepelna roztaznost a Q je tepelnd funkce. VyuZijeme Boussinesqovu
aproximaci, kterd predstavuje zjednoduSeni ptisluSnych modelovych rovnic, kdy se zmény
hustoty vzduchu uvazuji pouze v tom C¢lenu rovnic, ktery ptedstavuje archimedovské
vztlakové sily, zatimco jinak se hustota vzduchu povaZuje za konstantni veli¢inu. ReSenim
této problematiky se zabyval Saltzman (1962), po kterém jsou pojmenovany rovnice. Tyto

rovnice pochéazeji ze studia kapaliny konstantni hloubky H s teplotnim rozdilem horni a
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spodni vrstvy [17 a linearni zménou teploty. V piipad¢€, ze nedochazi ke zménam v ose y;

maji Saltzmanovy rovnice tvar:

2
0 Vi = oy,V W)+VV4 00

Oy _0Ww.0) AT Oy o, (13)

ot o(x,z) H ox

kde ¢ je proudovéd funkce pro dvoudimenzionalni rychlost proudéni, 6 je teplotni
odchylka od rovnovazného stavu a g, €, v, k jsou konstanty gravitacniho zrychleni, koeficientu

teplotni roztaznosti, kinetické viskozity a tepelné vodivosti.

Reseni ve tvaru Fourierovy fady v bezrozmérnych jednotkach (Saltzman, 1962):

x

W*(x*:z*:f*): Z Z'f{(m:?:!:f*)exp ZFE'Hi(%x*-l— 7 zH]|

S — , 2H )]
0(x.z.1)= i i@(fﬂz.n.r*)exp ZJrHi(Ex*Jr . z |
- . S L 2H
M= H=—X L. =~ . (14)

Lorenz (1963) vychazi ze Saltzmanovych rovnic konvekce a uvazuje pouze prvni ¢leny

teSeni Fourierovy fady:

X =—0(X+Y)

ot

8—Y =—XZ+rX-Y

ot (15)
8_Z =-XY-bZ

orT

V systému se nachézeji tfi asové proménné: X odpovida intenzité¢ konvektivnich tokt
(je umérna uhlové rychlosti rotace konvektivni bunky v tekutin€), ¥ udava teplotni rozdil
mezi stoupajici a klesajici kapalinou a Z je umérna odchylce vertikalniho teplotniho profilu od
linearity. Proménné X a Y odpovidaji ¢lenim Fourierova rozvoje teploty.

Kde 7 je bezrozmérmy cas, o=v/kje Prandtlovo Cislo, b udavd miru disipace a r je

redukované Rayleighovo ¢islo R,, které je vztazeno ke své kritické hodnoté R .
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T= 7z
B 4
- 2
1+(2HJ (16)
L
3
R - PeH AT
kv

Lorenziv matematicky model zachycuje zékladni vlastnosti konvektivniho proudéni v

atmosfére, kterd je zahiivana povrchem ze spodu a ochlazovana svrchu. Vznika tak rota¢ni
pohyb ¢astic vzduchu, kdy ohtatd Castice stoupd, tim se ochlazuje a za¢ne klesat, aby se opét
zahtala a stoupala. Tento jev je zndmy jako Rayleighova-Bénardova nestabilita (Uruba,
2009).
Chovani Lorenzova systému je velice slozité (Obr. 6). Obvyklé parametry pro atmosférické
podminky se uvazuji =10 a b=83 a parametr r je proménny. Pro hodnoty » < 1 se ustali
stacionarni stav bez konvekce. VSechny trajektorie ve stavovém prostoru skonéi v pevném
nulovém bod¢ bez ohledu na pocatecni podminky. V intervalu hodnot 1 < » < 1,346 zacne
nulovy bod ztracet stabilitu a odpuzovat trajektorie, ale v systému jsou nova stacionarni feSeni
(pevné body) C™ a C. Vtomto piipadé se jedna o ustalenou konvekci s neproménnymi
konvektivnimi utvary. V intervalu hodnot 1,346 < r < 24,74 se v systému vyskytuji tzv.
spiralni pevné body. Pro hodnoty » > 24,74 se objevuje legendarni chaoticky atraktor ve tvaru
motylich kiidel. Nutno poznamenat, Ze i1 v oblasti pro hodnoty » > 24,74 dochazi k vyskytu
periodickych oblasti napt. pro » = 475.
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Obr. 6. Lorenzuv atraktor
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4 Data

Diplomové prace analyzuje data poskytnutd Ceskym hydrometeorologickym ustavem.
Data obsahuji hodinové koncentrace jednotlivych polutanti z Prahy - Libuse od 1.1.2011 do
31.12.2013. Nc¢kolik chybéjicich hodnot bylo ignorovano. Chybéjici hodnoty jsou
v piivodnim souboru oznaceny symbolem -1. M¢fici stanice o nadmoiské vySce 301 n. m. je
umisténa v arealu CHMU na Libusi asi 50m od komunikace na adrese CHMU - Libu§ CLI,
Gen.Sisky 942, 14200 Praha 4 — Libu§ (Obr. 7). Jedna se o obytnou predméstskou zonu
castecn¢ zastavénou a CasteCné nezastavénou. Stanice je situovana ve vrcholové poloze v
terénu do 10%.

Hlavni mésto Praha je oblasti, ve které je znecisténi ovzdusi vystaveno velké mnozstvi
lidi. Z hlediska hodnoceni kvality ovzdusi se Praha fadi mezi aglomerace. V aglomeraci Praha
jsou dlouhodobé ptekraCovany imisni limity pro suspendované castice, oxid dusicity,
benzo(a)pyren a pifizemni ozon. VétSina prekroceni imisnich limitd souvisi se znaénym
dopravnim zatizenim hlavniho mésta, ale i s vytdpénim domacnosti, zejména v oblastech se
zastavbou rodinnych domu. V aglomeraci Praha se mobilni zdroje podili na celkovych
emisich tuhych znecist'ujicich latek (TZL) vice nez 85 %, na celkovych emisich oxidi dusiku
(NOx) cca 75 %. Domécnosti na uzemi aglomerace Praha se na emisich TZL podili t¢émét 6

%, na emisich &astic PM10 se domacnosti podili 16 % (CHMU, 2013).
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Obr. 7. Umisténi méfici stanice
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4.1 Koncentrace NO,

Pod oznacenim NOy rozumime oxidy dusiku. Mezi nejcastéji se vyskytujici patii: oxid
dusnaty (NO, bezbarvy plyn bez zapachu) a oxid dusicity (NO,, cCervenohnédy plyn
Stiplavého zapachu). Vice nez 90 % z celkovych oxidi dusiku ve venkovnim ovzdusi je
emitovano ve form¢é NO. NO, vznika relativné rychle reakci NO s pfizemnim ozonem nebo
s volnymi radikaly (CHMU, 2013). Emise oxidu dusiku jsou dnes velmi zavaZnym
problémem hlavné diky tomu, ze jsou spojeny se spalovanim i uSlechtilych paliv 1 biomasy.
Emise oxidu dusiku maji navic v dneSni dob& rostouci charakter. Primérnim zdrojem
(vytvarejicim az 55% antropogennich NOy) jsou i pfes vyuzivani katalyzatori motorova
vozidla. Pfi spalovani uslechtilych paliv v motorovych vozidlech je dosahovano vysoké
teploty hotfeni, a proto zde dochdzi k oxidaci vzduSného dusiku (N;) na takzvané
vysokoteplotni NOyx. NOy jsou prekurzorem fady Skodlivych sekundarnich polutantt,
predevsim kyseliny dusiéné a troposférického ozonu (WHO, 2003). Velmi zavaznym
problémem je negativni synergetické pliisobeni NOy s dal$imi polutanty predevsim PM a O;
(WHO, 2003).

Dusik je jednim z biogennich prvki, tudiZz je nezbytny pro zivot. V zemédélstvi je
dodavan do pidy formou dusi¢nand v umélych hnojivech. Vysoké koncentrace NOy
predstavuji rizika pro rust rostlin i zdravi zivoCicht. NOy reaguji v atmosféfe s vodou za
vzniku kyseliny dusicné, kterd je jednou z hlavnich slozek kyselych destt, které maji
negativni vliv na vegetaci a stavby. MnozZstvi dusiku, které se atmosférickou depozici dostava
do pidy, je v soucasné dobé srovnatelné s mnozstvim pochdzejicim z primyslovych hnojiv.
Dusi¢nany, které jsou potom v zemindch a vodach pfitomny, sice plisobi pfiznivé na rust
rostlin, avSak pfi vysSich koncentracich muze dochézet i k thynu ryb a nezddoucimu nartstu
vodnich rostlin (tzv. eutrofizace vod) (IRZ, 2015).

Analyzovana data hodinovych koncentraci NOy jsou zobrazena na Obr. 8 a zdkladni
vytusit jisty ro¢ni cyklus. Data obsahuji, po vynechdni chybé&jicich hodnot, 24 698 hodnot.
Chybé¢jici hodnoty tvoii cca 6,2 % datového souboru, coz primérné odpovidd zhruba 2
chybé¢jicim hodnotam za 3 dny. Primérna hodnota koncentraci NOx upraveného souboru je

30,25 ug.m™ s pomérné vysokym rozptylem.
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Obr. 8: Koncentrace NO, Praha - Libus

Obecna statistika

Pocet hodnot 24 696
Minimum 0,96
Maximum 504,24
Primeér 30,25
Rozptyl 938,53
Standartni odchylka 30,64
Sikmost 4,06
Spicatost 27,02

Obr. 9: Obecna charakteristika datového souboru koncentraci NO,
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4.2 Koncentrace O;

Ozon O3 je za normdlnich podminek neviditelny plyn v obvyklych koncentracich
vovzdusi jsou pod cichovym prahem Cclovéka. S ozonem se muzeme setkat jednak
ve stratosféie, kde tvofi tzv. ozonovou vrstvu, kterd absorbuje Skodlivé ultrafialové zafeni a
chrani zivot na Zemi pied zhoubnymi ucinky biologicky aktivniho ultrafialového zéfeni
Slunce. Dale pak v troposféfe kde je povazovan za znecistujici latku, protoze jako silné
oxidac¢ni ¢inidlo napada dychaci cesty a ochranné komponenty oka, ma Skodlivé Uc¢inky na
floru a faunu (CHMU, 2013). V této préaci se analyzuji koncentrace troposférického ozonu.
Troposféricky ozon se nazyva sekunddrnim polutantem, nebot nevznikd piimo, ale je
vysledkem pomérné komplikovaného mechanismu, ve kterém hraji kli¢ovou roli oxidy dusiku
a tzv. volné peroxilové radikaly. Peroxilové radikdly vznikaji mimo jiné pii rozkladu
tékavych organickych latek (VOC), které se do ovzdusi dostavaji v soucasné dob¢ predevsim
z antropogennich zdrojii a to zejména dopravy. Troposféricky ozon je hlavni soucasti tzv.
letniho smogu. Koncentrace ptizemniho ozonu jsou charakteristické ro¢nim i dennim chodem.
Vyrazné¢ vys$i koncentrace ptizemniho ozonu se vyskytuji v teplé poloviné roku v
odpolednich hodinach a jsou obvykle spojeny s vysokymi teplotami, intenzivnim slune¢nim
zafenim a malymi rychlostmi vétru. Epizody zvysenych koncentraci O3 se vyskytuji od dubna
do poloviny zafi, tedy pravé v dobé vegeta¢éniho obdobi (CHMU, 2013). Do rostlin pronika
ozon otevienymi priduchy v listech nebo jehlicich. Diky své vysoké reaktivité napada
bunécéné stény a jeho ucinky se projevuji vysevem svétlych skvrn a v pozd€jSim stadiu
bodovym aZ ploSnym rozpadem bunécné tkan&. Ozon tak naruSuje procesy dychdni a
fotosyntézy, snizuje vynosy zemédélskych plodin a zplsobuje poSkozeni lesti. Velmi citlivé
jsou na plisobeni ozonu zejména pSenice, jeCmen, Zito, brambory a jetel, z lesnich stromi pak
modiin, borovice a buk (CHMU, 2013).

Analyzovana data hodinovych koncentraci O3 jsou zobrazena na Obr. 10 a zakladni
popisna charakteristika na Obr. 11. Vidime vyrazny ro¢ni cyklus koncentraci Os, kde vyrazné
vys$$i koncentrace pfizemniho ozonu se vyskytuji v teplé polovin€ roku. Data obsahuji, po
vynechani chybégjicich hodnot, 24 786 hodnot. Chybé&jici hodnoty tvoii cca 5,4 % datového
souboru, coz primérné odpovidad zhruba 5 chybéjicim hodnotam za 4 dny. Primérna hodnota

koncentraci O3 upraveného souboru je 48,84 ug.m™ s pomémé vysokym rozptylem.
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Obr. 10: Koncentrace Oz Praha - Libus$

Obecna statistika
Pocet hodnot 24 786
Minimum 1,00
Maximum 199,50
Primeér 48.84
Rozptyl 1021,17
Standartni odchylka 31,96
Sikmost 0,61
Spicatost 0,05

Obr. 11: Obecna charakteristika datového souboru koncentraci O;
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4.3 Koncentrace SO,

Oxid sificity SO, je bezbarvy, Stiplavé pachnouci, jedovaty plyn. SO, se dostava do
atmosféry jak pfirozenym zpiisobem napi. vulkanickou ¢innosti a pozary, tak v dusledku
antropogenni ¢innosti. Nejvyznamnéj$im zdrojem je spalovani paliv obsahujici siru S. Jedna
se predevsim o fosilni paliva (uhli, ropa), ale také o biomasu, které siru jako biogenni prvek
obsahuje. Mechanismus skodlivého plisobeni jak na zivotni prostiedi, tak na zdravi ¢lovéka je
u SO, je vétsinou podobny jako u NOy, proto je fadime do stejné skupiny polutant. SO; je v
atmosféie oxidovan (fotochemicky nebo katalyticky) za vzniku kyselinotvorného oxidu SOs,
ze kterého po nasledné hydrolyze s atmosférickou vlhkosti vznikéd kyselina sirova. Rychlost
oxidace zavisi na povétrnostnich podminkach, teploté, slune¢nim svitu, pfitomnosti
katalyzujicich ¢astic atd. Kyselina sirovd miize reagovat s alkalickymi ¢asticemi prasné¢ho
aerosolu za vzniku siranid. Sirany se postupné usazuji na zemsky povrch nebo jsou z ovzdusi
vymyvany srazkami. Pfi nedostatku alkalickych castic v ovzdusi dochéazi k vyraznému
okyseleni srazkovych vod. Timto zptisobem oxidy siry spole¢né s oxidy dusiku tvofi takzvané
kysel¢ desté. Ty pak mohou byt vétrem transportovany na velké vzdalenosti a zpiisobit znacna
poskozeni lesnich porostli 1 primyslovych plodin, uvoliiuji z ptidy kovové ionty, poSkozuji
mikroorganismy, znehodnocuji vodu a mohou zptsobit thyn ryb (IRZ, 2015).

SO, se z velké miry podili na tvorbé smogovych situaci londynského typu. Emise SO,
pfedstavuji v dne$nim primyslovém svété znacny problém. V CR se ale situace zlepsuje.
K vyraznému naristu emisi Skodlivych latek do ovzdusi dochazi jiz od 50. let 20. stoleti, ke
kterému dochéazelo zpocatku zejména diky orientaci tehdej$i ekonomiky na tézky primysl,
jehoz energetické potieby byly pokryvany spalovanim uhli. Zatimco emise SO, v 50. letech
byly 1 mil. tun/rok, v 80. letech to byly jiz 3 mil. tun/rok. V 90. letech pak nastal prudky
pokles emisi v disledku kombinace nékolika faktor, mezi n&z patfily napf. nova
environmentalni legislativa, masivni investice do ochrany Zivotniho prostfedi, pfedevSim
ovzdusi, znacny utlum tézkého primyslu, ale i ustup domécnosti od vytapéni pevnymi palivy
v disledku tehdy probihajici plynofikace velké casti obci (Louda et al., 2013).

Znaéné toxicky je oxid sifiity pro rostliny, nebot’ reaguje s chlorofylem a narusuje tak
fotosyntézu. Pisobi drazdivé zejména na horni cesty dychaci, dostavuje se kasel, v tézSich
pfipadech miize vzniknout az edém plic. Mensi koncentrace vyvolavaji zanéty pridusek a
astma. Chronicka expozice oxidu sifiitému negativné ovliviiuje krvetvorbu, zplisobuje

rozedmu plic, poSkozuje srdecni sval, negativné plisobi na menstruacni cyklus.
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Analyzovana data hodinovych koncentraci SO, jsou zobrazena na Obr. 12 a zdkladni
popisnd charakteristika na Obr. 13. U ¢asové fady koncentraci SO, neni vidét vyrazny cyklus.
Da se fici, ze maximalni hodnoty jsou akumulovany na pielomu roku. Data obsahuji, po
vynechdni chybéjicich hodnot, 24 712 hodnot. Chybéjici hodnoty tvoii cca 5,5 % datového
souboru, coz primérné odpovida zhruba 4 chybéjicim hodnotdm za 3 dny. Priimérna hodnota
koncentraci SO, upraveného souboru je 3,5 ug.m™ s pomérné vysokym rozptylem.
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Obr. 12: Koncentrace SO, Praha - Libus$

Obecna statistika
Pocet hodnot 24 712
Minimum 1,33
Maximum 53,53
Primeér 3,50
Rozptyl 17,51
Standartni odchylka 4,18
Sikmost 4,31
Spicatost 27,56

Obr. 13: Obecna charakteristika datového souboru koncentraci SO,
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5 Chaotické deskriptory

Cilem této kapitoly je uvést zékladni chaotické deskriptory vhodné k posouzeni miry
ztraty informace, nelinearity a chaoticnosti. Zaroven popsat algoritmy vyuzité pro samotny

odhad téchto deskriptort.

5.1 Rekonstrukce fazového prostoru

Uzite¢né informace o urcité Casové fadé nam da jeji zobrazeni ve fazovém prostoru.
Toto zobrazeni nam miize ukazat skrytou podstatu dané¢ Casové tfady. Féazovy prostor je
prostor vSech moznych fyzikdlnich stavii daného systému. To znamena, ze kazdy bod
fazového prostoru jednoznacné urcuje stav uvazovaného systému. Kazdym bodem fazového
prostoru tedy prochézi jedna trajektorie popisujici casovy vyvoj daného systému, ktery se
nachdzi v daném bod& fdzového prostoru. Dynamika systému milze byt vySetfovana
dynamikou pohybu bodi ve fadzovém prostoru bodii (Abarbanel et al., 1993). VSechny body
fazového prostoru tedy urcuji vSechny mozné stavy, do kterych se systém muze dostat. Je to
tedy jakasi vizualizace vyvoje systému. Pokud je Cas spojity, vyvojem systému vznikd ve
fazovém prostoru kiivka. V pifipad€ diskrétniho ¢asu mluvime o mnoziné boda. Kiivka ve
fazovém prostoru zacne po urCitém Case zvyraziiovat charakteristickou strukturu, kterd se
nazyva atraktor. Pokud je atraktorem bod nebo uzaviena kiivka, lze predpovédét chovani
tohoto systému na libovolné dlouhou dobu. Kfivka se nazyva uzaviend, pokud je uzavieny i
interval IeR <a,b> a k(a)=k(b), kde k je zobrazeni z I do daného prostoru. Chaotické systémy
vytvareji chaoticky atraktor, ktery je neuzavieny. Pro rekonstrukci fazového prostoru se
nejcastéji vyuziva metody zpozdéni vychazejici z Takensovy véty (Takens, 1981).

Hlavnim cilem nelinearni analyzy Casovych tfad je urcit, zda je dana Casova tfada
deterministické povahy. Pokud ano, potom jsou vhodné nasledujici otazky: Jaky je rozmér
fazového prostoru daného datového souboru? Je tento datovy soubor chaoticky? KIi¢ k
odpovédi na tyto otdzky, je metoda zvana rekonstrukce fazového prostoru, kterd vychazi
z Takensovi véty (Takens, 1981). Takensova véta transformuje problém predikce
z extrapolace v Case do interpolace ve fazovém prostoru. Takens ve svych uvahach doSel k
zaveru, ze lze z dané Casové fady zjistit typické vlastnosti atraktoru tohoto systému, a
pfipadné tuto rekonstrukci pouzit k predpovédim. Zakladni myslenkou této uvahy je, ze
charakteristické vlastnosti atraktoru jsou nezavislé na volbé fazového prostoru. Kazdy bod

atraktoru je mozné popsat nejmén¢ d nezavisle proménnymi.
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Necht' je dana Casova fada x/, x2, ... , xN , kterd je vloZena do m-dimenzionalniho

fazového prostoru skrze stavovy vektor. Bod ve fAzovém prostoru je dan nasledovné:

Y =x,,x __,...x n=L2,.,N-(m-1)r, (17)

9 n—(m-1)t

kde 1t je casové zpozdéni a m dimenze vnofeni. Veli¢ina T nam uddva Casovou
vzdélenost mezi sousednimi prvky a m udava celkovou dimenzi atraktoru. Veliiny t a m jsou
tedy parametry vnofeni, na kterém je rekonstrukce fazového prostoru zalozena (Takens,

1985).

5.1.1 Optimalni hodnota ¢asového zpoZdéni

Existuji rizné metodiky stanoveni optimalni hodnoty ¢asového zpozdéni (Horak, 2003)
a stanovend hodnota ma pfimy vliv na néslednou rekonstrukci fazového prostoru. Pokud je
stanovend hodnota pfili§ mal4, rozdil mezi jednotlivymi stavy rekonstruovaného prostoru
bude nepatrny a vyznam informaci ziskanych timto zpiisobem je pak maly. Naopak, pokud
stanovend hodnota je ptili§ velkd, mize se stat, Ze jednotlivé stavy rekonstruovaného systému
budou vnimany jako nezéavislé. Neboli, volbou dlouhé casové vzdalenosti mezi jednotlivymi
stavy systému se ztrati souvislost jeho dynamiky a jako disledek se takto rekonstruovana
trajektorie jevi jako stochasticky proces (Kodera, 2009). To je dtlezité zejména pro chaotické
systémy, které jsou vnitiné nepiedvidatelné, ¢imz ztraceji v prubéhu casu informaci o
pocate¢nim stavu (Kodba, 2005).

V soucasné dobé se jevi jako nejvyhodnéjsi metody zalozené na teorii informace
(Shannon, 1948). Informace je schopnost organizovat, nebo v organizovaném stavu udrZovat
(Benes, 2010). Teorie informace je vychazi z pravdépodobnostniho pfistupu. Necht' existuji
dvé mnoziny méfenych hodnot 4 = {a;} a B = {b;}. Mnozstvi informace, které¢ ziskame o
méfeni b; prostfednictvim méfeni a; je dana vztahem

Pg(a;,b;)
Py(@)Py(b)) (9
kde Py(a;) je pravdépodobnost pozorovani hodnoty a; z mnoZiny 4 a obdobné& Pz(b)) je

I5(a;,b;)=1In

pravdépodobnost pozorovani hodnoty b; z mnoziny B a Pgp(a;b) je sdruzena
pravdépodobnost sou¢asného vyskytu a; 1 b;.

Zpriamé&rovanim tohoto vyrazu pies vSechna méfeni a; a b; ziskame tzv. primérnou miru
mnozstvi vzajemné informace mezi mnozinami mefeni 4 a B:
P AB (ai s b j)

IAB:ZPAB(ai’bj)InW’, (19)

a;.b;
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Analogicky ziskdme miru vzajemné informace mezi ¢asovou fadou a ¢asovou fadou
posunutou o ¢as 7 jako funkci tohoto ¢asového posunuti z, kterou oznac¢ime /(7).

Konkrétni metodiku ur¢ovani optimalni hodnoty ¢asového zpozdéni vyvinuli Fraser et
Swinney (1986). Necht' je dana Casova fada x;, x5 ... ,X; ... , xy . Nasledn¢ nalezneme
minimalni x,,, a maximalni x,,, hodnotu této fady. Absolutni hodnota jejich rozdilu |x,. -
Xmin] Tozd€lime do j stejné velkych intervald, kde j je dostateéné velké celé ¢islo. Fraser et

Swinney (1986) nasledn¢ spocitaji miru vzajemné informace

Ph,k (7)

h™ k

joJ
I(1)==>.> P,()n (20)
h=1 k=1
kde Pj, a Py oznacuji pravdépodobnost vyskytu hodnoty z mnozZiny / a k, respektive, a
Pui(r) je sdruzend pravdépodobnost soucasné¢ho vyskytu x; a x;+ .. UvaZzujme nasledujici
limitni ptipad. V ptipad€ chaotického chovani plati, ze I(z)—0 a (7)— co, protoze veli€iny x; a
Xi+ ¢ Jiz nejsou korelované a tedy Pj(z) je rovna nule. Obecné nas tedy zajima minimum
funkce /(z). Prvni minimum /(z) obsahuje nejvétsi mnozstvi informace, aniz bychom uplné
ztratili korelaci mezi nimi. Z téchto divodi Fraser et Swinney (1986) navrhuje pouzit prvni

minimum /(z) jako optimalni hodnotu ¢asového zpozdéni. Je nutné vSak poznamenat, Ze tento

postup neni univerzalni a v nékterych ptipadech selhava viz. Martinerie et al. (1992).

5.1.2 Optimalni dimenze vnoreni

Vhodna dimenze vnofeni m mé zasadni vyznam na zobrazeni atraktoru ve fazovém
prostoru. Na problém se miZeme divat také tak, Ze délame projekci atraktoru o dimenzi d do
prostoru o dimenzi m. Pokud hodnota m je dostate¢né velkd, je rekonstruovana trajektorie
vloZenim plvodni trajektorie. U volby dimenze vnofeni plati postacujici, ale nikoliv nutna
podminka m > 2D¢ (Raidl, 2015).

U chaotickych systémi by méla mit vhodnd dimenze vnofeni pomérné ostrou dolni
hranici, zhruba odpovidajici dimenzi atraktoru dynamického systému. DalSim zvySovanim
dimenze vnofeni by se ziskané vysledky nemély moc ménit, respektive by se mély velmi
pomalu zhorSovat v dasledku pfitomnosti Sumu a numerickych chyb, pfili§ velka dimenze
vnoreni ma také nevyhodu vétsi Casoveé naroc¢nosti vypoctu.

Existuje cela fada zpisobu urceni vhodné dimenze vnofeni. Asi nejvhodnéjsi se jevi
metoda nejblizsich falesnych sousedu (Kennel, et al., 1992). Metoda nejblizsich falesnych

sousedit (FNN) je zaloZena na projekci trajektorie systému z originalniho fdzového prostoru
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do prostoru s nizsi dimenzi, pfi kterém dochazi k tzv. prekiizeni této trajektorie se sebou
samou. Kviili tomuto piekiizeni vznikaji tzv. fale$ni sousedé. Pii zvySovani dimenze vnoteni
se pocet téchto faleSnych soused postupné snizuje. Zcela vymizi v pfipadé, Ze dimenze
vnoieni pouzita pii rekonstrukci je rovna skute¢né dimenzi origindlniho fazového prostoru.
Skutecni sousedé jsou blizko sebe pfi jakékoli dimenzi vnofeni, samoziejme i v plivodnim
fazovém prostoru. Metoda nejblizsich faleSnych sousedi je potom zaloZena na detekci jejich
poctu pii zvySeni dimenze vnoieni (Kodera, et al., 2009).

Jednoducha demonstrace metody nejblizsich falesnych sousedi je podle Bertenthal et
al. (2015) uvedena na nésledujicim obrazku. Cervené a zelené tecky se jevi jako nejblizsi
sousedé pifi promitnuti do jednoho rozmérného prostoru, ale pfi promitnuti ve vyssi dimenzi
jsou jiz oba body (Cerveny a zeleny) znacné vzdaleny. Naopak, ¢ervené a modré tecky jsou
blizci sousedé ve dvourozmérném prostoru a stale jsou blizci sousedé i v trojrozmérném
prostoru. A tak je mozné zkoumat vSechny body v zavislosti na zvysujici se dimenzi, dokud

se objevuji falesni sousedé.

_,_:—'_'_'_'_'_'_\_\_\_\_‘_\—\_._
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Obr.14. Schéma metody faleSnych nejblizSich sousedu. Zdroj:(Bertenthal et al., 2015).




Necht je dan rekonstruovany stav v m-dimenzionalnim prostoru:
Ym = 'xn7xn—z'""9xn—(m—2)z"xn—(m—l)z' (21)
K tomuto stavu je pak nasledujici nejblizsi soused:

NN _ _NN _NN NN NN
Ym =X 9xn—r9'“an—(m—Z)T’xn—(m—l)r (22)

Pokud je tento nejblizsi soused sousedem faleSnym, potom pii zvySeni dimenze vnoteni
dojde ke zvétSeni vzdalenosti mezi témito stavy natolik, ze jiz nelze je povazovat za sousedy.

Zvyseni dimenze vnofeni o jednu se soufadnice t€chto dvou stavli zméni na:
Y1 = xn’xn—r9""xn—(m—1)r’xn—mr (23)

NN NN NN NN NN
Vil =Xy 5 Xp_gsee0X, X (24)

n—(m-1)7°>*n—mt

Daéle bude zkoumana vzdalenost mezi t€émito stavy. Pro ucely této prace je kalkulovana
euklidovska vzdalenost. Euklidovska vzdalenost téchto dvou stavii ve fazovém prostoru o

dimenzi vnotfeni m je:

m
_ NN|| _ NN
Rm - Hym ~Vm H - Z(‘xn—(z’—l)r - xn—(i—l)r)z (25)
i=1
Euklidovska vzdalenost téchto dvou stavii ve fazovém prostoru o dimenzi vnofeni m+/

je:
m+1
NN NN
R, = Hym+1 V| = Z(xn—(i—l)r _xn—(i—l)r)z (26)
i=1
Rr%H—l = Rri + (xn—mr - xr]Lv—]\:nT)z (27)

Dale definujme pomeér r:

Rr%t+l B Rr?z _
R, R,

Pokud hodnota poméru r ptekroci jistou prahovou hodnotu, budou sousedé povazovani

"= (28)

za faleSné sousedy. Za dostateCnou dimenzi vnofeni se bere hodnota, kterd snizuje pocet

falesnych sousedu k nule.
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5.2 Invarianty systému

Pfi analyze dynamickych systémil je dulezité urcit invarianty systémi. Pro linearni
systétmy je invariantem Fourierova frekvence. Pro chaotické systémy je typicka
Sirokopasmova Fourierova frekvence, ktera je pro popis systému nevhodna. Z tohoto divodu
jsou pro popis chaotickych systému nejCastéji pouzivany dvé zakladni charakteristiky a to

fraktalni dimenze a Lyapunov exponenty.

5.2.1 Fraktalni dimenze

Fraktalni dimenze jsou charakteristiky plynouci z geometrie atraktoru. Pojem dimenze
je obvykle chapana v souvislosti s Euklidovskym prostorem. Zjednodusené feceno, dimenze
oznacuje pocet parametrl, kterymi je mozné kazdy vektor daného linedrniho vektorového
prostoru jednozna¢né popsat. Dimenzi linedrniho vektorového prostoru lze definovat jako

pocet prvkia baze. Napt. dimenze ptimky je 1, dimenze roviny je 2, dimenze prostoru je 3 atd.

5.2.1.1 Kapacitni dimenze

Jednim z ptiklada fraktalni dimenze je kapacitni dimenze. Kapacitni dimenze dané
mnoziny je zobecnénim pojmu dimenze nasledujicim zpisobem (Pokorny, 2008): Necht’ N(e)
je nejmensi pocet hyperkrychlicek o hrané & nutnych pro pokryti dané mnoziny. Napft. pro
pokryti jednotkové tsecky tseCkami o délce ¢ je tieba alespon

1
N(g)=—
(€) - (29)

té&chto malych tsedek. Rikdme, Ze useka ma dimenzi 1. Pro pokryti jednotkového

¢tverce malymi Ctverecky o délce hrany ¢ je tfeba alespon

N(z)= H , (30)

&
téchto malych Gtveredkd. Rikame, Ze étverec ma dimenzi 2. Pro pokryti jednotkové

krychle malymi krychlickami o délce hrany ¢ je tieba alespoil

N(e) =(1j , (31)

&
té&chto malych krychli¢ek. Rikame, e krychle ma dimenzi 3. Kapacitni dimenze je

definovana jako exponent ve vztahu mezi nutnym poctem N malych hyperkrychlicek o délce

hrany ¢ a jejich hranou ¢
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1\
N(e)= (Ej =& (32)
tedy:
. InN(e)
D=lim——~=
e-0 In g_l > (33)

Kapacitni dimenze je jiz reélné Cislo. NeceloCiselna dimenze je jednou z nutnych, ale ne
postacujicich, podminek chaotickych systémi.

To ilustruji Mandelbrotovi (1967) uvahy o tom jakou ma vlastn¢ délku pobtezi Velké
Britanie. Mandelbrot navazal na praci Richardsona (1926), ktery se touto otazkou prvni vazné
zabyval a po ném? je pojmenovan Richarsoniv efekt, ktery je popsan nize. Na prvni pohled se
muze zdat, Ze se jedna o trivialni otazku, ale pfi hlub§im zamysleni je problematika mnohem
Vysledné hodnota vSak bude pouhou aproximaci skuteéné délky ostrova. Pokud cely proces
zopakujeme s poloviéni délkou méftidla, zjistime, ze vysledek je o néco vétsi. Podaftilo se totiz
zachytit mnohem vice detaild. Teoreticky 1ze zmenSovanim méftidla zachytit vice detaill a tim

dojit az k nekonecné délce jakéhokoliv geometricky nepravidelného ostrova.

| — [— [

Obr. 15. Zavislost délky pobiezni linie na métitku (Sande, 2015)

5.2.1.2 Korela¢ni dimenze

Kapacitni dimenze je vhodna pro myslenkovou abstrakci od euklidovské dimenze ke

fraktalni, ale jeji vypocet neni vZzdy jednoduchy. Problém je pfedevsim v kone¢ném poctu dat,
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nepiesnosti méfeni a chybou vypoctu. Proto byla vyvinuta metodika vypoctu korela¢ni
dimenze (Grassberger et Procaccia, 1983), kterd byla dale jest¢ zobecnéna. Hlavni vyhoda
tohoto algoritmu je relativni piesnost vypoctu pii omezeném mnozstvi dat.

Necht je dan pro mnozinu dat délky M korelacni integral:

M

C(#) O |, -, (34)

1
MM -1) A
i

kde ©® je Heavisidova funkce:

|
O(x) = 5 (35)
1

Pro vypocet je pouzita Euklidovska vzdalenost. Korela¢ni integral je spojen s korela¢ni

dimenzi pomoci mocninného zakonu:

Ce)ece " (36)
N—o

Pokud dolni limita existuje, miizeme definovat korela¢ni dimenzi:

_ . 0In(C(¢))
e = }9;5):0 Oln(¢) (37

Pro prakticky vypocet je vSak tento vztah nevhodny, vzhledem k omezenému mnozZstvi
dostupnych udajii. Z toho divodu, se ziskava korela¢ni dimenze vynesenim /n C(g) vici
In (¢). Sklon kiivek pro riizné dimenze vnoteni m udéavaji rizné hodnoty D¢. Tento proces je
stochasticky, pokud nedochézi k saturaci korela¢ni dimenze pii zvySovani m. Saturace D¢ od
ur¢ité hodnoty m, ukazuje, Ze generujici proces Casové fady neni nahodny, ale spiSe
deterministicky (Hegger, et al., 1999).

Praktické urCovani korelacni dimenze neni jednoducha véc, proto existuje mnoho
pristupti jak ji odhadnout. Dals§i moznosti je vynést do grafu na jedné ose pomér 1 In C(e)/
In (¢) vici In (g). Korelacni dimenze se urci ze stfedni oblasti, ktera by méla byt vodorovna.

Korelaéni integral C(g) je v podstaté primérnd hustota, kde je lokalni hustota ziskana
pomoci skokového jadra transformace:

O(e—r) (38)

Naskytd se tedy moznost, zvlasté pro malé mnozstvi dat, nahrazeni skokového jadra

jadrem spojitym o Sifce &. Vhodnym kandidatem pro toto nahrazeni je Gaussova funkce:

(39)
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Takto upraveny korelacni integral ma stejné Skalovaci vlastnosti jako ptivodni korelacni
integral (Hegger, et al., 1999). Korelacni integral s Gaussovym jadrem se vypocita
z puvodniho korela¢niho integralo podle vztahu:

~2
&

1 7 o e

Cg(e :————jdge‘” eC(e

G( ) 282 ( ) (40)
0

Analogicky, pomoci mocninného zakona Ilze ziskat z korela¢niho integralu

s Gaussovym jadrem korelacni dimenzi. Prakticky lze ziskat korelacni dimenzi vynesenim

In Cg(e) vuci In (g).

5.2.2 Entropie

Entropie nam obecné¢ znaci stupenn neusporadanosti. Termin pavodné vznikl
v termodynamice a nasledn¢ ji Shannon (1948) uvedl i1 v informatice. Entropie nam udava
mnozstvi informace potfebné k predikci dal$i hodnoty pii pozadované piesnosti. Asi
nejpopularngjsi je Kolmogorov-Sinai entropie. Pii analyzdch Casovych fad je dilezité urcit
vhodné Casové zpozdéni a dimenzi vnoifeni rekonstruovaného fazového prostoru. Zavislost
korela¢niho integralu na dimenzi vnofeni je dana vyrazem:
C,(m,&) = ame 4V 7DD,

>0
m—»0

(41)

ktery definuje fad q entropie hq. Entropie druhého tadu je nazyvana Kolmogorov-Sinai
entropie. Kolmogorov-Sinai entropie koresponduje s Shannonovou entropii:

n
hy =k2p(l')10gp(i) (42)
i=1
kde £ je konstanta zavisla na méfitku a p(i) je pravdépodobnostni distribuce.

5.2.3 Ljapunovy exponenty

Ljapunovovy exponenty jsou cCisla, ktera popisuji divergenci blizkych trajektorii.
Zhruba feCeno, vzdalenost blizkych trajektorii je umérna & pro diskrétni cas, kde A je
Ljapunoviv exponent (Pokorny, 2008). Kladné A znali rozbihdni, ziporné 1 znaci
pfiblizovani trajektorii. Je-1i alesponi jeden Ljapunoviiv exponent kladny, je to povazovano za
dostate¢ny signal, ze se studovany systém chové chaoticky (pro zvolené pocatecni podminky

a zvolené hodnoty parametrtt).
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Necht je dan dynamicky diskrétni systém:

X, =Jf(x,) (43)

1ze Casovy vyvoj odchylky vyjadiit diferencidlem:

dx,,, =J(x,)dx, (44)
kde
o
J, ==
Y ox ; (45)

je Jacobiho matice parcialnich derivaci zobrazeni f. Potom

n—1
dx, = [7(x)dx, (46)
i=0

Tedy obrazem jednotkové koule je elipsoid. Ljapunovovy exponenty jsou stfedni

hodnoty logaritmu rychlosti ristu jeho poloos

1 |dx,
Adxo) = lim —In dx, (47)

Ty zéavisi na volbé dxy . Pro rizné volby dx, je mozné ziskat tolik Ljapunovovych

exponentt, kolik je dimenze stavového prostoru (tolik poloos mé vySe zminény elipsoid).

An
dx, ~e |dx0| (48)
e d-n &)
,"xjf | !
air
v |
b =
p— . | hix, 1)
‘._-""JI" S -
Py 1 -
& | - B — [— T
V4 |

Obr. 16. Ljapunovy exponenty — schéma divergence blizkych trajektorii (Savi, 2005)

A nejvétsi Ljapunoviv exponent je

Armax = SUP A(dx,) (49)
dxy
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Nejvétsi Ljapunovliv exponent hraje dulezitou roli pro urCovani, zdali je systém
chaoticky nebo ne. Vypocet nejvétsiho Ljapunova exponentu piimo z definice je pomérné
obtizné. Pro odhad nejvétsiho Ljapunova exponentu je pouzit Rosensteintiv algoritmus

(Rosenstein et al., 1993), ktery je obzvlast’ vyhodny pro malé mnozstvi dat.

11 m-i d (D)
TN (M=) 2l d,(0)

kde A4t je vzorkovaci ¢as, dj(i) je vzdalenost j-tého bodu k jeho nejbliz§imu sousedovi po

A(i) (50)

i casovych krokli a M je pocet rekonstruovanych bodu.

5.3 Hurstiv exponent

Hurstiv exponent H urCuje miru chaoticnosti ¢asové tfady. DokaZe nejen rozliSit
chaotickou a ndhodnou ¢asovou fadu, ale navic je schopen u chaotické ¢asové tfady nalézt
dlouhodoby pamétovy cyklus (,,Jong-memory effects®). Hurstliv exponent nabyva hodnot od
0 do 1 a stejné jako fraktalni dimenze, uvadi charakter objektu. Casova fada se nazyva
antiperzistentni, pokud hodnota Hurstova exponentu je niz§i nez 0,5. Cisté stochasticky
proces ma hodnotu 0,5. Pokud hodnota Hurstova exponentu je vyssi nez 0,5 nazyva se asova
fada perzistentni a vykazuje dlouhodobou pamét’. Hodnoty blizici se krajnim bodiim ukazuji
na deterministickou povahu procesu. Jinak fe€eno, hodnota 0 prezentuje tzv. riZovy Sum;
hodnota 0,5 Browniandv Sum a hodnota 1 ¢erny Sum. Tyto extrémni hodnoty se vSak vétSinou
v redlnych procesech nevyskytuji. Uvadi se, ze vétSina procesi v prirod¢ ma charakter
perzistentnich procesti. Coz znamena, ze je zde ptitomna dlouhodoba pamét, kterd zptisobuje
trendy a cykly. Mandelbrot nazval tento jev Josefovym efektem podle biblické udalosti.
,Pfichazi sedm let hojnosti v celé egyptské zemi. Po nich vSak nastane hladu a vSechna
hojnost v egyptské zemi bude zapomenuta.” Lze tedy pfedpokladat perzistenci i u ¢asovych
fad koncentraci zkoumanych polutanti. Déle je mozné se setkat v perzistentnich systémech
s nenadalymi skoky — diskontinuity, kdy se nékterd ménici se veli¢ina miZze ménit témeér
libovolnou rychlosti. Mandelbrot opét inspirovany bibli nazval tyto katastrofy Noemovym
jevem. Tyto dva jevy poukazuji na skutecnost, ze redlné¢ procesy maji tendenci smétovat
k setrvalému stavu, ale zaroven tyo tendence mizou velmi rychle zmizet a pak se zase objevit.

Pro popis procesi mlzeme zavést pojem sobépodobnost. Sobépodobnost je
charakteristika tvaru objektil, kdy libovolna ¢ast objektu ma tvar, ktery je podobny tvaru téhoz
objektu pfi jiném rozliSeni (zvétSeni nebo zmenseni). Sobépodobny proces mizeme definovat

nasledovné:
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X(at)=a" X (1) (51)

kde a je kladna konstanta a H koeficient sobépodobnosti nabyvajicich hodnot 0 az 1.
Oznaceni H pak dal exponentu Mandelbrot (Mandelbrot et van Ness, 1968), kde ho definoval

nasledovné:

o’ = jyzf(y,t)dy =ct®" (52)

Dokonald sobépodobnost se vyskytuje pouze v matematice u fraktalti. V pfirod€, neni
sobépodobnost piesné geometrickd, ale musi se chapat v pravdépodobnostnim smyslu: zméni-
li se métitko zobrazeni, neboli Skala, objekt zlstava v pravdépodobnostnim smyslu totozny.
Sobépodobnost nebo také sobépiibuznost nazyvame stav, kdy urcitd ¢ast fraktalu je velmi

podobna, ne vsak zcela shodna s ptivodnim motivem.

5.3.1 R/S analyza

R/S analyza je nejstarSi a nejpouZivangjs$i metoda vypoctu Hurstova exponentu, kterou
vyvinul hydrolog Hurst (1951) pfi zkouméni pratoku na fece Nilu. Hurst se zabyval moznosti
staveb na Nilu. Zcela zasadni je urcit kapacitu prehrady, ktera je dana ptitokem a odtokem.
Hurst si povSimnul studiem historickych dat, Ze tyto procesy nejsou ndhodné. Zjistil, Ze po
potopé vétsi nez primér, tak s velkou pravdépodobnosti bude néasledovat potopa jesté vetsi a
opacné. Standartni dosud znamé metody, zadnou souvislost neprokazaly. Z téchto divodi
vyvinul novou metodu, kterd je zaloZzena na normalizaci pfepocten¢ho rozpéti lokalni
smérodatnou odchylkou. Toto pieskdlovani umoziuje porovnavat hodnoty za riiznd obdobi.
Pro vypocet Hurstova exponentu je nutné odhadnout zéavislost pieSkalovaného rozpéti na
velikosti ¢asového intervalu n pozorovani. Je tedy nezbytné spocitat praimérné piepoctené
rozpéti pro kazdou hodnotu n. Pro ¢asovou tadu délky n, Y=Y;, Y>, ..., Y,, je preskdlované
rozpéti vypocteno nasledovné:

Rada odchylek od priiméru daného useku pro kazdy tsek je vypoétena nasledovné:

1 n
U, :Yt——ZYI. fort=12,...,n (53)
nio
Rada akumulovanych odchylek pro kazdy tsek je vypoétena nasledovné:
v :ZUI. fort=12,....,n (54)

i=1
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Preskalované rozpéti R se spocita pro kazdy usek n, dle nasledujiciho vztahu:

R(n) =max(V,,V,,....V,) —min(V,V,,....,V,) (55)

Obdobné¢ pro kazdy usek n se spocita smérodatna odchylka S:

S(n) = \/%Z(Y Yy’ (56)

Ocekavand hodnota normalizovaného rozpéti smérodatnou odchylkou odpovida

mocninnému zakonu:

R H
E{SEZ”:CH as n—> o 57)

Mocninny zdkon lze zjednodusené definovat jako pravidlo, které vyjadiuje, jak zavisi
ziskana informace na zvoleném meétitku. Odhad Hurstova exponentu je zalozen na vyuziti
regresni analyzy. Jednotlivé Gdaje /R(n)/S(n)] jsou zéavislé proménné a velikosti n nezavisle
proménné. Hurstv exponent muze byt interpretovan jako sklon pfimky ziskané pomoci
metody nejmensich ¢tvercl pro zlogaritmované hodnoty /R(n)/S(n)] a n.

Odhad realizovany pomoci R/S analyzy nemusi byt vérohodny u heteroskedastické a

antiperzistentni fady. Pro ucely této prace je naopak tato metoda vhodna.

5.3.2 Disperzionalni analyza

Disperzionalni analyza je metoda vypoctu Hurstova exponentu, kterou poprvé
predstavil Bassingthwaighte (1988). Podstata algoritmu spoc¢iva v rozsekani dané ¢asové fady
na n neprekryvajicich se intervalll. Za kazdy interval je spocitan primér a smeérodatna
odchylka (SD). Takto se spocitd smérodatnd odchylka pro vSechny mozné délkové intervaly.

Vztah mezi smérodatnou odchylkou a # je ur€en mocninnym zédkonem:

SD oc n'"! (58)
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6 Predikce

Obecné vétsinu vlastnosti chaotickych systémil 1ze mnohem snadnéji urcit z rovnic, nez
z Casovych tad. Pokud by byly nalezeny odpovidajici rovnice dané ¢asové tady, dalo by se
dokonce opustit analyzu ¢asovych fad a vénovat se analyze modelu. Ale tato situace je, kromé
dobie kontrolovanych laboratornich experimentti, pomérné¢ vzacna. Nicméné, analyzy
samotného empirického modelu a analyzy dat generované timto modelem, miZou otestovat
konzistenci vysledki analyzy ¢asovych fad. V realité, pfi vytvaieni modelu z dat, neni zaruka,
ze se vysledek blizi skutecné dynamice pozorovaného systému. Chaotické dynamické
systémy obecné ukazuji fenomén strukturalni nestability. To znamend, Ze modely s velmi
podobnymi parametry mohou vykazovat kvalitativné odlisnou globalni dynamiku.

V rekonstruovaném fazovém prostoru muzeme urcit vztah mezi nasledujicim a
soucasnym stavem nasledovné:
X +T)=f(X(®) (59)

kde "T" predstavuje pocet Casovych krokli doptedu piedpovedi. Funkce f predstavuje
aproximaci neznamého dynamického systému. Je ukazano, Ze pro dostatecné velké hodnoty
dimenze vnofeni a jsou-li splnény nekteré dal§i podminky, zrekonstruovana trajektorie ma
stejné topologické a geometrické vlastnosti jako fazovy prostor trajektorie systému (Takens,
1981). To znamena, Ze pokud jsou splnény podminky Takensovi véty, toto mapovani
zachycuje nékteré vlastnosti nezndmého dynamického systému.
X(@+T)=1,(X(@) (60)

Cilem je najit prediktor f,, ktery by predikoval x(t + T) na zéklad¢ rekonstruované
Casové fady. V pfipad€, ze Casova fada je chaoticka, pak f, je nutné nelinearni. Existuje

mnoho piistupii (lokalnich i globalnich) k nalezeni vhodného prediktora f,,.

6.1 Lokalni linearni modely

Tato skupina modelt zahrnuje ptipady, kdy dochazi k lokalni linearizaci. Podle Hegger
et al. (1999) jsou lokdlni linearni modely vazané pouze na piipad, ze je dobry davod

predpokladat, Ze nésledujici vztah

Sy =J(s,) (61)
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je mozné pouzit na experimentdlni data jako dobrou pfedem zvolenou aproximaci
neznamé funkce f a zaroven f je hladka. Neznamé funkce f se nahradi prvnim ¢lenem
Taylorova rozvoje. Nasledné je tedy mozné provést minimalizaci ndsledujiciho vztahu:

o’ = D (s;n—a,s;—b,)’ (62)

s;ev,

Predikce je nasledné dana:

§n+l :ansn +bn (63)

6.2 Globalni modely

Lokalni modely jsou jisté zajimavé, ale v nékterych pripadech mizou Spatné predikovat,
zvlasté v pripadech kdy vybrané body nejsou dostupné v dané dimenzi nebo neexistuje

inverzni matice k danému problému. Velmi Casto se stava, ze velké mnozstvi

2 2
0> =D (Sp1 = £,(s,) (64)
kde f, je nelinearni funkce s parametrem p. Zisadnim problémem je volba vhodné
nelinearni funkce f,. Hegger et al. (1999) uvadi, Ze je mozné pouZit pfistupy zaloZené na
polynomidlnich funkcich, radidlné bazickych funkcich, neuronovych siti, ortogonalnich
polynomech atd. Vysledky predikce zavisi na tom, jak vhodny byl vybran prediktor f, vhodny

pro modelovani neznamé nelinearni funkce a na deterministické podstaté viibec.

6.2.1 Radialné bazicka funkce

Funkce f, v této praci je zvolena radidlné bazicka funkce. Radialn€ bazickd funkce
(RBF) je realna funkce, jejiz hodnota zavisi pouze na vzdalenosti od pocatku, nebo
alternativné na vzdalenosti od n¢jakého jiného bodu c, nazvaného centrum. RBF musi

spliovat nasledujici vztah:

D(x) = D(|x) (65)
respektive:
D(x,c) = q)(”x — c||) (66)

Existuje celd tada radidln¢ bazickych funkci, které se prakticky pouzivaji pro

reprezentaci jadra. V tomto modelovém piipadé je vyuZito Gaussovské a polynomidlni jadro.
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Gaussovské jadro je dano nésledovné (Obr. 17):
(67)

2.2
O(x)=e“"

1(x)

5 4 : 4 5
Obr. 17. Gaussovské jadro
Rovnice prediktoru je ddna nasledovné:
n
£, =ay+ () (68)
i=1
Respektive, ptedpis pro predikci s vyuzitim Gaussovské jadra RBF
(69)

n
_ ~(elx=x])?
X, =ay+ Zaie
i=1
Obdobné miiZze byt definovan prediktor s vyuzitim polynomidlnich funkci n-tého tadu:

(70)

n .
fp = Z ax'
i=0
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7 Vysledky

Vypocty a analyzy, vcetn¢ grafického zpracovéani, jsou provedeny v prostiedi
MATLAB, MATHEMATICA, TISEAN a MS EXCEL. TISEAN je softwarovy projekt
specidlné€ vyvinuty pro analyzu ¢asovych fad zaloZeny na teorii chaosu (Hegger, et al., 1999).

Teoretickym podkladem pro tento software je prace Kanz et Schreiber (2004).

7.1 Chaotické deskriptory

7.1.1 Optimalni hodnota ¢asového zpoZdéni

Optimalni hodnota casového zpozdéni byla vypoctena pomoci miry vzdjemné
informace. Na zakladé popsané metodiky je dulezité zjistit prvni minimum funkce I(7). Prvni
minimum I(t) obsahuje nejvétsi mnozstvi informace, aniz bychom Uplné ztratili korelaci mezi
casovou fadou a ¢asovou fadou posunutou o €as 1. Z pribéhu funkce I(t) bylo urc¢ena hodnota
optimalniho ¢asového zpozdéni T = 7 ¢asové fady koncentraci NOy. Stejnym zplisobem byla

ur¢ena hodnota ¢asového zpozdéni T = 13 Casové fady koncentraci O3 a T = 16 Casové fady
koncentraci SO,.
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Obr. 17. Mira vzajemné informace u ¢asové fady koncentraci NOx
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7.1.2 Optimalni hodnota dimenze vnoreni

Optimalni hodnota dimenze vnofeni byla vypoctena pomoci metody nejblizSich
falesnych sousedti. Podstatou metody je porovnani vzdalenosti dvou sousedtl v urcité dimenzi
a v dimenzi o jednu vétsi. Pokud se jednd o falesné sousedy, bude jejich vzdalenost ve vyssi
dimenzi tak velka, Ze jiz nebudou sousedy. Za dostate¢nou dimenzi vnofeni se bere hodnota,
ktera snizuje pocet faleSnych sousedu k nule. Dimenze vnofeni je u asové fady koncentraci
NOx odhadnuta na 10, u u ¢asové fady koncentraci Os na 7 a u ¢asové fady koncentraci SO,

na 16.
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Obr. 20. Podil nejblizsich faleSnych sousedi u casové fady koncentraci NOx
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7.1.3 Korelaéni dimenze

Vypocet korelaéni dimenze je zaloZen na metod€ vyvinuté Grassberger et Procaccia,
(1983). Zakladem je vypocet korelacniho integralu C(g). Vzhledem k definici korelaéniho
integralu se nejedna o hladkou kiivku, proto byl pouzit korelac¢ni integral s Gaussovym
jadrem Cg(e). Korelacni dimenze se ziskd vynesenim In Cg(g) vici In (g). Sklon kiivek pro

rizné dimenze vnofeni m udéavaji riizné hodnoty korela¢ni dimenze Dc.

—dim1
2 —dim2
—dim3
——dim4
A - —dim5
——dimé
—dim7
$ 6 ——dims
£

dim9
—dim10
-8 ——dim11
dim12
dimi13
-10 dim14
dimi15

-12
In(e)

Obr. 23. Vyneseni /n Cg(g) vici In (¢) u koncentraci NOx
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7.1.4 Entropie

Obecné¢ muzeme pocitat entropie rizného fadu. Bézné se pouziva Kolmogorov-Sinai
entropie a Shannonova, neboli informac¢ni entropie. Shannonova entropie pro ¢asovou fadu
koncentraci NOx je 3,3; u Casové fady koncentraci O3 je 7,8 a u Casové fady koncentraci SO,
je2,3.
10,12 -
10,11
10,1
10,09
10,08

10,07

Kolmogorov entropy

Obr. 26. Vyneseni /n Cg(e) vici In (g) u koncentraci SO,

7.1.5 Maximalni Ljapunoviiv exponent

Ljapunovovy exponenty jsou Cisla, kterd popisuji divergenci blizkych trajektorii.
Maximalni Ljapunovilv exponent hraje vyznamnou roli v analyze dynamickych systém. Je-li
alesponl jeden Ljapunoviiv exponent kladny, je to povazovano za dostatecny signal, Ze se
studovany systém chova chaoticky. Pro odhad nejvétsiho Ljapunova exponentu je pouzit
Rosensteiniiv algoritmus (Rosenstein, et al., 1993). Rosensteiniv algoritmus je zaloZen na
linedrni regresi metodou nejmensich ¢tvercti v grafu logaritm@ divergence a ¢asu. Maximalni
Ljapunoviv exponent pro ¢asovou fadu koncentraci NOx byl odhadnut na 0,034; u casové
fady koncentraci O3 na 0,09 a u ¢asové fady koncentraci SO, na 0,05. Hodnoty nejvétsiho
Ljapunova exponentu u fad koncentraci Oz a SO, jsou urCeny pouze zhruba z divodi
nejednoznacnosti oblasti vhodnou pro proloZeni linearniho trendu. Jedna se vSak o vSechno

kladné hodnoty.
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Obr. 27. Zavislost logaritmu divergencece A(At) na At u koncentraci NOy. Smérnice prolozené
primky v nesaturované oblasti udava nejvétsi Ljapunoviv exponent
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Obr. 28. Zavislost logaritmu divergencece A(At) na At u koncentraci O3;. Smérnice prolozené
pfimky v nesaturované oblasti udava nejvétsi Ljapunoviv exponent
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Obr. 29. Zavislost logaritmu divergencece A(At) na At u koncentraci SO,. Smérnice prolozené
pfimky v nesaturované oblasti udava nejvétsi Ljapunoviiv exponent

7.1.6 Hurstiv exponent

Hurstliv exponent ndm udéava perzistentnost procest, neboli nam tika, zdali se jedna o
¢asovou fadu s dlouhodobou paméti. Hurstiiv exponent pro ¢asovou fadu NOx je 0,79; pro

casovou fadu koncentraci O3 je 0,87 a pro ¢asovou fadu koncentraci SO, také 0,87.

55



7.2 Predikce

Nakonec byla provedena predpovéd’ pomoci Gaussovy radidlné bazické funkce a
polynomialni funkce. Na zakladé numerickych simulaci se nejlépe jevil polynom 3. Radu, ale
1 ten je mozné pouze pro predikci na maximalné 100 kroki, tedy 100 hodin. Pfedpovédi na
1000 hodin jsou zobrazeny na Obr. 27. Tento udaj jasn¢ ukazuje, Ze RBF je mnohem lepsi,
nez polynomialni fit.

Tato predpovéd pomoci RBF pro prvnich par hodin je velmi dobra, i kdyz se jedné o
oblast s vysokou volatilitou. V mnoha ptipadech spravné predikce odhaduje vrcholy a
tendence NOx koncentrace a Casu tad. Pfedpovédi pomoci RBF mohou byt pouzity v

dlouhodobém ¢asovém horizontu.
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Obr. 30. Predikce koncentraci NOy pomoci Gausovské RBF a polynomialni funkce
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8 Diskuze

Pokud je Ljapunoviv exponent kladny, korelacni dimenze nabyva nizkych
necelociselnych hodnot a Kolmogorova entropie je kladné konecné ¢islo, miizeme usuzovat,
ze dany systém je pravdépodobné chaoticky. Provedena analyza potvrdila pfedpoklady pro
pritomnost chaosu v Casovych fadach polutantii NOx, O3 a SO,. K podobnym zavérim dosli
také napt. Chattopadhyay et al. (2008), Chelani et al. (2005), Chen et al., (1998), Kocak et al.
(2000), Kiiz (2014), Weng (2008), etc.

Chattopadhyay et al. (2008) studuji primérné mésicni hodnoty ozonu ve mésté Arosa
(Svycarsko) za 40 let a snazi se pochopit povahu tohoto dynamického systému. Studie
popsané¢ vySe se pokusili pochopit. Zvolend metodika vykazuje pfitomnost
nizkodimenzionalniho chaosu v této casové fad€. Identifikace chaotického charakteru
dynamiky ozonu mize byt velmi uzitecné pro vyvoji nelinearnich prediktivnich modeld, jako
jsou umélé neuronové sité (Chattopadhyay et al., 2008).

Chen et al. (1998) popisuje novou metodiku, na zaklad¢ teorie dynamickych systému,
jak modelovat a ptredpovidat dynamiku ozonu. Model je konstruovan v multidimenzionalnim
fazovém prostoru ze zjiSt€nych koncentraci ozonu. Piedpovédi jsou zaloZzeny na zkoumdni
trajektorie ve zrekonstruovaném fazového prostoru. Chen et al. (1998) dale ukazuje, Ze
navrhovany model mize byt pouzit pro identifikaci rozdilu mezi chybou méfeni a podstatou
deterministické chaotické dynamiky. Chen et al. (1998) pro svou predikci vyuziva logistickou
rovnici.

Kogak et al. (2000) vyuziva lokéalni metodu predikce k pifedpovédi koncentrace O3 v
riznych stanicich centra Istambulu. Zjisténé udaje jedné promeénné Casoveé fady se pouZzivaji
k rekonstrukci atraktoru ve vicerozmérném prostoru. Nasledn€, dynamicky model pro
generovani atraktor se odhaduje a zména trajektorie se pfedpokladd pomoci polynomické
aproximace. Jinymi slovy, dynamika systému jsou popsany krok za krokem lokalné ve
fazovém prostoru. Parametry potfebné k rekonstrukci fazovy prostor, jsou ¢asové zpozdéni a
dimenze vnofeni. Kogak et al. (2000) voli hodnotu €asového zpozdéni na zakladé vypoctu
prvniho minima autokorela¢ni funkce. Zde se tato diplomové prace rozchazi s Kogak et al.
(2000) a navrhuje provést vypocet na zdkladé metodiky pant Fraser et Swinney (1986).
Dimenze vnofeni odpovidd minimalni relativni chybé mezi pozorovanymi a vypocitanymi
hodnotami. Relativni chyba mezi vystupi modelu a pozorovani je v ramci prakticky
piijatelnych mezich poukazujici na to, zZe koncentrace O3 se tidi vztahy teorie chaosu. Kocak

et al. (2000) vypocital hodnotu ¢asového zpozdéni 7=75 a dimenzi vnofeni m=3.
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Weng et al. (2008) se zabyva analyzou pifizemniho ozonu ve méstech Chaozhou a
Zenwu v metropolitni oblasti Kaohsiung, Tchaj-wan. Weng et al. (2008) provedl BSD test,
ktery potvrdil silnou nelinearitu obou ¢asovych fad v uvedenych méstech. Dale Weng et al.
(2008) provedl R/S analyzu casové fady a vypocetl hodnotu Hurstova exponentu H=0,75,
ktera ukazuje na perzistentnost procesu. Hodnota H=0,87vypoctena v této diplomové praci je
srovnatelnd a jesté vice ukazuje na perzistentnost procesu. To znamen4, Ze se jedna o ¢asovou
fadu s dlouhodobou paméti, kterou lze snadnéji predikovat. Weng et al. (2008) kromé toho,
dale identifikoval pomoci V statistiky soucasné tii cykly o délkéach kolisani cyklu 32, 170 a
420 dnt.

Tato diplomovéa prace analyzovala data bez jakychkoliv pfedchozich Uprav mimo
vylouc€eni chybé&jicich hodnot, které bylo popsdno v kapitole ,,Data®. Obecné je doporuc¢ovano
pouzit data bez vyrazného trendu, coz naSe data spliovali a detrendovani nebylo nutné. Dalsi
otazkou je pritomnost Sumu v datech. Existuje celd fada metodik jak se zbavit Sumu
uvedenych napt. v Kanz et al. (2004). Nicmén¢ je tfeba podotknout, ze kazdy takovy zasah na
druhou stranu mlze zasdhnout do vykyvi plynouci ze samé podstaty zkoumaného systému.
Tato diplomova préace se ddle jiz nezabyvala vyuzitim umélych neuronovych sit’i, prestoze by
to byla pravdépodobné zajimava moznost roz§ifeni a zpiesnéni predikci.

Ukazuje se, ze spravna aplikace metod zalozenych na teorii chaosu muze zarucit

vvvvvv
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9 Zavér

Diplomové prace analyzuje data poskytnutd Ceskym hydrometeorologickym ustavem.
Data obsahuji hodinové koncentrace jednotlivych polutantii (NOx, O3 a SO;)z Prahy - Libuse
od 1.1.2011 do 31.12.2013. Diplomova prace pracuje se dvéma zakladnimi hypotézami, které
se potvrdily.

Prvni hypotéza se znéla, zdali méfené koncentrace vybranych znecistujicich ptimeési
maji kvantifikovatelny chaoticky projev. Byla provedena pomérné¢ rozsidhla analyza
vybranych casovych fad zalozend na metodach teorie chaosu, ktera prokéazala chaotické
chovani. Pokud je Ljapunoviv exponent kladny, korelacni dimenze nabyva nizkych
necelociselnych hodnot a Kolmogorova entropie je kladné kone¢né ¢islo, miizeme usuzovat,
ze dany systém je pravdépodobné chaoticky. Provedena analyza potvrdila ptedpoklady pro
ptitomnost chaosu v ¢asovych fadach polutanti NOx, O3 a SO,. Timto byl také splnén prvni
cil prace: Prokazani kvantifikovatelnych chaotickych projevli métfenych koncentraci
vybranych zneciStujicich ptimeési.

Druha hypotéza se zabyvala otazkou, zdali vyvoj vybranych koncentraci lze predikovat
pomoci hybridnich model. Vzhledem k tomu, Ze chaos byl s velkou pravdépodobnosti
jevi metoda globalni nelinearni predikce s vyuzitim Gaussovské radialné bazické funkce.
Timto byl také splnén druhy cil prace: Vyvinuti a otestovani hybridniho modelu urc¢eného k
predikci budouciho vyvoje anebo k dopliiovani chybéjicich udaji.

Posledni cil prace ,,diskutovat ziskané vysledky s ohledem na dalsi teoretické studie 1

mozné praktické pouZiti“ byl splnén v kapitole ,,Diskuze*.
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