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Uvod

Bakalarska prace Mocninné tady - sbirka prikladi je urcena predevsim pro
studenty predmétu Matematika 2 vyucovaného na katedie Matematické analyzy
a aplikaci matematiky Ptirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci.
Hlavnim cilem prace je vytvorit pro studenty material, kde naleznou ptredevsim
dostatek prikladi i s postupem vedoucim k jejich feseni. Tato sbirka by jim méla
pomoci pochopit ucivo a mize slouzit i jako pomticka k pripravé na zapoctové
a zkouskové testy. Sbirka je psana s predpokladem, Ze studenti jiz maji znalosti
z predmétu Matematika 1 a absolvovali prednasku ke kurzu Matematika 2.

Prace je rozdélena do péti ¢asti. V prvni kapitole se seznamime s ¢iselnymi
fadami a uvedeme zakladni pojmy a vlastnosti, které uplatnime pti pocitani jak s
¢iselnymi, tak i s mocninnymi fadami. Druha kapitola je vénovana fesenym i nefe-
Ssenym prikladim tykajicich se ¢iselnych fad. Predevsim se zaméfime na vysetio-
vani konvergence, resp. divergence ¢iselnych fad pomoci tzv. kritérii konvergence.
Dalsi kapitola se tyka mocninnych fad. Stejné jako u ¢iselnych rad si nejprve za-
vedeme zakladni pojmy teorie mocninnych fad. Ctvrta kapitola obsahuje opét
priklady, ve kterych je predevsim vysvétleno, jak postupovat pii urcovani oboru
konvergence a souc¢tu mocninnych fad. Nechybi ani priklady k procviceni. Po-
sledni kapitola ukazuje, jak je mozné si pomoci matematického softwaru Maple

overit spravnost vysledkt ziskanych pri feSeni priklad.



Seznam pouzitych zkratek a symboli

N mnozina prirozenych cisel
R mnozina realnych cisel
R* rozsifend mnozina realnych cisel
OK obor konvergence
OAK obor absolutni konvergence
{a,}77 posloupnost realnych ¢isel
{sn}ooy posloupnost ¢astecnych soucti
{fu(x)} >, posloupnost funkei
o
> ay nekonecéné ¢iselnd rada
n=1
o

fn () nekonecéné fada funkei
n=1
o0
7 an(r — x0)™ mocninnd fada
n=0
o0

(n) o o
> fT(,xo) (x — x)" Taylorova fada fukce f v bodé z
n=0
o0
() (o . v

> fn—,()a:” Maclaurinova fada
n=0 )
lim a, limita posloupnosti {a,},_,
n—roo
(a,b) otevieny interval
(a,b) zprava uzavieny (zleva otevieny) interval
(a,b) zleva uzavieny (zprava otevieny) interval
(a,b) uzavieny interval
sgn funkce signum

= priblizné rovno



1. Ciselné Fady

Drtive nez pristoupime k samotnému tématu mocninnych rad, musime si uvést
zékladni pojmy a vlastnosti tykajici se fad ¢iselnych. Jejich znalost je totiz za-
kladem pro praci s mocninnymi fadami. VsSechny pouzité definice a véty jsou

Cerpany z [1], [2] a [8].

1.1. Zakladni pojmy
Definice 1.1. Necht {a,}, -, je posloupnost redlnych ¢isel. Symbol

o0

> an  mebo  aytastagtctan -

n=1

nazyvame nekonecnou ¢iselnou tadou. Cislo a, se nazyva n-ty clen fady, n se
nazyva sc¢itaci index.
[e.9]
Definice 1.2. Uvazujme fadu ) a,. Posloupnost {s,} -, kde
n=1
S1 = ap
Sg = a1 + ao

S3 = a1+ az+as

n
Sp =01+ ay+ -+ a, = E a;
i=1

o0
se nazyva posloupnost édstecnych soucti fady > ay.
n=1



oo
Definice 1.3. Necht je ddna fada ) a, a ji odpovidajici posloupnost ¢asteénych
n=1

souctt {s,} - . Jestlize

[e.e]
e lim s, = s € R, pak fikdme, 7ze fada > a, konverguje a md soucet s;
n—o0
n=1

o0
e lim s, = +oco , pak fikdme, Ze fada Y a, diverguje k +00 a ma soucet
n—oo

+00 ;

n=1

oo
e lim s, neexistuje, pak fikdme, 7Ze fada Y a, diverguje (osciluje) a nemd
n—oo

n=1
soucet.
o
Poznamka 1. Nemiuze se stat, ze by fada ) a, napf. konvergovala a divergovala
n=1

zaroven, protoze kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

1.2. Zakladni vlastnosti

Nésledujici véta nam udava nutnou podminku konvergence tady.

Véta 1.1. Jestlize tada ), a, konverguje, pak plati lim a, = 0.
n—oo

n=1

(o)
Poznamka 2. Pozor! Obricena véta neplati. Ne kazda fada > a,, pro kterou
n=1

je splnéna podminka lim a, = 0, konverguje.
n—oo

V opac¢ném ptipadé, jestlize neni splnéna nutné podminka konvergence, tj.

lim a, # 0,

n—oo

pak fada > a, diverguje.

n=1

Véta 1.2. Necht > an, > b, jsou konvergentni tady a necht > a, = s, > b, =
n=1

n=1 n=1 n=1
= t. Pak je konvergentni i fada ) (a, +by,) a plati > (a, +b,) = s+t
n=1 n=1

8



[&.°]

Poznamka 3. Obracend véta opét neplati. To, Ze konverguje fada > (a, + by)
n=1

o [e.9]
jesté neznamend, ze konverguji i diléi fady > a, a Y. by.
n=1 n=1

Poznamka 4. V pfipadé, ze fada ) | a, konverguje a fada ) b, diverguje, bude
n=1 n=1

divergovat i fada > (a, + by).

n=1

Véta 1.3. Jestlize tada ) a, konverguje, pak pro libovolné k € R konverguje

n=1

téz fada Y k- a, a plati

n=1

ihan:kian.
n=1 n=1

Naopak, konverguje-li fada Y k- a,, kde k € R, k # 0, konverguje i fada _, a,,.

n=1 n=1
Poznamka 5. Jestlize je ale fada > a,, divergentni, pak je pro k # 0 divergentni
n=1

ifada > k- a,.

n=1



1.3. Vyznamné rady

Zal-q”’l, kde aq,q € R.
n=1

o0
Rada > a; - ¢"! se nazjva geometrickd s prvnim ¢lenem a; a kvocientem g.
n=1
V pripadé, ze
e |q| > 1, geometrickd fada diverguje;

e |q| < 1, geometricka fada konverguje a mé soucet s = 4.

1—q
=1
n=1 i
o0
Pro fadu }_ - mohou nastat tyto dva pripady:
n=1

e fada konverguje pro p > 1;
e tada diverguje pro 0 < p < 1.

Jestlize polozime p = 1 obdrzime fadu

oo

1
25

Tato fada se nazyva harmonickd Tada a diverguje.

(1"

n=1

o)
Rada Y (=1)""' se nazyva Grandiho Fada a osciluje.
n=1

10



1.4. Ciselné Fady s nezapornymi ¢leny

Definice 1.4. Rada Y a, se nazyva rada s nezdpornymi (resp. kladnymi) ¢leny,
n=1

je-li

a, > 0 pro vSechna n € N (resp. a, > 0 pro vSechna n € N).

Véta 1.4. Kazdd Tada s nezdpornymi cleny bud konverguje nebo diverguje k oo.

Poznamka 6. Tato vlastnost plyne ze skutec¢nosti, Ze posloupnost ¢astecnych

soucti {s,} -, ufad s nezdpornymi ¢leny bude vzdy neklesajici. Tudiz tyto fady

budou bud konvergovat nebo divergovat, ale nemohou nikdy oscilovat.

1.4.1. Kritéria konvergence a divergence

V mnoha piipadech byva velice obtizné stanovit soucet rady, pomoci kterého
bychom rozhodli o konvergenci, resp. divergenci fady. Casto se omezujeme pouze
na informaci, zda fada konverguje ¢i diverguje, aniz bychom tento soucet urcovali.
K tomuto tcelu pouzivame tzv. kritéria konvergence, které predstavuji postacujici

podminky pro konvergenci, resp. divergenci ¢iselnych rad.
Véta 1.5. Srovnavaci kritérium

Necht " a, a Y b, jsou tady s nezdporngmi cleny a necht
n=1 n=1

an < by
pro vSechna n € N. Potom plati:

e konverguje-li fada Y b, pak konverguje i Tada ) ay;
n=1 n=1

o o0
o diverquje-li fada Y a,, pak diverguje i fada »_ by,.

n=1 n=1

11



Definice 1.5. Necht > a, a > b, jsou fady s nezdpornymi ¢leny a necht a,, < b,

n=1 n=1

oo oo
pro vSechna n € N. Potom fadu ) b, nazyvame majorantni fadou k fadé > a,
n=1 n=1

o oo
a fadu Y a, minorantni fadou k fadé > b,.
n=1 n=1

Véta 1.6. Limitni srovnévaci kritérium

Necht » a, a Y b, jsou tady s nezdpornymi cleny a necht ezistuje
n=1 n=1

Je-li L < 0o a konvergugje-li fada _ b, pak konverguje i fada »_, a,.

n=1 n=1

Je-li L > 0 a diverguje-li fada > b,, pak diverguje i fada » a,.

n=1 n=1

Poznamka 7. Ke srovnani budeme nejcastéji pouzivat fady uvedené v kapitole

1.3, o nichz vime, zda konverguji ¢i diverguji.

Véta 1.7. Podilové kritérium - D’Alembertovo

o0
Necht > a, je fada s kladngmi éleny. Jestlize pro vSechna n € N plati nerovnost:
n=1

o Ut < g <1, pak Tada Y a, konverguje;

an —
n=1

o L > 1 pak fada Y a, diverguje.

Qn
n=1

12



Véta 1.8. D’Alembertovo limitni podilové kritérium

Necht > a, je tada s kladnymi cleny. Existuje-li

n=1

lim 27+t — q, kde q € R,

n—00  (y,

potom v pripade, Ze:

e g <1, fada Y a, konverguje,

n=1

e ¢ > 1, fada Y a, diverquje;
n=1

e ¢ = 1, nelze o konvergenci fady ) a, timto kritériem rozhodnout - tfada
n=1

muze konvergovat i divergovat.

Véta 1.9. Odmocninové kritérium - Cauchyovo

o0
Necht " a,, je tada s nezapornymi cleny. Plati-li nerovnost
n=1

o a, < q<1 provsechnan €N , pak fada ) a, konverguje;
n=1

e /a, > 1 pro nekonecné mnoho n € N, pak fada > a, diverguge.

n=1

Véta 1.10. Cauchyovo limitni odmocninové kritérium

Necht > a,, je tada s nezapornymi cleny. Erxistuje-li
n=1

lim {/a, = q, kde q € R*,

n—0o0

potom v pripade, Ze:

e g <1, fada Y a, konverguje;

n=1

13



e ¢ >1, fada > a, diverguje;

n=1

[e.o]

e g = 1, nelze o konvergenci fady ) a, timto kritériem rozhodnout - Tfada
n=1

muze konvergovat i divergovat.

Véta 1.11. Limitni Raabeovo kritérium

Necht > a,, je tada s kladnymi ¢leny a necht existuje limita
n=1

lim n - (l—anﬂ) =q, kde q € R*.

n—00 an

Potom plati:

e je-li ¢ > 1, pak 7ada Y a, konverguje;

n=1

e je-li ¢ <1, pak fada Y a, diverguje.

n=1

Véta 1.12. Integralni kritérium

Necht f je funkce definovand na intervalu (1,00), kterd je na tomto intervalu

o0
nezapornd a nerostouci. Necht f(n) = a, pro vSechna n € N. Pak Tada > a,
n=1

konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje nevlastni integral floo f(z)dz.

Poznamka 8. Pokud se nam nepodafi rozhodnout o konvergenci fady pomoci
zvoleného kritéria, musime pouzit jiné, siln€jsi kritérium. Pti volbé kritéria mu-

sime brat v avahu tvar a,,.

14



1.5. Rady absolutné a relativné konvergentni

V této kapitole opustime problematiku fad s nezapornymi ¢leny. Budeme se

o
zabyvat fadami s ¢leny obecnymi, tzn. fadami ) a,, kde a, € R. Tato fada
n=1

miize byt tedy tvorena nejen kladnymi, ale i zdpornymi, popf. nulovymi c¢leny.

P1i vySetfovani konvergence fad s obecnymi ¢leny budeme zaroven vysetfovat

(0.0
i fady tvofené absolutnimi hodnotami jednotlivych ¢lenti. Mezi dvojici fad ) a,
n=1

a Y |a,| plati nasledujici vztah.
n=1

Véta 1.13. Konverguje-li fada Y |a,|, konverguje i fada >, a,.
n=1 n=1

Poznamka 9. Opac¢né tvrzeni neplati. Proto je na misté pro fady s obecnymi

¢leny zavedeni silnéjsi vlastnosti nez je konvergence.

oo
Definice 1.6. Rekneme, ze fada Y a, konverguje absolutné, jestlize konverguje
n=1

oo o0 oo
fada ) |a,|. Jestlize fada ) a, konverguje a fada Y |a,| diverguje, fikdme, ze

fada konverguje relativné .

Poznamka 10. U fad s nezapornymi ¢leny je pojem absolutni konvergence to-

tozna s pojmem konvergence.

(o]
Protoze ) |a,| je fada s nezapornymi ¢leny, mizeme pro urcovani absolutni
n=1

konvergence fad pouzit vSechna kritéria z kapitoly 1.4.1.

15



1.5.1. Alternujici rady

Specialnim pripadem fad s libovolnymi ¢leny jsou tzv. alternujici fady neboli

fady se stiidavymi znaménky.

Definice 1.7. Nekonecéna fada ) a, se nazyva alternugici, pravé kdyz plati

n=1
SgN a,1 = —sgna, pro vsechna n € N.

Poznamka 11. Alternujici fady mohou mit tvar

(—1)n—1an:a1_a2+a3—a4+a5—a6+...7

NE

1

3
Il

(—1)”+1an:al—a2+a3—a4+a5—a6+---

NE

1

3
Il

Z(—l)nanz—a1+a2—a3~|—a4—a5+a6—---,

n=1

kde {a,} je posloupnost kladngch ¢isel.

O konvergenci alternujicich fad rozhodujeme pomoci Leibnitzova kritéria kon-

vergence.

Véta 1.14. Leibnitzovo kritérium

Necht {a,} je nerostouci posloupnost kladngych cisel, tj. a, > an+1 > 0 pro

viechna n € N. Pak alternugici vada > (—1)""ta, konverguje prdvé tehdy, kdyz

n=1

plati lim a, = 0.
n—oo

16



2. Ciselné fady - piiklady

Tato kapitola je vénovana fesenym i nefesenym piikladiim tykajicich se ¢i-
selnych fad. Vétsina piikladi je zaméfena na zjistovani konvergence, resp. diver-
gence Tad pomoci kritérii konvergence uvedenych v kapitole 1.4.1. S vyjimkou
srovnavaciho kritéria budeme pouzivat pouze limitni kritéria, ktera jsou pro vy-
poc¢ty vhodnéjsi. Dale budeme ovérovat splnéni nutné podminky konvergence
a podminek Leibnitzova kritéria. Nakonec se nau¢ime urcovat, zda rada s obec-

nymi Cleny konverguje absolutné nebo relativné.

2.1. Nutna podminka konvergence

V predchozi kapitole jsme si uvedli, ze plati nasledujici véta.
Véta. Jestlize rada > a, konverguje, pak plati lim a, = 0.
n=1 n—oo

Poznamka. V piipadé, Ze neni splnéna nutna podminka konvergence, tj.

lim a, # 0,

n—oo

pak fada > a, diverguje.

n=1

Priklad 1. Ovéfte, zda je splnéna nutnd podminka konvergence u rady
f: n+5)!
n=1 7’L + 3 ' TL

Reseni:

Pro ovéfeni musime vypocitat limitu

| 4 !
lim a, = lim —(n—|—5) = lim (n+5)(n+4)(n+3) =
= lim (n+5)(n+4) limn ( +"+"2):oo7é0.
n—o0 n n—o0 n

17



Dokazali jsme, ze nutna podminka konvergence splnéna neni. Z toho plyne, Ze

fada ) (n 5)!!

P (n—:_S) — diverguje.

Priklad 2. Ovéfte, zda je splnéna nutnd podminka konvergence u rady

o0

2977?—4
17n2+1'

Reseni:

Pro ovéfeni musime vypocitat limitu

. . 9?2 —4 o n*(9-%) 9
A = W T T ) 77

Dokazali jsme, ze nutna podminka konvergence splnéna neni. Z toho plyne, ze

00
In?—4
n2+1

n=1

fada diverguje.

Cviceni 1. Ovérte, zda je splnéna nutnd podminka konvergence u fady

= TL2 ’ . .
a) nz_:l Uﬁniw [neni, diverguje]
b) X % [neni, diverguje]

n=1

18



2.2. Srovnavaci kritérium

Véta. Necht > a, a Y. by, jsou fady s nezdporngmi éleny a necht

n=1 n=1

an < b,

pro vSechna n € N. Potom plati:

e konverguje-li fada Y b, pak konverquje i Tada »_ ay;

n=1 n=1

o diverquje-li fada Y a,, pak diverguje i fada . by,.

n=1 n=1

Priklad 3. Rozhodnéte o konvergenci fady

=1
;571—2'

Reseni:

(0.0 (0]
» 1 4 N 1 v ,
Radu ) = budeme porovnavat s fadou » B Pro vSechna n € N plati ne-
n= n=

rovnost
1 1
< .
5n = bn — 2

oo o
Protoze minorantni fada ). & = £ 3~ < je fadou harmonickou, kterd diverguje,
n=1 " > n=1 "

(0.9]
diverguje také fada ). .
n=1

19



Priklad 4. Rozhodnéte o konvergenci fady
f: on — 2
< 25m2 — 20n

Reseni:

o0 (o] (o)

» 5n—2 £ % 5n—2 _ m—2 __

Radu 55555 budeme porovnédvat s fadou ) 5=—"5- == > 1 7 =
n= n—= n=

o0
= > 5. Pro viechna n € N zjevné plati nerovnost
n=1

1 < 5n — 2
5n —2 — 25n2 —20n

Z ptikladu 3 vime, ze minorantni fada ) Tl_Q diverguje. Z toho plyne, ze diver-
n=1

5n—2
25n2—20n "

guje také rada

Priklad 5. Rozhodnéte o konvergenci fady

=1
;n3+7'

Reseni:

i o~ _1 o 1

Radu 21 57 budeme porovnavat s fadou 21 ~3. Pro vSechna n € N plati ne-
n= n=

rovnost

o0 e}
. . sy 1 . . - 1
Protoze majorantni fada » s konverguje, konverguje také rada g
n= n=

20



Priklad 6. Rozhodnéte o konvergenci fady

> 2

>
= 5nT +2n3 + 8

Reseni:

Radu Z =

oo
‘ > n? 1 «
e +2n3 =5 budeme porovnavat s fadou s = > 5. Pro viechna
n—=

n=1

n € N zjevné plati nerovnost

n2

1
N S
5n7 +2n3 +8 ~ 5nd

o
Protoze majorantni fada 57115 = Z konverguje, konverguje také rada
n=1

o0
n2

n;l 5n7+4+2n348 "
Priklad 7. Rozhodnéte o konvergenci fady

oo 471
Z5n+3'

n=1

Reseni:
- o0 n [ee] n
Radu Zl 53? budeme porovnavat s geometrickou radou 21 (%) . Pro vsechna
n= n=
n € N plati nerovnost
4n 4\"
<(=) .
9" +3 5
St n
Protoze majorantni geometricka rada 21 (%) konverguje, konverguje také rada
n—=
o0
_4r
L 53
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Priklad 8. Rozhodnéte o konvergenci fady

i 1
= 1In(5n —2)

Reseni:

Radu Z =] —— 57 budeme porovnavat s fadou Z
n=1

5n . Pro vSechna n € N plati

nerovnost
1 1

< .
5n—2 = In(bn — 2)

Z ptikladu 3 vime, ze minorantni fada ) T1_2 diverguje. Z toho plyne, ze diver-

guje také fada m
n=1

Cviceni 2. Pomoci srovnavaciho kritéria rozhodnéte o konvergenci rady

a) ::1 4n1,1 [diverguje]
b) °:° 1(61712__18)71 [diverguje]
c) 21 n%ﬁ, [konverguje]
d) Z 8n6+11n2+5n [konverguje]
e) :_O 3Jlrllz,n [konverguje]
f) glm [diverguje]
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2.3. Limitni srovnavaci kritérium

o [e.9]
Véta. Necht > a, a Y. b, jsou fady s nezdporngmi ¢éleny a necht existuje
n=1 n=1

Je-li L < oo a konvergugje-li fada ) b, pak konverguje i tada »_, a,.
n=1 n=1

Je-li L > 0 a diverguje-li tada Y b,, pak diverguje i fada_ a,.

n=1 n=1

Priklad 9. Rozhodnéte o konvergenci fady

o
> e
nd+6n2+7
n=1
Reseni:
- o0 o0 3 o0 o0
Radu Y a, = Y a= budeme porovnivat s fadou ) b, = Y .5, kterd
n=1 n= n=1 n=1
konverguje.
Vypocitame limitu
2n3 3 2 5
.a X 51 6n2 ) 2n n ) 2n
L:hm—n:th:lm5—2-—:hm 5 — =
n—oo b,  n—oo o~ nsoomd4+6m2+7 1 n—so00 b (1 +5 4 ﬁ)
= 2.
~ o0 2 3
f{ada E: ﬁglé%517 konvergUJe
n=1
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Priklad 10. Rozhodnéte o konvergenci rady

= 11

n=2

Reseni:
Radu 22 ay = 2_32 6,58 budeme porovnavat s geometrickou fadou 2_:2 b, = 2_32 6%,
ktera konverguje.
Vypocitame limitu
11
an . ) . 11 6" . 6"
L:lim—:llm618:11m -— =11 lim —————~ =11.
n—o0 O, n—oo — n—oo O — 1 n—o0 (N (1 — ﬁ)
6™ 6™
Rada } 15 konverguje.
n=2
Priklad 11. Rozhodnéte o konvergenci rady
>
— 4n+ 3
Resent:
Radu ) a, = Y 15 budeme porovnévat s harmonickou fadou - b, = Y =,
n=1 n=1 n=1 n=1
ktera diverguje.
Vypocitame limitu
a L 1 n n 1
L= lim = = lim %2 = lim c= = lim ———— = -

Rada >~ 4n1+3 diverguje.
n=1
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Priklad 12. Rozhodnéte o konvergenci rady

o0

Z \/712 4

Reseni:
Radu n;l ay, = ngl ﬁ budeme porovnévat s harmonickou fadou ngl b, = n;l %,
ktera diverguje.
Vypocitdme limitu
: 5} n n
L= lim — = lim =lim ——-—=5- lim =5
n—00 bn n—00 1 n—o00 y/m2 +4 1 n—00 1+ 4
n n2
Rada 21 m diverguje.
Priklad 13. Rozhodnéte o konvergenci rady
>
“n4+Vn2+3
Resend:
~ S o ) 9 ’ : b4 o —
Radu n;l ay = n;l S budeme porovnavat s harmonickou fadou 7;1 b, =
= > &, ktera diverguje.
n=1
Vypocitame limitu
a —— 9 n
L= lim % = lim "2 — iy — — .~ =
n—o00 bn n—o00 % n—oo n 4+ 1/n2 4+ 3 1
In In
= lim = lim = —.

nooo L /1+% n—)oon<1+ 1+7?_2) 2
Rada Z — W diverguje.
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Priklad 14. Rozhodnéte o konvergenci rady

oo n4
Z (TL2 + 2)2 . 7n—2 :

n=1

Reseni:

- o0 oo 4

Radu > a, = > rraz7—z budeme porovnavat s geometrickou fadou
n=1

[e.°]

o
by, = > =, kterd konverguje.
n=1 n=1

Vypocitame limitu

4

n—n_ 4 7n
L= lim &% = fim 822500 gy N
n—o00 by, n—o00 T n—o00 (n + 2)2 =2
4
n
=49 . lim = 49,
TRy
Rada (nu;)‘% konverguje.
n=1

Cviceni 3. Pomoci limitniho srovnavaciho kritéria rozhodnéte o konvergenci

fady
a) 21 % [konverguje]
b) ni::l — [konverguje]
c) noo Wiﬂ [diverguje]
d) 21 5n\/§+6 diverguje]
e) 21 — ‘22% [diverguje]
f) io: "—32 [konverguje]
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2.4. D’Alembertovo limitni podilové kritérium

Véta. Necht > a, je fada s kladnymi cleny. Erxistuje-li

n=1

a
lim 22 =g, kde g€ R,

n—00

potom v pripade, Ze:

e ¢ <1, fada Y a, konverguje,

n=1

e ¢ >1, fada Y a, diverquje;

n=1

e ¢ = 1, nelze o konvergenci fady Y a, timto kritériem rozhodnout - Fada
n=1

muZe konvergovat i divergovat.

Priklad 15. Rozhodnéte o konvergenci rady

0o An?
> g

n=1

Reseni:

Abychom vysetfili konvergenci této fady, vypocitame ¢ z predchozi véty. Plati

)l Ty i Lo A1) 8
= prm— 1 = l . prm—
n—o0 (A n—00 8%251 n—o00 8n+2 4n?
1 . 4n?+8n+4 1 . 4nP(1+24 %)
=—.lim — = —- lim =
8 n—oo 4n? 8 n—oo 4n?
! <1
=3 .
Rada > 8%[121 konverguje.
n=1
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Priklad 16. Rozhodnéte o konvergenci rady

o0

3n'"
Z; (n+2)1

Reseni:
3(nt+1)"t!
. Qpy . (T(Zn+:)a)! . 3(n+ 1" (n+2)!
q = lim = lim —7—=1 — = =
n—00 (U, n—00 —(n+2)! n—00 (n + 3) 3n
n | n
_ lim 3(n+1)"(n+1) . (n+2)! o (n+1) n+l
n—oo (n+ 3)(n + 2)! 3nn n—oo  nn n4+3
1\" 1
= lim (1+— dim 21—
n—00 n n—oo 1, +
Rada ngl (SZ;)! diverguje.

Priklad 17. Rozhodnéte o konvergenci fady

= [4n\ 1
;(n)nZ”

Reseni:
ct_ i () n
T nt+l 4. n-+1)2n+1 _ n+1 . —
N RN CES P (")
n2mn
L y (4n + 4)! ~nnl (3n)!
T2 hm n+ D)IBn+3)(ntl) (dn)
L ) () () (4ts) 126
2 R D) B (A F
Rada i (?)# diverguje.
n=1
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Priklad 18. Rozhodnéte o konvergenci rady

[/ gnt2 4n!
> (%t om)

n=1
Reseni:
Rada 3° (222 1 410} Died d S8 S A Abechom uréili
ada 21 + %% | predstavuje soucet Ta 21 a o ychom uréili
n—= n= n=

jeji konvergenci, resp. divergenci, musime vysetfit kazdou fadu zv1ast.

n+2 ,
a) VysSetfime konvergenci, resp. divergenci rady Z 3. Plati
n=1
n+3
o Gpn o oger 378 83
q = lim = lim o = lim . =—-<1
n—00 Ay n—00 38" n—oo &N+l 3nt2 8
- o0

Rada 3

n=1

b) VySetiime konvergenci, resp. divergenci fady Z L L Plati

n=1

4(n+1)!
. Ontl . (nJ(rl)S”)'*‘l . 4(n+1)! nbd"
qg = lim :l1m—4, = lim - _
n—oo n—00 _'I’L,gL’;Z n—00 (n —+ 1)5"+ 4n!

5 4(n+1)n! nb" lim " -1
= lm . = lIm — = o0 .

Rada Z 4"+ L diverguje.

n=1

oo
/ v ’ . sy vy n+2 |
Jednd se o soucet konvergentni a divergentni fady, tudiz fada <3sn + :ngg)
n=1

diverguje.
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Priklad 19. Rozhodnéte o konvergenci rady

f: dn + 7
n=1 (\/6)
Reseni:
ant11
a1 . WoT . dn+11 (VB
q = lim = lim T = lim T =
n—o0o  (y, n—00 Ok n—00 (\/6)""" an+7
1 . 4n+11 1 4n(l+7) 1
= — - lim = — hm—f:—<1.
V6 nooe dn+T7 /6 nosdn(l4+ L) V6
Rada 3 it 7 konverguje.
2 9) 8uj

Priklad 20. Rozhodnéte o konvergenci rady

Resend:
1 o 3(n+1) (2)n+1 9 3n+3
q= = lim < = — - lim =
n—o00 QA n—00 3n - (g) e n—oo 3N
9 3n(1+21) 9
= — lim —n( ")=—>1
e n—oo 3n e

Rada i 3n - (g)n diverguje.

e
n=1
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Priklad 21. Rozhodnéte o konvergenci rady

i (2n))%(n + 1)

“(
(4n)!

n=1

Reseni:
[2(n+1)1?(n+2)
~ lim Apy1 lim (An+4)! ok [2(n+ 1)']2(n + 2) ' (471)'
1= 5% a,  noo % " noo (4n + 4)! (2n)2(n+1)
[2(n + 1)n!]*(n +2) (4n)!

= Gn ) @ D) @)

(n+1)(n+2) _ n®+3n +2
im = lim
nsoo (dn+4)---(dn+1) nooo (dn+4)---(dn+1)

= lim n2(1+%+%) —i_0<1
T (I R

Rada Y % konverguje.

Cviceni 4. Pomoci limitniho podilového kritéria rozhodnéte o konvergenci fady

a) nf:l Tore [konverguje]
b) : % [diverguje]
c) ni:o:l (751;:;312 [konverguje]
d) n§1 26%3 [konverguje]
e) 21 (37:21)! [diverguje]
f) Py S [diverguje]
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2.5. Cauchyovo limitni odmocninové kritérium

Véta. Necht > a, je Tada s nezdpornymi cleny. Ezistuje-li
n=1

lim a, = q, kde q € R*,

n—oo

potom v pripade, Ze:

e g <1, fada Y a, konverguje;

n=1

e ¢ >1, rada > a, diverguje;

n=1

o0
e ¢ = 1, nelze o konvergenci fady > a, timto kritériem rozhodnout - Tada
n=1

muze konvergovat i divergovat.
Priklad 22. Rozhodnéte o konvergenci rady

5 ]
“— | 5arccos (%)

Reseni:

Abychom vysetfili konvergenci této rady, vypocitame ¢ z pfedchozi véty. Plati

q = lim {/a, = lim # :hm$:
(20)
2n

nesoo n—00 5 arccos n—00 5 arccos (%)
4 1 4 2 8

_ = hm—l:—-—z—’ﬂ'<1.
5 n—oo arccos (%) 5 m i)

5 arccos
n=1

Rada {ﬁ} konverguje.
2n
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Priklad 23. Rozhodnéte o konvergenci rady

n=1
Reseni:
i oo =t oL (1] "2_1, O AL T
0= Jim o= Jim ff- (14 0) = Jim g (140) =gest
~ x n2
Rada > g - (1+1)" konverguje.
n=1
Priklad 24. Rozhodnéte o konvergenci fady
> ()
= \Vn2+3n+4—Vn2+6/)
Reseni:
lim {/a, = lim ( 2 )
= lim +/a, = l1m =
q n—00 Nn—00 \/n2_|_3n_|_4_ \/77/2 +6
i 2
= lim =
n—00 \/n2 +3n+4 —/n?+6
2 Vn?+3n+44+vVn2+6

lim . =
n—oo /N2 +3n+4—vn2+6 Vn2+3n+4+vn2+6

2(Vi?+3n+ 4+ V2 +6) 2(“\/1+%+%+”\/1+%>
= 11m

n—00 n?+3n+4—n?2—-6 n—+00 3n —2
am(J1+i+5+1+5) 4
n—00 3n —2 3
Rada ngl ( \/n2+3n+247 \/n2+6) diverguje.
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Priklad 25. Rozhodnéte o konvergenci rady

0o n2+4n
EE: (:”l‘+‘4) 2
—~ 3n — 2
Reseni:
n2
) o al (3n+4 2 . 3n+4\ 2
¢= Vo=l (3n—2> n—>nolo<3n—2>
3n(1+ £ ? 3n +4)°
lim n( 32”) - lim n =
n—0o 3n (1 3—n) n—oo \ 3n — 2
1
()
3
T 61—e>1
GO
e 3

. n2fan
Rada )’ (M) 2

n=1
Priklad 26. Rozhodnéte o konvergenci rady

[e.e] Sn
Z—

n 1y°
“— arctg (1+)

Reseni:
lim /@, — li 3" ! 3
= lm Ya, = lm }/—————— = llm ——— =
1= 5% n—oo \[ arctg”(1+ L)  n—oo arctg(l+ 1)
3 3 12
=—=—>1
arctgl 7 s
~ 0 n
Rada )’ 2

]. .
1 aICtg (1 n)
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Priklad 27. Rozhodnéte o konvergenci rady

= /6n+4\"
> (%)

n=1

Resent:
L{6n+4N\" 6n + 4
o= i vm =t (%) =t (%G
3
= —=0<1
00
Rada > (%)n konverguje.
n=1

Priklad 28. Rozhodnéte o konvergenci rady
>
n=1 6”

Reseni:

: .o fn ¥
¢ =l ya, = lim {7 = lim =
o0

Rada ) - konverguje.

n=1
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Cviceni 5. Pomoci limitniho odmocninového kritéria rozhodnéte o konvergenci

rfady

f) > 3-2"arctg" (2)

n=1

36

[diverguje]

[konverguje]

[diverguje]

[diverguje]

[konverguje]

[diverguje]



2.6. Limitni Raabeovo kritérium

Véta. Necht > a, je tada s kladnymi cleny a necht existuje limita
n=1

lim n - (1—%“) =q, kde q € R*.

n—00 an,

Potom plati:

e je-li ¢ > 1, pak Tada Y a, konverguje;

n=1

e je-li ¢ <1, pak fada Y a, diverguje.
n=1

Priklad 29. Rozhodnéte o konvergenci rady

<1
2 (miy?

Reseni:

Abychom vysSettili konvergenci této fady, vypocitame ¢ z predchozi véty. Plati

1
n+2§
q:limn-(l—anﬂ):limn- 1—@ =
n—o00 A, n—00 W

) [ (n+1)2 (n+1>2
= limn-|1-— : =

) <n4+4n3+4n2—n4—4n3—6n2—6n—1)
= lim n - =

n—oo

nt 4+ 4n3 4 4n?

, 2n3 +4n2 +n , n(2+2+ %) 2
= lim — = lim — Z Z =——=0<1
n—oo nt4+4nd +4n?  n—ooco  pt (1 + 2+ ﬁ) 00
Rada W diverguje.
n=1\"n_
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Priklad 30. Rozhodnéte o konvergenci rady

Z (3n+ 2)( n—|—5)(2n)'

n=1

Reseni:

n—oo n—0o0 1

1
o= lim n- (1 an+1) i - [1 B (3n+5)(n+6)(2n+2)] _
(3n+2)(n+5)(2n)

(3n +2)(n + 5)(2n)
= limn-|1-— =
n—+00 (3n +5)(n+6)(2n + 2)
6n3 + 52n2 + 106n + 60 — 6n3 — 34n? — 20n
= lim n- =
n—00 6n3 4+ 52n2 4+ 106n + 60
. 18n? + 86n + 60 ) 18n3 4+ 86n% + 60n
= limn = lim —
n—00 6n3 4+ 52n2 + 106n + 60 n—oo 6m3 + 52n2 + 106m + 60

_ 6n° (3+ 32 + 13)
_7}%1206”3(1‘1‘26"‘35;?2_}_ ) =3> 1

[e.e]

Rada m konverguje.

Priklad 31. Rozhodnéte o konvergenci fady

Reseni:

) n—1\° . nd—nd+3n2—-3n+1
= limn-|1— = lim n -
n—oo n n—oo n3

3 — 3n? SB3+2+ %
Bnt —3nttn o BEata) g
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Priklad 32. Rozhodnéte o konvergenci rady

4n+1

>

— (n+4)( 3n+5)

Reseni:

4n+2

_ 2

g = lim n- (1 a”“)—hmn 1 — (n45)(Bn+8)
n—oo

n—o00 4”;1
(n+4)(3n+5)
4n+2
4)(3 5
= limn-|1-— . (n+ )n(+1n+ )
n—00 (n+5) 3n + 8) 4 5

. 12n2 4 68n + 80
=limn-(1-—

. <3n + 23n + 40 — 12n? —68n—80)
= lim n -
n—oo
+
_F

3n2 + 23n + 40

_ 9n® 44502 +40n (
= lim —
3n2 + 23n + 40

+
+

mlg :mlo
~—

~—

3|85

= lim = —00 < 1.

. [e’e] 4nt1
Rada )’

n=1

M#%) diverguje.

39



Priklad 33. Rozhodnéte o konvergenci rady

i n!2n
;-
— (n+3)!
Reseni:

(n+1)!(2n+2)

g= limn- (1_an+1) = lim n - [1——(2;;2! ] =

n—00 Qp, n—00 m

i | D2 +2) (n+3)]
oo (n +4)! nlon |
~ lim 1_(n+1)n!(2n—|—2)'(n+3)! B
JEE n+dHn+3)  al2n |
. 2n% 4 8n —2n? —4n — 2 o 4n? —2n
= lim n - = lim =
n—oo 2n2 + 8n nesoo 2712 + 877,

. 2 (2—1)
= lim i =2>1
n—o0 212 (1 + 2)
Rada 21 (ng)! konverguje.
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Priklad 34. Rozhodnéte o konvergenci rady

o0

72n—1

YCWRREEYE
— (2n+1)!
Resend:

72n+1
q h_)m n- <1 a"+1> = le n- [1 — (i;l:i)!] =
n—00 n—+00 Gt )

(2n+1)!] _

72n+1
o nh—>nolo e |:1 2n + 3 72n—1

72n+1
lim n-|{1—

n—oo

2n+3)(2n+2)(2n+ 1)1 721

) 4n? 4+ 10n + 6 — 49 o 4n® +10n? — 43n
lim n = lim
n—00 An2 +10n + 6 nooo 4n2 4+ 10n+6

)

=00 > 1.
)

QR+D1:

= lim 3E

n—oo N2

z|c>3|o

Rada z_:l o +1) konverguje.

Cviceni 6. Pomoci limitniho Raabeova kritéria rozhodnéte o konvergenci rady

a) 3 1

£ (2n+5) [konverguje]
b) 21% [diverguje]
c) ni:o:l (ﬂ;. [konverguje]
d) nizo:l (2n§i)7(15 ) [konverguje]
e) > ng—ﬁ [diverguje]
£) n§1 m [konverguje]
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2.7. Integralni kritérium

Véta. Necht f je funkce definovand na intervalu (1,00), kterd je na tomto in-

tervalu nezapornd a nerostouci. Necht f(n) = a, pro vSechna n € N. Pak tada

[e.e]

a, konverguje prdave tehdy, kdyz konverguje nevlastni integral floo f(z)dx.

n=1
Priklad 35. Rozhodnéte o konvergenci fady

i 2n - 47",
n=1

Reseni:

Funkce f(x) =2z -47" je nezdporna na intervalu (1, co).

Zda je f(z) na tomto intervalu také nerostouci, vysetfime pomoci prvni derivace.

Dostaneme

f(£)=2-47"—22-4"Ind=2-47"(1—x1lnd).

Protoze je vyraz (1 — x1n4) < 0 pro vSechna z € (1, 00) je funkce f(x) na tomto

intervalu také nerostouci.

Konvergenci, resp. divergenci rfady zjistime vypoctem integralu

[e'e) [e%e) t
q= / f(z)dx = / 22 -47%dx = lim [ 2x-47"%dx =
1 1

t—o00 1

I b2
= lim |—2z- li dr =
tggo{ v 4xln4]1+tgcr>lo/1 olnd

. 1 ot 2 1 17
= lim ——— | — lim — - =
t—woo |2In4  4t1ln4 twoolnd |4%In4],
1 . 2

2lnd  iveInd

= L 1+ L <
"~ 2In4 In4 oo

1 1] 1 . 1
4tln4  4ln4| 2In4 ' 2In%24
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Pro vypocet integralu flt 2z - 47"dx jsme pouzili metodu per partes.
Pro vypocet limity hm ( L 4) jsme pouzili L’Hospitalovo pravidlo.
Rada 2 2n - 47" konverguje.
n=1
Priklad 36. Rozhodnéte o konvergenci fady
i n? +2n —
“—~n’+2n—
Resent:
Funkece f(x) = % je nezaporna na intervalu (3, c0).
Zda je f(r) na tomto intervalu také nerostouci, vySetfime pomoci prvni derivace.

Dostaneme

) = 2z +2)(2® + 22— 8) — (2> + 20 —3)(2x +2)
B (22 4 2z — 8)? a
_2m3+6x2—12x—16—2x3—6x2+2x+6_ 10 r+1 <0
B (22 + 22 — 8)2 B (22422 —-8)2 —

Funkce f(x) je pro vSechna z € (3, 00) nerostouci.

Konvergenci, resp. divergenci fady zjistime vypoctem integralu

o0 © 424920 —3 b2 4+2x—3—-5+5
q=/ f(x)dxz/ ?A2w=3, o [T 5,
3 3

24 2r —8 t—oo Jg 2?42 — 8
t t 5
= lim dz + lim Q—de
t—=oo Jq t—oo Jo T +2x — 8
¢ t
) 5 1 1
_tliglo 3d$+t1g£o6 (a:+4_a:—2)dx_

J— 1 t ] 5 t_
—tlgcr)lo[a?]?)—i-tlggoé-[ln|x+4|—ln|a:—2|]3—

t+4
= lim (¢t — 3) + lim (ln i ‘—ln]7|>:oo+0—ln\7|:oo
t—00 t—2

t—o00

Pro vypocet integralu f; mdx jsme pouzili rozklad na parcialni zlomky.

Rada Z "213” 3 diverguje.
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Priklad 37. Rozhodnéte o konvergenci rady

> 7

n=1

§'

Resent:
Funkece f(x) = \5/%; je nezaporna na intervalu (1, 00).
Zda je f(r) na tomto intervalu také nerostouci, vySetfime pomoci prvni derivace.

Dostaneme

, L 1
f(z) = —5\5/1__§0.

Funkce f(x) je pro vSechna z € (1, 00) nerostouci.

Konvergenci, resp. divergenci fady zjistime vypoctem integralu

e8] © 1 ) t 1 . t .
o= [ s@ar= [*rar=im [ nar = tm [tar =

5 Ls 5
= lim |> a5 :—~lim<t%—1>:—~(oo—1):oo.
t—o00 4 1 4 t—o00 4
Rada 3 =L diverguje.

Priklad 38. Rozhodnéte o konvergenci rady

=~ 5
;nQ—FS‘

Reseni:
o 5 . ’ ’ .
Funkce f(z) = -2 je nezdporna na intervalu (1, 00).
Zda je f(z) na tomto intervalu také nerostouci, vySetfime pomoci prvni derivace.

Dostaneme
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Funkce f(z) je pro vSechna z € (1, 00) nerostouci.

Konvergenci, resp. divergenci fady zjistime vypoctem integralu

o] o) 5 ) t 5
Q—/l f(x)dx—/l x2+3dx—tliglo 1 x2—|—3dx_
t

1 5 t 1
zlim5-/ dm:lim—-/—2da::
t—o0 1332—|—3 t—oo 3 1 <L> 1
V3
I { ¢ ‘”]t I { te tg —
= lim — - |arctg —| = lim —— - |arctg — — arctg — | =
t—o0 g\/gl t—oo 3 g\/g g\/§
_ 53 (Z-7) 5V3 (2 _
3 2 6/ 3 6 )
5V/3
= — 7T <X
9
Rada > n%% konverguje.
n=1

Priklad 39. Rozhodnéte o konvergenci fady

> o
£ (6n +4)%
Reseni:

Funkce f(x) = m je nezéporna na intervalu (1, 00).

Zda je f(x) na tomto intervalu také nerostouci, vySetfime pomoci prvni derivace.

Dostavame

18 9 1

PO =G an = sGnrn ="

Funkce f(x) je pro v8echna z € (1, 00) nerostouci.
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Konvergenci, resp. divergenci fady zjistime vypoctem integralu

fe'e) fe'e) 1 t 1
— dz = = dz =1 = Az =
? /1 f (@) de /1 (62 + 43" tgg}o/l (62 1 42 "

sub.:6x +4= umezex =t > u=6t+4

= 6dx = du r=1—u=10 =
do =
1 [+ 1 o1 1 1%
= lim — —duy=1lm - |—= - — =
t—oo O 10 u3 t—oo O 2 w2 10

1 1 1 1 1 1
=lm-——|—F5-—|=-7% " |0-= ]| =F%=-<
i 12 [ (6t +4) 100 12 100/ ~ 1200

Rada 21 m konverguje.

Priklad 40. Rozhodnéte o konvergenci fady

;Tﬁ—{—?f

Reseni:
4
o , ..
Funkce f(z) = 55 je nezdporna na intervalu (1, 00).
Zda je f(z) na tomto intervalu také nerostouci, vySetfime pomoci prvni derivace.

Dostaneme

_ 4a® (2° 4 3) —2'bat 4a® +122° — 5a® % — 1223

= <
(25 +3)? (25 +3)? (x5 +3)* ~

f'(x)

Funkce f(z) je pro vSechna z € (1, 00) nerostouci.
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Konvergenci, resp. divergenci fady zjistime vypoctem integralu

o 00 4 t 4
q:/ f(l’)dx:/ a dz = lim r dz =
1 1

x>+ 3 t—oo J; 25+ 3

sub.: 2°+3=u mezex =t > u=1=t"+3

= sxtdr = du r=1—>u=4 =
2 -
1 t54+3 1
= lim — —du = lim = - [In |u|]f+3 =
t—=o0 5 J, U t—o00 b

T SRR SO G
—hm5 [In |° + 3| ln|4|}—5 00— - In 4| = 0.

t—o00

Rada

n=1

4

i3 diverguje.
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Cviceni 7. Pomoci integralniho kritéria rozhodnéte o konvergenci rady

a) n%fl [diverguje]
n=2

i 1 . .
b) nz::1 Voo [diverguje]
) ¥ s [konverguje]
n=4
d) > m [konverguje]
n=1
e) Y. 3n-e ™ [konverguje]
n=1
f S~ L diverguje
) 54 diverguje
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2.8. Alternujici rady

Véta. Leibnitzovo kritérium

Necht {a,} je nerostouci posloupnost kladngych cisel, tj. a, > an+1 > 0 pro

[e.e]

viechna n € N. Pak alternugici vada > (—1)""ta, konverguje prdvé tehdy, kdyz

platt

lim a, = 0.
n—o0

n=1

Priklad 41. Ovérte splnéni podminek Leibnitzova kritéria u fady

Reseni:

(=)™

n=1

8

on2 44

1. {%QLH} je posloupnost kladnych ¢lenii pro vSechna n € N.

2. {%ZLH} je nerostouci posloupnost, tj. a, > a,;1 pro vsechna n € N, coz si

3.

Vsechny podminky jsou splnény. Z toho plyne, 7Ze fada ) (—1)

guje.

overime nasledujicim zptisobem

8

8

>
2n?2 +4 —

24+ 4n+6

dn + 2

n

Vv

2n2 +4n + 6’

2n? + 4,

Vzhledem k tomu, ze n jde od 1, je podminka splnéna pro vsechna n € N.

lim a, = 0.

n—o0

im
n—oo

8

2n2—|—4:nh—>120n2 2+ %)

49
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o0

n=1

n+1

8
2n2+4

konver-



Priklad 42. Ovérte splnéni podminek Leibnitzova kritéria u rady

non—+4
> (1) -
6n + 3

Reseni:

1. {ggig} je posloupnost kladnych ¢lent pro vsechna n € N.

5n+4 : z . v v .
2. { o +3} je nerostouci posloupnost, tj. a, > a,+1 pro vSechna n € N, coz si

ovérime nasledujicim zptisobem

5n+4 S 5+ 9
6n+3 ~ 6n+9’

30n2 4+ 69n + 36 > 30n? + 69n + 27,

9>0.
Podminka je splnéna pro vSechna n € N.

3. lim a, = 0.

n—o0
5n + 4 n(5+2) 5
im nte_ lim(—g):—%O.
Neni splnéna 3. podminka. Z toho plyne, ze fada > (—1)" % diverguje.
n=1

50



Priklad 43. Ovérte splnéni podminek Leibnitzova kritéria u rady

> n—1 on
SR ES TS

n=1
Reseni:

1. {(nfﬁ} je posloupnost kladnych ¢lent pro vsechna n € N.

2. {ﬁ} je nerostouci posloupnost, tj. a,, > a,+1 pro vSechna n € N, coz

si ovérime nasledujicim zptisobem

on S on +5
(n+1)9" = (n+42)9n+t’

45n% +90n > 5n® 4+ 10n + 5,
40n% +80n — 5 > 0.

Podminka splnéna pro vsechna n € N.

3. lim q, = 0.
n—oo

. on : 5n
lim —— = lim 1N 0.
n—oo (n4+1)9"  nooon (14 1)9n

[e.e]

Vsechny podminky jsou splnény. Z toho plyne, Ze fada ;::1 (—1)" ! (nfﬁ kon-
verguje.
Cviceni 8. Ovérte splnéni podminek Leibnitzova kritéria u fady
a) > (—1)"! 37;;71 [3. podminka neni splnéna, diverguje]
n=1
b) 2—31 (—1)" 525 [podminky jsou splnény, konverguje]
00 41 5
c) Y (-1)" \/% [3. podminka neni splnéna, diverguje]

—_

n=
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2.9. Absolutni a relativni konvergence

Véta. Konverguje-li tada _ |a,|, konverguje i fada ) a,.
n=1 n=1

o0
Definice. Rekneme, Ze fada > a,, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada
n=1

o o o
> |ay|. Jestlize fada ) a, konverguje a fada ) |a,| diverguje, fikdme, Ze fada
n=1 n=1 n=1

konvergugje relativne.

Priklad 44. Rozhodnéte, zda fada

Sy 2
en—i—l
n=1
konverguje absolutné nebo relativné.
Resent:

Nejprve vysetiime konvergenci fady

e’} 2 0o 2
no1 (M+2)7 (n+2)
Z (=1) entl | Z e+l
n=1 n=1
pomoci limitniho podilového kritéria. Plati
2
O . (n+3)? et
1= nhﬁnolo - n=yo0 (n+2)? - ng{olo n+2 2 =

On en+1 € (n + 2)

L n®+6n+9 1 . n?(1+24+%) 1

= — lim = — lim =-<1
e n—oo n? + 4n + 4 6nﬁoon2(1+%+%) e
= o (n+2)2 : . oy o~ [ 1\n—1 (n+2)? :
Rada ) 55+ konverguje, tzn., Ze alternujici fada ) (—1)""" 55~ konverguje
n=1 n=1
absolutné.
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Priklad 45. Rozhodnéte, zda fada

Z 6n—1

n=1

konverguje absolutné nebo relativneé.

Reseni:
Nejprve rozhodneme o konvergenci fady

> -1

n=1

’ o0

1
;671—1

6n—1

pomoci srovnavaciho kritéria. Radu Z & budeme porovnévat s Fadou Z o
n=1 n=1

Pro vSechna n € N plati nerovnost

oo o
Protoze minorantni fada 21 ==1 21 % je fadou harmonickou, kterd diverguje,
= n—=
(e}
diverguje také fada Z . Tzn., zefada ) (—1)" ;-5 nekonverguje absolutns,

6n
n=1

ale mtze konvergovat relativné, coz vysetiime pouzitim Leibnitzova kritéria.

Musime ovérit, zda jsou splnény vSechny tii podminky Leibnitzova kritéria.

1. {6n1_1} je posloupnost kladnych ¢lent pro vsechna n € N.

2. {Gn_lq} je nerostouci posloupnost, tj. a, > a,+1 pro vSechna n € N, coz si
ovérime nasledujicim zptisobem

1 1
> )
6bn—1 "~ 6n-+5

6n+5>6n—1,
6> 0.

Podminka je splnéna pro vSechna n € N.
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3. lim a, = 0.

n—o0
1
li =0.
oo 6m — 1
Vsechny podminky jsou splnény. Z toho plyne, ze fada > (—1)" qu konverguje
n=1

relativné.

Priiklad 46. Rozhodnéte, zda fada

- nl 1
2V Ty

n=1

konverguje absolutné nebo relativneé.

Reseni:

Nejprve rozhodneme o konvergenci fady

)
n=1

n+1 1 _ S 1
(=1) 1n"(n+3)'_n211n”(n+3)

pomoci limitniho odmocninového kritéria.

Plati
lim {/ li ! li ! 0<1
= lim {/a, = lim {/—F——— = lim ——— = .
q n—00 n—oo \/ In" (n + 3) n—oo 1n (n + 3)
Radaz o (n ) konverguje, tzn., ze alternujici fada nz_:l (_1)n+1 m konver-

guje absolutné.
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Cviceni 9. Rozhodnéte,

— n—1 g4n+1
a) > (=" ooy

zda Tada konverguje absolutné nebo relativné

55
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3. Mocninné rady

V této casti se budeme vénovat mocninnym fadam, které predstavuji zvlastni
pripad funkcnich fad. Stejné jako v pripadé Ciselnych fad si musime uvést za-
kladni pojmy a vlastnosti, které budeme potiebovat pti feseni prikladi. VSechny
uvedené pojmy jsou Cerpany z [1], [2] a [8].

3.1. Zakladni pojmy

Definice 3.1. Necht {f, (x)} —, je posloupnost funkci definovanych na intervalu

I. Symbol
an(x) nebo @)+ fo(@) 4+ fulx)+
n=1

nazyvame nekonecnou radou funkci.

. ¥ o0 . ’ Id v/ . . 7 7 /
Definice 3.2. Nechf {a,},_ je posloupnost realnych ¢isel a z je libovolné realné
¢islo. Mocninnou radou se stredem v bodé xzy a koeficienty a, rozumime fadu

funkeci ve tvaru
g+ ay (¥ — ) + ag (. — 20)* 4 -+ an (x — )" + - -- :Zan(x—:co)”.
n=0

Poznamka 12. Velmi ¢astym pifipadem mocninné fady, se kterou se muzeme

oo
setkat, je fada ve tvaru ) a,z", jejiz stfed xy = 0. Obecné kazdou mocninnou

n=0
[e.e]
fadu > a,(z — o)™ mizeme pomoci substituce (r — zy) = y prevést na fadu
n=0

[ee)
> a,y" se stifedem v pocatku.

n=0
o0
Definice 3.3. Oborem konvergence mocninné fady Y a,(z — ()" je mnozina
n=0
o0
vSech bodti T € R takovych, Ze ¢iselna fada ) a,(T — xy)™ konverguje.
n=0
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Véta 3.1. KaZda mocninnd Tada konverguje ve svém stredu a ma soucet ag.

o
Véta 3.2. Ke kazdé mocninné fadé ), a,(xv — xo)" ezistuje jediné cislo r > 0
n=0

takove, Ze
o 7 =0, pokud Tada konverguje pouze ve svém stredu, tj. v bodé {zo};
e r = 00, pokud rada konverguje pro vsechna x € R;

e 1 € (0,00), pokud Tada absolutné konverguje pro vsechna

x € (xg — 1,20+ 1) a pro vSechna x € (—o0, kg — 1)U (x¢ + 1, 00) diverguje.

Definice 3.4. Cislo r z pfedchozi véty se nazyva polomér konvergence moc-

o
ninné fady > a,(xr —xo)" a interval (zo — r, xo + 1) se nazyva interval absolutni
n=0

konvergence.

Poznamka 13. Podle véty 3.2 oborem konvergence mocninné fady mtize byt:
e jednoprvkova mnozina {z,};
e celd realna osa, tj. (—o0, 00);

e interval kone¢né délky (xg — r, xo + r). Na tomto intervalu mocninné fada
konverguje absolutné. V hrani¢nich bodech zy — r a zy + r mtze ale fada
konvergovat (absolutné/relativné) nebo divergovat. Proto chovani v kraj-
nich bodech musime vysetrit zvlast dosazenim hodnot zo — r a x¢ + r za

x.
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Mozné zptsoby, jak urcit polomér konvergence, nam udava nasledujici véta.

o0

Véta 3.3. Necht je dina mocninnd tada Y a,(x —x0)" a necht existuje (viastni
n=0

nebo nevlastni) limita

. An+1 .
lim =\, resp. lim /|a,| = A
n—o0 | Ay n—00
o
Potom pro polomér konvergence r mocninné tady »_ a,(x — xo)" plati
n=0

1
r=—.

Pritom pro A\ = oo klademe r =0 a pro A = 0 klademe r = cc.

2. Vlastnosti a soucet mocninné rady

o0

Véta 3.4. Necht mocninnd tfada ), a,(x — xo)" md polomér konvergence r > 0.
n=0

Pak soucet této tady je spojita funkce na intervalu (xg — r,xg + r).

Véta 3.5. Abelova véta

o0
Soucet s(x) tady > a,(x — xo)" je funkce spojitd na intervalu (xg — 1,z + 7).
n=0

Konverguje-li fada v koncovém bodé xo — r (resp. v bodé xy + ), pak je funkce

s(x) spojita v bodé xoy — r zprava (resp. v bodé xoy + r zleva), tj. plati

o

lim s(z)= lim E an(x — x0)" 5 an(—r)",
r—xo—1T r—xo—rTt 0
n=

T—xo+r r—xo+T
n=0 n=0

(resp. lim s(z) = lim B Zan (x — xo)" Zanr )
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o0
Véta 3.6. Necht mocninnd tada ), a,(z — x9)" md polomér konvergence r > 0

a necht funkce
s(z) = Z an(x — x0)"

je jeji soucet na intervalu (xg — 7, xg + ). Potom pro vSechna x € (g — r,xo + 1)

platt

n+1

/ CLn(t — $0)” dt = / S(t)dt = Z/ an(t_l'o)ndt _ Zanm’
L0 | n=0 xo n=0 * o — n+1

n=1

[Z an(z — xo)”] =s'(z) = Z [an(z — 20)"] = Z na,(x — 9)" .

0bé mocninné rady na pravych strandch maji stejny polomeér konvergence r jako

(o)
puvodni fada Y, an(x — z9)", ale jiZ nemusi mit stejny obor konvergence.
n=0

Poznamka 14. Pov§imnéme si, Ze za dolni mez integralu budeme vzdy dosazovat

stfed x( dané mocninné rady.

3.3. Rozvoj funkce v mocninnou radu

Necht je dana funkce f(x). Pfi rozvoji se snazime nalézt mocninnou fadu od-
povidajici této funkci, pricemz dané funkce predstavuje soucet hledané mocninné

fady. Navic rozvoje funkci se uplatnuji v fadé aplikaci.

Definice 3.5. Necht méa funkce f v bodé xy derivace vSech fadi. Mocninnou

fadu ve tvaru

o] (n)xo n /xO Hl'() )
Zf—(!)(x_xo) :f($o)+f( )(x—xo)—l—f( )(x—;po) 4o

| |
— n 1! 2!

nazyvame Taylorovou Tadou funkce f v bodé x.

. , VRV L. )
Je-li zp = 0, mluvime o Maclaurinové Fadé, ktera je tedy tvaru L0

n!
n=0
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Poznamka 15. Jestlize se nam podafi rozvinout funkci f na néjakém intervalu
I, uvniti kterého lezi i bod xy, v mocninnou fadu se stiredem v bodé xy, pak
neexistuje zadna jind mocninna fada, do které by bylo mozné funkci f rozvést.

Tento rozvoj je zaroven Taylorovym rozvojem funkce f.

Prehled rozvoju nékterych elementarnich funkci do Maclaurinovy fady.

em:1+%+§+3—7+ :ni;ox_T’ r € (—00,00),
smx:%—z—j’ z_f_...:ni:;(_ )”(;;T:ll)', z € (—00,00),
cosle—z—? Z—?— :g)(—l)"é:;!, x € (—00,00),
1n(1+x):x—%2+%3— :2(—1)”::11, v € (—1,1),

1_i1_x:1—x+x2— zi(—l)”x”, z € (—1,1),

1+1x2:1—x2+a;4— :2( 1" 2, r € (-1,1),
arctgx:x—%3+%5—-~-:§(—1)";;t11, re(—-1,1),

(1+x)a:1+((f)x+(g)x2+~-:i(3)m”, z € (-1,1),

kde o« € R a cislo

je binomicky koeficient.
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Uvedené rozvoje mizeme pouzit napt. k
e pribliznému vypoctu funkénich hodnot,
e vypoctu limit,

e pribliznému vypoctu integrali atd.
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4. Mocninné rady - priklady

Na nasledujicich ptikladech se nejprve naucime urcovat obor konvergence
a soucet mocninnych fad. Déle si odvodime nékteré Maclaurinovy fady elemen-
tarnich funkci uvedenych na strané 60. Nakonec si ukazeme, jak nam mohou
mocninné fady pomoci pii priblizném vypoctu integrald, limit ¢i pfi urcovani

pribliznych funkénich hodnot. Samoziejmé nechybi ani ptiklady k procviceni.

4.1. Obor konvergence a obor absolutni konvergence

Se zjisténim oboru konvergence a oboru absolutni konvergence souvisi i nale-
zeni stfedu zy a poloméru konvergence r.

Pti jejich urcovani budeme postupovat takto:

1. Nejprve urc¢ime stfed zy mocninné fady podle nasledujici definice.

o0
Definice. Necht je ddna mocninné fada > a,(z — x¢)". Cislo x5 € R se
n=0

o0
nazyva stred mocninné fady > a,(x — zo)".
n=0

2. Ur¢ime polomér konvergence r pomoci uvedené véty.

[e.e]

Véta. Necht je dina mocninnd fada Y an(x—x¢)"™ a necht existuje (viastni
n=0

nebo nevlastni) limita

. An+1 .
lim |[——| =), resp. lim {/|a,| = .
n—oo | Ay n—00
[ee]
Potom pro polomeér konvergence r mocninné tady Y a,(x — xo)" plati
n=0

r =

1
-
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3. Uréime interval absolutni konvergence (xog — r, zo + 7).

Intervalem absolutni konvergence mocninné rady miize byt:

e jednoprvkova mnozina {x}, jestlize r = 0;
e cela redlna osa, jestlize r = oo;

e interval konetné délky (xg — r,xo + 1), jestlize r € (0,00). Na tomto

intervalu mocninna fada konverguje absolutné.

V pripadé, ze interval absolutni konvergence je jednoprvkova mnozina nebo
cela realné osa, je tento interval zaroven oborem konvergence i oborem ab-
solutni konvergence.

Jestlize obdrzime interval kone¢né délky (zo — 7, ¢ + r), musime jesté vy-
Settit chovani rady v krajnich bodech zq—r a x¢+1r, a to dosazenim téchto
bodt za z, tj. vySetfujeme konvergenci ¢iselnych fad. V téchto hrani¢nich

bodech mize fada konvergovat (absolutné/relativné) nebo divergovat.

4. Stanovime obor konvergence a obor absolutni konvergence mocninné rady
na zakladé vysledku ziskanych pii vysetfovani chovani fady v krajnich bo-

dech.
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Priklad 47. Je ddna fada

o0 n

=o 1+n

n

Urcete stred, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-
gence.

Reseni:
e n
1. Stfed mocninné fady zo = 0, protoze fadu ) (li—n)gx” muzeme piepsat do
n=0

tvaru ) ﬁ (x—0)".
n=0

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu .

5n+1

. iy 5 (1
A= lim |2 = fim |22 < g IR
2 (1 2
Ly
T ) N

n—00 92 (% + 1)

Pro polomér konvergence r plati

1
= dtud =-.
r , odtu r :

3. Interval absolutni konvergence mocninné rady z i +n)2x obdrzime dosa-

zenim hodnot xg =0 a r = % do intervalu (xg — 7, xo + 1), tj.

010+1_ 11
5’ 5/ 55)°

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

Dosazenim bodu # = ¢ do mocninné fady Z )2$ dostaneme

i +"n _<>”:i 1+ n)?



Abychom zjistili konvergenci, resp. divergenci této Ciselné fady, pouzijeme

napf. limitni Raabeovo kritérium. Plati

1
2

q= limn~(1—an+1): lim n - 1—@ =
n—o00 A, n—o00 m

= limn-[l——

n—oo

n?+4n+4

2+3)
1+%+%)_2>1'

(n2+4n—|—4—n2—2n—1) B
n

o0 o0
= 1 . Iy . /v
Rada ) {77 konverguje, tudiz i mocninna Fada > (Hn)Qx vbodéx = 1
n=0 n=0
konverguje.
o
7’ . Id v n
Dosazenim bodu x = —% do mocninné fad 5" _ 2" dostaneme alter-
5 (1+4n)?
n=0

nujici fadu

n=0

Nejprve rozhodneme o konvergenci fady

> |-

n=0

S touto ¢iselnou fadou jsme se jiz setkali pii vySetfovani konvergence v bodé

o0
. 1 .o ey . v . v v
r = ¢ azjistili jsme, Ze konverguje. Tzn., Ze fada 230(—1) (1+n)2 konverguje
n=
s n
absolutné, tudiz i mocninna fada (1_5;—”)23:” v bodé z = —% absolutné
n=0

konverguje.

. Obor konvergence se rovnd oboru absolutni konvergence mocninné rady

[e.o]

> (1+n)2$ a je roven intervalu (—1, 1
=0

55/
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Priklad 48. Je ddna fada

oo 37’L .
Zm(w+1) .

n=0

Urcete stied, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-

gence.
Resent:
o~ _3
v . ’ v _ v v n n O v
1. St¥ed mocninné fady zo = —1, protoze fadu Zom(x + 1)" muZeme
n=

prepsat do tvaru ) % [z — (=1)]".
n=0

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu .

3n+1
n+1 29!
A= lim [ = Jim |25 = i 3 '-(”Jrn )
n—oo | QA n— ) n—00 (n —+ 3) 3
2)! 1
P N ek L S Y —0
n—oo (n + 3)(n + 2)! n—oo 1, + 3

Pro polomér konvergence r plati

1
r= It odtud r = 00.

3. Interval absolutni konvergence mocninné rady > (n?’T"Q),(x +1)" je
n=0

(—00,00), tzn., Ze mocninna fada konverguje pro vSechna x € R. Soucasné

jsme obdrzeli obor konvergence i obor absolutni konvergence mocninné rady.
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Priklad 49. Je ddna fada

Urcete stied, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-

gence.
Reseni:
= n(4n)?"
1. St¥ed mocninné fady xy = —2, protoze fadu ) ( H)ng (z 4+ 2)" mizeme
n=1 ("5~

n(4n
(LH

n

prepsat do tvaru );:2 [z — (=2)]".
n=1

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu .

Pro polomér konvergence r plati

r , odtud r=0.

3. Interval absolutni konvergence mocninné fady > (”(i+);:2(a: +2)" je jed-
n=1 nT

noprvka mnozina {—2}, tzn., Ze mocninnd fada konverguje pouze ve svém
stfedu. SoucCasné jsme obdrzeli obor konvergence i obor absolutni konver-

gence mocninné trady.
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Priklad 50. Je ddna fada

Z n12” (4o +4)".

n=1

Urcete stied, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-
gence.
Reseni:
1. Abychom mohli urcit stfed zy, musime mocninnou fadu nejprve upravit
tak, Ze z vyrazu (4 + 4)" vytkneme 4™.

Dostaneme

Stfed této mocninné Fady zo = —1, protoze fadu Y. (—1)" == (z +1)"
n=1
miZeme prepsat do tvaru Y (—1)" == [z — (—1)]".
n=1

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu .

A= hm Vlan| = hm

3” nﬁoo 3”
= 1 lim = —.
3 n—oo {L/ﬁ 3
Pro polomér konvergence r plati:
1
r= T odtud r=3.
Upozornéni. Za a, jsme dosazovali (—1)" ﬁ
3. Interval absolutni konvergence mocninné rady il (—1)" 5= (42 +4)" ob-
drzime dosazenim hodnot zy = —1 a r = 3 do intervalu (zq — r, ¢ + 1),

tj.
(—1—3,—1+3) = (—=4,2).
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Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech
1)" == (42 +4)" dosta-

Dosazenim bodu z = 2 do mocninné fady > (
n=1

neme

Z n12” "

n=1

Nejprve rozhodneme o konvergenci rady
> |-
n=1

Obdrzeli jsme harmonickou fadu, o které vime, ze diverguje. Tzn., ze fada

=1

S

o0
nekonverguje absolutné, ale miize konvergovat relativné, coz

(=1";
n=1

vysetiime pouzitim Leibnitzova kritéria
Musime ovérit, zda jsou splnény vSechny tfi podminky Leibnitzova kritéria

{ } je posloupnost kladnych ¢lend pro vsechna n € N

{ } je nerostouci posloupnost, tj. a, > a,41 pro vSechna n € N, coz

si ovérime nasledujicim zptisobem

—_

SRS
Y

S
_|_
—
Y
S

[
v
(@]

Podminka je splnéna pro vSechna n € N

¢) lim a, =0.

n—oo
1
lim — = 0.
n—oo N
Vsechny podminky jsou splnény. Z toho plyne, ze fada > (—1)" % konver-
n=1
4z +4)" v bodé x = 2

guje relativné, tudiz i mocninnd rada 21 (—1)" =5
n=

relativné konverguje.
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Dosazenim bodu & = —4 do mocninné fady > (—1)" 5= (4z + 4)" dosta-

n=1

neme

oo oo 1
—16 4 —
nz:l n12 * n

Opét jsme obdrzeli harmonickou fadu, o které vime, ze diverguje. Z toho

plyne, Ze i mocninnd fada Y (—1)" =5 (42 + 4)" v bodé z = —4 diverguje.

n=1

4. Obor konvergence mocninné fady Y. (—1)" —L= (4z +4)" je interval

(—4,2). :

o0

Obor absolutni konvergence mocninné fady > (—1)" =5 (42 +4)" je in-
n=1

terval (—4,2).

Priklad 51. Je ddna fada

o0

1 n
Z 3n - 42n+1 (;1: B 6) :
n=1

Urcete stied, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-
gence.
Reseni:

1. Stfed mocninné fady zy = 6.

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitame hodnotu .

1
(3n+3)-42713
1
3n-42n+1

In - 42n+1
T aboe (3n 4 3) - AZnEE

Ap+1
Qnp,

A = lim

n—oo

= lim

n—o0

1 . 3n 1

= 1 = —.
16 oo 3n (1+1) 16
Pro polomér konvergence r plati

1
r= % odtud r = 16.

70



(o.9]
3. Interval absolutni konvergence mocninné fady Y z—5r (2 —6)" obdrzime

n=1

dosazenim hodnot zop = 6 a r = 16 do intervalu (zo — 7,29 + 1), tj.
(6 — 16,6+ 16) = (—10,22) .

Musime vysetrit konvergenci v krajnich bodech.

o0
Dosazenim bodu z = 22 do mocninné fady > s (2 — 6)" dostaneme
n=1

3n - 42"+1 an - 42”+1 12n

Obdrzeli jsme harmonickou fadu, o které vime, ze diverguje. Z toho plyne,

[e.o]
Ze i mocninnd fada Y s—r (2 — 6)" v bodé z = 22 diverguje.
n=1

o
Dosazenim bodu z = —10 do mocninné fady Y z—r (2 —6)" dostaneme

(e 9]

1 = 1 1 — L1
3n - 42n+1( 10 - 6)" ZSn 42n+1( 16)" _E;(_l) n

n=1 n=1

Nejprve rozhodneme o konvergenci fady

o0

1

n
n=1

2|

Opét jsme obdrzeli harmonickou fadu, ktera diverguje. Tzn., ze fada

[e.9]
> (—1)”% nekonverguje absolutné, ale mtze konvergovat relativné.
n=1

o0

Konvergenci této alternujici fady (—1)”% jsme vysetfili jiz v pfikladu 50
n=1

a zjistili jsme, ze konverguje relativné.

oo
TudiZ i mocninné fada Y s—5r(z — 6)" v bodé 2 = —10 relativné kon-
n=1

verguje.
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4. Obor konvergence mocninné fady > s—z=r(z — 6)" je interval (—10,22).

n=1

o
Obor absolutni konvergence mocninné fady > 3w (2 — 6)" je interval
n=1

(—10,22).

Priklad 52. Je ddna fada

=37 (n 4+ 1)

Gn 2 (6z 4 3)".

n=0
Urcete stred, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-
gence.

Reseni:

1. Abychom mohli uréit stfed xy, musime mocninnou fadu nejprve upravit

tak, ze z vyrazu (6x + 3)" vytkneme 6™.

Dostaneme

=\ 6m3" (n + 1)! "

T+ =] .

—~  (5n+2)n! 2

Stied mocninné fady xq = —%, protoze fadu ) —Gn?;;i%:!l)! (x + %)n m-
n=0

. y o= 67371 (n41)! 1\1n
zeme prepsat do tvaru i [z — (-1)]"

n=0

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitame hodnotu .

67113712 (n42)!

. Any1 . (5n+7)(n+1)!
A= lim = lim | —r—5| =
n—oo A, n— 00 67371 (n+1)!
(5n+2)n!

6"+13"*2(n +2)l (50 + 2)n!

— , _
oo B+ D(n+ 1] 67371 (n 1 1)!
5n2 4+ 12n + 4 n?(5+ 2+ %)
noo 52 + 120 + 7 wovoo 2 (54 12 4 L)
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Pro polomér konvergence r plati

1 1
= — dtud = —.
= odtu T=1g
Upozornéni. Za a, jsme dosazovali %

. Interval absolutni konvergence mocninné fady ) %(6$ + 3)™ obdr-
n=0

zime dosazenim hodnot zy = —% ar = % do intervalu (zg — 7,29 + 1),

_1_1_1+1 (5 4
2 187 2  18) 9’ 9/

Musime vysettit konvergenci v krajnich bodech.

tj.

Dosazenim bodu # = —3 do mocninné fady Z_:O %(Gx + 3)™ dosta-

neme

=37t (n 4 1)! ( 8 3)”_§: 3(n+1)!
! - I

— (5n+2)n! 3 “— (bn + 2)n!

Abychom zjistili konvergenci této ¢iselné fady, pouzijeme limitni Raabeovo

kritérium. Plati

3(n+2)!
g= lim n- (1 . an+1) — lim n- [1 _ (5n+7)(n+1)!] _

n—o0 Qp, n—00 3(n+1)!
(5n+2)n!
! |
w1 3(n+2)!  (bn+2)nl _
n—00 Gn+7)(n+1)! 3(n+1)!

. 15n%2 +12n+7 — 15n% — 12n — 4
= lim n-
15n2 +12n + 7

n—o0

li on li o 0<1
= lm = lim = .
n—oo \ 15n2 + 12n + 7 n—oo n? (15 + 2 4 T

Rada Z_:O (iSZ:_zl))ri! diverguje, tudiz i mocninnd fada ZO%(&C + 3)"
v bodé z = —% diverguje.
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Dosazenim bodu # = —2 do mocninné fady P (n+L)! L (62 4 3)" dosta-

(5n+2)n!
—0 )

neme

533M%n+n!<j£+3>n=§iﬂﬁflMn+1ﬂ

| 1
“— (5n+2)n! 3 — (5n + 2)n!
Nejprve rozhodneme o konvergenci fady

[e.9]

f: o +1)! 3(n+1)!
— 5n + 2)n' £ (5n +2)n!’
S touto fadou jsme se jiz setkali pfi vysSetfovani konvergence v bodé x = —%
a zjistili jsme, Ze diverguje. Tzn., ze fada > (—1)" égf;) ; nekonverguje ab-
n=0

solutné, ale miize konvergovat relativné, coz vysetfime pouzitim Leibnitzova
kritéria.

Musime ovérit, zda jsou splnény vSechny tfi podminky Leibnitzova kritéria.

a) {(i(:;l));'} je posloupnost kladnych ¢lent pro vSechna n € N.

b) { (i(nngl));,} je nerostouci posloupnost, tj. a,, > a,.1 pro vSechnan € N,

coz si oveérime nasledujicim zptisobem

B+ DL 3(n+2)
(Gn+2)n! = GBn+T7)(n+ 1)

5n? 4+ 12n 47 > 5n? + 12n + 4,
3>0.
Podminka je splnéna pro vsechna n € N.

c) lim a, =0.
n—oo

3n+1)! . n(3+4%
im ——— = lim ———2%
n—oo (bn + 2)n!  nooon (5 + %)
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o0

Posledni podminka neni splnéna. Z toho plyne, ze fada > (—1)
n=0

n 3(n+1)!
(5n+2)n!

diverguje, tudiZ i mocninnd fada 20%(%' +3)" v bodé # = —32
diverguje.

4. Obor konvergence se rovnd oboru absolutni konvergence mocninné rady

> %(Gx +3)™ a je roven intervalu (-3, —32).
n=0

Priklad 53. Je ddna fada

= ontlpl "
Z n3 (& —4)"
n=1

Urcete stied, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-
gence.
Reseni:

1. Stfed mocninné fady z, = 4.

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitame hodnotu .

27+2(n+1)!
A= Tim [ 2 gy | DT |22 DU e |
o n—o00 | Ay, o n—00 &;n' o n—00 (n -+ 1)3 ont+lpl -
3 1)n! 3
T (Ut L S O MO
n—00 (n -+ 1)371,‘ n—00 n2(1 + 5)2

Pro polomér konvergence r plati

r=—, odtud r=0.

oo
3. Interval absolutni konvergence mocninné fady > %;"'(:c —4)" je jedno-
n=1

prvkova mnozina {4}, tzn., Ze mocninna fada konverguje pouze ve svém
stfedu. Soucasné jsme obdrzeli obor konvergence i obor absolutni konver-

gence mocninné trady.
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Priiklad 54. Je dana rada
= (1ln+3\"
—_— 3z +1)".

> (5rs) 6o+
Urcete stied, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-
gence.
Reseni:

1. Abychom mohli uréit stfed xy, musime mocninnou fadu nejprve upravit

tak, Ze z vyrazu (3z + 1)" vytkneme 3".

Dostaneme
i 1in+3 "3n L] "
— x+ - .
— 5n2 + 8 3
Stfed mocninné fady zo = —3, protoze Fadu ) (é}gig)n 3" (x4 1)" mi-

n=

zeme prepsat do tvaru i (;ij;ig)" 3" [I - (_%)]n
n=0

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu \.

o W1 3N A . 1n+3
A= \/W"'—,}EEO\/ (Girs) o= 5 -
11+2
P ) g) —0.
neen? (54 %)
Pro polomér konvergence r plati
! dtud
)\7

v ’, . . n
Upozornéni. Za a, jsme dosazovali (é}[;ig) 3".

3. Interval absolutni konvergence mocninné rady (é}ﬁig)n (Bx +1)" je
n=0

(—00,00), tzn., Ze mocninna fada konverguje pro vSechna x € R. Soucasné

jsme obdrzeli obor konvergence i obor absolutni konvergence mocninné rady.
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Priklad 55. Je ddna fada

S (-1 m(:ﬁ + o),

n=0

Urcete stied, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-

gence.
Reseni:
1. Stfed mocninné fady zo = —2, protoze fadu 3 (=1)""" W(QJ +2)"
n=0
miizeme piepsat do tvaru > (—1)"" m [z — (=2)]".
n=0

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu .

(=D

n ) @nr6)19nT . 2 4)9"
\ = Bim |2 — p | C +6)ng_1+1 _ (2n +4) _
n—o00 A, n—00 (=1 n—o0 (2n + 6)9n+1
(2n+4)9"

1. 2n(1+2) 1
=— lim ———2&£ = —.
9nmoo2n (1+2) 9

Pro polomér konvergence r plati

r=—, odtud r=29.
3. Interval absolutni konvergence mocninné rady Zjo (—1)" ! m(l‘ +2)"
obdrzime dosazenim hodnot zo = —2 a r = 9 do intervalu (zo — 7, z¢ + 1),

tj.
(=2 —9,—249) = (—11,7).

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

o0

Dosazenim bodu = = 7 do mocninné fady 3. (—1)"" m(x +2)" do-
n=0
staneme
[e.e] 1 o0
)" (742"
SRVSEEE P S
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Nejprve rozhodneme o konvergenci fady

>

n=0

1 =1
_1n—1 —
(=1) 2n+4‘ ;%Zn—l—él

oo o
pomoci limitniho srovnavaciho kritéria. Radu Y- a, = 3 5 budeme
n=0 n=0
o oo 1
porovnavat s harmonickou fadou ) b, = > =, o které vime, Ze diverguje.
n=0 n=0

Vysetiime limitu

1
. (079 . ont4 .
lim — = lim 22 = lim

1
n—oo 0y, n—00 % n—o0 2N, + 4 _>§‘

n

oo oo
F 1 g - S x Ayl 1 : .
Rada ) 5.° diverguje. Tzn., Ze fada ) (—1) @n 13 Rekonverguje abso
n=0 n=0
lutné, ale muze konvergovat relativné, coz vysSetiime pouzitim Leibnitzova
kritéria.

Musime ovérit, zda jsou splnény vSechny tfi podminky Leibnitzova kritéria.

a) {2n1+ 4} je posloupnost kladnych ¢lent pro vsechna n € N.

b) {2n1+ 4} je nerostouci posloupnost, tj. a, > a,,1 pro vSechnan € N,

coz si oveérime nasledujicim zptisobem
1 1
> 5
2n+4 — 2n+6

2n +6 > 2n + 4,
2>0.
Podminka je splnéna pro vsechna n € N.
c) lim a, =0.

n—oo

. 1
lim =
wﬁa>2n—k4
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[e.°]

Vsechny podminky jsou splnény. Z toho plyne, ze fada > (—1)" !5~ kon-

=0 2n+4
verguje relativng, tudiz i mocninna fada 3 (—1)"" W(m—i—Z)” v bodé
n=0
x = 7 relativné konverguje.
Dosazenim bodu # = —11 do mocninné fady > (—=1)"" m(m +2)"
n=0

dostaneme

o] - 1 00
2 (=D (2n+4)9"( H+2) Z2

n=0 n=0
S touto fadou jsme se jiz setkali pfi vySetfovani konvergence v bodé z =7
a zjistili jsme, Ze diverguje. Z toho plyne, Ze i mocninna rada

S (=) m(m +2)" v bodé x = —11 diverguje.

[e.°]

4. Obor konvergence mocninné fady » (—1
n=0

)yt @TZ)Q"@ + 2)" je interval

(—11,7).
Obor absolutni konvergence mocninné fady 3 (—1)"" m(l‘ +2)" je

n=0
interval (—11,7).

Priklad 56. Je ddna fada

0 92n
ji: {n . Sn 1;+_5

n=0

Urcete stied, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-
gence.

Reseni:

[o¢]
v . /v v v 2n O Vv v
1. Stfed mocninné fady xy = —5, protoze fadu ;W(x + 5)™ muzeme pie-
n=0

psat do tvaru Z e [z — (—5)]".
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2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypoc¢itdme hodnotu .

A= hm Vlan| =

8” 3n
Pro polomér konvergence r plati

r=—, odtud r = 6.

3. Interval absolutni konvergence mocninné rady Z Sign 2 _(z 4+ 5)" obdrzime
n=0

dosazenim hodnot o = —5 a r = 6 do intervalu (zg — 7,9 + 1), tj.
(=5 —6,—5+6) = (—11,1).

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

Dosazenim bodu x = 1 do mocninné fady Z Sign 2 (2 +5)" dostaneme

n=0
> 22n > 22n >
(1+5)" 6" = 1.
D g HE =) 6=
n=0 n=0 n=0
Obdrzeli jsme fadu jednicek, ktera diverguje.
Dosazenim bodu z = —11 do mocninné rady Z T —(z + 5)" dostaneme
*© 92n o0 92n *
—11+45)" )= —-1)".

Obdrzeli jsme Grandiho fadu, o které vime, Ze osciluje.

4. Obor konvergence se rovnd oboru absolutni konvergence mocninné rady

22n
8n.3n

n=0

(x +5)™ a je roven intervalu (—11,1).
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Priklad 57. Je ddna fada

o0 n

2 27/ + 1(

x+4)".

Urcete stied, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-

gence.
Resent:
o on
1. St¥ed mocninné fady zo = —4, protoze fadu Zo Sy (@ T 4)" miZeme
n

prepsat do tvaru Z WW [z — (—4)]".

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu .

A= lim {/|a,| = hm (/

n—

Yn+1-2m|

3n n+1 In 1
zl-lim L S — . lme " <"+1)ﬁ—1 e3lnl —
3 3
Pro polomér konvergence r plati
r=—, odtud r=3.

3. Interval absolutni konvergence mocninné rady Z Wf(aﬂ—él)” obdrzime

dosazenim hodnot g = —4 a r = 3 do intervalu (zq — r, o + 1), tj.

(—4—-3,—-4+3)=(-7,-1).
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Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

Dosazenim bodu x = —1 do mocninné rady Z — (2 +4)" dostaneme

27n \/

o0

9" > 9"
— (—144)=) ——— .3 =
;27”\3/71—1—1( ) 227”375—1—

Abychom zjistili konvergenci této Ciselné fady, pouzijeme napf. integralni
kritérium.

Funkce f(x) = \/z%? je nezaporna na intervalu (0, co).

Zda je f(x) na tomto intervalu také nerostouci, vySetfime pomoci prvni

derivace. Dostavame

fllx) = [(x + 1)‘%]/ = —% (e +1)7F = —%— =0.

Funkce f(x) je pro vSechna z € (0, 00) nerostouci.

Konvergenci, resp. divergenci fady zjistime vypoctem integralu

= xTr)ar = dr = lim
= o v+l t—oo \/x +1

_|subiz+1= umezex =0—u=1 _
- dr = du r=t su=t+1|
1 q t+1 3,7ttt
= lim du = lim uwsdu = lim | Sus =
t—o00 1 \:76 t—o0 1 t—o0 2 1
3 2
— lim 2 [(t+1)§ —1] = .
t—o0
Rada nz::O ﬁ diverguje, tudiz i mocninna fada nz::O #m@ +4)" v bodé
xr = —1 diverguje.
Dosazenim bodu x = —7 do mocninné rady Z W(m +4)" dostaneme
o o0 o0
gn gn 1
————(—T7+4)" = —— - (=3)" = -1)" :
;27”\3/71—4—1( ) ;27”\3/n+1 (=3) ;( ) vn + 1
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Nejprve rozhodneme o konvergenci fady

>

. 1] = 1
g = L g

n=0 n=0
S touto fadou jsme se jiz setkali pfi vysetfovani konvergence v bodé x = —1
o
a zjistili jsme, Ze diverguje. Tzn., Ze Ffada nzo(_l)n%;ﬁ nekonverguje abso-

lutné, ale mtze konvergovat relativné, coz vysSetiime pouzitim Leibnitzova
kritéria.

Musime ovérit, zda jsou splnény vSechny tfi podminky Leibnitzova kritéria.

a) {;} je posloupnost kladnych ¢lend pro vSechna n € N.

5n+1
b) {Q/%H} je nerostouci posloupnost, tj. a, > a,,1 pro vSechna n € N,
coz si oveérime nasledujicim zplisobem

1 1
>
In+1 " Vn+2

Vn+2>vn+1,
1>0.
Podminka je splnéna pro vsechna n € N.

c) lim a, =0.

n—oo
lim =0
n—00 3n—+1
Vsechny podminky jsou splnény. Z toho plyne, ze fada n;o(_l)nﬁ kon-
verguje relativng, tudiz i mocninnd fada > #m(x—i—@” vbodé z = -7

relativné konverguje.
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4. Obor konvergence mocninné rady Z x +4)" je interval

sy
(=7,—1).

Obor absolutni konvergence mocninné rady Z W(m +4)" je interval

(—7,—1).

Priklad 58. Je ddna fada

o0

) (e —I T

23n+1 (2’)12 + TL)

n=3

Urcete stred, polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-
gence.
Reseni:

Nejdrive provedeme upravu rady. Plati

i n+1 $ — 12)3n+1 12 i n+1 fL’ — 12)3]71
:E _—
923n+1 (2n2 + n 23n+1 (2712 + n)

n=3 n=

oo
Vidime, Ze fada neni zapsana v obvyklém tvaru »_ a,(z —x)", proto provedeme

n=0
substituci
(e —12) =y, 1)
Obdrzime novou mocninnou fadu
> 1
nzzg< " e

u které budeme hledat stfed, polomér konvergence, obor konvergence a obor

absolutni konvergence.

1. Stfed mocninné fady yo = 0, protoze fadu > (—1)

1 o
n+ 1 )yn mii-
n=3

23n+1(2n24n

7eme piepsat do tvaru 3 (—1)""" A — (y — 0)".

23n+1(2n24-n)
n=3
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2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypoc¢itdme hodnotu .

(=pn*2
237+4(2(n41)2+(n+1
A= lim |2t = gy |Z2TRODTO]
n—oo | Qy n—00 (=1
23n+1(2n24n)
2" (2n® 4 n) I 2n? (1+5)
— ~ . lim

= li = =
oo antd 2 +1)°*+n+1)] 8 nooo 2172 (1+ 2 +5%)

1
3
Pro polomér konvergence r plati

r=—, odtud r=2_8.

oo
3. Interval absolutni konvergence mocninné fady > (— s Y ob-

n=3

drzime dosazenim hodnot yo = 0 a » = 8 do intervalu (yo — r,yo + 7), tj.
(0—8,0+8) = (—8,8).

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

Dosazenim bodu y = 8 do mocninné fady > (— T

n=3

y" dosta-

neme

n oo

1
-1 n+1 n+1 - -
; (=1) 23n+1 (2n2 + n) ; 4n? 4 2n

Nejprve rozhodneme o konvergenci fady

>l

n=3

n+1
4n2 + 2n

nz: 4n2 + 2n

oo
pomoci srovnavaciho kritéria. Radu ) ;='=- budeme porovnévat s fadou
n=3

[&.°]

> %, ktera konverguje. Pro vsechna n € N plati nerovnost
n=3

1
4n? + 2n
85

1
< —-
n?



o0 o
. . sy 1 . . Ly 1
Protoze majorantni fada ) | ;7 konverguje, konverguje také fada ) ..
n=3 n=
o0

vy n+1 1 . « I . ,
Tzn., Ze fada §3 (=1)""" 429, konverguje absolutné, tudiz i mocninna
n—=

[&.°]

fada 23 (=1)"* my" v bodé y = 8 absolutné konverguje.

Dosazenim bodu y = —8 do mocninné fady 3 (—1)"" my" do-
n=3

staneme

S —8)" =~ 1
_1 n+1 ( - _ - -
— (=1) 23n+1 (2n2 + n) Z an? + 2n

n n=3

S touto fadou jsme se jiz setkali pii vySetfovani konvergence v bodé y = 8
a zjistili jsme, ze konverguje.
- 1

7 toho plyne, Ze i mocninna fada > (—1)"" T

2n2+n) yn A% bOdé Yy = —8
n=3

konverguje.

4. Obor konvergence se rovna oboru absolutni konvergence mocninné rady

[e.e]

S (=)™ my” a je roven intervalu (—8, 8).
n=3
oo
ProtoZe jsme doposud pracovali s mocninnou fadou S (—1)"* my”,
n=3

tykaji se ziskané vysledky proménné y. Nas ale predevsim zajima, jaky bude stied,

polomér konvergence a obor konvergence vzhledem k proménné x mocninné fady

S (=1)" m(x — 12)3"*1. Obdrzime je s vyuzitim vztahu (1), a tedy
n=3

e stfed mocninné fady xy = 12,
e polomér konvergence r = 2,

e obor konvergence se rovna oboru absolutni konvergence mocninné rady

> (=1)" gy (v — 12)*"1 a je roven intervalu (10, 14).
n=3
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Cviceni 10. Urcete stied, polomér konvergence, obor konvergence a obor abso-

lutni konvergence rady

2) > (e — 2" o = 2,7 = 1,0K = OAK =(1,3)]
=0

b) i(n+5)n(x—8)n [0 = 8,7 = 0,0K = OAK = {8}]
n=0

c) i (EZ??!(JJ +7)" [xg = —7,7 = 00, OK = OAK = (—00, 00)]
n=0

d) > (~1)" (20 +3)"  [zo= 4,5 =2,0K = (~1,1),0AK = (=1, 1)]
n=1

e) 24”_5%(9;—4)" [z = 4,7 =5,0K = (—1,9), OAK = (—1,9)]
f) 24%(% — 1) o = 16,7 = 4,0K = OAK = (12,20)]
g) 20 Crttiin ;n [wo = 0, = 0,0K = OAK = {0}]
h) ni_o; (4" (52 — 1)" (29 = —1,7 = 00,0K = OAK = (—00, 0)]
i) 21 (1) e (@ — 1) [wo = Lr = 5,0K = (—4,6), OAK = (—4,6)]
i) 21 2 (32— 12)" o = 4,7 = 2,0K = (2,6), OAK = (2,6)]
k) 20%@—1)” [xozl,r:%,OK: OAK:(—%,g)}
1) 21 L+ 6)™ wo = 6,7 — 1,0K = OAK = (—7, —5)]
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4.2. Soucet mocninné rFady

[e.e]
Pfi urcovani sou¢tu s (z) mocninné fady > a,(x — x¢)" budeme nejprve
n=0

postupovat podle krokd 1. az 4. popsanych na strané 62 a 63. Pfedev§$im nés
bude zajimat interval absolutni konvergence (xo — 7,z + ) a obor konvergence.

Obor absolutni konvergence stanovovat nebudeme.

5. Soucet hledame ve tvaru funkce
s(z) = Z an(z — )"
n=0

Tuto funkci se snazime postupnym derivovanim, resp. integrovanim upravit
tak, abychom obdrzeli fadu, jejiz soucet umime urcit. Nékdy staci, kdyz tuto
fadu upravime na funkci, kterou umime rozvinout v mocninnou fadu. Ve

vétsiné nami uvedenych prikladi obdrzime geometrickou radu, jejiz soucet

S = pro lq] < 1.
l—gq
Takto ziskanou funkci S(x) musime zpétné integrovat, resp. derivovat a ob-
drzime vysledny soucet s(x).
Derivovani a integrovani muzeme provadét pouze na otevieném intervalu
(xg — 1,20 + 1), protoze pravé na ném pravé na ném mocninna fada kon-

verguje stejnomérné.

Jestlize navic pii ur¢ovani oboru konvergence zjistime, ze fada konverguje
i v nékterém z krajnich bodi xy — r nebo xy + 7, pak je podle véty 3.5
souctova funkce s (x) v téchto krajnich bodech také spojita (jednostranné).
Pokud by naprtiklad rada konvergovala v obou hrani¢nich bodech, mizeme

psat, Ze souctova funkce s (z) plati na uzavieném intervalu (zo — 7, o + 7).
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Priklad 59. Urcete soucet fady

=1
Z n5nx”.

n=1

Reseni:
= 1
. S _ . n ey .
1. Stfed mocninné fady xy = 0, protoze fadu Zl — 2" muizeme piepsat do
ne

tvaru Y — (z —0)".
n=1

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu .

—1 n
. Ant1 . (n+1)5n+1 no
A = lim = lim |—4——| = lim T =
n—o0 an, n—o0 En n—o0 (TL + 1) 5n+
1 n 1

5 n—>oon(1+%) 5

Pro polomér konvergence r plati

r=—, odtud r=>.

[e.e]
3. Interval absolutn{ kovergence mocninné fady Y~ —-z" obdrzime dosazenim
n=1

hodnot o = 0 a 7 = 5 do intervalu (zg — r, zo + 1), tj.
(0—5,0+5) = (—5,5).

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

[e.o]
Dosazenim bodu z = 5 do mocninné fady ) #x” dostaneme
n=1

[e.9]

Iy |
Zn5”5 :;ﬁ

n=1

Obdrzeli jsme harmonickou fadu, o které vime, ze diverguje. Proto i moc-

oo
. /oy 1 .n v . .
ninna fada ) 1 —=2" v bodé x = 5 diverguje.
n=
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o
Dosazenim bodu # = —5 do mocninné fady ) —-2" dostaneme

n=1
=1 - 1
;HSH (—5) —;(—1) e

o0
Pro vySetieni konvergence alternujici fady Y (—1)"% pouzijeme Leibnit-
n=1

zovo kritérium.

Ovétime, zda jsou splnény vsechny t¥i podminky Leibnitzova kritéria.
a) {%} je posloupnost kladnych ¢lent pro vsechna n € N.
b) {%} je nerostouci posloupnost, tj. a,, > a,+1 pro vsechna n € N, coz
si ovérime nasledujicim zpiisobem

1
n+1’

>

SRS

n+1>n,
1>0.
Podminka je splnéna pro vSechna n € .

¢) lim a, =0.

n—oo
1

lim — = 0.

n—oo M,
Vsechny podminky jsou splnény. Z toho plyne, Ze fada ) (—1)"L konver-

n=1
guje, tudiz i mocninna fada » #x" v bodé x = —5 konverguje.
n=1

4. Obor konvergence mocninné fady > #x" je interval (—5,5).

n=1

5. Soucet hleddme ve tvaru funkce

s(x) = Z n15n:c"

n=1
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Funkei s (z) budeme nejprve derivovat. Dostaneme

/
1 . n e T x2
/ _ n — n—lz _ s el
S("E)_<Zn5nx> anx nz;: 5 5 a5 T1o5

n=1 n=1

Obdrzeli jsme geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = % a kvocientem

q = %, jejiz soucet

pro ¢ <1,

tudiz

Ovéfenim podminky |g| < 1 zjistime, Ze tento soucet plati pouze pro
x € (—5,5), tedy pro x patfici do intervalu absolutni konvergence, na kte-
rém mocninnou fadu sc¢itame.

Vysledny soucet s (z) mocninné fady vypocteme zpétnym integrovanim zis-

kané funkce S (t) = =5 v mezich zy = 0 az z. Dostaneme

xX x 1
s(x) = S(t)dt = —— dt =
@<= [ swa- [ =

sub.:b—t =u mezet=0—>u=25
= —dt = du t=z > u=5—x|=
dt = —du

5—x 1
:/ i — Ml = —ln|5— o] +In|5| =
5 u

5

=In .
5—x

Vypocitali jsme soucet s (z) pro z € (—5,5). Jelikoz ptivodni mocninna fada
konverguje v bodé = = —5, je funkce s (z) v tomto bodé spojité zprava.

[e.e]
o\ Ly v . sy 1 n: o 5
Miuzeme psat, ze soucet mocninné fady » 1 —=a" je funkee s (z) = In ‘ﬂ|
n=

pro vSechna x € <—5, 5)7 t). Z #xn =In ‘%| :
n=1
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Priklad 60. Urcete soucet fady

=1
Z n5na:”.

n=4
Reseni:
Rada )  —=2" je az na zménu indexu n = 4 stejnd jako v prikladu 59. Zména
n=4

indexu ovlivni pouze vysledny soucet. Obor konvergence ztistava stejny (vzhledem

k zptisobu vypoctu oboru konvergence). Muzeme tedy piejit rovnou na krok 5.

5. Soucet hleddme ve tvaru funkce

s(x) = Z n:;nxn

n=4

Funkei s (z) budeme nejprve derivovat. Dostaneme

/
o0 oo o0 —

/ 1 n n n—1 z" !
Se) =\ Do | =Dt =D e =
n:4n n:4n n=4

3 x? Tl

625 " 3125 15625

v . . . v ’ v 3 .
Obdrzeli jsme geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = &= a kvocientem

q = %, jejiz soucet

pro g <1,

tudiz
z 1 x3
s _ 625 _ _* . _
S e T

Ovéfenim podminky |g| < 1 zjistime, Ze tento soucet plati pouze pro

x € (—5,5), tedy pro x patfici do intervalu absolutni konvergence, na kte-

rém mocninnou radu séitame.
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Vysledny soucet s () mocninné fady vypocteme zpétnym integrovanim zis-

, 3 ) v
kané funkce S (t) = ﬁ - §= v mezich g = 0 az . Dostaneme

e 1 3 1 T3
s(x) = S (t)dt = — dt = — - dt =
0 o 125 5—¢ 125 J, 5—t

sub.: b5 —t =u mezet=0—u=25
= —dt = du t=x —u=>5—z|=
dt = —du

1 5—x . 3
_ / Gow =
125 J5 u

1 125
- (——75—{—15u—u)du:
5 U

125
1 15 w31’
— 1251n |u| — e Rl —
125{ 51n |ul 75u+2u 3]5
5 1 1 1
-1 T T2 3.
M5 5 T 50" T 37

Vypoditali jsme soucet s (z) pro z € (—5,5). Jelikoz ptivodni mocninna fada

konverguje v bodé = = —5, je funkce s (z) v tomto bodé spojité zprava.

Mizeme psat, Ze souc¢et mocninné fady E ——z" je funkce

— 1,3 1,2 1 & _
s(x) = 1n|5_m‘ T 25T =7 pro vSechna z € (—5,5),
1 |i’ 1, 1.2 _ 1.3
Z_: e = In 2| = 5 — 51T — gt

Poznamka 16. Obdrzeli jsme velice rozumny vysledek, ktery jsme mohli oc¢eka-

vat. Soucet mocninné fady Z —=x" je totiz roven souctu rady Z
n=4 n=1

jsme od néj odecetli prvni tii ¢leny rady.

93



Priklad 61. Urcete soucet fady

> (=1 n A+ 2)a
n=1
Reseni:
1. Stfed mocninné fady o = 0, protoze fadu »_ (—1)""!(n + 2)z"*! miZeme
n=1

piepsat do tvaru x Y (—1)""}(n +2) (z — 0)".

n=1

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu \.

n : -1)" 3 . 3
A= lim |22t :hm‘( Lt ‘:1 nEC
143
_ fim g 1
Pro polomér konvergence r plati
! dtud 1
r=— odtu r =1
)\7

3. Interval absolutni konvergence mocninné fady > (—1)""1(n + 2)z™*! ob-
n=1

drzime dosazenim hodnot o = 0 a » = 1 do intervalu (zo — r, ¢ + 1),
£,
0-1,0+1)=(-1,1).

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

Dosazenim bodu z = —1 do mocninné fady > (—1)""*(n + 2)z"*! dosta-
n=1

neme
(o)
1
E (n+2)(—=1)"" E n+ 2.
n=1
Je ziejmé, Ze tato Ciselnd rada nespliiuje nutnou podminku konvergence,
protoze

lim n+ 2 # 0.

n—oo
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(o.9]
Z toho plyne, Ze fada »_ n + 2 diverguje, tudiZ i mocninna fada
n=1

S (=1)" Y n+2)x"! v bodé x = —1 diverguje.
n=1

Dosazenim bodu z = 1 do mocninné fady > (—1)""!(n+2)z"*! dostaneme

n=1
(=) 421 =) (1) (n+2).
n=1 n=1

Tato fada opét nespliiuje nutnou podminku konvergence, protoze

lim (—1)""" (n +2) #0.

n—oo
7 toho plyne, 7e fada 3 (—1)"" (n + 2) diverguje, tudiz i mocninn4 fada
n=1
S (=1)""Hn+2)z" v bodé z = 1 diverguje.
n=1

. Obor konvergence mocninné fady > (—1)""'(n + 2)2™*! je interval
n=1
0_171)‘

. Soucet hledame ve tvaru funkce

o0

s(x) = Z(—l)”_l(n + 2)a™

n=1

Funkei s (z) budeme nejprve integrovat. Vypocétem integralu funkce s (¥)

v mezich o = 0 az x dostaneme

/ s(t)dt = / )" (n 4 2)t" T dt =
0

= Z( et 2pnea |
— n -+ 2

0

o
Z 1) 1am+2 = g3 — gt 4 g —

n=1
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Obdrzeli jsme geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = 2% a kvocientem

q = —x, jejiz soucet
S=i2. e <l
tudiz
S(x)= 1:fx.

Ovéfenim podminky |g| < 1 zjistime, Ze tento soucet plati pouze pro

x € (—1,1), tedy pro x patfici do intervalu absolutni konvergence, na kte-
rém mocninnou fadu sc¢itame.

Vysledny soucet s (z) mocninné fady vypocteme zpétnym derivovanim zis-

kané funkce S (z) = 11—2 Dostaneme

x3 )/_ 30 (1+x)—2® 32+ 22°

1+=x N

szsl(x):( (1+ 1) 1+a)?

Soucet mocninné fady ngl(—l)"_l(n +2)z"*! je funkce s (z) = 3(2’12;;2)9”23 pro

viechna = € (—1,1), tj. > (=1)""Y(n+2)z"*! = 3?12;2):23‘
n=1

Poznamka 17. VSimnéme si, Ze narozdil od predchozich dvou pfikladi jsme
tuto mocninnou fadu nejprve integrovali, a az pak zpétné derivovali. Neexistuje
zadné pravidlo, které by nam fteklo, jestli nejdfive derivovat nebo integrovat.

Zalezi pouze na vlastnim uvazeni, co nam pomtuize.
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Priklad 62. Urcete soucet fady

. 1 n+1
Z(7”L+1)n!(x_3) ’

n=0
Reseni:
SIS
1. St¥ed mocninné fady zo = 3, protoze fadu ) W(aj — 3)""! mizeme

o0
prepsat do tvaru (z —3) > (n+11)n! (x —3)".
n=0

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu .

1
A= dim [0 = iy | DO gy DR
n—o0 | QA n—00 Dl n—r00 (n+ )(n—l— )
(n+ 1)n! , 1

nooe (n+2)(n+ nl  noeon+2

Pro polomér konvergence r plati

1
r= e odtud r = 00.

1

3. Interval absolutni konvergence mocninné fady > —t—(z — 3)"™! j
n=0

(n+1)n! Je

(—00,00), tzn., Ze mocninna fada konverguje pro vSechna x € R. Soucasné

jsme obdrzeli obor konvergence a pfejdeme na krok 5.

5. Soucet hleddme ve tvaru funkce

o 1 .
s () :Zm(a:—S)”+ .

n=0

Funkei s (z) budeme nejprve derivovat. Dostaneme

s (x) = Z;_(x_?’)nﬂ :Z((n—i_l).(m—i’;)":
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Vime, ze plati
a tedy

Vysledny soucet s(x) vypocteme zpétnym integrovanim ziskané funkce

s’ (t) = "3 v mezich o = 3 az x. Dostaneme
/ s'(t)dt = / Pt =[P =" " =" - L.
3 3

e}
Soucet mocninné fady m(x — 3)"*! je funkce s (z) = e*3 — 1 pro
n=0

v8echna = € (—o00,00), tj. > m(x — gyl = o3 1,
n=0

Priklad 63. Urcete soucet fady

Z n(z —4)".

n=1
Reseni:
1. Stfed mocninné rady zy = 4.

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu A.

Qp, . n 1 ) n 1
A= lim 1 = lim + ‘: lim + =1.
n—00 an, n— 00 n n— 00 n
Pro polomér konvergence r plati
r=—, odtud r=1.
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oo
3. Interval absolutni konvergence mocninné fady > n(x — 4)" obdrzime do-
n=1

sazenim hodnot zp = 4 a r = 1 do intervalu (zg — r, 20 + 1) , tj.
(4—1,4+1)=(3,5).

Musime vysetiit konvergenci v krajnich bodech.

o0
Dosazenim bodu x = 5 do mocninné fady ) n(x —4)" dostaneme

n=1
oo oo o0
dn-4r=> n1"=> n
n=1 n=1 n=1
Je zfejmé, ze tato rada nespliiuje nutnou podminku konvergence, protoze
lim n # 0.
n—oo
o0 oo
Z toho plyne, Ze fada > n diverguje, tudiz i mocninna fada > n(x — 4)"
n=1 n=1

v bodé x = 5 diverguje.

o
Dosazenim bodu z = 3 do mocninné fady ) n(x —4)" dostaneme
n=1

d nB-4r=> (-1)"n

n=1 n=1

Tato fada opét nespliiuje nutnou podminku konvergence, protoze

lim (—1)"n #0.

n—oo
o0
Z toho plyne, 7ze fada > (—1)" n diverguje, tudiz i mocninna fada
n=1

Y>> n(z —4)" v bodé x = 3 diverguje.
n=1

4. Obor konvergence mocninné fady > n(x —4)" je interval (3, 5).
n=1
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5. Soucet hledame ve tvaru funkce

Nejprve z fady ) n(x —4)" vytkneme vyraz (x — 4). Tato operace nam v
n=1

nasledujicich krocich zjednodusi vypocet. Dostaneme
s(x) = (z—4) Z n(z —4)"
n=1

Oznacéme

o(x) = Zn(m —4)" L

n—=

[y

Nyni budeme hledat soucet funkce ¢ (x) na intervalu (3, 5), kterou budeme

nejdrive integrovat.

Vypocteme integral funkce ¢ (t) = > n(t —4)"~! v mezich vy = 4 a7 z.

Dostaneme "
/xw(t)dt = /r 3 n(t —4)"tdt = [iM] _
=) (@4 =(@@-4)+@-4)"+(@-49"+

Obdrzeli jsme geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = x — 4 a kvocientem

q = x — 4, jejiz soucet

pro g <1,

tudiz
r—4 r—4

S<x>:1—(m—4) 55—

Ovéfenim podminky |g| < 1 zjistime, Ze tento soucet plati pouze pro

x € (3,5), tedy pro x pat¥ici do intervalu absolutni konvergence, na kterém
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mocninnou fadu séitame.

oo
Soudet ¢ () mocninné fady Y. n(x — 4)"~! vypocteme zpétnym derivova-

n=1
nim ziskané funkce S (z) = f,f%;l. Dostaneme
) r—4\  (5-z)—(r—4)(-1) 1
p) =50 - (122) e o

Tento soucet nesmime zapomenout vynasobit vyrazem (z — 4), abychom

ziskali vysledny soucet s (x). Plati

$(@) = (2~ 4) o (1) = () -

Soucet mocninné fady > n(x —4)" je funkce s(z) = (5x__$4)2 pro vsechna
n=1
€(3,5), tj. > n(z—4)" = =4,
n=1 (5-2)
Priklad 64. Urcete soucet fady
- 1
—1) "3
;( ) n?+5n+6
Reseni:
1. Stfed mocninné fady xy = 0, protoze Ffadu ) (—1)"mx”+3 mizeme
n=0

prepsat do tvaru 23 > (—1)”m [z — (—0)]".
n=0

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitame hodnotu \.

(_1)n+1
n24+7n+12
(="
n2+5n+6

. n?+5n+6
=llim ——— =
n—oon? 4+ Tn + 12

Qp+1
G,

A = lim
n—oo

= lim
n—oo

2(1 5., 6
g )
noon? (14 1+ .3)
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Pro polomér konvergence r plati

r=—, odtud r=1.

oo
4 : 4 X _1\n 1 n+3
. Interval absolutni konvergence mocninné fady » 0( )" g obdr-
n—

zime dosazenim hodnot zo = 0 a r = 1 do intervalu (xg — r, xo + 1), tj.
0-1,0+1)=(-1,1).

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

[e.e]
, . . ;. _1\n 1 n+3
Dosazenim bodu z = 1 do mocninné fady 0( )" gga™ ™ dostaneme
n=

> 1 > 1
_1 n—1n+3: _1 n—'
HZZO( )n2+5n—|—6 nZ:O< )n2+5n+6

(o]
Pro vysSetfeni konvergence alternujici fady
n=0

(—1)" -t pouzijeme
n2+45n+6

Leibnitzovo kritérium.

Ovétime, zda jsou splnény vsechny t¥i podminky Leibnitzova kritéria.
a) {m} je posloupnost kladnych ¢lent pro vsechna n € N.

b) {m} je nerostouci posloupnost, tj. a,, > a,1 pro vSechnan € N,

coz si ovérime nasledujicim zptisobem

1 1
>
n2+5m+6_ n2+Tn+12’

n 4 Tn+ 12 2n2—|—5n+6,
n > —3.
Podminka je splnéna pro vSechna n € N.

¢) lim a, =0.
n—oo

. 1
lim ———— =
n—oo n2 +5n + 6
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o0

Vsechny podminky jsou splnény. Z toho plyne, ze fada > (—1)" ——

= n2+5n+6
S 1 3

. v . YA n n—+ ~ _

konverguje, tudiz i mocninnéd fada Z:O(—l) "0 v bodé x =1
n=
konverguje.
= 1 3

. _ . ‘o _1\n n+ _

Dosazenim bodu z = —1 do mocninné fady ZO( 1)" ™™ dosta
n=
neme
o o
n 1 n+3 1
(T L L o P S
n® +5n+6 n® +5n + 6
Abychom zjistili konvergenci této fady, pouzijeme napt. srovnavaci krité-
rium.
F o 1 o 1
Radu ) 55— budeme porovnévat s fadou E:OW. Pro vSechna n € N
n= n=
plati nerovnost
1 1
2 < 5
n*+5m+6 " n
= 1
Protoze majorantni fada ) -5 konverguje, konverguje také rada
n
n=0
- 1 - 1 3
- . ;o _1\" n+ ~ _

> wrsars LudiZ i mocninnd fada ZO( )" ome "™ v bodé z = —1
n= n—=

konverguje.

1

ml’n—‘r?) je interval

4. Obor konvergence mocninné fady > (—1)"
n=0

(—1,1).

5. Soucet hledame ve tvaru funkce

- 1
=> (-1)" 5———a""
s(@) =2 (V" e

n=0
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Funkei s (z) budeme nejprve derivovat. Dostaneme

s'<x>=[ (1) e ] -

— n?2+5n+6
> n-+3 > 1

:E 1" m"”:E —1)" s
n:o( ) (n+3)(n+2) n:o( ) n-+2

Rada v tomto tvaru ndm pfi urcovani souc¢tu moc nepomohla, proto ji

zkusime na intervalu (—1,1) derivovat jesté jednou.

!/
o0
Vypoctem derivace (Z (-1)" ﬁm””) ziskdme fadu
n=0

o
()" =g -2+ -t
n=0

Nyni jsme jiz obdrzeli geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = = a kvoci-

entem ¢ = —x, jejiz soucet

pro  |g| <1,

tudiz
T

- 1+z

S ()

Ovéfenim podminky |g| < 1 zjistime, Ze tento soucet plati pouze pro

x € (—1,1), tedy pro x patfici do intervalu absolutni konvergence, na kte-
rém mocninnou fadu sc¢itame.

Jelikoz jsme dvakrat derivovali, musime ziskanou funkci S (x) zpétné dva-
krat integrovat, abychom obdrzeli vysledny soucet s(z). Vypoctem inte-

gralu fox ( Ou 1%ﬂtdt) du dostaneme

2

5(m)=%+x—ln|1+x|(:ﬁ—|—1).

Vypoditali jsme soucet s(z) pro x € (—1,1). JelikoZz pivodni mocninna

fada konverguje v bodech z = —1 a x = 1, je funkce s(x) v bodé z = —1
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spojita zprava a v bodé x = 1 spojita zleva.
oo
Muizeme psat, ze soucet mocninné fady ) (—1
n=1

) et je funkee
s(x) = §+x—ln|1—|—w|(m+l) pro vSechna z € (—1,1),

6. S (1) ™ = r — Il + 2| (z + 1),

Priklad 65. Urcete soucet rady

Reseni:

Nejdrive provedeme upravu rady. Plati

ZO(_l)n (2n 2l — Z 2)% ‘

oo
Vidime, Ze fada neni zapsana v obvyklém tvaru > a,(z —x)", proto provedeme

n=0
substituci
2? =y. (2)
Obdrzime novou mocninnou radu
> 1
(_]‘)n—yna
nZ:O (2n)!

u které budeme hledat stfed, polomér konvergence a obor konvergence.

1. St¥ed mocninné fady yo = 0, protoze fadu »_ (—1)
n=0

n

(2n), y" muzeme piepsat

do tvaru Z( ) 2n), (y —0)".
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2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypoc¢itdme hodnotu .

(-1t (20)!
A= lim |2 = G |22 gy
n—0oo | Ay, n—o00 ((;i))' n—o00 (2n —+ 2)'

L (2n)! B
= Jm (2n +2) (2n+ 1) (2n)! 0

Pro polomér konvergence r plati

1
r=—, odtud r = 00.

A

3. Interval absolutni konvergence mocninné fady (—1)”(2+L)!y" je (—o0, 00),
n=0

tzn., ze mocninna fada konverguje pro vSechna x € R. SoucCasné jsme ob-

drzeli obor konvergence této mocninné rady.

&)

Protoze jsme doposud pracovali s mocninnou fadou ) (—1)”@3/"”, tykaji se
n=0

ziskané vysledky proménné y. Nas ale predevsim zajima, jaky bude stfed, po-

lomér konvergence a obor konvergence vzhledem k proménné z mocninné rady

[&.°]

S (—1)"@%”“. Obdrzime je s vyuzitim vztahu (2), a tedy
n=0

e stfed mocninné fady xg = 0,
e polomeér konvergence r = oo,

2nt1 je interval (—o0,00) .

o0
e obor konvergence mocninné fady » (—1)”ﬁx
n=0 ’

5. Soucet hleddme ve tvaru funkce

1 2n+1
s(z) = Z(—l)”mx .

n=0

o0
Z fady > (—1)”%%”“ nejdiive vytkneme vyraz x. Tato operace nam
n=0 .

v nasledujicich krocich zjednodusi vypocet. Dostaneme

- 1 2n
s(z) = anZ;(—m@n)!m .
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Oznacéme

n=0

Nyni budeme hledat soucet funkce ¢ (z) na intervalu (—oo, 00), kterou bu-

deme nejprve integrovat.

o0
Vypoéteme integral funkce ¢ (t) = > (—1)”@152” v mezich xy = 0 az x.
n=0
Dostaneme
/z e (t)dt = /z i(_l)nﬁ_ndt = i(—l)”;x%ﬂ _
0 it (2n)! —— (2n+ 1) (2n)!
o g
=2 (=) (2n +1)!
n=0
Vime, ze plati
0 2n+1
Z(— )" ’ = sinz.
— (2n +1)!

o
Soucet ¢ (x) mocninné fady (—1)"@9&2” vypocteme zpétnym derivo-
n=0

vanim ziskané funkce sin z. Dostaneme
. !
¢ (x) = (sinz) = cosz.

Tento soucet nesmime zapomenout vynasobit vyrazem x, abychom obdrzeli

vysledny soucet s (z). Plati
s(x)=z-¢(x)=x-cosuz.

1
(2n)!

2n+1

Soucet mocninné fady » (—1)"=x je funkce s(z) = x - cosz pro
n=0

viechna x € (—00,00), tj. > (—1)’"L(2+Z)!1'2"Jrl = - cosT.
n=0
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Priklad 66. Urcete soucet fady

Reseni:
= 1 2
v . A _ v v nJ’_ 0 v v
1. Stfed mocninné fady zy = 0, protoze fadu 20 12" miZeme prepsat do
n—=

o
tvaru x? Zo — (z—0)".
n=

2. Pro urceni poloméru konvergence r vypoc¢itame hodnotu A.

1

n N o : 4
/\zlima+1:llm+5:11mn+ =

n—oo an, n—oo n_—i-4 n—oo M + 5

n(l+4

= lim —( g) =1
A
Pro polomér konvergence r plati
r=—, odtud r=1.

n+2

o0
3. Interval absolutni konvergence mocninné fady > #41: obdrzime dosa-

n=0

zenim hodnot zop = 0 a = 1 do intervalu (g — r,xo + 1), tj.
0—1,0+1)=(-1,1).

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

o0
Dosazenim bodu z = 1 do mocninné fady ) —72"*> dostaneme

n=0

D L Dt

Abychom rozhodli o konvergenci, resp. divergenci této ¢iselné rady, pouzi-

jeme napf. limitni srovnavaci kritérium.
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o oo
Radu ) a, = ) — budeme porovnéavat s harmonickou fadou Z by,

o které vime, ze diverguje. VySetiime limitu

3=

0
=2
n=0

n

. a .
lim —* = lim “* = lim =1
n—oo by, n—oo = n—oo 1 + 4
- o0 oo
Rada )~ -5 diverguje, tudiz i mocninnd fada ) —2"*? v bodé = = 1
n=0 n=0
diverguje.
1
Dosazenim bodu x = —1 do mocninné fady ) —2""* dostaneme
n=0
o0
E : n+2
— n+4

o
‘e . 2 - :
Pro vysetfeni konvergence alternujici fady > (—1)"" n+r4 pouzijeme Leib-

n=1
nitzovo kritérium.

Ovétime, zda jsou splnény vSechny t¥i podminky Leibnitzova kritéria.

a) {#4} je posloupnost kladnych ¢lent pro vsechna n € N.

b) {n+r4} je nerostouci posloupnost, tj. a, > a,y1 pro vSechna n € N,

coz si ovérime nasledujicim zptisobem

1 1
> )

n+4  n+5

n+52>n+4,
1>0.

Podminka je splnéna pro vSechna n € N.

¢) lim a, =0.
n—oo

1m
n4xm71%—4
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Vsechny podminky jsou splnény. Z toho plyne, ze fada »_ (—1)
n=0
verguje, tudiz i mocninnd fada ) —52"*? v bodé & = —1 konverguje.

n=0

o
. Obor konvergence mocninné fady > ——2"*? je interval (—1,1).
n=0

. Soucet hledame ve tvaru funkce

1 n
s(az)zzn+4x +2

n=0

o0
Zfady > #41‘”” nejdfive vytkneme vyraz x% Tato operace ndm v nasle-
n=0

dujicich krocich zjednodusi vypocet. Dostaneme

Oznacéme

1 n
go(x)zzn+4x 4,

n=0

Nyni budeme hledat soucet funkce ¢ (x) na intervalu (—1, 1), kterou budeme

nejprve derivovat. Dostaneme

/
/ o n+4 _ n+3 __ n+3 __ .3 4 5 .
gp(x)-(E T a” )—§n+4a: —Ex =+ o+

Obdrzeli jsme geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = 2% a kvocientem

q = x, jejiz soucet

pro g <1,

tudiz




Ovéfenim podminky |g| < 1 zjistime, Ze tento soucet plati pouze pro
x € (—1,1), tedy pro x patfici do intervalu absolutni konvergence, na kte-

rém mocninnou fadu séitame.

Soucet ¢ () mocninné fady > %Hx"’“l vypocteme zp&tnym integrovanim
n=0
ziskané funkce S (t) = f—jt v mezich zp = 0 az x. Dostaneme
T T t3
go(x):/ S(t)dt:/ dt =
sub.: 1 —t=u mezet =0 —->u=1
= dt = —du t=xr —>u=1—x|=
= (1—u)’
1-z 3 1-x 3 2
1-— -3 3u—1
_ / —ﬂdu _ / U u® + 3u du =
1 u 1 u
11—z 3 2 11—z
1 3
—/ W -3u+3—=)du=|> - 4 3u—Inl| =
1 u 3 2 1
2?2 28
— (- S
<n| x|+ + 5+ 3)

Tento soucet nesmime zapomenout vynasobit vyrazem 57 abychom obdr-

zeli vysledny soucet s (). Plati

1 1 22 3
s@)= 5 ¢l@)=-3 (1n|1—x\+x+5+?).

Vypoditali jsme soucet s (x) pro z € (—1,1). Jelikoz pivodni mocninnd fada

konverguje v bodé © = —1, je funkce s(x) v tomto bodé spojita zprava.

oo

Mizeme psét, ze soufet mocninné fady » n+r4x"+6 je funkce
n=0

s(z)=—% <ln|1 —z|+z+ ‘%2 + %) pro vSechna z € (—1,1),

t]. Zoﬁx”“:—ﬁ% (ln\l—x|+x+§+%—3>.
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Priklad 67. Urcete soucet fady

i(—l)”(nz +7n +12)(x + 3)"
n=0
Resent:
1. Stifed mocninné fady zy = —3, protoze fadu io(_l)n(HQ + Tn + 12)2"+2
miZzeme prepsat do tvaru (z 4 3) io(—l)"(n2 +7Tn+12) [z — (—3)]".

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitame hodnotu .

. |an . [(=1)"n? +9n + 20
A = lim = lim =
n?+9n+20 n®(1+ 2+ 2)

nggon2+7n~l—12 o n2(1—|—%—|—}1—§)

Pro polomér konvergence r plati

r=—, odtud r=1.

3. Interval absolutni konvergence mocninné fady

S (=D)™(n? + Tn + 12)(z + 3)"™ obdrzime dosazenim hodnot zy = —3

n=0

ar =1 do intervalu (zg — r,z9 + 1), tj.
(=3—-1,-3+1)=(—4,-2).

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

Dosazenim bodu x = —2 do mocninné fady > (—1)"(n?+7n+12)(x+3)"+?
n=0
dostaneme
> (=10 + T+ 12) (=24 3)" = > " (=1)"(n” + Tn + 12).
n=0 n=0
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Je ziejmé, ze tato fada nespliiuje nutnou podminku konvergence, protoze

lim (—1)"n* + 7n + 12 # 0.

n—oo
Z toho plyne, ze fada > (—1)" (n? + 7n + 12) diverguje, tudiZ i mocninna
n=0
fada > (—=1)"(n* + 7n + 12)2"*2 v bodé = = —2 diverguje.
n=0

Dosazenim bodu = —4 do mocninné fady > (—1)"(n?+7n+12)(z+3)"*2

n=0
dostaneme
> (1) (n? + T+ 12)(-1)"? =D 0’ + Tn + 12,
n=0 n=0

Tato fada opét nespliiuje nutnou podminku konvergence, protoze

lim n? 4 7n 4+ 12 # 0.

n—oo

Z toho plyne, e fada > n? + Tn + 12 diverguje, tudiz i mocninna fada
n=0

S (=1)"(n? 4+ Tn + 12)(z + 3)"™2 v bodé = = —4 diverguje.
n=0

. Obor konvergence mocninné fady > (—1)"(n*+7n+12)(z+3)""? je interval
n=0

(—4,-2).

. Soucet hleddme ve tvaru funkce

s(z) = (=1)"(n® + Tn +12)(z + 3)"">.

n=0

Funkei s (z) budeme nejprve integrovat. Vypocétem integralu funkce s ()
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v mezich o = —3 az x dostaneme

/x s(t)dt = / (n® +Tn +12)(t + 3)"2dt =

-3

_ [Z(_l) (n+3)(n+4)(t+3)n+3] _

et n+3
=) (-1)"(n+4)(z +3)"*

Rada v tomto tvaru ndm pfi urcovani souc¢tu moc nepomohla, proto ji

zkusime na intervalu (—4, —2) integrovat jesté jednou. Dostaneme

/ V7(n + 4) (u + 3)"3du — [i(—l)”n+4(u+3)”+4] _

e n—+4
_ Z(_l)n(x + 3)n+4 _
n=0

=(@+3)'—(z+3)°+(x+3)° -

Nyni jsme jiz obdrZeli geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = (z + 3)*

a kvocientem ¢ = —(x + 3), jejiz soucet
§= pro g <1,
tudiz
+3)*
S(x) = %

Ovéfenim podminky |g| < 1 zjistime, Ze tento soucet plati pouze pro

x € (—4,-2), tedy pro x patiici do intervalu absolutni konvergence, na
kterém mocninnou fadu sc¢itame.

Jelikoz jsme dvakrat integrovali, musime ziskanou funkci S (x) zpétné dva-

krat derivovat, abychom obdrzeli vysledny soucet s(x). Vypoctem druhé

(z+3)*

o dostaneme

derivace funkce S (z) =

2 (z + 3)* (322 + 26z + 57)
(z +4)°
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Soudet mocninné fady Y (—1)"(n? 4+ Tn + 12)(x + 3)"*? je funkce

n=0

_ 2(+3)%(3224+260457)

s (x) 1 pro vSechna = € (—4, —2),
O T 2 ac2 X
e 35 (-1 (0 + T+ 12)(o + 3y = B2 0 gonse)
n=0
Priklad 68. Urcete soucet rady
S e,
— 4n? 4 6n + 2
Reseni:
Nedrtive provedeme upravu fady. Plati
S e o D = (o4 1 YDy [ 1)’
— 4n? + 6n + 2 — 4n? + 6n + 2
Vidime, ze fada neni zapsana v obvyklém tvaru »_ a,(x — ()", proto provedeme
n=0
substituci
(z+1)*=y. (3)

Obdrzime novou mocninnou rfadu
= 1
_1 TL— n
nZ:O< >4n2+6n+2y’

u které budeme hledat stied, polomér konvergence a obor konvergence.

% sy . v oy n 1 n o\
1. Stfed mocninné fady y, = 0, protoze radu EO(—l) ey miZeme
n=

prepsat do tvaru »_ (—1)"m (y—0)".
n=0

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypocitdme hodnotu .

(=1 *t
A= lim |9 — i A(n+1)°+6n+8 | ‘i An® +6n+2
n—00 | Ay, n—00 & n—oo 4n? +14n + 12
4n2+6n+2
n?(4+ 8+ %
. n qz) =1.
nmeon? (44 3+ 3)



Pro polomér konvergence r plati

r=—, odtud r=1.

. Interval absolutni konvergence mocninné fady Z(—l)”my” obdr-
n=0

zime dosazenim hodnot yy = 0 a r = 1 do intervalu (yo — 7,90 + 1), tj.
0-1,0+1)=(-1,1).

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

o0

Dosazenim bodu y = 1 do mocninné fady - (—1)"=rsy" dostaneme
n=0

o0

1y g - -
Z( )4n2+6n+2 Z 4n2+6n+2

n=0
oo

Pro vySetieni konvergence alternujici fady > (—1)"@ pouzijeme
n=0

Leibnitzovo kritérium.
Ovétime, zda jsou splnény vSechny t¥i podminky Leibnitzova kritéria.
a) {m} je posloupnost kladnych ¢lent pro vsechna n € N.

b) {m} je nerostouci posloupnost, tj. a,, > a,.1 pro vSechna n €

N, coz si ovéfime nasledujicim zptisobem

1 1
>
An2 +6n+2 — 4n2 + 14n + 8’

An? + 14n + 8 > 4n? + 6n + 2,

3
n>——.
- 4

Podminka je splnéna pro vSechna n € N.

¢) lim a, =0.
n—oo

1
lm —M—— =
n—oo 4n2 4+ 61 + 2
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Vsechny podminky jsou splnény. Z toho plyne, ze fada > (—1)"

n=0

1
4n24+6n+2

o0

konverguje, tudiZ i mocninna fada ) (—1)”my” v bodé¢ y = 1 kon-
n=0

verguje.

oo
4 — ; 4 % n 1 n
Dosazenim bodu y = —1 do mocninné rady » O(—l) 76 V" dostaneme
n—=

1 > 1
_]_ n_____ —1”: —_—
Z( )4n2+6n~|—2( ) Z4n2+6n+2

Abychom zjistili konvergenci této fady, pouzijeme napi. limitni srovnavaci

kritérium.
o o oo o0 o 1
Radu a, = ——-1 — budeme porovnavat s fadou b, = =
n 4n246n+2 n n=’
n=0 n=0 n=0 n=0
o které vime, ze konverguje.
Vysetiime limitu
1 2
. a . 4n2 2 . n 1
lim — = hm%: lim —————— = —.
- S 1 = 1
. s . \n n
Rada ) ;=5 konverguje, tudiz i mocninné fada ) (—1)" ;6 5Y
n=0 n=0
v bodé y = —1 konverguje.
- 1
N n no
4. Obor konvergence mocninné fady ZO(—l) ey Je interval
n=
(—1,1).
= 1
. . . . n B et
Protoze jsme doposud pracovali s mocninnou fadou - (—1)" ;7e—y", tykaj

n=0

se ziskané vysledky proménné y. Nas ale predevsim zajima, jaky bude stied,

polomeér konvergence a obor konvergence vzhledem k proménné z mocninné fady

[ee]

n=0

—1)" 1 — 2?2 Obdrzime je s vyuzitim vztahu (3), a tedy
A% 6n+2 J y
e stfed mocninné fady xy = —1,
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e polomér konvergence r = 1,

1 2n+-2

o0
e obor konvergence mocninné fady ) (—1)" ares?

n=0

je interval

(—2,0).

5. Soucet hleddme ve tvaru funkce

o0

s(z) = Z(—l)”m@ +1)7R

n=0
Funkei s () budeme nejprve derivovat. Dostaneme

o

n 1 n
(@) =D (=1 e { CALR R
n=0

o0

> ) G e U

— 2n+2)(2n+1)

> 1
— 1" 1 2n+1.
> (-1 T A

3
Il
o

Vime, ze plati

1
g (—1)”2 n le”H = arctg z,
n
a tedy
= 1
§ —1)" 1)*"* = arct 1).
nzo( ) 2n+1(a:+ ) arctg(z + 1)

Vysledny soucet s (x) vypocteme zpétnym integrovanim funkce arctg(t+ 1)

v mezich o =0 az x.
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Dostaneme

s(x) = /02 arctg(t + 1)dt =

sub:t+1=u mezet=0—->u=1 ’_

dt = du t=v —>u=x+1
x+1 i1 x+1 U
/1 arctg udu = [uarctgul; /1 T2
($+1)21 1
(x 4+ 1) arctg (x 4+ 1) — arctg /1 5 T3.%
T 1 .
:(x—i-l)arctg(:v—l—l)—Z—§[1n|1—|—z]]§“) =
1
:(x—i-l)arctg(x—l—l)—% 5 (Infa® + 20 + 2] —In|2])
T 1 2
= 1 t H)——+-In|———|.
(x4 1)arctg (z + 1) 4+2nx2—|—2x+2‘

Pro vypocet integralu ffﬂ arctg u du jsme pouzili metodu per partes.

Pro vypocet integralu [, o Tz du jsme pouzili substituci
sub.. w?=2 mezeu=0 —z2=1
2udu = dz u=z+1—z2=(x+1)
du = ﬁdz

Vypocitali jsme soucet s(z) pro = € (—2,0). JelikoZz pivodni mocninnd
fada konverguje v bodech z = —2 a x = 0, je funkce s (x) v bodé x = —2

spojita zprava a v bodé x = 0 spojita zleva.

MiuZeme psat, Ze soucet mocninné Fady Z(—l)”m& + 1)22 je
n=0

funkce

s(x) = (z+1)arctg (z +1) -5 + % ln ‘m‘) pro vSechna x € (—2,0),

tj. Z{)(—l)"*lwlﬁm_Q(9c—|—1)2”+2 (z + 1) arctg (z + 1)—Z+311n ‘m2+2w+2|
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Priklad 69. Urcete soucet fady

> n12n (z—6)".

n=2
Reseni:
1. Stifed mocninné fady zy = 6.

2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypoc¢itdme hodnotu .

I n2"
= lim ——— =
n—00 (n —+ 1) on+1

_ 1
2 r}gilon(pr%) )

Pro polomér konvergence r plati

r=—, odtud r=2.

o
3. Interval absolutni konvergence mocninné fady > —=(z — 6)" obdrzime
n=2

dosazenim hodnot zo = 6 a r = 2 do intervalu (zo — 7,9 + 1), tj.
(6—2,6+2)=(4,8).

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

o0
Dosazenim bodu z = 8 do mocninné fady Y. —(z — 6)" dostaneme
n=2

3 S0 = X = 2

n=2 n=

Obdrzeli jsme harmonickou fadu, o které vime, ze diverguje. Proto i moc-
1
P n o .
ninna fada 22 —=(x —6)" v bodé x = 8 diverguje.
n—=
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(0.9}
Dosazenim bodu z = 4 do mocninné fady > —-(z — 6)" dostaneme

n=2

5 (2" =)

n2n

NE

Z n12”(4 —0)" =

n=2 n n=2

U
I\

o0
Pro vySetfeni konvergence alternujici fady > (—1)" + pouZijeme Leibnit-
n=2

zovo kritérium.

Ovétime, zda jsou splnény vsechny t¥i podminky Leibnitzova kritéria.
a) {%} je posloupnost kladnych ¢lent pro vsechna n € N.
b) {%} je nerostouci posloupnost, tj. a,, > a,+1 pro vsechna n € N, coz
si ovérime nasledujicim zpiisobem

1
n+1’

>

SRS

n+1>n,
1>0.
Podminka je splnéna pro vSechna n € .

¢) lim a, =0.

n—oo
1

lim — = 0.

n—oo M,
Vsechny podminky jsou splnény. Z toho plyne, ze fada Y (—1)" £ konver-

n=2
guje, tudiz i mocninna fada Y. —(x — 6)" v bodé = = 4 konverguje.
n=2

4. Obor konvergence mocninné fady > —+=(z — 6)" je interval (4,8).
n=2

5. Soucet hleddme ve tvaru funkce



Funkei s (z) budeme nejprve derivovat. Dostaneme

S (z) = [Z e 6)"] =3 6 =

n=2 n=2
1 6 (z—6)?% (z—06)3
S o (z—6)° (-6
c—om 4 8 16
Obdrzeli jsme geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = "”T’ﬁ a kvocientem
qg= %58, jejiz soucet
[p—— pro lq| < 1,
1—gq
tudiz
z—6
= 1 -6
S(x) = 4 =——" .
(@) === =73 7 s

Ovétenim podminky |g| < 1 zjistime, Ze tento soucet plati pouze pro

€ (4, 8), tedy pro x patfici do intervalu absolutni konvergence, na kterém
mocninnou fadu sc¢itame.
Vysledny soucet s (z) mocninné fady vypocteme zpétnym integrovanim zis-

kané funkce S () = —2 - =8

% eV mezich o = 6 az x. Dostaneme

s(x):/:S(t)dt:/:_%.z% :__/ _d _
- ey ([ [ —dt)

([t)s + 21n]ul]27) =

DN | —

x
- —+3.
2—!—

T
= - 4+3—Inlz—8|+In|—-2| =
> +3=Infz—8|+1n| -2 =In|-—

-9 ‘
Pro vypocet integralu fg %dt jsme pouzili substituci

sub:t—8 =u mezet=6 — u= -2
dt = du t=z —u=x—28
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Vypoditali jsme soucet s (z) pro z € (4,8). Jelikoz pivodni mocninné fada

konverguje v bodé x = 4, je funkce s(z) v tomto bodé spojita zprava.

Miuzeme psét, ze soucet mocninné rady Z —=(x —6)" je funkee s (z) =

=In |2 |—%+43 pro viechna x € (4,8), t. Z (z—6)" = In| 2| -243.

n2”

Priklad 70. Urcete soucet rady

i (3n+1) (z +2)%

n=3

Reseni:

Nejdfive provedeme upravu rady. Plati
> (Bn+1) [(z+2)?"
n=3

o
Vidime, Ze fada neni zapsana v obvyklém tvaru > a,(z —x¢)", proto provedeme
n=0

substituci

(z+2)*=y. (4)

Obdrzime novou mocninnou radu
oo
E 3n +1
n=3

u které budeme hledat stfed, polomér konvergence a obor konvergence.

1. Stfed mocninné fady yo = 0, protoze fadu ) (3n + 1) y™ miZeme piepsat

n=3

do tvaru Y 3n+1)(y—0)".

n=3
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2. Pro urceni poloméru konvergence r, vypoc¢itdme hodnotu .

n 3n+4] 3n(1+2
A= lim |2 — ntd)_ o :T):1.
Pro polomér konvergence r plati

r=—, odtud r=1.

3. Interval absolutni konvergence mocninné fady > (3n + 1) y™ obdrzime do-
n=3

sazenim hodnot yo = 0 a r = 1 do intervalu (yo — 7,90 + 1), tj.
0-1,0+1)=(-1,1).
Musime vysettit konvergenci v krajnich bodech.

Dosazenim bodu y = 1 do mocninné fady > (3n + 1) y™ dostaneme
n=3

i 3n+1)1 Z?m—l—l
n=3

Je ziejmé, ze tato fada nespliiuje nutnou podminku konvergence, protoze

lim 3n + 1 # 0.

n—o0

(o.9]
Z toho plyne, Ze fada > 3n + 1 diverguje, tudiZ i mocninna fada
n=3

Z (3n+1)y" v bodé y = 1 diverguje.

Dosazenim bodu y = —1 do mocninné fady > (3n + 1) y™ dostaneme
n=3

Z "(Bn+1).
n=3

Tato fada opét nespliiuje nutnou podminku konvergence, protoze

lim (—1)" (3n + 1) # 0.

n—o0
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o0

Z toho plyne, ze fada > (—1)" (3n + 1) diverguje, tudiz i mocninné fada

n=3
> (3n+1)y" v bodé y = —1 diverguje.
n=3

4. Obor konvergence mocninné fady > (3n + 1)y" je interval (—1,1).

n=3
o0
ProtoZe jsme doposud pracovali s mocninnou fadou Y (3n + 1) y", tykaji se zis-
n=3

kané vysledky proménné y. Nas ale predevsim zajima, jaky bude stfed, polo-

mér konvergence a obor konvergence vzhledem k proménné z mocninné fady

S (3n+ 1) (z 4+ 2)3. Obdrzime je s vyuZitim vztahu (4), a tedy
n=3

e stfed mocninné fady xo = —2,

e polomér konvergence r = 1,

e obor konvergence mocninné fady Y. (3n + 1) (z + 2)3" je interval
n=3

(—3,-1).
5. Soucet hleddme ve tvaru funkce

o0

(Bn+1) (z +2)*"
=3

n

Funkei s (z) budeme nejprve integrovat. Vypocétem integralu funkce s (t)

v mezich ro = —2 az = dostaneme

/xs(t)dt:/_Zi(3n+1)(az+2)3”dt:

-2
= 3n+1 3 :
= t4+2) =
Snterae|

Z ZL'+2 3n+1 (l‘+2) +($+2)13+($+2)16
n=3
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)'% a kvoci-

Obdrzeli jsme geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = (x + 2
entem ¢ = (z + 2)°, jejiz soucet

ai

S = pro g/ <1,
1—gq
tudiz
x+2>10
S(x) = (—3
1—(z+2)

Ovéfenim podminky |g| < 1 zjistime, Ze tento soucet plati pouze pro
x € (=3,—1), tedy pro x patiici do intervalu absolutni konvergence, na
kterém mocninnou fadu sc¢itame.

Vysledny soucet s (z) mocninné fady vypocteme zpétnym derivovanim zis-

’ _ (z42)1°
kané funkce S (z) = ESTILE Dostaneme
910
s(z) = S (z) = ("”J“—)g _
1—(z+2)

10 (z +2)° [1 = (2 +2)°] + [(z +2)°3 (2 + 2)?]
[1—(z+2)°)
(r+2)° [10-7- (v +2)°]
[1—(z+2)7°] '

Sou¢et mocninné fady > (3n + 1) (z + 2)*" je funkce
n=3
(2+2)7[10-7-(2+2)°
[1-(2+2)%]

s(x) = pro vSechna = € (—3,—1), tj.

< an (x+2)9~[10—7~(z+2)3]
Y Bn+1)(z+2)°" = o]

n=3
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Cviceni 11. Urcete soucet fady

a) 21 — " [s(z) =In|-Z| proz € (-7,7)]
b) ?3#3:” [s(x):1n|7f7x‘—%—%proxé(—?,?)]
¢) nijl (1" (n — 5) zn~6 [5() = =28 pro v € (—1,1)]
d) nio m (z+4)""! [s(z) =2(e"™ —1) pro x € (—o0,00)]
e) 21 n(x—3)" [s (x) = (492;3)2 pro z € (—2, %)]

[s (z) = ?2 —x-arctgz + +In |1+ 2% prox € (—1,1>]

g) nZ::o (—1)" 2nx?—1 5 (1) = — 2% pro x € (—1,1)]
h) :OO — "t [s(z) = —2?In|1 — x| pro z € (—1,1)]
i) ni:o:o (=) (n® +2n+2) (z — 2)" s(z) = (x_21)3 pro x € (1, 3)]
)T 1) gl [s(2) = o -sin pro x € (~00,00)]
k) ni;m (x—5)"" [s(z) = In|g%| pro z € (2,8)]
1) ?3 (n—1)(x—7"" [s (x) = % pro x € (6, 8)]
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4.3. Rozvoj funkce v mocninnou radu

Definice. Necht mé funkce f v bodé xy derivace vSech Fadi. Mocninnou fadu

ve tvaru

O F) (g . "1 ae

Zf n<| o (# = w0)" = [f(w0) + f(1|0)(36_‘7€°)Jr ! ;0)(””_%)2+”'

— ! ! !
nazyvame Taylorovou Tadou funkce f v bodé xg.
Je-li zg = 0, mluvime o Maclaurinové Tadé, ktera je tedy tvaru > %x"

n=0
Priklad 71. Odvodte Maclaurintiv rozvoj funkce
f(z) = e
Reseni:
Hledame Maclaurinovu fadu ve tvaru ) %x", jejiz n—ty koeficient
n=0
n= %. Pro funkci f (z) = e* existuji derivace vSech fadu a plati

f@) [ f@) [ f@) [ [ @) [ fD@) | D@ | fO@)

e* e* er e* et

Hodnoty derivaci v bodé zy = 0 jsou

FO) [ f7(0) [ f7(0) | f7(0) [ f9(0) | fO(0) | FO0)
1| 1 1 i 1 i 1

Vyjadienim nékolika prvnich ¢lenti dostaneme

o) 1
R TR TE
7o) 1
TR TE
B f//l (0) B 1
L TR TR
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e}

D

n=0

™)

T
n!

n=0

(0)

oS n
Vypocteny koeficient a,, dosadime do fady ) ! (n,

"™ a obdrzime

Vysetiime-li obor konvergence této rady, zjistime, Ze konverguje pro vsechna

r e R
Maclauriniiv rozvoj funkce f (z) =e” je Y. %, pro z € R.
n=0

Priklad 72. Odvodte Maclaurintiv rozvoj funkce

f(x) =sinx.

Resent:
Hleddme Maclaurinovu fadu ve tvaru %x”, jejiz n—ty koeficient
n=0

n = %. Pro funkci f (z) = sinx existuji derivace vSech fadi a plati

) [ )| @) [ @) [ D) @) [ fO@) ] fO@) ] fO ()

sinxz | cosx | —sinx | —cosx | sinx cosx —sinx | —cosx sin x
Hodnoty derivaci v bodé zy = 0 jsou

fl) [ @) [ @) [ @) [ D) [ O @) ][ fO@) [ D) ]| fO ()

0 1 0 —1 0 1 0 —1 0

Vyjadienim nékolika prvnich nenulovych ¢lentt dostaneme

=10
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e
n! (2n+ 1)V

Vypocteny koeficient a,, dosadime do fady Z f F20) 4n g obdr#ime

n=0
0 f(n) 0 p2ntl
D D DIe S )
Vysetiime-li obor konvergence této fady, zjistime, Ze konverguje pro vsechna
r e R.
Maclaurintiv rozvoj funkce f () = sinz je Zo (-1)" %, pro z € R.

Poznamka 18. Obdobné bychom urcili i Maclauriniiv rozvoj funkce

f(x) =cosx.

Priklad 73. Odvodte Maclaurintiv rozvoj funkce

f@)=In(1+2).

Reseni:

= /™M (0)
Hleddme Maclaurinovu fadu ve tvaru —
n=0 ’

x", jejiz n—ty koeficient

ap =1 (n)( 9 Pro funkei f (z) = In (1 + z) existuji derivace viech fadi a plati

f (x) /' (z) f" (x) /" (x) f () O (x)

m(l+z) | Q+2)" | —Q+2) 7 |2(14+2)° | -61+2)" |24(1+2)°

Hodnoty derivaci v bodé zy = 0 jsou

f@) | f(@) | f" (@) [ f" (@) [ [P () | fO ()
0 | 1 | —1 2 —6 24
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Vyjadfenim nékolika prvnich nenulovych ¢lent dostaneme

o) 1
TR TR
o) 1

@ T T
!
2
a3:f_:_7
3! 3!
12413
S S
A1 3]

) _ (0 - ()t

an — = —
n! n! n
Vypocteny koeficient a,, dosadime do fady Z i (O) 2™ a obdrzime
n=0
o n [e.e]
IR DS
n=0 ! n=0

Vysetiime-li obor konvergence této rady, zjistime, ze konverguje pro vsechna

€(—-1,1).

Maclaurinitv rozvoj funkee f (z) =In (14 z) je > (=1)"*' Z proz € (—1,1).
n=0
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4.4. Uziti mocninnych rad

Nyni si ukdzeme, jak pomoci mocninnych fad mtizeme napt. urcit pfibliznou
hodnotu vyrazi, integralt nebo vypocitat limity.
4.4.1. Urceni priblizné hodnoty

Priklad 74. Pomoci prvnich n nenulovych ¢lenti Maclaurinova rozvoje urcete

pribliznou hodnotu vyrazu

Reseni:
s . . E . .
Jelikoz vyraz %g muzeme prepsat do tvaru e~ 3, jde vlastné o funkéni hodnotu

funkce e* v bodé © = —1L.
3

Pouzijeme tedy Maclaurinovu fadu funkce e”.

2 3 )

. [ T B z" B
6_1+ﬂ+§+§+“._zon!’ x € (—00,00).
Dosadime =z = —%. Obdrzime

1 G 1+1 1\N? 1 /1 3+1 1\*
— = — R J— — JE— — J— — —_— e e .
Ve 3 20\3 31\ 3 41\ 3

Sec¢tenim prvnich péti ¢lenit dostaneme

1
— =0,7166.

Ptiblizna hodnota vyrazu %6 pomoci prvnich péti nenulovych ¢lenti je 0,7166.

Pro porovnani je skute¢nd hodnota tohoto vyrazu po zaokrouhleni 0,7165.
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Priklad 75. Pomoci prvnich n nenulovych ¢leni Maclaurinova rozvoje urcete

pribliznou hodnotu vyrazu

/1,674, n=4.
Resent:
1
Jelikoz vyraz /1,674 muzeme piepsat do tvaru (1 + 0,674)%, jde vlastné o funkéni
hodnotu funkce (14 z)* v bodé z = 0,674 a o = 1.
Pouzijeme tedy Maclaurinovu fadu funkce (1 4 x)*.

(1—|—x)a:1+(?>x+(g)x2+~~~:§:(3)x", re(-1,1).

n=0

Dosadime z = 0,674 a o = %. Obdrzime

1 1 1
=1+ (i)0,674+ (;)0,6742+ (3)0,6743+'-- .

Sectenim prvnich ¢tyr ¢lenti dostaneme

Y1,674=1,1427.

Priblizna hodnota vyrazu /1,674 pomoci prvnich ¢tyf nenulovych ¢lent je
1,1427.

=

/1,674 = (1+0,674)

Pro porovnani je skutecna hodnota tohoto vyrazu po zaokrouhleni 1,1375.

Priklad 76. Pomoci prvnich n nenulovych ¢lenti Maclaurinova rozvoje urcete

pribliznou hodnotu vyrazu

Resent:
Jelikoz vyraz ln%1 muzeme piepsat do tvaru In (1 + %), jde vlastné o funkcni

hodnotu funkce In (1 + z) v bodé z = 1.

Pouzijeme tedy Maclaurinovu fadu funkce In (1 + z).

[)32

In(1+ x) L f( L
n €T) =1xr — — —_— e i e = —
2 3 n+1’

n+1

re(—1,1).

n=0
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Dosadime z = % ObdrZime
4 1 1 1/1\?
n-=In(1+-)=--=-(=
"3 n(+3) 3 2(3)+
1/1 6+
6 \3

Sectenim prvnich Sesti ¢lenti dostaneme

ORIORIOS

4
In - =0,2876.
n3 )

Ptiblizna hodnota vyrazu ln% pomoci prvnich Sesti nenulovych ¢lent je 0,2876.

Pro porovnani je skutecna hodnota tohoto vyrazu po zaokrouhleni 0,2877.

Cvic¢eni 12. Pomoci prvnich n nenulovych ¢leni Maclaurinova rozvoje urcete

pribliznou hodnotu vyrazu

2) &, n=4 [% = 0,8187]
b) (1,832)>"  n=3 [(1,832)"% =1,1769]
¢)Inl, n=6. [In £ =0,3363]

4.4.2. Priblizny vypocet integralu

Priklad 77. Pomoci prvnich n nenulovych ¢leni Maclaurinova rozvoje priblizné

vypocCtéte

1 =z
e
—dz, n =4.
03 T
Reseni:
Pouzijeme Maclaurinovu fadu funkce e”.

2 3 o n

z _ r. z .,z ... _ L _
e—1+1!+2!—|—3!+ _Zn!’ x € (—00,00).
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Vyuzijeme prvni ¢tyfi ¢leny rozvoje. Dostaneme

1 1 2 2 3 71
e 1 r T T
“dr = i1+ S+ ) de =1 =
03 T ! /0,3(;5—{— +2!+3!) ) {n|x|+x+2.2!+3_3! 0,3

= 2,1855.
Odtud [, < dz = 2,1855.

Pro porovnani je skutecna hodnota tohoto integralu po zaokrouhleni 2,1978.

Priklad 78. Pomoci prvnich n nenulovych ¢lenit Maclaurinova rozvoje ptiblizné

vypoctéte
1
2 1
/ dz, n = 3.
0 1 + $5
Reseni:
Protoze funkci f (z) = 175 mizeme prepsat do tvaru f (z) = (1 + 25) ", poui-

jeme Maclaurinovu fadu funkce (1 4 x)*.

(1+:c)“:1+(?>x+((;)x2+~-: OOO (Z)x” r e (—1,1).

n=

Dosadime z = 2%, a = —1. Obdrzime

- -1 -1 —1
(1+2°) 1_1+(1)x5+(2)x10+(3):1:15+---—1—x5—x10—---.

Vyuzijeme prvni tii ¢leny tohoto rozvoje. Dostaneme

1

1 1
21 2 - 2
/0 1+x5dx:/0 (1+2°) 1dxi/o (1-2°—2")de
S 2171 1 /1\° 1 1\
S PR ) R Y = Iy (e R TS
[‘x 6 11}O 2 6(2) 11 (2) ’

Odtud [, —Lyda =0,4974.

1425

Pro porovnani je skutecna hodnota tohoto integralu po zaokrouhleni 0,4974.
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Priklad 79. Pomoci prvnich n nenulovych ¢leni Maclaurinova rozvoje priblizné

vypoctéte
0,4
“1n(1
/ de’ n—=4.
0,1 T
Resent:
Pouzijeme Maclaurinovu fadu funkece In (1 4 z) .
2 3 o !
In (1 =r——4+—=—- = -1)" -1,1

Dosadime = = y/z. Obdrzime

() = e OV W W

Vyuzijeme prvni ¢tyfi ¢leny tohoto rozvoje. Dostaneme

[ B [ (e

1 0,1 X 2 3 4

Odtud %4207 4, 2 ¢ 512,

Pro porovnani je skutecna hodnota tohoto integralu po zaokrouhleni 0,5183.

Cviceni 13. Pomoci prvnich n nenulovych ¢leni Maclaurinova rozvoje priblizné

vypoctéte
a) [P Sdr,  n=3 oy S =3,3142|
b) [ (v de, n=4 oa (1 /)’ dw=4,7205]
) [Tn(1+2%)ds, n=5 [y Tt (1 + 2%) dz =0,1007]
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4.4.3. Vypocet limit

Priklad 80. Urcete limitu

12 ,
ilir(l) ) In (1 +x ) :
Resent:
K vyjadfeni funkce In (1 + 2%) pouZijeme Maclaurintiv rozvoj In (1 + z) , kde po-

lozime x = z3. Obdrzime

6 9
mlead) =22 o5 ..
n( —HE) x 2+3
Dosazenim do limity dostaneme
.12 oo 12 4 2% af B
i%gln(1+x)_i%5<x—?+§_... —
12 6
=lim — — — +4-32"+ .- = 00

z—0 16 3

Odtud lim 22 In (1 + 23) = oo.
z—0 %

Priklad 81. Urcete limitu

lim (\/1—1—1’2—\‘71—1‘).

z—0 x

Reseni:

K vyjadieni odmocnin /1 + 22 a v/1 — z pouzijeme Maclaurinovu fadu funkce

(1+2)*. Obdrzime

VitaZ= (141222 =1 )2, (3),4 1 a? ataf
+x —( —|—a:) = +(1>x —|—(2)a: + = +E—§+E—---,



Dosazenim do limity dostaneme

2 _ 4 _ 2
1im<\/1+:c \/1 x):hml{(14—%——---)—(1—{—---)1:
z—0 T =0 I 2 4

’ 1 /z N 1922
= 1m — — —_— e e e P
=01 \ 4 32
1 19z 1
=lm—-—+——--=-
-0 4 32 4
Odtud lim (\/Tw?; @1—27) 1
x—0 z 4
Priklad 82. Urcete limitu
cosz — e
lim ——.
x—0 ,I‘Q

Reseni:
Pii vypoctu této limity si pomiizeme Maclaurinovou fadou funkce cosx a e®.

U funkce e® polozime x = z2. ObdrZime

2 gt oo 20
cosx:1—§+z—~--:nzzo(—l) o) z € (—00,00),
2 4 6 > 2n
22 2t w et B
e —1+F+§+§—|—- —nz%n!, x € (—00,00)

i cosx—e’”Z_l, 1 . I2+954 1+$2+x4+ _

o1 32 11z* 1925
=lim—|—— — — —— — =
70 12 2 24 120
) 3 11z 192* 3
= lim —— — _— = =—=
Odtud lim sz — _3
x—0 z 2
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Cvicdeni 14. Urcete limitu

a) lim % —2°In(1+ %)

T—r00

b) lim <\/1+77§)’/1+75E>

r—0

5sin®

c) lim 2375

z—0
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5. ResSeni piikladéi s programem Maple

V této kapitole si na vybranych prikladech ukézeme, jak Tesit urcité typy
uloh pomoci matematického softwaru Maple. Nebudeme si uvadét vSechny mozné
zpusoby, jak dojit ke spravnému feseni. Jedna se pouze o néstin toho, co miizeme
s fadou v Maplu délat. Vice se doctete v [7], odkud jsou pfevzaty i nize pouzité
prikazy a procedury. Pouzijeme nekteré jiz vytesené priklady, na nichz si ovérime

spravnost vysledki.

5.1. Konvergence ¢iselnych rad

Zda ¢iselna rada konverguje ¢i diverguje vysetiime v Maplu pomoci procedury
csum(e,n), ktera je soucasti knihovny Maple Advisor Database a je nutné si ji

nainstalovat. Uvedena procedura ma dva povinné parametry. Parametr e predsta-

e.9]
vuje n-ty ¢len a, fady > a,, parametr n je proménnd. Procedura vraci hodnotu
n=1

true - fada konverguje, false - fada diverguje, FAIL - nedokéze rozhodnout.

Priklad 83. Pomoci Maplu rozhodnéte o konvergenci fady

— (n— 2
Reseni:
Jedna se o ciselnou radu z prikladu 16, o které jsme pomoci podilového kritéria

zjistili, ze diverguje. Tento vysledek ovéfime pomoci Maplu.

Pro n-ty clen fady Z =1 2), plati

3n”

an:m.

Procedura csum(e,n) bude vypadat nasledovné
> csum(3 xn’"n/(n — 2)! n);
a vraci hodnotu

false.
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[&.°]

Oveérili jsme, ze fada 21 gy diverguje.
n=

V Maplu vypada feSeni takto:

> gsum (3*n*n/ (n-2) 1 ,n) ;
Jalse

Priklad 84. Pomoci Maplu rozhodnéte o konvergenci fady

[e o]

Z 6n+4

n=1

Reseni:
Jednd se o ¢iselnou fadu z prikladu 39, o které jsme pomoci integralniho kritéria

zjistili, ze konverguje. Tento vysledek ovéfime pomoci Maplu.

Pro n-ty ¢len fady Z (6 5 plati

1
in = (6n+4)3

Procedura csum(e,n) bude vypadat nésledovné
> csum(1/(6 *n+4)"3,n);

a vraci hodnotu

true.
o0
Oveérili jsme, ze fada 21 m konverguje.
n=
V Maplu vypada feSeni takto:
> csum(1l/ (6*n+4) "3 n);
rue
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5.2. Obor konvergence mocninnych rad

Zjisténi oboru konvergence predchéazi nalezeni stfedu, poloméru konvergence a
intervalu absolutni konvergence. Urceni stfedu mocninné rady je pocetné pomérné
jednoduché, tudiz si feseni v Maplu nebudeme uvadét. Budeme hledat pouze obor

konvergence nikoli obor absolutni konvergence.

Priklad 85. Pomoci Maplu uréete obor konvergence rady
> o
“—~ (1+n)?
Resend:
Jednd se o mocninnou fadu z prikladu 47, jejiz obor konvergence je interval

<—%, é> Tento vysledek si ovéfime pomoci Maplu.

o
A . /7 v A v A n O Vv A
1. Je zfejmé, ze stfed zo = 0, protoze fadu » (li—n)zxn mizeme pfepsat do
n=0

tvaru > ﬁ (z—0)".
n=0

2. Polomér konvergence r zjistime vypoctem limity

511
(1+mn)*

. an
r = lim
n—oo

, kde a,, =

An+1
Tuto limitu v Maplu zadame nasledovné
> limit(abs((6"n/(1+n)"2)/(5"(n+1)/(2+n)"2)),n = infinity);

a obdrzime vysledek

] =

7 toho plyne, 7e r = L.

ot

oo
z . A n e
3. Interval absolutni kovergence mocninné fady » ui—n)ﬂ” obdrzime dosaze-
n=0

nim hodnot xg =0 ar = % do intervalu (xg — 7, xo + 1), tj.

11 11
0—=,0+-)=(-22).
(0-5045)=(-55)
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Musime vysettit konvergenci v krajnich bodech. Krajni body dosazujeme
v Maplu pomoci substituce, coz zajisti procedura subs(x=a,expr), ktera
mé opét dva povinné parametry, kde x=a je bod, ktery dosazujeme, tedy

1

r=tar=—1

= £, & eXpr je vyraz, v nasem pripadé mocninnd fada, do které

budeme bod x dosazovat. Po provedeni substituce dostaneme ciselné rady,
jejichz konvergenci vysetiime jiz zndmou procedurou csum(e,n).

Nejdfive budeme do mocninné rady Z )2x dosazovat bod z = é

Pouzitim substituce
> subs(x = 1/5,8um(5"n/(1 4+ n) 2% x n,n = 0..infinity));

dostaneme fadu
s
—(n+ 1)2
5°(5)"

(n+1)*

S

Pouzijeme proceduru csum(e,n), kde za e dosazujeme
> csum((5"n % (1/5)"n)/(n+ 1)"2,n);

true.

o nl)

Zjistili jsme, ze fada ) i konverguje, tudiz mocninna rada

n=0
> ﬁx” v bodé = = £ také konverguje.
=0
Nyni do mocninné rady Z 2x dosadime bod z = —%.

Pouzitim substituce
> subs(x = —1/5,Sum(5"n/(1 + n)"2 % x"n,n = 0..infinity));
dostaneme radu

=5 ()"
2 i 1f

n=0 n

Pouzijeme proceduru csum(e,n), kde za e dosazujeme °
> csum((5"n* (—1/5)"n)/(n+ 1)"2,n);
true.
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00 —1\"™
ce e s .y 5= . ’y sy
Zjistili jsme, ze fada » % konverguje, tudiz mocninna rada
n=0

[&.°]

Z—:o ﬁx” v bodé © = —% také konverguje.

o
. /7 v 5" n : . _l l
4. Obor konvergence mocninné fady » . Tzt Je interval < =5 5>.
n—

V Maplu vypadaji procedury, které jsme pouzily takto:

> limit(abs((5*n/ (1+n)*2) /(5% (n+l1) / (2+4n) *2)), n=infinity) ;
1
5
> subs (x=1/5, Sum(5*n/(1l+n)*2*x*n, n=0..infinity)) ;
PO
v’ 5H|1)
\5

2 —
n=0(1+n)"
> csum( (5°*n *{(1/5)"n )/ (n+l)*2,n);

frue
> subs (x=—1/5, Sum(5*n/(1+n)*2%*x*n, n=0..infinity)) ;

r"l n
w 5n|;}
W5
§: 2
n=0 (1+n)
> csum( (5*n *{-1/5)*n )/ (n+l)*2,n);

triie

Priklad 86. Pomoci Maplu urcete obor konvergence fady

o0

~ (_1)7"0— (

. (z+2)"
2@ )

n

Reseni:
Jednd se o mocninnou fadu z piikladu 55, jejiz obor konvergence je interval

(—11,7). Tento vysledek si ovéfime pomoci Maplu.
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1. Je zicjmé, Ze stfed o = —2, protoZe fadu > (—=1)"" Goipg(z + 2)"
n=0

muzeme piepsat do tvaru > (—1)""" m [z — (—=2)]".
n=0

2. Polomér konvergence r zjistime vypoctem limity

1
(2n+4)9™

I | kde an = (—=1)" "

r = lim
n—oo

An1

Tuto limitu v Maplu zadame nasledovné
> limit(abs((—1"(n—1)/((2*n+4)*9'n))/((—1"n/((2*n+ 6)*
9" (n+1))))),n = infinity);

a obdrzime vysledek

Z toho plyne, ze r = 9.

3. Interval absolutni kovergence mocninné fady S (—1)""" m(l’ + 2)"
n=0

obdrzime dosazenim hodnot zog = —2 a r = 9 do intervalu (zo — 7, o + 1),
.
(—2-9,-2+9) = (=11,7).

Musime vysetfit konvergenci v krajnich bodech.

Nejdfive budeme do mocninné fady > (—1)"""

1 o (x + 2)™ dosazovat
n=0

G

bod z = 7.

> subs(x = 7,8um(((—1)"(n—1)/((2*n+4) *9°n)) * (x + 2)n,
n = 0..infinity));

< (—1)inD
Z 2n+4

n=0

(cnt-
2n+4

Pouzijeme proceduru csum(e,n), kde za e dosazujeme

> csum((—1)"(n—1)/(2%n+ 4),n);

true.
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e ape Ly (1)
Zjistili jsme, ze fada ) ( 217)1 ) konverguje tudiz mocninna rada

n=

S (=)™ m(x +2)" v bodé x = 7 také konverguje.

n=0
Nyni do mocninné rady Z 23: dosadime bod x = —11.

> subs(x = —11,Sum(((—1)"(n —1)/((2*n+4)*9'n)) * (x + 2)'n
n = 0..infinity));

i (n—1) g)n
- 2n +4)9
(-=D(9)"

Pouzijeme proceduru csum(e,n), kde za e dosazujeme o

> csum(((—1)"(n—1) % (—=9)"n)/((2+*n+4) *9"°n),n);

false.

Zjistili jsme, ze fada Z (=)D (-9)"

—(2n+4)9n diverguje, tudiZ mocninné fada

Z (=1)"! W(w +2)" v bodé x = —11 také diverguje.

oo

. Obor konvergence mocninné fady > (—1)" " m(z + 2)" je interval
n=0

(—11,7).
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V Maplu vypadaji procedury, které jsme pouzily takto:

>

limit(abs ((-1*(n-1)/{((2*n+4) *9*n) ) / ({(-1* (n) / ( (2*n+6) *9* (n+1) )
1)), n=infinity);
9
subs (x=7,
Sum(((-1)*{n-1)/((2%n+4) *9%n) ) * (x+2) *n,n=0. .infinity)) ;

o (n—1)

H=
csum( (-1)* (n-1) / (2*n+4) ,n) ;
frie
subs (x=—-11, Sum(((-1)*(n-1)/((2%*n+4) *9%n) ) * (x+2) *n,
n=0..infinity));

=0 @Qu+d9"
agsum( ((-1)*(n-1) *({-9)*n)/((2%*n+d4) *9%n) L)
false
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5.3. Soucet mocninnych rad

Soucet mocninnych fad ur¢ime s vyuzitim procedury sum(f,k), ktera ma dva

povinné parametry. Parametr £ = a,(x — zo)" a k je s¢itaci index.

Priklad 87. Pomoci Maplu urcete soucet fady

n=1
Reseni:
Jedna se o mocninnou fadu z piikladu 59, jejiz soucet s (z) = In ‘%| pro vSechna
x € (—5,5). Vysledek si ovéfime pomoci Maplu.
Pomoci procedur z kapitoly 5.2 bychom zjistili, Ze interval absolutni konvergence
je (—5,5) a obor konvergence je (—5,5).
Proceduru sum(f,k), kde £ = #x” a za k dosazujeme n = 1..00, v Maplu

zapiseme nasledovné

> sum(1/(n*5"n) *x"n,n = 1..infinity);

1
—In <1—gw).

I kdyz je zptsob zapisu odlisny, oba soucty se rovnaji. Obdrzeli jsme spravny

Obdrzime vysledny soucet

vysledek.
V Maplu vypada feSeni takto:

> sum(1l/ (n*5%n) *x*n, n=1..infinity) ;

i)
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Priklad 88. Pomoci Maplu urcete soucet fady

Z(njtl)n!(x_g) o

n=0

Resent:

Jedn4 se o mocninnou fadu z piikladu 62, jejiz soucet s (z) = e*~3—1 pro vSechna
x € (—00,00). Vysledek si ovéfime pomoci Maplu.

Pomoci procedur z kapitoly 5.2 bychom zjistili, Ze interval absolutni konvergence
a obor konvergence je (—oo, 00).

Proceduru sum(f, k), kde f = m(aj — 3)("+1) 3 za k dosazujeme n = 0..00, v
Maplu zapiseme nasledovné

>sum(1/((n+1)*n!)*(x—3)"(n+1),n = 0..infinity);

Obdrzime vysledny soucet
6(173)(1 . e(fa:+3))'
I kdyz je zpusob zapisu odlisny, oba soucty se rovnaji. Obdrzeli jsme spravny

vysledek.
V Maplu vypadéa feseni takto:

> sum(1l/((n+l) *n!) *(x-3)*(n+l) ,n = 0..infinity) ;

RPN EAEN

Poznamka 19. BohuZel ne vSechny typy priklada jsou fesitelné pomoci uvede-
nych procedur. MizZe se stat, ze obdrzime chybny vysledek. Nejlepsi je se spoléhat
na vlastni pocetni dovednosti a tento program pouzivat pouze pro pripadnou kon-

trolu.
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ZAavér

Cilem této bakalaiské prace bylo vytvorit sbirku prikladu tykajicich se moc-
ninnych rfad. Kromé mocninnych fad jsme si uvedli i fady ¢iselné, jejichz znalost
je potfebna pii pocitani s mocninnymi fadami. Kromé piiklad@ prace obsahuje
i teorii, ve které jsme si zavedli potfebné zakladni pojmy, které postacuji k po-
chopeni dané problematiky.

Prace je rozdélena do péti kapitol, které jsou dale clenény na podkapitoly.
Prvni dvé kapitoly pojednéavaji o ¢iselnych fadach. Nejdiive jsme si uvedli po-
tfebnou teorii a druhé kapitola je vénovana prikladiim. Ptiklady jsou zamétfeny
predevsim na urceni konvergence, resp. divergence ¢iselnych fad s nezapornymi
¢leny pomoci tzv. kritérii konvergence. Kazdému kritériu je vénovana jedna pod-
kapitola, kde je k dispozici stejny pocet FeSenych i nefesenych prikladd k procvi-
¢eni. Mimo to jsme si ukazali, jak zjistit konvergenci tzv. alternujicih fad nebo
také urceni absolutni ¢i relativni konvergence. TTeti a ctvrta kapitola je véno-
vana mocninnym fadam. TTeti teoreticka kapitola opét obsahuje zédkladni pojmy
a vlastnosti, které se tentokrat vztahujici k mocninnym radam. Ptiklady se na-
chazi ve ¢tvrté kapitole. Prevazna cast prikladi se tykéa urceni oboru konvergence
a souc¢tu mocninné fady, a to predevsim proto, Ze takovyto typ tloh se nejcas-
téji objevuje pii zapoctovych a zkouskovych testech. Okrajové jsme si nastinili
zpusob, jakym miizeme rozvinout funkci v mocninnou rfadu a také vyuziti mocnin-
nych fad napf. pii vypoctu limit ¢i uréovani priblizné hodnoty integralt. Posledni
kapitola je pouze ukazkou toho, jak bychom si mohli vysledky nékterych ptrikladi
zkontrolovat pomoci matematického softwaru Maple.

Pro vytvofeni této prace byl pouzit systém IXTEX pro sazbu matematického
textu a pro ziskani zédkladnich dovednosti pro praci s timto systémem jsem navste-
vovala jednosemestralni predmét TEX pro zacatecniky pod vedenim Miroslava

Zavodného, RNDr.
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