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Seznam pouzitych symboli

N={1,2,3, ...} ... mnozina vsech prirozenych ¢isel
No={0,1,2,3, ...} ..o, mnozina vSech nezapornych celych cisel
Z={ .. ,-2,—-1,0,1,2,3, ...} ................ mnozina vsech celych ¢isel
A €T prvek a nalezi mnoziné T'
Qb o celé ¢islo a déli celé ¢islo b
Afh o celé ¢islo a nedéli celé ¢islo b
D(a,b) .o nejvetsi spolecny délitel cisel a, b
a=b (modc)............ ¢islo a je kongruentni s ¢islem b podle modulu ¢



Uvod

Diofantovské rovnice jsou rovnice o dvou a vice neznamych, které se resi
v oboru celych c¢isel, ¢i v jejich podmnoziné. Diofantovské problémy obsahuji
zpravidla méné rovnic (podminek) nez neznamych, pficemz obor FeSitelnosti
je omezen na celd ¢isla. Tyto rovnice (systémy rovnic) casto definuji alge-
braické krivky, algebraické plochy nebo obecnéji algebraické mnoziny. Jejich
studium je c¢asti algebraické geometrie, tzv. diofantovské geometrie.

Historie diofantovskych rovnic sahé az do dob antického Recka, kde v ale-
xandrijské knihovné byla shromazdéna svého casu nejvétsi sbirka starove-
kého uceni. Pusobil zde matematik Diofantos, po némz byly tyto rovnice
pojmenovany. Spoleéné s FEukleidovymi ,Zaklady“ tvorilo Diofantovo dilo
LAritmetika“ zakladni stavebni kameny matematiky az do 17. stoleti.

Uvodem piipometime nékolik historicky vyznamnych diofantovskych rov-
nic, které byly zkoumény a feSeny nékterymi slavnymi matematiky.

Mezi nejjednodussi diofantovské rovnice patii linearni diofantovské rov-
nice o dvou neznamych
ar + by = c,
kde a, b, ¢ jsou dané cela c¢isla a z, y jsou celo¢iselné neznamé. Jednim z pro-
sttedka pri jejich Teseni je tzv. Bézoutova véta, tj. tvrzeni, ze nejvétsi spo-
le¢ny délitel celych cisel a,b 1ze vyjadrit pomoci linearni kombinace téchto
c¢isel s celociselnymi koeficienty.

Dalsimi dulezitymi diofantovskymi (kvadratickymi) rovnicemi jsou tzv.
Pellovy rovnice (podle anglického matematika Johna Pella), tj. rovnice typu

z? —ny? = +1,

kde z,y jsou celoc¢iselné neznamé a n je dané prirozené ¢islo, které neni dru-
hou mocninou zadného prirozeného ¢isla.



Mezi historicky vyznamné diofantovské rovnice lze rovnéz zaradit rovnici

4, .4, 4 4
Tty +z2=w,

kde z,y, z, w jsou celo¢iselné neznamé. Leonhard Euler mylné predpokladal,

ze tato rovnice nemé zadné netrividlni feSeni. V roce 1988 dokazal americky

matematik Noam FElkies, ze netrivialnich feseni existuje nekoneéné mnoho,

pricemz nejmensi z nich bylo nalezeno pomoci pocitace ve tvaru

95 800* + 217519* + 414 560* = 422 481*.

V roce 1948 byla formulovana FErdds—Straussova hypotéza, ktera patii
mezi dodnes nevyresené matematické problémy z oblasti diofantovskych rov-
nic, a podle niz pro kazdé kladné celé ¢islo n > 1 existuji prirozend cisla

x, 1y, z splnujici rovnici
4 1 1 1

n T Yy =z

V neposledni fadé lze zminit i slavnou Velkou Fermatovu vétu, kterou
na zakladé studia Diofantovy Aritmetiky vyslovil Pierre de Fermat. Jeji znéni
1ze formulovat nasledovné: Neexistuji celd kladnd cisla x,y, z a n > 2 spliujici
TOUNICY

a4yt = 2"

Je zndmo, Ze pro n = 2 existuje nekoneéné mnoho feseni (x,y, z), tzv. pytha-
gorejskych trojic. Diikaz Velké Fermatovy véty odolaval dlouha staleti i nej-
vétsim matematiktim. Az v roce 1995 Andrew Wiles zverejnil kompletni du-
kaz této véty.

Pojem rovnice se prolina studiem matematiky od zakladni skoly az po vy-
sokou, pricemz diofantovské rovnice lze vyuzit v prikladech vyskytujicich se
v mnoha oblastech lidské ¢innosti. V rdmci prace s matematicky nadanymi
zéky jde pak predevsim o matematické soutéze (napt. Matematickd olympié-
da, Matematicky duel, Matematicky klokan, Matematicky Naboj) nebo z&-

vvvvvv

vyssich kategoriich Matematické olympiady na narodni i mezinarodni tirovni.

Cilem disertacni prace bylo zpracovani zakladnich poznatki a vytvo-
feni Sirstho uceleného materidlu tykajictho se diofantovskych rovnic fese-
nych vyhradné za pouziti elementarnich metod feSeni, které lze aplikovat
ve Skolské matematice. V Ceské republice (Ceskoslovensku) dosud takovy

material s vyjimkou starsi publikace J. Vysina [32] a kolektivu brnénskych au-
tort [17] neexistuje, pricemz ze zahrani¢ni literatury lze zminit napft. [1] a [5].



V této praci je kladen diraz predevsim na metody feseni naroc¢néjsich typu
diofantovskych rovnic, konkrétné polynomicko-exponencialnich a exponen-
cialnich. Ve ¢étyrech kapitolach jsou didakticky zpracovany, kategorizovany
a sumarizovany tulohy, které jsou reseny predevsim za pouziti metody fak-
torizace, metody nerovnosti a odhadi, Eulerovy metody, metody ¢iselnych
kongruenci a metody diskriminantu. Pfinosem prace je mj. také sada rese-
nych i nefesenych vlastnich (autorovych) tloh. Piiklady, u nichz je uveden
odkaz ¢i citace, jsou prevzaty ze znamych matematickych soutézi, pricemz
néktera jejich feseni jsou v riizném rozsahu modifikovana. Vétsina tloh je
zameérena na diofantovské rovnice o dvou celoc¢iselnych neznamych. Vysledky
této prace lze vyuzit mj. také v oblasti péce o matematicky nadané zaky
stfednich i zakladnich skol ¢i v ramci vybérovych seminart na gymnaziich.

Prvni ¢ast prace je vénovana zakladnim metodam feseni diofantovskych
rovnic. Jedna se predevsim o tzv. elementarni metody, jez lze pouzit pti feseni
nejjednodussich typu diofantovskych rovnic. Tyto metody jsou prezentovany
i v dalsich castech disertacni prace.

Druhd kapitola se zabyva rovnicemi typu z? + y*> = n, kde z,y jsou
celociselné nezndmé a n je celé nezaporné ¢islo. Pii jejich Teseni se s vyho-
dou vyuziva tzv. Gaussovych celych cisel.

Treti sekce je zamérena na TeSeni polynomicko-exponencialnich diofan-
tovskych rovnic pomoci elementarnich metod, tj. rovnic s celo¢iselnymi ne-
znamymi z,y ve tvaru P(x) = a¥, kde P(z) je dany polynom s celo¢iselnymi
koeficienty a a > 1 je prirozené ¢islo.

Zéaverecna kapitola disertacni prace je vénovana nékterym exponencialnim
diofantovskym rovnicim a® — b¥ = ¢, kde x,y jsou neznamé z oboru priroze-
nych ¢isel, a,b > 1 jsou dana prirozena ¢isla, ¢ je dané celé nenulové cislo,
a metodam jejich feseni. S exponencialnimi diofantovskymi rovnicemi se lze
setkat v domécich i v zahrani¢nich matematickych soutézich. Posledni ¢ést
této kapitoly se zabyva specidlnim typem exponencialnich diofantovskych
rovnic. Jednim z prinost prace je také prezentace feseni urcitého typu expo-
nencialnich diofantovskych rovnic pomoci elementarnich metod.



Kapitola 1

Zakladni metody

V roce 1900 jeden z nejvétsich matematikt 20. stoleti David Hilbert pred-
lozil ve své prednasce ,,Problémy matematiky“ na 2. mezindrodnim kongresu
matematiky v Parizi seznam 23 tzv. Hilbertovych problémii, které predstavo-
valy nejveétsi nevyresené matematické problémy té doby. Vétsina z nich je jiz
vyTesena kompletné ¢i alespon ¢astecné, pricemz jejich feSeni velmi ovlivnilo
matematiku 20. stoleti.

V poradi 10. Hilbertv problém se vénoval diofantovskym rovnicim a lze
jej formulovat nasledovné: Ezistuje algoritmus, ktery by byl schopen rozhod-
nout o resitelnosti libovolné diofantovské rovnice? Odpovédi na tento pro-
blém se stala tzv. Matiyasevichova véta o neexistenci algoritmu, ktery by
v konecném case rozhodl, zda dana diofantovska rovnice ma reSeni v oboru
ptirozenych (nebo celych) éisel viz napr. [18].

Ackoliv neexistuje univerzalni zpusob reseni diofantovskych rovnic, presto
pro nékteré z nich existuje fada zakladnich metod, jak nalézt feseni dané rov-
nice. Mnohé z téchto metod lze vyuzit i v matematickych soutézich narodniho
i mezinarodniho vyznamu. Vice o téchto metodach a jejich feseni lze nalézt
napf. v [25].

V tvodni ¢&sti je prezentovano pét elementarnich metod (viz napr. [1]),
které je mozné vyuzit pri feseni mnoha typtu diofantovskych rovnic vyskytu-
jicich se v matematickych soutézich.



1.1. Diofantovské rovnice 1. stupné

V ramci skolské matematiky se lze obvykle setkat s rovnicemi o vice
neznamych. Nejjednodussim typem jsou diofantovské rovnice 1. stupné neboli
linedrni diofantovské rovnice (viz nasledujici definice), které je mozné tesit
elementarnimi metodami. V této c¢asti jsou prezentovany dvé elementarni
metody, které jsou detailnéji popsany napt. v [20, 25].

Definice 1
Rovnice ve tvaru

T + asxrs + ...+ apx, = b,

kde n je prirozené ¢islo (n > 2) a ay,as,...,a,,b € Z (a; # 0 pro vsechna
i =1,2,...,n), se nazyva diofantovskd rovnice 1. stupné (téz linedrni dio-
fantovskd rovnice) o celoCiselnych neznamych xq, xa, ..., z,.

Je znamo, ze linearni diofantovska rovnice ai1x1 4+ asxo + ... + apx, = b
je Tesitelnd, pravé kdyz nejvétsi spolecny délitel D(aq, ..., a,) déli b. Dana
rovnice ma nekonecné mnoho feseni, ktera zavisi na n — 1 nezavislych celo-
¢iselnych parametrech.

1.1.1. Eulerova metoda

Prvni uvedend metoda je tzv. Eulerova metoda (nékdy taktéz zvand me-
toda vyjadieni nejmensiho koeficientu), ktera je zde prezentovana pii feSeni
konkrétniho prikladu. Tato metoda je elementarni metodou feseni zejména
linedrnich diofantovskych rovnic. Princip Eulerovy metody spociva ve vy-
jadfeni nezndmé s nejmensim koeficientem (v absolutni hodnoté) ve tvaru
zlomku, pricemz dany zlomek musi byt opét celym ¢islem. Detailnéjsi popis
Eulerovy metody, ktera se opira o princip Eukleidova algoritmu, lze nalézt
napt. v [3, 20, 32].

Priklad 1

V oboru celyjch cisel reste rovnici
64xr — 71y = 2024.

RESENT: Jelikoz 1 = D(64,71) | 2024, je dané rovnice feSitelna a jeji feseni
bude zaviset na jednom celoc¢iselném parametru. Koeficient pred neznamou
x je mensi nez koeficient (v absolutni hodnoté) pted y, tj. 64 < 71 = | — 71.
Ze zadani ulohy lze tedy vyjadrit neznamou x ve tvaru

2024 4+ Tly 40 4+ Ty
=— " = 14+ ——7.
x o1 y+ 31+ 6

10



40+ Ty

Cislo z je celym ¢islem, tudiz i zlomek musi byt celoc¢iselny. Tedy

40 + Ty = 64,

kde t je celociselny parametr. Dale je mozné vyjadrit z vysSe uvedené rovnice
neznamou y ve tvaru

64t — 40 t—5
= —— =9 -5+ —F—.

y 7 7

Analogicky s predchozim postupem se snadno vidi, ze zlomek 75_75 musi byt
nutné celociselny, jelikoz y je celym cislem. Plati

t—5=171s,
kde s € Z. Pomoci parametru s je mozné vyjadrit ¢ ve tvaru

t="Ts+5.

Neznamé y vyjadrena v zavislosti na parametru s je rovna

(7s+5)—5

y=9(7s+5) -5+ - = 40 + 64s.
Findlné neznama x prejde do tvaru
40 4 7(40 + 64
= (40 + 64s) + 31 + (64+ ) _ 764 71s.

ZAVER: Dané tloha méa nekoneéné mnoho FeSeni zavisejicich na jednom ce-
lo¢iselném parametru s ve tvaru (z,y) = (76 + 71s; 40 + 64s).

POzZNAMKA: Z hlediska analytické geometrie lze predchozi tilohu preformu-
lovat na hledéni vSech tzv. mfizovych bodu (bodu s celoc¢iselnymi souradni-
cemi) lezicich na piimce y = (64x —2024)/71.

1.1.2. Metoda ciselnych kongruenci

Druhéa prezentovana metoda je metoda ciselnych kongruenci, kterou lze
pouzit pri feseni mnoha typt diofantovskych rovnic. Stézejnim pojmem této
metody je ¢iselnd kongruence:

11



Definice 2

Necht n je pfirozené &islo (n > 2) a déle necht a,b jsou celd &isla. Rek-
neme, ze Cislo a je kongruentni s ¢islem b podle modulu n (modulo n), pravé
kdyz n | (a — b) a piSeme symbolicky

a=b (modn).

Tento vztah se nazyva ciselnd kongruence. Cisla a,b budeme nazyvat levou
a pravou stranou ciselné kongruence.

V nésledujici dloze je prezentovana metoda ciselnych kongruenci pti re-
Seni linearni diofantovské rovnice o ¢tyrech neznamych.

Princip feseni linearnich diofantovskych rovnic pomoci ¢iselnych kon-
gruenci spoc¢iva v prevedeni dané linearni rovnice na tzv. kongruencni rovnici
1. stupne. Napt. linedrni diofantovska rovnice o dvou nezndamych bx +8y = 3
lze prevést do tvaru kongruenéni rovnice bz = 3 (mod 8) nebo 8y = 3
(mod 5). Vice o ¢iselnych kongruencich a kongruenc¢nich rovnicich je mozné
nalézt napr. v [1, 17, 20, 25].

Priklad 2
V oboru celyjch cisel reste rovnici

3a + 11b — 6¢ + 23d = 8.

RESEN{: Jelikoz 1 = D(3,11,6,23) | 8, je dand rovnice fesitelnd a jeji fe-
seni bude zaviset na tfech nezavislych celociselnych parametrech. S vyuzitim
¢iselnych kongruenci lze tlohu vyjadrit ve tvaru kongruencni rovnice

2b+2d =2 (mod 3),

nebot 3 = 0 (mod 3), 11 = 2 (mod 3), 6 = 0 (mod 3), 23 = 2 (mod 3) a
8 =2 (mod 3). Uvedenou kongruenéni rovnici je mozné dale upravit

b=1-—d (mod 3).

Tedy b = 1 — d + 3t, kde t je celociselny parametr. Dosazenim do zadani
ulohy obdrzime po tpraveé rovnici

a—2c+4d = -1 — 11¢.

Déle opét s vyuzitim ¢iselnych kongruenci 1ze vyse uvedenou rovnici upravit
na kongruenc¢ni rovnici
a=1+t (mod 2),
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nebot —2 =0 (mod 2),4=0 (mod 2), =1 =1 (mod 2), =11 =1 (mod 2).
Tedy a = 14t + 2s, kde ¢, s jsou celociselné parametry. Dosazenim vztahti
za neznamé a a b do zadani tlohy se po upravé ziska rovnice

c—2d=1+6t+s.

Analogicky s predchozim postupem se opét vyuziji ¢iselné kongruence a ob-
drzime tak
c=1+s (mod2),

jelikoz —2 =0 (mod 2) a6 =0 (mod 2). Nezndmou c je tedy mozné vyjadrit
ve tvaru ¢ = 14+s42r, kde s, r jsou celociselné parametry. Dosazenim vztaht
za neznamé a, b a ¢ do zadani tlohy 1ze po snadné upravée ziskat

d=-3t+r.

ZAVER: Dan4 tiloha m4 nekonecéné mnoho feseni zavisejicich na tfech celodi-
selnych parametrech s, t,r ve tvaru usporadanych c¢tveric

(a,b,c,d) = (1+t+2s;1+6t—7r;1+s+2r;—=3t+r).

PozNAMKA: Uvedeny postup neni jediny mozny. Ulohu lze fesit i jinak a
ziskat tak zcela odlisSny parametricky systém reSeni, jelikoz téchto paramet-
rickych systémt je nekonecné mnoho.

1.2. Diofantovské rovnice 2. stupné

Ve stredoskolské matematice se zaci v rdmci uciva o analytické geometrii
seznamuji s rovnicemi vyssiho stupné nez jsou jen linearni rovnice o dvou
neznamych. Konkrétné jsou to rovnice, které reprezentuji rovnice kuzelose-
cek. Tyto rovnice se obcas vyskytuji i v matematickych soutézich, kde je
ukolem nalézt tzv. mriZové body, tj. body s celoc¢iselnymi souradnicemi, lezici
na konkrétnich kuzeloseckach. Jedna se o rovnice typu uvedené v nasledujici
definici.

Definice 3
Rovnice ve tvaru

ar? +bry+cy? +de+ey+ f=0, (1.1)

kde a,b,c,d,e, f € Z (aspon jedno z Cisel a, b, ¢ je nenulové) se nazyva dio-
fantovskd rovnice 2. stupné o dvou celociselnych neznamych z,y.

13



P0ozNAMKA: Pokud v rovnici (1.1) jsou oba koeficienty a,c # 0, nazyva se
tato rovnice kvadratickd diofantovskd rovnice o dvou neznamych x,y.

V dalsich trech c¢astech se budeme zabyvat tfemi elementarnimi meto-
dami Teseni diofantovskych rovnic 2. stupné. Tyto metody znaji mnozi zaci
stfednich skol a 1ze je vyuzit pfi Feseni rovnic dané typu i mnoha jinych tloh
z matematickych soutézi.

1.2.1. Metoda nerovnosti a odhadua

Dalsi pouzitelnou metodou je metoda nerovnosti a odhadi, ktera v této
disertacni praci bude jesté nékolikrat vyuzita napriklad v sekci 2.1 a v posled-
ni sekci 4.2. Tato metoda je zde prezentovana pri reSeni konkrétniho prikladu
a podobné ulohy lze nalézt napt. v [1, 17].

Priklad 3
Urcete vSechny trojice prirozenych cisel splnugjici rovnici

v+ 20(y +2) + 6y + 11 = 22
RESENT: Zadan{ tlohy lze po snadné tpravé upravit do tvaru
22 4 2xy 4+ y? + 4z + 6y + 11 = 22
Déle je mozné si vSimnout, ze plati
(x+y+2)% = 2%+ 22y + > + 4o + 4y + 4,
(x+y+4)? =27+ 2y +y* + 8z + 8y + 16.
Plati tedy nasledujici nerovnost
(x+y+2?2<22<(z+y+4)?

7 které bezprostiednd plyne z2 + 2zy +y? + 4z + 6y + 11 = (z + y + 3)%. To
ovsem implikuje x = 1 a y = t, kde t je libovolné ptirozené ¢islo. Po dosazeni
neznamych do zadani ilohy obdrzime

2+ 8t +16 = (t +4)* = 22
ZAVER: VSechny usporddané trojice spliujici danou rovnici jsou ve tvaru

(x,y,2) = (1;t;t +4), kde t je prirozené ¢islo.

Metoda faktorizace je v poradi ¢tvrtou uvedenou elementarni metodou,
kterd se hojné vyuziva v mnoha jinych oblastech $kolské matematiky. Zaci
jiz na zakladni skole ¢asto pouzivaji tuto metodu naptiklad pii prevodu kva-
dratické rovnice do souc¢inového (faktorizovaného) tvaru.
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1.2.2. Metoda faktorizace

Metoda faktorizace (soucinového tvaru rovnice) patii mezi elementarni
metody feseni mnoha typu rovnic (nejen diofantovskych) a je zndma pro vét-
sinu zakt strednich skol. I v této praci je metodé faktorizace vénovana znacna
pozornost, pricemz je vyuzivana prti feseni diofantovskych rovnic naptiklad
v kapitole 3. Pro ukazku dané metody jsou zde uvedeny tii nasledujici pri-
klady, které jsou specidlnimi pripady diofantovské rovnice 2. stupné, kde
a,c = 0. Vice o této metodé lze nalézt napt. v [, 17].

Priklad 4
Urcete vsechny dvojice celych cisel splnujici

xy —2x+ 3y — 10 = 0.
RESENT: Dand rovnice po snadné tipravé prejde do tvaru
(z+3)(y—2) =4

Jelikoz ¢islo 4 1ze rozlozit na soucin dvou celych ¢isel ¢tyrmi zptisoby, a to
4=1-4=(-1)-(-4) =2-2=(-2)-(—2), je nutné vyresit nasledujicich
Sest soustav linearnich rovnic:

r+3=1, a r+ 3 =4,

y —2=4, y—2=1,
4+ 3=-1, a T+ 3= -4,
y_2:_47 9—2:—17

T+ 3 =2, a T+ 3=-2
Yy —2=2, Yy —2=-2

Obdrzime tak postupné dvojice celych ¢éisel (z,y) € {(—2;6), (1;3), (—4; —2),
(=7;1), (—1;4), (—5;0)}, které jsou fesenim dané tlohy.

Dana tloha lze Tesit i jinym zpiisobem, ktery je vhodny pro geometrickou
interpretaci feseni. Zadani tlohy je mozné upravit nasledovné

y(x +3) =2z + 10.

Vyse uvedenou rovnici lze délit ¢islem x + 3, nebot x # —3. V opacném
pripadé se dostane 0 = 4, coz je spor. Tedy
_295—1—10_(23:—1—6)—1—4_2 4

x+3 x+3 x+3
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7 pohledu analytické geometrie se jednd o rovnici rovnoosé hyperboly se stie-
dem S[—3;2] viz obr. 1.

Jelikoz y je celé ¢islo, musi mit nutné celo¢iselnou hodnotu i zlomek
4/(x + 3). Za nezndmou z 1ze dosazovat pouze hodnoty z mnoziny {—7; —5;
—4; —2; —1; 1}. Postupnym dosazenim jednotlivych hodnot x do pivodni
rovnice se ziskaji prislusné hodnoty druhé neznamé y.

1
1
)
1
)
10 9 8 7 6 N4 B 2 10 1 2 3 4 5 6
! -1
1
[-4:42]
I -2
1

ZAVER: Dan4 tloha mé pravé 6 feSeni, a to

Priklad 5
Urcete vsechny dvojice celych cisel splnujici

zy—x—y+3=0.

RESENT: Zadéni tlohy je diofantovska rovnice 2. stupné dle definice 3, kde
koeficienty a,c = 0. Tuto rovnici lze dale upravit do tvaru

(z—1Dy—1)=-2

Staci tedy vyresit nasledujici soustavy rovnic, jelikoz —2 = —1-2=1-(-2):
T — —1, — 2,
a
Yy — 27 Yy — _17
r—1= 1 - -2,
a
y—1=-2 y — 1
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Ziskaji se tak postupné usporadané dvojice celych ¢isel (x,y) € {(0;3), (3;0),

(2;-1), (=1;2)}.

Analogicky s predchozim ptikladem lze prepsat danou rovnici do tvaru
ylr—1)=x—3.

Tato rovnice je délitelné ¢islem x — 1, nebot x # 1. Jinak by platilo 0 = —2,
coz neni mozné. Tedy

r—3
y:

(x—1)—2 2
r—1  z-1 xr—1

7 grafického hlediska lze danou ulohu preformulovat na hledani mtizovych
bodu lezicich na rovnoosé hyperbole se stfedem S[1; 1] viz obr. 2.

ZAVER: Usporadané dvojice (z,y) € {(—1;2) (0;3), (2;—1), (3;0)} jsou fe-
senim dané tulohy.

Priklad 6
Urcete vSechny dvojice celyjch cisel splnujict
xy —2x +y = 15.

RESENT: Tato rovnice je diofantovska rovnice 2. stupné, kde koeficienty a a
¢ jsou rovny nule. Zadani tlohy lze snadno prepsat do tvaru

(x+1)(y —2) =13.
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Jelikoz ¢islo 13 je prvodislo, existuji pouze dva zplsoby rozlozeni ¢isla 13
na soucin dvou celych cisel. Ziskaji se nasledujici dvé soustavy linearnich

rovnic:
r+1=1, a r+1=13,

y — 2 =13, y—2=1,

r+1=-1, a r+1=-13,
y — 2= —13, y—2=—1

Obdrzime tak dvojice celych cisel (z,y) € {(0;15), (12;3), (—2;—11),
(—14;1)}, které jsou fesenim dané tlohy.

Jelikoz ¢islo x + 1 je nutné nenulové celé ¢islo, je mozné upravit danou
rovnici do tvaru
2r+15 (2 +2)+13 13
pu— p— p— 2 + .
r+1 r+1 r+1

Y

(Jedna se o rovnici rovnoosé hyperboly se stfedem S[—1; 2] viz obr. 3.)

ZAVER: VSechna FeSeni dané tlohy jsou dvojice (z,y) € {(—14;1), (—2; —11),
(0;15), (12;3)}.

Dalsi elementarni metodou, kterou se budeme zabyvat, je metoda diskri-

minantu (viz napt. v [30]). S pojmem diskriminant se Zaci seznamuji Casto
jiz na zakladni skole pti feseni kvadratickych rovnic v mnoziné redlnych ¢isel.
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1.2.3. Metoda diskriminantu

V tomto odstavci se budeme zabyvat kvadratickou rovnici az®+bx+c = 0
o neznamé x s celo¢iselnymi koeficienty a,b,c (a # 0). O poctu feseni této
rovnice lze snadno rozhodnout pomoci jejtho diskriminantu. Ma-li mit dana
kvadratickd rovnice alespon jeden celociselny koren, je nutné, aby diskrimi-
nant D = b>—4ac byl nejen nezdporny, ale aby byl sou¢asné druhou mocninou
celého ¢isla.

Priklad 7

Urcete vsechny dvojice (x,y) celijch cisel vyhovujici rovnici
32 4 2zy + 3y* = 100.

RESENT: Dand tloha lze piepsat do tvaru kvadratické rovnice o neznidmé x
s celoc¢iselnym parametrem y

322 + 22y + (3y* — 100) = 0.

Ziejmé diskriminant D = 1200 — 32y této kvadratické rovnice musi byt
nutné nezaporny a zaroven je i druhou mocninou nékterého celého nezapor-
ného ¢&isla. Ziska se tak po upravé nerovnice 2y? < 75. Celoéiselny parametr y
muze nabyvat pouze hodnot z mnoziny {0; £1; +2 + 3; +4; +5; £6}.

Postupnym dosazovanim jednotlivych hodnot parametru y do ptvodni
rovnice obdrzime kvadratickou rovnici s neznamou x s celoc¢iselnym korenem
jen ve dvou piipadech (y =5 a y = —5).

Pro y = 5 se ziskd kvadratickd rovnice 322+ 10z — 25 = 0, kterd mé pravé
jeden celo¢iselny koten x = —5.

Druhy pifpad y = —5 implikuje kvadratickou rovnici 322 — 102 — 25 =0
s pravé jednim celociselnym kofenem z = 5.

Snadno se ovéri, ze v obou dvou pripadech je diskriminant danych kvad-
ratickych rovnic D = 400 = 20?. Nutnd podminka je tedy splnéna.

Z pohledu analytické geometrie je rovnice v zadani tlohy rovnici elipsy
(viz klasifikace kuzelosecek napt. v [15] str. 214). Danou tlohu lze tak pre-
formulovat na hledédni vSsech mrizovych bodt lezicich na elipse v otocené
souradnicové soustavé se stfedem v bodé S[0; 0] viz obr. 4.
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[5:-3]

Obr. 4

ZAVER: Dan4 tloha mé pravé dvé feseni ve tvaru (x,y) € {(—5;5), (5; —5)}.

Priklad 8
Urcete vsechny dvojice (x,y) celych cisel vyhovujict rovnici

?—x+1=9~

RESENT: Zad4ni tlohy je moZné zapsat ve tvaru kvadratické rovnice o ne-
znamé x s celociselnym parametrem y ve tvaru

2 —x+ (1-y*) =0.

Ziejmé diskriminant D = 4y?—3 vySe uvedené kvadratické rovnice je pro kaz-
dy nenulovy celociselny parametr y vzdy kladny. K tomu, aby dana kvadra-
ticka rovnice méla feseni, musi byt hodnota diskriminantu druhou mocninou
nékterého piirozeného éisla. Tedy 4y? — 3 = m?, kde m € N. Po snadné
Upravé se ziska rovnice

4y —m? = (2y —m)(2y +m) = 3.

Jelikoz ¢islo 3 je prvocislem, obdrzime tak pouze dvé moznosti, jak jej rozlozit
na soucin 3 = 1-3 = (—1)-(—3). Vzhledem k tomu, ze nutné 2y—m < 2y+m,
pak staci vyTesit nasledujici dvé soustavy linearnich rovnic o neznamych y a
m.

2y —m =1, a 2y —m = =3,

2y + m = 3, 2y + m = —1.

Prvni z nich ma feSeni y = 1, m = 1. Dosazenim hodnoty y = 1 do zadéni
tilohy obdrzime kvadratickou rovnici 2 — x = 0, kterd ma celo¢iselné kofeny
r=0az=1.
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Analogicky fesenim druhé soustavy linedrnich rovnic je dvojice y = —1
a m = 1. Dosazenim y = —1 do zadani ulohy se ziskd stejna kvadraticka
rovnice jako v predchozim ptipadé s koteny 0 a 1.

Dana tloha reprezentuje z hlediska analytické geometrie rovnici hyper-
boly (viz napt. v [15] str. 214) se stfedem S[0,5; 0] viz obr. 5.

ZAVER: VSechna Teseni dané tlohy lze zapsat ve tvaru usporddanych dvojic
(z,y) € {(0;—1),(0;1), (1; —1), (1; 1) }.

Nasledujici tloha je typickym prikladem soutézni tlohy, kterou lze s vy-
hodou tesit metodou faktorizace.

Piiklad 9 (50. Béloruska MO — 2000)

Urcete vsechny dvojice (x,y) celijch cisel, pro néz plati
y(x* 4 36) + z(y* — 36) + 32 (y — 12) = 0.

RESENT: Danou diofantovskou rovnici lze upravit do tvaru kvadratické rov-
nice

yr® + (y* — 36)r +y(y — 6)* =0
s neznamou x a s celoc¢iselnym parametrem y. Pro y = 0 obdrzime ze zadani
tlohy = = 0, tedy dvojice (z,y) = (0;0) je fesenim dané tlohy.

Pokud y # 0, pak diskriminant dané kvadratické rovnice je nutné ne-

zaporny a pritom musi byt druhou mocninou nékterého celého nezaporného
¢isla. Plati navic

D = (y*—36)*—4y*(y—6)* = (y—6)[(y+6)* —4y’] = 3(y—6)*(6—y)(y+2).
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Odtud plyne, ze bud y = 6 nebo soucin 3(6 — y)(y + 2) musi byt druhou
mocninou nékterého celého nezdporného ¢isla. Resenim kvadratické nerov-
nice (6 — y)(y + 2) > 0 se zjisti, ze y musi byt celym ¢islem z intervalu
(—2,6). Postupnym dosazenim vsSech deviti moznych celociselnych hodnot y
do vyrazu 3(6 —y)(y +2) se ziskaji pouze tii moznosti, pro néz je dany vyraz
druhou mocninou celého nezdporného ¢isla. Konkrétné jsou to ¢isla —2; 4 a
6. Obdrzime tak dalsi ¢tyri celociselnd feseni dané rovnice, tj. usporadané
dvojice (—8;—2), (0;6), (1;4) a (4;4).

ZAVER: VSechna celoéiselnd FeSeni dané diofantovské rovnice jsou ve tvaru
uspofddanych dvojic (z,y) € {(=8;—2), (0;0), (0;6), (1;4), (4;4)}.

Ctvrta uvedens tloha se vyskytuje v [30] jako nefeSeny piiklad 8.

Priklad 10
Urcete vsechny dvojice (x,y) celijch cisel spliugicich rovnici

v+ y* =y + 3.

RESENT: Nejprve si véimnéme, Ze zaménou neznamych x a y se zadani tlohy
nezméni. Pokud tedy usporddand rovnice (x,y) bude fesenim dané tlohy, je
fesenim tlohy i dvojice (y,x). Zadani tlohy lze déle zapsat ve tvaru kvadra-
tické rovnice

2> —zy+(y*—3)=0

s neznamou x a celociselnym parametrem y. 7 grafického hlediska se jedna
o nalezeni mrizovych bodu lezicich na (otocené) elipse se stiedem S[0; 0] viz
nasledujici obr. 6. Pokud ma mit dand kvadratickd rovnice feseni, pak jeji
diskriminant D = 12 — 3y? musi byt druhou mocninou nékterého celého ne-
zaporného éisla a zaroven musi platit nerovnice 12 — 3y% > 0, tj. 3? < 4.
Cislo  tedy nabyvé pouze hodnot z mnoziny {—2; —1;0; 1; 2}.

Postupnym dosazenim téchto hodnot y do zadani obdrzime feseni dané tlohy.

Je-li y = —2, diskriminant je roven 0. Ziskame tak kvadratickou rovnici
22 + 22 + 1 = 0 s celo¢iselnym kofenem z = —1.

Pro y = —1 nabyva vyraz 12 — 3y? hodnoty 9 a obdrZime kvadratickou

rovnici ve tvaru 2 + x — 2 = 0. Tato kvadratickd rovnice ma dva celo¢iselné
koteny x = -2 a x = 1.
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Pro y = 0 nabyva vyraz 12 — 3y? hodnoty 12, coZ neni druhou mocninou
celého cisla. Tento pripad zadné celociselné feseni neposkytuje.

Pro y = 1 opét nabyva dany vyraz hodnoty 9 a analogicky ziskdme
kvadratickou rovnici 22 — 2 — 2 = 0. Resenim této kvadratické rovnice jsou
r=—-lazx=2.

Je-li y = 2, hodnota diskriminantu je opét rovna 0. Kvadraticka rovnice
prejde do tvaru a2 — 2z + 1 = 0, pfifem? jejim fesenim je x = 1.

[1;2]

—2
[-1:-2]

Obr. 6

ZAVER: Vsechna celo¢iselnd feseni dané tlohy vzhledem k symetrii tlohy
jsou dvojice (z,y) € {(-2;—1), (=1;-2), (=1;1), (1;-1), (1;2), (2;1)}.
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Kapitola 2

Gaussova cela cisla pri reseni
diofantovskych rovnic

S rovnicemi o vice neznamych, které fesime v oboru celych éisel - tzv. dio-
fantovskymi, se zaci mohou setkat napr. jiz na zakladni skole. Druhé kapitola
této disertacni prace se zabyva kvadratickou diofantovskou rovnici

* +y* =n, (2.1)

kde z,y jsou celoc¢iselné neznamé a n je dané celé nezaporné ¢islo. Z po-
hledu analytické geometrie se jedna o urceni vsech mriZovych bodi (tj. bodu
s obéma celoéiselnymi soutadnicemi z,y), které lezi na kruznici se stiedem
v pocatku kartézské soustavy soutadnic a polomérem /n.

Cilem této kapitoly je prezentace tzv. Gaussovych celyjch cisel pri Feseni
problémiu uvedeného typu. Od ctenare se pritom ocekavaji zakladni znalosti
z oblasti komplexnich ¢isel.

Prestoze vyse uvedena problematika neni vylozené skolska, tlohy podob-
ného typu se pomérné casto vyskytuji v matematickych soutézich. Tato ¢éast
disertacni prace je mj. vhodna pro ucitele, ktefi se vénuji péc¢i o matematicky
talentované zaky, pro zaky samotné a dalsi zajemce o tuto problematiku.

Pro mald (celd nezédpornd) n lze pri feseni dané tlohy postupovat uzitim
metody nerovnosti a odhadti, ktera je prezentovana pii feSeni néasledujiciho
prikladu.

Priklad 11
V oboru celyjch cisel reste rovnici

z? +y2 = 20.
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RESENT: Pokud je néjaka dvojice celych ¢isel (m, n) fesenim této tlohy, je je-
jim FeSenim také dvojice (n, m). Dalsimi feSenimi jsou také dvojice (—m,n),
(m7 _n)) (_m7 _n)7 (—TL, m)7 (n7 _m)7 (_na _m)‘

Bez djmy na obecnosti lze predpoklddat 22 < y2. Pak
0 < 22% < 2 + 9% = 20,

odkud plyne z? € {0;1;4;9}, a tedy = je nutné celé ¢islo, pro néz plati
—3 < 2 < 3. Dosazenim téchto hodnot za z? v dané tloze lze postupné ob-
drzet y? = 20, y*> = 19, 3*> = 16, y? = 11.

Celociselné Teseni se ziskd pouze v piipadé y? = 16, tj. y = 4.

Obr. 7
ZAVER: Dana tloha m4d pravé 8 feSeni, a to (z,y) € {(£2;+4), (+4; £2)}.
Z teseni uvedeného prikladu je patrné, ze pro velka ptirozena ¢isla n neni
metoda nerovnosti a odhadii dostateéné efektivni. V takovych ptipadech je

vhodné pouzit tzv. Gaussova cela cisla.

Definice 4
Komplexni ¢isla o = x + yi, kde x, y jsou celd ¢isla, se nazyvaji Gaussova
cela cisla.

Mnozina vSech Gaussovych celych ¢isel, kterd se oznacuje Z[i], je rozsite-
nim mnoziny celych ¢&isel (tj. Z C Z[i]).
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Definice 5
Gaussovo celé ¢islo «, pro které existuje 7 € Z[i] splivjici a - 7 = 1,
nazveme jednotkou.

Definice 6
Norma N(«) Gaussova celého ¢isla o = x + yi je definovana predpisem
N(a) = aa = |a|* = 22 +y?, kde @ = z — yi je komplexné sdruzené &slo s a.

Norma Gaussova celého ¢isla je analogii s pojmem absolutni hodnota
celého ¢isla a ma pritom nasledujici vlastnosti:

a) Pro libovolna dvé Gaussova celd ¢isla a, 5 plati N(af) = N(«) - N(5).

b) Gaussovo celé ¢islo a je jednotka, pravé kdyz N(a) = 1, pricemz v Z[i]
jsou jednotkami pouze +1 a =i.

Lemma 1
Je-li zbytek pri deleni prirozeného cisla n ctyrmi roven 3, pak rovnice
2% + y? = n nemd reseni v oboru celijch cisel.!

DUKAZ: Libovolné nezdporné celé ¢islo p, které je délitelné 2, lze zapsat
ve tvaru p = 2l, kde [ je vhodné nezaporné celé ¢islo. Proto p? = (21)? = 42
je délitelné ¢tyrmi. Podobné kazdé liché prirozené cislo q lze zapsat ve tvaru
q = 2r + 1, kde r je vhodné nezédporné celé ¢islo. Pak ¢ = (2r + 1)? =
= 47? + 4r + 1 dava po déleni ¢tyfmi zbytek 1. Vyraz x? + y* tedy miZe
nabyvat po déleni ¢tyfmi pouze zbytkl 0,1 a 2, nikoliv vsak 3. Tim je dikaz
ukoncen.

7 lemmatu 1 plyne, ze napiiklad diofantovské rovnice z2 + 3% = 2023
nemd zadné celociselné teseni, nebot 2023 dava pri déleni ¢tyrmi zbytek 3.

Nésledujici véta je uvedena pouze informativné (bez dukazu). Ten je
mozné dohledat napt. v [12].

Véta 1
Prirozené cislo n lze vyjadrit jako soucet dvou druhych mocnin celyjch cisel
(n = 22+y?), pravé kdyZ n je normou Gaussova celého éisla, tj. n = N(x+yi).

17 uvedeného lemmatu automaticky neplyne, Ze rovnice x24y? = n mé vzdy celoéiselné
feseni pro n, jenz po déleni ¢tyimi dava zbytek 0,1 nebo 2.
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Podle véty 1 1ze problém o souc¢tu druhych mocnin celych ¢isel preformu-
lovat na tlohu o hledani vsech Gaussovych celych ¢isel a splitujicich vlastnost
N(«) = n. Z aritmetiky prirozenych ¢isel je znamo, ze kazdé prirozené ¢islo
n > 2 je mozné vyjadrit jako souc¢in prvocisel. Stru¢nou odpovéd na otazku,
ktera prvocisla jsou normami Gaussovych celych ¢isel, poskytuje nasledujici
lemma.

Lemma 2
a) Plati2 = N(1+1i).

b) Pro kazdé prvocislo p ddvajici po déleni ctyrmi zbytek 1 lze nalézt
Gaussovo celé cislo a spliiujici p = N(a).

c¢) Pro kazdé prvocislo p ddvajici zbytek 3 po délent ctyrmi neexistuje Zadné
Gaussovo celé cislo 5 splnujici p = N(3).

Diikaz lze nalézt napt. v [11].

Déle si je mozné vSimnout, ze komplexné sdruzend Gaussova celd cisla
maji vZdy stejnou normu a zaroveti pro kazdé prvocislo p plati p* = N(p).

Definice 7

Gaussovo celé ¢islo a = x + yi nazveme Gaussovym prvocislem, pokud
plati nasledujici podminka: Jestlize o = 7 -4, kde 7, ¢ € Z[i], pak bud T,
nebo 1 je jednotka.

Jinak Te¢eno, Gaussova prvocisla jsou pravé ta Gaussova cela ¢isla, ktera
nelze v Z[i] netrivialné rozlozit na souc¢in dvou Gaussovych celych ¢isel.

PozNAMKA: Nékterd prvocisla jsou v Z[i] rozlozitelnd a jind ne. Napifklad
pro prvocislo 5 plati 5 = (2 4+1)(2 — i), tudiz 5 neni Gaussovym prvocislem.
Naopak prvocislo 3 je v Z[i] nerozlozitelné, a tedy je zéroven Gaussovym pr-
vocislem. Podobné jako v aritmetice celych ¢isel 1ze kazdé nenulové Gaussovo
celé ¢islo, které neni jednotkou, jednoznacné vyjadiit (az na potradi, ndsobeni
jednotkami a komplexné sdruzenymi ¢isly) jako souc¢in Gaussovych prvocisel.

Véta 2 (L. Euler)

Cislo ve tvaru 41 + 1, kde 1 je prirozené cislo, je prvocislem, prdvé kdyZ jej
lze jednoznacné vyjadrit jako soucet dvou druhgjch mocnin nesoudélnych pri-
rozenyjch cisel.

Nasledujici véta dava vycerpavajici odpovéd na otazku resitelnosti a cel-
kového poc¢tu feseni ptivodniho problému (2.1).
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Véta 3
a) Prirozené ¢islo n lze vyjadrit jakou soucet dvou druhijch mocnin celjch
cisel (n = 2% + y?), prdve kdyZ prvociselny rozklad ¢isla n lze vyjddrit
ve tvaru

__9a, by by, .2c1 2¢;
n=2p" - ..ooprt e

kde a,b;, c; jsou nezdapornd celd cisla, kaZdé p; ddvd zbytek 1 po déleni
ctyrmi a kaZdé r; ddvd zbytek 3 po déleni ctyrmi.

b) Nechtt = (by+1)-...-(bp+ 1). Pak je pocet vSech rizniyjch vyjadreni
cisla n ve tvaru souctu dvou druhgch mocnin celjch cisel s ohledem
na poradi prvkiu a znaménka roven 4t. Bez ohledu na poradi prvki a
znaménka je tento pocet roven %t pro t sudé a %(t + 1) pro t liché.

S vyse uvedenymi vysledky véetné ditkazii se mize ¢tenar detailnéji se-
znamit napr. v [11, 12, 14, 16].

JINE RESENT PRIKLADU 1. Plati 20 = 225 a 2 = N(1+1i) a prvocislo 5 dava
po déleni ¢tyrmi zbytek 1, pficemz 5 = N (2 +1). Tedy

20=2%.5=N(k(1+1)22+i)) = N +yi) = 2> + 1,

kde k je jednotka v Zli], tj. k = £1 nebo k = +i. Musi se tedy vyTesit vSechny
rovnice = + yi = k(1 +1)*(2 +1). Z véty 3 plyne, Ze dand tloha mé celkem
8 Teseni. Bez ohledu na poradi prvki a a znaménka lze obdrzet dle véty 3
pouze 1 moznost. Stac¢i uvazovat o feseni jediné rovnice, napft.

r+yi=(1+1)22+1) =2i(2+1i) = -2+ 4i,
odkud = = —2, y = 4. Ostatni Teseni se ziskajl zaménou z,y a znamének.

Priklad 12
Naleznéte vsechna celociselna reseni rovnice

2 +y* =61.
RESENT: Cislo 61 je prvoéislo, které pii déleni ¢islem 4 dévé zbytek 1. Podle
lemmatu 2 existuje Gaussovo celé ¢islo, jehoz normou je 61. Napt. 61 =
= N(6 £ 5i). Tedy
61 = N(k(6+5i)) = N(x +yi) = 2% + ¢°,

kde k je jednotka v Z[i], tj. K = 1 nebo k = +i. Je t¥eba nalézt vSechna
feSeni rovnic x + yi = k(6 £ 5i). Analogicky s predchozim piikladem (dle
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Obr. 8

véty 3) staci vzit do tvahy jedinou rovnici, napt. x 4+ yi = 6 + 5i. Dalsi feSeni
obdrzime zaménou z,y a znamének.

ZAVER: ReSenimi dané tlohy jsou dvojice (z,y) € {(£5;£6), (£6;+5)}.

Z teseni nasledujiciho prikladu je zfejmé vyhodnéjsi pouziti Gaussovych
celych ¢isel ve srovnani s metodou nerovnosti a odhad.

Priklad 13 (viz [10] - 2. tloha)
V oboru celyjch cisel reste rovnici

z? + 1% = 2009.

RESENT: Nejprve se vytvoif prvoéiselny rozklad &sla 2009, tj. 2009 = 72-41.
7 lemmatu 2 plyne, zZe existuje Gaussovo celé ¢islo, pro které je prvocislo 41
normou. Napf. 41 = N(5 £ 4i). Pro prvocislo 7 takové Gaussovo celé ¢islo
neexistuje, nebot 7 dava zbytek 3 po déleni ¢tyfmi. Prvocislo 7 se ovsem
vyskytuje v prvociselném rozkladu v druhé mocning, proto 72 = N(7). Plati
tedy

2009 = 7% 41 = N(7k(5 £ 4i)) = N(x + yi) = 2° + ¢/*,

kde k je jednotka v Z[i], tj. k = +1 nebo k = +i. Hled4 se proto feSeni vSech
rovnic z + yi = Tk(5 + 4i). Dané tloha ma podle véty 3 pravé 8 feseni. Staci
pfitom Tesit pouze rovnici x 4+ yi = 7(5 + 4i) = 35 + 28i, odtud = = 35 a
y = 28. Zbyvajici feseni lze ziskat zaménou x,y a znamének.
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Obr. 9

ZAVER: VSechna TeSeni dané tlohy jsou (z,y) € {(£35; £28), (+28;+35)}.

Priklad 14
Reste diofantovskou rovnici

r? 4+ 9% = 2020
v oboru celych cisel.

RESENI: V prvnim kroku se vytvoii prvoéiselny rozklad éisla 2 020, tj. 2020 =
= 22.5-101. Z lemmatu 2 plyne, Ze pro prvoéisla 5 a 101 existuji Gaussova celd,
¢isla, pro ktera jsou tato ¢isla normami. Napri. 5 = N(2+1), 101 = N(10+1).
Pro prvocislo 2 dle lemmatu 2 je norma ve tvaru N(1 £1i). Plati tedy

2020 =2%-5-101 = N(k(1 £i)*(2+i)(10+i)) = N(z + yi) = 2% + ¢,

kde k je jednotka v Z[i], tj. &1 nebo +i. Hleda se proto feseni vSech rovnic
r+yi = k(1+1)%(2+1)(10 £i). Podle véty 3 ma dan4 tloha dvé riznd resen{
bez ohledu na poradi prvka a znaménka. Do tvahy staci tedy vzit naptiklad
tyto dva pripady:

a) x+yi=(1+1)2*24+1)(10+1)
b) x+yi=(1+1)*2+1)(10 —1i)

—24 + 38,

—16 + 42i.

Z prvni moznosti plyne Feseni (z,y) = (—24; 38) a z druhé (z,y) = (—16;42).
Ostatni feseni ziskdme zdménou x,y a zménou znamének.
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Obr. 10

ZAVER: Dand tloha ma pravé 16 feSent, tj. (z,y) € {(£16; £42), (+24; +38),
(438; £24), (£42; £16)}.

Nésledujici priklad 1ze (po uziti substituce) resit opét metodou Gausso-
vych celych cisel.

Priklad 15
V oboru celyjch cisel reste rovnici

%+ y* =2006(x —y).

RESENI: Ze zadani se snadno vidi, Ze leva strana rovnice je souctem dvou
celych nezapornych cisel, tedy i prava strana musi byt celé nezaporné cislo.
Jelikoz 2006 je prirozené ¢islo, musi platit x > y. Déle si lze vSimnout, zZe
usporddand dvojice (z,y) = (0;0) je TeSenim tlohy. Po snadné dpravé se
obdrzi dana rovnice ve tvaru

(z —1003)* + (y + 1003)* = 2012018.

Uzitim substituce z = z — 1003, u = y + 1003 lze po tprave ziskat modifi-
kovanou ulohu (2.1)
22 +u® =2012018,

kde 2012018 = 2 - 172 - 592. Plati 2 = N(1 £1i). Podle lemmatu 2 existuje
Gaussovo celé ¢islo s normou 17. Napt. 17 = N(4 £ i). Dle téhoz lemmatu
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neexistuje Gaussovo celé ¢islo s normou 59, ovsem prvocislo 59 se vyskytuje
v daném rozkladu v druhé mocning, pficemz 592 = N(59). Plat{ tedy

2012018 = N(59k(1 £1)(4 £1)?) = N(2 + ui) = 2% + u?,

kde k je jednotka v Z[i]. Na zdkladé véty 3 m& uloha celkem 4 -3 = 12
celociselnych feseni, pricemz bez ohledu na poradi prvkil a znaménka staci
vyTesit nasledujici dvé rovnice o neznamych z a u:

a) z+ui=>59(141)(4+1) =413+ 1357,
b) 2+ ui=59(1 +1)(4 +i)(4 — i) = 1003 4 1003i.

Dalsi feseni se ziskaji zaménou slozek z, u a zménou znamének. Obdrzime

tak celkem 12 feseni ve tvaru (z,u) € {(£413;+1357), (£1003;+1003),
(£1357;+£413) }. Dosazenim do vztahi z = 2 — 1003, u = y+ 1 003 lze ziskat
feseni puvodni tlohy.

Resenim tlohy jsou z grafického hlediska miizové body na kruznici, ktera
nemd stred v pocatku, viz obr. 11.

[590;354] [1416;354]

[2006;0]

[2360;-590]

[-354;-590]

S$[1003;-1003]
L ]

[-3541-1416] [2360;-1416]

[0;-2006] 2006;-2006]

[690;-2360] [1416;-2360]

Obr. 11

ZAVER: Uloha mé pravé 12 fedeni, a to dvojice (z,y) € {(—354; —1416),
(—354; —590), (0;—2006), (0;0), (590; —2360), (590;354), (1416; —2360),
(1416;354), (2006; —2006), (2006;0), (2360; —1416), (2360; —590)}.
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Priklad 16
Urcete vsechny usporadané dvojice (z,y) celych cisel, které spliiuji rovnici

x2+y2 = 21.

RESENI: Z prvodiselného rozkladu 21 = 3 - 7 se zjisti, Ze pro prvodisla 3 a 7
neexistuji Gaussova celd c¢isla, jejichz normami by byla dana prvocisla. Je-
likoz se 3 (ani 7) nevyskytuje v sudé mocniné v prvociselném rozkladu 21,
nemé dany priklad podle véty 3 celociselné feseni. Tuto skutecnost lze snadno
oveérit i pomoci metody nerovnosti a odhadu.

ZAVER: Dan4 tiloha nemd reseni v oboru celych ¢isel.

Priklad 17
Urcete vsechny uspordadané dvojice (xz,y) prirozenych cisel, pro néz plati

x? + 1% = 1105.

RESEN{: V prvnim kroku se vytvoii prvoéiselny rozklad éisla 1105, tj. 1105 =
=5-13-17. Z lemmatu 2 plyne, Ze pro prvocisla 5, 13 a 17 existuji Gaussova
celd ¢isla, kterd jsou jejich normami, kde 5 = N(2 +1), 13 = N(3 £ 2i),
17 = N(4 £1). Plati tedy

1105=5-13-17 = N(k(2£1)(3+2i)(4 +1)) = N(z + yi) = 2° + ¢*,

kde k je jednotka v Z[i], tj. k = £1 nebo k = £i. Je proto tfeba hledat feseni
vSech rovnic x + yi = k(2 +1)(3 £ 2i)(4 £ 1). Celkovy pocet Feseni dle véty 3
je 4 - 2% = 32. Neni ovSem nutné feSit véechny rovnice daného typu. Staci
vyTesit pouze ¢tyti pripady:

a) v+yl=2+1)(3+2i)(4+1i) =9+ 32i,
b) z+yi=(2—1)(3+2i)(4+1i)=31+12i,
c) x+yli=(2+1)(3—2i)(4+1) =33+4i,
d) z4yi=(24+1)(3+2i)(4—1) =23+ 24i.

Odtud se ziskaji nasledujici ctyri feseni (x,y) € {(9;32), (31;12), (33;4),
(23;24)}. Dalsi feseni obdrzime zdménou z,y a zménou znamének.
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Obr. 12

ZAVER: Vsech 32 celo¢iselnych FeSeni daného piikladu lze zapsat ve tvaru
(z,y) € {(£4;£33), (£9; £32), (£12; £31), (£23; £24), (£24; +£23),
(£31; £12), (£32;49), (£33;+4)}.

Priklad 18

Urcete vsechny uspordadané dvojice (xz,y) prirozengch cisel, pro néz plati
x? + oy = 4225.

RESENT: Nejprve se vytvoii prvodiselny rozklad ¢isla 4 225, tj. 4225 = 52-132.
Z lemmatu 2 plyne, Ze pro prvocisla 5 a 13 existuji Gaussova celd cisla,
pro kterd jsou dand ¢isla normami. Napt. 5 = N(2+1i), 13 = N(3+£2i). Plati
tedy

4225 =5%-13% = N(k(2 £1)*(3 £ 2i)?) = N(x + yi) = 2% + ¢,

kde k je jednotka v Z[i], tj. =1 nebo +i. Je tedy tfeba uréit feseni vSech rovnic
T+ yi = k(2 4+1)%(3 4 2i)% Analogicky s predchozimi piiklady (na zaklade
véty 3) neni nutné fesit vsechny rovnice daného typu, postaci vyresit pouze
pét pripadu:

a) x+yi=(2+1)%*(3+2i)? = —33 + 56i,
b) o4 yi=(2+1)(2— D)3+ 20)2 = 25 + 60i,
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¢) x+yi=(2+1)%(3+ 2i)(3 —2i) =39 + 52i,
d) z+yi=(2+1)(2—1)(3+2i)(3—2i) =65+ 0i,
e) z+yi=(2—1)>23+2i)* =63+ 16i.

Ziskaji se tak Teseni ve tvaru (z,y) € {(33;56), (25;60), (39;52), (65;0),
(63;16)}. Zbyvajici Teseni obdrzime zdménou z,y a zménou znamének.

100

Obr. 13

ZAVER: Dand tloha méd celkem 36 celociselnych feSeni ve tvaru (x,y) €
€ {(0;£65), (£16;63), (£25;460), (£33;£56), (£39; £52), (£52; £39),
(456; £33), (£60; £25), (£63; £16), (£65; 0)}.

Nésledujici tloha je z 55. roéniku Matematické olympiady (MO) a lze ji
fesit pomoci metody Gaussovych celych ¢isel.

Priklad 19 (MO 55-A-1-6)
Najdéte vsechny usporadané dvojice (x,y) prirozenich cisel, pro néz plati
%+ y* =2005(x —y).

RESEN{: Pro nalezeni feseni lze vyuzit metodu Gaussovych celych ¢isel, diky
niz se tato tloha vytesi dokonce v oboru celych cisel. Po snadné upravée je
mozné danou rovnici prepsat do tvaru

(22 — 2005)% 4 (2y + 2005)? = 8040 050.
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Zavedenim substituce u = 2x — 2005, v = 2y + 2005 se ziskda modifikovana
uloha (2.1)
u® +v* = 8040 050.

(Z pohledu analytické geometrie lze puvodni zadani ilohy prevést na hledéni
vsech mfiizovych bodi, které lezi v prvnim kvadrantu, nikoliv ani na jedné
ze soufadnicovych os a soucasné nalezici kruZnici se stiedem S[2%%; —2005]

2 0 2
< 4020025
a polomérem /===

V dalsim kroku se vytvoii prvociselny rozklad éisla 8 040 050 = 2-52-4012.
Plati 2 = N(1 £ i). Jelikoz obé prvocisla 5 a 401 ddvaji po déleni ¢tyimi
zbytek 1, pak dle lemmatu 2 existuji Gaussova cela cisla, pro ktera jsou tato
¢isla normami. Napt. 5 = N(2 £1), 401 = N (20 £i). Plati tedy

8040050 = N(k(141i)(241)*(20 £1)%) = N(u + vi) = u* + v?,

kde k je jednotka v Zli]. Analogicky s predchozimi priklady (dle véty 3) staci
vyTesit pouze nasledujicich pét moznosti:

) = (141)(2+1)2(20 +1)? = —679 + 2 753i,

) = (1 +1)(2+1)(2 —1)(20 +1)? = 1795 + 2 195i,
¢) u+wvi=(14+1)(2+1)2*(2041)(20 —i) = —401 + 2807i,
) = (14+1i)(2+1)(2 —1)(20 +1)(20 — i) = 2005 + 2 005i,
) = (1+1)(2—)2(20 +1)? = 2833 — 119i.

Dalsi feseni lze ziskat zaménou u, v a zménou znamének. Obdrzime tak
celkem 36 feSeni (u,v) € {(£119;+2833), (£401;£2807), (£679;+2753),
(£1795;+£2195), (£2005; £2005), (£2833; +£119), (£2807; £401),

(£2753; +£679), (£2195; £1795)}.

Dosazenim do vztahti u = 2x — 2005, v = 2y + 2005 se ziskd celkem 36
celoc¢iselnych feseni, pricemz pravé 8 z nich lezi v oboru prirozenych c¢isel.
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Obr. 14

ZAVER: Existuje pravé 8 feseni dané tlohy ve tvaru usporddanych dvojic
(x,y) € {(105;95), (663;374), (802;401), (943;414) (1062;414), (1203;401),
(1342;374), (1900;95)}.

Zéaveérem je zde uvedena nasledujici tloha, kterou lze fesit kombinaci me-
tody nerovnosti a odhadi s metodou Gaussovych celych ¢isel. Zadani této
tlohy bylo uvedeno jako problém 3 v roce 2010 viz [19].

Priklad 20
Kolik uspordadanych trojic celych cisel (x,y, z) spliuje rovnici

22+t 4 2 =347

RESENI: Zde se jedna o nalezeni viech mifzovych bodit v prostoru, které lezi
na kulové plose se sttedem v poc¢atku soustavy souradnic a polomérem +/34.

Dale si lze vSimnout, ze zaménou neznamych se dand loha nezméni. Bez
jmy na obecnosti je tedy mozné piedpoklddat, Ze 22 je nejmensi z hodnot
22,92, 2%, neboli 2% < y? a 22 < 22. K feseni tilohy se vyuziva v prvnim kroku
metoda nerovnosti a odhadi a posléze metoda Gaussovych celych ¢isel. Podle
vyse uvedeného predpokladu tak plati

0§3x2§x2—|—y2+22:34.
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Z ¢ehoz plyne x? < 11, neboli z € {0,£1,42,4+3}. V dalsim kroku jsou
postupné rozebrany tyto 4 moznosti s pouzitim metody Gaussovych celych

Cisel:

a)

Pro z = 0 ze zadani tlohy obdrzime rovnice ve tvaru y? + 22 = 34.
Prvocéiselny rozklad ¢isla 34 je roven 2 - 17. Jelikoz prvocéislo 17 dava
zbytek 1 po déleni ¢tyimi, pak podle lemmatu 2 existuje Gaussovo celé
¢islo, pro které je 17 normou, napiiklad N(4 4 i). Pro ¢islo 2 plati
2= N(1+£1i). Plati tedy

34 = N(k(1+1)(4 1)) = N(y + 2i) = y* + 27,
kde k je jednotka v Z[i]. Hledaji se proto celo¢iselné feseni vSech rovnic
y+zi=k(1£i)(4+1).
Na zakladé véty 3 staci vyresit pouze rovnici
y+zi=(1+1)(4+1) =3+ 5i,

z niz ihned plyne (y, z) = (3;5). Zbyvajici feseni ziskdme zdménou y, 2
a znamének. Obdrzime tak trojice (z,y, z) € {(0; £3; +5), (0; +£5; £3)},
které jsou fesenim dané rovnice.

Je-li z = £1, pak se ziska rovnice y? + 2% = 33. Tato rovnice nem4 tedy
na zakladé véty 3 celociselné teseni, nebot v prvociselném rozkladu
¢isla 33 se prvocislo 3 vyskytuje v liché mocniné.

Je-li x = £2, dostane se rovnice y? + 22 = 30. Ta opét nemé celo¢iselné
feseni na zakladé véty 3, protoze v rozkladu ¢isla 30 na prvocisla se
prvodéislo 3 vyskytuje v liché mocniné.

Pro x = 43 lze ziskat rovnici y? + 2% = 25. Prvoéiselny rozklad ¢isla 25
je roven 5%. Na zdkladé lemmatu 2 existuje Gaussovo celé &islo s nor-
mou 5, napr. N(2 +1). Plati tedy

25 = N(k(2 +£1)%) = N(y + 2i) = y* + 2%,
kde k je jednotka v Z[i]. Podle véty 3 sta¢i urcit y a z v nasledujicich

rovnicich
y+zi=(2+1)(2+1i) =3+4i

y+2i=(241)(2—1i) =5+ 0i.
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Jejich Fesenim jsou dvojice (v, z) = (3;4) a (y, z) = (5;0). Dvojice (5;0)
vsak nevyhovuje podminkam tlohy. Zbyvajici feseni ziskdme zaménou
y, z a zménou znamének. Resenfmi dané rovnice jsou pouze nésledujici
trojice: (x,y, z) € {(£3;£3;+4), (£3;+4;£3)}.

Bez uziti predpokladu z? je nejmensi (jedna z nejmensich hodnot) 1ze celkovy
pocet feseni dané tlohy stanovit pomoci poctu vSech permutaci slozek reseni.
V uspotadané trojici (z,y, z) = (0; £3; £5) je mozné 0 umistit na tii pozice
(vzhledem k symetrii) a u ostatnich prvki ménit znaménka 22 = 4 zptisoby,
z ¢ehoz plyne 3 - 4 = 12 moznosti. DalSich 12 moznosti se ziskd analogicky
z trojice (z,y, z) = (0; £5; £3). Déle si 1ze uvédomit, Ze v usporddané trojici
(x,y,2) = (£3; £3; £4) je mozné ¢islo +4 umistit na t¥i pozice a zaroven meé-
nit znaménka u vsech prvki celkové 22 = 8 zpiisoby. Obdrzime tak 3-8 = 24
moznosti.

ZAVER: Existuje tedy pravé 48 feseni dané tlohy viz predchozi odstavec.

K procviceni metody Gaussovych celych ¢isel jsou zde uvedeny néasledujici
nefesené priklady.

Priklad 21
V oboru celyjch cisel Teste rovnice

a) ?+y* =41,
[RESEN{: (z,y) € {(4; £5), (£5; £4)}]

b) z*+y* =674,
[RESENT: (7,y) € {(£7;425), (£25; £7)}]

c) 1?2+ y?=2024,
[RESEN{: neexistuje]

d) =*+y?=2022(z —y),
[RESEND: (2,y) € {(—378;—1350), (—378;—672), (0;—2022), (0;0),
(672; —2400), (672;378), (1350; —2400), (1350;378), (2022; —2022),
(2022;0), (2400; —1350), (2400; —672)}]

e) x®+y*+ 2% =52
[RESENI: (z,y, 2) € {(0;£4; £6), (0;£6; +4), (+4;0; +6), (£4; +6:0),
(£6;0;%4), (£6;%4;0)}]

V nésledujici podkapitole se budeme dale vénovat feseni obecnéjsiho typu
kvadratickych diofantovskych rovnic.
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2.1. Kvadratické rovnice az’® + by? +c =0

V této casti prace se budeme zabyvat kvadratickymi diofantovskymi rov-
nicemi o dvou celo¢iselnych nezndmych z,y ve tvaru az?® + by*> + ¢ = 0,
kde a, b jsou riizna prirozena c¢isla a ¢ je dané zaporné celé cislo. Tento typ
diofantovskych rovnic navazuje na predchozi ¢asti prace a lze jej teSit po-
moci metody nerovnosti a odhadi. Z pohledu analytické geometrie se jedna
o rovnice elips se stfedem v pocatku kartézské soustavy souradnic a osami,
které jsou osami soutradnic.

Specialné pro a =1, b = 2 a ¢ = —22 je zde uvedena nasledujici tloha.

Priklad 22
V oboru celyjch cisel Teste rovnici 22 + 2y? = 22.

RESEN{: Pokud existuje feseni dané tlohy ve tvaru (z,y), pak jsou fesenim
i dvojice (x,—y), (—z,y) a (—z, —y). Déle je mozné zadani tlohy prepsat
do tvaru 22 = 2(11 — y?). Z &ehoz plyne, Ze 2 | 2. Cislo 22 je nutné sudé,
a proto je sudym ¢islem i z. Tj. x = 2k, kde k£ € Z.

Po snadné tpravé lze zadani tlohy piepsat do tvaru y? = 11 —2k?. Jelikoz
y? je celé nezaporné ¢islo, plati tedy 11—2k2 > 0. Cislo k musi nabjvat pouze
hodnot z mnoziny {0;+1; +2}. Postupnym dosazenim jednotlivych hodnot
za k obdrzime y? = 11, y> = 9 a y? = 3. Celo&iselné y se ziskd jen v jed-
nom pripadeé, a to konkrétné y = +3. Z ¢ehoz ihned plyne x = £2, viz obr. 15.

Obr. 15

ZAVER: VSechna FeSen{ dané tlohy jsou ve tvaru (z,y) = (£2; +3).
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Priklad 23
V oboru celych cisel Teste rovnici x2 + 2y* = 36.

RESENT: Po snadné tipravé lze zadani tilohy piepsat do tvaru z? = 2(18 —3?).
Odtud plyne, ze 2 | 22 Cislo 22 je sudé a taktéz i ¢islo z. Tedy z = 2k,
kde k € Z. Analogicky podle predchozi tlohy je mozné zadani tlohy pre-
psat ve tvaru y? = 18 — 2k2. Jelikoz opét y? > 0, pak také 18 — 2k% > 0,
tj. 9 > k2. Snadno se vidi, ze ¢&slo k musi nabyvat pouze hodnot z mno-
ziny {0;41; £2; +£3}. Postupnym dosazenim za k se ziskaji rovnice y* = 18,
y? =16, y?> = 10 a y? = 0. Celoéiselné feseni piitom obdrZime pouze ve dvou
pripadech, viz obr. 16.

-7

Obr. 16
ZAVER: ReSenfmi dané tlohy jsou vechny dvojice ve tvaru
(z,y) € {(£2;+4), (£6;0)}.

Priklad 24
V oboru celyjch cisel Teste rovnici 22 + 2y? = 27.

RESENT: Zadani tlohy se snadno upravi do tvaru 2y?> = 27 — 22, Ziejmé
2 | (27— 2?), a proto z? je liché celé &islo. RovnéZ i o musi byt lichym ¢islem,
tj. x = 2k + 1, kde k je celé ¢islo (dokonce stac¢i brat do uvahy pouze celd
nezdpornd ¢isla). Nynf lze dand tiloha zapsat ve tvaru 2y* = 27 —4k? —4k—1.
Po snadné upravé se ziska rovnice

y? =13 — 2k(k + 1).
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Odtud je zrejmé, ze leva strana rovnice je celé nezdporné ¢islo, a tudiz musi
byt celym nezdpornym ¢islem i strana prava. Plati tedy 13 > 2k(k + 1).
Pro ¢islo k staci brat do uvahy pouze hodnoty z mnoziny {0;1;2}. Analo-
gicky s pfedchozimi piiklady postupné obdrzime 3? = 13, 4> = 9 a 3% = 1.
Celociselnych hodnot y lze ziskat jen ve dvou pripadech, viz obr. 17.

Obr. 17

ZAVER: VSechna FeSen{ jsou dvojice ve tvaru (x,y) € {(£3;£3), (£5; +1)}.

Priklad 25
V oboru celyjch éisel Teste rovnici x? + 5y? = 21.

RESENT: Jelikoz 22 je nutné celé nezaporné ¢islo, pak musi platit nerovnost
21 — 5y > 0. Tedy 2 > y*. Cislo y* musi nabyvat pouze hodnot z mnoziny
{0;1;4}. Postupnym dosazenim pifpustnych hodnot za y? lze ziskat rovnice
2?2 = 21, 22 = 16 a 22 = 1. Celo¢iselné hodnoty obdrzime pouze ve dvou
pripadech, viz obr. 18.

[-1:2] [1:2]

[-1:-2] [1:-2]

-3

Obr. 18

ZAVER: VSechna celodiselnd feseni jsou dvojice (z,y) € {(£1;£2), (+4; £1)}.
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Priklad 26
V oboru celych cisel Teste rovnici 2 + 2y? = 2022.

RESENT: Snadno se vidi, Ze dana tiloha lze piepsat do tvaru 22 = 2(1011—?).
Z ¢ehoz nutné 2 | 2%, tj. 2 je sudé &islo a je mozné jej zapsat ve tvaru x = 2k,
kde k je celé ¢islo. Zadani tlohy po snadné tpravé prejde do tvaru

2k% = 1011 — o2

Odtud plyne, ze y musi byt lichym cislem. Tedy y = 2[+ 1, kde [ je celé ¢islo
(dokonce 1ze brat do ivahy pouze celd nezaporna ¢isla [). Dand tloha ptejde
po upravé do tvaru

k? =505 — 21(1 + 1).

Jelikoz leva strana rovnice je nezaporné celé cislo, pak jim musim byt i prava
strana. Ziska se tak nerovnost

o05 >1(l+1).
2

7 vyse uvedené nerovnosti plyne, ze ¢islo [ musi nabyvat hodnot z mnoziny
{0;1;2;3;...;14; 15}. Z 16 moznosti ¢isla [ se obdrzi celoéiselné k jen ve dvou
ptipadech, a to pro | = 8 a | = 15. Ziskaji se tak rovnice k? = 361 a k? = 25,
z nichz ihned plyne k = £19 a £ = £5. Dosazenim vyse ur¢enych dvou moz-
nosti hodnot za k a [ do vztahti x = 2k a y = 2] + 1 se snadno dostanou
vSechna Teseni dané tlohy, viz obr. 19.

[-10:31] - [10;31]

S[[lj |:|]
10 20 30 40

[38-17]

ZAVER: Uloha mé celkem 8 feseni, kterymi jsou dvojice celych &isel

(z,y) € {(£38; £17), (£10; £31)}.
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Priklad 27
V oboru celych cisel Teste rovnici 2 + 3y? = 2023.

RESEN{: Danou tlohu je mozné pfepsat do tvaru 22 = 2023 — 3y2. Jelikoz 2
je nutné celé nezaporné éislo, musi byt celym nezdpornym ¢islem i 2 023 —3y2,
. 2023 — 342 > 0.

Z vyse uvedené nerovnosti plyne, zZe ¢islo y musi nabyvat hodnot z mno-
ziny {0; +1; +2; +3;...;+24; +25}. Dosazenim jednotlivych hodnot za y ob-
drzime celociselné x jen v jednom pripadé, a to x = £34 pro y = +17, viz
obr. 20.

30

[-34:17] 20 [34;17]

50 60 70

[34:-17]

Obr. 20

ZAVER: VSechna feden{ jsou uspofddané dvojice ve tvaru (z,y) = (£34; £17).

Zavérem se zabyvejme pripadem a = 2, b = 3 a ¢ = —35 viz nésledujici
tuloha.

Priklad 28
Urcete vsechny dvojice (x,y) celych cisel splnujicich rovnici

22% + 3y* = 35.

RESENT: Pokud existuje fesenf dané tilohy ve tvaru (x,y), pak jsou fesenim i
dvojice (z, —y), (—z,y) a (—z, —y). Vzhledem k této skutecnosti staci hledat
feSeni dané tlohy pouze v mnoziné celych nezapornych ¢isel. (Ostatni feSeni
1ze nalézt pomoci zdmény zndmenek u jednotlivych nezndmych.)

Zadani ulohy je mozné po snadné tpravé prevést do tvaru

3y® — 3 =32 — 222
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7 levé strany rovnice lze vytknout ¢islo 3 a z pravé strany rovnice se snadno
vidi, Ze je mozné vytknout ¢islo 2. Dané rovnice prejde do tvaru

3(y* — 1) = 2(16 — 2%).

Pro y = 0 se ziskd rovnice ve tvaru —3 = 2(16 — x?), kterad nem4 Tesend,
jelikoz 2 t —3.

Pro y > 1 plati, Zze 3(y*> — 1) > 0, a proto i 2(16 — x?) > 0. Tedy 2 < 16.
Nezndmé x muze nabyvat pouze hodnot z mnoziny {0;1;2;3;4}. Postup-
nym dosazenim prislusnych hodnot za x do zadani dlohy obdrzime feseni
(x,y) =(2;3) a (x,y) = (4;1), viz obr. 21.

Obr. 21

ZAVER: Dan4 tiloha m4 8 feSeni, kterymi jsou usporddané dvojice

(z,y) € {(£2;£3), (24 £1)}.
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Kapitola 3

Polynomicko-exponencialni
diofantovské rovnice

Polynomicko-exponencialni diofantovské rovnice jsou rovnice, v nichz ma-
ji celociselné neznamé zpravidla charakter proménnych daného polynomu
s celociselnymi koeficienty a exponenti dané exponenciadlni funkce s celocisel-
nym zakladem a > 1. Tato c¢ast disertacni prace se zamétruje zejména na me-
todu faktorizace (daného polynomu), kterou lze s vyhodou vyuzit pii feSeni
nejjednodussich rovnic uvedeného typu, tj. rovnic s celo¢iselnymi neznamymi
z,y ve tvaru

P(z) = d”,
kde P(x) je dany polynom s celo¢iselnymi koeficienty a a je pfirozené ¢islo

vetsi nez 1.

Priklad 29

Urcete vsechny dvojice (x,y) celijch cisel, které vyhovuji rovnici
x?=2Y.

RESEN{: Ze zadani je patrné, Ze pokud uréita dvojice (z,y) celych éisel je
fesenim dané rovnice, pak i dvojice (—x,y) je TeSenim této rovnice. Ziejmé
plati, Ze y je celé nezaporné ¢islo, nebot vyraz na levé strané rovnice nabyva
vyhradné nezépornych celoéiselnych hodnot. Tedy z = 2%, kde k je vhodné
celé nezaporné cislo. Plati tudiz

x2 — (2k)2 — 22k — 2y7

a y = 2k. Zkouskou se lze snadno presvédcit, ze vSechny usporadané dvo-
jice (z,y) = (2%;2k), kde k je libovolné celé nezaporné &islo (jedna se o tzv.
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jednoparametricky systém reseni), vyhovuji dané rovnici.

ZAVER. ReSenim dané tilohy jsou viechny dvojice celych &isel ve tvaru
(z,y) = (£2%2k),

kde k je libovolné celé nezaporné ¢islo.

Priklad 30
V oboru celyjch cisel reste rovnici

3x2 — 2y+4 o 2y+2'
RESEN{: Ze zadani je patrné (podobné jako v piikladu 29), Ze pokud urcita
dvojice (z,y) celych ¢isel je feSenim dané rovnice, pak také dvojice (—z,y)

je fesenim této rovnice. Vytknutim 2¥*2 na pravé strané rovnice a naslednou
upravou lze bezprostiedné obdrzet rovnici ve tvaru

$2 — 2y+2 )

Zavedenim substituce z = y + 2 je mozné ziskat analogickou rovnici jako
v predeslé tloze. S ohledem na jeji feseni a vzhledem k pouzité substituci
(y = z —2) jsou fesenim dané rovnice viechny dvojice (z,y) = (£2%; 2k — 2),
kde k je celé nezaporné ¢islo, neboli

(z,y) = (£2"; 2k),
kde k je libovolné celé ¢islo vétsi nebo rovno —1.

ZAVER. Resenim dané tlohy jsou tedy vechny dvojice ve tvaru
(z,y) = (£2°2k),
kde k je libovolné celé ¢islo vétsi nebo rovno —1.

Pri feseni nésledujicich tloh je vyuzivana metoda faktorizace daného po-
lynomu P(x) s celoéiselnymi koeficienty, kterd byla prezentovana v prvni
kapitole této disertacni prace.

Priklad 31

V oboru celyjch cisel reste rovnici

1+a+4 22+ 2% =2v.
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RESENI: Podobné jako v tiloze 29 a 30 se snadno vidi, ze  a y jsou celd
nezaporna c¢isla, nebot vyraz na levé strané rovnice musi nabyvat nezapor-
nych celociselnych hodnot. Levou stranu rovnice 1ze prepsat do soucinového
(faktorizovaného) tvaru (1 + x)(1 + z?). Dand rovnice piejde do tvaru

(14 2)(1 +2%) =2¢=2m.2",

kde m, n jsou celd nezdporna éisla, m-+n = y. Ziejmé plati 0 < 1+ < 1+22,
tudiz 1 +2 = 2™, 1 + 22 = 2", a tedy netplny kvadraticky trojcélen 1 + 2
musi byt délitelny dvojc¢lenem 1 + z. Plati tak

2?41 (®-1)+2 2

= =xr—1 .
r+1 r+1 v +x+1

Odtud plyne, 7ze zlomek 2/(x 4+ 1) musi nutné nabyvat celo¢iselné hodnoty.
Ptipustnymi hodnotami x jsou pak hodnoty z mnoziny {—3;—2;0;1}. Po-
stupnym dosazenim za x do rovnic 1+ 2 = 2™, 1 4 22 = 2" lze ziskat dvé
feseni (m,n) = (0;0) prox =0 a (m,n) = (1;1) pro x = 1.

ZAVER. Dand tloha m4 pravé dvé feSeni, a to (x,y) € {(0;0),(1;2)}.
Podobné je mozné tesit i nasledujici tlohu.

Priklad 32
V oboru celyjch cisel reste rovnici

l+r+r?+28 4ot + 2% +2% 27 =2v
RESENT: Postupnymi tipravami lze danou rovnici pfepsat do tvaru
A+z+22+2°)+ (@' +2°+2°+2) =1+ + 22+ 231 +2%) =

=(1+z)(1+2H)(1+a2") =2v

Ztejmé plati, Ze y je celé nezdporné ¢islo, nebof vyraz na levé strané rovnice
je celé ¢&islo. Plati tedy 0 < 14+ 2 < 1+ 2? < 1+ 2* a dand rovnice prejde
do tvaru

(1+z)1+2*)(1+2%) =2v=20.21.2"

kde p, g, r jsou cela nezaporna ¢isla, p < ¢ < r a p+q+r = y. Proto 1+z = 2P,
1+ 2% =291+ 2* =27 a vyraz 1 + 22 musf byt délitelny dvojélenem 1 + x
(dale vyraz 1+ z* musi byt délitelny dvojclenem 1 + x a rovnéZ netiplnym
kvadratickym trojélenem 1+x2). Tedy, opét jako v piedchozim pifkladé, staci
vzit do tvahy podil (2% + 1)/(z + 1), ktery nabyva celoéiselnych hodnot
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pouze pro ¢isla z mnoziny {—3; —2;0; 1}. Postupnym dosazenim jednotlivych
hodnot = do rovnic 1+ = 2P, 1 + 22 =24, 1 4 2* = 2" obdrzime dvé feSeni
(P, q,7) = (0;0;0) prox =0a (p,q,r) = (1;1;1) prox = 1.

ZAVER. Dana tloha ma pravé dvé feseni, a to (z,y) € {(0;0), (1;3)}.

Priklad 33 (XVIII. Matematicky duel — 2010)
Urcete vsechny dvojice (a,b) prirozenych cisel splriujici rovnici

9* =% +17.
RESEN{: Dané rovnice lze postupné prepsat do tvaru
9" — b =3% — b = (392 —b* = (3" — b)(3* + b) = 17.
Protoze 3% + b > 0, plati

30 —b=1, (3.1)
3%+ b =17, (3.2)

nebot 3 — b < 3% + b. Odectenim (3.1) od (3.2) bezprostredné plyne b = 8 a
nasledné a = 2.

ZAVER. Uloha ma tedy jediné feseni (a,b) = (2;8).
Piiklad 34 (VI. Matematicky duel — 1998)
V oboru celyjch cisel reste rovnici
2® + 142* — 51z = 10%.

RESENI: Po snadné tpravé dand rovnice piejde do tvaru

x(z+17)(z —3) =2Y - 5%,
Stejné jako v prikladu 32 se snadno vidi, Ze x a y jsou celd nezaporna cisla.
Vyraz (x + 17)(x — 3) méa jinou paritu nez x. Musi tudiz nastat pravé jedna
Z Moznosti:

(i) = =>5™, kde m je celé cislo, m <y

(ii) (x+17)(x —3) = 5", kde n je celé ¢islo, n <y
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ad (i) Pokud x = 5™, pak ¢isla ¢ + 17 = 5™ + 17 a x — 3 = 5™ — 3 nejsou
délitelnd 5. Musi tedy platit (x 4+ 17)(x — 3) = 2Y a soucasné x = 5Y.
Pro kazdé celé ¢islo x navic plati x + 17 > x — 3, nutné tedy musi byt
dvojclen x + 17 délitelny dvojclenem x — 3. Plati tak
r+17 (v —3)+20 20

1 )
r—3 z—3 +:1:—3

Cislo 2 miize proto nabyvat celoéiselnych hodnot pouze pro &sla z mno-
ziny {—17; =7, —=2; —1; 1;2;4; 5; 7; 8; 13; 23}. Soucasné musi byt x moc-
ninou ¢isla 5. Vyhovuji tedy pouze ¢isla 1 a 5. Dosazenimz = 1laxz =5
do vztahu (z + 17)(z — 3) = 2 se vSak neziska zadné vyhovujici celé
c¢islo y.

ad (i) Podobné jako v pripadu (i) plyne, Zze x mize nabyvat pouze hodnot
z mnoziny {—17;—7;—2;—1;1;2;4;5;7;8;13;23}. Jelikoz 5 je prvo-
c¢islo, vyrazy = 4+ 17 a * — 3 musi byt mocninami ¢isla 5. Uvedenym
podminkam vyhovuje pouze jedno ¢islo z, tj. x = 8 a jemu odpovida
y = 3. (Zkouska byla provedena, podobné jako v predeslych prikladech,
postupnym dosazovanim.)

ZAVER. Jedinym feSenim dané tlohy je dvojice (z,y) = (8;3).

Diofantovské rovnice v polynomicko-exponencialnim tvaru se vyskytuji
i na Mezindrodni matematické olympiadé (IMO), piikladem je nasledujici
uloha z roku 2006.

Priklad 35 (IMO 2006 - Problem N1)

Naleznéte vsechny usporiadané celociselné dvojice (z,y) vyhovujici rovnici
1 4 233 + 22I+1 — y2'

RESENT: Ze zadéni je patrné, Ze x > 0. Pokud existuje feseni dané rovnice
ve tvaru (m, n), pak fesenim je i dvojice (m, —n). Pro x = 0 lze ziskat rovnici
y* = 4, z niz plynou feseni (0;2), (0; —2).

Déle necht se hleda teseni (x,y), kde x > 0. Bez ijmy na obecnosti lze
predpokladat y > 0. Danou tlohu je tedy mozné prepsat do tvaru

22(14 2" = (y — ) (y + 1).

7 této rovnice plyne, ze vyrazy y—1 a y+1 jsou dvé po sobé jdouci prirozena
¢isla, kterda musi byt navic délitelnd 2*. Z ¢ehoz vyplyva, ze oba zminované
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vyrazy musi byt suda ¢isla, navic pravé jedno z nich je délitelné 4. Proto
x > 3 a plati, Ze pravé jeden z vyrazii y — 1 a y + 1 je délitelny 271, ale jiz
neni délitelny 2%. Tedy y = 2*71k + 1, kde k je liché pfirozené ¢islo a [ = +1.
Po dosazeni do ptivodni rovnice obdrzime

2%(1 42571 = (2°7 ke +1)? — 1 = 22722 4 2%kl
Po néslednych tupravach ptrejde dana rovnice postupné do tvaru

14 2%t = 27722 4 k],
1—kl =2""%(k* - 8).

Prol = 1plyne 0 > 1—k = 2°2(k*—8). Jelikoz 2°~2 > 0, pak k* —8 < 0.
Tedy k = 1, coz ovsem nevyhovuje vySe popsanym vztahtim.

Pro | = —1 lze ziskat odhad 1 + k = 2*72(k* — 8) > 2(k? — 8), neboli
2k? —k—17 < 0. Tj. k < 3. Jelikoz k je liché p¥irozené ¢islo a moznost k = 1
nevyhovuje, zfejmé k& = 3. Po dosazeni prejde ptivodni rovnice do tvaru

1427 422+ = (3. 2771 — 1)

Zavedenim substituce z = 2*~! a po nédsledné upravé se ziska rovnice ve tvaru
2(z—8) = 0. Z ¢ehoz plyne z = 8, tj. x = 4. (z = 0 neni mozné, nebot = > 3.)
A tedy y = £23.

ZAVER. VSechna feSen{ dané tlohy jsou (z,y) € {(0;2), (0; —2), (4;23),
(4;—23)}.

Nasledujici dva priklady z mezinarodnich matematickych soutézi jsou zde
uvedeny, jelikoz je lze Tesit elementarnimi metodami. Prvni tloha je opét
z Mezinadrodni matematické olympiady (IMO) z roku 2014.

Piiklad 36 (IMO 2014 - Problem N2)
Urcete vsechny uspordadané dvojice (x,y) prirozenych cisel vyhovugjici rov-
nict

\3/7332 — 132y + Ty? = |z —y| + 1.

RESENT: Ze zadani plyne symetrie tilohy, nebot zaménou x, y se dand rovnice
nezméni. Pokud tedy (z,y) je feSenim ulohy, pak je feSenim i dvojice (y, z).
Pro x = y lze danou rovnici prepsat do tvaru 75 = 1, z ¢ehoz plyne z = 1.
Dvojice (z,y) = (1;1) je fesenim tlohy.
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Necht z # y a zaroven x > y (v opacném pripadé vzhledem k symetrii
staci zaménit x,y, pricemz se postup nezméni). Existuje tedy prirozené ¢islo
n = x — y a zadani tlohy je mozné zapsat ve tvaru

\3/7(3/ +n)?2—13(y +n)y+ 7y2 =n+ 1.
Umocnénim dané rovnice a naslednou tupravou lze ziskat rovnici
v +yn=n>—4n® +3n + 1.

Vynéasobenim celé rovnice 4 a pfi¢tenim n? k obéma strandm rovnice obdr-
Zime

2y +n)? =4n® — 150> + 12n+4 = (n — 2)*(4n + 1). (3.3)

Jelikoz pripady n = 1 a n = 2 nedavaji smysl, pak nutne n > 2. Dale musi
platit, ze 4n+1 je druhou mocninou racionédlntho ¢isla (2y+n)/(n—2). Jelikoz
c¢islo 4n 4 1 je liché cislo, musi byt druhd mocnina daného racionalniho ¢isla
lich4. Nutné tedy existuje celé nezaporné ¢islo k spliiujici 4n+1 = (2k +1)?,
tj. n = k? + k. Vzhledem k nerovnosti n > 2 plati k > 2. Dosazenim za n
do rovnice (3.3) plyne

u+ Kk +k)? =K +k—2)%02k+1)* = (2k> + 3k* =3k — 2)%. (3.4)

Jelikoz plati 2k3 + 3k* — 3k — 2 = (k — 1)(2k* + 5k +2) > 0, Ize rovnice (3.4)
odmocnit (na obou strandch rovnice jsou kladna ¢isla). Po snadné tpravé
obdrzime

y=k+k*— 2k — 1.

Vzhledem k nerovnosti k > 2 je ziejmé, ze y = (k3 — 1)+ (k —2)k je pfirozené
sloatedyia, tj. o =y+n=y+k>+k=~kF+2k* -k 1.

ZAVER: Vsechna FeSeni dané tlohy jsou (z,y) € {(1;1), (k* + 2k* — k — 1;
K3+ k*— 2k —1), (k3 + k* — 2k — 1; k3 + 2k* — k — 1)}, kde k je pfirozené
¢islo vétsi nez 1.

Nasledujici priklad je prevzat ze Stredoevropské matematické olympiady
(MEMO), pri¢emz pfi feseni tlohy jsou pouzity elementarni metody feseni.

Priklad 37 (MEMO 2021 — Problem 7' — 7)
Urcete vsechny uspordadané dvojice (n,p) prirozenych cisel, kde p je prvo-
cislo a plati
1+24+...+n=3-(1>+2>+... +p%).
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RESEN{: JelikoZ pro libovolné piirozené &slo [ plati 1 +2+...+1 =) 5
124224 .. . +12= %,1 lze zadani tlohy prepsat do tvaru
n(n+1)=plp+1)2p+1). (3.5)

Z rovnice (3.5) plyne, zZe p déli n nebo n + 1.

V prvnim pripadé n = kp, kde k € N. A tedy rovnice (3.5) prejde do tvaru
k(kp+1) = (p+ 1)(2p + 1). Z rovnice navic plyne

k=1 (mod p),

tj. p | (k—1) a zaroven je mozné tuto rovnici snadno prepsat jako kvadratickou
rovnici s neznamou p

20"+ (3 —K)p+(1—k)=0.

Diskriminant dané kvadratické rovnice je D = (k* — 3)? + 8(k — 1). Pokud
k =1, pak n = p. Z této moznosti neplyne zadné teseni. Pro k£ > 1 plati
D > (k* — 3)2. Vzhledem k tomu, ze D musi byt druhou mocninou celého
nezdporného éisla, plati D > (k? — 2)%. Lze tak ziskat nerovnici

(k* =3)* +8(k — 1) > (k* —2)%

Z této nerovnice plyne 2(k — 2)? < 5, coz plati pouze pro k € {1;2;3}. Pri-
pad k =1 je jiz vyFesen. Pro k = 2 musi platit p | (2 — 1) = 1, coz je spor.
Pro k = 3 plati p | 2, tedy p = 2. Dvojice (k,p) = (3;2) ovSem nevyhovuje.

V druhém pripadé, kdy p | (n + 1), tedy plati n + 1 = kp, kde k je
prirozené ¢islo. Dand rovnice piejde do tvaru k(kp — 1) = (p+ 1)(2p + 1).
Analogicky s prvnim piipadem plati tentokrat p|(k + 1) a zéroven je mozné
rovnici prepsat na kvadratickou rovnici s neznamou p

2 + (3 —k)p+1+k=0.

Diskriminant této kvadratické rovnice D = (k? — 3)* — 8(k + 1) musi byt
ostie mensi nez (k* — 3)?, tedy D < (k* — 4)2. Z ¢ehoz plyne 2(k — 2)? < 23,
coz je splnéno pro k < 5. Jelikoz navic p | (k + 1), p musi délit jedno z ¢isel
2;3;4;5;6. Vzhledem k tomu, ze p je prvocislo, pak p € {2;3;5}. Postupnym
dosazenim do rovnice (3.5) obdrzime pouze jedno Feseni.

ZAVER: Dana tloha m4 jediné feSeni (n, p) = (5;2).

IPlatnost téchto vzorcti lze dokazat napiiklad principem matematické indukce.
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Ulohy, které je mozné fesit elementarnimi metodami, 1ze také najit v deské
Matematické olympiadé (MO) v kategoriich A a B, jak ilustruji nasledujici
ctyri priklady.

Priklad 38 (MO 59-B-S-3)
Urcete vsechny dvojice celyjch kladnych cisel m a n, pro néz plati

37 4+ 27™ = n3.

RESENT: Nejprve se dand rovnice upravi do tvaru 37 = n3 — 27™. Déle lze
rozdil tretich mocnin na pravé strané rovnice rozlozit na soucin

37=(n—3")(n*+n-3™+9™).

Jelikoz na levé strané rovnosti je prvocislo 37 a na pravé strané je soucin
dvou celych ¢isel (druhy ¢initel je vétsi nez 1), plati

n—3"=1 (3.6)

n?+n-3™+ 9™ =37 (3.7)
Prom > 2jen*+n-3™+9™ > 92 > 37. Tedy nutné m = 1. Z rovnice (3.6)
plyne n = 1 + 3™ = 4. Zkouskou se lze snadno piesvédcit, Ze 37 + 27! = 43,
nebo staci ovérit, ze dvojice m = 1, n = 4 vyhovuje rovnici (3.7).
ZAVER: Dana tloha m4 jediné feseni (m,n) = (1;4).
Priklad 39 (MO 59-A-II1-1)

Urcete vsechny dvojice celyjch kladnych cisel a a b, pro néz plati
4% 4+ 4a® + 4 = V*.

RESENT: Z dané rovnice plyne, ze b? je sudé ¢islo vétsi nez 4%, Tedy b je sudé
¢islo vétsi nez sudé cislo 2. Plati b > 2% + 2, odkud

4"+ 40> +4 =0 > (2°+2)* =4°+4-2° + 4.

7 ¢ehoz bezprostfedné plyne a? > 22, tedy a < 4. Dale se dokdze pomoci
matematické indukee, Ze opaéné nerovnost a? < 2¢ plati pro kazdé celé a > 5.
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Pro a = 5 obdrzime nerovnost 25 < 35. Dale je mozné predpokladat, ze
plati a®> < 2% pro nékteré a > 5. Po vynasobeni dané nerovnice dvéma se
ziskd 2a? < 2°*1. KyZend nerovnost (a + 1)? < 2t je dusledkem nerovnosti
(a + 1)* < 2a? kterd je ekvivalentn{ s nerovnosti 1 < a(a — 2). Posledni
uvedend nerovnost plati pro libovolné a > 5. Tim je dikaz indukei hotov.

Z vyse uvedeného odstavce plyne, ze v kazdé hledané dvojici celych klad-
nych ¢isel (a,b) musi platit a < 4. Postupnym dosazenim hodnot a € {1;2;
3;4} do rovnice 4% + 4a® + 4 = b* obdrzime dvé TeSeni.

ZAVER: V oboru celych kladnych ¢isel ma dand dloha pravé dvé feseni, a to
(a,0) € {(2;6), (4;18)}.

Priklad 40 (MO 68-A-TI-2)

Najdéte viechna celd ¢isla m a n, pro kterd plati n™ ' = 4m? + 2m + 3.

RESENI: Ze zadani tlohy si lze viimnout, Ze obé strany dané rovnice jsou celd
¢isla. Navic éslo n~! mé zfejmé stejnou paritu jako ¢islo n. Cislo 4m?+2m+3
je vzdy liché, tudiz i n musi byt liché. Tedy &slo n — 1 je sudé. Cislo n™*
je proto druhou mocninou lichého ¢isla (ze dvou moznych zékladi je mozné
vzit ten kladny). Zavedenim substituce n" ! = k?, kde k je kladné liché ¢islo,
se ziska rovnice

k* = 4m?* + 2m + 3. (3.8)

Prava strana rovnice (3.8) snadnou tpravou piejde do tvaru

1\? 11
k2:(2 ) —.
m+2 + 1

Néslednym vynasobenim rovnice ¢islem ¢tyfi obdrzime rovnici, kde na obou
stranach rovnice jsou cela ¢isla:

4k* = (4m +1)* + 11.
Tuto rovnici je mozné upravit do soucinového tvaru:
(2k —4m —1)(2k +4m + 1) = 11.

Soucin celych ¢isel a = 2k —4m — 1 a b = 2k + 4m + 1 je roven 11, pfitom
jejich soucet a + b = 4k je cislo kladné. Tedy i obé ¢isla a a b jsou kladna.
Jelikoz 11 je prvocislo, pak {a,b} = {1;11}. Zfejmé tedy 4k = 12 neboli
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k = 3. Z rovnosti a = 5 — 4m pak pro a = 1 plyne m = 1. Pro a = 11 zadné
celoéfselné m neexistuje. Nésledné z rovnice n"~! = k? = 9 plyne n = 3.

ZAVER: Dan4 tloha pravé jedno feseni, a to (m,n) = (1;3).

Piiklad 41 (MO 66-A-1-1)
Najdéte vsechna prvocisla p, pro néz existuje prirozené cislo n takové, Ze
p" + 1 je treti mocninou nékterého prirozeného cisla.

RESENT: Podle zadani tlohy lze predpokladat, Ze pro pfirozené ¢islo a plati
p" +1=a? (zfejmé a > 2). Tato rovnost se dale upravi tak, aby bylo mo7né
jednu stranu rovnice rozlozit na soucin:

p'=a’—1=(a—1)(a®>+a+1).

Odtud pro a > 2 plyne, ze éisla a — 1 i a®? + a+ 1 jsou mocninami prvocisla p
(s kladnymi celoc¢iselnymi exponenty).

Pro a > 2 tak plati a — 1 = p* neboli a = p* + 1, kde k je kladné celé
¢islo. Po dosazeni do trojélenu a® 4+ a + 1 lze ziskat hodnotu p** + 3p* + 3.
Jelikoz a — 1 = p* < a®> + a + 1, je uréend hodnota trojclenu a® + a + 1 vyssi
mocninou prvocisla p. Plati tedy

p* | p** 4+ 3pF +3 neboli p* | 3.
Z ¢ehozplynep=3ak=1,atedy a = p*+1 = 4. Cislo a>+a+1 = 21 viak
neni mocninou tii, tudiz pro a > 2 neexistuje zadné prvocislo p vyhovujici
podminkam tlohy pro jakékoliv prirozené ¢islo n.

Pro a = 2 se ziska rovnice p” = 7, z které plyne p = 7.

ZAVER: Existuje pravé jedno prvocislo vyhovujici podminkdm tlohy, a to
p=".

Nasledujici tloha je soutézniho typu a lze ji Tesit metodou faktorizace.

Priklad 42
Reste rovnici
n’+8=2"

kde m,n € 7Z.
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RESENT: Ziejmé plati, Ze m je celé nezéporné &slo, jelikoz levd strana dané
rovnice je celym ¢islem. Rovnici lze snadnou tpravou prevést do tvaru
(n42)(n* —2n +4) =27 .27 = 2™

kde p,q jsou celd nezaporna cisla, pro néz plati p + ¢ = m. Jelikoz plati
n? —2n+4 = (n — 1)? + 3 a zdroven ¢&islo n? — 2n + 4 musi byt mocninou
c¢isla 2, pak nutné n je sudym cislem. Tj. n = 2a, kde a € Z. Dany vyraz je
mozné prepsat do tvaru

n?—2n+4=(n—1)*+3 = (2a—1)*+3 = 4a* —4a+4 =2*-(a*—a+1) = 2°.

7 vyse uvedené rovnosti plyne, ze vyraz a? —a+ 1 musi byt rovnéZ mocninou

&isla 2. Toho lze dosdhnout jen v piipadé, kdy a®? —a+1 = 2° = 1, nebot plati
a*—a+1=ala—1)+1. (JelikoZ je soucin dvou po sobé jdoucich celych ¢isel
sudy, je dany vyraz lichym ¢islem.) Resenim rovnice a> —a+ 1 = 1 obdrzime
dvé moznosti a = 0 nebo a = 1.

Pro a = 0 je n = 0 a po dosazeni do zadani ulohy se ziskd Teseni

(mv n) = (3; 0).

Analogicky pro a = 1 je n = 2, pfi¢emz opétovnym dosazenim do zadani
obdrzime feseni (m,n) = (4;2).

ZAVER: Dana tloha ma pravé dvé Feseni ve tvaru (m,n) € {(3;0), (4;2)}.

K procvic¢eni problematiky polynomicko-exponencialnich diofantovskych
rovnic je zde dale uvedena dvojice nefesenych tloh, které navazuji na reseni
predchézejicich tloh; lze je opét Tesit uzitim metody faktorizace.

Priklad 43

V oboru celyjch cisel reste rovnici
1+ +2”+2° +2' +2° =2V
[RESENT: (z,9) = (0;0).]

Piiklad 44 (K6MalL, Vol 69/5, 2019, C. 1546)
Reste rovnici
z? — 18z 4 80 = 2¢,

kde z,y € 7Z.

Ndvod: Rovnici lze prepsat do tvaru (z — 8)(x — 10) = 2¥ a ddle ji fesit
podobné jako priklad 32.

[RESENG: (2,y) € {(6:3), (12;3)}]
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Kapitola 4

Exponencialni diofantovské
rovnice

Ctvrté ¢ast disertacni prace je vénovana exponencialnim diofantovskym
rovnicim, které se mj. obcas vyskytuji v riznych matematickych soutézich.
Exponencidlni diofantovské rovnice jsou takové rovnice, v nichz celociselné
neznamé maji charakter exponentii danych exponencialnich funkei s celoci-
selnymi zaklady vétsimi nez 1. V této Casti prace jsou zkoumdany nékteré typy
exponencialnich diofantovskych rovnic o dvou neznamych ve tvaru

a® — b =, (4.1)

kde x, y jsou neznamé z oboru prirozenych ¢isel, a,b > 1 jsou dana prirozena
¢isla, a ¢ je dané celé ¢islo (¢ # 0).

Z historického hlediska se zkouméni téchto exponencialnich rovnic datuje
az do roku 1343 k matematikovi Levi ben Gershonouv.

4.1. Catalanova hypotéza

Pro ¢ = 1 vyslovil jiz v roce 1844 belgicky matematik Eugene Charles
Catalan zajimavou hypotézu, kterou dokazal az v roce 2002 rumunsky ma-
tematik Preda Mihdilescu (od té doby se nazyva téz Mihailescuova véta).
Tato hypotéza obsahuje tvrzeni, ze jediné dvé po sobé jdouci mocniny pfi-
rozenych ¢&isel jsou 23 a 32. Roku 1974 Robert Tijdeman aplikoval metodu
z teorie transcendentnich cisel, aby ukazal, Ze existuje konstanta c takova,
ze exponenty po sobé jdoucich mocnin jsou mensi nez c. Vzhledem k tomu,
ze dalsi vysledky prace matematikti ukazaly, ze parametr ¢ je vazan na zmi-
néné exponenty, byla vyslovena domnénka, Ze rovnice (4.1) mé feSeni jen
v omezeném poctu pripadi parametru c.
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Véta 4 (E. Ch. Catalan)
Diofantovskd rovnice ve tvaru

o — b =1,

kde a,b,x,y jsou hledand prirozend cisla vétsi neZ 1, mad pravé jedno resent,
a to (a,b,z,y) = (3;2;2;3).

Problematikou téchto rovnic a rovnic jim podobnych se zabyvalo mnoho
dalsich matematikii, zejména S. S. Pillai' a M. A. Bennett®. DileZitym

vysledkem v této oblasti je ndsledujici véta publikovanad v [6] a zminénd
napr. v [20] a [33].
Véta 5

Necht a,b jsou dand prirozend cisla veétsi nez 1, pak diofantovskd rov-
nice (4.1), kde x,y jsou neznamé z oboru prirozengch cisel a ¢ je dané celé
nenulové cislo, ma nejuyse dve resent.

Specialné pak pro a = b+ 1 plati nasledujici véta.
Véta 6 (M. A. Bennett, 2003, viz [7])

Necht b, ¢ jsou dand prirozend cisla, b > 2, pak diofantovskd rovnice

(b+1)7 =] ¢, (4.2)
ma v oboru prirozenych cisel nejvyse jedno reseni s vyjimkou
(0,c) € {(21),(2;5),(2;7),(2:13),(2;23), (3;13)}.

V prunich dvou pripadech md rovnice (4.2) pravé 3 resent, v poslednich ctyrech
pripadech md prave 2 resend.

Diikaz této véty je mozno nalézt v [7]. V této kapitole jsou déle uvedeny
elementdrni metody Teseni nékterych specialnich exponencialnich diofantov-
skych rovnic ve tvaru 3* — 2¥ = ¢, resp. 2Y — 3* = ¢, kde z,y jsou neznamé
z oboru prirozenych ¢isel a ¢ je dané prirozené ¢islo. Tyto rovnice lze zapsat
souhrnné ve tvaru (4.2) pro b = 2, tj.

|37 —2Y] = c.

P1i feseni této a nasledujicich tloh se vyuziva predevsim metody faktori-
zace (soucinového tvaru rovnice) a ¢iselnych kongruenci.

LSubbayya Sivasankaranarayana Pillai (1901 — 1950) - indicky matematik, zamé&tujici
se na teorii ¢isel. Jeho prispévek k Waringovu problému popsal v roce 1950 K. S. Chan-
drasekharan jako témér jisté jeho nejlepsi dilo a jeden z nejlepsSich uspéchu v indické
matematice od doby Ramanujana.

2 Michael A. Bennett (1965 — dosud) - kanadsky matematik zabyvajici se diofantovskymi
aproximacemi a teorii ¢isel.
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Priklad 45
V' oboru prirozenych cisel reste rovnici

3 =2=1.
RESENI: Dand rovnice lze zapsat ve tvaru

3" —1=2Y (4.3)
Pro z =1 plyne y = 1.

Je-li x > 2, pak y > 3. Levou stranu rovnice (4.3) je dale mozné upravit
podle znamého vzorce

A" —B"=(A—B)(A"' 4+ A" ?B+4 ...+ AB"* + B" )

pro libovolna redlna ¢isla A, B (zde A = 3, B = 1) a libovolné pfirozené
¢islo n.
B—D(B3"+372 4. . +324+3+1)=2Y,
t].
T AT+ P33+ 1=200 (4.4)
Vzhledem k tomu, Ze vyraz na pravé strané (4.4) je délitelny dvéma, musi
byt délitelnd dvéma i leva strana. To nastane, pokud je na levé strané (4.4)

sudy pocet séitanci. Nutné plati x = 2k, kde k je vhodné prirozené ¢islo.
Rovnice (4.3) lze pak upravit do tvaru

3 —1=03"+1@EF-1)=2v

Ziejmé 3F +1 = 2™ a 38 — 1 = 2", kde m,n jsou celd nezapornd ¢isla,
m >mnam+n = y. Zarovei ale plati (3*+1)— (3*—1) = 2. Takze 3" +1 =4
a3®—1=2tj. k=1, neboli x = 2 a z rovnice (4.3) plyne y = 3. Zkouskou
(je zde soucasti feseni) se lze presvedcit o spravnosti ziskaného Teseni.

ZAVER: Dané rovnice, jejiz feSeni bylo hleddno v oboru pfirozenych éisel,
ma pravé dvé feseni, tj. (z,y) € {(1;1),(2;3)}. Nalezeny vysledek je tedy
ve shodé s vétou 5.

Podobné je mozné tesit také nésledujici tlohu.

Priklad 46
V oboru prirozengjch cisel reste rovnici

2 — 3" =1,
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RESEN{: Nejprve se dana rovnice upravi do tvaru
3" =2Y—1. (4.5)

Pro y = 1 nemé dand uloha feseni v oboru prirozenych cisel. Jestlize
y > 2, pak z > 1.

Po upravé pravé strany rovnice (4.5) se ziska
3| (20 4282 42242 41).

Tedy 3 | (2v714+2v"24...+2242+1), z éehoZ (podobné jako v ptikladu 45)
nutné y = 2k, kde k je vhodné prirozené ¢islo. S ohledem na tuto podminku
je mozné prepsat rovnici (4.5) do tvaru

3F=2%_1=02"+1)2"-1).

Dals{ postup je analogicky jako v prikladu 45. Cisla 2F 4+ 1 a 2F — 1 jsou
tedy mocninami ¢isla 3 a zaroveti je jejich rozdil roven 2. Plati tudiz 2 +1 = 3
a 28 — 1 = 1. Zkouskou se snadno presvédéi, Ze nalezenéa dvojice (1;2) je fe-
Senim tulohy.

ZAVER: Dand rovnice md pravé jedno feSeni v oboru prirozenych disel, a
to ve tvaru (z,y) = (1;2).

Prvni dva ptiklady lze souhrnné povazovat za rovnici [3* —2Y| = 1, pro niz
v oboru prirozenych ¢isel existuji prave 3 feseni, a to (z,y) € {(1;1), (1;2),
(2;3)}, coz je ve shodé s tvrzenim véty 6.

Nasledujici priklad nazorné ukazuje, ze zkoumané exponencialni diofan-
tovské rovnice tvaru (4.2) nemaji feSeni v oboru prirozenych ¢isel pii volbé
nekterych hodnot celého ¢isla ¢ na jeji pravé strané.

Priklad 47
V oboru prirozengch cisel reste rovnici

30w =2 (4.6)

RESEN{: Dan rovnice po tGpravé piejde do tvaru 3% = 2¥ + 2. Jelikoz y > 1,
lze rovnici prepsat do tvaru

37 =2(2v" 1+ 1),
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avsak 2 t 3” pro kazdé pfirozené x, coz znamend, ze rovnice (4.6) nemd resent
v oboru prirozenych ¢isel.

PozNAMKA: Vysledek piikladu 47 lze zobecnit volbou ¢isla ¢ = 2k v rovnici
137 — 2¥| = ¢, kde k je dané pfirozené ¢islo. Analogicky se d4 postupovat
i pro ¢ = 3k. Ve vsech téchto pripadech neméa dana rovnice feseni v oboru
prirozenych cisel.

Dale jsou v této kapitole uvedeny diofantovské rovnice 3% — 2Y = 5 a
2Y — 3% = 5, tj. rovnice |3" — 2¥| = 5.

Priklad 48
V oboru celyjch cisel reste rovnici

3" =2V 4 5.

RESEN{: Ze zaddni je patrné, Ze exponenty x, y v dané rovnici jsou celd
nezaporna cisla. Dale lze rovnici prepsat do tvaru

3 —1=2Y+4. (4.7)
Odtud plyne, ze 3* > 5, tj. x > 2. Plati tudiz
2 +4=3"-1>3"-1=8,
tedy 2¥ > 4, tj. y > 2.

Protoze (3 —1) = (3—1)(3*" 1 +3*2+...43+1), rovnice (4.7) nasledné
prejde do tvaru

2(3° 43" 24 434+ 1) =2V +4=2%(2"2 1),

tudiz 2 | (3" ' +3"2+ ...+ 3+ 1), a tedy n musi byt sudé ¢islo (x = 2k,
kde k je prirozené ¢islo). Rovnici (4.7) je nyni mozné prepsat do tvaru

3 1=2v+4=2%2v"2+1)
a po uprave
B 1= (3 -1 () + B 43 ) =420+ 1),
Po dalsi (snadné) tpravé lze ziskat rovnici
2(E)M (B 43 =2 L (4.8)

Odtud plyne, Ze leva strana rovnice (4.8) je délitelnd dvéma. Totéz musi spl-
novat i prava strana. To vsak nastane, praveé kdyz y = 2, a tedy x = 2.

ZAVER. Uloha m4 jediné Fedeni, a to
(z,y) = (2;2).
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Priklad 49
V' oboru prirozenych cisel reste rovnici

2Y — 3% = 5.
RESEN{: Dand rovnice po snadné tpravé prejde do tvaru
3" =2Y—5. (4.9)

Vyraz 3% na levé strané (4.9) nabyva kladnych hodnot, tudiz 2 —5 > 0, a
tedy y > 3. Nyni lze rovnici (4.9) upravit do tvaru

3" —3=2V_38. (4.10)

Protoze y > 3, plati
3 —3=2%2v7"~1).

Je tedy 23 | (3% — 3), tj. 23 | 3(3*7 — 1). Jelikoz 23 1 3, pak 23 | (3*7! —1).
Je-li = 1, z rovnice (4.10) plyne feseni (z,y) = (1;3). V piipadech, kdy
x > 2 a tedy y > 4, se na obou stranich rovnice (4.10) vyskytuje pfirozené
¢islo. Necht 23 = 3*71 —1, tedy x = 3. Z rovnice (4.9) se ziskd y = 5. Existuje
tudiz dalsi Teseni ve tvaru (z,y) = (3;5). Konecéné, jestlize x > 4, pak lze
rovnici (4.9) upravit do tvaru

37 81 = 2V — 86, (4.11)
Déle se rovnice (4.11) upravi do tvaru
81(3°7* — 1) = 2¥ — 86.

Tedy 81 | 2¢ — 86 = 2(2¢~! — 43). Jelikoz 81 t 2, pak 81 | (2v~! — 43).
Nejmensi mocnina ¢isla 2, ktera vyhovuje posledni podmince o délitelnosti
cislem 81, je y — 1 = 22. Dale pak vyhovuji ¢isla 76; 130; 184; atd. Plati
tedy y = 23 + 54k, kde k je vhodné celé nezdporné ¢islo. Zaroven je mozné
rovnici (4.11) upravit do tvaru

37 — 81 =2(2v' —43).

Cislo 2 déli 3° — 81 = 81(3*~* — 1). Protoze 2 { 81, plati 2 | 3*7* — 1.
Nejmensi vyhovujici mocnina ¢isla 3 je x —4 = 0. Déale pak 2; 4; 6; atd. Pak
tedy © = 4 + 2, kde [ je vhodné celé nezaporné cislo. Rovnice 2¥ — 3% =5
lze tedy prepsat do tvaru

223+54k o 34+21 — 223 . 254k‘ _ 81 3 32l — 223 . (254)k‘ o 81 X 9l — 5 (412)
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7 kongruenci

22 = 3 (mod b),
20 = -1 (mod 5),
81= 1 (mod 5),

9=-1 (mod5)

a jejich vyuzitim v (4.12) plyne kongruenc¢ni exponenciélni rovnice
3-(=1)*=1-(-1)" (mod 5). (4.13)

Jelikoz pro vSechna celd nezaporna cisla n plati, ze (—1)" nabyvéa pouze
hodnot 1 a —1, nemd kongruenéni rovnice (4.13), a tedy ani rovnice (4.12)
v oboru prirozenych c¢isel, feseni. Dana tloha ma v oboru prirozenych cisel
pravé 2 feseni, coz je v souladu s vétou 5.

ZAVER: Dand tloha ma pravé dvé feSeni v oboru prirozenych ¢isel, a to

(z,y) € {(1;3),(3;5)}.

Rovnice |3 — 2Y| = 5 m& tedy v oboru prirozenych ¢isel celkem tii feSeni
(z,y) € {(1;3),(2;2),(3;5)}, coz je opét v souladu s vétou 6.

Priklad 50

V oboru prirozenych cisel reste rovnici
3 =2 =T1.

RESENT: Ze zadani je patrné, Ze x > 2, a tedy y > 1. Danou rovnici lze tedy
upravit do tvaru

3" —9=2V_2. (4.14)

Pokud z = 2, pak se snadno ziska FeSeni, kterym je dvojice (z,y) = (2;1).

V pripadech, kdy x > 3, prejde rovnice do tvaru
3" — 27 =2Y —20. (4.15)
Z rovnice (4.15) plyne, Ze y > 5. Déle se tato rovnice upravi do tvaru
27(3°7% — 1) = 2¥ — 20.

Tedy 27 | 2 —20 = 4(2v=2 —5). Jelikoz 27 1 4, pak 27 | 2¥~2 — 5. Nejmensi
mocnina ¢isla 2 vyhovujici této podmince je y — 2 = 5. Dale pak 23; 41; 59;
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atd. Proto y = 7+ 18k, kde k je vhodné celé nezaporné ¢islo. Rovnici (4.15)
je mozné upravit do tvaru

3% — 27T =4(2V"2 - 5).

Cislo 4 délf 37 —27 = 27(3*~3 —1). Protoze 4 1 27, plati 4 | 33 — 1. Nejmensf
vyhovujici mocnina ¢isla 3 je zde z — 3 = 0. Dale pak 2; 4; 6; atd. Odtud
x = 3+ 2l, kde [ je vhodné celé nezaporné ¢islo. Rovnici 3% —2Y = 7 1ze nyni
prepsat do tvaru

33Tl Ttk — 97. 3% 128 . 218 = 27. 9" — 128.262 144" = 7. (4.16)

Z kongruenci

27=-1 (mod 7),

= 2 (mod?7),

128= 2 (mod 7),
262144 = 1 (mod 7)

a jejich vyuzitim v (4.16) plyne kongruencni exponencidlni rovnice
(-1)-2'—=2-1"=0 (mod 7). (4.17)
Podminkou pro Feseni kongruenéni rovnice (4.17) je splnéni kongruence
2! =5 (mod 7). JelikoZ viak pro viechna celd nezadpornd ¢isla n davaji ¢isla

2™ pii déleni sedmi pouze zbytky 1;2;4, neméd kongruencni rovnice (4.17),
ani rovnice (4.16), Feseni v oboru pfirozenych cisel.

ZAVER: Refenim dané tlohy je tedy jedind dvojice (z,y) = (2;1).

Priklad 51
V' oboru prirozenych cisel reste rovnici

Y -3"="T.

RESENI: Zfejmé y > 3, piitom pro y = 3 nemd rovnice feSeni v oboru piiro-
zenych cisel.

Pro y > 4 lze danou rovnici upravit do tvaru

2 16=3"—9. (4.18)
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Leva strana rovnice (4.18) je evidentné vétsi nebo rovna 0, a tudiz x > 2.
Pro y = 4 obdrzime feSeni (z,y) = (2;4).

Jestlize y > 5, pak ze zadani plyne x > 3. Pro x = 3 vsSak neexistuje
pfirozené ¢islo y spliujici rovnici 2¥ — 3% = 7. Je-li & > 4, lze rovnici (4.18)
upravit do tvaru

2 88 = 3% — 81, (4.19)
Déle rovnice (4.19) prejde do tvaru
2Y — 88 =81(3"* —1).

Tedy 81 | 2¥ — 88 = 8(2¢73 — 11). Jelikoz 81 { 8, pak 81 | 2¥73 — 11.
Nejmensi vyhovujici mocnina éisla 2 je y — 3 = 13. Dale pak 67; 121; 178;
atd. Nutné tedy y = 16 + 541, kde [ je dané celé nezaporné ¢islo. Zaroven lze
rovnici (4.19) upravit do tvaru

8(2v7% —11) = 3" — 81.

Tedy 8 | 3% — 81 = 81(3*~* —1). Protoze 8 1 81, tak 8 | 3¥~* — 1. Nejmensi
vyhovujici mocnina ¢isla 3 je x — 4 = 0. Dalsi mozné mocniny jsou pak 2; 4;
6; 8; atd. Proto x = 4 + 2k, kde k je vhodné celé nezaporné cislo. Rovnice
2Y — 3% = 7 prejde do tvaru

216+54l . 34+2k — 48+27l - 92+k — (28+27l - 32+k)(28+27l 4 32+k) =7.

Jelikoz 28+27 + 32tk je plirozené ¢islo (vétsf neZ 2), je také 2827 — 32+F
prirozené ¢islo. Vzhledem k tomu, Ze 7 je prvocislo, plati 28427 4 324k = 7 a
28+270 _ 324k — 1. Ode¢tenim téchto dvou rovnic obdrzime rovnici 32+% = 3.
Tedy pro exponent 2+k plati 24+k = 1. Protoze zaroven x = 442k = 2(2+k),

pak x = 2, coz je vSak ve sporu s predpokladem z > 4.

ZAVER: Resenim dané tilohy v oboru piirozenych ¢sel je jedind usporadand
dvojice (z,y) = (2;4).

Rovnice |3" — 2Y| = 7 m& pravé 2 Teseni v oboru prirozenych d¢isel, tj.
feseni ve tvaru (z,y) € {(2;1),(2;4)}, coz je opét v souladu s vétou 6.

Déle jsou v této kapitole uvedeny priklady exponencialnich diofantov-
skych rovnic (priklady 52 — 54) tvofici tzv. gradovany retézec wiloh (viz napf.
[27]), které byly vyuzity v 62. roéniku (v roce 2013) MO v kategorii B.
Ukazuje se tak, ze uvedena problematika je vhodna také pro ptripravu mate-
maticky nadanych zaki.

66



Priklad 52
Urcete vsechny trojice (a,b, c) prirozenych cisel, pro které plati

2° + 4" = 8",
[RESENT: (a,b,c) = (6n —4;3n—2;2n—1), kde n je libovolné ptirozené &islo]

Priklad 53
Dokazte, Ze Zddnd z rovnic

327 4+ 6Y = 2013,
132" — 6Y| = 2013

nemd reseni v oboru prirozenych cisel.

Priklad 54
Urcete vsechny trojice (a,b, c) prirozengch cisel, pro néz plati

2a+2b+1 + 4@ + 16b — 4°.

[RESENT: (a,b,c) = (2t;t;2t + 1), kde ¢ je libovolné piirozené ¢islo]

Podobné tulohy se vyskytuji v poslednich letech i v zahrani¢nich mate-
matickych soutézich. Dokladem toho je mj. nasledujici iiloha, ktera je fesena
v oboru celych nezédpornych cisel. K nalezeni jejitho Teseni lze pritom vyu-
zit elementarnich metod popsanych v predchézejicich ¢astech této disertacni
préace.

Piiklad 55 (Srbskda MO — 2019)
Urcete vsechny dvojice (x,y) nezdpornych celijch éisel splniugici rovnici

27 = 5Y 4 3.
RESEN{: Danou rovnici lze prevést pomoci ekvivalentni Gipravy na rovnici
20 4 =5 1. (4.20)

Prava strand rovnice (4.20) je vétsi nebo rovna 0, tudiz pro levou stranu musi
platit nerovnost 2* — 4 > 0, tj. x > 2. Jestlize x = 2, pak z dané rovnice
plyne y = 0. Existuje tedy feseni (z,y) = (2;0). Je-li x > 3, je mozné zadani
ulohy prepsat ve tvaru

27 —8 =5 —5. (4.21)
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Leva strana rovnice (4.21) po tpravé piejde do tvaru:
8(2°7% —1) =5¥ — 5. (4.22)

Pro z = 3 je levd strana rovnice (4.22) rovna nule, pak 5¥ — 5 = 0, neboli
y = 1. Druhé feseni dané tlohy je (x,y) = (3;1). V ostatnich pripadech,
kdy = > 4, a tedy y > 1, z rovnice (4.22) plyne 8 | 5¥ —5 = 5(5¥"! — 1).
Protoze 8 1 5, musi 8 | 5¥7! — 1. Tedy 5Y~! — 1 = 8k, kde k € N. Nejmens{
mozné prirozené k, pro které existuje celociselné y, je k = 3, pro néz y = 3.
Po dosazeni do rovnice (4.20) obdrzime z = 7. Tretim FeSenim tlohy je tak
usporadand dvojice (x,y) = (7;3). Z véty 5 pak plyne, ze dalsi Teseni dana
uloha mit nemtze.

ZAVER: ReSenfmi dané tlohy v oboru celych nezdpornych ¢&sel jsou uspo-
radané dvojice (z,y) € {(2;0),(3;1),(7;3)}.

Priklad 56 (IMO 2008 - Problem N1)
Necht n je dané celé cislo a p je prvocislo. Dokazte, Ze pro a,b,c, které
jsou celd cisla vyhovujici rovnicim

a4+ pb="0b"~+pc=c"+ pa,
plati a = b = c.

RESENI: Ze zadani tlohy je ziejmé, Ze pokud dvé ¢sla z celych &isel a, b, ¢ jsou
si rovna, pak jsou si rovna vSechna tii. Lze predpokladat, ze a # b # ¢ # a.
Po snadné tpravé prvnich dvou rovnic plati a” — b = —p(b — ¢). Analogicky
vzhledem k symetrii tilohy se ziskaji cyklické rovnice. Vynasobenim téchto
rovnic pak obdrzime rovnici

a®—=bt" bt —c" " —a" 3

= —p’. (4.23)

a—b b—c c—a

Pokud n je liché cislo, pak vyrazy a™ — b™ a a — b musi mit stejné znaménko.
Jejich podil musi byt kladné &slo, coZ je spor s vyrazem —p?, ktery je nutné
zaporny. Tedy n = 2k, kde k£ je vhodné celé cislo.

Dale je mozné predpokladat, ze p je liché prvocislo. Vyraz
a® — b
a—>b

tudiz musi byt taktéz lichym cislem. Plati n = 2k a dany soucet je liché
¢islo, prave kdyz a, b jsou ruzné parity. Analogicky vysledek plati po cyklické

=a" ' +a" b+ 4
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zameéneé i pro dvojice b, ¢ a ¢, a. Tedy a, b, ¢,a musi byt stridavé rizné parity,
coz je ziejmé nemozné.

Pro p = 2 ze zadani tlohy plyne, Ze a, b, c musi byt stejné parity. Proto lze

rovnice (4.23) délit virazem p* = 23. Rovnici (4.23) je moZné zapsat ve tvaru

P T N RS Y N R N i Qg
2 a—>b 2 b—rc 2 c—a

= 1. (4.24)

Kazdy z ¢initelit v rovnici (4.24) nutné musi byt roven £1. Tedy a*+b* = £2.
Pokud by bylo k sudé é&islo, pak a* + b* = 2, z ¢ehoz |a| = |b] = 1. Plati
tedy a® — b* = 0, coz je spor s rovnici (4.24). Cislo k je tudiz liché. Soucet
ak4+-b* = £2 je délitelny 2. JelikoZ a, b maji stejnou paritu, proto a+b = +2.
Cyklicky se ziskd b+c = +2 a c+a = +2. Ve dvou z téchto uvedenych rovnic
musi byt stejna znaménka, proto alespon dvé ¢isla a, b, ¢ si musi byt rovna.
Coz je spor s prvotnim predpokladem, ze a # b # ¢ # a.

ZAVER: Dukaz, ze pro celd ¢isla a, b, ¢ v danych rovnicich plati a = b = ¢, je
timto ukoncen.

Nasledujici dveé tulohy jsou prevzaty z ¢eské Matematické olympiady.

Piiklad 57 (MO 71-A-S-3)
Urcete viechny dvojice kladnyjch celych cisel a a b, pro néz plati a®° = b°.

RESENT: Vynasobenim dané rovnosti ¢islem a®/b® lze ziskat

Gy -

Mocnina na levé strané takto upravené rovnosti je celym ¢islem, prave kdyz
je jeji zaklad k = a/b celé (dokonce kladné) ¢islo. Po dosazeni a = kb prejde
rovnost do tvaru k¥ = (kb)®. Odtud po vydéleni exponentit éslem b obdrzime
k* = kb neboli b = k¥, tudiz a = kb = k*.

ZAVER: Viechna Tesen{ dané tlohy jsou ve tvaru (a,b) = (k¥; k*=1) kde k > 1
je libovolné celé cislo.

Piiklad 58 (MO 71-A-III-5)
Najdéte viechna celd ¢isla n, pro kterd je c¢islo 2" 4+ n? druhou mocninou
néjakého celého cisla.
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RESENI: Ze zadani tlohy plyne, Ze v pifpadé celého n < 0 neni &slo 2" 4 n?
celé, natoz druhou mocninou celého cisla.

Pro n = 0 plati 2" +n? = 1 = 12. Tedy n = 0 spliluje podminky dané
tlohy.

Déle pro n € N lIze zadani tlohy prepsat do tvaru rovnice

27L + n2 — 7,’,127
kde m je hledané celé cislo. Tuto rovnici je mozné po snadné tpravé prepsat
do soucinového tvaru

2" = (m —n)(m+n). (4.25)

Odtud ziejmé m > n > 1. Z rovnice (4.25) plyne, ze m—n = 2* am+n = 2°,
kde a, b jsou celd ¢isla spliujici 0 < a < b a a + b = n. Pivodni nezndmé m
a n lze vyjadrit ve tvaru
20 4 20 2b — 90
2 2

Ztejmé a # 0, jinak by oba zlomky mély liché citatele a ¢isla m,n by tak
nebyla celd. Dosazenim n = (2° — 2%)/2 do rovnosti a + b = n obdrzime
ekvivalentni rovnici s rovnici (4.25)

m

2a + 2b = 2" — 2¢ (4.26)

pro nové celociselné neznamé a a b splnujici nerovnost 1 < a < b.

Déle se dokaze, ze v pripadé b > 6 rovnost (4.26) nelze splnit. Z nerov-
nosti a < b plyne 2a+2b < 4b a zaroven 2° —2¢ > 20— 201 = 2b=1 Gtadf tedy
ukézat, Ze 4b < 2°71 pro kazdé celé b > 6. Ditkaz se provede matematickou
indukci. Pro b = 6 se ziskd pravdiva nerovnost 24 < 32. D4 se tedy predpo-
kladat, Ze pro néjaké b > 6 plati 4b < 2°~!. Vynasobenim dvéma obdrzime
nerovnost 8b < 2°, odkud s pfihlédnutim ke zfejmé nerovnosti 4(b + 1) < 8b
lze ziskat dokazovanou nerovnost pro hodnotu b + 1.

Staci tedy provérit zbyvajicich 10 pripadi, kdy plati 1 < a < b < 5. Po-
stupnym dosazenim do rovnice (4.26) se ziskd pouze jedno celoc¢iselné feSeni

(a,b) = (2;4), kterému odpovidé dvojice (m,n) = (10;6).

ZAVER: Vsechna Feseni dané tlohy jsou n € {0;6}.
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4.2. Specialni exponencialni
diofantovska rovnice

Exponencidlnimi diofantovskymi rovnicemi v této c¢asti disertacni prace
rozumime diofantovské rovnice, v nichz celociselné neznamé maji zpravidla
charakter exponentii danych exponencidlni funkci se zdkladem x a y, kterymi
jsou navzajem ruznd prirozend cisla vétsi nez 1, tj. ve tvaru

2" =y" +a,

kde a je dané prirozené cislo a m,n jsou celoc¢iselné neznamé. Tato podka-
pitola se zamétruje na specidlni typ exponencialnich diofantovskych rovnic,
ktery je fesen pomoci elementarnich metod na jednotlivych ptikladech. Jed-
nim z prinost disertacni prace je zobecnéni feseni tohoto typu exponencial-
nich diofantovskych rovnic.

Uvedené priklady 59 — 61 jsou feseny pomoci metody faktorizace. Pri-
klad 59 byl uveden v predchozi podkapitole jako ptiklad 48. Pro ucelenost
problematiky specidlniho typu exponencialnich diofantovskych rovnic je zde
opét uveden s mirné pozménénym resenim.

Priklad 59
V oboru celyjch cisel Teste rovnici

3" = 2" 5,

kde m,n € Z.

RESEN{: Ze zad4ni je patrné, Ze exponenty m, n v dané rovnici jsou celd
nezaporna cisla. Dale lze rovnici prepsat do tvaru

3 —1=2"+4. (4.27)
Odtud plyne, ze 3™ > 5, tj. m > 2. Plati tudiz
2" +4=3"-1>3"-1=38,
tedy 2" > 4, tj. n > 2.

Protoze 3™ — 1 = (3 —1)(3™ ! +3™ 2 + ...+ 3+ 1), rovnice (4.27) se
nasledné upravi do tvaru

2(3m 4324 4+ 34+1)=2"+4=2%(2"2 4 1),
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tudiz 2 | (3™' +3m72 4+ ... + 3 + 1). Jednotlivé s¢itance daného souctu
nejsou délitelné ¢islem 2, ovsem po dvojicich (ke kazdému v poradi zprava
lichému scitanci pri¢teme v poradi nasledujici sudy s¢itanec) je jiz dany sou-
cet délitelny c¢islem 2. Tedy m musi byt sudé ¢islo. Vytknutim nejvétsi mozné
mocniny ¢isla 3 z kazdé dvojice se ziska ¢iselny vyraz 3+ 1 = 4. Tzn. z kazdé
dvojice daného souctu lze vytknout 4. Rovnice (4.27) se nyni prepise do tvaru

2(4-3™ 2 443" 4 44374+ 4) =22(2" 2 4+ 1).
Po snadné tpravé prejde rovnice do tvaru
2(3mM 24 3m 4 4324+ 1) =27 4 1 (4.28)

Odtud plyne, ze leva strana rovnice (4.28) je délitelnd dvéma. Totéz musi
splnovat i prava strana. To vSak nastane, pravé kdyz n = 2, a tedy m = 2.

ZAVER. Uloha m4 jediné Fedeni, a to
(m,n) = (2;2).

Priklad 60
V oboru celyjch cisel reste rovnici

9™ = 2" + 65,

kde m,n € Z.

RESEN{: Podobné jako v piikladu 59 je patrné, Ze exponenty m, n v dané
rovnici jsou celd nezdporna ¢isla. Déle 1ze rovnici prepsat do tvaru

9™ —1=2"+64. (4.29)
Ziejmé plati 9™ > 65, tj. m > 2. Plati tudiz
2"+ 64=9"—1>9>—1=80,
tedy 2" > 16, tj. n > 4.
Dalsi postup je analogicky jako v prikladu 59. Vyraz 9™ —1 lze zapsat ve tvaru
(9—1)-(9™ 1 4+9™ 24 . .49+1) a 2"+64 ve tvaru 24-(2""1+4). Rovnice (4.29)
prejde do tvaru

(9—1)- (9™ 4 9m 2 4 4+9+1)=2" (2" 4+ 4),
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tudiz nutné plati 2 | (9™ 1 4+9™"2+...4+9+1). Podobné jako v prikladu 59
Ize vytknout z jednotlivych dvojic s¢itanct ¢islo 9 +1 = 10, a tedy vyraz
gm=l 4y gm=2 4+ + 9+ 1 piejde do tvaru 92 .10 + ... + 9% - 10 + 10.
Po vytknuti ¢isla 10 se ziska rovnice (4.29) ve tvaru

10-(9™" 2 +...+9%+1)=2- (2" +4). (4.30)

Z tohoto tvaru rovnice (4.30) ovSem plyne 5 | (2" + 4), neboli 2"~* musi
davat zbytek 1 pti déleni ¢islem 5. Prvni mozné celoc¢iselnd mocnina n, kde
n >4, jen = 4. Dale pak n = 8, n = 12, atd. Cislo n musi byt ve tvaru
n =4k, kde k € N.

Pokud navic n > 5, 1ze danou rovnici (4.30) prepsat do tvaru:
59" 24+, +9°4+1)=2-(2""42)

Jelikoz 2 1 5, pak nutné 2| (9™2 + ...+ 92 + 1). Z tohoto vztahu plyne, Ze
vyraz obsahujici sé¢itance sudych mocnin ésla 9 1ze piepsat do tvaru 9™~ 4.824
+...+ 9% 82+ 82. Po vytknut{ ¢isla 82 se ziskd rovnice (4.30) ve tvaru

82-5- (9" 4+ . 49 +1)=2.-(2"7 +2). (4.31)
Upravou rovnice (4.31) obdrzime 41-5- (9™ *4...49*+1) = 2"° 42, neboli
41 | (27 +2). Cislo 2"~ déva zbytek 39 pii déleni ¢islem 41. Prvni mozna
celo¢iselnd mocnina je n = 16. Déle pak n = 36, n = 56, atd. Cislo n musi

byt ve tvaru n = 200 + 16, kde | € Ny. Zaroven n = 4k, tzn. 4k = 20[ + 16.
Tedy k =51 + 4.

Pokud navic n > 6, je mozné danou rovnici (4.31) zapsat ve tvaru
41-5- (9™ 4.+ 9+ 1) =2 (2" 0+ 1). (4.32)

Jelikoz 2 1 5, 2 1 41 pak nutné 2 | (9™ *+...4+9*+1). Na zdkladé predchoziho
postupu lze prepsat vyraz 9™ % + ... 4+ 9* 4+ 1 do tvaru 9™ 2. 6562 + ...+
+9% - 6562 + 6 562. Po vytknuti ¢isla 6 562 se ziska rovnice (4.32) ve tvaru

6562-41-5- (9" % +... +9® +1)=2-(2"0+1). (4.33)
Po snadné tipravé piejde rovnice (4.33) do tvaru 17-193-41-5- (9™ 4 4. .. +
494 4-1) =276 41, neboli 17 | (2776 4+ 1). Cislo 275 dava zbytek 16 pii dé-
leni ¢islem 17. Prvni mozna celo¢iselna mocnina je n = 10. Dale pak n = 18,
n = 26, atd. Cislo n musi byt ve tvaru n = 8p + 10, kde p € Ny. Zéroveti

n =4k ak =5l+4, tzn. 4- (5l +4) = 8p+ 10. Jelikoz 4 | 8 a 4 1 10, obdrzime
spor. Tedy mocnina n mize byt nejvyse ¢islo 5.
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Staci provérit dvé moznosti:
a) Jestlize n = 4, pak po dosazeni do zadani tlohy plyne m = 2.
b) Jestlize n = 5, pak neexistuje zddna celoc¢iselnd hodnota m spliujici
zadéani tlohy.

ZAVER. Uloha mé pouze jedno Fefent, tj. usporadanou dvojici (m,n) = (2;4).

Priklad 61
V oboru celyjch cisel reste rovnici

33™ = 2" + 1025,

kde m,n € Z.

RESENT: Stejné jako v piikladu 59 a 60 je zfejmé, Ze exponenty m,n jsou
v dané rovnici celd nezaporna ¢isla. Dale se rovnice prepise do tvaru

33m — 1 =2"41024. (4.34)
Ziejmé plati 33" > 1025, tj. m > 2. Plati tudiz
2" 41024 =33" —1>33%—1=1088,
tedy 2" > 64, tj. n > 6.

Dalsi postup je analogicky s postupy v prikladech 59 a 60. Vyraz 33™ — 1 lze
zapsat ve tvaru (33 —1)-(33™7!1 +33m24+ ... 433+ 1) a 2"+ 1024 ve tvaru
26 (2776 +16). Rovnice (4.34) prejde do tvaru

(33—1)-(33™ 1 +33" 24+ ... +33+1) =25 (2" 0 + 16),

tudiz nutné 2 | (337! +33™2 4+ ... + 33 + 1). Podobné jako v pifkladech
59 a 60 lze vytknout z jednotlivych dvojic s¢itancti 33 + 1 = 34 a tedy vyraz
33m71433m72 + ...+ 33+1 se piepiSe do tvaru 33™2-34+ ...+ 33234+ 34.
Po vytknuti ¢isla 34 se ziska rovnice (4.34) ve tvaru

34-(33m 4. +33+1)=2- (2% +16). (4.35)

Z rovnice (4.35) ovSem plyne, ze 17 | (2"7% + 16), neboli 2775 d4vd zbytek 1
pri déleni ¢islem 17. Prvni mozna celoc¢iselnd mocnina n, kde n > 6, je n = 6.
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Dale pak n = 14, n = 22, n = 30, atd. Cislo n musi byt ve tvaru n = 8k + 6,
kde k£ € Ny.

Pokud navic n > 7, je mozné danou rovnici (4.35) prepsat do tvaru:
17-(33™ 24 ... 4332 +1)=2-(2" " +8)

JelikoZ 2 1 17 pak nutné 2| (3372 + ... + 33% + 1). Z tohoto vztahu plyne,
ze vyraz 33™72 + ...+ 33% + 1 piejde do tvaru (33™~*-1090 + ... + 33* -
1090 + 1090). Po vytknuti ¢isla 1090 se ziska rovnice (4.35) ve tvaru

109017 (33" +...+33" +1)=2- (2" " +8). (4.36)

Po snadné tpravé prejde rovnice (4.36) do tvaru 17 -5- 109 - (334 + ... +
+33%4+1) = 27748, neboli 5 | (277 +8). Cislo 2"~ 7 d4va zbytek 2 pii délenf
¢islem 5. Nejmensi vyhovujici celoéiselnd mocnina je n = 8. Déle pak n = 12,
n = 16, n = 20, atd. Cislo n musi byt ve tvaru n = 4148, kde [ € Ny. Zaroveti
n=8k+6an=41+8, tzn. 8k+6 =4-(1+2). Jelikoz 4 | 8 a 41 6, ziskdme
spor. Mocnina n tedy muze byt nejvyse ¢islo 6.

Dosazenim n = 6 do zadani tlohy obdrzime m = 2.
ZAVER. Uloha mé pouze jedno FeSeni, tj. usporadanou dvojici (m,n) = (2;6).
Na zakladé prikladt 59 — 61 lze dany typ tlohy zobecnit a provést zobec-

néné odhady pro exponenty m a n.

ZOBECNENI: Nechf 2™ — 1 = 2" +2%+2 kde z je liché piirozené é&islo (z > 3)
ax—1=2% [ je dané nezdporné celé ¢islo a exponenty m,n jsou celd
¢isla vystupujici v dané rovnici jako neznamé.

V takto zobecnéné tloze si lze vSimnout, ze m, n jsou vzdy celd nezdporna
¢isla (dokonce prirozend Cisla). Ziejmé tedy plati

Ak+2
™ — 1> 2%,

neboli
o™ > %2 4

Po snadné tpravé plyne

m > log, (22 +1).
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Jelikoz m € Ny a zéaroven plati z = 2%+! + 1, pak
1 <log, (2" 4+ 1) < 2.

Tedy m > 2.

Na zakladé odhadu pro m plati nerovnost 2 — 1 < 2" 4 24%+2 Kkterou je
mozné upravit do tvaru z? — 1 — 2%+2 <27 Jelikoz n € Ny, pak

n > log, (z? — 1 — 2%+2),

Plati z = 2%+ + 1, tudiz

n Z logg (24k+2 4 22k+2 4 1 o 24k+2 o 1)7

n > log, 2272

Tedy n > 2k + 2.

Z prikladt 59 — 61 Ize dokonce vyvodit nasledujici tvrzeni, které je jednim
z prinosu této disertacni prace, véetné dikazu za pouziti pouze elementar-
nich prostredka.

TVRZENL: Zobecnénd tloha 2™ — 1 = 27 + 2%+2 kde = je liché prirozené
¢islo (x > 3) a x — 1 = 2%k je dané nezdporné celé cislo a exponenty
m,n jsou celd cisla vystupujici v dané rovnici jako nezndmé, md prdave jedno
reseni ve tvaru (m,n) = (2;2k + 2).

DUKAZ: Dtikaz tvrzeni je rozdélen na dvé ¢asti. V prvni éasti se dokaZe, Ze
usporadand dvojice (m,n) = (2;2k +2) je feSenim zobecnéné tlohy. V druhé
casti se posléze ukaze, ze toto reseni je jediné mozné.

Dosazenim m,n do zadani dlohy se ovéri, zda je usporadana dvojice
(2;2k + 2) feSenim zobecnéné tlohy pro libovolné nezdporné celociselné k.
Ziska se tak rovnice

g% — 1 = 22k 2 4 gtk+2 (4.37)

Pomoci jednoduché tpravy (z2—1 = (x — 1)(z + 1)) obdrZime rovnici (4.37)
ve tvaru
(IB . 1)(1, + 1) _ 22k:+1(2 + 22k+1).
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Jelikoz plati x — 1 = 22%*1 je mozné rovnici (4.37) upravit do finalntho tvaru

22k+1 (2 + 22k+1) — 22k+1(2 + 22]{?4-1)'

Prvni ¢ast dukazu, ze vzdy existuje feSeni dané rovnice, je timto dokazana.
V nésledujici casti se dokaze, ze toto nalezené reSeni je jediné mozné.

Lze predpokladat, ze existuji dalsi feseni ve tvaru:

a) Necht (m,n) = (2;2k + z) je FeSenim, kde z je pfirozené ¢islo a z > 3.
Po dosazeni do zobecnéné rovnice a naslednymi apravami pak plati

Xz
(x o 1)(x + 1) — 22k+1(22—1 + 22]4:-1—1)7
22k+1(2 4 22k+1) — 22k+1(2z71 + 22k+1>
2 + 22k+1 _ 22’—1 + 22k+17
2 =2"""1

2 1 — 22/€+Z + 24k’+2’

Pri¢emz rovnost nastane, pravé kdyz z = 2. To je ovSem spor s tim, ze
z > 3.

b) Necht (m,n) = (y; 2k 4+ 2) je fesenim, kde y je ptirozené ¢islo a y > 3.
Dosazenim do zobecnéné rovnice a naslednymi tipravami lze ziskat rov-
nice

2V
(- +a2v 2+t r+ 1) = 222 4 22k
22k+1($y_1 + .',Uy_2 + L + T + 1) — 22k}+1<2 + 22]€+1)7
2V v a1 =24 22
Vi b+l =241

1 — 22k+2 4 24k+2

Rovnost nastane, pravé kdyz y = 2. To je ovSem spor s predpokladem,
zey > 3.

¢) Necht je fesenim i usporadéana dvojice (m,n) = (y; 2k + z), kde y > 2
a zaroven 2k + z > 2k + 2. Plati tedy nésledujici dvé rovnice

gV — 1 = 2%ktz 4 otk t2 (4.38)
g% — 1 = 22k F2 4 gth+2 (4.39)

Odectenim rovnice (4.39) od rovnice (4.38) obdrzime rovnici

ny o :EQ — 22k‘+2 _ 22]€+2‘ (440)
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Postupnymi tpravami rovnice (4.40) se ziska

22 (292 — 1) = 2212571 L 9),

2 — D)2V +2¥ 1) = 2% (25— 2),

Q2 (V3 ¥ 1) = 2227 9,
VP4V ) =20 -2

Roznasobenim levé strany posledni uvedené rovnice a vytknutim ¢isla 2
z pravé strany prejde rovnice do tvaru

eVt et a? =2(2772 1), (4.41)

Tedy 2 | (x¥" ' +2v=2+ ...+ 2% +2?). Jelikoz 2 § x* (x je liché pfirozené
¢islo), pak nutné 2 | (¢ +2v~* + ... + 2 + 1). To lze splnit jenom
tehdy, kdyz y je sudé ¢islo (vzhledem k predpokladu y > 4). Déle se
rovnice (4.41) upravuje néasledovné

P+ D@+ 1) =222 - 1),
22 (2% 4 ) (a2t 1) = 2(2772 - ).
Jednoduchou tupravou je mozné ziskat rovnici
222 )@ 2 ) =2 1 (4.42)

Vyraz (228 +1) | (2572 — 1), tedy zlomek (2°72 —1)/(2%* + 1) musi byt
celé ¢islo (dokonce prirozené ¢islo). Z tohoto zlomku plyne predpoklad,
ze z — 2 > 2k. Plati tedy

2272 —1  or2b-2 2272k72 +1

2%k 11 2%k 41 7
tzn. dany zlomek je prirozenym ¢islem pravé tehdy, kdyz je prirozenym
¢islem i zlomek (227272 4-1)/(2%% + 1). Z daného zlomku plyne dalsi
predpoklad, ze z — 2k — 2 > 2k a plati

2z—2k—2 +1 B 2z—4k—2 2z—4k—2 -1

2%k 41 22k 41 7

tzn. zlomek je prirozenym c¢islem pravé tehdy, kdyz je prirozenym c¢is-
lem (nebo 0) i zlomek (22742 —1)/(2?% 4 1).

Timto postupem je mozné pokracovat dale. Lze tedy predpokladat, ze
algoritmus neskon¢i po konecném poctu krokt, je nekonecny, tim pa-
dem i pocet podminek pro z jde k nekonec¢nu pro libovolné k£ € N.
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Cislo z musi byt vétsi nez viechny meze plynouci z algoritmu, tzn. ta-
kové z € N neexistuje. Pro k = 0 plyne 2 = (2° +1) | (2°72—1), kde
2772 —1 je bud ¢islo liché, nebo je rovno 0 pro z = 2. Z prvniho piipadu
vyplyva spor, nebot zadné liché ¢islo neni délitelné ¢islem 2. V druhém
pripadé je spor s predpokladem, nebot z > 2.

Algoritmus tedy nutné kon¢i po konecném poctu kroki. Rovnéz je
ziejmé, ze musi konc¢it po sudém poctu kroku a tedy z = 4kp + 2,
kde k,p € N (v pfipadu b) je feSena moznost k = 0). Zaroven plati,
ze y musi byt sudé, tedy y = 2[, kde [ € N a [ > 2. Rovnici (4.40)
za pouziti vztahu z? = (2281 4 1)2 = 2442 4 22642 1 1 |ze prepsat
do tvaru

xy72 . (24k+2 4 22k+2 + 1) o 1 — 2z72 X 22k+2 + 24k+2.

Vyuzitim vztaht z = 4kp + 2 a y = 2] obdrzime rovnici ve formé

l,?l—? . (24/€+2 _|_ 22k‘+2 + 1) _ 1 — 24kp X 22k+2 _|_ 24k’+2' (443)

Rovnost v rovnici (4.43) nastane prave tehdy, kdyz p = 0 (implikuje
[ = 1), coz je spor s predpoklady [ > 2,p € N. Jinak by bylo mozné
upravovat rovnici (4.43) nasledovné:

1,2172 X .’L'Q — 24k+2 4 22/€+2 4 1 4 (24kp o 1) X 22k+2
le—2 . $2 — 12 + (24k‘p . 1) . 22k+2

22 (-1 =2 —1)-2- (2 —1)

Tedy 22 | (2*%7 — 1) -2 (z — 1). Jelikoz 22 t 2 a 22 { (z — 1), pak
C thp » 24k‘p -1 24kp -1

by nutné z* | (2*P — 1). Tudiz zlomek 2 T gt ok

by musel byt celym c¢islem. Pokracovanim vyse popsaného procesu by

bylo mozné ziskat nekoneéné mnoho podminek pro p € N, které by

vytvarely nekonecné klesajici posloupnost prirozenych cisel, coz neni

mozné. Tedy p musi byt rovno 0.

ZAVER: Zobecnénd tiloha m4 pravé 1 feseni, a to
(1, n) = (2:2k +2),

kde £ € Ny.
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Ve vyse dokazaném tvrzeni o jistém specidlnim typu exponencialnich dio-
fantovskych rovnic byly pouzity pouze elementarni metody feseni, zejména
metoda faktorizace. Déle zde byla zminéna skutecnost, ze neexistuje neko-
necnd klesajici posloupnost prirozenych ¢isel, znama jako Fermatova metoda
nekone¢ného klesani (viz napr. v [1, 8]). Tento dikaz ndzorné ukézal, ze i
pri Teseni slozitéjsich tloh v oblasti diofantovskych rovnic lze efektivné vyu-
zit elementarni metody feseni stfedoskolské matematiky:.
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Cilem disertac¢ni prace byla sumarizace poznatki, zkoumani a analyza
elementarnich metod feseni diofantovskych rovnic vyskytujicich se v riznych
matematickych soutézich. Zvlastni diraz byl kladen predevsim na polyno-
micko-exponencialni a exponencialni diofantovské rovnice. V ramci ¢tyr ka-
pitol byly prezentovany elementarni metody teseni diofantovskych rovnic,
pricemz jednotlivé postupy reseni byly ukazany na konkrétnich tlohach. Cela
disertacni prace byla koncipovana tak, aby byla snadno uchopitelna pro uci-
tele i zaky strednich skol a mohla mj. slouzit i jako prostiedek k ptipraveé na-
danych zakl na matematické soutéze narodniho i mezinarodniho charakteru.
Za vlastni prinos lze povazovat zejména popis a zpracovani polynomicko-
exponencialnich a exponencialnich diofantovskych rovnic fesenych predevsim
pomoci elementarnich metod a dale pak vytvoreni studijnitho materialu o dio-
fantovskych rovnicich, jez jsou feSeny s vyuzitim tzv. Gaussovych celych cisel.

Prvni kapitola prace byla vénovana prehledu zakladnich metod feseni a
ma slouzit jako uvedeni do problematiky diofantovskych rovnic. Druha ¢éast
byla zamérena na vyuziti metody Gaussovych celych cisel pri feseni urci-
tého typu kvadratickych diofantovskych rovnic o dvou neznamych. Struktura
této casti prace umoznuje jeji vyuziti jako ,manudl pro zacateéniky . Treti
sekce pojednavala o polynomicko-exponencialnich diofantovskych rovnicich,
pricemz byla zpravidla pouzivina metoda faktorizace. Uvedené priklady byly
razeny od nejjednodussich rovnic daného typu po obtiznéjsi. V tlohach se vy-
skytovaly i priklady z matematickych soutézi, které lze rovnéz resit popsanou
metodou faktorizace. Exponencialnim diofantovskym rovnicim a metodam
jejich Teseni byla vénovana c¢tvrta kapitola, v niz byla zminéna Catalanova
hypotéza. Na zakladé praci kanadského matematika Benneta zde byla vy-
slovena véta, jez byla v této casti disertacni prace ovérena pomoci elemen-
tarnich metod (metoda faktorizace a vyuziti ¢iselnych kongruenci). Kapitoly
treti a c¢tvrta, zabyvajici se elementarnimi metodami Teseni polynomicko-

Vvev
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sertacni prace. Posledni ¢ast byla zamérena na specidlni typ exponencialnich
diofantovskych rovnic, ktery byl fesen opét pomoci elementarnich metod.
7 teseni prezentovanych prikladi vyplynulo, Ze tento typ rovnic ma vzdy
pravé jedno teseni v oboru celych ¢isel. Jednim z prinosi zavéreéné casti
prace je zobecnéni urcitého typu exponencialnich diofantovskych rovnic a
vyjadreni obecného tvaru feSeni véetné dikazu, ktery je veden pomoci ele-
mentarnich metod.

Diléi myslenky a zavéry uvedené v této praci byly prezentovany na semi-
nari z didaktiky matematiky a elementarni matematiky na Katedfe algebry
a geometrie Univerzity Palackého v Olomouci (10. prosince 2019) a na kon-
ferencich TDID-ERC (16. fijna 2021) a ICERI 2022 (7. listopadu 2022). Vy-
brané casti prace byly publikovany v casopise Matematika — Fyzika — In-
formatika [21, 23, 29], v Casopise Notes on Number Theory and Discrete
Mathematics [21] a ICERI Proceedings [22].
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Conclusion

The aim of the dissertation was the summarization of findings, investi-
gation and analysis of elementary methods of solving Diophantine equations
occurring in various mathematical competitions. Particular emphasis was
placed on polynomial-exponential and exponential Diophantine equations.
Within four chapters, elementary methods of solving Diophantine equations
were presented, while the individual solution procedures were shown on spe-
cific problems. The entire dissertation was conceived in such a way that it
would be easy for teachers and secondary school students to grasp and could
serve, among other things, as a means of preparing gifted students for natio-
nal and international mathematical competitions. The description and pro-
cessing of polynomial-exponential and exponential Diophantine equations,
solved primarily using elementary methods and the creation of study mate-
rial on Diophantine equations, which are solved using the so-called Gaussian
integers, can be considered a personal contribution.

The first chapter of this thesis was devoted to basic methods and is in-
tended to serve as an introduction to the given issue. The second part was
focused on using the method of Gaussian integers to solve a certain type
of quadratic Diophantine equations with two unknowns. The structure of
this part of the work allows it to be used as a ,manual for beginners“. The
third section dealt with polynomial-exponential Diophantine equations, while
the factorization method was usually used. The given examples were ordered
from the simplest equations of the given type to the more difficult ones. In the
tasks, there were also examples from mathematical competitions, which can
also be solved by the described method of factorization. The fourth chapter
was devoted to exponential Diophantine equations and their solution me-
thods, in which Catalan’s hypothesis was mentioned. Based on the work of
the Canadian mathematician Bennet, a theorem was stated here, which was
verified in this part of the dissertation using elementary methods (method of
factorization and the use of numerical congruences). Chapters three and four,
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dealing with elementary methods of solving polynomial-exponential and ex-
ponential Diophantine equations, were the focus of the dissertation. The last
part was focused on a special type of exponential Diophantine equations,
which was solved again using elementary methods. Solving the presented
examples, it was possible to notice that this type of equation always has
exactly one solution in the field of integers. One of the contributions of the
final part of the thesis is the generalization of a certain type of exponential
Diophantine equations and the expression of the general form of the solution,
including the proof, which is carried out using elementary methods.

Partial ideas and conclusions presented in this dissertation were presen-
ted at a seminar on didactics of mathematics and elementary mathematics
at the Department of Algebra and Geometry of the Palacky University in Olo-
mouc (December 10, 2019) and at the TDID-ERC conference (October 16,
2021) and ICERI 2022 (November 7, 2022). Selected parts of the work were
published in the journal Matematika — Fyzika — Informatika [21, 23, 29],
in the journal Notes on Number Theory and Discrete Mathematics [24] and
ICERI Proceedings [22].
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