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Anotace

Diplomova prace se zabyva predstavenim Kalmanova filtru a moznosti jeho vyuziti
v ruznych aplika¢nich doménach. Pozornost je zamérena na podrobny teoreticky vy-
klad algoritmu i na praktické aspekty implementace. Kromé pitivodniho Kalmanova
filtru jsou zminény také ruzné dalsi algoritmy vychazejici z jeho podstaty, které byvaji
souhrnné oznacovany jako Kalmanovy filtry. Aplika¢ni Cast prace se vénuje zejména
pouziti Kalmanova filtru pii feseni tilohy indoor lokalizace a dale ukazuje rovnéz moz-
nosti uplatnéni v analyze ¢asovych rad a ve zpracovani obrazu. Soucasti prace je také

implementace predstavenych algoritmi a aplikac¢nich tloh v prostiedi MATLAB.

Annotation

Title: Kalman Filters

The diploma thesis deals with the presentation of the Kalman filter and its applications
in different areas. The attention is focused on the detailed theoretical description of
the algorithm and on the practical aspects of its implementation. Besides the standard
Kalman filter, other algorithms developing its fundamental idea are mentioned. These
algorithms are known as the Kalman filters. The practical part of the thesis is devoted
mainly to the use of the Kalman filter in indoor localization. Other applications from
the field of time series analysis and image processing are shown at the end. The presen-

ted algorithms and the solutions of practical problems are implemented in MATLAB.
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1 Uvod

Kalmanuv filtr je nastroj slouzici k odhadovani neznamych stavi stochastickych linear-
nich dynamickych systému na zakladé namérenych dat zatizenych sumem. Algoritmus
ma svij puvod v 60. letech minulého stoleti, od té doby byla jeho zakladni myslenka

vyuzita v fadé aplika¢nich domén nejen technického charakteru. Pro zajimavost, Kal-

[20].

Cilem prace je podrobné predstavit algoritmus Kalmanova filtru se zamérenim na jeho
teoreticky vyklad i aspekty praktické implementace. Pozornost je rovnéz vénovana
dalsim algoritmim vychéazejicim z podstaty Kalmanova filtru, které byvaji souhrnné
oznacovany jako algoritmy Kalmanovy filtrace & Kalmanovy filtry. Ukolem préce je
také ukazat moznosti vyuziti Kalmanovych filtri v riznych aplika¢nich oblastech.

Predstavené algoritmy a demonstraéni tlohy jsou pak implementovany v prostiedi

MATLAB.

Prvni ¢ast prace se vénuje pripomenuti nékterych zakladnich pojmi a vychodisek z ob-
lasti linearni algebry, teorie pravdépodobnosti, statistiky a teorie dynamickych systémii,

které budou stézejni pro cely dalsi text.

Druhad ¢ast predstavuje algoritmus Kalmanova filtru, uvadi jeho odvozeni, popis vlast-
nosti, diskuzi predpoklad a poznamky k praktické implementaci. Princip fungovani
Kalmanova filtru je ukazan na jednoduchém ilustracnim prikladu. Déle se tato cast za-
byva i priblizenim dalsich Kalmanovych filtrii, pricemz pozornost je zamétrena zejména

na algoritmy umoznujici resit tilohu nelinearni filtrace.

Posledni ¢ast prace se zabyva aplikacemi Kalmanova filtru a z néj vychazejicich algo-
ritmt. Hlavni prezentovanou aplikacni doménou je indoor lokalizace, nebof navigace,
lokalizace a sledovani pohybu jsou typické oblasti, ve kterych Kalmanuv filtr nachazi
své uplatnéni. Predstaveno je nékolik moznosti pouziti principtt Kalmanova filtru pti fe-

Seni ulohy statické lokalizace i lokalizace dynamicky se pohybujicitho objektu. Popsané



algoritmy jsou nasledné otestovany na realnych datech a vysledky srovnany s klasic-
kymi lokaliza¢nimi technikami. Dale je sife vyuziti Kalmanova filtru demonstrovana

také na jeho aplikacich v analyze ¢asovych fad a ve zpracovani obrazu.



2 Zakladni pojmy a teoreticka
vychodiska

Nejprve budou struéné predstaveny nékteré pojmy a zakladni vychodiska z oblasti li-
nearni algebry, teorie pravdépodobnosti a teorie dynamickych systémt, které budou
dale v praci pouzivany. Zadefinovany ¢i vysvétleny budou jen stézejni pojmy a uve-
bezprostredné pracovano. Vice podrobnosti a definice dalsich pojmt v praci zminénych
jen okrajoveé, stejné jako nékterych vseobecné znamych elementarnich pojmi, 1ze nalézt
v odborné literature, naptiklad [5] a [36] (linearni algebra), [3] (teorie pravdépodobnosti

a statistika), [18] a [33] (dynamické systémy a jejich modely).

2.1 Uvedeni pojmt z oblasti linearni algebry

2.1.1 Definice matice a vektoru

Obecné bude v praci vse formulovdno v oboru redlnych ¢isel. Obdélnikové schéma

A € R™*" gestavené z redlnych c¢isel

ani Auzp ccc Afin)
A— Q1) Q2] - Qp2p)
Afm1]  Am2] " Q[mn]

se nazyva (realnd) matice typu m x n. Matice budou v textu oznacovany velkymi
tucnymi pismeny, prvek matice A nachdzejici se na pozici 7§ bude zapisovan jako af;j.
Symbol R™*" znac¢i mnozinu vSech realnych matic typu m x n. Je-li m = n, jedna se

o ¢tvercovou matici radu n.



n-rozmérnym aritmetickym sloupcovym vektorem se rozumi matice typu n x 1

radkovym vektorem je pak matice typu 1 x n

mT:(x[l} v I x[n]>.

Vektory budou znac¢eny malymi tué¢nymi pismeny, i-ty prvek vektoru & bude oznacovan

jako ;. Pro mnozinu vSech redlnych n-rozmérnych vektort je pouzit symbol R".

2.1.2 Vybrané typy matic se specialni strukturou

Necht A € R™" je ¢tvercova matice radu n. Matice A se nazyva

 horni trojihelnikova, jestlize pro kazdé i,j =1,...,n, 1 > j, je aj; = 0,
¢ dolni trojuhelnikova, jestlize pro kazdé 7,5 =1,...,n, ¢ < j, je aj; = 0,
e diagonalni, jestlize pro kazdé i,j = 1,...,n, i # j, je aj;) = 0,

« symetricka, jestlize pro kazdé ¢,j = 1,...,n, je ay; = ajy (resp. A = AT),

2.1.3 Regularni matice a matice inverzni

Opét necht A € R™™ je ¢tvercova matice fadu n. Inverzni matici k matici A se
rozumi matice A=t € R™", pro kterou plati AA™* = A~!A = I, kde I je jednot-
kova matice radu n. Matice A, k niz inverzni matice existuje, se nazyva regularni,

v opacném pripadé se hovori o matici singularni.

2.1.4 Pozitivné definitni a pozitivné semidefinitni matice

Nyni necht A € R™" je symetrickd matice fadu n. Matice A se nazyva
« pozitivné definitni, jestlize pro kazdy vektor £ € R”, z # 0, je ' Az > 0,
+ pozitivn& semidefinitni, jestlize pro kazdy vektor & € R", je ' Az > 0.

Budiz poznamenano, ze analogicky by bylo mozné definovat také matici negativné

definitni, negativné semidefinitni a dale matici indefinitni.
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Véta 2.1. Kazdd pozitivné definitni matice je requldarny.

Pro dikaz véty viz napt. [36, s. 94].

2.2 Zaklady teorie pravdépodobnosti a statistiky

2.2.1 Definice pojmu nahodné velic¢iny

Nahodnou veli¢inu lze zjednodusené popsat jako méritelnou funkci definovanou na
prostoru elementarnich jevu €2, jejiz kazdou hodnotou je redlné ¢islo (podrobnéji viz
napft. [3, s. 27]). Pojem nahodné veli¢iny je mozné zobecnit také na pripad n-rozmérného
vektoru. Nahodné veli¢iny byvaji v literature obvykle znaceny velkymi pismeny a jejich
konkrétni realizace potom pismeny malymi, v dalsich ¢astech prace vsak toto nebude
dodrzeno a bude upfednostnéno znaceni typicky pouzivané v souvislosti s Kalmanovym

filtrem a modely dynamickych systémai.

2.2.2 Distribuc¢ni funkce a funkce hustoty pravdépodobnosti

K popisu rozdéleni ndhodné veliciny X slouzi distribu¢ni funkce F', ktera je defi-
novana vzorcem F(x) = P(X < z), tzn. distribu¢ni funkce kazdému realnému ¢islu
x prirazuje pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X nabude hodnoty mensi ¢i rovné
tomuto ¢islu x. Derivace distribuéni funkce, pokud existuje, se nazyva hustota prav-
dépodobnosti a znaci se f. Zminéné pojmy lze analogicky definovat rovnéz pro vek-

torovy pripad, vice viz napf. [3, s. 37].

V textu se bude mozné setkat také s pojmem podminéné hustoty pravdépodob-
nosti nahodné veli¢iny X za podminky, ze ndhodnd veli¢ina Y nabyla konkrétni rea-

lizace y, toto lze vyjadrit vzorcem

_ fxy(z,y)
fxyy(zly) = )

kde fxy(z,y) je sdruzend hustota pravdépodobnosti veli¢in X,Y a fy(y) je marginalni

hustota pravdépodobnosti veli¢iny Y.

2.2.3 Neékteré charakteristiky nahodné veliciny

Pro stfedni hodnotu nahodné veli¢iny bude pouzivan ustdleny symbol E. V textu

prace bude obecné pracovano prevazné s vektorovymi nahodnymi veli¢inami, tedy necht



X = (X1, Xo,...,X,)T je n-rozmérnd vektorova nadhodné velic¢ina, stfedni hodnota
E(X) je vektor stfednich hodnot

E<X> = (E<X1>7 E<X2>7 te 7E<Xn>)T

Kovarianéni matice vektorové nahodné velic¢iny X je definovana jako

Pxx = E((X_ E<X>)(X_ E<X>)T>
Véta 2.2. Kovariancni matice je vidy symetrickd a pozitivné semidefinitni.

Symetrie kovarianéni matice je pfimo patrna ze vzorce, pro diikkaz pozitivni semidefi-

nitnosti viz napf. 3, s. 39].

Dale necht je navic Y = (Y1,Y5,. .., Y,,)T m-rozmérnd vektorova nahodn4 veli¢ina. Pro

vzajemnou kovarianc¢ni matici veli¢in X a Y lze zavést vztah

Pxy = E((X - E(X))(Y - E(Y))").

Budiz poznamenano, ze v pripadé obou téchto matic se lze v literature setkat s rtiznou

terminologii, naptiklad prvni z uvedenych matic byva nékdy nazyvana matici variancéni.

2.2.4 Nahodna veli¢ina s normalnim rozdélenim

Néhodna velicina X mé (Gaussovo) normalni rozdéleni, ma-li hustota pravdépodob-

nosti tvar
1 _(e-p)?

fla) = S

kde stfedni hodnota p a rozptyl o2 jsou parametry rozdéleni (toto bude znaceno
X ~ N(j1,0%)).

Je-li X n-rozmérna vektorova nahodna veli¢ina, ma X n-rozmérné normalni rozdé-
leni se stfedni hodnotou p a kovarianéni matici ¥, pokud pro (sdruzenou) hustotu
pravdépodobnosti vektoru plati
f(z) = 1 oM@ TS (2 p)
(2m)" det
Vyse uvedend definice vyzaduje, aby matice 3 byla pozitivné definitni (aby existovala

jeji inverze ¥71), obecné vsak Ize vicerozmérné normdlni rozdéleni definovat i jinym

zpusobem, pti kterém postacuje, aby tato matice byla pozitivné semidefinitni.

Predpoklad normalniho rozdéleni veli¢in byva ¢asty, proto budiz zminén specidlni vztah
tohoto rozdéleni k linedrnim transformacim (obecné pro vektorové ndhodné veliciny).

Dikazy obou vét uvadi napr. [33, s. 112].



Véta 2.3. Necht X je n-rozmérnd vektorovda ndhodnd velicina majici normdlni roz-
déleni se stredni hodnotou px a kovariancni matici Xxx, ddle necht A je nendhodnd
matice typu m X n a b je nendhodny m-rozmérny vektor. Potom ndhodnd velicina
Z = AX + b ma také normdlni rozdélent se stredni hodnotou puy; = Apx + b a kova-

riancni matici Lz, = AL xxAT.

Véta 2.4. Necht X a Y jsou vektorové ndahodné veliciny rozmeriu n resp. m, které
maji sdruZené normdalni rozdelent, a dale A a B jsou nendhodné matice typu p X n
resp. p X m. Pak ndhodnd velicina W = AX 4+ BY mad normdlni rozdeéleni se stredni
hodnotou pyw = Apx + Buy a kovariancni matici By = AL xx AT + AXxy BT +
BXy xAT + BXyyBT.

2.2.5 Nahodny proces

Nahodnym (nebo také stochastickym) procesem se rozumi mnozina {X (t),t € T},
jejiz prvky X (¢) jsou nahodné veli¢iny. Prvky mnoziny T' C R obvykle reprezentuji cas,
pfi¢emz ¢as mize byt chapan spojité ¢i diskrétné (v diskrétnim piripadé se nékdy misto
o ndhodném procesu hovori o ndhodné posloupnosti). Na nahodny proces lze pohlizet

také jako na funkci, jejimiz hodnotami jsou ndhodné veli¢iny.

Nahodny proces muze byt obecné n-rozmérny. V souvislosti s ndhodnym procesem
lze podobné zadefinovat a pouzit i predchozi uvedené pojmy a charakteristiky (viz
napr. [33, kapitola 4]). Gaussovsky ndhodny proces je mnozina nahodnych veli¢in X (¢),
které maji sdruzené normélni rozdéleni (¢t € F, kde F' C T' je konecnou podmnozinou

mnoziny 7).

Navic budiz zavedeny pojmy nekorelovanosti procesu v ¢ase a vzajemné nekorelovanosti

dvou procesu.

Néhodny proces {X(t)} (obecné n-rozmérny) je nekorelovany (v cCase), jestlize pro
vsechna t;,t; € T, t; # t;, plati

E((X(t:) — B(X(t:)))(X(t;) — E(X(t;)))") = 0.
Néhodné procesy {X(t)} a {Y(¢)} jsou vzadjemné nekorelované, plati-li pro vSechna

ti,t]‘ eT
E((X(t) — B(X(1:)))(¥(t;) — E(Y(1,))") = o.

Jinymi pojmy jsou nezavislost procesu v case a vzdjemna nezavislost procest. Nezavis-

lost implikuje nekorelovanost, obracena implikace obecné neplati, plati pouze v pripadé



gaussovskych ndhodnych procest, které vsak budou v préci v popredi zdjmu (oba po-
jmy tak ¢asto budou pouzivany ekvivalentné). Budiz jesté poznamendno, Ze proces

nezavisly v ¢ase byva nazyvan ,bilym .

2.3 Dynamické systémy a jejich modely

Kalmantiv filtr je tizce spojen s pojmem linearni dynamicky systém. Algoritmus Kal-
manova filtru umoznuje odhadnout stav takového systému v urcitém case za vyuziti
jeho modelu a namétrenych dat. Proto je sestaveni prislusného modelu nutnym prvnim

krokem predchazejicim vlastni implementaci algoritmu.

2.3.1 Deterministické dynamické systémy

Systém je komplex vazbami propojenych a interagujicich prvki, na ktery lze nahli-
zet jako na celek. Pokud se atributy systému, které jsou predmétem sledovani, méni
v Case, jedna se o systém dynamicky. Vyvoj dynamického systému v case se nazyva
proces. Hodnoty sledovanych atributi v urcitém c¢asovém okamziku charakterizuji stav

dynamického systému.

Jiz od dob Newtona a Leibnize slouzi jako prirozeny nastroj popisu dynamickych sys-
tému diferencialni rovnice. Pro potieby Kalmanova filtru bude vyuzit tzv. stavovy mo-
del systému (state-space model). P¥i pouziti faktu, Ze libovolnou diferencidlni rovnici
vyssiho fadu (¢ jejich soustavu) lze ekvivalentné vyjadrit v podobé soustavy dife-
rencialnich rovnic prvniho fadu, je mozné dynamiku systému obecné popsat pomoci

nasledujici soustavy stavovych rovnic

xl(t) = fl(ta xl(t>v l‘g(t),l‘g(t), s ,xn(t),ul(t)7u2(t),u3(t), s aur(t))
Ig(t) = fg(t, Il(t), l’g(t),.l’g(t), PN ,J]n(t)7ul(t),U2<t),U3(t), SN ,ur(t))

Tn(t) = fult,z1(t), z2(t), 23(t), . .., 20 (t), ur (), ua(t), us(t), ..., u.(t)),
kde t je nezdvisle proménnd (¢as), z;(t), i = 1,...,n jsou zavisle proménné, pricem?z

symbol ,tecky“ oznacuje jejich derivace podle ¢asu ;(t) = %xi(t), aw(t),i=1,...,r

jsou (znamé) vstupy systému (nékdy téz oznacované jako fizeni).
Zkracené lze uvedenou soustavu zapsat vektorovym zapisem

. d

(1) = L a(t) = 1(t,a(1), u(t)).
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Vektor z(t) se nazyva stavovy vektor, prvky tohoto vektoru wzp;(t) = w;(t) jsou stavové
promeénné, které popisuji stav systému v ¢ase ¢, mimoto muze stavovy vektor obsahovat

také derivace stavovych proménnych.

Je-li funkce f v predchozim zapisu linearni vzhledem ke svym proménnym, jedna se
o linedrni dynamicky systém, v opacném pripadé o nelinearni dynamicky systém. Jak
jiz bylo zminéno, Kalmanuv filtr (ve své zdkladni podobé) predpokldda linearni dy-
namicky systém, tedy systém, jehoz dynamiku lze popsat pomoci soustavy linearnich

diferencialnich rovnic prvniho fadu, kterou lze reprezentovat maticovym zapisem
xz(t) = F(t)z(t) + C(t)u(t). (2.1)

Matice F(t) se nazyva matice koeficientti dynamiky, matice C(t) je matici popisujici
vliv vstupti systému (vektoru u(t)). Vektor @(t) ma rozmeér n a vektor w(t) ma rozmér

r, matice F(t) je pak typu n x n a matice C(t) typu n x r.

Rovnice (2.1), oznacovand jako stavova rovnice (state-space equation), modeluje dyna-
miku linedrniho systému, samotné stavové proménné x;(t) vSak v praxi obvykle nejsou
meéritelné a jejich hodnoty museji byt odvozovany. K tomu jsou vyuzivany vystupy sys-
tému z;(t), i = 1,..., [, neboli hodnoty ziskané méfenim napiiklad za vyuziti riznych
senzori. Vztah (linedrni) téchto hodnot ke stavovym proménnym a vstuptm systému

lze popsat nasledujici soustavou linearnich rovnic
z(t) = H(t)x(t) + D(t)u(t). (2.2)

Vektor z(t) se nazyva vektor vystupu systému, vektor méfeni ¢i vektor pozorovéni,
matice H(¢) vyjadiuje citlivost méfeni a matice D(t) reprezentuje vliv vstupt systému
na nameétené vystupy. Vektor z(t) mé rozmér [, matice H(¢) je typu [ x n a matice D(t)

typu I X r. Rovnice (2.2) byva oznac¢ovana jako rovnice méfeni (measurement equation).

Rovnice (2.1) a (2.2) spolecné vytvareji model deterministického linedrniho dynamic-

kého systému ve spojitém case. Takovyto systém je znazornén na obrazku 1.

Predchozi rovnice jsou modelem linedrniho dynamického systému ve spojitém case,
nebot nezavisle proménnd ¢ spojité nabyva hodnot néjakého intervalu ¢ € [to,tf],
to < ts (to je poCéatecni Cas, t; koncovy Cas). V fadé praktickych uloh je vSak stav
systému predmétem zajmu pouze v konkrétni mnoziné diskrétnich ¢asovych okamzikt
t € {to,t1,1t2,...}. Tyto okamziky mohou odpovidat napiiklad ¢astim, ve kterych jsou
méreny vystupy systému. Pro tyto tlohy lze vhodné rekurentné vyjadrit stav dynamic-

kého systému (v obecném piipadé) jako funkci stavu predchazejictho

x(ty) = f(x(te1), tior,te),  k=1,2,3,...
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Vstupy Dynamika Vystupy

uy (t) —— 21 (t)
Ug(t) — E— ZQ(t)
us(t) ——— () = F(t)a(t) + Ct)u(t) [ =)

N
—~
~
SN—
I

H(t)x(t) + D(t)u(t)

U () ——— — a(t)

Obrazek 1: Schematické znazorneni deterministického linedrniho dynamického systému

ve spojitém case (zpracovdno podle [18])

K modelu linedrniho dynamického systému popsanému rovnicemi (2.1) a (2.2) lze po-
tom odvodit (vice napf. [18, s. 53]) nasledujici odpovidajici diskrétni (diskretizovany)

model

x(tp) = P(te, teor) @(tr—1) + T(tp—1)w(tp—1)
Matice ®(tg,t;_1) je stavova matice prechodu a matice I'(t;_1) je odpovidajici matice
popisujici vliv vstupti systému.
Pii zavedeni zjednoduseného znaceni m, = @(ty), ®r_1 = ®(tx,tx—1) atd. je mozné

predchozi dvé rovnice zapsat takto (toto znaceni bude v textu prace preferovino)

Ty = Prxp 1+ up (2.3)

V prozatim uvedenych modelech je predpokladano, ze matice F a C resp. ® a I zaviseji
na t resp. k. Takovymto modeliim se fika v Case proménlivé. V opacném pripadé se

jedna o modely v ¢ase neménné (invariantni).

Podrobnéjsi pojednéni o diferencidlnich rovnicich (a v diskrétnim pripadé o diferenénich

rovnicich), jejich Teseni a vztahu ke Kalmanové filtru nabizi napiiklad [18, kapitola 2].

Budiz vsak poznamenéno, Ze existuji i dynamické systémy, které nelze vhodné mo-
delovat pomoci diferencidlnich (resp. diferencnich) rovnic, tyto vSak v praci nebudou

uvazovany.
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2.3.2 Stochastické dynamické systémy

Doposud bylo predpokladéano, Ze soucasny stav systému a vstupy jednoznacné urcuji
budouci stav systému, tedy ze uvedeny model, reprezentovany napiiklad rovnici (2.1)
v pripadé linearniho dynamického systému ve spojitém case, presné a Uplné popisuje
dynamiku daného systému. Tento predpoklad je charakteristicky pro deterministické
systémy, pro fadu realnych systémii vsak nemusi byt vhodny a dostacujici. Dynamiku
redlnych systémi ovliviiuje mnozstvi vlivii, které nejsou pod ni¢i kontrolou a které
neni mozné (a ani praktické) modelovat deterministicky. Navic ani senzory neposky-
tuji o systému naprosto presna a uplna data, ale naopak jsou namérené udaje vzdy
zatizeny urcitou chybou. Pro tyto tcely jsou vhodné stochastické modely, které chapou
dynamiku systému jako ndhodny proces a pomoci statistickych vlastnosti reprezentuji

znalosti o systému.

S vyuzitim stochastickych diferencialnich rovnic a stochastického kalkulu lze odvodit
(vice napt. [18, kapitola 3]) nasledujici model stochastického linedrniho dynamického

systému ve spojitém case

(t)
2(t)

F(t)z(t) + C(t)u(t) + G(t)w(t)
H(t)x(t) + D(t)u(t) + v(t),

kde navic oproti deterministické varianté jsou {w(t)} a {v(t)} nekorelované gaussovské
procesy s nulovymi stfednimi hodnotami a kovarianénimi maticemi Q(t¢) resp. R(t)
v Case t (procesy maji vlastnosti gaussovského bilého sumu), neboli plati tyto predpo-
klady

E({w(t)) = 0,
E(v(t)) = 0,
E(w(t)w' (t2)) = Q(t1)d(t2 — 1),
E<’U(t1)’UT(t2)> = R(tl)é(tg — tl),
1, t=0,
5(t) =
0, t#0.

Symbol §(t) znaé¢i Diracovo delta. Matice Q(¢) a R(t) jsou matice typu m x m a l x [.
Vektor sumu w(t) (nazyvany systémovy sum) ma rozmér m a reprezentuje ndhodné
vlivy pusobici na dynamiku systému a neurcitost jejiho modelu. Vektor Ssumu wv(t)
(oznacovany jako Sum méteni) je rozméru [ a vyjadiuje chyby v naméfenych hodnotéch.

Matice G(t) typu n x m popisuje vliv sumu w(t) v modelu.

11



Déle Ize také odvodit odpovidajici diskrétni model stochastického linearniho dynamic-

kého systému

T, = Pr1xp—1 + Dy wp—y + Grywy—y (2.5)

Z — szmk + Dkuk + Vg, (26)

s predpoklady

E(wk> = 0,
E<vk> = 07
E(wy, wi,) = Qi Alky — k),
E<vk1 U£2> = RklA(kQ - kl)a
1, k=0,
A(k) =
0, k#0,

symbol A znac¢i Kroneckerovo delta.

Na zavér budiz poznamenano, ze nékdy se obecnéji povoluje i nesplnéni nékterého
z uvedenych predpokladii ¢i se uvazuji mirné odlisné podoby rovnic modelu naptiklad
nezahrnujici vstupy systému do rovnice méreni apod. Kromé modelil ve spojitém a
v diskrétnim case existuji také modely kombinované, které obvykle popisuji dynamiku

systému spojité, zatimco métfeni jsou vnimana jako diskrétni.
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3 Kalmanova filtrace

Kapitola se zabyva komplexnim predstavenim Kalmanova filtru, vysvétluje jeho za-
kladni myslenku a uvadi odvozeni algoritmu, které je nasledné doplnéno popisem vlast-
nosti, diskuzi predpokladii a pozndmkami k praktické implementaci. Princip fungovani
Kalmanova filtru je ukdzan na jednoduchém ilustracnim prikladu. Druha cast kapitoly
se vénuje algoritmtm rozsitujicim standardni Kalmantv filtr, pricemz pozornost je za-
meérena zejména na TesSeni tlohy nelinearni filtrace. Hlavnimi zdroji pro tuto kapitolu
jsou [6], [8], [11], [18], [23], [31], [33], [39] a mnohé dalsi.

3.1 Kalmanuv filtr

Kalmanuv filtr je nastroj umoznujici odhadnout stav stochastického linearniho dyna-
mického systému za vyuziti namérenych dat zatizenych Sumem. Odhad, ktery Kalma-
nuv filtr produkuje, je v jistém smyslu statisticky optimalni (viz déle). Princip pouziti

Kalmanova filtru znazornuje obrazek 2.

Kalmanuv filtr pracuje se vSemi informacemi, které jsou k dispozici, tj. k odhadu stavu
systému vyuziva vSechna dostupna namérend data, model systému spolu se statistic-
kym popisem jeho nepresnosti, Sumu a chyb méreni a dédle informace o pocatecnich

podminkach a pocateénim stavu systému.

3.1.1 Predstaveni a historie Kalmanova filtru

Filtr nese jméno Rudolfa Emila Kalmana (mad. Rudolf Emil Kalman; 1930 — 2016),
madarského matematika zijictho ve Spojenych statech americkych, ktery jej publikoval
v roce 1960 v ¢lanku [23]. Jak uvadi [18], psal se rok 1958 a Kalman se jiz néjakou dobu
vénoval vyzkumu v oblasti teorie Tizeni. Jednoho listopadového vecera se vracel vlakem

do Baltimoru z navstévy Princetonu, bylo asi jedenact hodin a vlak musel na hodinu
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Nahodné vlivy a odchylky

v dynamice systému

Rizeni

R Systém

Stav systému
(pozadovany,

ale neznamy)

Naméfend Optimalni odhad

data stavu systému
Kalmanuv filtr ——

Meérici zarizeni

Obrdzek 2: Schéma pouziti Kalmanova filtru (zpracovdno podle [33])

zastavit tésné pred Baltimorem. Jak tak sedél uvéznény ve vlaku, napadla ho myslenka:
Proc¢ nepouzit pojem stavovych promennych pri reseni Wiener-Kolmogorovova filtrac-
niho problému? (V té dobé byly pii feseni filtracniho problému preferovany metody
pracujici ve frekvenc¢ni oblasti a nikoli pristupy vyuzivajici ¢asovou oblast a stavové
modely jako Kalmanuav filtr, viz [18, s. 12].) Bylo jiz pozdé a Kalman byl prili§ una-
veny na to, aby se myslenkou toho vecera vice zabyval. Jednalo se ale o prvopocatek

k odvozeni Kalmanova filtru.

Kalmanova myslenka se vsak nejprve setkala se skeptickym pristupem jeho kolegt, a
tak se Kalman rozhodl ¢lanek s vysledky své prace publikovat v ¢asopise zaméreném na
strojirenstvi a nikoli v takovém z oblasti Tizeni systémi ¢i zpracovani signalu. Protoze,
jak tekl, , When you fear stepping on hallowed ground with entrenched interests, it is
best to go sideways. “ Druhy ¢lanek tykajici se filtru ve spojitém cCase, na kterém se
jako spoluautor podilel Richard S. Bucy, byl nejprve ¢asopisem odmitnut, nebof jeden
z kroku dikazu pry nemohl byt spravny (ve skutecnosti vSak spravny byl). Kalman
presto nevzdal své snazeni a postupem casu zacal byt o vysledky jeho prace ¢im dal
vétsi zadjem. Jako priklad budiz uvedeno, ze Kalmantv filtr byl vyuzit ve vesmirném

projektu Apollo a v mnohych dalsich projektech z oblasti navigace i jinych.
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3.1.2 Algoritmus Kalmanova filtru a jeho odvozeni

Nyni jiz bude odvozen vlastni algoritmus Kalmanova filtru, k ¢emuz bude vyuzit tzv.
princip ortogonality. Tento pristup pouzil Kalman ve svém puvodnim ¢lanku [23]. Po-
stupem casu byly dalsimi autory k odvozeni vyuzity i jiné pristupy zalozené napriklad
na tzv. inovacich ¢i bayesovské statistice, jejich ukdzku lze nalézt napiiklad v [6], [33].
Zde uvedené odvozeni Kalmanova filtru je zpracovano podle [18], jiné postupy mohou

vyzadovat mirné odlisné predpoklady.
Budiz uvazovan model stochastického linedrniho dynamického systému v diskrétnim

Case (predstaveny v ¢asti 2.3.2), navic pro zjednoduseni budiz predpokladéno, ze tento

systém nemd zadné vstupy (ux = 0 pro vsechna ty), tj.
Ty = Pr1xp—1 + Grogwi_y, (3.1)
Z = Hkillk + Uk, (32)
{wy} a {v} jsou nekorelované gaussovské procesy sumu s nulovymi stfednimi hodno-
tami a kovarianénimi maticemi Qy resp. Ry v ¢ase t;. Dale necht xy je ndhodné veli¢ina
s normalnim rozdélenim se znamou stfedni hodnotou xy a znamou kovarianéni matici

Py. Navic nechf jsou xy a oba Sumy vzdy vzajemné nekorelované. Tedy souhrnné pro

vsechna t;, plati

Pro ucely odvozeni budiz jesté predpokladano, ze vektor wy_; je vzdy zkombinovan

s matici G_1, neboli Ze stavova rovnice modelu ma tvar
Ty = Pp_1@p_1 + Wi, (3.3)

kde w1 = Griwyr a Qe = E(pw)_,) = GpBlw_ 1wl )G]_, =

Gr1Qr1GT .

Cilem je nalézt odhad stavového vektoru ay v ¢ase t;, znaceny &, a to tak, aby byla mi-

nimalizovana vazend stiedni kvadratickd chyba (weighted mean square error, weighted
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MSE)

E((2, — @) "M (2, — 21)),
kde M je pozitivné semidefinitni vahova matice.
Algoritmus Kalmanova filtru je rekurzivni, vypocet v obecném case t; se sklada ze
dvou hlavnich krokti — nejprve je vypocitan apriorni odhad ik(_) v Case t;, dosazenim
aposteriorniho odhadu z c¢asu t;_; do deterministické ¢asti stavové rovnice modelu a
nasledné je tento odhad upraven za vyuziti méreni porizeného v ¢ase t;, ¢imz je ziskan

aposteriorni odhad &4 v Case t.

Pro apriorni odhad &) lze tedy psat jednoduchy vztah

Ty(—) = Pho1Tp-1(4)- (3.4)

Odvozeni vztahu pro aposteriorni odhad ;) tak, aby byl odhadem optimélnim (t;j.
minimalizoval stfedni kvadratickou chybu dle ivodniho pozadavku), je ponékud ob-
tiznéjsi. Pokud bude predpoklddano, ze x a z maji sdruzené normélni rozdéleni, je
mozné vyjadrit &4y jako linedrni kombinaci apriorntho odhadu a méfeni (dikaz viz
[18, s. 115])

T = Kpan) + Kz (3.5)

Matice K}, a Ky, jsou zatim nezndmé, snahou je urcit jejich hodnoty tak, aby
splnoval princip ortogonality. Tento princip zjednodusené iiké, ze odhad & (ktery je
linedrni funkei z) minimalizuje stfedni kvadratickou chybu préavé tehdy, kdyz je chyba

odhadu (z — &) kolma na z (podrobnéji viz [18, s. 116]), neboli
E([@; — &pp))2 ) =0, i=1,2,....k—1, (3.6)
0 (3.7)

Do rovnice (3.6) lze dosadit vztah (3.3) za @, a (3.5) za &y). Déle je z rovnic (3.3)
a (3.2) patrné, Ze namérend data zi, ..., 2z, neobsahuji Sum wy, a jelikoZ Wy, a v jsou
nekorelované, 1ze odvodit, ze E(dy 2! ) = 0, pro 1 <i < k. Rovnici (3.6) je tedy mozné

prepsat takto
E([ @ 1@ — Kiaw) — Kizlz ) =0, i=1,2,....k—1 (3.8)
Dosazenim za z, dle (3.2) je pfedchozi rovnice upravena
E([ @121 — Kp2wo) — Kilyz — Kpvi)2/ ) =0, i=1,2,....,k—1.  (3.9)
Princip ortogonality (rovnice (3.6) a (3.7)) plati také pro apriorni odhad &), tedy
E((zy — ay)]2l) =0, i=1,2,....k—1,
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a dale plati
E(w2z)=0, i=1,2,...,k—1.

S vyuzitim téchto fakti a vlastnosti stfedni hodnoty lze rovnici (3.9) postupné upravit
nasledujicim zptisobem

@), 1 E(z17 ) — KiE(@ 2] ) — KpHy @)1 E(zy1 2] ) — KiE(vgz]

(I’k_1E<IBk_1ZzT> KkE<wk( ZT> Kka@k 1E<£L'k 12?

E([(z — KeHyzy — Kja) — K (2 — a)] 2]

z

(I— KH, — KL)E( (3.10)

I znadi jednotkovou matici. Rovnost (3.10) bude splnéna pro libovolné @, pokud

K; =1- K,H;. (3.11)

Nyni je tfeba nalézt matici Ky tak, aby byla splnéna i druhé rovnice principu ortogo-
nality (3.7).

Budiz zavedeno nésledujici znaceni chyb

i?k(+) = Ak(_;,_) — Iy, (3.12)
Ti(—) = Tp(—) — T, (3.13)
2k = %k(,) — 2 = Hk:@k(f) — 2. (3.14)

Rovnici (3.7) 1ze psat také pro 2z, tj.
E([a, — @) %) = 0, (3.15)
a déle je odectenim rovnice (3.7) od (3.15) ziskdno
B[, — &(+))2) = 0. (3.16)

Do rovnice (3.16) je mozné dosadit za @y, Z(+) a 2 vztahy (3.3), (3.5) a (3.14), navic
plati E(dy2l) = E<ﬁ:k:};f(_)) =0, tedy

E([®)_ 12,1 — Kpan—) — Kiz [Hedp—) — 2)") = 0. (3.17)

Dale lze rovnici (3.17) upravit dosazenim vztahu (3.11) za K}, a (3.2) za 2, a nésledné

nahrazenim (&) — @) dle zavedeného znaceni za ()
E([®) 121 — &y + K Hidy ) — KpHiyay — Koo [Hyl o) — Hyxy — v)") =0,
B([(@ — @) + KeHi (@) — @) — Kpop [Hi (3 — ) — w]") =0,

E([— () + KiHd ) — Ko [Hii-) — oi]") = 0.
(3.18)
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Dle definice je apriorni chybova kovarianéni matice

Nahrazenim za Py dle pfedchoziho vztahu a vyuzitim faktu, ze E(@y_yv{) = 0 vede

rovnice (3.18) postupnymi tpravami na
I - KH, P, H — K;R; =0.

Matici Ky, nazyvanou jako Kalmanuv zisk (Kalman gain), 1ze pak ziskat vyfeSenim

vyse uvedené maticové rovnice, vysledkem je

K, = Pk(_)Hz[HkPk(_)Hg + Rk]_l. (319)

Dalsi ¢ast odvozeni spociva v nalezeni vztahu pro aposteriorni chybovou kovarianc¢ni

matici, ktera je definovana jako
Py = BE{@ @) (3.20)

Dosazenim (3.11) do (3.5) se ziskéva

@k(Jr) [I — Kka]ik(f) + Kkzk,
ﬁ:k(+) = ik(_) + Kk[zk — Hkﬁ%(_)]. (3.21)
Déle je mozné do rovnice (3.21) dosadit za z; a od obou stran odecist x,
) — T = ) + KieHyme + Ko — KpHy 2y (o) — @,
5%(4.) = i?k(_) — Kkaik(_) + Kk'vk,
Dosazenim takto upraveného vztahu (3.22) do rovnice (3.20) a vyuzitim jiz zminéného
faktu, ze E(&y—yvp) = 0, konecné vyplyva
Py = E([I - K Hy] @, @) [1 - KeHy]" + Koo K7,
Py = I - KuH Py [I - K Hy]" + K RK] (3.23)
Rovnice (3.23) je tzv. Josephiv tvar vztahu pro aposteriorni chybovou kovarianéni
matici. Rozndsobenim a uplatnénim vzorce (3.19) pro Ky, ze kterého plyne, Ze
K, [H: Py H] + Ry = Py HY, lze odvodit dalif tvar tohoto vztahu
Pk(+) = Pk(_) - KkaPk(_) - Pk(_)Hr‘erg + KkaPk(_)HZK;‘: + KkRng,
Py = (I = KHy Py — Pro HEKY + Ky [Hp Py Hy + Ry K,
Py = I - KHi Py, (3.24)
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Tvar (3.24) vyzaduje nizsi vypocetni naroky, oproti tomu Josephtv tvar (3.23) byva

obecné vyhodnéjsi z hlediska numerické stability.

Posledni ¢asti odvozeni je uréeni vztahu pro apriorni chybovou kovarianéni matici,
kterou je vhodné vyjadrit jako funkci aposteriorni chybové kovarianéni matice z pred-

choziho ¢asového okamziku. Dle definice je
Py = E{@i) @ ))- (3.25)
Budiz vyuzito rovnice (3.4) pro &), od jejiz obou stran se odecte

ﬁr»'/c(—) — Iy = ‘I’k71?13k—1(+) - Iy,
Tp—) = Pr1[Tu_1(4+) — Tr1] — Wi,

i’k(—) = (I)k—li'k—l(-i-) — Wy_1. (326)
Kombinaci (3.25), (3.26) a E<:hk_1(+)w{_1> = 0 se ziskava vysledny vztah
Py = @ 1 E(@ 1)@y (1) Rhy + E(l—1y_y),

Piy = 1Py @i + Qi1

Shrnuti algoritmu Kalmanova filtru

Nasleduje shrnuti odvozenych rovnic Kalmanova filtru, predpoklada se diskrétni model
stochastického linedrntho dynamického systému bez vstupt tak, jak byl uveden na

zaCatku této ¢asti textu (véetné zminénych predpokladi)

T, = Pro1mp—1 + Gy w1,

z, = Hyxy, + vy,

a znamé pocatecéni hodnoty

Py = E{(@ — @) (20 — 20)").

V obecném ¢asovém okamziku ¢ je nejprve vypocitan apriorni odhad stavového vektoru
Zy(—) a apriorni chybova kovariancni matice Py, kterd vyjadiuje nejistotu tohoto
odhadu

Ty = Pr_1 T 1)

Piy = @1 Proy)®r_1 + G Qi1 Gr_ .
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Nasledné po ziskani namétrenych dat z; je kombinaci apriorntho odhadu a rozdilu mezi
nameérenou a ocekavanou hodnotou vazeného matici Ky zjistén aposteriorni odhad
stavového vektoru @4, jeho nejistota je vyjddiena aposteriorni chybovou kovariancni

matici Py
Xy = o) + Ki[ze — HypZp),

Pry = Pro) — KilHi Py,
K, = Py HY [HyPr o HY + Ry~

Kalmanuv filtr lze zobecnit i pro model systému se vstupy, viz naptiklad [11, s. 28].

Ukéazka zdrojového kédu implementace algoritmu v softwaru MATLAB je uvedena

v priloze A.1.1.

3.1.3 Vlastnosti algoritmu a poznamky

Cyklus predikce — korekce

Algoritmus Kalmanova filtru ma predikéné-korekéni charakter. Vypocet apriorniho od-
hadu lze chépat jako predikéni krok, ktery je po ziskdni namérené hodnoty nasledovan

krokem korekénim — vypoctem aposteriorniho odhadu. Toto znézornuje obrazek 3.

7N

. Predikce Korekce
Xy, PO - . N
Ty, Pr(o Ti(+), Prs)

N

Obrazek 3: Cyklus predikce — korekce (zpracovdno podle [43])

Predikovani, filtrovani, vyrovnavani

Kalmantv filtr je nastrojem k feseni tzv. linedrné-kvadratického gaussovského problému
teorie odhadu (linear-quadratic Gaussian (LQG) estimation problem) — problému spo-
¢ivajicim v odhadu stavu linedarniho dynamického systému s gaussovskymi nahodnymi
procesy pii pouZiti kvadratické ztratové funkce (podrobnéji viz napf. [18] nebo ukazka
v Casti 4.3.1). Tento problém zahrnuje tii dlohy, k jejichz feseni lze Kalmanuv filtr

pouzit:
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e Predikovani spociva v odhadu stavu systému v uréitém case za vyuziti nameé-

fenych pozorovani z ¢ast predchazejicich ¢asu odhadu (tpozorovant < todhad)-

o Filtrovani spociva v odhadu stavu systému v urcitém case za vyuziti namérenych

pozorovani z tohoto ¢asu a z ¢asti pfedchazejicich (tpozorovani < todhad)-

e Vyrovnavani spociva v odhadu stavu systému v urcitém case za vyuziti namé-

renych pozorovani z ¢asi nésledujicich po ¢ase odhadu (¢pozorovani > todhad)-

Statistické vlastnosti algoritmu a odhada

7 pohledu bayesovské statistiky algoritmus Kalmanova filtru pracuje s apriornim a
aposteriornim rozdélenim stavového vektoru v urcitém case, pricemz aposteriorni roz-
déleni je podminéno informacemi ziskanymi z provedeného méfeni. Rozdéleni jsou spe-
cifikovdna stfednimi hodnotami a kovarianénimi maticemi (coz v pripadé normalniho
rozdéleni staci k iplnému popisu), které jsou propagovany mezi jednotlivymi ¢asovymi
okamziky. Optimalnim odhadem hodnoty stavu systému je podminénd stfedni hod-
nota aposteriorniho rozdéleni (kterd je za uvedenych predpokladi také jeho modem a

medidnem).

Odhady ziskané Kalmanovym filtrem (pfi splnéni uvedenych predpokladi) jsou opti-
malni vzhledem k riznym kritériim. Jedna se o odhady konzistentni, nevychylené a
s minimalnim rozptylem (minimum variance unbiased (MVU) estimates). Pohledem
bayesovské statistiky odhady minimalizuji stfedni kvadratickou chybu MSE (minimum
mean square error (MMSE) estimates; resp. obecné minimalizuji kvadratickou ztrato-
vou funkei) a jednd se také o odhady ve smyslu MAP (mazimum a posteriori probability
estimates), nebot jsou rovnéz modem aposteriorniho rozdéleni. Dokonce i pokud neni
splnén néktery z predpokladi, mohou byt odhady v jistém smyslu optimélni, napti-
klad, neni-li Sum v rovnicich modelu gaussovsky, poskytuje Kalmanuv filtr nejlepsi (tj.
majici minimalni rozptyl) nevychylené odhady ze vSech linearnich filtri (ne vsak jiz
obecné nejlepsi v porovnéani s nelinedrnimi filtry). O kritériich optimality podrobnéji

pojednava napiiklad [33].

Poznamky k maticim K;, Py a Py
Budiz pfipomenut vztah pro aposteriorni odhad 1) a matici Kalmanova zisku Kj,

T4y = n() + Kilze — Hidy ),
K = Py HY [Hy P HY + Ry~
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Aposteriorni odhad je kombinaci apriorniho odhadu a rozdilu mezi skuteénou a oce-
kavanou hodnotou méfeni (tento rozdil [z, — Hy,—)] byva oznacovan jako inovace
¢i nékdy téz reziduum méteni). Matice Kj, je vahou v této kombinaci a zajistuje, ze
apriorni odhad je upraven tak, aby vysledny aposteriorni odhad splnoval pozadované
kritérium optimality. Je-li nejistota apriorniho odhadu mala a zda-li se naopak méreni
neptresné, bude aposteriorni odhad odpovidat apriornimu a méfeni se témeér zanedba.
V opac¢ném pripadé, pokud je apriorni odhad nejisty a méreni lze povazovat za presné,
bude mit na aposteriorni odhad namérend hodnota vyraznéjsi vliv. Tuto funkci matice

K podrobnéji priblizuje ptiklad v ¢asti 3.1.4.

Chybové kovariancéni matice Py_) a Py vyjadiuji nejistotu apriorniho resp. aposte-

riorntho odhadu

Proy = E(@y @) = Pe1Proi®h ) + Geo1Qra GE_y,
Pin) = B(@n @) = Pr) — KiHiPr.

Za predpokladu, ze jsou tyto kovariancéni matice pozitivné definitni, 1ze nalézt matice
k nim inverzni (Y = P~!), které se nazyvaji informa¢n{ matice. S pomoci informacnich
matic a informacnich vektori lze odvodit algoritmus, tzv. informacni filtr, ktery miize
byt v urcitych situacich vyhodnéjsi nez filtr Kalmaniv (podrobnéji o informacnich
filtrech napf. v [18]).

Matice Py—) a Py, stejné jako matice Ky, nezdviseji na namérenych datech a lze je
tedy predpocitat. Tohoto faktu lze vyuzit pii prvotnim posuzovani kvality navrzeného
modelu systému a algoritmu Kalmanova filtru jesté pfed vlastni implementaci a to
i ve fazi, kdyz jesté nejsou dostupna zadna namérend data. Predpocitani muze byt
vyhodné také z hlediska usetieni vypocetniho vykonu, navic v pripadé modelt systému
invariantnich v ¢ase zminéné matice casto brzy dosahnou urcitych ustalenych hodnot,
které lze vyuzit, a vyhnout se tak nutnosti jejich opakovaného vypoctu v kazdém

¢asovém okamvziku.

Na zavér jesté drobné poznamka, jak jiz bylo naznaceno pfi odvozovani, pro matice
Ky, Pr—y a Py existuji kromé zde uvedenych i dalsi tvary vztahi k jejich vypoctu,

které maji rozdilné numerické charakteristiky.

Nesplnéni predpoklada

Vzijemné korelované sumy Kalmantv filtr lze rozsitit i na situace, kdy existuje

korelace mezi Sumem ve stavové rovnici modelu a Sumem v rovnici méfeni (za predpo-
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kladu sdruzeného normalniho rozdéleni téchto sumi). Necht je
E(wkl UZ2> = CklA(kQ - lﬁ)

V tomto pripadé postaci upravit pouze rovnice pro vypocet apriorniho odhadu a apri-

orni chybové kovarian¢éni matice, tedy

Ty = Pr_1Tp—1(4) + kalckfl[kalpk—l(—)Hf_l + Ry1]) 21 — Hy1201(-)),
Piy =P 1Pr1)®r_ + Gr1Qr1Gl_y

— G G [Hy1 Py HY + Ry 7'CL G,

— &, K, ,Cl G} | —G,_C, K] @] .

Rovnéz ale muze nastat i situace, kdy
E(wkl,lv,z;) = CkQA(kQ — kl)

Nyni je naopak tfeba upravit rovnice pro matici Kalmanova zisku a aposteriorni chy-

bovou kovarianéni matici, neboli nové

Kk = [Pk(_)Hz + Gk,le] [HkPk(_)Hg + Rk + Hkaflck + Cngqu]*l,
Py = Pry) — Ki[HyPyo) + CLG{ ]

Pokud by se stalo, ze by v bylo korelované s wy, i s wy_1, 1ze predchozi uvedené zkom-
binovat. Uvedené vztahy piedpoklddaji model systému dle rovnic (3.1) a (3.2), bylo
by je vSak mozné zobecnit i na systémy se vstupem. Podrobnéji o pouziti Kalmanova

filtru v situacich se vzajemné korelovanymi Sumy pojednéva napiiklad [33].

V case korelované (barevné) Sumy K poruseni predpokladi dojde také, pokud je
sum ve stavové rovnici modelu ¢i Sum v rovnici méreni korelovany v case, tedy nespl-
nuje pozadovanou ,bilou” vlastnost. Nastane-li toto v pripadé sumu stavové rovnice,
fesenim muze byt pouziti tzv. tvarovaciho filtru. Tvarovaci filtr umoznuje vyjadrit ba-
revny sum jako vystup linearnitho dynamického systému, jehoz vstupem je bily Sum.
Ptvodni model systému je rozsiten o tvarovaci filtr a na takto nové vytvoreny model je
jiz mozné pouzit Kalmanuv filtr. Tvarovaci filtr pro Sum {wy} miuze vypadat napiiklad
takto

)= 8{0,all, Gyl
wy — H g

Y

kde {n,(cf )} je gaussovsky bily Sum. Rozsifeny model systému (za predpokladu, ze je

pavodni model reprezentovan rovnicemi (3.1) a (3.2)) ma potom nésledujici podobu
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(pricemz je ziejmé, ze se v ném vyskytuje jiz jen gaussovsky bily sum)

T | P, Gk—1H;(cf_)1 Tp—1 n 0 o)
) o e ) ) e )
Ty,
2= (Hy 0) (w(f>)+”k'
%

Pomoci tvarovaciho filtru 1ze podobné tesit také pripady, kdy je v ¢ase korelovany sum

rovnice méreni. Tvarovaci filtr pro Sum {w} 1ze analogicky navrhnout naptiklad takto

ml(cf) = ‘I)ch—)lwl(cf—)l + chf—)lnl(cf—)h

o= HYaff

Rozsitreny model systému je nyni nasledujici

w;f) 0 (I)l(cji)l wl(cji)l 0 Gl(ch)l nl(cji)l

e mw) (5)

Ty,

7 rozsiteného modelu je patrné, zZe se v rovnici méfeni jiz explicitné nevyskytuje Sum,
coz lze vyjadrit také tak, ze Ry = 0 pro vSechna t;. Tato situace, kdy je Ry nulova
(singularni), mize vSak mit negativni dopad na numerickou stabilitu algoritmu, vice
viz ¢ast 3.1.5 a [33, s. 249]. Jako nevyhodu uvedeného pristupu lze vnimat také zvyseni
rozméru stavového vektoru a z néj plynouci nartst vypocetni narocénosti. V souvislosti
s timto budiz zminéno, Ze existuje i jiny alternativni ptistup k feseni problému v case
korelovaného sumu rovnice méreni, ktery nevyzaduje rozsireny model systému. Tento
pristup je zalozen na vypoctu diferenci méreni a je vhodny zejména pri tlohéch
vyrovnavani.

Popsané pristupy lze zobecnit také na systémy se vstupy ¢i prizpusobit situacim,
kdy jsou v case korelované oba Sumy. Rovnéz je mozné se setkat i s jinymi formami

vyjadrieni tvarovacich filtri. Podrobnéjsi pojednani nabizi napriklad [33], [31].

Nékdy nemusi byt nutné, i kdyz jsou Sumy vzajemné korelované ¢i v case kore-
lované, volit néktery z popsanych pristupt a lze se spokojit s vysledky, které dava

standardni algoritmus Kalmanova filtru, i kdyz nejsou optiméalni.

3.1.4 Demonstracni priklad

Nyni bude ukazan princip fungovani Kalmanova filtru na jednoduchém ilustracnim

prikladu. Jako téma ptikladu je zvoleno urcovani zemépisné polohy objektu, nebot se
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jedna o ulohu, pri jejimz reSeni je Kalmanuv filtr v praxi velice ¢asto vyuzivan. Prvni
cast prikladu ukazuje, jak je mozné v jednom casovém okamziku zkombinovat vice
namétenych dat (z vice zdroju) tak, aby byl zpresnén vysledny odhad polohy, druh4 ¢ést
se zabyva odhadem polohy v aktualnim casovém okamziku na zakladé vsech doposud
namérenych dat (tj. dat z aktudlniho a ze vSech predchozich ¢asovych okamziku — tedy
jde o tilohu filtrovani). Reseni je zaroveii ukdzkou toho, jak lze Kalmantv filtr vnimat

z pohledu bayesovské statistiky. Piiklad je prevzat z [33].

Predstavme si, zZe jsme ztraceni uprostied mote a nemame ponéti o tom, kde se naché-
zime. Jelikoz je noc, rozhodneme se k uréeni polohy vyuzit hvézdy (pro zjednoduseni
zde budiz uvazovano, ze je poloha pouze jednorozmérna a rovnéz celd situace je mirné
zjednodusend). V urcitém c¢asovém okamziku ¢; uréime nasi polohu jako z;. V disledku
nepresnosti mériciho zarizeni, nasi chybou apod. je tato hodnota do urcité miry ne-
piesna. Reknéme, Ze nadi nejistotu vyjadifme pomoci smérodatné odchylky o, (nebo
ekvivalentné pomoci rozptylu agl). Nyni je mozné stanovit podminénou pravdépodob-
nost veli¢iny 1, pozice v case t;, kterd je podminéna mérenim z;. Prislusnou podmi-
nénou hustotu pravdépodobnosti f,, ., (¢|21) znazortiuje obrazek 4 (v celém piikladu

budiz predpokladano, ze vSechny veli¢iny maji normalni rozdéleni).

fﬂc1|21 (ZL’lZl)

Obrazek 4: Podminénd hustota pravdépodobnosti polohy zaloZend na mereni z;

Nyni je nejlepsim odhadem nasi polohy stfedni hodnota tohoto podminéného rozdéleni

(kterd je zde zéroven jeho modem i medidnem)
=2z
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a prislusny rozptyl je

Déle si predstavme, Ze ve stejném Casovém okamziku to = t; (takze zatim nedoslo ke
zméné polohy) provede méreni také nas kolega. Vysledkem jeho snazeni je hodnota z,
s rozptylem 032, jelikoz je ale kolega zkusenéjsi, je nejistota (rozptyl) jeho méfeni menst,
tedy 032 < afl. Odpovidajici hustota pravdépodobnosti, podminéna pouze mérenim 2o,

je na obrazku 5.

f962|22 (xl'Z?)

Obrdzek 5: Podminénd hustota pravdépodobnosti polohy zaloZend na mereni zo

K urceni nasi polohy v ¢ase to = t; jsou nyni k dispozici dvé provedena méreni. Zkom-
binovanim obou informaci lze popsat nové podminéné rozdéleni veli¢iny x5, pro jehoz

stfedni hodnotu p a rozptyl o2 plati

W= 022 21+ Uzl z
— 1 29
2 2 2 2
Uzl + 022 021 + 022
1 1 1
2 7 L2 2
o oz, oz,

Hustotu pravdépodobnosti tohoto podminéného rozdéleni f,, ., .,(z|21, 22) ukazuje ob-

razek 6.

Nejlepsim (dle vSech zminénych kritérii optimality) odhadem nasi polohy je stfedni

hodnota (resp. modus i medidn) nového podminéného rozdéleni
To = [
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f$2|21722 (SE|21, ZQ)

Obrdzek 6: Podminénd hustota pravdépodobnosti polohy zaloZend na mereni z1 i z3

s rozptylem

2 _ 2
Opy =0

Je zfejmé, 7Ze tento rozptyl je mensi nez o, i 0,,, nebot vyuzitim obou méveni se snizila

nejistota naseho odhadu.

Vztah pro & lze upravit

2 2 2
g o
A z92 z1 _ Z1
To = 5 221+ 3 222—21—|— B 2(22—21)
Uzl + 022 Ozl + O'Z2 021 + 022

a dale, jelikoz je z; = I, ziskava se vysledna podoba vztahu tak, jak je znama z Kal-

manova filtru

kde

7 uvedeného vztahu je patrné, ze optimalni odhad 25 je roven jeho nejlepsi predikci

pred obdrzenim méreni 2o, tj. Z1, seétené s korekénim ¢lenem, kterym je rozdil skutec¢né
n meéreni z, a jejl predikce na ny imélni vahou K. ukazuje zminény

hodnoty mére aje edikce nasobeny optimdlni vahou K5. Toto ukazuje €

predikéné-korekéni charakter algoritmu Kalmanova filtru.
S vyuzitim K5 lze jesté prepsat vztah pro ‘79252

2 _ 2 2
oy, =0y, — Kooy .
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Doposud byla tloha pouze staticka, nyni si ale predstavme, ze od predchoziho méreni
ubéhl urcity c¢as a nase poloha se mezitim zménila. Predpoklddejme, zZe model naseho
pohybu vychazi z jednoduché rovnice

dz N
— =u+w,

dt

kde u je predpokladand rychlost naseho pohybu a {w} je gaussovsky bily $um s nulovou
stfedni hodnotou a rozptylem o2, ktery reprezentuje nepresnosti v uréen{ nasi rychlosti,

vlivy nezahrnuté do modelu apod.

V case t3, tésné predtim, nez je provedeno méreni, mizeme odhadnout nasi polohu na

zakladé predchozich informaci a modelu, tedy

52'3(_) = i’g + U(tg — tg),

2

O-wg(f

) = 0'52 + 0'121}(253 — tg)

Obréazek 7 zachycuje ¢asovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti, stfedni hodnota (odhad
polohy) se posunuje podél osy x dle modelu a zaroven s pribyvajicim casem roste

rozptyl, nebot se zvysuje nejistota odhadu.

f13|21,22 (ZE|Z1, ZQ)

Obrazek 7: Propagace podmineéné hustoty pravdépodobnosti v case

Nyni je provedeno méreni, jehoz vysledkem je hodnota z3 s rozptylem 033. Stejné jako
v predchozi ¢asti tohoto piikladu, jsou opét k dispozici dvé rozdéleni (dvé hustoty
pravdépodobnosti), apriorni rozdéleni polohy, které v sobé zahrnuje vSechny informace
znamé pred provedenim méreni, a rozdéleni obsahujici informaci ziskanou aktualnim

métrenim. Zkombinovanim obou rozdéleni vznika nové aposteriorni rozdéleni polohy

2

se stfedni hodnotou &3 a rozptylem o7 (v pouzitém znaceni jiz neni symbolem (+)
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zduraznovano, ze se jedna o aposteriorni rozdéleni),

T3 = T3-) + Ks(zs — T3(-)),

2 _ 2 2

Oy = Oug(-) ~ KaOzy(ys
2

Tas(-)

2 27
Oza(—) + 0%

i
|

pricemz plati, Ze stfedni hodnota 23 je novym nejlepsim odhadem nasi polohy v case

t3 a rozptyl 09263 vyjadiuje nejistotu tohoto odhadu.

Na zavér prikladu jesté poznamka k vyznamu optimalni vahy K. Z vyse uvedeného
vztahu pro K3 je patrné, ze je-li rozptyl méreni 033 velky, bude K3 malé, v dusledku
¢ehoz bude mit toto nepfesné méreni jen maly vliv na vysledny odhad Z3. V limitnim

2
z3

ptipadé, kdy o7, — oo, bude K3 nulové a 3 se bude rovnat Z3_). Jestlize je velky
rozptyl Sumu modelu dynamiky systému o2, je velky i rozptyl 0533(7) a stejné tak K.
Neni jistota v predikci dle modelu a bude tedy prikladana vétsi vaha méreni z3. Opét
v limité o2 — oo,aig(_) — o0, K3 — 1 a z rovnice pro z3 plyne, ze T3 = z3. Naopak
pokud je rozptyl 033(—) maly, bude malé i K3 a vliv méfreni z3 se zanedba, nebot je

kladena duvéra v odhad ziskany dle modelu.

3.1.5 Praktické aspekty implementace algoritmu

Numericka stabilita a vliv zaokrouhlovacich chyb

Jak jiz bylo nékolikrat zminéno, vysledky, které poskytuje Kalmantv filtr, jsou z te-
oretického pohledu optimélni, pii praktické implementaci vSak mohou nastat urcité
problémy. Algoritmus obecné neni numericky stabilni a snadno podléha vlivu zaokrouh-
lovacich chyb. Pokud napiiklad neni mozné provadét vypocty v aritmetice s dostatec-
nou (dvojnasobnou) presnosti nebo je tloha Spatné podminénd, mohou se obdrzené
vysledky vyrazné lisit od ocekavanych, algoritmus mutze divergovat ¢i uplné selhat a
mohou nastat situace, které jsou v rozporu s teorii — napriklad se muze stat, ze spoc-
tend chybova kovarian¢ni matice nebude symetrickd a pozitivné semidefinitni (toto lze

pozorovat, pokud jsou méfeni velmi presnd relativné viuci nejistoté apriornich odhadu).

Resenim téchto problémil se postupem ¢asu zabyvala fada autort. Jiz v 60. letech
prisel s prvnimi vysledky James E. Potter [34], ¢imz polozil zdklad pro skupinu alter-
nativnich metod implementace Kalmanova filtru nazyvanych jako odmocninova filtrace
(square-root filtering). Zakladni myslenkou odmocninové filtrace je nalezeni matice S,
pro kterou plati

SST =P (3.27)
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(jedné se o jeden z moznych i kdyz méné obvyklych zptisobu definice odmocniny ma-
tice). Misto chybové kovarian¢éni matice P algoritmus rekurzivné propaguje matici S,
kterd je rovnéz misto matice P vyuzita pti vypoctu Kalmanova zisku. Pivodni Potte-
rav pristup zdokonalili a rozsitili dalsi autori, z nichz budiz jmenovan napiiklad Neal
A. Carlson [9]. Matice S muze mit specifickou strukturu — miize se jednat o matici horni
¢i dolni trojihelnikovou (pak rovnice (3.27) predstavuje Choleského rozklad matice P).
V nékterych pripadech miize byt vyhodné rozlozit na ,,odmocniny“ také kovarianc¢ni
matice Q a R.

Dalsi skupinu metod pro implementaci Kalmanova filtru s lepsimi numerickymi vlast-
nostmi predstavuje tzv. UD filtrace (UD filtering). Tento piistup predstavil Gerald
J. Bierman [7] a nésledné rozsifila Catherine L. Thornton [40]. Hlavni myslenkou je

zde opét rozklad chybové kovarianéni matice P, ktery ma ale nyni podobu
P = UDUT,

kde U je horni trojihelnikova matice s jednotkovou hlavni diagonalou a D je matice

diagonalni.

Lepsi numerickou stabilitu mohou mit také jiz zminéné informacni filtry (neboli inverzni
kovarian¢ni filtry), které jsou vhodné zejména v situacich, kdy je vysokd nejistota
odhadu pocateéniho stavu systému, a které jsou efektivnéjsi, také pokud ma vektor

méreni velky rozmeér (I > n).

Srovnani numerickych vlastnosti riznych metod implementace Kalmanova filtru uvadi
napiiklad [41], [42]. Souhrnny podrobnéjsi popis jmenovanych metod pak nabizi napti-
klad [8], [18], [39]. Popis algoritmi pro numericky vypocet obou zminénych maticovych

rozkladu lze nalézt treba v [17].

Vypocetni naroky

Kalmanuv filtr je casto pouzivan v redlném case — prubézné zpracovava prichazejici na-
meérend data a s jejich vyuzitim produkuje odhady aktualniho stavu systému. Pokud im-
plementace filtru navic bézi na vestavéném systému s omezenym vypocetnim vykonem,
coz miuize byt v praxi ¢asté, méa smysl se otdzkou vypocetni naroc¢nosti algoritmu zaby-

vat. Kritickd muze byt situace, kdy ma stavovy vektor ¢i vektor méreni velky rozmer.

Reseni tohoto problému se odviji od konkrétni dlohy a podminek. Nékdy je mozné do-
sahnout nizsi vypocetni narocnosti pouze vhodnou upravou implementace algoritmu,
jindy vSak muze byt nutné pozménit algoritmus tak, ze poskytované vysledky jiz nebu-

dou optiméalni, nybrz suboptimalni, pricemz ale stale dostacujici potfebam dané tlohy.
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Jedna z metod pro usetfeni vypocetniho casu jiz byla zminéna, matice Kalmanova
zisku nezavisi na namérenych datech, tudiz jeji vypocet neni nutné provadét v realném
case, ale Ize ji pro jednotlivé casové okamziky predpocitat, ulozit a v redlném case jeji
konkrétni hodnotu pouze vyzvednout. Rovnéz byla uvedena skutec¢nost, ze v pripadé
v Case invariantnich systémt lze opakovany vypocet matice Kalmanova zisku nahradit
pouzitim jeji ustalené hodnoty (steady-state Kalman gain) — takovyto filtr vSak jiz bude

suboptimalni.

Pokud by preci jen matice Kalmanova zisku méla byt pocitana v kazdém casovém oka-
mziku, lze zvazit pouziti dalsi metody. Pti pohledu na vztah pro vypocet této matice
je patrné, ze obsahuje operaci, které je snaha se v numerickych vypoctech vyhnout —
inverzi matice. ReSenim je zpracovavat vektor méfeni sekvenéné po jeho jednotlivych
prvcich, ¢imz bude pfi vypoctu aposteriorniho odhadu (resp. Kalmanova zisku) vy-
zadovano pouziti pouze skalarnich operaci. Vysledkem je snizeni vypocetnich narokt
i pozitivni vliv na odolnost vici siteni zaokrouhlovacich chyb. Aby vsak bylo mozné
vnimat prvky vektoru méreni jako jednotlivé nezavislé skalary, musi byt prislusna ko-
varianéni matice R diagonalni. Pokud toto neni splnéno, lze naptiklad za vyuziti zmi-
néného UDU rozkladu této matice namérena data tzv. ,predfiltrovat® a splnéni tohoto
pozadavku zajistit. Pouziti uvedené metody ma smysl, je-li matice R ve vsech casovych
okamzicich diagonalni nebo pokud sice neni diagonélni, ale je v ¢ase invariantni, a tedy

bude stacit jeji rozklad pocitat pouze jednou.

Nékdy se také muze stat, ze nékteré prvky stavového vektoru nejsou predmétem zajmu,
a tedy lze usetrit vypocetni vykon, pokud nebudou pocitany odhady jejich hodnot.
Na této myslence jsou zalozeny modifikace klasického Kalmanova filtru oznacované
jako algoritmy redukované filtrace (reduced-order filtering). Jednim z nejznaméjsich
zastupcu této skupiny algoritmi je Schmidtiav-Kalmanuv filtr, jehoz autorem je Stanley

F. Schmidt [37]. Tento piistup lze uplatnit v pfipadé, kdy ma model systému nasledujici

Ty Pr-1y 0 Tr—1[1] n Gro11y 0 Wy—1[1]
Tk [2) 0 D119/ \Tr-1p 0 Gy ) \wp1py)

L1
2z, = (Hk[l] Hk[g]) g + v,
Lk[2]

tvar

kde @) jsou prvky stavového vektoru, jejichz hodnoty jsou sledovany (odhadovany) a
Ty je Cast stavového vektoru, kterd naopak neni pfedmétem zédjmu (je tedy vhodny
napiiklad pro model systému zahrnujici tvarovaci filtr). Schmidttav-Kalmanuv filtr je

filtrem suboptimalnim.
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Maji-li rovnice modelu systému vySe naznacenou blokové-diagonalni podobu (a je-li
pozornost zaméfena na odhad celého stavového vektoru), nabizi se moznost vnimat

zadanou ulohu filtrace jako oddélené podulohy, které 1ze Tesit paralelné.

Podrobnéjsi informace k ¢asové vypocetni narocnosti Kalmanova filtru a detailnéjsi
predstaveni zde zminénych i dalsich metod pro jeji redukei 1ze nalézt napiiklad v [18],
[31], [39].

Co se tyka pamétovych narokt, uspory lze dosdhnout zejména vhodnym prepisovanim
a opakovanym pouzivanim stejnych datovych struktur v pribéhu vypoctu algoritmu
¢i eliminaci redundance v nékterych datovych strukturach, ktera plyne napriklad ze
symetrie kovarian¢nich matic apod. Otazka pamétové narocnosti vsak dnes nebyva tak
kriticka.

Navrh modelu systému

Zatimco teorie predpoklada, ze jsou matice modelu systému ®, G, H, Q a R pro
vSechny casové okamziky znamé a rovnéz je znamy pocatecni stav, v praxi nemusi byt
lehké jejich hodnoty urcit. Navrzeny model zpravidla odpovida skutecnému systému
pouze priblizné, coz musi byt pii aplikaci Kalmanova filtru brdano v potaz. Filtr je
optimalni pro pouzity model systému, nikoli vsak pro skutecny systém. Nepresnosti
modelu zptisobuji, ze skutecna chyba odhadi je odlisna od chyby oc¢ekavané, vyjadirené
chybovou kovarianéni matici, pficemz se muze stat, ze skuteéna chyba bez omezeni

roste a filtr diverguje (i kdyz vypocitané chybové kovarian¢éni matice toto neindikuji).

Pomérné snadnym resenim nastinéného problému je pridani falesného sumu do stavové
rovnice modelu (resp. zvySeni hodnot piislusné kovarianéni matice Q). V disledku
tohoto filtr méné duveéruje predikcim vypocitanym dle modelu a dava vétsi vahu na
namérend data. Podobného efektu lze dosdhnout také exponencialnim vazenim dat ¢i

tzv.  filtraci se slabnouci paméti“, které kladou vétsi duraz na neddvna data.

Predchozich jmenovanych pristupt by vsak nemélo byt zneuzivano na tkor kvality mo-
delu systému. Kvalitu modelu a ptislusného filtru 1ze zkoumat jiz ve fazi navrhu pomoci
citlivostni analyzy. Citlivostni analyza pracuje se ,spravnym‘ modelem skutecného sys-
tému a modelem (zjednodusenym), na zakladé kterého je navrhovin Kalmanuv filtr,
umoznuje tak porovnat vysledky vice navrzenych filtri zalozenych na riznych mode-
lech vzhledem k pfedem stanovenym pozadavkim. Vyuziva se kovarianéni analyzy a

Monte Carlo simulaci (podrobnéji napr. [16], [18]).
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Dalsim zptisobem, jak lze indikovat problémy v navrhu modelu systému, je analyza
inovaci (neboli rezidui méfeni). Lze dokazat (viz napr. [39, s. 298]), Ze inovace by
mély byt nekorelovanym nahodnym procesem s nulovou sttedni hodnotou a kovariancéni
matici [HkPk(_)HZ + Ry] v ¢ase t;. Pokud toto neni splnéno, muze se jednat pravé o

diisledek chybného modelu systému.

Pokud nelze zajistit dostate¢nou presnost modelu na zékladé znalosti systému (nékteré
matice modelu jsou zndmé pouze s urcitou nepresnosti ¢i nejsou zndmé vibec), je
také mozné vyuzit modifikace klasického Kalmanova filtru — robustni Kalmanutv filtr
nebo adaptivni Kalmaniv filtr, vice viz napriklad [31] a [11]. Pro dal$i poznatky o

problematice ndvrhu modeli systému lze odkazat tfeba na [18], [33], [39].

Odlehla ¢éi chybéjici pozorovani

Problémy se mohou objevit také v souvislosti s namérenymi daty, kterd jsou Kal-
manovu filtru poskytnuta ke zpracovani. Jednou z existujicich nastrah jsou odlehla
pozorovani, kterd mohou byt napriklad dusledkem chyby méficiho zarizeni. Takovéto
chybné pozorovani poskodi momentalni odhad a ma negativni vliv na odhady nasledu-
jici, z teoretického pohledu by se vsak mél filtr v koneéném case z jeho nasledkii zotavit.
V praxi ale nemusi byt tato schopnost dostacujici, a proto je obecné lepsi podezrield
pozorovani filtru viibec neposkytnout. K posouzeni, zdali je néjaké pozorovani odlehlé,
lze vhodné vyuzit inovaci neboli rozdil mezi skutecnou a oc¢ekavanou hodnotou tohoto
pozorovani. Kdyz je rozdil vyssi nez néjaka stanovena mez, nebude prislusné pozoro-
vani filtrem zpracovano. Budiz podotknuto, ze existuji i sofistikovanéjsi pristupy pro
identifikaci odlehlych pozorovani (vice napf. [18]) a zaroven budiz také upozornéno, ze
ne kazdéa odlehla hodnota je nutné chybou. Pokud by pfreci jen chybné pozorovani do
vypoctu filtru zasahlo, 1ze podporit jeho zotaveni zvysenim kovariance sumu stavové

rovnice modelu, ¢imz bude filtr davat vétsi vahu nasledujicim pozorovanim.

Dalsim problémem, ktery se muze pri praci s daty objevit, jsou chybéjici pozorovani.
Pokud v uréitém ¢asovém okamziku nejsou k dispozici naméfend data (nebo by tato
data mohla byt nespolehliva), bude proveden pouze vypocet apriorniho odhadu, ktery
vsak nebude nasledovan korekénim krokem, nebof neni k dispozici zadna nova infor-

mace, kterda by mohla odhad zptesnit.
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3.2 Dalsi algoritmy Kalmanovy filtrace

V souvislosti s praktickou implementaci algoritmu byly zminény riizné modifikace kla-
sického Kalmanova filtru, které Ize vhodné vyuzit v urcitych specifickych situacich. Na-
priklad algoritmy odmocninové filtrace, UD filtrace ¢i informacni filtry fesi problém nu-
merické stability, algoritmy redukované filtrace snizuji vypocetni narocnost, adaptivni
nebo robustni Kalmaniv filtr pomaha v pripadech, kdy je problematické navrhnout
model systému apod. Specifickd rozsireni Kalmanova filtru existuji také pro nelinearni
modely systémil ¢i modely systémii ve spojitém case. VSechny tyto algoritmy vsak
vychazeji ze spolecné zédkladni myslenky filtru navrzeného Rudolfem E. Kalmanem,
a byvaji tedy souhrnné oznacovany jako algoritmy Kalmanovy filtrace ¢i Kalmanovy
filtry.

3.2.1 Nelinearni filtrace

Jednim z predpokladl pro pouziti Kalmanova filtru, tak jak byl popsan v predchozi
casti textu, je linearita systému. Ve skutecnosti vSak ¢asto mtze byt dynamika systému
¢i vztah mezi jeho stavem a mérenimi (nebo oboji) nelinedrni. Rovnice modelu systému
mohou mit nize uvedenou podobu, pricemz pro ucely dalsiho vykladu budiz uvazovano,
ze systém nema zadné vstupy, Sum v obou rovnicich je aditivni a stale plati predpoklady

uvedené v c¢asti 3.1.2

&y = Gp—1(Tp—1) + Wi_1,

2, = hy(xr) + v,
kde ¢r_1 a hi jsou obecné nelinearni funkce.

V pripadé linearniho systému je za predpokladu normality rozdéleni poc¢atecniho stavu
a obou Sumu zachovana normalita rozdéleni sledovanych veli¢in i pti prechodu mezi
¢asovymi okamziky, nebot linedrni transformace zachovavaji normalni rozdéleni (viz
véty 2.3 a 2.4). Pro popis vyvoje systému v Case pak staci propagovat stiedni hodnoty
a kovarian¢ni matice — a pravé na tomto principu funguje Kalmantv filtr. Nelinearni
transformace normalni rozdéleni obecné nezachovavaji, a Kalmaniv filtr tedy nelze

takto pouzit.

Existuji pristupy, které vychazeji z myslenky Kalmanova filtru a zaroven dovoluji pra-
covat i s nelinearnimi systémy, nejedna se vsak o nastroje umoznujici nalézt optimalni
feseni ulohy, ale pouze jeho vice ¢i méné dobrou aproximaci. Podrobnéji budou pted-

staveny dva nejznaméjsi a nejcastéji pouzivané nelinearni Kalmanovy filtry a zminény
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i nékteré dalsi. Volba konkrétniho filtru pak zalezi na povaze a pozadavcich fesené

aplikac¢ni ulohy.

Extended Kalman filter

Jednim z moznych pristupi, jak resit problém nelinearity modelu systému, je aproxi-
movat prislusné nelinearni funkce funkcemi linedrnimi. Na této myslence je zalozen tzv.
rozsiteny Kalmanuav filtr (eztended Kalman filter, EKF), ktery k linearizaci vyuziva Ta-
ylortuv rozvoj dané funkce v bodé aktualniho odhadu. V pripadé funkce stavové rovnice

¢r—1 je timto odhadem ;_; (), linedrni ¢ast Taylorova rozvoje ma potom podobu

Pr—1(Tp—1) = Pp1(To—1(4)) + Pr—1(Tr—1 — Tp_1(4)),

kde ®;_, je Jacobiho matice parcidlnich derivaci

Obr—1
ox

Py =

T—1(+)

Tayloriiv rozvoj funkce rovnice méfeni hy je konstruovan v bodé &, a obdobné pak
hk(mk) P~ hk(ﬁk(_)) —+ Hk(mk — iﬁk(_)),

kde Hy je opét ptislusna Jacobiho matice

Ohy,

H,=— .
ox (o)

S vyuzitim uvedenych aproximaci lze model systému prepsat do linearni podoby a na-
sledné jiz pouzit klasicky Kalmaniv filtr. Vysledkem jsou nasledujici rovnice souhrnné

oznacované jako rozsiteny Kalmanuv filtr

o) = -1 (B—1(4)),

Py = PrProyn @ + Qi1

Ty() = T(—) + Kilze — e (@r-))],
Py = Py — K Hi Py,
K; = P, HI [H, P, H] + R,

Uvedené rovnice je mozné zobecnit také pro systémy se vstupy a neaditivnim Sumem,
viz [39, s. 409].

Puvodni myslenku rozsiteného Kalmanova filtru publikoval Stanley F. Schmidt [38], od

té doby je filtr v praxi hojné vyuzivan. Nutno vsak podotknout, ze ne vzdy prinasi jeho
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pouziti pozadované vysledky, vhodnost zavisi na povaze konkrétni fesené tlohy, obecné
vsak plati, Ze se hodi pro systémy slabé nelinearni. Jako nevyhodu lze kromé nutnosti
vypoctu Jacobiho matic povazovat také fakt, ze matice Ky, Py a Py zaviseji na
nameérenych datech, a nelze je tedy predpocitat jako v pripadé klasického Kalmanova

filtru.

Unscented Kalman filter

Zcela jiny pristup k feseni problému nelinearity modelu systému prindsi tzv. unscented
Kalman filter (UKF). Snahou v tomto pripadé neni problém linearizovat, ale pracovat
piimo s jeho nelinedrni podstatou. Vyuzito je pritom statistické vzorkovani, konkrétné
technika nazyvana jako unscented transform, podle které filtr ziskal své jméno. Urcitym
deterministickym zptsobem je zvoleno nékolik bodt oznacovanych jako sigma points,
které vhodné charakterizuji rozdéleni sledované veli¢iny, tyto body jsou transformovany
nelinearni funkci a z transformovanych bodi je poté vypoctena stredni hodnota a

kovarianéni matice popisujici nové rozdéleni transformované veli¢iny.

Obecné 1ze unscented transform popsat nasledovné, pricemz necht & je aktualni od-
had stavu systému, ktery je stfedni hodnotou veli¢iny x, a C,, je odmocnina resp.
Choleského faktor pfislusné kovarianéni matice P,, (viz ¢ast 3.1.5). Déle necht g je
obecné nelinedrni transformacni funkce a y = g(x) je transformovana veli¢ina. V pfi-
padeé stavové rovnice predstavuje g funkci ¢ a y stavovy vektor v nasledujicim ¢asovém

okamziku. Pro ptipad rovnice méteni vyjadiuje g funkci h a y vektor méreni z.

Unscented transform spociva ve vybéru bodu x; z rozdéleni x a prirazeni odpovidajicich
vah W; tak, ze plati

Nasledné je kazdy bod x; transformovan funkci g

&= Q(Xi)-

Na zavér je s vyuzitim téchto transformovanych bodi vypocitana aproximace nové

stfedni hodnoty a kovarian¢ni matice transformované veli¢iny y
Yy~ Z Wi&;,
i
i
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Pro volbu bodi x; a prislusnych vah W; existuji rizné strategie. Strategie, ktera bude
dale popsana, byva v souvislosti s Kalmanovym filtrem pouzivana nejcastéji, ukazky

dalsich strategii lze nalézt naptiklad v [18].

Strategie nazyvana scaled unscented transform spociva ve vybéru celkem 2n + 1 (n je
rozmér stavového vektoru) boda symetricky rozmisténych kolem stfedni hodnoty, pti-
¢emz prizptisobeni vybéru potiebam konkrétni tlohy umoznuji tii volitelné parametry
a, B, k. Parametry «a a k 1ze pro zjednoduseni zkombinovat do jednoho parametru ozna-
c¢ovaného A

A=a*(n+k)—n.

Body a jejich vahy jsou voleny takto (¢j; zde znaci i-ty sloupec matice C,;)

Xo = Z, =A(n+X)
W[Pyy An+N)+1—a?+ 8
Xi =&+ Vn+ X\ e, = 1/[2(n+ N, 1<i<n
Xnti =& —Vn+ X e, n+z—1/[2(n—|—)\)], 1<i<n

Jak jiz bylo uvedeno, tyto body jsou transformovany funkci g

& = 9(xi), 0<e<2n

a dale je vypocitdna aproximace ¥ a P,,, pficemZ pro bod &, jsou pouzity dvé rizné
vihy W a WP

R 2n
wile, + 3 Wik,
=1

2n
Py, ~ Wy " (& — ) (60— 9)" + > Wil& — 9)(& — )"

Parametry «a a x ovliviiuji rozptyleni bodi kolem stfedni hodnoty (« byva obvykle
volena jako malé kladné ¢islo, k byva ¢asto rovna nule), 5 se podili na vytvafeni vahy
Wopyy}, jeji hodnota vychazi z informaci o rozdéleni veli¢iny (pro normdalni rozdéleni
byva § = 2).

Cely algoritmus unscented Kalman filter vypada nasledovné, ut() znac¢i funkci realizujici
unscented transform, v kulaté zavorce jsou uvedeny jeji vstupni argumenty, v hranaté
pak vystupni argumenty, Cj_y(4) resp. Cy(—) je Choleského faktor (odmocnina) matice

Pk,1(+) resp. Pk(,)
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[ﬁjk(,), Pxx] = Ut(ik,1(+), Ck,1(+), ¢k—17 Q, 67 '%)7
Pk(—) =Py + Qk—lv

(21, P..] = ut(@y—), Cr(o), b, o, B, K),
P, = Zz‘Wi(Xi - @k(f))(éi - 2k)T,
Ki=P,.[P.. + Ry,

(o) = Bn) + Kz — 2),

Py = Py — KiPy.

Unscented Kalman filter navrhli Simon J. Julier a Jeffrey K. Uhlmann [22]. V po-
rovnani s rozsitenym Kalmanovym filtrem poskytuje tento filtr obecné lepsi vysledky
zejména v pripadé vysoce nelinearnich systémi, vypocetni naroc¢nost maji oba filtry

podobnou.

Zdrojové kédy implementaci algoritmit EKF a UKF v MATLABu jsou k nahlédnuti
v priloze A.1.2.

Dalsi nelinearni Kalmanovy filtry

Kromé EKF a UKF existuji i jiné nelinearni filtry, které svym principem byvaji obvykle
podobné jednomu z téchto dvou uvedenych, ale lisi se svoji robustnosti ¢i vypocetni

naro¢nosti.

Do skupiny filtrti vychazejicich z myslenky linearizace nelinearnich funkci pat¥i napii-
klad linearizovany Kalmanuv filtr (linearized Kalman filter), ktery provadi linearizaci
v bodech tzv. nominélni trajektorie, na rozdil od EKF (provadéjiciho linearizaci v bo-
dech odhadnuté trajektorie) umoznuje predpocitani, na druhou stranu je vsak méné
robustni vic¢i nelinearitdm. DalSim zastupcem této skupiny je iterated extended Kalman
filter (IEKF), ktery zpresnuje odhad ziskany pomoci EKF tim, Ze iterativné opakuje
korekéni krok algoritmu, pricemz linearizaci funkce méreni uz neprovadi v bodé apri-
orniho odhadu, ale v bodé pravé ziskaného aposteriornitho odhadu. Lepsi vysledky
z pohledu pfesnosti a robustnosti vii¢i vlivu silnéjsich nelinearit poskytuji také filtry,
které pracuji nejen s linearnim ¢lenem Taylorova rozvoje, ale i s ¢leny vyssich radu.
Mezi tyto filtry patii napriklad second-order extended Kalman filter, jejich nevyhodou

je vsak velmi vysoka vypocetni narocnost.

38



Druhou skupinu tvori filtry zalozené na statistickém vzorkovani, pricemz jsou vyu-
zivany ruzné vzorkovaci techniky. Obecné byvaji tyto filtry robustnéjsi vici silnym
nelinearitam, v nékterych pripadech je vsak nutné zaplatit vyssi ¢asovou naroc¢nosti.
Kromé UKF sem patii naptiklad Monte Carlo Kalman filter, ensemble Kalman filter,
Gauss-Hermite Kalman filter a mnohé dalsi. Podobné myslenky vyuzivaji také casti-

cové filtry.

Podrobnéjsi pojednani o zminénych filtrech 1ze nalézt napriklad v [8], [18], [39].

3.2.2 Filtrace ve spojitém case

Doposud bylo pracovano pouze s modely systému v diskrétnim case, Kalmantv filtr
lze vsak analogicky odvodit a pouzit i ve spojitém case. Na navrhu filtru se podilel

Richard S. Bucy [24], a byva tedy oznacovén jako Kalmantuv-Bucytv filtr.

Budiz uvazovan nasledujici model stochastického linedrniho dynamického systému ve
spojitém case, jenz byl popsan v ¢asti 2.3.2 (stejné jako v predchozim textu bude pro

zjednoduseni predpoklddéano, Ze systém neméd zadné vstupy)

a(t) = F(t)z(t) + G(t)w(t),
2(t) = H(t)z(t) + v(t).

Déle mnecht plati predpoklady analogické jako v diskrétnim c¢ase. Rovnice

Kalmanova-Bucyova filtru pak maji podobu

2(t) = F(1)a(t) + K(1)[=(t) — H()&(1)],
P(t) = F(t)P(t) + P(OF"(t) - K(OR(HK' (t) + G(H)Q(H)G' (1),

Podrobné odvozeni rovnic i zobecnéni pro modely systémi se vstupy lze nalézt naprii-
klad v [18], [33].

V praxi se lze setkat také s tzv. hybridnimi modely, které obvykle popisuji dynamiku

systému spojité, zatimco méfeni jsou chapana jako diskrétni.

Nejen klasicky Kalmaniv filtr, ale i dalsi Kalmanovy filtry (naptiklad filtry nelinedrni)
existuji ve variantach pro modely systému v diskrétnim case, ve spojitém case i pro

modely hybridni.
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4 Aplikace Kalmanovych filtra

Kapitola se vénuje predstaveni praktického pouziti Kalmanova filtru a z néj vychazeji-
cich algoritmti. Hlavni pozornost je zamérena na tilohu indoor lokalizace a na moznosti
vyuziti Kalmanova filtru pfi jejim feseni. Predstaveno je nékolik algoritmii zaloZzenych
na myslenkach Kalmanova filtru, které jsou néasledné implementovany, otestovany a
porovnany s klasickymi lokaliza¢nimi technikami. Druhda c¢ast kapitoly demonstruje
siti uplatnéni Kalmanova filtru ukazkami jeho aplikaci v analyze c¢asovych rad a ve

zpracovani obrazu.

4.1 Prehled aplikacnich domén

Kalmantiv filtr nachéazi rtiznoroda uplatnéni. Jednou z nejvyznamnéjsich aplikacnich
domén je lokalizace pohybujicich se objektl a navigace — Kalmanuv filtr ¢i obecné Kal-
manovy filtry jsou vyuzivany napriklad v globalnich druzicovych polohovych systémech
(GPS apod.), v radarech, pfi navigaci a fizeni robott, v autopilotech ¢i autonomnich
vozidlech, v poc¢itacovém vidéni pti sledovani pohybu objekti v sekvenci video snimkii,
dale v rozsitené a virtualni realité atd. Do oblasti navigace a fizeni spada také prvni apli-
kace Kalmanova filtru z 60. let minulého stoleti, kterou byl vesmirny projekt Apollo.
7, dalsich aplikac¢nich domén lze jmenovat tfeba analyzu casovych fad, ekonometrii,

zpracovani signalu, predpovidani pocasi a mnohé jiné.

4.2 Indoor lokalizace

Rozvoj v oblasti mobilnich technologii a SMART feseni podnécuje potiebu zabyvat se
otazkou lokalizace mobilnich zafizeni ¢i objekti v prostoru. Inteligentni systém, ktery
ma povédomi o své poloze, se pak dokaze adaptovat a poskytnout uzivateli informace,

které jsou pro néj relevantni vzhledem ke geografickému kontextu.
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Na predpokladu znalosti polohy mobilniho zafizeni, resp. uzivatele, jsou zalozeny tzv.
location-based services (LBS). Dulezita je ptritom schopnost zjistit polohu zafizeni nejen
ve venkovnim otevieném prostoru, ale velice ¢asto také uvniti budov (indoor lokali-
zace). Kromeé statické lokalizace se mize jednat rovnéz o lokalizaci dynamicky se po-

hybujictho objektu, pficemz je mozné tesit také tlohu predikce pohybu.

Praveé indoor lokalizace nachézi své uplatnéni v fadé oblasti [44], jako ptiklad budiz uve-
dena navigace ve verejnych budovach spolu s inteligentnim poskytovanim potiebnych
nebo zajimavych kontextovych informaci uzivateli podle toho, kde se pravé nachazi.
Déle lze jmenovat také zachranarstvi a reSeni krizovych situaci, bezpecnosti a vojen-
ské aplikace, chytré domacnosti, cileny marketing, oblast zabavy ¢i turizmu a mnohé
dalsi. Na svém vyznamu ziskava indoor lokalizace také v souvislosti s dnes popularnimi

koncepty jako je napriklad rozsitena realita.

4.2.1 Prehled stavajicich reseni

Pro lokalizaci mobilnich zafizeni ¢i objektit uvniti budov neexistuje obecné standardi-
zované teseni. Ulohu urceni polohy ve venkovnim otevieném prostoru uspokojivé resi

systém GPS (global positioning system), ten vsak uvniti budov nelze z podstaty pouzit.

P1i indoor lokalizaci jsou casto vyuzivany ruzné radiové technologie, které mohou vy-
chazet z existujicich bezdratovych siti v budovach, mezi tyto technologie patii napti-
klad Wi-F1i, Bluetooth (zejména technologie Bluetooth Low Energy, BLE), Zigbee, atd.
K lokalizaci lze vyuzit rovnéz svételné ¢i zvukové vinéni. Kazda z téchto technologii
umoznuje dosahnout urcité presnosti lokalizace a jeji pouziti je spojeno s vétsimi ¢i
mensimi finanénimi a ¢asovymi naklady na realizaci. Kromé téchto technologii byvaji
vyuzivany také pristupy pracujici s daty ze senzori pohybu a orientace (inertial mea-

surement unit, IMU) v mobilnich zarizenich.

Obecné existuji rizné techniky lokalizace [44]. Prvni skupinu tvori pfistupy zalozené na
principech trigonometrie a na znalosti thla, pod kterymi signal prichézi z referencnich
bodt se znamou polohou, nebo na znalosti vzdalenosti lokalizovaného objektu k témto
znamym referenénim bodim. Tyto pristupy vsak nebyvaji vhodné pro pouziti ve vniti-
nich prostorach s mnozstvim prekazek, kde neni prima viditelnost mezi lokalizovanym

objektem a referenc¢nimi body.

Dalsi lokaliza¢ni technikou je fingerprinting. Fingerprinting je tvoren dvéma fazemi.
V prvni fazi, tzv. off-line, je vytvorena referencni mapa otisku (fingerprinti) naméie-

nim a ulozenim informace o silach signalu (received signal strength indicator, RSSI)
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z jednotlivych vysilacli na predem urcéenych mistech se znamou polohou. Druha faze,
tzv. on-line, spoc¢iva v uréeni polohy objektu na zakladé porovnani aktualné nameé-
renych signali a otiska z referenéni mapy. Tato technika bude podrobnéji popsana

v nasledujici ¢asti textu.

Jiné informace vyuziva pro lokalizaci technika nazyvana pedestrian dead reckoning
(PDR). Tato technika pracuje s daty o pohybu mobilniho zafizeni poskytovanymi jeho
senzory (akcelerometr, gyroskop, magnetometr), s jejich pomoci a pii znalosti poca-
tecni polohy pak odhaduje vyvoj aktualni pozice v ¢ase. Vyhodou PDR je nezavislost
na existenci radiovych siti, nutna je vsSak znalost presné pocatecni polohy, presnost
zavisi také na kvalité senzort a v delsim cCase dochéazi ke kumulaci a narastu chyby
odhad.

Technika fingerprintingu

Fingerprinting je v indoor lokalizaci hojné vyuzivanou technikou a casto slouzi jako
srovnavaci referencéni technika pro nové vyvinuté algoritmy. Jeho realizace nebyva na-
kladna a obtizna, nebot vyuziva radiové bezdratové sité, které v budovach jiz casto
existuji. Obvykle se jedna o technologii Wi-Fi (IEEE 802.11) nebo v posledni dobé po-
puldrni technologii BLE v podobé beaconu (vysilacich zarizeni a protokolu iBeacon),
se kterymi ptisla na trh v roce 2013 spole¢nost Apple [30]. Nevyhodou fingerprintingu
je nutnost opétovného vytvareni nové referencéni mapy otiskt pti jakékoli zméné sitové

infrastruktury.

Urceni polohy technikou fingerprintingu spoc¢iva v naméreni aktualnich sil signalu z jed-
notlivych vysilaci, tj. vytvoreni aktualniho otisku v daném misté, a nasledném porov-
nani tohoto otisku s otisky z referen¢ni mapy. Cilem je nalézt nejpodobnéjsi referencéni
otisk, pricemz podobnost je mérena vzdalenosti otiskti v prostoru vsech otiski. Pri
vypoctu vzdélenosti je mozné vyuzit rtizné metriky, obvykle byva pouzivana metrika
manhattanska ¢i euklidovska. Tento postup je oznacovan jako algoritmus nejblizsiho
souseda (nearest neighbor, NN). Poloha asociované s nejblizsim referen¢nim otiskem je

pak povazovana za hledanou aktualni polohu.

V obecnéjsim pojeti lze nalézt nékolik (k) nejpodobnéjsich referenc¢nich otisku a hle-
danou polohu spocitat jako priamér poloh referenc¢nich otiskti. V tomto pripadé se pak

jednd o algoritmus k nejblizsich sousedu (k nearest neighbors, KNN).

Dalsi jesté obecnéjsi modifikaci zminéného postupu je vazeny algoritmus &k nejblizsich
sousedu (weighted k nearest neighbors, WKNN), ktery pocitd polohu jako vazeny pri-

mér poloh k referencnich otiskt, pricemz podobnéjsi otisky maji vyssi vahu. Algoritmus
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WKNN byva v indoor lokalizaci pouzivan nejcastéji, teoreticky vede vyssi hodnota k
k pfesnéjsim vysledkim ovsem za cenu rostouci vypocetni narocnosti, v praxi byva

casto voleno k = 3, k = 4.

Jednim z prvnich systémti pro indoor lokalizaci zalozenych na radiovych sitich je

RADAR [4] navrzeny vyzkumniky spolecnosti Microsoft.

Motivace pro pouziti Kalmanovych filtra

Nevyhody vyuziti radiového signalu v indoor lokalizaci vsak plynou z fyzikalnich zéko-
nitosti jeho Sifeni a z povahy vnitiniho prosttedi budov. Signal uvniti budovy narazi na
mnozstvi ruznych prekazek z riznych materialu (zdi, ndbytek, lidé, ...), a tim dochézi
k jeho pohlcovani, lomu ¢i odrazim. Vlastnosti (sila) signlu se tedy v takto kom-
plexnim prostiedi méni v zavislosti na misté a case zpusobem, ktery nelze jednoduse

popsat.

Namérené hodnoty sily signalu v urc¢itém misté, které maji byt vyuzity pti lokalizaci,
zévisi také na konkrétnim mobilnim zafizeni (pfijimaci), na jeho momentdlni orien-
taci pfi méreni apod. V disledku vSeho vyse uvedeného je obtizné dosahnout idealni

presnosti lokalizace, ktera by byla uvniti budovy pozadovana.

Neustale je tedy snahou nalézt rtizna rozsiteni ¢i vylepseni existujicich technik nebo
techniky uplné nové, které umozni dosdhnout vyssi presnosti lokalizace. Velice casto
se jedna o rtizné matematické a statistické metody, které pomahaji do urcité miry
redukovat vliv Sumu v radiovych datech vznikly v disledku zminénych fyzikalnich
principu Sifeni signélu.

Prikladem takovéto metody jsou pravé Kalmanovy filtry. Kotanen et al. [26] pFedstavuji
jako jedni z prvnich moznost vyuziti rozsifeného Kalmanova filtru (EKF) v indoor
lokalizaci. Jedna se o statickou lokalizaci v ramci jedné mistnosti, filtr je aplikovan
na data o vzdalenostech lokalizovaného objektu k referen¢nim vysilacim bodtm, které

jsou vypocteny z namérené sily Bluetooth signélu.

Déle existuji dvé varianty klasického Kalmanova filtru nazvané jako position Kalman
filter (PKF) [28], [2] a fingerprint Kalman filter (FKF) [1]. Oba algoritmy jsou au-
tory ptivodné vyuzity ke statické lokalizaci v budové s Wi-Fi siti. PKF ma na svém
vstupu jiz vypoctené odhady polohy (ziskané napiiklad pomoci techniky fingerprin-
tingu), oproti tomu FKF pracuje pfimo s namérenymi silami signalu, a mé tedy lepsi
schopnost filtrovat Sum v nich obsazeny, nasledné urceni polohy je zalozeno na principu

fingerprintingu a algoritmu WKNN.
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Tyto zminéné pristupy jsou déle aplikovany a rozvijeny dalsimi autory, napriklad Lee et
al. [30] vyuzivaji prvni zminény piistup spolu s BLE beacony, Fang et al. [15] rozsifuji

FKF o adaptivni vypocet kovariance Sumu apod.

Kalmanuv filtr 1ze vyuzit také jako nastroj umoznujici zkombinovat data rizné povahy
z ruznych zdroju. Tohoto vyuzivaji napiiklad Coronel et al. [13], Lee et al. [29], Chen et
al. [10], pri feseni tlohy dynamické lokalizace kombinuji rddiovd data a data o pohybu

z prislusnych senzori mobilnich zafizeni.

Kromé Kalmanovych filtri byvaji v indoor lokalizaci vyuzivany také casticové filtry.
Césticové filtry maji obecnéjsi moznosti aplikace, nevyhodou je viak vySsi vypocetni
narocnost limitujici jejich pouziti v redlném case na zarizenich s omezenym vykonem.
Rovnéz dosazend presnost nebyva vyrazné lepsi. Setkat se lze také s lokaliza¢nimi

technikami vyuzivajicimi neuronové sité, genetické algoritmy atd.

4.2.2 Predstaveni Kalmanovych filtri v indoor lokalizaci

V nasledujici ¢asti textu budou popsany ruzné lokalizacni algoritmy zalozené na mys-
lence Kalmanova filtru. Algoritmy budou vychézet z vyse zminénych ¢lanku a budou je
riznymi zplisoby upravovat a rozsitovat. Dtiraz bude kladen na jejich nasledné otesto-
vani v redlnych podminkach, nebof nékteré ze zminénych algoritmii jsou svymi autory
testovany pouze v presné pripravenych laboratornich podminkach (naptiklad lokalizace
v jedné prazdné mistnosti se ¢tyfmi vysilacimi zafizenimi v rozich apod.) nebo na si-
mulovanych datech. Kromé ptvodniho pouziti pro statickou lokalizaci budou nékteré
algoritmy vyzkouseny rovnéz pri feseni tlohy lokalizace dynamicky se pohybujicitho ob-
jektu. Pti praktické aplikaci budou pouzita data z technologie BLE, popsané postupy

by vsak bylo mozné aplikovat i na data jinych radiovych technologii.

Prvnim nutnym krokem predchéazejicim implementaci algoritmi je navrh modelu sys-
tému. Z pohledu tulohy indoor lokalizace je zrejmé, Ze hledana poloha je v modelu
systému neznamym vektorem x. Jako vektor méreni z lze chapat rizné idaje. Popsany
budou tii algoritmy pro statickou lokalizaci a jeden algoritmus pro dynamickou lo-
kalizaci, pricemz jako méreni z budou chapana vzdy data jiné povahy. Pozornost je
zameérena na lokalizaci v ramci jednoho patra budovy, jedna se tedy o urceni souradnic

[z, y] objektu ve dvojrozmérném prostoru (v roviné).
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Staticka lokalizace

Pri statické lokalizaci je predpokladano, ze se poloha objektu v ¢ase neméni, z ¢ehoz
vyplyva, ze matice ®, je pro vSechna t, rovna matici jednotkové, tedy ze stavova

rovnice modelu systému ma tvar

x 1 0\ (zk-
k) _ 1) w1,
Yk 0 1) \Yk—
Tento predpoklad je spolecny vSem tfem dale uvedenym algoritmtm.

Algoritmus 1

Puvodni myslenku publikovali Kotanen et al. [26], ddle tento pfistup zkoumali a apli-
kovali naptiklad Yim et al. [49] nebo Lee et al. [30]. Algoritmus je zalozen na vypoctu
vzdélenosti k jednotlivym vysilacim zafizenim (beacontim) z idaju o sile jejich signélu
nameérené na lokalizovaném misté. Pro prepocet sily signalu na vzdalenost lze pouzit

vztah
d = dy - 10Prx (do)=Prx (d)/10n

kde Prx(d) je namérend sila signdlu v lokalizovaném misté, Pry(dy) je sila signdlu
v referencni vzdéalenosti dy (obvykle 1 m) od beaconu a n je exponent ttlumu. Konkrétni
hodnoty byly zvoleny n = 2 a Prx(1 m) = —62 (hodnota odpovidé vysilacimu vykonu

0 dBm, ktery mély nastaveny beacony pii testovani [27]).

Prvky vektoru méteni jsou praveé tyto vypoctené vzdalenosti, rovnice méreni modelu

systému ma pak podobu

di k \/(% —2k)* + (Y1 — )
d To — xp)> + (Y2 — yi)?
| V(@ P |
dni)  \f@m =20+ (g — )

kde d; je vzdalenost k i-tému beaconu a [z;,y;] jsou soufadnice i-tého beaconu,
i = 1,2,...,m (m je pocet beaconi). Vzhledem k nelinearité v rovnici méfeni je
vhodné vyuzit algoritmus EKF, UKF ¢i jiny ze zminénych nelinearnich filtrii. Kon-
krétni hodnoty prvka matic Q, a Ry pro jednotlivé casové okamziky jsou urcovany

experimentalné z testovacich dat.

Vyhodou tohoto algoritmu je jeho jednoduchost, nebot pro urceni polohy nevyzaduje
specialni predchozi ptipravu, jako je napriklad off-line faze fingerprintingu. Na druhou

stranu vsak nedosahuje vysoké presnosti lokalizace, jelikoz princip prepoc¢tu namérené
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sily signalu na vzdalenost obecné vede v kontextu indoor lokalizace k vyznamnym

chybam.
Algoritmus 2

Algoritmus je zalozen na principu PKF (position Kalman filter) [28], [2], nebot jako
méreni chape jiz vypocitané odhady polohy pomoci jiné techniky (napt. fingerprin-
ting + WKNN). Na rozdil od predchoziho algoritmu se nejedna o lokalizaéni techniku
v pravém slova smyslu, ale pouze o nastroj, ktery by mél zpresnit stavajici odhady. Tato
schopnost je vSak do uréité miry omezena tim, Ze nepracuje se surovymi namérenymi

daty, coz umoznuje redukovat vliv Sumu pouze zprostredkované.

Rovnice méreni ma jednoduchou podobu

(=) (1) -

Cely model systému je linearni, Ize tedy pouzit klasicky Kalmantv filtr.
Algoritmus 3

Tretim popsanym algoritmem je FKF (fingerprint Kalman filter), ktery mnavrhli
Ali-Loytty et al. [1]. Algoritmus poc¢itd odhady polohy piimo z dat o sile signalu, ktera
jsou v modelu systému chapana jako meéreni, pricemz vyuziva rovnéz principt tech-
niky fingerprintingu. Nutnym predpokladem jeho pouziti je tedy predchozi vytvoreni

referenéni mapy otiskt.

Stavova rovnice modelu méa podobu stejnou jako v pripadé ostatnich algoritmii a rov-
néz vypocet apriornitho odhadu polohy je shodny s klasickym Kalmanovym filtrem.
Rovnice méreni vSak neni explicitné vyjadiena a vztahy pro vypocet aposteriorniho
odhadu polohy maji mirné odlisnou podobu, princip Kalmanova filtru je ale zachovan.
Odlisnosti prameni ze skute¢nosti, ze odhad méreni (ktery je poté vyuzit pii vypoctu
aposteriornitho odhadu polohy) neni konstruovan dle rovnice méteni, ale pomoci tech-
niky fingerprintingu a algoritmu WKNN. Podrobné odvozeni novych rovnic FKF je

uvedeno v [1].

Dynamicka lokalizace

Pti dynamické lokalizaci byva za nezndmou povazovana nejen aktualni poloha, ale

také rychlost pohybu wu, stavova rovnice modelu ma v tomto pripadé tvar (rychlost je
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predpokladana konstantni)

T 1 0 At 0 Tk—1
Yk 0 1 0 At]| vk
= + Wg—1.
Uy k 0 0 1 0 Ugp k-1
Uy k 0 0 0 1 Uy k—1

Algoritmus 4

V algoritmu jsou jako méreni chapany jiz vypocitané odhady poloh v jednotlivych

casovych okamzicich, rovnice méreni modelu systému ma tedy podobu

Tk
Zp 1 0 0 O
F = Y +’Uk.
2y k 010 0/ |uss

Stavova rovnice i rovnice méreni jsou linearni, takze je mozné pouzit klasicky Kalmanuv

filtr.

Cilem algoritmu je zpresnit odhad trajektorie pohybu kombinaci apriorni informace o
ocekavané poloze v novém casovém okamziku vypocitané na zakladé modelu pohybu

a informace o odhadu polohy ziskaného z dat radiové site.

Algoritmus lze dale rozsitit o schopnost detekce odlehlych pozorovani. Pokud je néktery
z jednotlivych odhadt polohy poskytnutych Kalmanovu filtru jako métfeni odlehly,
nebude do vypocti filtru zahrnut, a neposkodi tak odhad celé trajektorie pohybu.
Kalmanuv filtr rovnéz umoznuje vytesit situaci chybéjictho méreni v nékterém casovém
okamziku, pokud toto nastane, bude za aktualni odhad polohy povazovan apriorni
odhad ziskany dle stavové rovnice modelu systému. Tento postup rovnéz umoznuje

vyuzit algoritmus k predikci budouci polohy.

4.2.3 Implementace, testovani a zhodnoceni popsanych

algoritmu
Implementace algoritmi byla provedena v prosttedi MATLAB, zdrojové kédy jsou
uvedeny v priloze A.2.1.

Pro ilustraci algoritmii statické lokalizace poslouzi graficky vystup implementace algo-
ritmu 3, ktery je zndzornén na obrazku 8(a). Grafy v horni ¢asti ukazuji vyvoj odhadu

soufadnic x a y béhem 40 iteraci algoritmu, graf v dolni ¢asti pak vyvoj chyb odhadt
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Obrazek 8: Graficky vystup implementace algoritmu 3 (a) a algoritmu 4 (b) v softwaru
MATLAB
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(méfenych v jednotkdch pouzité soustavy souradnic, pricemz 50 jednotek odpovida
vzdélenosti 1 metr). Vysledky implementace algoritmu 4 pro dynamickou lokalizaci
ilustruje obrazek 8(b). Grafy na obrazku nabizeji moznost srovnani hodnot skutecné
polohy, ptivodniho odhadu polohy ziskaného z namérenych radiovych dat a odhadu
polohy po aplikaci Kalmanova filtru, resp. popsaného algoritmu. Spodni graf pak zna-

zornuje puvodni a novou velikost chyby odhadt v jednotlivych casovych okamzicich.

Testovani vsech algoritmi bylo provedeno na realnych datech pochéazejicich z prostiedi
budovy Fakulty informatiky a managementu Univerzity Hradec Krélové (data byla
nasbirdna v ramci specifického vyzkumu probihajictho na FIM UHK). Ve druhém patte
této budovy je rozmisténo celkem 17 BLE vysilacich zafizeni Estimote Beacon (HW
revize D3.4). Vsechna zafizeni byla nastavena na vysilaci vykon 0 dBm a interval

vysilani 100 ms.

Pro tcely testovani algoritmii statické lokalizace bylo zvoleno 20 mist, na kterych bylo
provedeno souvislé méteni sily signalu trvajici vzdy 20 sekund. Pro testovani dynamické
lokalizace byly vytvoreny dvé prochazkové trasy, prvni trasa vedla okolo celého patra,
druhda trasa byla rovna, vedouci po chodbé pouze na jedné strané patra. Z davodu
vyuziti techniky fingerprintingu byla vytvorena rovnéz referenéni mapa sestavajici ze
171 otiskd.

Na obrazku 9(a) je zndzornén plan patra budovy, vyznaceno je 20 mist, na kterych byly
testovany algoritmy statické lokalizace (Ctverecky), a také odhady jejich poloh ziskané
pomoci algoritmu 3 (krouzky). Obrézek 9(b) zndzornuje prvni prochdzkovou trasu,
skutec¢na trajektorie pohybu je znézornéna zelené, odhady poloh ziskané technikou

fingerprintingu cervené a vysledny odhad trajektorie dle algoritmu 4 modre.

Na pripravenych datech byly otestovany vSechny popsané algoritmy a pro tcely srov-
nani byla aplikovana také technika fingerprintingu s algoritmem WKNN. Z vysledkt
byly vypoditany tyto popisné statistiky: prumérnd chyba odhadu polohy (ME), od-
mocnina stiedni kvadratické chyby (RMSE), median chyb (MDN E), maximalni chyba
(MAX E).

Vysledky testovani a jejich zhodnoceni

Staticka lokalizace

Vysledky testovani algoritmu statické lokalizace shrnuje tabulka 1 (hodnoty jsou uve-

deny v metrech a zaokrouhleny na 2 desetinnd mista).
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Obrazek 9: Vizualizace visledki testovani algoritmu 3 (a) a algoritmu 4 (b)
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ME RMSE MDN E MAX E
Fingerprinting 3,03 3,77 3,01 8,70
Algoritmus 1 7,85 8,73 8,35 14,60
Algoritmus 2 2,94 3,46 2,97 6,10
Algoritmus 3 2,06 2,64 1,88 6,00

Tabulka 1: Shrnuti vysledki testovani algoritmi statické lokalizace

Algoritmus 1 poskytuje dle o¢ekavani nejhorsi vysledky, z analyzy dat navic vyplyva,
ze rozdéleni Sumu méreni nesplnuje predpoklady pozadované Kalmanovym filtrem. Vy-
sledky ziskané pri pouziti algoritmu 2 jsou mirné lepsi nez ty, ke kterym vede pouziti
pouze klasické techniky fingerprintingu, zlepseni je patrné zejména ve snizeni maximalni
chyby, pokles priamérné chyby neni tak vyrazny. Algoritmus 3 dosahuje nejlepsich vy-
sledkti ve vsech kritériich, ziskand primérna chyba je 2 m, coz je o jeden metr méné

nezli v pripadé fingerprintingu.
Dynamicka lokalizace

Tabulka 2 obsahuje shrnuti vysledkt testovani algoritmu 4 pro dynamickou lokalizaci a
jeho srovnani s technikou fingerprintingu, tj. s puvodnimi daty, na které byl aplikovan

Kalmantv filtr, resp. algoritmus 4.

Trasa 1 ME RMSE MDN E MAX E
Fingerprinting 3,01 4,48 2,13 21,33
Algoritmus 4 2,09 2,56 1,82 6,85
Trasa 2 ME RMSE MDN E MAX E
Fingerprinting 1,63 2,09 1,37 4,68
Algoritmus 4 0,51 0,57 0,55 0,99

Tabulka 2: Shrnuti vysledki testovani algoritmi dynamické lokalizace

V pripadé trasy 1, ktera vedla okolo celého patra, doslo pouzitim algoritmu 4 ke snizeni
primérné chyby ze 3 m na 2 m, vyrazné byla zredukovana také maximalni chyba.
K vyraznému snizeni chyby doslo na rovnych tsecich chodeb, naopak v misté rohti chyba
mirné vzrostla. Toto plyne z principu fungovani Kalmanova filtru — model systému
udrzuje trend predchoziho pohybu a neptredpoklada okamzitou zménu sméru pohybu
zahnutim za roh, néjaky cas tedy trva, nez se filtr adaptuje na novy smér pohybu. Toto

je patrné také z obrazku 9(b). Rovnéz se timto potvrzuje, ze Kalmantv filtr je obecné
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vhodnéjsi ke sledovani pohybu velkych ¢i tézkych objekti, jejichz trajektorie pohybu
byva hladka.

Trasa 2 byla navrzena tak, aby slouzila opét k ilustraci vyse popsaného jevu. Pokud se
tedy jedna o lokalizaci objektu pohybujiciho se rovné neznamou konstantni rychlosti,

lze dosahnout chyby v primeéru pouze okolo 0,5 m.

Popsany problém by bylo mozné casteéné eliminovat vyuzitim techniky PDR, kterd
by nahradila vypocet apriorniho odhadu polohy dle uvedené stavové rovnice modelu

systému, podrobnéji viz naptiklad [10], [13], [29].

Kompletni podrobné vysledky testovani vsech algoritmi jsou soucasti elektronické pri-

lohy prace.

4.3 Ukazky dalsich aplikaci Kalmanovych filtrt

4.3.1 Analyza casovych rad

Jak jiz z textu vyplyva, Kalmanuv filtr 1ze vhodné vyuzit pri praci s ¢asovymi radami.
Obecné umoznuje fesit nejen tlohu filtrovani, ale také tlohy predikovani a vyrovnavani,
které nabyvaji na vyznamu naptiklad v souvislosti s ¢asovymi fadami socio-ekonomické

povahy.

Pti analyze casovych fad byvaji ¢asto pouzivany tzv. ARMA (autoregressive moving
average) modely ¢i jejich dal$i obecnéjsi varianty (podrobnéji viz napt. [19]). Tyto
modely lze vSak transformovat do podoby stavového modelu sestavajiciho ze stavové
rovnice a rovnice méreni, na ktery lze nasledné aplikovat Kalmantv filtr. V souvislosti
s konstrukei modela ¢asovych fad nachazi Kalmantv filtr také dalsi uplatnéni, které

spoc¢iva ve vypoctu odhadtt neznamych parametri téchto modelt.

Prozatim budiz uvazovan pouze autoregresni model fadu p AR(p)

Yt = P1Yp—1 + G2Yp—2 + - -+ OpYi—p + £,

kde {e;} je nekorelovany gaussovsky proces s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim
rozptylem o2 a ¢;,i = 1, ..., p, jsou parametry modelu. (Pouzité znacen{ bylo ponechano

v souladu se zavedenou praxi modeld ¢asovych tad.)

Cilem nyni miize byt odhadovani parametrii tohoto modelu. Pti feseni této tlohy tvori

parametry neznamy stavovy vektor a celd stavova rovnice (za predpokladu, Ze jsou
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parametry v ¢ase konstantni) a rovnice méreni ma potom nésledujici podobu

o1 1 t-1
b2 ¢ B G2 11
¢p t (bp t—1
o1 ¢
G2 ¢
Y = (ytq Yo - yt—p) : + &
¢p t

Pro ukazku tlohy poslouzi simulovany AR(2) proces
Yy = 0, 7yt71 + O, Byt,Q + E¢, ¢~ N(O, 10), t= 1, cey 100,

ktery je znazornén na obrazku 10.
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Obrazek 10: Simulovany AR(2) proces

Na vstupu tlohy jsou k dispozici pouze hodnoty y;, parametry ¢; a ¢, jsou neznamé.
Dle vyse uvedeného byla sestavena stavova rovnice a rovnice méfreni a nasledné apli-
kovan Kalmanuv filtr. Postupny vyvoj ziskanych odhadt parametri shrnuje tabulka 3

(pocatecni hodnoty odhadi by bylo mozné volit libovolné).

t 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
¢y || 1,000 | 0,521 | 0,458 | 0,541 | 0,523 | 0,553 | 0,572 | 0,631 | 0,680 | 0,706 | 0,704
b2 || 1,000 | 0,465 | 0,523 | 0,465 | 0,480 | 0,453 | 0,437 | 0,369 | 0,320 | 0,295 | 0,293

Tabulka 3: Odhady parametri modelu AR(2) procesu ziskané pomoci Kalmanova filtru
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Déle se Ize zabyvat feSenim zminénych tloh predikovani, filtrovani a vyrovnavani. Pro
tyto tcely je mozné transformovat uvedeny AR(p) model do podoby stavového modelu,

ktery muze vypadat napriklad takto

Yt o1 Py e ¢p—1 ¢p Yt—1
Yi—1 1 0 0 0 Yi—o 0
=10 1 0 0 + Et,
Yt—p+2 oo 5 3 Yt—p+1
Yt—p+1 o 0 - 1 0 Yi—p
Yt
Yt—1
p=(10 00| :
Yt—p+2
Yt—p+1

Do podoby stavového modelu lze prevést i obecnéjsi ARMA(p, ¢) model

Y = QrYe—1 + QoY + -+ + GpYp—p + € + O1e1 + bOagio 4+ - -+ Ogerg.

Vysledkem pak muze byt napiiklad nasledujici stavova rovnice a rovnice méfeni [14]

¢ 1 0 -+ 0 1
oo 0 1 --- 0 0,

o = : N e 7aN : Et,

Gn—a 0 -+ 0 1 On—2

¢n 0 0 --- 0 On—1

yt:(l 0O --- 0 O)at,

kde
Yt
¢2yt—1 + -+ ¢pyt—n+1 + ngt + -+ 0n—1£t—n+2
o = . , n = max(p,q + 1)

OnYi—1 + 0164

Nutné je ale poznamenat, ze existuje vice alternativnich stavovych modeli reprezen-
tujicich tentyz ARMA model, které se navzajem lisi definici stavového vektoru apod.
Tyto ruzné dalsi pristupy shrnuje napiiklad [21]. Obecné vsak takto definované stavové

vektory nemivaji vécnou interpretaci.
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Ulohy predikovéani, filtrovani a vyrovnavani budou demonstrovdny na simulovaném
ARMA(2,1) procesu

Y = 0,601 +0,2y,_9 + e+ 0,141, & ~ N(0,10), t =1,...,100.

Tento ARMA model byl dle vyse uvedeného vzoru preveden do podoby stavového
modelu. Uloha filtrovan{ byla feSena standardnim aplikovanim algoritmu Kalmanova
filtru tak, jak tomu bylo doposud. Regeni tilohy predikovani spociva ve vyuziti pouze
predikéniho kroku algoritmu, ktery vSak neni nasledovan krokem korekénim, nebot po-
zorovani, které by mohlo apriorni odhad zlepsit, jesté neni k dispozici (v ukazce byly
pocitany jednokrokové predikce ve sledovaném obdobi a dale predikce pro pét budou-
cich ¢éasovych okamziki). Ulohu vyrovnavéni lze fesit riznymi zptsoby, zde byl vyuzit
algoritmus nazyvany Rauch—Tung-Striebel smoother, ktery v prvnim béhu aplikuje na
pozorovand data standardni Kalmanuv filtr a nasledné v druhém béhu postupuje rekur-
zivné od konce a kombinaci filtrovanych hodnot vytvari hodnoty vyrovnané, podrobnéji

viz naptiklad [18], [35]. Dosazené vysledky shrnuje obrazek 11.

Predikovani

50

Vyrovnavani
50 T T T T T T T T T T

_50 | | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obrdzek 11: Ukdzka pouziti Kalmanova filtru pro predikovant, filtrovani a vyrovndvani

v casové Tadé reprezentované ARMA (2,1) modelem
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Zdrojové kody implementaci obou prikladt jsou uvedeny v priloze A.2.2.

Podrobnéji se popsané problematice a souvisejicim moznostem jejiho vyuziti (zejména
v oblasti ekonomie) vénuje tieba [12], [14], [19]. Kromé analyzy casovych fad lze Kal-

manuv filtr pouzit také v regresi, vice viz napriklad [14].

4.3.2 Zpracovani obrazu

Kalmantv filtr nachazi své vyuziti také ve zpracovani obrazu, i kdyz se nejedna o
jeho typickou aplika¢ni oblast. Cernobily (Sedoténovy) digitalni obraz lze piirozené
reprezentovat dvourozmérnou matici, jejiz prvky vyjadiuji hodnoty intenzit jednotli-
vych pixelt. Pouziti Kalmanova filtru v tlohach zpracovani obrazu tak vyzaduje jeho

rozsiteni z nahodnych procesii na koncept dvourozmérnych ndhodnych poli.

Jednou z modifikaci Kalmanova filtru navrzenou pro tyto tcely je tzv. reduced update
Kalman filter (RUKF), ktery publikovali Woods a Radewan [47]. Tento algoritmus
byl pavodné uréen k filtraci Sumu v obraze, po ¢ase ho ale Woods a Ingle [46] déle

rozpracovali a rozsitili i na pouziti pro rekonstrukci rozmazaného obrazu.

Algoritmus vychézi z nasledujictho dvourozmérného autoregresniho (2D AR) modelu

obrazu (stavova rovnice)

w(i,§) = > ok, Da(i—k,j—1) +w(i,j),

(k,))ED

kde notace z(i,7) vyjadiuje pixel idedlniho nezasuméného obrazu nachdzejici se na
pozici (7,7), w(i,j) oznacuje systémovy ,Sum* odpovidajici nepfesnostem modelu a
¢(k, 1) reprezentuje ptislusny parametr autoregresniho modelu, pticemz se predpoklada,
ze D={k>0,l >0}U{k > 0,l <0}. (Pouzité znaceni bylo ponechdno v souladu

s puvodnimi ¢lanky.)

Zatizeni obrazu aditivnim Sumem méfeni lze modelovat touto skalarni rovnici (rovnice
méreni)

2(i,4) = (i, ) + v(i, j),
kde z(i,7) znaci pixel zasuméného obrazu a v(i, j) je Sum vznikly obvykle v disledku

technickych principti potizovani obrazu.

Dle predpokladt vyzadovanych Kalmanovym filtrem maji w i v vlastnosti gaussovského

bilého Sumu.

Nékdy se miize stat, ze je obraz kromé Sumu degradovan také rozmazanim, v tomto

pripadé ma rovnice métreni tvar
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2(i,5) = 3 bk, Da(i =k, j = 1) + (i, j),
(k1)

kde h reprezentuje rozmazani obrazu zpusobené napiiklad pohybem ¢i Spatné zaostie-
nou optickou soustavou fotoaparatu. Uvedenou rovnici 1ze vnimat také jako vyjadieni

dvourozmérné diskrétni konvoluce obrazu x s konvolu¢nim jadrem h.

K teseni obou tloh 1ze vyuzit zminény reduced update Kalman filter. Tento algoritmus je
zalozen na sekvencnim prochézeni (skenovani) obrazu pixel po pixelu pocinaje v levém
hornim rohu obrazu a pokracuje po jednotlivych radcich. V kazdém okamziku lze tedy
aktualné zpracovavany pixel vnimat jako ,pritomnost“, doposud zpracované pixely jako
,minulost“ a nadchazejici pixely jako ,,budoucnost“. Timto ptistupem je dvourozmérna
tloha transformovana na jednorozmeérnou a lze na ni pouzit klasicky Kalmantv filtr.
Problémem vsak je, ze stavovy vektor, ktery je tvoren jednotlivymi pixely obrazu,
nabyva velkého poc¢tu prvki, coz ma za nasledek vysoké vypocetni naroky. RUKF tesi
tuto situaci tim, ze nepracuje vzdy s celym obrazem, ale Kalmantv filtr aplikuje pouze
na urcité okoli aktualné prochazeného pixelu. Podrobny popis algoritmu a odvozeni

filtracnich rovnic lze nalézt ve zminénych ¢lancich [47], [46] nebo v [45].

K praktické demonstraci algoritmu RUKF byla vyuzita fotografie Velkého namésti
v Hradci Krélové (obrazek 12(a)). V prvnim experimentu byl do fotografie pridan
aditivni gaussovsky bily Sum (obrazek 12(b)). Mnozstvi Sumu v obraze lze vyjadrit

pomoci poméru SNR (signal-to-noise ratio), ktery definuje napiiklad [45] jako

SNR = 10log ( rozptyl obrazu>

rozptyl Sumu

(vzorec predpokladd, ze obraz i Sum maji nulovou stfedni hodnotu; SNR je takto vyja-
dfeno v decibelech). V pripadé obrazku 12(b) nabyva SNR hodnoty 10,77 dB. Vysledek
pouziti RUKF znazornuje obrazek 12(c), SNR vzrostlo na 15,36 dB, zlepseni (nékdy

téz oznacované jako improvement in signal-to-noise ratio ISNR) je tedy 4,59 dB.

P1i druhém experimentu byla ptivodni fotografie navic degradovana rozmazanim vznik-
Iym pohybem v horizontadlnim sméru (obrézek 13(b)). Vysledek aplikovini RUKF je
k vidéni na obrazku 13(c).

Prislusné zdrojové kody skripttt v MATLABu jsou v priloze A.2.3.

Rozsiteni predstaveného algoritmu ¢i jiné pristupy vyuzivajici Kalmantv filtr pro fil-
traci a rekonstrukci obrazu uvadi napiiklad [47] (Kalman strip filter), [25] (reduced
order model Kalman filter), [48] (fast modified RUKF'). Kalmanuv filtr lze vyuzit také

pro nalezeni parametri dvourozmérného autoregresniho modelu, viz tieba [50].
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Obrdzek 12: Filtrace sumu v obraze pomoci RUKFE: (a) pivodni idedlni obraz, (b) obraz

zatizeny aditivnim sumem, (c) vysledek pouziti RUKF
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Obrdzek 13: Rekonstrukce rozmazaného obrazu pomoci RUKF: (a) pivodni idedini ob-

raz, (b) obraz degradovany rozmazdanim, (c) vysledek pouziti RUKF
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5 Shrnuti vysledku

Prace predstavila Kalmantv filtr a dalsi z néj vychézejici algoritmy spolu s moznostmi
jejich vyuziti v riznych aplika¢nich doménach. Prvni ¢ast byla zamérena na podrobny
teoreticky vyklad algoritmu Kalmanova filtru a na diskuzi praktickych aspekti jeho
implementace. Nasledné byly zminény také dalsi Kalmanovy filtry a jejich vhodnost pro
feseni urcitych specifickych typi tloh. Ve druhé ¢asti prace bylo popsano a prakticky
ukazano pouziti Kalmanova filtru v indoor lokalizaci a dale pii analyze casovych rad a
zpracovani obrazu. Predstavené algoritmy a postupy byly implementovany v prostiedi

MATLAB, vystupy pak byly prezentovany v textu prace.

Ze zminénych aplikacnich tiloh byla nejvétsi pozornost vénovana indoor lokalizaci, ne-
bot lokalizace, navigace a sledovani pohybu objekt jsou typickymi oblastmi, ve kterych
Kalmantuv filtr nachazi své uplatnéni, zaroven je dnes indoor lokalizace aktudlnim a
diskutovanym tématem. Ukézano bylo nékolik algoritmi, které vyuzivaly Kalmaniiv
filtr jak pfi Teseni tlohy statické lokalizace, tak i pri lokalizaci dynamicky se pohybu-
jicitho objektu. Diraz byl nasledné kladen na jejich otestovani na datech pochazejicich

z realného prostredi.

Vysledky ukézaly, ze pouzitim Kalmanova filtru lze v pripadé obou téchto tloh doséh-
nout primeérné chyby lokalizace dva metry, coz je o jeden metr méné nez pti pouziti
klasické lokalizac¢ni techniky fingerprintingu. Vyhody vyuziti Kalmanova filtru v indoor
lokalizaci 1ze vnimat také v prirozené schopnosti vyloucit z vypoctu odlehla pozorovani

a déle v neprilis vysoké vypocetni narocnosti umoznujici jeho pouziti v redlném case.

V kontextu indoor lokalizace je obvykle pozadovana vysoka presnost urceni polohy,
dosazenti lepsich vysledkti je vsak limitovano pouzitim dat technologie BLE, ktera jsou
zatizena dusledky fyzikalnich principt siteni radiového signalu uvnitt budov. Zde zis-

kané vysledky jsou v souladu s vystupy publikovanymi jinymi autory.

Kalmanuv filtr je ze své podstaty vhodny zejména pro dynamickou lokalizaci, pri loka-
lizaci pohybujicich se lidi ¢i objekt v budové se vsak narazi na situace, kdy sledovany

ostfe zméni smér pohybu naptiklad zahnutim za roh, coz zplsobi momentalni nartst
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chyby odhadti v daném misté odhadované trajektorie pohybu. Jak jiz bylo pozname-
nano, negativni vlivy tohoto jevu by bylo mozné redukovat vyuzitim techniky PDR.
Zéaroven se timto potvrdilo, ze je Kalmanuv filtr vhodnéjsi pro lokalizaci vétsich ¢i

tézsich objektt, které se pohybuji po hladké trajektorii.

Ukazky aplikaci Kalmanova filtru v analyze ¢asovych fad a ve zpracovani obrazu mély
za cil demonstrovat siti uplatnéni tohoto algoritmu. Prace s ¢asovymi fadami je dalsi ty-
pickou oblasti, ve které je Kalmantv filtr v praxi hojné vyuzivan — zde uvedené priklady
naznacily jeho vyuziti pfi konstrukci modeli ¢asovych fad a pri tlohach predikovani,

filtrovani a vyrovnavani.

Naopak zpracovani obrazu se netfadi mezi obvyklé aplika¢ni domény. Jak bylo ukazano,
Kalmanuv filtr 1ze pouzit pro filtraci Sumu v obraze a také pro rekonstrukci rozmaza-
ného obrazu. Dosazené vysledky jsou srovnatelné s pouzitim jinych obrazovych filtri.
Nevyhodou predstaveného algoritmu je vysoka vypocetni ndrocnost, kterou je vSak cas-
tecné mozné snizit nahrazenim opakovaného vypoc¢tu Kalmanova zisku pouzitim jeho

ustalené hodnoty, tzv. steady-state RUKF.
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6 Zavéry a doporuceni

Kalmanuv filtr mél své nezastupitelné misto jiz pred padesati lety pti reseni vesmirného
projektu Apollo a siroké moznosti uplatnéni nachazi i dnes. Snahou prace bylo priblizit
tento algoritmus a princip jeho fungovani a zaroven ukazat nékteré vybrané aplikacni
oblasti.

Problematika Kalmanovy filtrace je vsak mnohem sirsi. Kromé klasického Kalmanova
filtru se 1ze zabyvat mnozstvim dalsich Kalmanovych filtri, fesit otazku efektivni imple-
mentace téchto algoritmi a posuzovat jejich vyhody a nevyhody v konfrontaci s prak-
tickymi aplika¢nimi tlohami.

Dalsi pozornost by mohla byt vénovana i v praci predstavenym tlohdm, naptiklad
v souvislosti s indoor lokalizaci by bylo mozné prozkoumat ptrinos zminéné techniky
PDR pri sledovani dynamicky se pohybujiciho objektu ¢i dale rozvinout téma casovych
fad a zamérit se podrobnéji zejména na tlohy predikovani a vyrovnavani (vyrovnavani
by bylo mozné aplikovat i v kontextu indoor lokalizace, jednalo by se vsak o nésledné
zpracovani dat, nikoli o urcovani polohy v realném case). Moznosti uplatnéni Kalma-

nova filtru ¢i obecné Kalmanovych filtrii vSak timto zdaleka nejsou vycerpany.
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Pouzité znacdeni

o

X,z resp. X, x

9 0(t), i(t)
x(ty), o
(-

Th(+)

Mnozina realnych c¢isel

Matice

Prvek matice A na pozici ij

j-ty sloupec matice A

Transponovana matice k matici A

Inverzni matice k regularni matici A

Jednotkova matice

Determinant matice A

Sloupcovy vektor

Transponovany vektor k vektoru x (fddkovy vektor)

Prvek vektoru « na pozici i

Néhodna velicina resp. vektorovd ndhodnd veli¢ina (nebo dle
kontextu téz jejich realizace)

Distribuc¢ni funkce ndhodné velic¢iny X

Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X

Sdruzena hustota pravdépodobnosti nahodnych veli¢in X, Y
Podminéna hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X za
podminky, ze ndhodnd veli¢ina Y nabyla realizace y

Stredni hodnota ndhodné velic¢iny X

Néahodny proces

Derivace x podle casu t

Vektor x v Case t;

Apriorni odhad vektoru x v case ty,

Aposteriorni odhad vektoru x v Case ty
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Seznam pouzitych zkratek

ARMA
BLE
EKF
FKF
GPS
IEKF
IMU
ISNR
KNN
LBS
LQG
MAP
MMSE
MSE
MVU
NN
PDR
PKF
RSSI
RUKF
SNR
UKF
WKNN

Autoregressive moving average
Bluetooth Low Energy

Extended Kalman filter
Fingerprint Kalman filter

Global positioning system
Iterated extended Kalman filter
Inertial measurement unit
Improvement in signal-to-noise ratio
k nearest neighbors
Location-based services
Linear-quadratic Gaussian
Maximum a posteriori probability
Minimum mean square error
Mean square error

Minimum variance unbiased
Nearest neighbor

Pedestrian dead reckoning
Position Kalman filter

Received signal strength indicator
Reduced update Kalman filter
Signal-to-noise ratio

Unscented Kalman filter

Weighted k nearest neighbors
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Prilohy

A Zdrojové koédy funkci a skriptia
v MATLABu

Priloha obsahuje zdrojové kédy implementaci v praci predstavenych algoritmit a apli-

kacnich tuloh. Jednd se o vlastni implementace, vsechny kédy byly vytvoreny a otesto-

vany v prosttedi MATLAB R2017b a nevyzaduji pritomnost zadného toolboxu. Pouzité

datové soubory jsou soucasti elektronické prilohy prace.

Ve zdrojovych kdédech jsou vyuzity nasledujici preddefinované funkce MATLABu, vice

viz [32].

abs (x)
all (x)

class(object)
csvread(filename)

diag(x)

det (A4)
double(A)
exp (x)
eye(n)

Vraci absolutni hodnotu prvka vektoru

Zjistuje, zdali maji vSechny prvky logického vektoru
hodnotu 1 (pravda)

Urcuje tiidu objektu

Nacita data z CSV (comma-separated values) souboru
Vytvari diagonalni matici, jejiz hlavni diagonala je tvo-
fena prvky vektoru x

Pocita determinant ¢tvercové matice A

Provadi konverzi na datovy typ double

Vraci hodnotu exponencialni funkce e*

Vytvari jednotkovou matici radu n
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find(x)
imread(filename)
imshow (X)

intmax(’classname’)

inv(A)

isfield(S, fieldname)
isnan(x)

length(x)

mean(A), mean(x)

ones(m, n)

plot(x, y)

randn(m, n)

repmat (x, n, 1)

sign(x)
size(A)
sqrt(x)
squeeze (A)

struct(field, value)

sum(A), sum(x)

svd(A)

zeros(m, n)

Vraci indexy nenulovych prvki vektoru x

Nacita obraz ze souboru

Zobrazuje obraz reprezentovany matici X

Vraci nejvyssi pouzitelnou hodnotu v zadané celociselné
tride

Poc¢ita inverzni matici k regularni matici A
Zjistuje, zdali struktura S obsahuje atribut fieldname
Zjistuje, zdali maji prvky vektoru & hodnotu NaN
Vraci délku vektoru x

Pocita prumér prvkia v jednotlivych sloupcich matice
A, pocita pramér prvki vektoru x

Vytvari matici o rozmérech m X n, jejiz vSechny prvky
jsou 1

Vykresluje body se zadanymi souradnicemi do 2D grafu
Vytvari matici o rozmérech m x n, jejiz prvky jsou na-
hodnym vybérem z normovaného normalniho rozdéleni
Vytvari matici s n tadky, které jsou tvoreny opakovanim
vektoru x

Vraci hodnotu funkce signum

Vraci rozméry matice A

Vraci druhou odmocninu prvki vektoru

Odstranuje z vicerozmérného pole A | ,prazdné® dimenze

Vytvari strukturu obsahujici atribut field s hodnotou

value

Pocita soucet prvki v jednotlivych sloupcich matice A,

pocita soucet prvka vektoru x
Pocita SVD rozklad matice A

Vytvari nulovou matici o rozmérech m x n
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A.1 Kalmanova filtrace

A.1.1 Kalmanuv filtr

function [est] = kf(sys, init, Z, U)

b

b

Kalmaniv filtr

Pfedpokladad se nasledujici model systému (podrobné&ji viz dale):

x = Phi * x + Gamma * u + G * w,
z =H % x + D *x u + v,
kde w ~ N(O, Q), v ~ N(O, R)

[est] =

Vstupy:
sys

init

Vystup:
est

kf (sys, init, Z, U)

struktura reprezentujici model systému

sys.Phi ..... matice dynamiky systému, n x n
sys.Gamma ... matice vlivu vstupu u na stav systému x,
n xr,
(nepovinnéd, vjychozi hodnota eye(n, r))
sys.G ....... matice vlivu Sumu w na stav systému x,
n x m,
(nepovinna, vjychozi hodnota eye(n, m))
sys.H ....... matice popisujici vztah mezi stavem systému
X a méfenim z, 1 x n
sys.D ....... matice vlivu vstupu u na méfeni z, 1 x r,
(nepovinna, vjychozi hodnota zeros(l, r))
sys.Q ....... kovariancéni matice systémového Sumu w,
m X m
sys.R ....... kovariancéni matice Sumu méreni v, 1 x 1

struktura reprezentujici pocadtelni podminky
init.x ...... pocatecni stav systému, n x 1
init.P ...... kovariancéni matice pocCatecniho stavu, n x n

matice, jejiZ sloupce jsou vektory méfeni z pro
jednotlivé casové okamziky 1 : £, 1 x £

matice, jejiZz sloupce jsou vektory vstupld u pro

jednotlivé casové okamziky 1 : f, r x f,
(nepovinnéd, vjychozi hodnota zeros(r, f))

pole struktur obsahujici vypocitané odhady pro jednotlivé

¢asové okamziky 1 : f
est(k).x .... odhad stavu systému v Case k
est(k).P .... chybovad kovarianéni matice odhadu v ¢ase k

Datum posledni tupravy: 18. 11. 2017, KF

INICIALIZACNI CGAST
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[1, f] = size(Z);
size(init.x, 1);
size(sys.Q, 1);

8 B
o

% Nastaveni vychozich hodnot nezadanjch argumentt

if nargin == 3
U = zeros (1, f);
end
r = size(U, 1);
if ~isfield(sys, 'Gamma')
sys.Gamma = eye(n, r);
end

if ~isfield(sys, 'G')
sys.G = eye(n, m);

end
if ~isfield(sys, 'D')
sys.D = zeros(l, r);
end
X = init.x;
P = init.P;
est(1 : f) = struct('x', zeros(n, 1), 'P', zeros(mn, n));

% VLASTNI ALGORITMUS KALMANOVA FILTRU
for k =1 : £

% Predikéni krok (apriorni odhad)
x = sys.Phi * x + sys.Gamma * U(:, k);

P = sys.Phi * P * sys.Phi' + sys.G * sys.Q * sys.G';
% Korekéni krok (aposteriorni odhad)

K = P % sys.H' * inv(sys.H * P * sys.H' + sys.R);

x = x + K *x (Z(:, k) - sys.D * U(:, k) - sys.H * x);
P =P - K *x sys.H x P;

est(k).x = x;
est(k).P = P;

end

end

A.1.2 Dalsi algoritmy Kalmanovy filtrace

function [est] = ekf(sys, init, Z)
% Extended Kalman filter

% Pfedpokldda se nasledujici model systému (podrobné&ji viz dale):
% x = phi(x) + w,
A z = h(x) + v,

% kde w ~ N(O, Q), v ~ N(O, R) a phi(x), h(x) jsou obecné& nelinedrni
% funkce
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X
p

[est] =

Vstupy:
sys

init

Vystup:
est

Datum po

ekf (sys, init, Z)

struktura reprezentujici model systému

sys.phi ..... funkce stavové rovnice modelu phi(x)

sys.Phi ..... Jacobiho matice parcialnich derivaci funkce
phi podle x

sys.h ....... funkce rovnice mé&feni modelu h(x)

sys.H ....... Jacobiho matice parcidlnich derivaci funkce
h podle x

sys.Q ....... kovarianéni matice systémového Sumu w,
n xn

sys.R ....... kovariancéni matice Sumu méf¥eni v, 1 x 1

struktura reprezentujici pocadtelni podminky
init.x ...... pocatecni stav systému, n x 1
init.P ...... kovariancéni matice pocatecniho stavu, n x n

matice, jejiZ sloupce jsou vektory méfeni z pro
jednotlivé Casové okamziky 1 : f, 1 x f

pole struktur obsahujici vypocitané odhady pro jednotlivé
¢asové okamziky 1 : £

est(k).x .... odhad stavu systému v Case k

est(k).P .... chybovad kovariancni matice odhadu v ¢ase k

sledni dpravy: 14. 1. 2018, KF

INICIALIZACNI GAST

est

size(Z,

2);

size(init.x, 1);

init.x;
init.P;
1 : f) =

struct('x', zeros(n, 1), 'P', zeros(n, n));

% VLASTNI ALGORITMUS EKF

for k = 1

% Predik
Phi = sy
X = sys.
Phi

jav}
I

% Koreké

H = sys.
K =P %
X = x +
P =P -
est (k) .x
est (k) .P

¢ni krok (apriorni odhad)
s.Phi(x);

phi(x);

* P x Phi' + sys.Q;

ni krok (aposteriorni odhad)
H(x);

H' * inv(H * P * H' + sys.R);
K * (Z(:, k) - sys.h(x));

K * H * P;

X;
P;
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end

end

function [est] = ukf(sys, init, Z, alpha, beta, kappa)
% Unscented Kalman filter

% Pfedpoklada se nasledujici model systému (podrobné&ji viz dale):
% x = phi(x) + w,
) z = h(x) + v,

% kde w ~ N(O, Q), v ~ N(O, R) a phi(x), h(x) jsou obecné& nelinedrni
% funkce

% [est] = ukf(sys, init, Z, alpha, beta, kappa)

% Vstupy

% Sys ..... struktura reprezentujici model systému

% sys.phi ..... funkce stavové rovnice modelu phi(x)

% sys.h ....... funkce rovnice méfeni modelu h(x)

% sys.Q ....... kovariancéni matice systémového Sumu w,
b n xn

yA sys.R ....... kovarianc¢ni matice Sumu méfeni v, 1 x 1
b

% init .... struktura reprezentujici pocCatecni podminky

% init.x ...... pocateéni stav systému, n x 1

% init.P ...... kovariancéni matice pocCateclniho stavu,

A n xn

h

% Z ..., matice, jejiz sloupce jsou vektory méreni z pro

% jednotlivé Casové okamziky 1 : f, 1 x f

b

% alpha,

% beta,

% kappa ... parametry pro unscented transform (nepovinné, vychozi
% hodnoty: alpha = 1e-3, beta = 2, kappa = 0)

b

% Vistup

% est ..... pole struktur obsahujici vypocitané odhady pro

% jednotlivé casové okamziky 1 : f

% est(k).x .... odhad stavu systému v Case k

% est(k).P .... chybovad kovariancni matice odhadu v Case k

% Datum posledni dpravy: 3. 3. 2018, KF

% INICIALIZACNI CAST

f = size(Z, 2);
size(init.x, 1);

=
I

% Nastaveni vychozich hodnot nezadanjch argumentt
if nargin < 6

kappa = 0;
end
if nargin < 5
beta = 2;
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end

if nargin < 4
alpha = 1le-3;

end

X init.x;
P init.P;
est(1 : f) = struct('x', zeros(n, 1), 'P', zeros(m, n));

% VLASTNI ALGORITMUS UKF

I
-
H

for k

% Predik¢ni krok (apriorni odhad)
[x, Pxx] = ut(x, P, sys.phi, alpha, beta, kappa);
P = Pxx + sys.Q;

% Korekéni krok (aposteriorni odhad)

[z, Pzz, Pxz] = ut(x, P, sys.h, alpha, beta, kappa);
K = Pxz * inv(Pzz + sys.R);

x x + K x (Z(:, k) - z);

P =P - K *x Pxz';

est (k) .x
est (k) .P

X;
P;

end

end

function [y, Pyy, Pxy]l = ut(x, Pxx, g, alpha, beta, kappa)
% Scaled unscented transform

b

% Technika umoZfiujici aproximovat stfedni hodnotu a kovariancni
% matici veliciny Y, kterd vznikne transformaci veliciny X

% nelinedrni funkci, Y = g(X)

b

b

% [y, Pyyl = ut(x, Pxx, g, alpha, beta, kappa)
% [y, Pyy, Pxyl] = ut(x, Pxx, g, alpha, beta, kappa)

% Vstupy

% X . stfedni hodnota velicéiny X

% Pxx ..... kovariancéni matice veliciny X

% g ... obecné nelineadrni transformacni funkce

% alpha,

% beta,

% kappa ... parametry ovliviujici vybé&r sigma bodl a stanoveni
% jejich wvah

b

% Vistupy:

% Voo aproximace stredni hodnoty veliciny Y

% Pyy ..... aproximace kovariancni matice veliciny Y

% Pxy ..... aproximace vzajemné kovariancni matice velicin X a Y
b

b

% Datum posledni upravy: 3. 3. 2018, KF
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% Inicializacéni &ast
n = length(x);

P =2 *mn + 1;

Chi = zeros(n, p);

x = x(:);

lambda = alpha”2 * (n + kappa) - n;

[U, 8, ~]1 = svd(Pxx);
Cxx = U * sqrt(8) * U';

% Vypolet sigma bodu
Chi(:, 1) = x;
¢ = sqrt(n + lambda);
for i =1 : n
Chi(:, i + 1) = x + ¢ * Cxx(:, 1i);
Chi(:, n + i + 1) x - ¢ * Cxx(:, 1i);
end

% Stanoveni prislusnych vah bodid
wOM = lambda / (n + lambda);

wOC = wOM + 1 - alpha”™2 + beta;
w =1/ (2 % (n + lambda));

% Transformace bodu funkci g
for i =1 : p

Xi(:, i) = g(Chi(:, 1))
end

% Vypolet stfedni hodnoty a kovarianéni matice transformované velicliny
y = wOM *x Xi(:, 1) + w *x sum(Xi(:, 2 : p), 2);
Pyy = wOC * (Xi(:, 1) - y) * (Xi(:, 1) - y)';
for i = 2 : p
Pyy = Pyy + w x (Xi(:, 1) - y) * (Xi(:, 1) - y)';
end

% Vipolet vzadjemné kovarianini matice velicin X a Y
if nargout ==
Pxy = wOC * (Chi(:, 1) - x) * (Xi(:, 1) - y)';
for i = 2 : p
Pxy = Pxy + w * (Chi(:, 1) - x) * (Xi(:, 1) - y)';
end
end

end

A.2 Aplikace Kalmanovych filtra

A.2.1 Indoor lokalizace

V tlohach indoor lokalizace je pracovano se soustavou soutradnic vytvorenou dle planu

druhého patra budovy FIM UHK, viz obrazek 9. Soutradnice lokalizovaného objektu
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reprezentuji souradnice prislusného pixelu tohoto obrazku, pricemz 50 pixelit odpovida

vzdélenosti 1 metr.

P1i dynamické lokalizaci je predpokladano, ze se objekt pohybuje konstantni rychlosti
1 m/s.

Hodnoty kovarian¢nich matic Sumt jsou ve vSech tlohéch urcovany experimentalné.
Pocatecni hodnoty stavovych vektort a odpovidajici chybové kovarianéni matice lze
volit do uré¢ité miry libovolné resp. lze vyuzit rizné strategie (napriklad za vychozi
odhad neznamé polohy muze byt povazovana znama poloha beaconu, jehoz signal je

v daném misté dle méteni nejsilnéjsi apod.).

% Algoritmus 1

% Jedna se o ulohu statické lokalizace, prilemz jako mé&feni jsou
% chapany vzdalenosti k referencinim boduam (beaconim), které byly
% ziskany prepoltem z naméfenych sil signélu

% Pfredpokladdaji se datové soubory s umisténim 'datalexpll\expl_X.csv',
% kde X = 1, 2, ..., 20 je &islo testovaciho bodu,

% a soubor 'datalexpl\beacons.csv' obsahujici soufadnice referencénich
% bodl

clear

filename = 'datalexpl\expl_1.csv';

beaconsAll = csvread('datalexpl\beacons.csv');
positionTrue = csvread(filename, 0, 0, [0 O O 1]);
measurementsAll = csvread(filename, 1, O0);
notNaNIndices = find(~isnan(measurementsAll (1, :)));
beacons = beaconsAll (notNaNIndices, :);

measurements = measurementsAll(:, notNaNIndices);
sys.phi = @(x) x;

sys.Phi = @(x) [1 0; 0 1]1;

sys.h = @(x) sqrt((x(1) - beacons(:, 1)).72
+ (x(2) - beacons(:, 2)).72);

sys.H = @(x) [(x(1) - beacons(:, 1)) ./ sqrt((x(1)
- beacons(:, 1)).72 + (x(2) - beacons(:, 2)).72)
(x(2) - beacons(:, 2)) ./ sqrt((x(1) - beacons(:, 1)).72
+ (x(2) - beacons(:, 2)).72)];

sys.Q = [10 0; 0 10];

sys.R = 500 * eye(size(beacons, 1));

init.x = [1100; 1500];

init.P = [500 0; O 500];

[est] = ekf(sys, init, measurements');
% [est] = ukf(sys, init, measurements');

positionEst = [est.x]';

f = size(measurements, 1);
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k=1 : f;
positionTrueRep = repmat (positionTrue, f, 1);

e_xhat = sqrt(sum((positionTrueRep - positionEst)."2, 2));

figure

subplot (2, 2, 1)

plot(k, positionTrueRep(:, 1), 'g-o', k, positionEst(:, 1), 'b-x")

xlabel ('Cas'), ylabel('Poloha (x)')

subplot (2, 2, 2)

plot (k, positionTrueRep(:, 2), 'g-o', k, positionEst(:, 2), 'b-*')

xlabel('Cas'), ylabel('Poloha (y)')

legend ({'Skuteénad hodnota', 'Hodnota odhadnuta pomoci KF'},
'Location', 'southeast')

subplot (2, 2, [3, 4])

plot(k, e_xhat, 'b-x', k, 0, 'k')

xlabel ('Cas'), ylabel('Chyba')

legend ({'Chyba odhadu'}, 'Location', 'mortheast')

% Algoritmus 2

% Jednd se o uUlohu statické lokalizace, prifemZ jako méfeni jsou
% chapany odhady polohy ziskané jinou lokalizacéni technikou

% Predpokladaji se datové soubory s umisté&nim 'datalexp2\exp2 X.csv',
p J y p p

% kde X = 1, 2, ..., 20 je &islo testovaciho bodu
clear
filename = 'datal\exp2\exp2_1.csv';

positionTrue = csvread(filename, 0, O, [0 O O 11);
measurements csvread(filename, 1, O0);

sys.Phi = [1 0; 0 1];

sys.H = [1 0; 0 11;

sys.Q [10 0; O 10];

sys.R = [16000 0; 0 16000];

init.x = [measurements(l, 1); measurements (1, 2)];

init.P = [100 0; O 100];
[est] = kf(sys, init, measurements(2 : end, :)');
positionEst = [est.x]';

positionEst [measurements (1, :); positionEst];

f = size(measurements, 1);

k=1 : £f;

positionTrueRep = repmat(positionTrue, f, 1);

e_z = sqrt(sum((positionTrueRep - measurements) .2, 2));

e_xhat = sqrt(sum((positionTrueRep - positionEst)."2, 2));

figure
subplot (2, 2, 1)
plot(k, positionTrueRep(:, 1), 'g-o',
k, measurements(:, 1), 'r-+', k, positionEst(:, 1), 'b-*')
xlabel ('Cas'), ylabel('Poloha (x)')
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subplot (2, 2, 2)
plot(k, positionTrueRep(:, 2), 'g-o',
k, measurements(:, 2), 'r-+', k, positionEst(:, 2), 'b-%x')
xlabel ('Cas'), ylabel('Poloha (y)')
legend({'Skuteéné hodnota', 'Hodnota méreni',
'"Hodnota odhadnutd pomoci KF'}, 'Location', 'southeast')
subplot (2, 2, [3, 41)
plot(k, e_z, 'r-+', k, e_xhat, 'b-*', k, 0, 'k"')
xlabel ('Cas'), ylabel('Chyba')
legend ({'Chyba mé&feni', 'Chyba odhadu'}, 'Location', 'mortheast')

% Algoritmus 3

% Jedna se o ulohu statické lokalizace, prilemz jako mé&feni jsou
% chapany naméfené sily signald z jednotlivych vysilacich zafizeni
% (beacont)

% Predpokladaji se datové soubory s umisténim 'datalexp3\exp3_X.csv',
% kde X = 1, 2, ..., 20 je &islo testovaciho bodu,

% a soubor 'datalexp3\calibrated.csv' reprezentujici referencni mapu
% fingerprintid

clear

filename = 'datal\exp3\exp3_1.csv';

calibratedRead = csvread('datalexp3\calibrated.csv');

positionTrue = csvread(filename, 0, O, [0 O O 11);

measurements = csvread(filename, 1, O0);

n = size(calibratedRead, 1) / 3;

m = size(calibratedRead, 2);

calibrated (1 : n) = struct('position', zeros(l, 2),
'means', zeros(l, m), 'variances', zeros(l, m));

for i =1 : n

calibrated (i) .position = calibratedRead(3 * (i - 1) + 1, 1 : 2)';

calibrated (i) .means = calibratedRead (3 * (i - 1) + 2, :)';

calibrated (i) .variances = calibratedRead(3 *x (i - 1) + 3, :)';
end

Phi = [1 0; 0 1]1;
Q = [100 0; O 100];

diffMin = Inf,;
for i =1 : n
diff = sum(abs(measurements(l, :)' - calibrated (i) .means)) ;
if diff < diffMin
diffMin = diff;
x0 = calibrated (i) .position;
end

x = x0;
P = [10000 0; O 10000];

Z = measurements';

f = size(measurements, 1);
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est (1 : f) = struct('x', zeros(2, 1), 'P', zeros(2, 2));

% Fingerprint Kalman filter
for k =1 : £

x = Phi *x x;

P = Phi * P * Phi' + Q;
beta = zeros(n, 1);
pEst = zeros (2, 1);
zEst = zeros(m, 1);

Pxx = zeros (2, 2);

Pxz = zeros(2, m);

Pzz = zeros(m, m);

Pp = diag([(50 = 2) / 12 (50 = 2) / 12]);

sumPdf = O0;

for i =1 : n

sumPdf = sumPdf + pdfnorm(calibrated(i).position, x, P);
end
for i =1 : n

beta(i) = pdfnorm(calibrated(i).position, x, P) / sumPdf;
pEst = pEst + beta(i) * calibrated (i) .position;
zEst = zEst + beta(i) * calibrated (i) .means;

end

for i =1 : n
Pxx = Pxx + beta(i) * (Pp +
(calibrated (i) .position - pEst)
(calibrated (i) .position - pEst)');

Pxz = Pxz + beta(i) * (calibrated(i).position - pEst)
* (calibrated (i) .means - zEst)';

Pzz = Pzz + beta(i) * (diag(calibrated(i).variances)
+ (calibrated (i) .means - zEst)
* (calibrated (i) .means - zEst) ');

x = pEst + Pxz * inv(Pzz) * (Z(:, k) - zEst);

P = Pxx - Pxz * inv(Pzz) * Pxz';
est(k).x = x;
est(k).P = P;
end
positionEst = [est.x]';
k=1 : f;
positionTrueRep = repmat(positionTrue, f, 1);

e_xhat = sqrt(sum((positionTrueRep - positionEst)."2, 2));

figure

subplot (2, 2, 1)

plot(k, positionTrueRep(:, 1), 'g-o', k, positionEst(:, 1), 'b-%x")
xlabel ('Cas'), ylabel('Poloha (x)')

subplot (2, 2, 2)

plot(k, positionTrueRep(:, 2), 'g-o', k, positionEst(:, 2), 'b-x")
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xlabel('Cas'), ylabel('Poloha (y)')

legend ({'Skuteéna hodnota', 'Hodnota odhadnuta pomoci KF'},
'Location', 'southeast')

subplot (2, 2, [3, 4])

plot(k, e_xhat, 'b-x', k, 0, 'k')

xlabel('Cas'), ylabel('Chyba')

legend ({'Chyba odhadu'}, 'Location', 'mortheast')

function [y] = pdfnorm(x, mu, Sigma)
% Funkce hustoty pravdépodobnosti n-rozmérného normdlniho rozdéleni

% [yl = pdfnorm(x, mu, Sigma)

b

% Vstupy

% X o vektor hodnot né&dhodné velic¢iny X, n x 1

% mu ...... vektor strednich hodnot, n x 1

% Sigma ... kovariancni matice, n x n

b

% Vystup

% Voo hodnota funkce hustoty pravdépodobnosti v bodé x
b

b

% Datum posledni dpravy: 28. 1. 2018, KF

y = exp(-0.5 * (x - mu)' * inv(Sigma) * (x - mu))
/ sqrt(det(2 * pi * Sigma));

end

% Algoritmus 4

% Jednd se o ulohu dynamické lokalizace, priemZz jako méFfeni jsou
% chapany odhady poloh v jednotlivjych Casovyjch okamzicich ziskané
% jinou lokaliza&ni technikou

% Pfedpoklada se datovy soubor s umisténim 'datalexp4\expd.csv',
% obsahujici testovaci data prochazkové trasy 1

clear

filename = 'datal\exp4\exp4.csv';

measurements = csvread(filename, 0, 2);

f = size(measurements, 1);

positionsTrue = csvread(filename, 0, 0, [0 O f-1 1]);
sys.Phi = [1 01 0; 010 1; 00 1 0; 00 0 1];

sys.H = [1 00 0; 01 0 0];

sys.Q = [60 0 0 O0; 0 50 0 0; O O 50 0; O O O 50];

sys.R = [16000 0; O 16000];

init.x = [measurements (1, 1);
measurements (1, 2);
sign(measurements (1, 1) - measurements(2, 1)) * -50;
sign (measurements (1, 2) - measurements (2, 2)) * -50];

init.P = [200 0 O O; O 200 O O; O O 10 0; O O O 10];
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% [est] = kf(sys, init, measurements (2 : end, :)');
[est] = kf_outliers(sys, init, measurements(2 : end, :)', 500);

stateEst = [est.x];
positionsEst = stateEst(l : 2, :)';

positionsEst = [measurements(l, :); positionsEst];

e_z = sqrt(sum((positionsTrue - measurements).”2, 2));
mse_z = mean(e_z."2)

me_z = mean(e_z)

e_xhat = sqrt(sum((positionsTrue - positionsEst)."2, 2));
mse_xhat = mean(e_xhat . 2)

me_xhat = mean(e_xhat)

k=1 : £,

figure

subplot (2, 2, 1)

plot(k, positionsTrue(:, 1), 'g-o', k, measurements(:, 1), 'r-+',
k, positionsEst(:, 1), 'b-x")

xlabel ('Cas'), ylabel('Poloha (x)')

subplot (2, 2, 2)

plot(k, positionsTrue(:, 2), 'g-o', k, measurements(:, 2), 'r-+',
k, positionsEst(:, 2), 'b-x")

xlabel ('Cas'), ylabel('Poloha (y)')

legend({'Skuteéné hodnota', 'Hodnota méreni',
'"Hodnota odhadnutd pomoci KF'}, 'Location', 'southeast')

subplot (2, 2, [3, 41)

plot(k, ez, 'r-+', k, e_xhat, 'b-*', k, 0, 'k')

xlabel ('Cas'), ylabel('Chyba')

legend ({'Chyba mé&feni', 'Chyba odhadu'}, 'Location', 'mortheast')

function [est] = kf_outliers(sys, init, Z, tol, U)
% Kalmantuv filtr s detekci odlehljch hodnot méFeni

% Pfedpoklada se nasledujici model systému (podrobné&ji viz dale):
% x = Phi * x + Gamma * u + G * w,
% z =H * x + D *x u + v,

% kde w ~ N(O, Q), v ~ N(O, R)

% [est] = kf_outliers(sys, init, Z, tol, U)

% Vstupy:

% sys .... struktura reprezentujici model systému

% sys.Phi ..... matice dynamiky systému, n x n

% sys.Gamma ... matice vlivu vstupu u na stav systému x,
% nxr,

% (nepovinnéd, vjychozi hodnota eye(n, 1))

% sys.G ....... matice vlivu Sumu w na stav systému x,

% n x m,

% (nepovinna, vjychozi hodnota eye(n, m))

% sys.H ....... matice popisujici vztah mezi stavem systému
% X a méfenim z, 1 x n

% sys.D ....... matice vlivu vstupu u na méfeni z, 1 x r,
% (nepovinna, vjychozi hodnota zeros(l, r))
% sys.Q ....... kovariancéni matice systémového Sumu w,

) m X m
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yA sys.R ....... kovarianéni matice Sumu méfeni v, 1 x 1

% init ... struktura reprezentujici pocatecni podminky

% init.x ...... pocatecni stav systému, n x 1

% init.P ...... kovarianéni matice pocateéniho stavu, n x n
b

% Z ..., matice, jejiZ sloupce jsou vektory méfeni z pro

% jednotlivé casové okamziky 1 : f, 1 x f

)

% tol .... tolerance odlehlych méfeni, je-1li rozdil mezi odhadem
% méf¥eni a skutecnou namé¥enou hodnotou vétSi nez tato
% tolerance, nebude dané méreni zahrnuto do vypocltu

A

% U ...... matice, jejiZ sloupce jsou vektory vstupd u pro

% jednotlivé &asové okamziky 1 : f, r x f,

% (nepovinnéd, vjychozi hodnota zeros(r, f))

yA Vystup:

% est .... pole struktur obsahujici vypocitané odhady pro jednotliveé
b asové okamziky 1 : f

% est(k).x .... odhad stavu systému v Case k

% est(k).P .... chybovad kovariané¢ni matice odhadu v Case k

% Datum posledni dpravy: 28. 1. 2018, KF

% INICIALIZACNI CGAST
[1, f] = size(Z);
n = size(init.x, 1);

m = size(sys.Q, 1);

% Nastaveni vychozich hodnot nezadanjch argumentu

if nargin == 4
U = zeros(1l, f);
end
r = size(U, 1);
if ~isfield(sys, 'Gamma')
sys.Gamma = eye(n, r);
end

if ~isfield(sys, 'G')
sys.G = eye(n, m);

end
if ~isfield(sys, 'D')
sys.D = zeros(l, r);
end
x = init.x;
P = init.P;
est(1 : f) = struct('x', zeros(n, 1), 'P', zeros(m, n));

% VLASTNI ALGORITMUS KALMANOVA FILTRU
for k = 1 : £

% Predik¢ni krok (apriorni odhad)
x = sys.Phi * x + sys.Gamma * U(:, k);
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P = sys.Phi * P * sys.Phi' + sys.G * sys.Q * sys.G';

% Korekéni krok (aposteriorni odhad)
innovation = Z(:, k) - sys.D * U(:, k) - sys.H * x;
if all(abs(innovation) < tol)

K = P * sys.H' * inv(sys.H * P *x sys.H' + sys.R);

x = x + K *x innovation;
P =P - K *x sys.H x P;
end
est(k).x = x;
est(k).P = P;
end
end

% Algoritmus 4

% Jednd se o Ulohu dynamické lokalizace, pfiemZz jako méfeni jsou
% chapany odhady poloh v jednotlivych Casovjch okamZicich ziskané
% jinou lokalizacni technikou

% Predpokladad se datovy soubor s umisténim 'datalexp4\exp4_2.csv'
% obsahujici testovaci data prochazkové trasy 2

clear

filename = 'datal\exp4\exp4_2.csv';

measurements = csvread(filename, 0, 2);

f = size(measurements, 1);

positionsTrue = csvread(filename, 0, O, [0 O f-1 1]);
sys.Phi = [1 01 0; 01 01; 00 10; O0O0O0 1];

sys.H = [1 00 0; 01 0 0];

sys.Q = [10 O O O; O 10 O O0; O O 10 O; O O O 1071;
sys.R = [16000 0; 0 16000];
init.x = [measurements (1, 1);
measurements (1, 2);
sign(measurements (1, 1) - measurements (2, 1)) * -50
sign (measurements (1, 2) - measurements (2, 2)) * -50];
init.P = [200 0 O O0; O 200 0 O0; 0 O 10 O0; O O O 10];
% [est] = kf(sys, init, measurements (2 : end, :)');
[est] = kf_outliers(sys, init, measurements(2 : end, :)', 200);

stateEst = [est.x];
positionsEst = stateEst(l : 2, :)';
positionsEst = [measurements(l, :); positionsEst];

e_z = sqrt(sum((positionsTrue - measurements).”2, 2));
mse_z = mean(e_z."2)

me_z = mean(e_z)

e_xhat = sqrt(sum((positionsTrue - positionsEst).~2, 2));
mse_xhat = mean(e_xhat . 2)

me_xhat = mean(e_xhat)
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figure

subplot (2, 2, 1)

plot(k, positionsTrue(:, 1), 'g-o', k, measurements(:, 1), 'r-+',
k, positionsEst(:, 1), 'b-x")

xlabel ('Cas'), ylabel('Poloha (x)')

subplot (2, 2, 2)

plot(k, positionsTrue(:, 2), 'g-o', k, measurements(:, 2), 'r-+',
k, positionsEst(:, 2), 'b-x")

xlabel ('Cas'), ylabel('Poloha (y)')

legend ({'Skuteéna hodnota', 'Hodnota méfeni',
'"Hodnota odhadnutd pomoci KF'}, 'Location', 'mortheast')

subplot (2, 2, [3, 41)

plot(k, e_z, 'r-+', k, e_xhat, 'b-x', k, 0, 'k")

xlabel ('Cas'), ylabel('Chyba')

legend ({'Chyba méfeni', 'Chyba odhadu'l}, 'Location', 'mnortheast')

A.2.2 Analyza ¢asovych rad

% Ukdzka pouziti Kalmanova filtru pro odhadovédni parametru
% AR (2) modelu

clear

y csvread('data_AR(2) .csv');
n length (y);
sigma2_e = 10;

figure

plot(l : n, y, 'k')
xlabel ('t"')
ylabel('y_t')

sys.Phi = eye(2);
sys.Q = zeros(2);

sys.R = sigma2_e;
est.x = [1; 1];
est.P = [1 0; 0 1];
for t =3 : n
sys.H = [y(t-1) y(t-2)1;
est = kf(sys, est, y(t));
end

phi_1 = est.x(1)
phi_2 est.x(2)

% Ukazka pouziti Kalmanova filtru pro predikovani, filtrovani
% a vyrovnadvani v Casové Yadé& reprezentované ARMA(2,1) modelem

clear

y = csvread('data_ARMA(2,1).csv');
length (y);

(=]
I
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phi_1 .65
phi_2 = 0.2;
theta_1 0

1
sigma2_e = 10;

o o

>

sys.Phi = [phi_1 1; phi_2 0];

sys.H = [1 0];

sys.G = [1; theta_11];
sys.Q sigma2_e;
sys.R = sigma2_e;

% Predikovani
y_predicted = zeros(l, n+5);
y_predicted (1) = y(1);

y_predicted(2) = y(2);
e = zeros(l, n);
for t = 3 : n % jednokrokové predikce ve sledovaném obdobi

x = sys.Phi * [y(t-1); phi_2 * y(t-2) + theta_1 * e(t-1)];
y_predicted(t) = x(1);
e(t) = y(t) - y_predicted(t);

end

x = [y(n); phi_2 * y(n-1) + theta_1 * e(n-1)1;

for t = n+l : n+5 Y, predikce pro 5 budoucich ¢asovjch okamzikul
x = sys.Phi * x;
y_predicted(t) = x(1);

end

% Filtrovani

% (ekvivalentné& lze pouzit funkci kf (sys, init, y))

est_f(1 : n) = struct('x_', zeros(2, 1), 'P_', zeros(2, 2),...
'x'", zeros(2, 1), 'P', zeros(2, 2));

est_f(1).x = [y(1); 11;

est_f(1).P = [10 0; O 10];

for t =2 ¢ n
est_f(t).x_ sys.Phi * est_f(t-1).x;
est_f(t).P_ sys.Phi * est_f(t-1).P

+ sys.G * sys.Q * sys.G';

K = est_f(t).P_ * sys.H' * inv(sys.H * est_£f(t).P_ * sys.H'...

*

sys.Phi'...

+ sys.R);
est_f(t).x = est_£f(t).x_ + K * (y(t) - sys.H *x est_£f(t).x_);
est_f(t).P = est_f(t).P_ - K * sys.H * est_£f(t).P_;

end
estx = [est_f.x];
y_filtered = estx (1, :);

% Vyrovnavani (Rauch-Tung-Striebel smoother)

est_s(1 : n) = struct('x', zeros(2, 1), 'P', zeros(2, 2));

est_s(n).x = est_f(n).x;

est_s(n).P = est_f(n).P;

for t = n-1 : -1 : 2
A = est_f(t).P * sys.Phi' x inv(est_f(t+1).P_);
est_s(t).x = est_f(t).x + A *x (est_s(t+1).x - est_f(t+1).x_);
est_s(t).P est_f(t).P + A * (est_s(t+1).P - est_f(t+1).P_) * A';

end

estx = [est_s.x];
y_smoothed = estx (1, :);
y_smoothed (1) = y(1);
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t =1 : n;

figure

subplot (3, 1, 1)

p = plot(t, y, 'k', 1
p(2) .LineWidth = 1.5;
x1lim ([0 105])
title('Predikovani')
subplot (3, 1, 2)

p = plot(t, y, 'k', t,
p(2) .LineWidth = 1.5;
x1lim ([0 105])

ylabel ('y_t ")
title('Filtrovani')
subplot (3, 1, 3)

p = plot(t, y, 'k', t,
p(2) .LineWidth = 1.5;
x1lim ([0 1051)
xlabel ('t ')
title('Vyrovnavani')

n+5,

y_filtered, 'b');

y_smoothed, 'b');

y_predicted,

b5

A.2.3 Zpracovani obrazu

V tlohach se predpokldda znalost modelu obrazu, modelu rozmazani a rozptylu Sumu.

% Filtrace Sumu v obraze pomoci algoritmu reduced update Kalman filter

% (steady-state approximate RUKF)
%

% dle Woods, Radewan:
clear

% Nacteni pivodniho idedlniho obrazu
X = imread ('HK.jpg');
X 0.2989 * X(:, :,
X double (X)
[s1, s2] = size(X);

1) + 0.5870 * X(:,

figure
imshow (X,

(o 11

% Parametry modelu obrazu

:, 2) + 0.1140 * X(:, =,
./ double(intmax (class (X)));

Kalman filtering in two dimensions

3);

n = 3;

c = [0.020380445 -0.002564352 -0.000146032
0.009573138 0.048825988 0.031307254
0.148352208 0.738287199 0];

% Pridani gaussovského bilého Sumu do obrazu

Z = X + randn(sl, s2) ./ 10;

figure

imshow (Z, [0 1])

% Centrovéani obrazu

imgmean = mean(Z(:));
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Z = Z - imgmean,;

% Rozptyl systémového Sumu a Sumu méfeni
q = le-4;
r = le-2;

% Velikosti oblasti (okoli zpracovavaného pixelu), kde je algoritmus
% aplikovan
% (hodnoty lze volit experimentalné)

ul = n;
u2 = n;
u3 = n;
t = u3 + n;

ZZ = extendimage(Z, t);

Xest = Z7Z;
P = 0.1 * ones(s1+2*xt, s2+2*xt, ul, u3);

% Zjisténi ustédlené hodnoty Kalmanova zisku (steady-state Kalman gain)
% (zde pro 100 iteraci algoritmu)
K = zeros(ul, u3);
for i =1 +t : 1 + ¢t
for j =1+t : 100 + ¢t

% Apriorni chybova kovariancni "matice"
Ptmp = P;
for k =1 : ul
for 1 =1 : ul
Ptmp(i, j, k, 1) = computesum(...
P(i-n+1 : i, j-n+1 : j, k, 1), c);

end
end
Ptmp(i, j, end, end) = computesum(squeeze(...

P(i, j, end-n+l1 : end, end-n+l : end)), c) + q;
P = Ptmp;

% Kalmanuv zisk
K = squeeze(P(i, j, :, :)) ./ (P(i, j, end, end) + r);

% Aposteriorni chybova kovariancéni "matice"
Ptmp = P;
for k =1 : ul

for 1 =1 : u3

ii = i-ul+k;
j3 = j-ud+l;
for o = 1 : ul

for p =1 : u3
Ptmp (ii, jj, o, p) = P(ii, jj, o, p)
- K(k, 1) * P(i, j, o, p);
end
end
end

end
P = Ptmp;

end

end
K(end, end) = 0;
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% Vlastni aplikovani RUKF
for i =1 + t : sl + ¢t
for j =1+t : 82 + t

% Apriorni odhad (predikce)
Xest(i, j) = computesum(Xest(i-n+1 : i, j-n+l : j), c);

% Aposteriorni odhad (korekce)
Xtmp = Xest;
for k =1 : ul
for 1 =1 : u2
ii = i-ul+k;
ji = j-u2+l;
Xtmp (ii, jj) = Xest(ii, jj)
+ K(k, 1+u3-u2) * (ZzZ(i, j) - Xest(i, j));
end
end
Xest = Xtmp;

end
end

% Vysledny filtrovany obraz
Xestimated = Xest(1l+t : si+t, 1+t : s2+t) + imgmean;

figure
imshow (Xestimated, [0 1])

function [S] = computesum(A, B)
AB = A .* B;
S = sum(AB(:));

end

function [Y] = extendimage (X, n)
% Roz8ifeni obrazu na specifikovanou velikost zrcadlenim okraji

% [Y] = extendimage (X, n)

A Vstupy:
yA X ... vstupni obraz
% n ... poCet pixelld, o které mé& byt obraz z kaZdé strany rozsifte

YA Vystup:
yA Y ... roz§iteny obraz

% Datum posledni dpravy: 17. 3. 2018, KF

Y = zeros(size(X) + 2 * n);

Y(n+l : end-n, n+l : end-n) = X;

Y(:, 1 : n) = fliplr(Y(:, n+1l : 2%n));

Y(:, end-n+1 : end) = fliplr(Y(:, end-2*n+1 : end-n));
Y(1 : n, :) = flipud(Y(n+1l : 2%n, :));

Y(end-n+1 : end, :) = flipud(Y(end-2*n+1 : end-n, :));
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end

% Rekonstrukce rozmazaného obrazu pomoci algoritmu reduced update

% Kalman filter (steady-state approximate RUKF)

% dle Woods,
results

Ingle:

clear

% Nacteni pivodniho idedlniho obrazu

X = imread('HK. jpg');

X = 0.2989 * X(:, :, 1) + 0.5870 * X(:, :,
X = double(X) ./ double(intmax(class(X)));
[s1, s2] = size(X);

figure

imshow (X, [0 11)

% Parametry modelu obrazu

n = 3;

c [0.020380445
0.009573138
0.148352208

-0.002564352
0.048825988
0.738287199

-0.000146032
0.031307254
0];

% Rozmazani obrazu

% (simulace rozmazéani vzniklého pohybem v horizontdlnim

Kalman filtering in two dimensions:

2) + 0.1140 * X(:, :,

further

3);

sm&ru)

m = 7;
h = 1/m * ones(1, m);
XX = extendimage (X, m);
Z = zeros(sl, s2);
for i =1 sl
for j =1 : 82
Z(i, j) = computesum(XX(i+m, j+1 j+m), h);
end
end

% Pridani gaussovského bilého Sumu do rozmazaného obrazu

Z = Z + randn(sl, s2) ./ 1000;
figure
imshow (Z, [0 11)

% Centrovéani obrazu
imgmean = mean(Z(:));
Z = Z - imgmean;

% Rozptyl systémového Sumu a Sumu méfeni
q = le-4;
le-6;

o]
I

% Velikosti oblasti (okoli zpracovavaného pixelu),
% aplikovan
% (hodnoty lze volit experiment&lné)

ul = m;
u?2 m;
ud = m;
t = u3 + m;
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77 =

Xest
p:

ex

0.1

tendimage(Z, t);

77 ;
* ones (s1+2x*t,

s2+2%t,

ul, u3);

% Zjisténi ustdlené hodnoty Kalmanova zisku (steady-state Kalman gain)
% (zde pro 100 iteraci algoritmu)

K =
for

end

zer

i =
for

end

os(ul, u3);
1+t 1 + t
j =1+t 100 + t
% Apriorni chybova kovariancni "matice'
Ptmp = P;
for k = 1 ul
for 1 =1 u3
Ptmp(i, j, k, 1) = computesum(...
P(i-n+1 i, j-n+1 j, k, 1), ¢);
end
end
Ptmp(i, j, end, end) = computesum(squeeze(...
P(i, j, end-n+1 end, end-n+1 end)), c)
P = Ptmp;
% Kalmanuv zisk
K = zeros(ul, u3);
k2 = 0;
for 1 =1 m
k2 = k2 + h(l) * computesum(squeeze(...
P(i, j-m+1l, end, end-m+1 end)), h);
end
k2 = k2 + r;
for k =1 : ul
for 1 =1 u3
k1 = computesum(P(i, j-m+1 j, k, 1),
K(k, 1) = k1 / k2;
end
end
% Aposteriorni chybova kovariancéni "matice"
Ptmp = P;
for k = 1 : ul
for 1 =1 u3d
ii i-ul+k;
jj = j-us+1;
for o =1 : ul
for p =1 : u3
Ptmp (ii, jj, o, p) = P(ii, jj,
- K(k, 1)
* computesum (P(ii, jj-m+1
end
end
end
end
P = Ptmp;
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% Vlastni aplikovani RUKF
for i =1 + t : s1 + ¢t
for j =1+t : 82 + t

% Apriorni odhad (predikce)
Xest (i, j) = computesum(Xest(i-n+1

% Aposteriorni odhad (korekce)
Xtmp = Xest;
for k =1 : ul
for 1 =1 : u2
ii = i-ul+k;
jj = j-u2+l;
Xtmp (ii, jj) = Xest(ii, jj)
+ K(k, 1l+u3-u2) x (ZZ(ii,

- computesum(Xest (ii, jj-m+1

end
end
Xest = Xtmp;

end
end

% Vysledny rekonstruovany obraz

j-n+1 : j),

i), b))

Xestimated = Xest(1l+t : si+t, 1+t : s2+t) + imgmean;

figure
imshow (Xestimated, [0 1])

function [S] = computesum(A, B)
AB = A .*x B;
S = sum(AB(:));

end

c);
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B Obsah prilozeného CD

Prilozené CD obsahuje zdrojové kody z prilohy A v podobé soubort prostredi MATLAB
(*.m) véetné pouzitych datovych soubori, dale vysledky testovani algoritmu indoor

lokalizace a elektronickou verzi této prace.

/

| MATLAB src

| Kalman filters

I kf.m

ekf.m

L ukf.m

ut.m

| indoor localization
src

N -1 - P zdrojovd data pro experimenty (*.csv)
experimentl.m

| experiment2.m

| experiment3.m

| experiment4.m

| experiment4_2.m

| pdfnorm.m

L kf outliers.m

L results

L data i vystupy provedengch experimenti (*.csv)
| experimentl.png
experiment2.png

| experiment3.png

| experiment4.png

| experiment4_2.png

| experiments_summary.xlsx
| time series

| data_AR(2).csv

\, tsparam.m

| data_ARMA(2,1).csv

ts.m

L image processing

| HK.jpg

{ estimation.m

| restoration.m

L extendimage.m

L DP_Fronckova_2018.pdf
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