UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI
PRIRODOVEDECKA FAKULTA

DIPLOMOVA PRACE

Inverzni problémy ve tfyzikalnich modelech

Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky
Vypracoval: Be. Vojtéch Janek
Vedouci diplomové prace: doc. Jan Tomecek, Ph.D.
Studijni program: NO114A170004 Ucitelstvi matematiky pro stfedni skoly maior
Studijni obor: Ué¢itelstvi matematiky pro sttedni skoly/
ucitelstvi fyziky pro stfedni skoly
Forma studia: Prezen¢ni
Termin odevzdani prace: 2024



Bibliograficka identifikace

Jméno a prijmeni autora Bc. Vojtéch Janek

Nazev prace
Typ prace

Pracovisteé

Vedouci prace
Rok obhajoby prace
Abstrakt

Klicova slova

Pocet stran
Pocet priloh
Jazyk

Inverzni problémy ve fyzikalnich modelech
Diplomova

Katedra matematické analyzy a aplikaci mate-
matiky

doc. Jan Tomecek, Ph.D.
2024

Tato diplomova prace se zabyva inverznimi
problémy ve fyzikalnich modelech. Vénuje se
fyzikalnim modelum stiely a harmonického os-
cilatoru, obéma v prostredi s odporovou silou
linedrni vuéi rychlosti pohybu. V téchto mode-
lech tesi fadu inverznich i direktnich problému.

inverzni problémy, fyzikalni modely, dife-
rencialni rovnice, stiela s linedarnim tlumenim,
tlumeny harmonicky oscilator

o8
1

cesky



Bibliographical identification

Author’s first name and surname Bc. Vojtéch Janek

Title
Type of thesis

Department

Supervisor
The year of presentation

Abstract

Keywords

Number of pages
Number of appendices

Language

Inverse problems in physical models
Master

Department of Mathematical Analysis and
Application of Mathematics

doc. Jan Tomecek, Ph.D.
2024

This master’s thesis focuses on inverse pro-
blems in physical models. It focuses on phys-
ical models of projectile and harmonic oscila-
tor, both in an environment with resistance
force lineary proportional to their velocity. It
addresses a series of inverse and direct pro-
blems within these models.

inverse problems, physical models, differen-
tial equations, projectile with linear re-
sistance, damped harmonic oscillator

o8
1

czech



Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem ptedlozenou diplomovou praci vypracoval samostatné pod ve-
denim doc. Jana Tomecka, Ph.D. a ze jsem pouzil zdroju, které cituji a uvadim v se-
znamu pouzitych pramenu.

V Olomouci dne 15. kvétna 2024

Be. Vojtéch Janek



1_Teoriel

T2

Inverzni probléemy|. . . . . . ... oo

3

Fyzikalni modely| . . . . . . . . . ... ...

T4

Dalsi matematické nastrojel . . . . . . ... ..o

2 Strela s linearnim odporem|

|2,1 [JI(:‘:III S],Q],f:! !ll --------------------------------

[2.1.2  Numerické reseni pevnych bodu funkce obecné funkce| . . . . . .
[2.1.3  Explicitné zadana tunkce dvou proménnychf . . . . . . . .. ..
[2.1.4 Implicitné zadana tunkce jedné proménnél. . . . . . . . . . . ..

2.1.5  Numerické feseni . . . . . . . . . . ... ...

2.2.1 Optimalni ahell . . . ... ... ... o0 oo

B Oscl&iod

13.1

Resené tlohy| . . . . . . . ...

B2

Inverzni problém vychazejici z méteni| . . . . . . . .. .. ... ... ..

[3.2.1 Sada dat generovana funkci . . . ... ... ... .00
[3.2.2  Sada dat s uméle pridanou nepresnosti| . . . . . .. ... .. ..

—
— O © 0o

—_

16
16
21
24
25
31
32
33

38
40
45
48
20
o1

55

57

58



Podékovani

Na tomto misté bych rad podékoval mému vedoucimu diplomové prace
doc. Janu Tomeckovi, Ph.D. za velmi vstiicny pristup, neustaly pirival napadi na zlepseni
i za vSechen cas, ktery vénoval mné a mé préaci. V neposledni fadé bych pak chtél
podékovat za neustalou podporu mé rodiné, partnerce a véem pratelum.



Uvod

Tato diplomova prace se vénuje inverznim problémum ve fyzikalnich modelech. Pro-
blematika inverznich problému je zpracovana jiz v mé bakalaiské praci [2], proto jako
strucny uvod lze zvolit ji. Dalsi literatura, kterd se vénuje problematice, je vétsinové
v anglickém jazyce, napt. [4] nebo [I]. Pravé druhd zminénd kniha [I] poskytuje volnou
inspiraci pro ulohy a problémy zpracované v této praci.

Cilem prace je vytvorit teoreticky podklad pro konkrétni redlné situace, tedy pro
fyzikalni modely, které je popisuji. Casto se pii feseni konkrétnich problémiu setkdme
s diferencialnimi rovnicemi a také jinymi ¢astmi matematické analyzy. Z toho duvodu
je prvni kapitola vénovana zavedeni nejen pojmu jako je inverzni problém c¢i fyzikalni
model, ale téz téch nutnych k vyfeseni konkrétnich piipadu diferencidlnich rovnic.
Kapitola zaroven zavadi nékolik zakladnich vét z matematické analyzy, které v praci
vyuZzijeme.

Dals{ dveé kapitoly se pak vénujf jiz konkrétnim problémum. Casto je nejprve vyfesen
problém direktni a az poté prichazi feseni problému inverzniho (tyto pojmy jsou vysvétleny
v prvni kapitole). Teoreticky odvozené feseni problému je nésledné aplikovéno v pro-
gramech v jazyku Python.

Druha kapitola se vénuje fyzikalnimu modelu stiely. Ta se pohybuje prostiedim,
které na ni pusobi odporovou silou imérnou velikosti jeji rychlosti. Jedné se o problém,
ktery je fesen prevazné pomoci studia konkrétnich funkci. Kapitola se snazi o nalezeni
analytického fegeni problémif]

Treti kapitola nam predklada studium inverznich problému pro model harmo-
nického oscilatoru, jez opét osciluje ve stejném prostiedi jako se pohybovala stfelaﬂ.
Zde jsou feseni naopak velmi propletena numerickymi metodami, jako je tfeba metoda
nejmensich ¢tvercu. Prave ze samotné podstaty této kapitoly je nutné urcovat presnost,

spravnost a vypovédni hodnotu ziskanych vysledku.

1S co nejmensi, idedlné zaddnou, pomoci numerickych metod.
20dporova sila piisobici na oscilujici téleso je pifmo imérnd rychlosti pohybu.
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Kapitola 1

Teorie

V této praci bude zapotiebi orientovat se v oblasti diferencialnich rovnic, inverznich
problému a fyzikalnich modelech. Tato kapitola slouzi jako pifehled téchto znalosti.
Spolecné se zakladnimi poznatky vysokoskolské matematiky by méla byt dostatecnym

materidlem k pochopeni problematiky nasledujici prace.

1.1 Diferencialni rovnice

Nejprve si feknéme, ze

Flz,y,9,...,y"™)=0 (1.1)

je diferencidlng rovnice n-tého fddu v obecném tvaru, kde F : R"? — R. ReSenim
této rovnice je pak y : R — R, kterd spliuje (1.1) Yz € J C R, kde J je interval.

My se zaméiime pouze na specialni pripad

y" + CL1y/ +ag = f(l‘), ag, a1 €ER, f: R— R, (12)

coz je nehomogenni linedarni diferencidlni rovnice 2. tddu s konstantnimi koeficienty.
K ni piislusna homogenni linedrni diferencidlni rovnice 2. vddu s konstantnimi koefici-

enty ma pak tvar

y" +ary +ag = 0. (1.3)

Obecnygm Tesenim nazveme predpis obsahujici parametry, po jejichz postupném do-
sazeni dostavame pravé vSechna feseni diferencidlni rovnice. Obecné feSeni nehomo-
genni diferencialni rovnice je rovno souctu obecného reseni 7y ptislusné homogenni dife-
rencidln{ rovnice a libovolného partikuldrniho fesenf] 7 této nehomogenni diferencialni

rovnice, symbolicky zapsano

y=7+7Y.

! Jednd se o jedno konkrétni feseni diferencidlni rovnice.



Zavedme pro tcely nalezeni obecného feseni rovnice (1.3) jeji charakteristickou

rovnict jako

)\2+O,1>\+(ZOZO.

Spocteme kofeny \;o této kvadratické rovnice a z nich uréime obecné feseni rovnice

(1.3). Mohou nastat tfi pripady:
1. M2 € R; Ay # Ao, pak ma obecné feseni tvar

7(z) = CreM” + Cye™™: C), Cy € R.

2. M2 € R; Ay = A (pro jednoduchost piseme pouze \), pak méd obecné feSeni tvar

g(f]ﬁ) = Cle)‘x + CQ.I’G)\I; Cl, CQ € R.

3. M2 e C; N = A1, kde \; = a + 13, pak m4 obecné Feseni tvar

y(z) = C1e* cos fx + Cae*®sin fx; Cq, Cy € R.

Pro nalezeni partikularniho feseni rovnice se nabizi hned nékolik postupu. Je
mozné je nalézt metodou neurcitych koeficientu, variaci konstant, nebo ho jednoduse
uhodnout. My budeme partikularni feseni v této praci nuceni hledat pouze jednou
a vyuzijeme k tomu pravé metodu neurcitych koeficienti. Bude vsak blize popsano
u konkrétniho problému. V ptipadé zajmu proniknout hloubéji do problematiky viz

napf. [3].

1.2 Inverzni problémy

Direktnim problémem je problém, kdy znadme vstupni hodnoty néjakého matema-
tického modehﬂ zname také tento matematicky model a chceme zjistit vystupni hod-
noty. Inverzni problém je opa¢nym problémem k problému direktnimu.

Ukazme prtiklad, se kterym se setkdme v této praci. Méjme kanon, ktery vystreli
sttelu, budeme znat hmotnost stiely, jeji rychlost atp. Budeme také védét, jakym
prostfedim se pohybuje a tedy jaka zavislost nam jeji pohyb popisuje. Direktni problém
pak spociva ve spocteni vzdalenosti, do niz stiela dolétne.

Inverzni problémy mohou byt dva. Jeden, tzv. kauzdlni inverzni problém se snazi
determinovat vstupni parametry ze znalosti modelu a vystupnich hodnot. Druhy, iden-

tifikacni inverzni problém se pak z vystupnich hodnot a vstupnich parametru snazi

INapf. popisujici fyzikalni realitu.



urcit matematicky model, jimz se ze vstupnich preslo k hodnotam vystupnim. Jesté by
bylo dobré zminit, ze casto je nutné tesit oba tyto problémy zaroven, takovy problém
nazyvame nverznim problémem smisenym.

K obecné teorii inverznich problému poskytuje ceska literatura jen velmi mélo in-
formaci, spise v ni 1ze nalézt feSeni konkrétnich inverznich problémii. Proto pro zajemce
o obecnou teorii je vhodna kniha [4], nebo tdvodni kapitoly knihy [I], ze které v této
praci casto budeme vychéazet. Zaroven zpracovani této teorie inverznich problému lze
nalézt v ivodni kapitole vyse zminéné bakalarské préace [2], kde jsou vzdy ke konkrétnim

typum i praktické priklady.

1.3 Fyzikalni modely

Fyzikdlni model je zpusob popsani reality. Zalezi vSak, co se snazime popsat a jak
presny dany popis musi byt.

Hezka predstava je pohyb, ktery jsme my klasicky schopni popsat pomoci Newto-
novych pohybovych zdkonu a v béznych podminkach je to pro nas naprosto dostatecné.
Pokud se v8ak rychlost pohybujicich se objektu za¢ne priblizovat rychlosti svétla, pak
je fyzikalni model popsany témito zakony ¢im dal tim vic nedostatecny. Je proto tieba
sahnout po lepsim modelu, nejcastéji po specialni teorii relativity.

Casty termin, ktery popisuje piesnost fyzikdlntho modelu, je takzvané priblizent.
Vezmeéme si opét priklad stfely. V prvnim piiblizeni muzeme stielu pohybujici se vzdu-
chem popisovat fyzikdlnim modelem bez odporu prostiedi. Ve druhém ptiblizeni pak
vezmeme odpor tmérny rychlosti, ve tfetim tumeérny kvadratu rychlosti (tam se vsak
jiz projevuji i dalsi jevy, jako viry atd.) a jsou i teorie o zdvislosti na v?, kdy by se

jednalo o ¢tvrté ptiblizeni.
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1.4 Dalsi matematické nastroje

V podkapitole si sikovné definujeme pomocnou funkei a nasledné budeme

chtit ukdzat spojitost a derivaci funkce r = D(f) na urc¢itém intervalu, jenz je zadana

implicitné, vice vsak jiz samotnd véta.

Véta 1.1 Véta o implicitni funkci [3, kap. 9.9, véta 9.18]:
Necht F(x,y) je redlnd funkce dvou proménnych x a vy, kterd spliuje:

1. H(I'O,yo) € R? : F(l’o,!jg) = 0.
2. F md v U(xo,yo) spojité parcidlni derivace pruniho rddu.
3. Fy(xo,y()) # 0.

Pak rovnice F(xy) = 0 definuje na okoli bodu (xo,yo) implicitné funkci jedné
proménné y = f(x), také md funkce f derivaci proniho Tddu na (xg — 0; xo+0)
pro jisté 0 > 0, kterd se spocte jako

Nasledujici véta a dukaz jdou ruku v ruce a budeme je ¢asto pouzivat v celé kapitole

2l Mnohokrat budeme vyuzivat vhodné definovanych funkei, které budou na uréitém

intervalu nabyvat jak kladnych, tak zapornych hodnot a na zédkladé nize uvedené véty

budeme schopni nachazet pevné body urcitych funkei. Co je pevny bod nam tika prave

definice nize.

7

Definice 1.2 Necht f je redind funkce jedné proménné definovand na intervalu
I CR. Cislo p € I nazveme pevngm bodem funkce f, jestlize f(p) = p.

Véta 1.3 Bolzano-Cauchyho [7, kap. 6.3, véta 6.3.3]: Je-li funkce [ spojita
na [a; b] a plati-li f(a)- f(b) <0, pak existuje bod & € [a; b] tak, Ze f(&) = 0.

Ukazme si uziti predchozi véty na ptrikladu. Méjme funkci v, ktera je funkci proménné

. Definujme si funkci

Pokud w(a) > 0 a w(b) < 0, pak existuje & € (a; b) tak, ze w(§) = 0. Toto £ je pak

nutné pevnym bodem funkce v.

V dikazu lemmatu vyuzijeme nasledujici vétu.

11



Véta 1.4 Bolzano- Weierstrassova [T, kap. 2.3, véta 2.3.4]: 7 kazdé omezené
posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost.

Jako posledni matematicky néstroj si v této podkapitole zavedme Heineho vétu
(obcas také Heineho véta o spojitosti). Ta ndm charakterizuje limitu funkce pomoci
posloupnosti. Lze ji chapat jako pojitko mezi svétem posloupnosti a svétem funkei. Z jeji

podstaty se jedna o jednu z velmi silnych vét matematické analyzy. My ji konkrétné

vyuzijeme v podkapitole a

Véta 1.5 Heineho [6, kap. 2.5, véta 2.46]: Méjme funkci f, f je spojitd
v néjakém bodé a € D(f) prdvé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {x,} -,
bodu z D(f) pro niz lim, ., ©, = a plati

lim f(x,) = f(a).

n—oo
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Kapitola 2

Strela s linearnim odporem

V této kapitole se budeme vénovat fyzikdlnimu modelu sttely, jakozto hmotného
bodu. Ta se bude pohybovat prostfedim o odporu piimo tmeérném rychlosti stiely.
Jednd se o prvni priblizeni realného odporu vzduchu.

Vyjdéme z 2. Newtonova zdkona napsaném ve tvaru

mo=mg+ F; F = (F,, F,); v= (%, 7), (2.1)

kde v je rychlost stiely, m jeji hmotnost, g tihové zrychleni a F' odporova sila. Vidime,
ze rovnice je zapsana vektorové, proto si ji rozdélime do dvou rovnic pomoci kartézské
soustavy souradné, kde (z,y) budou predstavovat aktudlni souradnice stfely. Rovnice

(2.1) pak nabude tvaru

(2.2)

N4&s zajem se vSsak nyni bude upinat primarné na odporovou silu. Ta je pfimo imeérna

rychlosti strely, proto F' = kv; k € RT a tedy piedchozi soustava rovnic nabyvé tvaru

ﬂw+%aw:q

i)+ Zgt) = —g.

—Y
m

Stiela je vystielena z pocatku, jimz je bod (0,0), tzn.

z(0) =0,
y(0) =0.
Dalsi dveé pocatecni podminky vyplyvaji ze skutecnosti, ze v case tg = 0 je stiele

udélena rychlost o velikosti v pod tihlem 6 z intervalu [0; 7], tudiz
t(0) = vcosf
y(0) = vsind.

13



Diky tomu, Ze v soustavé (2.2)) je v prvni rovnici nezndmou pouze funkce x a ve
druhé pouze funkce ¥, 1ze obé rovnice brat zvlast a nemluvit tak o soustavé rovnic (2.2)),
ale o dvou rovnicich. Kazda tato rovnice spoleéné s dvéma piisluSnymi pocatecnimi

podminkami tvofi samostatnou pocatecni tlohu

E(t) + %x(t} =0; ©(0) =wvcos; z(0) =0 (2.3)
1)+ (1) = —g; 9(0) = vsind: y(0) = 0. (2.4)

Charakteristickd rovnice diferencidlni rovnice v pocatecni tloze (2.3)) 1 (2.4) mé tvar

k
M4+ —=1=0
m

a kofeny

k
)\1 :0, )\2: —_ .
m

Obecnym fesenim diferencidlni rovnice z (2.3)) je tedy

[L’(t) = Cl + Cge_it; Cl, 02 € R.

Na zakladé pocatecnich podminek dostdvame

0 == Cl + CQ,
mu cos 6 mu cos 6
= ClzT; ng—T.

veost = ——(C,
m
Resenfm prvni pocdteéni tlohy je proto funkce
0
z(t) = % (1 - e’£t> : (2.5)

Nyni se podivejme na druhou pocatecni ilohu. Z (2.4]) vidime, Ze se jedna o neho-
mogenni linedrni diferencialni rovnici. Najdéme obecné teseni jeji prislusné homogenni
diferencialni rovnice. Postup je identicky s pfedchozi tilohou, dostavame proto obecné
feseni

() = Oy + Coe m'; C1,Cy € R.

Abychom vsak meéli feseni nehomogenni rovnice, je tfeba k obecnému feseni ho-

mogenni rovnice pricist partikularni feseni rovnice nehomogenni. Toto partikularni

14



feseni nalezneme napiiklad metodou neuréitych koeficient (budeme jej hledat ve tvaru

yp(t) = At = 9,(t) = A = §j,(t) = 0, ktery dosadime do nehomogenni rovnice):

EA:—g,
m
m
A=
kg

Odtud pak dostavame partikularni reseni

m
Yp(t) = ——gt,
k
a obecné feseni nehomogenni diferencialni rovnice pak nabyva tvaru

k m
y(t) = J(t) + yp(t) = Cy + Coe " — 7975; C1,C € R.

Nyni vyuzijme nase dvé pocatecni podminky, postup je analogicky jako u predchozi
pocatecni tlohy. Dochazime k zavéru, ze

) = % (vsin@—i—%) ; Oy = —% (vsin8—|— %)

Reseni pocatecni ulohy m4 tudiz tvar

y(t) % [(vsinﬁ—i— %) - (vsin9—|— %) e ! —gt} :

Upravme vztah (2.5 na

=" 1_kx—(t) ;Q%E—I—kw;kez
k mu cos 0 2

a dosad'me jej za t do vztahu (2.6)), ktery po tipravé nabude tvaru

y(t)

(mmwﬂf)xw +T%m<L"ﬁ@L).

veosO k2 mu cos 0

Pokud se budeme chtit zabyvat vzdalenosti doletu, bude pro soutadnici y jisté platit

y = 0. Oznacime-li dolet jako D, bude se jednat o implicitné zadanou funkci proménné
0. tato funkce tedy splnuje vztah

k? mg kD(0)
0= 2y (tg9+ Hsec@) D(0) + In (1 — —) :

mu cos b

ktery upravime do tvaru

2
Lxm::ﬁféﬁf(l—e<M®M@);Aw):-f-%ce+ i

muv m2g

15



Zaved'me si jesté oznaceni
P L

’ 2
muv m4g

Tim ziskdavame findlni tvar vztahu pro dolet

D(9) = 00;6 (1 _ e—A(e)D(G)) ; A(0) = asech +btgh; 0 € [O; g) . (2.7)

Jak vidime, D neni dano explicitnim pfedpisem, ale implicitné. Je tudiz dosti pro-
blematické urcit jeho hodnotu pro konkrétni . Budeme se snazit proto nalézt néktery
numericky postup pro vypocet za pomoci pocitace. Nejprve ale dokazeme, ze tato

funkce Dje definovdna na intervalu [0; Z] a ukdzeme nékteré dulezité vlastnosti.

;5]

2.1 Urceni doletu

V této podkapitole se zamérime na feSeni direktniho problému stiely. A to proto,
ze bez néj nema ani smysl se bavit o problému inverznim. Ze zadanych znédmych
pocatecnich parametru strely se budeme snazit urcit, jak daleko tato stfela doleti.
Budeme usilovat o exaktni vyfeseni tohoto problému a tim si nachystame prostor pro
studium inverzniho problému. Nejprve si vezmeme jistou pomocnou funkci, jiz dobte
prozkoumame, a potom se budeme snazit ovérit, ze dokazand zjisténi je mozno apli-
kovat i pro funkci z naseho problému. Pravé tyto funkce bude nasledné mozno vyuzit
k vypoctu vzdalenosti doletu stiely, coz bude fesenim naseho direktniho problému.
Celé toto snazeni poté zakomponujeme do programu, ktery bude aplikované vyuzivat

dokézanych poznatku.

2.1.1 Obecna funkce

Nejprve je potieba prozkoumat direktni problém. K tomu ucelu zkoumejme nékteré

vlastnosti funkce

fl@)y=c(l—e*); zeRY, (2.8)

kde ¢, d jsou kladnymi konstantami splnujici cd > 1.

[ Véta 2.1 Euxistuje jeding kladny pevny bod funkce f zadané predpisem (2.8)).

Diukaz: Vsimnéme si, ze x = 0 je pevnym bodem (viz Definici funkce f, protoze

f0)y=c(l—e*) =0.

16



Obecné vsak pevnych bodu muze byt i vice, prozkoumejme jen kladné pevné body.

Zaved' me si proto pomocnou funkci
g(x) = f(x) —x; > 0.

Pokud najdeme takové p > 0, aby g(p) = 0, pak je p kladnym pevnym bodem f.

Pottebovali bychom, aby funkce g nabyvala hodnoty 0. Toho dosahneme treba tak,
ze najdeme takové s, z > 0, ze g(s) > 0 a g(z) < 0. Prepsdno pomoci funkce f tedy
budeme chtit dokazat

Prvni dokézeme pro ndm jiz zndmou konstantu ¢ (kterd je jisté kladnd a spliuje
tedy pozadavky kladené na z) takto:
fle) <e
c(l—e %) <c
1—e <1

—e~% <.

Druhy vztah pro s — 0% dokdzeme nésledovné:

—ds_l
limis):cdlime—d:cd>1:>5|5>0:‘v’s€(0; 9): f(s) > 0.

s—0t S s—0t —as

Nyni muzeme vyuzit Bolzano-Cauchyho vétu, (Véta . Mame totiz funkci g,
kterd je spojitd na intervalu [s;c| (s volime libovolné blizké nule, tudiz pro jakékoli
pevné ¢ musi platit s < ¢) a zdroven g(s) - g(¢) < 0. Dle této véty pak existuje bod
€ € (s;c) tak, ze g(&) = 0. Zjistili jsme tedy, ze existuje takové £, které je pevnym
bodem funkce f.

Bylo by také velmi zadouci, aby tento pevny bod byl pouze jedinym kladnym
pevnym bodem. Zkoumejme proto vlastnosti funkce g.

Nejprve si uvédomme skutecnost, ze

J'(x) = f'(x), f'(x) = —cd’e™ < 0.
Z toho vidime ¢”(z) < 0 a proto je ¢’ klesajici funkei. Zaroven
9(0) =0
a pro libovolny kladny pevny bod & funkce f plati

g(§) = 0.
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Z toho, ze g(0) =0, g(¢) =0, ¢"(z) < 0 dostavame, ze
g(x) > 0; x € (0,8). (2.9)

To ovSem znamend, ze na intervalu (0,) nabyva funkce g svého maxima (oznacme jej
pismenem m), tedy bodu, v némz ¢'(m) = 0. To ovSem v kombinaci s monoténnosti
funkce ¢’ znamend, ze ¢'(z) < 0 pro x € (m,00). Jelikoz m < &, tak & € (m,00), tudiz
je funkce g na intervalu (m,00) klesajici, a tedy 31 > 0: g(§) = 0= f(§) =&.

0

Oznaceni 2.2 Jediny kladny pevny bod funkce f dané predpisem (2.8)) budeme
oznacovat v celém dokumentu pismenem &.

Pevny bod ¢ funkce f je nulovym bodem g. Graf funkce g a jejtho nulového bodu

pro ruzné hodnoty parametru ¢, d je vykreslen v Obrazku [2.1}

40 A

20

—20 A

—40 4

Obrazek 2.1: Graf funkce g pro ruzné hodnoty kladnych parametru ¢, d splinujicich
cd > 1 a jejtho kladného nulového bodu (¢ervend tecka)

Nyni, kdyz jsme vcelku detailné prozkoumali pevné body funkce f, definované
v , je tfeba je nalézt (konkrétné onen jediny kladny pevny bod &). Tento problém
by bylo vhodné vyftesit za pomoci pocitace metodou iterace pevného bodu (jiny nézev je
prostd itera¢ni metoda). Nezapomenme vsak, ze nasim cilem je nalézt funkéni hodnotu

funkce D a tedy i feseni rovnice ([2.7)) s nezndmou D(6).
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Dokazme si nékolik pomocnych lemmat, ktera nam nasledné budou uzitec¢na.

Lemma 2.3 Necht f je funkce definovand v (2.8)), pak Vo > 0:

flz)>z=2<E,
flz)<z=z>¢.

Dukaz: Jiz dokdzéno v dukazu Veéty 2.1 Konkrétné z jednoznacnosti € a ze skutecnosti
g(x) > 0 pro x € (0; &) plyne prvni nerovnost a z g(x) < 0 pro x € (§; oo) plyne
druha nerovnost.

O

Lemma 2.4 Necht f je funkce definovand v (2.8)), ¢ > 0 a ¢cd > 1. Pak plati

nerovnostt
f cd—1 - cd—1
d d

dlc—¢) < 1.

Dikaz: Vyjdéme z nerovnosti
e" >1+ux;2 >0,

jejiz platnost je znamd (vyplyva z prubéhu funkce, sice ze funkce e je konkavni pro

x € Rt al+x jejeji tecnou v bodé z = 0, viz Obrézek a faktu lim, o+ <% = 1).

T

20 o
— 14z

15

10 -

5_

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Obrazek 2.2: Prubéhy funkei e a 1+ 2 pro z € [0; 3]
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My vime, ze c¢d — 1 > 0, muzeme tedy dosadit do predchoziho vztahu a dostaneme

e > ¢d
éi— 1>el™—1
1— % <1—el ™
ch; 1 ]l
Cdc; L <1-— e_d%

Protoze ¢ > 0, muzeme piedchozi nerovnost upravit do tvaru

d_]. ca—
¢ p <c<1—e’dddl).

Tim jsme dokazali prvni tvrzeni a vyuzitim Lemmatu [2.3] ziskdme

cd—1
d > 57
d-(c—¢&) <1
O
Lemma 2.5 Pro & plat?
0< f'(§) < 1.
Diikaz: Derivace f ma tvar f'(z) = cde™%, dosadme tedy ¢ a vidime, Ze
f'(€) = cde™® > 0.
Upravme f’(§) nasledované:
(&) =cde™® —cd+cd = —d-[c(1 —e @) + cd = —df (€) + cd
a protoze £ je pevnym bodem f, muzeme psat
f(§)=—df+cd=d-(c—¢).
Podle Lemmatu [2.4] pak
fl§)=d-(c=¢ <L
Dohromady tedy
0< f(§)=cde®=d-(c—¢&)<1.
O
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2.1.2 Numerické reSeni pevnych bodua funkce obecné funkce

Podivejme se, jak spocitat pevné body funkce f.

Definice 2.6 Necht [ je funkce definovand predpisem (2.8)), pak posloupnost
iteract {x,}22, pro kazdé xy > 0 definujeme vztahem

Tna1 = f(zn); n € Np. (2.10)

Abychom byli schopni dokazat, ze tato posloupnost iteraci konverguje k pevnému

bodu ¢ tak, jak bychom chtéli, dokazme si nejdtrive dvé lemmata.

7

Lemma 2.7 Necht {x,}%, je posloupnost definovand v Definici . Jestlize
Zo € (Oa 5)7 pak

VneNy: x, <x,1 <&

Dukaz: Dukaz povedeme matematickou indukci.
(i) Dokazme nejprve xo < z1. Vezméme si funkei g definovanou v dukazu Véty .
Dosadime-li xy, pak
9(zo) = f(x0) — 20 = 71 — T
7 (2.9) primo vyplyva, ze

g(CEO) > 07
1 — 2o > 0,

1 > Xop.

Nyni je tfeba ukazat z1 < &, tzn. f(xg) — & < 0. Postupné upravujme

flao) = €= flwo) = f(€) = c(l —e™™) —c(l —e™®) = c(e™® —e7™™).
Vime, 7e ¢ > 0 a také na zédkladé toho, 7e zy < &, tak e”% —e~9%0 < (), coz nutné
znamend c(e”% — e~40) < 0, ¢ili 7 < €.

Z obou dokazanych tvrzeni dohromady dostavame zy < 1 < &.

(ii) Predpokldadejme pravdivost indukéniho predpokladu zy < zx1 < &, kde k € Ny.

Dokazme, 7ze x;11 < Tpio < . Budeme postupovat analogicky jako u predchoziho

bodu (i)}
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Z indukéniho predpokladu vime, ze x4 < € a z vlastnosti funkce g na (0; &)
9(@k+1) >0

f(Tps1) > Tpyr.

Tedy Tpy2 > Tpy1

Nyni chceme dokédzat nerovnost xy o < £. Studujme rozdil xp o — &:

Trya — &= fara) — F(§) = (e~ ™4t e %),
Ze stejnych myslenck jako v |(i)| dostavame e~% — e~%r+1 < 0 a tedy xj4e < €.
Dokazali jsme xp1q < Tpio < E.

(iii) Soucasnou platnosti bodu |(1)| a dokazujeme puvodni tvrzeni. O

Lemma 2.8 Necht {z,}>2, je posloupnost definovand vztahem (2.10)). Jestlize
zo € (& 00), pak

VneNy: &€ <xpyr <.

Dikaz: Je veden analogicky jako u predchoziho lemmatu. Naznacme jen hlavni myslenku.

Bylo jiz dokézdno 3¢ € RT : ¢g(§) =0, g(2) < 0 pro z > &, tedy
g(xo) <0
1 < Tp.
Ukézeme & < 1. Vime 7e ¢ > 0 a zg > &, odtud e™% — e~%0 > (. Proto
cle™® — ey > 0

x> €&

Podobné jako v dikazu predchoziho lemmatu dokazeme matematickou indukeci. [J

[ Véta 2.9 Posloupnost iteraci definovand vztahem (2.10) konverguje ke &.

Dikaz: Mohou nastat dvé situace a) 0 < zg < &, nebo b) & < .

a) Z Lemmatu vyplyva, ze x, < T,i1, COZ znamena, ze posloupnost iteraci je

rostouci. Zaroven z onoho lemmatu je ziejmé také posloupnosti shora omezenou.
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To ovSsem znamend, ze se jedna o konvergentni posloupnost. Chtéli bychom, aby
posloupnost iteraci konvergovala k £. Dokazme to sporem. Predpoklddejme, ze
existuje néjaké x € (0,£) takové, ze lim, oz, = x. Vime, Ze f je spojitd na
intervalu (0,€) a tudiz na zdkladé Heineho véty (Véta [L5]) lim, o f(2,) = f(x).
Na zékladé toho, jak je iterace definovdna, muzeme psét (jde o druhou rovnost)

x = lim 2,41 = lim f(z,) = f(x).
n—oo n—oo

Odtud x je kladnym pevnym bodem f, coz je ovéem spor s x € (0,£) a jed-
noznacnosti kladného pevného bodu £. To tedy znamena, ze y = £ a tim jsme

dokézali konvergenci iterace k &.

b) Dukaz druhého tvrzeni by probihal analogicky, vychazelo by se z Lemmatu ,

odkud dostavame klesajici zdola omezenou posloupnost, ktera konverguje k £. [

Vidime, ze posloupnost iteraci, definovanou v Definici [2.6] 1ze velmi dobie vyuzit
pro numericky vypocet & pomoci pocitace. Napiseme program Iterace, ktery vyuzije
tuto metodu k vypoctu kladného pevného bodu £ funkce f pii libovolné volbé kladnych
parametru ¢, d (samoziejmé spliujicich cd > 1) a taktéz ji pro lepsi pochopeni graficky

znézorn{ (kéd prilozen v prfloze). Jeho pouzit! uvddime v Obrézku [2.3]

y=x
— fi(z), c¢=250, d=0.0045
100 1 f2(z), ¢ =250, d = 0.005
fa(z), ¢ =250, d =0.0051
80 -
60 -
40 -

40 60 80 100

Obrazek 2.3: Posloupnost iteraci funkce f pro ruzné hodnoty parametru c, d
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2.1.3 Explicitné zadana funkce dvou proménnych

Bavme se o teseni rovnice (2.7). Uvazujme funkci F', definovanou predpisem

cos

FOr) = 201 — o400y, 0 < 9 < g r> 0, (2.11)

a

kde A(6) je definovana stejné jako v [2.7), a = - a b= £

muv m2g°

Pro dané 0 € (0; g) definujme funkci

f(r):=F(@,),r>0.

Uvédomme si, ze pii oznaceni ¢ = ¢ d = A(f) = asech +btgh; 0 € (O; g) plati

a
c>0,

d>0,

b T
d=1+—sinf >1; 0 € (0, -
& —|—asm > 1 6(,2)

a tedy funkce f(r) je funkei f(z) z kapitoly [2.1.1], ktera je definovana predpisem ([2.8)).
MuZeme proto pro funkci F' vyuzivat poznatky z kapitoly (pfi povazovéani 6 za
parametr z intervalu (0; %)).

Z Véty 2.1 plyne, ze V0 € (0; ) 37 > 0: 7= f(F) = F(0.,7).

Oznaceni 2.10 Cislo T zavedené viyjie je zdvislé na 0, jednd se tedy o funkci
promeénné 0 definovanou na intervalu (0; %), oznacme ji D(0). Tato funkce je

tedy definovana implicitné predpisem

D(9) = F(6,D(6)). (2.12)

Co z tohoto vztahu vyplyva? Na Obrazku je naznacen prunik F' a roviny 6 =
konst., kdy se vlastné jednd o funkci proménné r (oznaéme si ji F(6,-)). Pokud na
0 nahlizime jako na parametr, tak pro kazdé jedno 6 je D(6) pevnym bodem funkce
F(6,) (pro blizs{ predstavu viz Obrdzek 2.4)), tedy dostdvéme jiz zndmy vztah (2.12).
Mtuzeme proto vyuzit lemmatu a psat f'(D(0)) < 1 a tedy

F,(0,D(0)) < 1. (2.13)
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— F(0,)
® pevny bod

&
o
(T9)d

Obrazek 2.4: Znazornéni pevného bodu funkce F(6,-) pro § = 0,7

2.1.4 Implicitné zadana funkce jedné proménné

V predchozi sekci jsme dokézali existenci funkce D na intervalu (0; 7). Nyni
bychom chtéli vyuzit Vétu o implicitni funkei, viz Vétu Pokud by se nam ji po-
vedlo ovérit pro vhodné zvolenou funkci, pak bychom z ni mohli dostat spojitost i
diferencovatelnost funkce D(f). K tomu potifebujeme funkei, kterd v nékterém bodé
nabyva nulové hodnoty. Bude se jednat o analogicky ptistup jako u funkce g, defino-

vané v dukazu Véty Zadefinujme si tedy pomocnou funkci

GO,r):=r—F(0,r), (2.14)

kde F' je definovana vztahem ([2.11]).

Prozkoumejme nejprve blize parcidlni derivace funkce F'. Pro parcidlni derivace
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podle 6 a r plati

in¢ 7
sin cost _a)

Fg(&, 7’) = —

(1-— e’A(e)T) +rA'(0)

" 2.15
- SCoaor, (215

F0,7) = A(G)Cojee_A((’)T

Y

kde A'(0) = atgfsecl + bsec? .

Chteli bychom, aby obé tyto funkce byly spojité. Prozkoumejme tedy potencidlni
body nespojitosti. Jediny takovy bod by mohl byt [r,é], kde cosf = 0 = 0 = 5+
+ km, k € Z, coz nemuze nastat, protoze 0 < 6 < 7. Takze obé parcidlni derivace jsou

spojité pro 0 < 6 < 7 ar > 0.

Véta 2.11 Funkce D(0) zadand implicitné vztahem (2.12)) je na intervalu (0; 7)
spojitd a md na ném pruni derivac.

Diukaz: Ovérujme predpoklady Véty o implicitni funkei pro funkci G.

1. Dosadime r = D(f) a ze vztahu (2.12) pak G(0,D(0)) = D(0) — F(0,D(0)) =
0; V8 € (0; Z).

2
2. Gy(0,r) = Fy(0,r) = Gy je spojita pro ¢ € (0; 7) ar > 0.
G.(0r) =1—F.(0,r) = G, je spojitd pro § € (0; §) ar > 0.

3. Na zékladé skutecnosti F,.(0,D(0)) < 1 plati G,.(6,D(0)) < 1 —1 = 0 a tedy
G,(0.D(0)) # 05 V9 € (0; 5).

Pro funkci G jsme ovérili podminky Véty o implicitni funkci. Na zakladé této véty

dostavame dokazované tvrzeni. U

Chteli bychom vsak, aby D byla spojitd i v bodech 0 zprava a  zleva. Vénujme se
nejprve bodu 0.

[ Lemma 2.12 D(0) =0

Diukaz: Z definice funkce F' a GG vidime, ze muzeme psat

GOr) = 7 — F(O0r) = 1 — (1 — =),

a
fesime-li rovnici G(0,r) = 0, dostavame
1
r— - 1 _ e—ar — O
e
1l—ar=e.
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Vyjdeme z nerovnosti 1 — x < e, kterd prechdz{ v rovnost pro z — 07 (dokazat by

se to dalo analogicky jako na zacatku dukazu Lemmatu — viz Obrazek .

104 ~ .

€

0.0 1

—0.5 1

—1.0 -

—1.5 1

—2.0 A

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Obrazek 2.5: Prubéhy funkei e™* a 1 — z pro = € [0; 3]

Muzeme proto psat
—ar =0
r =

0

Nyni stacéi ukazat, ze limy g+ D(f) = 0. K tomu ndm pomuze nasledujici lemma.

Lemma 2.13 V0 € (0,2): 0 < D(f) < =

Diikaz: Necht § € (0,%) a r > 1. Pak A(6) > 0, tudiz e~ € (0,1). Provedme
nasledujici sérii dedukei:
1 — efA(O)r c

cos 0 (1 — e’A(Q)T) €

)
)
co;& (1- efA(O)r) c <O’é>
(

_cos@ (1 B efA(g)T) c

a
_cosQ _A@)r _1
. (1 e ) > ,

r— cos (1 - e’A(O)T) >r 1

a a



a tedy

1
GO,r)>r— Pl 0.

Odvodili jsme si tedy, ze V0 € (0,2),Vr > L : G(6,r) > 0. Protoze G(0,D(0)) =0 V0 €
(0; 2), pak nutné D(0) < 1; V6 € (0; ). O

Lemma 2.14 Plati
a) limg o, D(6) =0,
b) limgﬁg, D(9) = 0.

Dukaz:

a) Povedeme jej sporem. Predpoklddejme proto, ze

- (eliglJrD(Q) = O>
)
(Ve >030 >0V0 € (0,0): |D(#) —0] <e¢)

v

J>0V5>030€(0,6): DO) > e

Vezméme ¢ > 0 z posledniho vyroku. Pak si lze zvolit libovolnou posloupnost

hodnot & > 0, ktera splnuje vyse uvedenou podminku, tfeba takto d; = %; 09 = %;
03 = %; ... Odtud dostdvame 6, € (0,1); 0, € (0,%); 03 € (O,%); ... tak, ze

D(Ql) Z g, D(Qg) Z g, D(@g) Z g.

Nésledne 3{6,},2%, 0,, € (0,5),limy 400 0, = 0: D(6,) > ¢ > 0.
7 Lemmatu plyne, ze D(6,) € [5,%} Vn € N. Vime, Ze posloupnost {6,}>3
je omezend, takze je mozné z ni podle Bolzano-Weierstrassovy véty (Véta

vybrat konvergentni podposloupnost {6} a muzeme psat {D(6;)}}> — Dy €
=10
Pak
{(0k, D(01))}i2 — (0, Do).
Na zékladé spojitosti G pro r > 0; 6 € (0; 7) je mozné vyuzit Heineho vétu, viz
Vétu [15 podle niz dostdvame
0 = G(0k,D(0y)) — G(0,Dg) > 0.
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To je vsak spor. Mame totiz nulovou posloupnost, kterd konverguje k nenulové

hodnoté. Plati tudiz negovany predpoklad

lim D(#) = 0.

0—0+t

b) Dikaz, ze limg_,=_ D(#) = 0 je veden analogicky dikazu limg_,q, D(0) = 0 vyse,
2

dn, by byly z posloupnosti {5 — 1

2 nJn=1"

[ Véta 2.15 D je spojitd na [0; T].

Diikaz: Spojitost D(6) na (0; 7) jiz byla dokazana ve Véte [2.11}
Spojitost v bodé 0 zprava plyne z rovnosti, jez vychdzi z Lemmatu a Lem-
matu [2.12] tzn. plati

lim D(6) = 0 = D(0).

6—0+

Oveéten{ spojitosti zleva funkce D v bodé 7 je zajimavéjsi z toho duvodu, ze G neni
pro 6 = & definovana. Spocitejme nejprve limitu G pro 0 — 5 —, 7 — 19 > 0, tedy
cosf
lim G(O,r) = lim [r— F(0,r)] =ro— lim (1— e_A(G)T) :

0—5— 0—3— 0—5— a
=70 =70 =70

Napoéitejme limg_, = A(f) = limgy_, = 425100 — 5 4 7 toho jiz
p | 2 2 cos 6
. 0
lim GO,r)=1r90——-(1—0)=1ry>0
0—35— a

Dodefinujme

G (g,r> =7r; r>0.

Vidime, Ze limita by mohla nabyvat 0 pro r — 04, ovéime to:

6
lim G(A,r) = lim r — lim e (1—e40r).

0—%— 60— 75— 0—=5— «a
r—04 r—0+4+ r—0+4
Opét si uvédomme, zZe je zasadni limita A(f) = %, pro ¢ — T —. Zaroven pro
s
00— 5—

a+bsind —-a+b>0a cost — 0+,

29



tudfz A(#) — 400 pro § — Z—. Proto A(f)r > 0, coz znamend, ze e " € (0;1) a

e A(Q)T) € (0;1). Diky tomu, ze vyraz (1 — e‘A(a)’") je omezeny a cosf — 0,

tedy i (1 —e”
plati
lim G(6,r) =0.
0—5—
r—0+

Tedy funkci G 1ze spojité dodefinovat G(%,0) := 0, z ¢ehoz vyplyvad D(5) = 0. Mame

tudiz z vyse odvozeného a Lemmatu [2.14

0—5—
Ziskdvame tedy funkci D(0) v bodé  spojitou zleva. O

Grafické znazornéni funkci G a D lze nalézt v Obrazku [2.6] a pohled shora na

Obrazku 2.7

r~ 450
T 400
T 350
T 300
T 250
T 200
T 150
T 100

r—1(1—e2)
“ ~ 50

(4‘9)>

0.0 0.9
04 200
0.6

0.8 1.0 100

4 1.2
1.4

0,0025
9,81

Obrazek 2.6: Graf funkce G a jeji nulta hladina D(6) pro a = 0,001, b =
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500

400

300

200

100

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Obrazek 2.7: Hladiny funkce G a jeji nultd hladina D(#) pro a = 0,001, b = 079072%5

2.1.5 Numerické reseni

Funkéni hodnoty funkce D jsou vlastné pevné body jistého zobrazeni (konkrétné

funkce F', vychézeje ze vztahu (2.12))). Pripomenme si, ze D(f) je ddna vztahem

cos 0 a-+bsinf
D(9) = 1 — e AODPO). kde A(h) = ———.
(6) = =21~ e AOPO); 1o A(g) = T
Pro 6 € (0; Z) je €22 > 0 a A(f) > 0. Také plati, ze
cosf CA®D) = a4 bsinf :1+bsin0 o1
a a a

Je patrné, Ze pro kazdé 6 z intervalu (0; 5) je D(#) pevnym bodem funkce

cos

flz) = —= (1 —e A7),

a

Vidime tedy, ze D(6) by bylo mozné spocist pomoci posloupnosti iteraci funkce f. Vyse
jsme dokazali, ze tato posloupnost konverguje ke kladnému pevnému bodu funkce f.
Proto napiseme program, pojmenujme jej Dolet, ktery spocte D(6) pro libovolnou

kombinaci kladnych parametru k, m, v vyuzitim praveé této itera¢ni metody. Program
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taktéz vykresli hodnoty V8 € [0; 2] : D(f) (kéd opét v piiloze). Po spusténi pro

konkrétni hodnoty parametru ddvé Obrazek

7001 —— Dy(),v=50m st k=0.05kg-s?
Dy(#),v=T5m -s~ ! k=0.05kg-s7!
600 + —— D3(0),v=100m - s~ ! k=0.05kg - s7!
500 -
—. 400 H
£
S
A 300 A
200 A
100 ~
0 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6
6 [rad]

Obréazek 2.8: Dolet sttely pii linearnim odporu prostiedi (¢ = 9,81 m - s72)

2.2 Urc¢eni uhlu

V predchozi casti jsme vyftesili direktni problém stiely s linedirnim odporem, nyni se
tedy zaméime na problém inverzni k tomuto problému. Pujde o urceni thlu vystieleni
stfely z toho, jak daleko doletéla, jakou méla hmotnost, jakou rychlosti se pohybovala
a v jakém prostredi. Opét napiSeme program, ktery tento inverzni problém vytesi,

nazveme jej Uhel. Do schématu niZe je zanesena aktudlni situace.

Dolet

e m, k, v, g

Uhel

32



Pfipomenme, ze funkce pro vypocet doletu D je ddna implicitnim pfedpisem (2.12)),
respektive vztahem ([2.7). Ty jdou prepsat do tvaru

D(9) 1 (1 _ e—(ﬁ-&-btg@)D(G))
cosf a ’
D) 1 (1 B e_(agg@g+bsinegfg)>
cosl a ’

e |

cos

D) _1 <1 B e_(aggngrbD(e) 1—02299)>

D) 1 (aii"g + ?;?QD%@))
1—e
cos

SH

Pokud bychom si zavedli oznaceni w = %, tak tento predpis prechazi do tvaru

w= 1 <1 - e_<aw+b\/w2—[)(9)2)) .

a

Ekvivalentnimi dpravami pak dostavame

0=aw—1+ e—(aw—i—b\/wQ—D(O)z).

Na 6 opét nahlizime jako na parametr, proto muzeme fici, ze D(0) je feSenim rovnice

(2.7) prave tehdy, kdyz w je kofenem funkce
h(w) :=aw — 1+ ¢ (aw+0/u?-D0)7)

Vypocéteme-li timto zpusobem w, upravime substituéni vztahu do tvaru

D(6
6 = arccos L
w

a ziskdvame zpusob, jak spocitat #. Mame takika kompletni navod, jak napsat program
Uhel (kéd v piiloze), ktery spocte 6 z intervalu [0; 7] a tim inverzni problém vyfesit.

N&s inverzni problém si vSak jisté zasluhuje vedle obecného feSeni i hlubsi pro-
zkoumani. Jak je vSeobecné znamo, thel, pfi némz dosdhneme maximalniho doletu
v prostiedi bez odporu, je 45°. V nasledujici podkapitole se vénujme nové vyvstalé
otazce: ,Jak je tomu vSak v prostiedi, které ma odporovou silu imérnou rychlosti

pohybujiciho se télesa?*

2.2.1 Optimalni Ghel

Vezméme si funkci D definovanou vztahem ([2.12)). Pokusme se nyni nalézt D(0yax),

tedy maximum funkce D(6) a hodnotu tihlu, pro které je toto maximum nabyto.
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Fyzikalné se D(0yay) interpretuje jako maximélni vzdélenost, do niz stiela dolitne
(maximalni dolet) a . je thel, pro néjz je maximalniho doletu dosazeno.
Nejprve napocitejme derivaci D:

D/(6) = SF(0.D(0)) = Fi(0, D(6)) + F,(6. D(6)) D'(0)

a polozme ji rovnu nule, abychom ur¢ili D(0ax):

F0<6maxa D(emax)) + Fr(ema)u D(emax)> D/(emax> =0.

My vsak vime, ze D’ (0nax) = 0, tudiz predchozi rovnice piejde do tvaru

Fﬂ(emam D(emax)) =0.

Parcidlni derivaci Fy jsme jiz napocitali v ([2.15), proto dosadme a upravujme (niZze
budeme psat pouze 0, bude tim vsak mysleno 0y,ax):
sin 6

(1= e A®P0) 1 pg)4(9) B e-r000) _
a a

kde A/(e) __ asinf + b

cos? 6 cos? 0

a cosf  acosl

_sind (1— e_A(Q)D(g)) + D(0) (Sin@ N b > e AODE) _

b
—sing (1 — e A@P0) 1 D(0) (Sing 4 _> o—AODO) _
a

cos 6

Z (2.7) muzeme vipravou dostat D(6)-%; = 1—e~AOP® a tedy predchozi vztah upravit

COos

do tvaru

(1- e_A(g)D(e)) : (— sin § 4 e~ AODO) (sin@ + E)) = 0.
a

Protoze e A@PO) £ 1 (7 divodu A(f) = sl £ 0 A D(0) # 0), tak prvni éinitel

cos

nikdy nebude nula, tudiz druhy ¢initel byt musi. Polozme jej tedy roven 0 a upravujme

dale

b
—sinf + e~ AOPO) (Siﬂ@ + —) =0,
a

b
sin ) = e~ A0 PO) (sin@ + —) . (2.16)
a

Opét tpravou (2.7)), tentokrat do tvaru e AP0 = 1 DO hizeme predchozi vztah

cos

sinf = (1 — aD(H)) (sin@ + é) ,
cos 0 a
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coz po upravach dava

b cosf
a”

D(0) = .
( sin¢9+§

Rovnici vySe muzeme prendsobit nenulovym A(6), ta poté prechdzi ve tvar

B g—l— (§)2Sin9

A0)D(0) =
i
Zavedme si Substituciﬂ c = ¢, takze pak
c+c?sind
AO)DO) = —.
(6)D(6) sinf + ¢

Kdyz predchozi rovnost dosadime do vztahu (2.16)) (zavedeme substituci s = sin § =

s € (0; 1)), pak dostavame

2
s=e St (s +c).

Tuto rovnici upravime do tvaru

S _c+(:25
= e s+c
S+ c
a vynasobime ji Eulerovym ¢islem e
eS 8—028
— e stc ,
S+ c
es 1-c2 es
= e e s+c
S+ c
es 1—c?

Zavedme substituci z = dale oznacme z = , predchozi pak rovnice nabyva

s+c’

tvaru

r = e, (2.17)

kde x je nezndma a z parametr.

Nyni si opét definujme pomocnou funkeci
P(z) =ax — e

a nase uloha se tedy prevede na problém nalezeni nulovych bodu této funkce. Uvédomme

si, ze hledame teseni pro 0 € [0; %} a tedy

xTr =

es esinf e
= — € [U; .
s+c sinf+c [ 1—1—0]

!Substituci je mozné také zavést pomoci ptivodnich parametrii jako ¢ = %.
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Napocitejme nyni hodnoty funkce i) pro krajni body intervalu:

»(0)=—1<0
e _e(l—letc)
¢(1+0)—1—+c>0-

Ze je druhd hodnota kladnd, tvrdime na zékladé faktu 14c¢ < €% ¢ > 0. Tuto nerovnost
jsme jiz vyuzili a dokazali na zacatku dukazu Lemmatu (viz Obrazek . Tudiz
pak % < latedyl— % > 0. Z Bolzano-Cauchyho véty (Véta nam tedy plyne,
ze musi existovat bod T pro ktery plati, ze ¥ (Z) = 0 (spojitost funkce 1 ziejma). Déle
dokazme jednoznacnost 7.

Napocitejme si derivaci funkce 9, tzn.

P(x) =1— ze™

a zkoumejme ji v intervalu x € [0 . Pro pravy krajni bod intervalu dostavame

.e}
7 14c

’ (§ 1 - 02 1-c2 e
— 1 — e 1+c_
4 <1 + c> e ©

Protoze ¢ > 0, tak jisté z < % a tedy

1//( © )>1—leélic:1— 10.

1+c e eT+e

_<c M~ ,
Zaroven ette > 1 = 1# < 1, coz tedy znamena

1
1———>0
el+c
7 ptredchoziho pak vyplyva
, e
>0
¥ (1 + c)
A protoze
@D,,(JZ) — _z26z:c

nabyva jisté zapornych hodnot pro x € [O; L] a pro pravy krajni bod intervalu plati

1+c
V(%) > 0, tak jiste

() >0; x € [0; 1:?0}.

Z toho duvodu muzeme tvrdit, ze koren T funkce 1(z) pro x € [O; ﬁ] existuje prave
jeden a tedy 310 : T = 25 pro 0 € [0; .
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Zaveér: Ziskali jsme moznost z rovnice nalézt v intervalu [O; ﬁc} feSeni a
pak ze substitu¢niho vztahu pro x spocist hodnotu 6,,.x, kdy se jedna o thel, pfi némz
dosdhneme maximalniho doletu. Vyse odvozeny postup je vyuzit v programu Max_uhel
(kéd v priloze). Tento problém se nazyva Tartagliuv problém a ma za sebou i historické

opodstatnéni pii stielbé z dél atp., pro vice viz [I].

Piiklad: Meéjme stielu, kterd se pohybuje prostiedim s odporovou silou piimo imérnou
rychlosti stfely. Parametry tohoto systému jsou

k=0,05kg s, v=50m-s', m=1kg.
Piedpoklddejme, ze jsme v Ceské republice a tedy ¢ = 9,81 m - s72.

Po dosazeni do Max_uhel ziskdvame vysledek

Oumax = 0,73162517 rad,

coz je ve stupnich priblizné 41°55'.
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Kapitola 3

Oscilator

Velmi casty a ve fyzice hojné vyuzivany je model harmonického oscilatoru. Jednd
se 0 zpusob, jak popsat spoustu jevu z kvantové mechaniky, stejné jako atomové fy-
ziky ¢i tfeba klasické mechaniky. Vénujme se opét ptripadu s prostiedim, které klade
pohybujicimu se télesu odpor imérny rychlosti pohybu.

Na téleso, které vykonava oscilacni pohyb po svislé piimce, pusobi sily o velikostech

F1 = k?y,
Fy=cv=cy,

F3 = ma = my,

kde k je tuhost pruziny, ¢ koeficient tlumeni, m hmotnost télesa a y jeho poloha. Prvni
sila vyplyva z Hookova zdkona, druhd je pak odporova sila (proto je imérné velikosti
rychlosti) a tiet{ vyplyva z Druhého Newtonova pohybového zékona. Sila F3 ma vsak

opacny smér nez prvni dvé, ziskavame proto pohybovou rovnici

my+cy+ky=0 (3.1)

popisujici polohu linedrné tlumeného oscilatoru, uvedeno také v [5].
Za¢néme tim, ze se pokusime diferencidlni rovnici (3.1]) vyfesit analyticky. Napisme

si tedy jeji charakteristickou rovnici

mA +ch+ k=0,

—c+vc2— . - -~ s . v v v ,
W. Nyni je vsak tieba provést diskuzi feSeni pro

kterd ma kofeny A o =
ruzné hodnoty parametru c. Tato fesen{ jsou vykreslena v Obrazku 3.1 pro porovnan{

je v tomto obrazku vynesen i prubéh netlumenych oscilaci.
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c<2vVmk :
>\17é/\2=)\_1;)\1,2€(c

c>2vVmk : c=2Vmk :

A #F A A2 €R A=A =AM 2€R
\
Y ! @ .
y(t) = C1e* cos ft+
y(t) = CreMt + Che™t; y(t) = CreM + Cyte™;
+Cye™ sin Bt;
Cy,C €R C,Cy R
Ci,Co eR; Ay =a+if
Jednd se o silné tlumené Jednd se o kriticky Jednd se o slabé tlumené
kmity. tlumené kmity. kmity.
1.00 A ——— Silné tlumené kmity
—— Kriticky tlumené kmity - jedno kminuti
0.75 - —— Kriticky tlumené kmity - bez kmitnut{
—— Slabé tlumené kmity
0.50 - —— Netlumené kmity
0.25 -
0.00 +
—0.25 ~
—0.50 A
—0.75 1
—1.00 ~

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Obrazek 3.1: Casové pribéhy jednotlivych druht kmita oscildtoru
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3.1 Resené tlohy

V této casti se budeme vénovat feseni inverzniho problému urceni vstupnich para-
metru ¢, k, m v rovnici . Budeme tak délat pro dva riuzné slabé tlumené systémy,
které byly pozorovany. Aby byly problémy fesitelné, je treba jeden z téchto parametru
znat, v obou problémech to bude hmotnost m. Ulohy jsou inspirovany problémy z [I,

kap. 4.4].

Uloha 1
Meéjme téleso o hmotnosti 1 kg zavésené na pruzine, kterou v klidu prodlouzi o 0,21 m.
Téleso uvedeme natdhnutim pruziny do kmitavého pohybu. Po 25 cyklech jsme zjistili,

ze amplituda klesla o 90%. Urcete parametry ¢, k, m systému.

Reseni:  Tuhost pruziny uréime diky tomu, Ze pii pouhém zavéseni musi nastat rov-
novaha tihy zévazi a sily pruziny (podle Hookova zdkona piimo timérné prodlouzeni),

tedy

kAy = mg.

Odtud jiz snadno pro podminky v CR (¢ = 9,81 m - s~2) mame

k= %‘j,
a tedy
k= £77 kg -s72.
Uveédomme si nyni, ze vlastné zndme pocdtecni podminku y(0) = 0. Z té pak

dostévém 0= Cia+ Cyf, tedy Cy = —%Cl. Resen{ tedy bude ve tvaru
at o .
y(t) = Cre™ | cos Bt — 3 sin ft | .
Reknéme, ze na pocatku pohybu byl oscildtor ve vzdélenosti z od rovnovazné polohy
(tedy z je maximalni amplituda), tedy y(0) = x, pak
z = Cre*? (Cos(ﬁ -0) — 2 sin(f - O)) :

B
$:Cl.

1V 1ivodu kapitoly piedpokldddme, Ze jde o slabé tlumené kmity.
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Podivejme se nyni na vyraz

cos(ft) — %sin(ﬁt}

a vytknutim ho upravme do tvaru

Ji+ () —sin(3) + \/7 | 62

2 2

‘QIQ

Platf, e | | ——— | + [ ———] =1, tudiz bod |-———; | leaf
Ji+(5)7 1+(5) S i)

na jednotkové kruznici. Z toho duvodu ¢ € R tak, ze

cos ¢ = —LQ,
1+ (3)
1
sin ¢ = - =,
1+ (3)
a tedy protoze % # 0, plati
sin ¢ 6]
thb = = T
cos ¢ Q

Vyraz (3.2)) 1ze pak psat ve tvaru

2

2
1+ <%> (cos ¢psin(ft) + sin ¢ cos(ft)) = /1 + (%) sin(ft + ¢),

kde jsme vyuzili goniometrického vzorce:

Va;y € R :sin(z + y) = sinz cosy + cos x siny.

Tedy plati

2
cos(ft) — %sin(ﬂt) =1/1+ (%) sin (Bt + arctg (—g)) ,
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pro prubéh této funkce, viz Obrézek My z toho duvodu vime, ze amplituda je

/ 2
ovlivnéna pouze éést Cre®y 1+ (%) = Cie 2t [1+ (\/ﬁ) Proto jestlize po 25

cyklech klesla na 10%, tak

e 2T =01,

In 100

T= .
C

o

0.75 1
0.50
0.25
0.00 -
—0.25
—0.50

—0.75 A

o VUV

2
Obrézek 3.2: Periodickd funkee (/14 (%) sin (8¢ + arctg (~2)) pr
/1308 _
a=-01lap= #

Dalsi informace je, ze probéhlo 25 cyklu za néjaky cas 7, tthlova rychlost w je tedy

rovna 2% rad - s~! a plat{ proto rovnost

50 4k — c?

T 2

1Za predpokladu m = 1kg.
2Taky mozno psat pomoci piivodnich parametri k = &77 kg-s72 c=0,2kg-s7!, m= 1kg
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Po dosazeni vyse odvozené rovnosti pro 7 a hodnoty k do tohoto vztahu ziskavame

sor 4 EF —{c)?

In100 :
{e} 2

Vztah upravime do tvaru
In? 10 - 1308 1
c= 5—— kg - s
7-[(507)2 + In” 10]

c~02kg-s .

a spocCteme

Pro spoétené hodnoty parametru vykreslime prubéh oscilace a graficky v

Obrézku [3.3] zndzornime spravnost feseni.

300 - S p—
—:= C-0,1

200

100 +

—100 A

—200 A

—300 A

/ ) y _ _ _ 327
Obrazek 3.3: Vykresleni funkce y pro c =02, m=1a k = =*

Uloha 2
Méjme zavazi o hmotnosti 1kg, které oscilator v klidu prodlouzi o 0,2m. Pozoru-
jeme, ze béhem 3s oscilator pétkrat projde rovnovaznou polohou. Uréete parametry

¢, k, m systému.
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Reseni: Parametr k spo¢teme naprosto analogicky a dostdvame vyslednou hodnotu

k= 49,05kg - 52

V4mk—c?
2m

Opét obdobné jako u prvni ilohy si uvédomme, ze 3 = . Dale si uvédomme,

ze [ lze spocist jako pocet radianu za dany cas, tedy v nasem pripadeé

o
= — = 2.
b 3
Dostavame tudiz rovnici
VAamk — c2 5

2m

kde zndme k i m a neznamou, kterou chceme spocitat je c. Upravami lze dojit ke tvaru

Ciselnd hodnota ¢ je pak

c~6,19kg-s7 "

Pocet pruchodu rovnovaznou polohou za dany cas vsak nemuze byt zvolen libovolné.
Dtive, nez byl fesen vyse uvedeny problém, byl proveden pokus o vyfeSeni stejné za-
daného problému s deviti pruchody rovnovaznou polohou z knihy [I]. Kazdy si vsak
miZe stejnym postupem ovéfit, Ze feSeni ¢ neexistuje. Pojdme tedy nalézt podminku,

kterou musi pocet pruchodu spliovat, ozna¢me si ji pismenem z.

Vime, ze
Vamk — 2
T
m
a také, ze
ﬁ =T,



kde ¢ je cas, za né&jz probéhne z pulcyklu (tedy 7 radidnu, jelikoz z je poéet pruchodu

rovnovaznou polohou). Pak tedy

Vamk — 2 B

2m

z
t
e (5) = ()

Odtud tedy dostavame podminku

Z \2 k
(57) <o
t m
Protoze k, m > 0, tak
z k
Zr </ —,
t — Vm

t |k
z < —/—.
TV m

Konkrétné tedy pro predchozi problém dostavame podminku

z < 6,69.

Sest prichodi rovnovéznou polohou je tedy maximum, kterého lze dosdhnout s ta-
kovymto slabé tlumenym systémem. Zajimavé je si také vSimnout, Ze tato hranice neni

zavisla na prostiedi, v némz oscilace probihaji, jelikoz se ve vztahu nevyskytuje c.

3.2 Inverzni problém vychazejici z méreni

V této ¢asti se budeme snazit o urceni parametru ¢, k, m z namérenych dat. Nejprve
upravujme obecnou rovnici oscildtoru (3.1)). Tu je mozné vydélit nenulovym m a dostat

tvar
..oc. k
Yy+—y+—y=0,
m m
ktery po substituci ¢ = = ar = % prechéazi v
y+qy+ry=0. (3.3)
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Snaha tedy bude o urceni ¢, k, m, respektiveﬂq a r. Budeme mit data polohy v zavislosti
na case. Abychom toho byli schopni dosahnout, nejprve musime dostat predchozi rov-
nici na tvar, do néjz budeme moci dosadit namétené hodnoty. O to se pokusime dale.

Zacnéme prvni derivaci y v bodé ¢, tu je mozné dobfe aproximovat jako

gy = LED U=

a druhou jako

Loyt h) = 2y(t) +y(t —h)
y(t) = 52 , h > 0.

Dosazenim do ([3.3]) prechazi rovnice do tvaru

y(t+h) — 2(72(215) +y(t—h) n qy(t + h)z_hy(t —h) +ry(t) =0,

po upravé

h(y(t+h) —y(t—h))

5 q+ h*y(tyr = —y(t + h) +2y(t) — y(t — h).

Obvykle méreni zavislosti polohy na case probiha v konstantnich ¢asovych inter-
valech. Oznacme si [a; b] ¢asovy interval celého méfeni. Vezméme N € N a spoctéme
¢islo h = b’T“ Pokud bychom si cas pocatku méreni oznacili jako ty, pak ostatni casy
méfeni definujeme jako t; =tg+hj; j=1,2,..., N . Prot=t,; k=1,2,..., N -1
dostavame N — 1 rovnic

h

§(y(tk+1) —y(te-1))q + PPy (te)r = —y(trer) + 2y(tx) —y(ty—r); k=1,2,..., N — 1.

Jesté je dobré si uvédomit, ze abychom mohli jednoznacné urcit neznéméﬂ q a
r potiebujeme alesponi dvé rovnice, tedy minimélné ¢tyii naméfené hodnoty y(t).
S kazdou néasledujici namérenou hodnotou pak zvysime presnost urceni vyslednych
parametru. Uvédomme si, ze z vySe uvedeného vime, ze namérenych hodnot ¢; je prave
N +1. Zjistili jsme, ze predchozi predpis pro N > 3 ndm dava soustavu rovnic (obecné

o N — 1 rovnicich) a ta se da zapsat ve tvaru

Ax = b,

!Dale v tomto textu nebudeme uvadét pii vypsani konkrétnich hodnot g a r jejich jednotky. Pro
plnost, zdkladn{ jednotkou ¢ je s™! a 7 je s72.

2Jedn4 se o parametry systému, které jsou poméry pitvodnich parametri ¢, k, m, jez se snazime
urcit.
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kde

% (y(t2) — y(to)) h?y(t1)

A = %(?J(tm)i— y(tic1)) hZ?;(ti) , T = (q),

r

2 (y(tnga) - y(ty_1)) hy(ty)

—y(t2) + 2y(t1) — y(t)
b= | —y(tin)+2u(t) —y(tiy) |.i€N.

—y(tya) + 2y(ty) — yltyr)

Uvédomme si, ze parametry ¢ a r by bylo mozné ziskat z predchoziho ptredpisu
pomoci aproximace linearni funkce metodou nejmensich ¢tverct. Timto zpusobem tedy
zjistime podily < a £, coz znamend, 7ze znalost hodnoty alespofi jednoho z parametr

m m
¢, k, m nam umoznuje spocitat zbylé dva. Timto tedy vyTesime inverzni problém urceni

puvodnich parametru pouze z pozorovani pohybu (namérenych dat).

Vyse naznaceny postup lze aplikovat pomoci vhodného programu. Popisme si, jak
by mél fungovat takovy, ktery spocte ¢ a r. Hodnoty nezavisle proménné budou z in-
tervalu od T'1 po T2. Budeme mit N + 1 dat (véetné hodnoty pro T'1 a T2), kde
N je pocet intervalu, na néz vygenerované hodnoty déli interval [T'1; T'2]. Nésledné
ke kazdé této hodnoté bude pridana jista neptesnost, aby bylo co nejlépe simulovano
redlné méreni. Hodnota neptesnosti bude ndhodné z intervalu (—¢; ¢), kde € zaddme.

Napiseme funkci v Pythonu, kterd uvedeny postup aplikuje pro urcitd data a konkrétni

hodnoty T'1, T2, N, . Funkci nazveme coeff(y, T'1, T2, N, ).

Kdybychom chtéli problematiku posunout jesté o kousek dal, mame moznost pomoci
feseni tohoto inverzniho problému vytesit i direktni, tedy determinovat pozici oscilatoru

v libovolném case.

Na zakladé parametru ¢, k, m uréime z predpokladu, zda se jednd o silné/ kriticky/
slabé tlumené kmity. Nasledné opét metodou nejmensich ¢tvercu, aplikovanou na jednu
ze ti1 prislusnych funkci, uré¢ime C; a Cs.

Cely vyse uvedeny postup je sepsan v programu Fit (kéd v piiloze). Zadani nasledujicich

tloh opét vychézi z [II, kap. 4.4]
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3.2.1 Sada dat generovana funkci

Varianta 1

Nejprve si postup aplikujeme na data, kterda budou generovana funkei

y=(1-09t)e ™"

Berme & = 0. Parametry zvolime coeff((1 —0,9t)e=% 0, 7, 10, 0). Funkce tedy pracuje

s daty:

t y
0,0 0,000
0,7 0,345
1.4 -0,226
2,1 -0,721
2,8 -1,149
3,5 -1,515
4,2 -1,827
4,9 -2,089
5,6 -2.308
6,3 -2,487
7,0 -2,632

Vyse vypsand data dosazend do coeff pak dévaji zaokrouhlené feseni tohoto problému

qg=0,2; »=0,01.

Nyni se pokusme urcit, o jaky druh oscilatoru se jedné a diky tomu stanovit Cy; Cy
a tim tedy i1 kompletné determinovat rovnici tohoto oscilatoru. Na zédkladé vysledku

inverzniho problému plati

Q
Q
§|

%
[\
e

Jedna se tudiz o kriticky tlumeny oscilator, proto jeho prubéh bude mozno popsat

pomoci funkce

y(t) = Cle)\t + Cgte/\t; Cl, 02 € R,

kterd byla nalezena v dvodu kapitoly 3] A tedy ¢ presné odpovidd vstupni funkci
y=(1—09t)e " protoze A = —%.
Dokonce pak kod pro teseni direktniho problému determinace C; a Cy dava hodnoty

postupné priblizné 1 a —0,9.
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Varianta 2

Podobné napriklad pro funkeci

y = e 0032 gin 2 18¢

funkce coeff pro stejnou volbu proménnych déava zaokrouhlené

q = 0,064; r = 3,90.

V tomto pripadeé

q <2+,
c < 2VvVmk.

Jedna se tedy o slabé tlumeny oscilator, prislusna funkce popisujici polohu opét v tivodu
kapitoly 3} Zjisténé hodnoty ¢ a r pak odpovidaji vstupnim hodnotdm parametru
q

= 2_ 0032
a 2 ) )
4 2
p=VYT"T 97,

2

To v8ak jisté neni uspokojivé presny vysledek pro 8. Navysenim poctu délicich intervalu

(tedy zvétsenim parametru N) na 100 se pokusime zvysit presnost. Pro

coeff (e"*%% sin 2,18¢, 0, 7, 100, 0)

dostavame hodnoty parametru

g =0,064; r = 4,74.

Opét se jednd o slabé tlumeny oscilator. Hodnoty ¢ a r pak odpovidaji vstupnim

hodnotam parametru v puvodni funkci, viz nize

q

= -2 = 0,032
a 2 b )
4 2
g=NT 7T 98,

2

Z obecného tvaru funkce slabé tlumeného oscilatoru asi tusime, ze feseni direktniho
problému pro ovéfeni, jak prubéh odpovida datum, bude C; ~ 0 a Cy =~ 1. Skutec¢né
tyto vysledky pomoci kédu v ptiloze dostavame.

Obdobné jako v predchozich dvou variantdch by bylo mozné si data nechat vyge-

nerovat funkci tak, aby se jednalo o silné tlumeny oscildtor.
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3.2.2 Sada dat s umeéle pridanou nepresnosti

Pridejme ted neptesnost do generovanych dat. Ke kazdé zadané hodnoté y; piicteme
nédhodné vygenerované ¢islo z intervalu (—¢; ¢), kde € > 0 budeme ruzné volit. Timto
zpusobem budeme simulovat chyby méfent.

Méjme neptesnost ¢ = 0,001, tedy vytvorime pro kazdé z dat odchylku v fadu
nanejvys desetiny procenta. Spustime

coeff((1 — 0,9t)e™%* 0, 7, 10, 0,001)

a opét dostavame zaokrouhlené

qg=20,2; =0,01.

Pokud zvolime £ = 0,01, pak budou odchylky u dat i v fadu procent a jiz se da
ocekavat i odchylka ve vyslednych parametrech. Volani funkce

coeff((1 —0,9t)e"" 0, 7, 10, 0,01)

vraci ¢ priblizné v intervalu [0,19; 0,21], r stéle osciluje kolem hodnoty 0,01 dosti tésné.
navyseni, napt. az na 100 jiz vede k velmi nepfesnym vysledktum. Ptirozené rozsitenim
intervalu [T'1; T2] i poctu délicich bodu (tedy zvétsenim parametru N) dostaneme

presnéjsi hodnoty ¢ i r.

1.0 9© ® vy

y+e
0.5 A1
0.0 A

—0.5 1

Poloha

—1.0 A

—1.5 -1

—2.0 A

v

Obréazek 3.4: Data generovand funkei (1 — 0,9¢)e=%! s piidanou nepiesnosti ¢ = 0,1
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Pro hodnoty € = 0,1 (ilustrativné vyneseny v Obrazku je jiz mnohem narocné;js
odladit vhodnou kombinaci parametru, casto se déje, ze chyby méfeni znehodnocuji
vysledky. Docela rozumné vysledky lze dostat pfi zachovéani poméru N : (72 —T'1) na

hodnoté 1:1 pii zvétsovani N.

3.2.3 Neznama sada dat

Ptejdéme nyni k redlnéjsimu ptipadu, tzn. data jiz nebudou generovéana zadnou

funkci, ale budou zadana, coby konkrétni hodnoty jako:

t Yy
0.70 0.348
0.91 0.366
1.12  0.365
1.33 0.351
1.54 0.330
1.75 0.304
1.96 0.276

Pro data zadana jakozto vycet (vektor) jsme upravili funkei coeff na funkci coeffl.
Pro vyse uvedend data plati, ze pocet délicich intervalu je prirozené pro konkrétni
pocet dat stanoven pevné. Funkce coeffl jej pocita automaticky (vyse uvedena data
maji N =6).

Tato data jsou stale jesté bez jakékoli uméle pridané nepresnosti €. Po jejich dosazeni

do funkce coeffl s parametry 71 = 0,7, T2 = 1,96 a ¢ = 0 dostavame

g =1,934; r = 0,967.

Jednd se tedy o slabé tlumeny oscilator, ktery byl prométen v datech vyse. Avsak rozdil
hodnot ¢ = 1,934 a 2,/r = 1,967 nenf vuéi jejich hodnotém nikterak velky (jen do 2%),

dalo by se tedy takika mluvit i o kriticky tlumeném oscilatoru.
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Opét pro kontrolu zkusime vyftesit i direktni problém.

® Data ® Data

0.35 - —— Pribéh oscilace —— Prlibéh oscilace

0.30 4

0.25

0.20 4

Poloha

0.15

0.10 +

0.05

0.00

(a) Slabé tlumeny oscildtor (b) Kriticky tlumeny oscildtor

Obrazek 3.5: Stejna data prolozend dvéma ruznymi funkcemi.

Ze samotnych prubéhu v Obrazku moc rozdili nepozname, proto spocteme
koeficient determinace R? (respektive pro vétsi N adjustovany koeficient determinace),
ktery zjednodusené teceno vyjadiuje miru odchylky fitem predikovanych hodnot od
naméfenych dat. Pro slabé tlumené kmity R? = 0,9999, pro kriticky tlumené kmity
pak R? = 0,9989. Tedy se opravdu jednd o slabé tlumené kmity.

Prirozené vsak realné namétrend data budou ovlivnéna jistou nepresnosti. Testujme
tedy, pro jaka e dostaneme jaké hodnoty ¢ a r (vzdy spustime pro konkrétni ¢ program
Fit 5-krdt a néasledné udélame jejich aritmeticky prumeér, pro lepsi predstavu).

Pro e = 0,1:

n q T
1] 2,181 3,040
2 | -1,578 1,622
310,703 3,045
4]-3251 0,806
510,047 2,118

Prumérné

q = —0,3796; r = 2,1262,

coz jsou naprosto nesmyslné hodnoty, uz z toho duvodu, ze ¢, m > 0 a tedy g > 0.
Muzeme proto tvrdit, ze nepiesnost 0,1 je prilis velkd (jednd se o nepfesnost okolo

25%).
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Pro e = 0,01:

n q r
110,740 0,793
2] 1,258 0,867
3| 1,378 0,946
4 | -0,097 0,540
5| 2,942 1,007

Tedy prumérné

q = 1,2442; r = 0,8306.

Vidime vsSak, ze tato nepfresnost stale dosti ovliviiuje vysledné hodnoty parametru.
Napiiklad v predposlednim fadku je zdporna hodnota ¢ a v poslednim pak je ¢ > 24/r,
coz je problém, protoze mame slabé tlumené kmity. Pro predstavu uvadime ilustrativni
fesen{ direktnfho problému v Obrdzku [3.6, které navazuje na resen{ naseho problému

inverzniho (tedy urceni ¢ a 1) a vychdzi veelku rozumné.

e ® Data
—— Pribéh oscilace
0.3~
0.2 +
©
e
O
©
[a
0.1 A
0.0 A
—0.1 1
0 1 2 3 4 5 6
Cas

Obrézek 3.6: Ilustrativn{ slabé tlumené kmity s € = 0,01 a R? = 0,949
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Pro € = 0,001:

q T
1,960 0,970
1,891 0,969
1,842 0,935
1,927 0,972
1,899 0,975

Uk W N —|S

Prumérné hodnoty

q = 1,9038; r = 0,9642

jsou tedy jiz velmi blizké hodnotam bez nepresnosti.
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Diplomova prace je vénovana feseni ruznych inverznich problému pro dva konkrétni
modely: stfelu a tlumeny harmonicky osciléto Resen{ jednotlivych problémi je pro-
vedeno vzdy co nejuniverzalnéji tak, aby bylo mozné jej aplikovat na ruzné variace

realnych situaci.

Model strely je zpracovan velmi podrobné co do direktniho problému. Diky tomuto
obsirnému rozboru je jiz vcelku snadné vytesit kauzalni inverzni problém spocteni ihlu.
Problematika je posunut4 o kousek dél ke spocteni takzvaného maximalniho ahlvP, tedy
uhlu, kdy je dosazeno maximélni vzdalenosti doletu. Na konkrétnim piikladu vidime,
ze jeho hodnota je mensi nez 45°, avSak dukaz tohoto tvrzeni proveden nebyl. Bylo by

mozné jim pokracovat.

Navazujici studium tohoto modelu by prestavovalo dalsi priblizeni, tedy pohyb
v prostredi pfimo imérnému kvadratu rychlosti. Tato zavislost se ovSsem projevuje az
pii vétsich rychlostech a zaroven se u ni zac¢ind projevovat proudéni, viry atd. Existuji
urcité pomocné vypocty vyuzivané praveé k urceni, zda je aktualni priblizeni dostatecné
vhodné, ¢i je potieba pouzit blizsi.

Model (tlumeného) harmonického oscilatoru byl prozkoumén spise co do rozma-
nitosti konkrétnich tloh, alespon v prvni ¢asti. Druha cast se pak snazila simulovat
realné méteni a z néj determinovat parametry systému, ¢imz byl opét vyfesen kauzalni

inverzni problém.

Rozvijeni problematiky tohoto modelu by mohlo jit stejnym smérem jako u sttely,
tedy ptes priblizeni odporové sily. U oscildtoru se vSak objevuji jiné zajimavé modely,
¢i modifikace. Bylo by vskutku lakavé prozkoumat spojené oscilatory nebo pravidelné
buzeny oscilator, ptipadné by bylo mozné, a také velmi odvazné, se vénovat modelu

kvantového linedrniho harmonického oscilatoru.

1Oba v prostiedi s odporovou silou timérnou rychlosti.
?Byla dokazana i existence a jednoznaénost tohoto 1hlu.
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Tato préace predstavovala vyzvu sama o sobé, stejné tak jako nédsledné zpracovani a
aplikace zjisténych poznatku do programu v jazyku Pythonﬂ. Vsechny tyto programy
jsou v priloze. Diky tomu by nemél byt problém je po lehké modifikaci v pripadé potieby
vyuzit v redlnych vypoctech. Prace je proto urcena vsem, ktefi maji radi matematiku

aplikovanou do fyziky, zajimavé problémy a nebo prosté jen neobvykld témata.

1V Pythonu byly vytvofeny i vSechny grafy v préci.

26



Literatura

1]

GROETSCH, Charles W. Inverse problems: activities for undergraduates. Washing-
ton: Mathematical Association of America, 1999. ISBN 0-88385-716-2.

JANEK, Vojtéch. Inverzni problémy pro diferencidlni rovnice. Olomouc, 2022. Ba-
kalarska prace. Univerzita Palackého v Olomouci, Prirodovédecka fakulta, Katedra

matematické analyzy a aplikaci matematiky.

KOPACEK, Jiti. Matematickd analijza pro fyziky (II). Vyd. 2. Praha: Matfyzpress,
2003. ISBN 80-86732-10-X.

MOURA NETO, Francisco Duarte a Antonio J. SILVA NETO. An introduction
to inverse problems with applications. New York: Springer, c2013. ISBN 978-3-642-
32557-1.

NAVE, Rod. Damped Harmonic Oscillator. HyperPhysics [online]. ¢2024 [cit. 2024-
04-21]. Dostupné z: http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/oscda.
html

TOMECEK, Jan. Matematickd analjza 2 [online]. Olomouc: Univerzita Pa-
lackého v Olomouci, 2020 [cit. 2023-11-18]. ISBN 978-80-244-5853-3. Do-
stupné z: https://kma.upol.cz/data/storage/source/Studenti/Studijni_

materialy/Tomecek_Matematicka_analyza_2.pdf

TRAVNICEK, Stanislav, Pavel CALABEK a Jaroslav SVRCEK. Matematickd
analyza I a Il (pro ucitelské obory). UP Olomouc, 2017. Dostupné také z: https:
//kag.upol.cz/data/upload/20/MAI+II.pdf

57


http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/oscda.html
http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/oscda.html
https://kma.upol.cz/data/storage/source/Studenti/Studijni_materialy/Tomecek_Matematicka_analyza_2.pdf
https://kma.upol.cz/data/storage/source/Studenti/Studijni_materialy/Tomecek_Matematicka_analyza_2.pdf
https://kag.upol.cz/data/upload/20/MAI+II.pdf
https://kag.upol.cz/data/upload/20/MAI+II.pdf

Prilohy

V priloze nalezneme pét programii, které jsou aplikaci poznatku sepsanych v této

préaci. Zde si proto uvedme jejich abecedné sefazeny prehled.

e Dolet
Resf direktn{ problém strely, tedy spocte, jak daleko dolétne stiela. Spocte hod-

noty doletu pro uhly z intervalu [0; 5] a vykresli je pro ruzné hodnoty parametru

systému.

e Fit
Obsahuje dvé ¢asti, prvni fesi inverzni problém urceni parametru oscilatoru. Po
vyTeseni prvni ¢asti se program zepta na to, o jaky typ oscilatoru se jednéﬂ. Po
zvoleni typu pak vraci feseni direktniho problému, které vykresli jako graf polohy

oscilatoru v case.

e Iterace
Spocte za pomoci posloupnosti iteraci pevného bodu pevny bod funkce f. Gra-

ficky znazorni prubéh vypoctu.

e Max uhel
Pomoci teoreticky odvozeného postupu spocte tihel, pro néjz dosdhneme ma-
ximalntho doletu. Nutna je vSak znalost vstupnich parametru systému, které

jsou voleny hned v poc¢atku programu.

e Uhel
Res{ inverzni problém stiely, spocte tihel pro konkrétni hodnotu doletu ve zndmém
prostiedi. Nejprve vykresli pomocnou funkei a zeptd se na odhad y(t # 0) = 0

z grafu. Nasledné vrati onen thel.

'Poznéme to, kdyz porovname hodnoty ¢ a 2+/7.
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