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Úvod 

Tato diplomová práce se věnuje inverzním p r o b l é m ů m ve fyzikálních modelech. Pro­

blematika inverzních p rob lémů je zpracována již v mé bakalářské práci [2], proto jako 

s t ručný úvod lze zvolit j i . Další literatura, k t e rá se věnuje problematice, je většinově 

v anglickém jazyce, např . [4] nebo [1]. P r á v ě d r u h á zmíněná kniha [1] poskytuje volnou 

inspiraci pro úlohy a problémy zpracované v t é to práci . 

Cílem práce je vytvoř i t teoret ický podklad pro konkré tn í reálné situace, tedy pro 

fyzikální modely, k te ré je popisují . Čas to se při řešení konkrétních p rob lémů se tkáme 

s diferenciálními rovnicemi a t aké j inými čás tmi ma tema t i cké analýzy. Z toho důvodu 

je p rvn í kapitola věnována zavedení nejen p o j m ů jako je inverzní p roblém či fyzikální 

model, ale též těch nu tných k vyřešení konkrétních p ř ípadů diferenciálních rovnic. 

Kapi to la zároveň zavádí několik základních vět z ma tema t i cké analýzy, k te ré v práci 

využijeme. 

Další dvě kapitoly se pak věnují již konkré tn ím p rob lémům. Čas to je nejprve vyřešen 

problém di rektn í a až po t é př ichází řešení p rob lému inverzního (tyto pojmy jsou vysvět leny 

v p rvn í kapitole). Teoreticky odvozené řešení p rob lému je nás ledně apl ikováno v pro­

gramech v jazyku Python. 

D r u h á kapitola se věnuje fyzikálnímu modelu střely. Ta se pohybuje pros t ředím, 

které na ni působí odporovou silou úměrnou velikosti její rychlosti. J e d n á se o problém, 

k terý je řešen převážně pomocí studia konkrétních funkcí. Kapi to la se snaží o nalezení 

analyt ického řešení p r o b l é m ů 1 . 

T ř e t í kapitola n á m předk ládá studium inverzních p rob lémů pro model harmo­

nického oscilátoru, jež opět osciluje ve s te jném pros t řed í jako se pohybovala s t ř e l a 2 . 

Zde jsou řešení naopak velmi propletena numer ickými metodami, jako je t ř e b a metoda 

nejmenších čtverců. P r á v ě ze s amo tné podstaty t é to kapitoly je n u t n é určovat přesnost , 

správnost a výpovědní hodnotu získaných výsledků. 

XS co nejmenší, ideálně žádnou, pomocí numerických metod. 
2 Odporová síla působící na oscilující těleso je přímo úměrná rychlosti pohybu. 
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Kapitola 1 

Teorie 

V t é t o práci bude zapo t řeb í orientovat se v oblasti diferenciálních rovnic, inverzních 

p rob lémů a fyzikálních modelech. Tato kapitola slouží jako přehled těchto znalostí . 

Společně se základními poznatky vysokoškolské matematiky by měla bý t dos t a t ečným 

mate r i á l em k pochopení problematiky následující práce . 

1.1 Diferenciální rovnice 

Nejprve si řekněme, že 

F(x,y,y',...,y^) = 0 (1.1) 

je diferenciální rovnice n-tého řádu v obecném tvaru, kde F : Rn+2 —> M . Řešením 

t é t o rovnice je pak y : R —> R, k t e r á splňuje (1.1) Vx e J C IR, kde J je interval. 

M y se zaměř íme pouze na speciální p ř ípad 

y" + aiy' + a0 = f {x); a0, o i G 1 , / : K. —>• M , (1.2) 

což je nehomogenní lineární diferenciální rovnice 2. řádu s konstantními koeficienty. 

K ní př ís lušná homogenní lineární diferenciální rovnice 2. řádu s konstantními koefici­

enty m á pak tvar 

y" + aiy' + a 0 = 0. (1.3) 

Obecným řešením nazveme předpis obsahující parametry, po jejichž p o s t u p n é m do­

sazení dos t áváme právě všechna řešení diferenciální rovnice. Obecné řešení nehomo­

genní diferenciální rovnice je rovno součtu obecného řešení y příslušné homogenní dife­

renciální rovnice a libovolného par t iku lá rn ího řešení 1 y t é to nehomogenní diferenciální 

rovnice, symbolicky zapsáno 

y = y + y• 

1 Jedná se o jedno konkrétní řešení diferenciální rovnice. 
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Zaveďme pro účely nalezení obecného řešení rovnice (1.3) její charakteristickou 

rovnici jako 

A 2 + a iA + ao = 0. 

Spočteme kořeny Xí2 t é t o kvadrat ické rovnice a z nich urč íme obecné řešení rovnice 

(1.3). Mohou nastat t ř i p ř ípady: 

1. Ai 52 E R; A i 7̂  A2, pak m á obecné řešení tvar 

y{x) = C i e

A l X + C2eX2X; d , C 2 e R. 

2. A i j 2 e K ; A i = A 2 (pro jednoduchost píšeme pouze A), pak m á obecné řešení tvar 

y[x) = Cie

Xx + C2xeXx; C u C 2 e R. 

3. Ai 52 G C; A2 = A i , kde Ai = a + i(3, pak m á obecné řešení tvar 

y(x) = Cie

ax cos fix + C2eax sin fix; d , C 2 e R. 

Pro nalezení pa r t iku lá rn ího řešení rovnice (1.2) se nabízí hned několik pos tupů . Je 

možné je nalézt metodou neurč i tých koeficientů, variací konstant, nebo ho jednoduše 

uhodnout. M y budeme par t iku lá rn í řešení v t é to práci nuceni hledat pouze jednou 

a využijeme k tomu právě metodu neurč i tých koeficientů. Bude však blíže popsáno 

u konkré tn ího problému. V př ípadě zájmu proniknout hlouběji do problematiky viz 

např . [3]. 

1.2 Inverzní problémy 

Direktním problémem je problém, kdy známe vs tupn í hodnoty nějakého matema­

tického modelu 1 , známe t aké tento m a t e m a t i c k ý model a chceme zjistit výs tupn í hod­

noty. Inverzní p roblém je o p a č n ý m prob lémem k problému di rektn ímu. 

Ukažme příklad, se k t e r ý m se se tkáme v t é to práci . Mějme kanón, k te rý vystřel í 

s třelu, budeme zná t hmotnost střely, její rychlost atp. Budeme také vědět , j a k ý m 

pros t řed ím se pohybuje a tedy j a k á závislost n á m její pohyb popisuje. Direktn í problém 

pak spočívá ve spočtení vzdálenost i , do níž s t řela dolétne. 

Inverzní problémy mohou bý t dva. Jeden, tzv. kauzálni inverzní problém se snaží 

determinovat v s tupn í parametry ze znalosti modelu a výs tupních hodnot. Druhý , iden­

tifikační inverzní problém se pak z výs tupních hodnot a vs tupních p a r a m e t r ů snaží 

x Např . popisující fyzikální realitu. 
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určit m a t e m a t i c k ý model, j ímž se ze vs tupních přešlo k h o d n o t á m výs tupn ím. Ješ tě by 

bylo dobré zmíni t , že často je n u t n é řešit oba tyto problémy zároveň, t akový problém 

nazýváme inverzním problémem smíšeným. 

K obecné teorii inverzních p rob lémů poskytuje česká literatura jen velmi málo in­

formací, spíše v ní lze nalézt řešení konkrétních inverzních problémů. Proto pro zájemce 

o obecnou teorii je v h o d n á kniha [4], nebo úvodní kapitoly knihy [1], ze k te ré v t é to 

práci často budeme vycházet . Zároveň zpracování t é t o teorie inverzních p rob lémů lze 

nalézt v úvodn í kapitole výše zmíněné bakalářské práce [2], kde jsou vždy ke konkré tn ím 

t y p ů m i prakt ické příklady. 

1.3 Fyzikální modely 

Fyzikálni model je způsob popsán í reality. Záleží však, co se snažíme popsat a jak 

přesný d a n ý popis musí bý t . 

Hezká předs tava je pohyb, k te rý jsme my klasicky schopni popsat pomocí Newto­

nových pohybových zákonů a v běžných p o d m í n k á c h je to pro nás naprosto dos ta tečné . 

Pokud se však rychlost pohybujících se ob jek tů začne přibližovat rychlosti světla, pak 

je fyzikální model popsaný t ěmi to zákony čím dál t í m víc nedos ta tečný . Je proto t ř eba 

sáhnout po lepším modelu, nejčastěji po speciální teorii relativity. 

Čas tý t e rmín , k te rý popisuje přesnost fyzikálního modelu, je t akzvané přiblížení 

Vezměme si opět př íklad střely. V p rvn ím přiblížení můžeme střelu pohybující se vzdu­

chem popisovat fyzikálním modelem bez odporu pros t ředí . Ve d r u h é m přiblížení pak 

vezmeme odpor ú m ě r n ý rychlosti, ve t ř e t í m ú m ě r n ý kvad rá tu rychlosti (tam se však 

již projevují i další jevy, jako víry atd.) a jsou i teorie o závislosti na v3, kdy by se 

jednalo o č tv r té přiblížení. 
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1.4 Další matemat ické nástroje 

V podkapitole 2.1.4 si šikovně definujeme pomocnou funkci a následně budeme 

chtí t ukáza t spojitost a derivaci funkce r = D(0) na u rč i t ém intervalu, jenž je z a d á n a 

implici tně, více však již s a m o t n á věta . 

V ě t a 1.1 Věta o implicitní funkci [3, kap. 9.9, věta 9.18]: 
Necht F (x,y) je reálna funkce dvou proměnných x a y, která splňuje: 

1. 3{x0,y0) G R2 : F(x0,y0) = 0. 

2. F má v U(x0,yo) spojité parciální derivace prvního řádu. 

3. Fy(xo,yo) ŕ 0. 

Pak rovnice F (x,y) = 0 definuje na okolí bodu (xo,yo) implicitně funkci jedné 
proměnné y = f (x), také má funkce f derivaci prvního řádu na (xo — ó; xo + ô) 
pro jisté ó > 0, která se spočte jako 

f ( x ) _ S W C * ) ) 

Následující vě t a a důkaz jdou ruku v ruce a budeme je často používat v celé kapitole 

2. Mnohokrá t budeme využívat vhodně definovaných funkcí, k teré budou na urč i tém 

intervalu nabýva t jak kladných, tak záporných hodnot a na základě níže uvedené věty 

budeme schopni nacházet pevné body urč i tých funkcí. Co je pevný bod n á m říká p rávě 

definice níže. 

D e f i n i c e 1.2 Nechť f je reálná funkce jedné proměnné definovaná na intervalu 
/ C l . Číslo p E I nazveme pevným bodem funkce f, jestliže f{p) = p. 

V ě t a 1.3 Bolzano-Cauchyho [7, kap. 6.3, věta 6.3.3]: Je-li funkce f spojitá 
na [a; b] a platí-li f (a) • f(b) < 0, pak existuje bod £ G [a; b] tak, že / ( £ ) = 0. 

Ukažme si uži t í předchozí věty na př íkladu. Mějme funkci v, k t e rá je funkcí p roměnné 

x. Definujme si funkci 

w(x) := v(x) — x. 

Pokud w(a) > 0 a w(b) < 0, pak existuje £ G (a; b) tak, že w(£) = 0. Toto £ je pak 

nu tně p e v n ý m bodem funkce v. 

V důkazu lemmatu 2.14 využijeme následující větu . 
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V ě t a 1.4 Bolzano-Weierstrassova [7, kap. 2.3, věta 2.3.4]' Z každé omezené 
posloupnosti lze vybrat konvergentní podposloupnost. 

Jako poslední m a t e m a t i c k ý nás t ro j si v t é t o podkapitole zaveďme Heineho vě tu 

(občas t aké Heineho vě ta o spojitosti). Ta n á m charakterizuje l imi tu funkce pomocí 

posloupnost í . Lze j i chápa t jako poj í tko mezi svě tem pos loupnos t í a svě tem funkcí. Z její 

podstaty se j e d n á o jednu z velmi silných vět ma tema t i cké analýzy. M y j i konkré tně 

využijeme v podkapitole 2.1.2 a 2.1.4. 

V ě t a 1.5 Heineho [6, kap. 2.5, věta 2.46]: Mějme funkci f, f je spojitá 
v nějakém bodě a G D(f) právě tehdy, když pro každou posloupnost { x n } ^ l 1 

bodů z D(f) pro niž linin^oo xn = a platí 

l im f(xn) = f (a). 
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Kapitola 2 

Střela s lineárním odporem 

V t é t o kapitole se budeme věnovat fyzikálnímu modelu střely, j akož to h m o t n é h o 

bodu. Ta se bude pohybovat p ros t řed ím o odporu př ímo ú m ě r n é m rychlosti střely. 

J e d n á se o p rvn í přiblížení reálného odporu vzduchu. 

Vyjděme z 2. Newtonova zákona n a p s a n é m ve tvaru 

mv = mg + F; F = (Fx, Fy); v = (x, y), (2.1) 

kde v je rychlost střely, m její hmotnost, g t íhové zrychlení a F odporová síla. Vidíme, 

že rovnice je zapsána vektorově, proto si j i rozdělíme do dvou rovnic pomocí kartézské 

soustavy souřadné , kde (x,y) budou předs tavovat ak tuá ln í souřadnice střely. Rovnice 

(2.1) pak nabude tvaru 
Fx(t) 

(2.2) 
Fv(t) 

y{t) = -g--MU-. 
m 

Náš zájem se však nyní bude up ína t p r imárně na odporovou sílu. Ta je p ř ímo ú m ě r n á 

rychlosti střely, proto F = kv; k E M + a tedy předchozí soustava rovnic n a b ý v á tvaru 

k 
x(t) + —x(t) = 0. 

m 

k 
y(t) + -y(t) = -g. 

m 

Střela je vys t ře lena z počá tku , j ímž je bod (0,0), tzn. 

x(0) = 0, 

y(0) = 0. 

Další dvě počá teční p o d m í n k y vyplývají ze skutečnost i , že v čase t0 = 0 je střele 

udělena rychlost o velikosti v pod úh lem 9 z intervalu [0; | ] , tudíž 

x(0) = v cos 6 

7/(0) = v sm9. 
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Díky tomu, že v soustavě (2.2) je v prvn í rovnici neznámou pouze funkce x a ve 

druhé pouze funkce y, lze obě rovnice b r á t zvlášť a nemluvit tak o soustavě rovnic (2.2), 

ale o dvou rovnicích. K a ž d á tato rovnice společně s dvěma př ís lušnými počá tečními 

podmínkami tvoř í samostatnou počá tečn í úlohu 

k 

x(t) + —x(t) = 0; ž (0) = vcos9; x(0) = 0 (2.3) 

y(t) + -y(t) = -g- y(0) =vsm9; y(0) = 0. (2.4) 
Charak te r i s t i cká rovnice diferenciální rovnice v počá tečn í úloze (2.3) i (2.4) m á tvar 

A 2 + - A = 0 

a kořeny 

rn 

Ai = 0; A 2 = - - . 
m 

O b e c n ý m řešením diferenciální rovnice z (2.3) je tedy 

x{ť) = C i + C 2 e - £ ť ; C7 i ,C 2 e 

N a základě počátečních p o d m í n e k dos t áváme 

0 = C1 + Q 2; mv cos 9 mv cos 9 

v cos 9 = Ci-
m 

Řešením p rvn í počá tečn í úlohy je proto funkce 

mvcos9 / k,\ 
x(t) = ( ^ l - e - ™ ť J . (2.5) 

Nyní se podívejme na druhou počá tečn í úlohu. Z (2.4) vidíme, že se j edná o neho­

mogenní l ineární diferenciální rovnici. Na jděme obecné řešení její přís lušné homogenní 

diferenciální rovnice. Postup je identický s předchozí úlohou, dos t áváme proto obecné 

řešení 

y{t) = Ci + C 2 e - ^ ť ; Cl,C2eR. 

Abychom však měli řešení nehomogenní rovnice, je t ř e b a k obecnému řešení ho­

mogenní rovnice přičíst pa r t iku lá rn í řešení rovnice nehomogenní . Toto par t iku lá rn í 
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řešení nalezneme např ík lad metodou neurč i tých koeficientů (budeme jej hledat ve tvaru 

yp(t) — At =>- ýp(t) — A =>- ýp(ť) = 0, k te rý dosadíme do nehomogenní rovnice): 

- A = -g, 
m 

m 
A = —k'J-

Odtud pak dos t áváme par t iku lá rn í řešení 

Tfl 
yP(t) = —j^9t, 

a obecné řešení nehomogenní diferenciální rovnice pak n a b ý v á tvaru 

y(t) = y(t) + yp(t) = Cx + C2e~^ - ^ ŕ ; Cu C2 e R. 

Nyní využi jme naše dvě počá teční podmínky , postup je analogický jako u předchozí 

počá teční úlohy. Docházíme k závěru, že 

m f mg\ m f . mg\ 
~k \ V 8 m 9 + T J 5 C a = - J \ V 8 m 9 + • 

Řešení počá tečn í úlohy m á tud íž tvar 

y{t) = ^ (v sin 9 + ^f) - (v suiO + ^f) e"™ ť - gt . (2.6) 

Upravme vztah (2.5) na 

t ™ t a ( i _ _ M a v ^ i + f e r ; t 6 z 
k \ mv cos 9 J 2 

a d o s a ď m e jej za t do vztahu (2.6), k te rý po úpravě nabude tvaru 

mg\ x(t) m2 í kx(t) 
y(t) = (vsine + ^f) + ^g ln (l 

V k / t>cos# fc \ mt) cos i 

Pokud se budeme chtít zabývat vzdálenost í doletu, bude pro souřadnici ?/ j is tě platit 

y = 0. Označíme-li dolet jako D , bude se jednat o implici tně zadanou funkci p roměnné 

9. tato funkce tedy splňuje vztah 

kD{9) 
0 = Jf- (tg9 + ^ s e c č ) D{9) + ln f 1 -

m 2 3 \ kv / \ mt) cos i 

k te rý uprav íme do tvaru 

= ™ ^ ( 1 _ e _ A W 2 , W ) = A s e c 0 + t ř 

fc m2g 
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Zaveďme si ješ tě označení 

a = 

T í m získáváme finální tvar vztahu pro dolet 

D{6) cos e ( l - e - A ( W ) ) ; A{9) asec6 + btg6; 9 e 0 

Jak vidíme, D není dáno expl ici tním předpisem, ale implici tně. Je tud íž dosti pro­

blemat ické urči t jeho hodnotu pro konkré tn í 6. Budeme se snažit proto nalézt některý 

numerický postup pro výpočet za pomocí počí tače . Nejprve ale dokážeme, že tato 

V t é t o podkapitole se zaměř íme na řešení d i rektn ího problému střely. A to proto, 

že bez něj n e m á ani smysl se bavit o problému inverzním. Ze zadaných známých 

počátečních p a r a m e t r ů střely se budeme snažit urči t , jak daleko tato střela doletí . 

Budeme usilovat o exak tn í vyřešení tohoto problému a t í m si nachys táme prostor pro 

studium inverzního problému. Nejprve si vezmeme jistou pomocnou funkci, již dobře 

p rozkoumáme, a potom se budeme snažit ověřit , že dokázaná zjištění je možno apli­

kovat i pro funkci z našeho problému. P r á v ě tyto funkce bude následně možno využí t 

k výpoč tu vzdálenost i doletu střely, což bude řešením našeho di rektního problému. 

Celé toto snažení po t é zakomponujeme do programu, k te rý bude aplikovaně využívat 

dokázaných pozna tků . 

2.1.1 O b e c n á funkce 

Nejprve je p o t ř e b a prozkoumat d i rektní problém. K tomu účelu zkoumejme některé 

vlastnosti funkce 

kde c, d jsou k ladnými konstantami splňující cd > 1. 

V ě t a 2.1 Existuje jediný kladný pevný bod funkce f zadané předpisem (2.8). 

D ů k a z : Vš imněme si, že x = 0 je p e v n ý m bodem (viz Definici 1.2) funkce / , pro tože 

/ (0) = c ( l - e - d - ° ) = 0 . 
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funkce Dje definována na intervalu [0; | ] a ukážeme některé důležité vlastnosti. 

2.1 Určení doletu 



Obecně však pevných b o d ů může bý t i více, prozkoumejme jen k ladné pevné body. 

Zaveďme si proto pomocnou funkci 

g(x) := f(x) — x; x > 0. 

Pokud najdeme takové p > 0, aby g{p) = 0, pak je p k l adným p e v n ý m bodem / . 

Potřeboval i bychom, aby funkce g nabýva la hodnoty 0. Toho dosáhneme t ř e b a tak, 

že najdeme takové s, z > 0, že g(s) > 0 a g(z) < 0. P řepsáno pomocí funkce / tedy 

budeme chtít dokáza t 

f (z) < z, 

f(s) > s. 

P r v n í dokážeme pro n á m již známou konstantu c (která je j is tě k l adná a splňuje 

tedy požadavky kladené na z) takto: 

m < c 

c(l-e-dc) < c 

1 - e~dc < 1 

-e~dc < 0. 

D r u h ý vztah pro s —> 0 + dokážeme následovně: 

f(s) e~ds — 1 
l im ^ = cd l im — = cd > 1 => 30 > 0 : Vs e (0; ó): f (s) > 0. 
s^o+ s s^o+ —ds 

Nyní můžeme využí t Bolzano-Cauchyho větu , (Věta 1.3). M á m e tot iž funkci g, 

kte rá je spoj i tá na intervalu [s; c] (s volíme libovolně blízké nule, tud íž pro jakékoli 

pevné c mus í platit s < c) a zároveň g(s) • g(c) < 0. Dle t é to věty pak existuje bod 

£ G (s; c) tak, že g(£) = 0. Zjisti l i jsme tedy, že existuje takové £, které je p e v n ý m 

bodem funkce / . 

Bylo by t aké velmi žádoucí , aby tento pevný bod byl pouze j ed iným k ladným 

p e v n ý m bodem. Zkoumejme proto vlastnosti funkce g. 

Nejprve si u v ě d o m m e skutečnost , že 

g"(x) = /"(*), /"(*) = -cd2e~dx < 0. 

Z toho vidíme g"(x) < 0 a proto je g' klesající funkcí. Zároveň 

9(0) = 0 

a pro libovolný k ladný pevný bod £ funkce / p la t í 

9(0 = 0. 
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Z toho, že g(0) = 0, g(£) = 0, g"(x) < 0 dos t áváme , že 

g(x) > 0; x G (0,0- (2.9) 

To ovšem znamená , že na intervalu (0,^) n a b ý v á funkce g svého maxima (označme jej 

p í smenem m), tedy bodu, v němž g'(m) = 0. To ovšem v kombinaci s mono tónnos t í 

funkce g' znamená , že g'(x) < 0 pro x G (m,oo). Jelikož m < £, tak £ G (m,oo), tudíž 

je funkce g na intervalu (m,oo) klesající, a tedy 3!£ > 0 : = 0 =>- / ( £ ) = £. 

• 

O z n a č e n í 2.2 Jediný kladný pevný bod funkce f dané předpisem (2.8) budeme 
označovat v celém dokumentu písmenem £. 

P e v n ý bod £ funkce / je nulovým bodem g. Graf funkce g a jejího nulového bodu 

pro různé hodnoty p a r a m e t r ů c, d je vykreslen v Obrázku 2.1. 

H 1 1 1 1 1 1 \-

0 10 20 30 40 50 60 70 

Obrázek 2.1: Graf funkce g pro různé hodnoty kladných p a r a m e t r ů c, d splňujících 
cd > 1 a jejího k ladného nulového bodu (červená tečka) 

Nyní , když jsme vcelku detai lně prozkoumali pevné body funkce / , definované 

v (2.8), je t ř eba je nalézt (konkrétně onen jed iný k ladný pevný bod £) . Tento problém 

by bylo vhodné vyřešit za pomocí počí tače metodou iterace pevného bodu (jiný název je 

p ros tá i terační metoda). Nezapomeňme však, že naš ím cílem je nalézt funkční hodnotu 

funkce D a tedy i řešení rovnice (2.7) s neznámou D(9). 
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Dokážme si několik pomocných lemmat, k t e rá n á m následně budou uži tečná. 

L e m m a 2.3 Nechť f je funkce definovaná v (2.8), pakWx > 0: 

f(x) > x => x < £, 

f(x) < x =>• x > £. 

D ů k a z : Již dokázáno v důkazu Věty 2.1. Konkré tně z j ednoznačnos t i £ a ze skutečnost i 

g(x) > 0 pro x G (0; £) plyne prvn í nerovnost a z g(x) < 0 pro x G (£; oo) plyne 

d r u h á nerovnost. 

L e m m a 2.4 Nechť f je funkce definovaná v (2.8), c > 0 a cd > 1. Pak platí 
nerovnosti 

D ů k a z : Vyjděme z nerovnosti 

ex > 1 + x; x > 0, 

jejíž platnost je z n á m á (vyplývá z p růběhu funkce, sice že funkce ex je konkávní pro 

x G M + a 1 + x je její t ečnou v bodě x — 0, viz Obrázek 2.2 a faktu lim ; E_ ).0+ ^—^ = 1). 

• 

a 
t Z ( c - 0 < l -

20 -
e' 

10 -

15 -

5 -

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

Obrázek 2.2: P r ů b ě h y funkcí ex a 1 + x pro x G [0; 3] 
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M y víme, že cd — 1 > O, můžeme tedy dosadit do předchozího vztahu a dostaneme 

e^" 1 > cd 

1 
cd 

1 > e 1 "^ - 1 

1- — < 1 - e 1 "^ 
cd 

cd — 1 jí-cd 
— < 1 - ed

 d 
cd 

cd — 1 
cd 

< 1 - e~d— 

Pro tože c > 0, můžeme předchozí nerovnost upravit do tvaru 

C ( í 1 < c ( 1 - e " a ^ - ] . 
d 

T í m jsme dokázali p rvn í tv rzení a využ i t ím Lemmatu 2.3 získáme 

cd — 1 

t Z - ( c - 0 < l -

• 

L e m m a 2.5 Pro £ p/ačz' 

o < / ' ( O < i . 

D ů k a z : Derivace / m á tvar / ' ( x ) = cde dx, dosaďme tedy £ a vidíme, že 

/ ' ( O = cde~
d

Z > 0. 

Upravme / ' ( O následované: 

/ ' ( O = cde" d ? ­ cd + cd = ­ d • [c(l ­ e" d ?)] + cd = ­ d / ( £ ) + cd 

a protože £ je p e v n ý m bodem / , můžeme psá t 

/'(0 = ­ ^ + c d = d ­ ( c ­ 0 ­

Podle Lemmatu 2.4 pak 

/'(0 = d ­ ( c ­ 0 < l ­

Dohromady tedy 

0 < / ' ( O = cde­ d « = d ­ ( c ­ O < l . 

• 
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2.1.2 N u m e r i c k é ř e š e n í p e v n ý c h b o d ů funkce o b e c n é funkce 

Podívejme se, jak spočí ta t pevné body funkce / . 

D e f i n i c e 2.6 Nechť f je funkce definovaná předpisem (2.8), pak posloupnost 
iteraci { i n } ™ 0 pro každé x0 > 0 definujeme vztahem 

xn+1 = f(xn); n e N0. (2.10) 

Abychom byl i schopni dokáza t , že tato posloupnost i terací konverguje k pevnému 

bodu £ tak, jak bychom chtěli, dokažme si nejdříve dvě lemmata. 

L e m m a 2.7 Nechť { i „ } ~ 0 je posloupnost definovaná v Definici 2.6. Jestliže 
x0 G (0; £) , pak 

V n G N 0 : xn < x n + í < £. 

D ů k a z : Důkaz povedeme matematickou indukcí. 

(i) Dokažme nejprve XQ < x\. Vezměme si funkci g definovanou v důkazu Věty 2.1. 

Dosadíme­li x0, pak 

Q(XO) = f(x0) -XQ = X 1 - XQ. 

Z (2.9) p ř ímo vyplývá, že 

g(xo) > 0, 

X\ — XQ > 0, 

X\ > XQ. 

Nyní je t ř e b a ukáza t X\ < £, tzn. f(x0) — £ < 0. Pos tupně upravujme 

f M - £ = f(x0) ­ / ( O = c ( l ­ e~
dx

°) ­ c ( l ­ e" d «) = c(e ­ d « ­ e " ^ 0 ) . 

Víme, že c > 0 a t aké na základě toho, že x0 < £, tak e~
d

^ — e~
dx

° < 0, což nu tně 

z n a m e n á c(e~
d

^ — e~
dx

°) < 0, čili X\ < £. 

Z obou dokázaných tvrzení dohromady dos t áváme x0 < X\ < £. 

(ii) P ředpok láde jme pravdivost indukčního p ředpok ladu Xk < Xk+i < £, kde k E N Q . 

Dokažme, že Xk+i < Xk+2 < £• Budeme postupovat analogicky jako u předchozího 

bodu (i). 
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Z indukčního p ředpok ladu víme, že xk+\ < ( a z vlas tnos t í funkce g na (0; £) 

#(xfc+i) > 0 

fyXk+i) > xk+i-

Tedy xk+2 > xk+1. 

Nyní chceme dokáza t nerovnost xk+2 < £• Studujme rozdíl xk+2 — 

xk+2 - e = f(xk+1) - f(0 = c ( - e - ^ + e " « ) . 

Ze stejných myšlenek jako v (i) dos t áváme e~d^ — e~dXk+1 < 0 a tedy xk+2 < £• 

Dokázali jsme xk+í < xk+2 < £• 

(iii) Současnou p la tnos t í b o d ů (i) a (ii) dokazujeme původn í tvrzení . • 

L e m m a 2.8 Nechť { i n } ™ 0 je posloupnost definovaná vztahem (2.10). Jestliže 
XQ e (£; oo), paA; 

V n G N 0 : £ < x n + i < x„ . 

D ů k a z : Je veden analogicky jako u předchozího lemmatu. Naznačme jen hlavní myšlenku. 

Bylo již dokázáno 3!£ G M + : g{£) = 0, g (z) < 0 pro z > £, tedy 

y(x 0 ) < 0 

X i < x 0 . 

Ukážeme £ < x\. Víme že c > 0 a xo > £, odtud e _ < ^ — e~ d : r o > 0. Proto 

c (e ­ d ? ­ e-
dx

°) > 0 

Podobně jako v důkazu předchozího lemmatu dokážeme matematickou indukcí. • 

V ě t a 2.9 Posloupnost iteraci definovaná vztahem (2.10) konverguje ke £. 

D ů k a z : Mohou nastat dvě situace a) 0 < x 0 < £, nebo b) £ < x 0 . 

a) Z Lemmatu 2.7 vyplývá, že x„ < x n + i , což znamená , že posloupnost i terací je 

rostoucí. Zároveň z onoho lemmatu je zřejmě t aké pos loupnos t í shora omezenou. 
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To ovšem znamená , že se j e d n á o konvergentní posloupnost. Chtěli bychom, aby 

posloupnost i terací konvergovala k £. Dokažme to sporem. P ředpokláde jme , že 

existuje nějaké x £ (0,0 takové, že l i m n ^ o o xn = x- Víme, že / je spoj i tá na 

intervalu (0,0 a tudíž na základě Heineho věty (Věta 1.5) l i m n ^ o o f(xn) = f(x)-

N a základě toho, jak je iterace definována, můžeme psá t (jde o druhou rovnost) 

X = l im xn+1 = l im f(xn) = f(x). 

Odtud x J e k l a d n ý m p e v n ý m bodem / , což je ovšem spor s x £ (0,0 a jed­

noznačnos t í k ladného pevného bodu £. To tedy znamená , že x = £ a t í m jsme 

dokázali konvergenci iterace k £. 

b) Důkaz druhého tv rzení by probíhal analogicky, vycházelo by se z Lemmatu 2.8, 

odkud dos t áváme klesající zdola omezenou posloupnost, k te r á konverguje k £. • 

Vidíme, že posloupnost i terací, definovanou v Definici 2.6, lze velmi dobře využí t 

pro numerický výpočet £ pomocí počí tače . Napíšeme program I t e r a c e , k te rý využije 

tuto metodu k výpoč tu k ladného pevného bodu £ funkce / při libovolné volbě k ladných 

p a r a m e t r ů c, d (samozřejmě splňujících cd > 1) a t ak též j i pro lepší pochopení graficky 

znázorní (kód přiložen v příloze). Jeho použi t í uvád íme v Obrázku 2.3. 

-1 1 1 1— 

40 60 80 100 

Obrázek 2.3: Posloupnost i terací funkce / pro různé hodnoty p a r a m e t r ů c, d 
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2.1.3 E x p l i c i t n ě z a d a n á funkce dvou p r o m ě n n ý c h 

Bavme se o řešení rovnice (2.7). Uvažujme funkci F, definovanou předpisem 

F(0 , r ) = — ( 1 - e~A^r); 0 < 9 < - , r > 0, (2.11) 
a 2 

kde A{9) ie definována steině iako v (2.7), a = — a b = 
v y j j j v y ? m v mzg 

Pro dané 9 G (0; | ) definujme funkci 

f(r) := F(9,r), r > 0. 

U v ě d o m m e si, že při označení c = d = A{9) = a sec 9 + btg9; 9 E (0; | ) p la t í 

c > 0, 

d > 0, 

cd = 1 + - s i n # > 1; 9 G (0, ^ ) 

a tedy funkce / ( r ) je funkcí f(x) z kapitoly 2.1.1, k t e r á je definována předpisem (2.8). 

Můžeme proto pro funkci F využívat poznatky z kapitoly 2.1.1 (při považování 9 za 

parametr z intervalu (0; | ) ) . 

Z Vě ty 2.1 plyne, že V# G (0; f ) 3!ř > 0 : ř = f(f) = F(9,ř). 

O z n a č e n í 2.10 Číslo f zavedené výše je závislé na 9, jedná se tedy o funkci 
proměnné 9 definovanou na intervalu (0; | ) ; označme ji D{9). Tato funkce je 
tedy definována implicitně předpisem 

D{9) = F{9,D{9)). (2.12) 

Co z tohoto vztahu vyplývá? N a Obrázku 2.4 je naznačen p růn ik F a roviny 9 = 

konst., kdy se vlas tně j e d n á o funkci p roměnné r (označme si j i F(9,-)). Pokud na 

9 nahl íž íme jako na parametr, tak pro každé jedno 9 je D(9) p e v n ý m bodem funkce 

F(9,-) (pro bližší p ředs t avu viz Obrázek 2.4), tedy dos t áváme již z n á m ý vztah (2.12). 

Můžeme proto využí t lemmatu 2.5 a psá t f'(D{9)) < 1 a tedy 

Fr(9,D(9)) < 1. (2.13) 
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m-) 
• pevný bod 

Obrázek 2.4: Znázornění pevného bodu funkce F(6,-) pro 9 = 0,7 

2.1.4 I m p l i c i t n ě z a d a n á funkce j e d n é p r o m ě n n é 

V předchozí sekci 2.1.3 jsme dokázali existenci funkce D na intervalu (0; | ) . Nyní 

bychom chtěli využí t V ě t u o implici tní funkci, viz V ě t u 1.1. Pokud by se n á m j i po­

vedlo ověřit pro vhodně zvolenou funkci, pak bychom z ní mohli dostat spojitost i 

diferencovatelnost funkce D(9). K tomu po t řebu jeme funkci, k t e rá v něk te rém bodě 

n a b ý v á nulové hodnoty. Bude se jednat o analogický p ř í s tup jako u funkce g, defino­

vané v důkazu Věty 2.1. Zadefinujme si tedy pomocnou funkci 

G(B,r) :=r- F{9,r), (2.14) 

kde F je definována vztahem (2.11). 

Prozkoumejme nejprve blíže parciá lní derivace funkce F. Pro parciá lní derivace 
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podle 9 a r p la t í 

Fe(B, r) = - — ( 1 - e-A«») + rA'(B)—é-^, (2.15) 
a a 

F r ( 0 , r) = A(9)—e-A^r. 
a 

kde A'(0) = a tg 0 sec 0 + b sec2 9. 

Chtěli bychom, aby obě tyto funkce byly spoji té . Prozkoumejme tedy potenciá lní 

body nespojitosti. J ed iný takový bod by mohl bý t [r,9], kde cos9 = 0 =>- 9 = | + 

+ /c7r, k E Z, což nemůže nastat, protože 0 < 61 < | . Takže obě parciá lní derivace jsou 

spoji té pro 0 < # < | a r > 0 . 

V ě t a 2.11 Funkce D{9) zadaná implicitně vztahem (2.12) je na intervalu (0; | ) 
spojitá a má na něm první derivaci. 

D ů k a z : Ověřujme p ředpok lady Věty o implici tní funkci pro funkci G. 

1. Dosadíme r = D(9) a ze vztahu (2.12) pak G(9,D(9)) = D(9) - F(9,D(9)) = 

0; W G (0; f ) . 

2. Ge(9,r) = Fe(9,r) Ge je spoj i tá pro 9 G (0; f ) a r > 0. 

Gr(9,r) = 1 - Fr(9,r) ^ Gr je spoj i tá pro 0 G (0; f ) a r > 0. 

3. N a základě skutečnost i Fr(6,D(6)) < 1 p la t í Gr(9,D(6)) < 1 - 1 = 0 a tedy 

Gr(9,D(9))rO; W9 G (0; f ) . 

Pro funkci G jsme ověřili p o d m í n k y Věty o implici tní funkci. N a základě t é to věty 

dos t áváme dokazované tvrzení . • 

Chtěli bychom však, aby D byla spoj i tá i v bodech 0 zprava a | zleva. Věnujme se 

nejprve bodu 0. 

L e m m a 2.12 D(0) = 0 

D ů k a z : Z definice funkce F a, G vidíme, že můžeme psá t 

G(0,r) = r - F(0 , r ) = r - - ( 1 - e" a r ) , 

řešíme-li rovnici G(0,r) = 0, dos t áváme 

r - - ( l - e - a r ) = 0 
a 

1 - ar = e" a r . 
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Vyjdeme z nerovnosti 1 — x < e x , k t e r á přechází v rovnost pro x —> 0 + (dokázat by 

se to dalo analogicky jako na začá tku důkazu Lemmatu 2.4 - viz Obrázek 2.5). 

1.0 

0.5 

0.0 

-0.5 

-1.0 

-1.5 

-2.0 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

Obrázek 2.5: P r ů b ě h y funkcí e x a 1 — x pro x G [0; 3] 

Můžeme proto psá t 

-ar = 0 

r = 0. 

• 

Nyní s tačí ukáza t , že l im^o+ D(9) = 0 . K tomu n á m pomůže následující lemma. 

L e m m a 2.13 V# e (0,f) : 0 < D{6) < \ 

D ů k a z : Nechť 9 e (0,f) a r > \. Pak A(0) > 0, tud íž e~A^r e (0,1). P roveďme 

následující sérii dedukcí: 

cos6(l-e-AWr) e (0,1) 

cos 6 

a 

cos 6 
a 

cos # 

a 

cos # 

( i - e - ^ ) e ( o , i ) 

(1 

/• (l-e-A^r) >r--
a a 
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a tedy 

G(6,r) > r - - > 0. 

Odvodi l i jsme si tedy, že V0 G (0,f) , V r > \ : G(0,r) > 0. Pro tože G(9,D(9)) = 0 V0 G 

(0; f ) , pak n u t n ě D(0) < ±; V0 G (0; f ) . • 

L e m m a 2.14 Platí 

a) \ime^o+D(9) = 0, 

b) l i m ^ _ D(0) = 0. 

D ů k a z : 

a) Povedeme jej sporem. Předpok láde jme proto, že 

l im D (9) = 0 

t 

^(Ve > 0 36 > 0 V0 e (0,5) : |D(0) - 0| < e) 

35 > 0 V5 > 0 39 G (0,5) : D(0) > 5. 

Vezměme e > 0 z posledního výroku. Pak si lze zvolit libovolnou posloupnost 

hodnot ô > 0, k t e r á splňuje výše uvedenou podmínku , t ř eba takto 6\ = \\ ó~2 = \\ 

53 = | ; . . . Odtud dos t áváme 0i e (0,1); 0 2 e (0, | ) ; 0 3 G (0, | ) ; . . . tak, že 

D(0O > e; D{92) > e; D(93) > e. 

Následně 3{0„}n=i, 0„ e (0,f) , l i m „ ^ + 0 0 0 n = 0 : D(0„) > e > 0. 

Z Lemmatu 2.13 plyne, že D{9n) G [e,-] V n G N . Víme, že posloupnost {0n}+f*j 

je omezená, t akže je možné z ní podle Bolzano-Weierstrassovy věty (Věta 1.4) 

vybrat konvergentní podposloupnost {0k}k™ a můžeme psá t {D{9k)}t=i ~~̂  A ) £ 

Pak 

{(0 f e, £>(0 f c))}£°i ­»> (0, A ) ) ­

N a základě spojitosti G pro r > 0; 0 G (0; f ) je možné využí t Heineho větu , viz 

V ě t u 1.5, podle níž d o s t á v á m e 

0 = G{9k,D{9k)) G(0,D0) > 0. 
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To je však spor. M á m e tot iž nulovou posloupnost, k t e rá konverguje k nenulové 

hodno tě . P l a t í tudíž negovaný předpoklad 

l im Díff) = 0. 

b) Důkaz, že limg^E- D{6) = 0 je veden analogicky důkazu lim6/^0+ D(0) = 0 výše, 

5n by byly z posloupnosti { § - \ } ™ = v 

• 

V ě t a 2.15 D je spojitá na [0; f ] . 

D ů k a z : Spojitost D{6) na (0; | ) již byla dokázána ve Větě 2.11. 

Spojitost v bodě 0 zprava plyne z rovnosti, jež vychází z Lemmatu 2.14 a Lem­

matu 2.12, tzn. p la t í 

l im D(9) = 0 = D(0). 

Ověření spojitosti zleva funkce D v b o d ě | je zajímavější z toho důvodu , že G není 

pro 0 = | definována. Spočí tejme nejprve l imi tu G pro # —» | — , r —>• ro > 0, tedy 

l im G(9,r)= l im [r - F(9,r)] = r0 - l im (l - e~mr) . 
0->-f- e ^ f - 0 - > f - o 

Napočí te jme l i m ^ | _ A{9) = l i m ô ^ . | _ a + ^ ™ e = o o a z toho již 

l i m G(0,r) = r 0 - - (1 - 0) = r 0 > 0. 
" " a 2 
r—>ro 

G ( ? , t ) := r; r > 0. 

Dodefinujme 

G Í 
.2 

Vidíme, že l imita by mohla nabýva t 0 pro r —> 0+, ověřme to: 

l im G(9,r) = l im r - l im — ( l - e~mr) . 
0->-f- 0 - > f - 0 - > f - a 

Opět si uvědomme, že je zásadní l imita A{6) = a + 6 s i ľ , pro 0 —> | —. Zároveň pro 

a + b sin 6 —> a + 6 > 0 a cos # —>• 0 + 

29 



tud íž A{9) ->• +00 pro 9 ->• | —. Proto A(0)r > 0, což znamená , že e _ j 4 ( É , ) r e (0; 1) a 

tedy i ( l — e~A^r) G (0; 1). Díky tomu, že výraz ( l — e~A^r) je omezený a cos# —> 0, 

pla t í 

l im G(6,r) = 0. 

r-s-0+ 

Tedy funkci G lze spoji tě dodefinovat G f ^ O ) := 0, z čehož vyplývá -D(f) = 0. M á m e 

tud íž z výše odvozeného a Lemmatu 2.14 

'7T 
l im D (9) = 0 = D ( ' 

»-•5- V! 

Získáváme tedy funkci -D(#) v bodě | spojitou zleva. • 

Grafické znázornění funkcí G a D lze nalézt v Obrázku 2.6 a pohled shora na 

Obrázku 2.7. 

300 

200 r 

Obrázek 2.6: Graf funkce G a její nu l t á hladina D(9) pro a = 0,001, b 0,0025 
9,81 
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Obrázek 2.7: Hladiny funkce G a její nu l t á hladina D(9) pro a = 0,001, b 0,0025 
9,81 

2.1.5 N u m e r i c k é ř e š e n í 

Funkční hodnoty funkce D jsou vlas tně pevné body j is tého zobrazení (konkrétně 

funkce F, vycházeje ze vztahu (2.12)). P ř i p o m e ň m e si, že D(9) je d á n a vztahem 

D(0) = ^ ( l - e - ^ W ) ) ; MeA(6)= a + & S Í ^ 
cos 9 

Pro 9 G (0; §) je > o a A(6) > 0. Také pla t í , že 

cos 9 ., „. a + 6 sin ̂  6 sin 61 

A(^) = = 1 + > 1. 
a a a 

Je pa t rné , že pro každé 9 z intervalu (0; | ) je D{9) p e v n ý m bodem funkce 

/ ( x ) = ^ ( i _ e - ^ ) . 

Vidíme tedy, že D{9) by bylo možné spočíst pomoc í posloupnosti i terací funkce / . Výše 

jsme dokázali , že tato posloupnost konverguje ke k ladnému pevnému bodu funkce / . 

Proto napíšeme program, pojmenujme jej Do le t , k t e rý spočte D(9) pro libovolnou 

kombinaci k ladných p a r a m e t r ů k, m, v využ i t ím p rávě t é to i terační metody. Program 
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t ak t éž vykreslí hodnoty V# G [O; f] : D(9) (kód opět v příloze). Po spuš tění pro 

konkré tn í hodnoty p a r a m e t r ů d á v á Obrázek 2.8. 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 
0 [rad] 

Obrázek 2.8: Dolet s třely při l ineárním odporu pros t řed í (g = 9,81 m • s - 2 ) 

2.2 Určení úhlu 

V předchozí část i jsme vyřešili d i rektní p rob lém střely s l ineárním odporem, nyní se 

tedy zaměřme na prob lém inverzní k tomuto problému. Půjde o určení úhlu vystřelení 

s třely z toho, jak daleko doletěla, jakou měla hmotnost, jakou rychlost í se pohybovala 

a v j a k é m prostředí . Opě t napíšeme program, k te rý tento inverzní p roblém vyřeší, 

nazveme jej Uhe l . Do schématu níže je zanesena ak tuá ln í situace. 
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P ř i p o m e ň m e , že funkce pro výpočet doletu D je d á n a impl ic i tním předpisem (2.12), 

respektive vztahem (2.7). T y jdou přepsa t do tvaru 

D{9) 1 

cos v a 
1 _ e - í s s + ^ ^ W j 

£>(#) 1 ( _ ( 0 M + 6 s i n Ä -
J_ — g V cos 9 1 cos 6 , cos u a 

- c o s 2 9 
cos 2 9 

cos y a 

g ( g i A c - ( « g s W ^ - g a ( f l ) V 
cos # a 

Pokud bychom si zavedli označení w = tak tento předpis přechází do tvaru 

- ^ i - e-(aw+bVw2-D(e)2)^j w = 

a 

Ekvivalentními úpravami pak dos t áváme 

0 = aw — 1 + e v v >. 

N a ^ opět nahl ížíme jako na parametr, proto můžeme říci, že D(9) je řešením rovnice 

(2.7) p rávě tehdy, když w je kořenem funkce 

h(w) := aw — 1 + e V v w / . 

Vypočteme- l i t ím to způsobem w, up rav íme subs t i tučn í vztahu do tvaru 

D{9) 
9 = arccos 

a z ískáváme způsob, jak spočí ta t 9. M á m e t ak řka komple tn í návod, jak napsat program 

Uhe l (kód v příloze), k te rý spočte 9 z intervalu [0; | ] a t í m inverzní p roblém vyřešit . 

Náš inverzní p rob lém si však j is tě zasluhuje vedle obecného řešení i h lubší pro­

zkoumání . Jak je všeobecně známo, úhel, při němž dosáhneme maximáln ího doletu 

v pros t řed í bez odporu, je 45°. V následující podkapitole se věnujme nově vyvsta lé 

otázce: „Jak je tomu však v pros t ředí , k te ré m á odporovou sílu ú m ě r n o u rychlosti 

pohybujícího se tě lesa?" 

2.2.1 O p t i m á l n í ú h e l 

Vezměme si funkci D definovanou vztahem (2.12). Pokusme se nyní nalézt -D(# m a x ); 

tedy maximum funkce D{9) a hodnotu úhlu , pro které je toto maximum nabyto. 
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Fyzikálně se D(9iaax) interpretuje jako max imáln í vzdálenost , do níž s t řela dolí tne 

(maximáln í dolet) a 9max je úhel, pro nějž je maximáln ího doletu dosaženo. 

Nejprve napočí te jme derivaci D: 

D\9) = ±F(9,D(0)) = Fe(9, D{9)) + Fr(9, D{9)) D'(6) 

a položme j i rovnu nule, abychom určili _D(#m a x): 

Fe(Omax, D(9max)) + Fr(9max, D(9max)) D'(9max) = 0. 

M y však víme, že D'(9max) = 0, tudíž předchozí rovnice přejde do tvaru 

Fe(9T[íax, D(0mgx)) = 0. 

Parc iá ln í derivaci Fg jsme již napočí ta l i v (2.15), proto dosaďme a upravujme (níže 

budeme psát pouze 9, bude t í m však myšleno # m a x ): 

Siné* ,„ _Ara\r>ra\\ \ ' ( n \ C O S ^ n-A(0)D(0) (1 _ e-A(e)D(e)^ + D ( e ) A > ( e ) ^ _ e - A ( o ) D ( o ) = Q 

kde Ä (9) = a s f f + 
1 cos^ 0 cos 

a a 

a sin 8 i b 
2 a ; 

a \ cos 6* a cos 0 / 

- sin č (1 - e - ^ W ) + £ > ( 0 ) - ^ ; f s i n č + e " ^ D W = 0. 
v cos 61 \ a J 

Z (2.7) můžeme úpravou dostat D{9)-9l-Q = l—e~A(-d^D(-d^ a tedy předchozí vztah upravit 

do tvaru 

(1 _ e - ^ W ) ) . f s i n e + e-A(0)D(0) L n 9 + ^ \ \ = 0 

Pro tože e ~ A ^ D ^ ^ 1 (z důvodu A(0) = ^ O A D ( ^ O ) , tak prvn í činitel 

nikdy nebude nula, tudíž d ruhý činitel bý t musí . Položme jej tedy roven 0 a upravujme 

dále 

_ s i n 0 + e - ^ ( W ) (sm9 + -]=0 
1 

a, 

sm9 = e-A^DW [sm9 + - ) . ( 2 . 1 0 ) 

Opět úpravou (2.7), t en tok rá t do tvaru e A^D^ = 1 — a D ^ můžeme předchozí vztah 
cos 6 

přepsa t na 

^ = 1 1 - 5 ^ ) ^ + » ' , , 
cos o* / \ a' 
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což po úpravách dává 

. , \ cos 
D{9) = 

sm9 + -
a 

Rovnici výše můžeme přenásobi t nenulovým A(9), ta po t é přechází ve tvar 

A{9)D{9) 
b- + (b-Ýún9 
a \aJ sin# + ^ 

a 

Zaveďme si substituci 1 c—f, t akže pak 

w w sin 9 -\- c 

Když předchozí rovnost dosad íme do vztahu (2.16) (zavedeme substituci s = sin 9 

s G (0; 1)), pak dos t áváme 

s = e s+ c (s + c). 

Tuto rovnici uprav íme do tvaru 

s + c 

a vynásobíme j i Eule rovým číslem e 

S c+c s 

= e s+ c 

es s-c^s 
= e s+ c 

s + c 

eS l-cÁ es  
— Q e s + c 

s + c 

Zaveďme substituci x = j^-, dále označme z = ^—f-, předchozí pak rovnice n a b ý v á 

tvaru 

x = ezx, (2.17) 

kde x je n e z n á m á a z parametr. 

Nyní si opět definujme pomocnou funkci 

ip(x) := x - ezx 

a naše ú loha se tedy převede na p rob lém nalezení nulových b o d ů t é t o funkce. U v ě d o m m e 

si, že h ledáme řešení pro 9 G [0; f ] a tedy 

es e sin y 
x = = - — G 

s+c srn9+c 
0 ° 

' 1 + c 

1 Substituci je možné také zavést pomocí původních parametrů jako c = 
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Napočí te jme nyní hodnoty funkce ip pro kra jn í body intervalu: 

^(0) = - 1 < 0 

/ e \ e ( l - i ± s ) 
t/> z = c— > 0. 
Y \ l + cJ 1 + c 

Ze je d r u h á hodnota k ladná , t v rd íme na základě faktu 1 + c < e c; c > 0. Tuto nerovnost 

jsme již využili a dokázali na začá tku důkazu Lemmatu 2.4 (viz Obrázek 2.5). Tudíž 

pak < 1 a tedy 1 — -^r > 0. Z Bolzano-Cauchyho věty (Věta 1.3) n á m tedy plyne, 

že musí existovat bod x pro k te rý pla t í , že ip(x) = 0 (spojitost funkce ip z ře jmá) . Dále 

dokažme jednoznačnos t x. 

Napočí te jme si derivaci funkce ip, tzn. 

ip'{x) = 1 - zezx 

a zkoumejme j i v intervalu x G [0; P r o P r a v ý kra jn í bod intervalu dos t áváme 

/ e \ 1 - c 2 i ^ i ^ 
w = 1 e e !+c. 

\l + cj e 

Pro tože c > 0, tak j is tě z < - a tedy 

, / e \ 1 i_a_ 1 
t/> > 1 e e !+c = 1 

1 + c / e e!+c 

Zároveň e1+c > 1 =>- —̂— < 1, což tedy z n a m e n á 

Z předchozího pak vyplývá 

1 - - 4 r > 0. 
e í + c 

A protože 

f'(x) = -z2

 e 
2nzx 

n a b ý v á j is tě záporných hodnot pro x G [0; y ^ ] a pro pravý kra jn í bod intervalu p la t í 

f (tTc) > ° ' t a k J i s t ě 

e 
> 0; x G 0: 

1 + c 

Z toho důvodu můžeme tvrdit , že kořen x funkce ip(x) pro x G [0; yq^] existuje p rávě 

jeden a tedy 316 : x = ^ pro 0 G [0; f ] . 
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Z á v ě r : Získali jsme možnos t z rovnice (2.17) nalézt v intervalu [O; y^-J řešení a 

pak ze subs t i tučn ího vztahu pro x spočíst hodnotu # m a x , kdy se j e d n á o úhel, př i němž 

dosáhneme maximáln ího doletu. Výše odvozený postup je využi t v programu Max_uhel 

(kód v příloze). Tento prob lém se nazývá Tar tag l iův p rob lém a m á za sebou i historické 

o p o d s t a t n ě n í při střelbě z děl atp., pro více viz [1]. 

P ř í k l a d : Mějme střelu, k t e rá se pohybuje p ros t řed ím s odporovou silou p ř ímo ú m ě r n o u 

rychlosti střely. Parametry tohoto sys tému jsou 

k = 0,05 kg • s - 1 , v = 50 m • s - 1 , m = 1 kg. 

Předpokláde jme , že jsme v České republice a tedy g = 9,81 m • s - 2 . 

Po dosazení do Max_uhel z ískáváme výsledek 

#max = 0,73162517 rad, 

což je ve s tupn ích přibližně 41°55'. 
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Kapitola 3 

Oscilátor 

Velmi čas tý a ve fyzice hojně využívaný je model harmonického oscilátoru. J e d n á 

se o způsob, jak popsat spoustu jevů z kvantové mechaniky, stejně jako a tomové fy­

ziky či t ř e b a klasické mechaniky. Věnujme se opět p ř ípadu s p ros t řed ím, k teré klade 

pohybuj íc ímu se tělesu odpor ú m ě r n ý rychlosti pohybu. 

N a těleso, k te ré vykonává oscilační pohyb po svislé př ímce, působí síly o velikostech 

Fi = ky, 

F2 = cv = cý. 

F 3 = ma = my, 

kde k je tuhost pružiny, c koeficient t lumení , m hmotnost tělesa a y jeho poloha. P rvn í 

síla vyplývá z Hookova zákona, d r u h á je pak odporová síla (proto je ú m ě r n á velikosti 

rychlosti) a t ř e t í vyplývá z Druhého Newtonova pohybového zákona. Síla F3 m á však 

opačný směr než p rvn í dvě, z ískáváme proto pohybovou rovnici 

my + cý + ky = 0 (3.1) 

popisující polohu l ineárně t lumeného oscilátoru, uvedeno t aké v [5]. 

Začněme t ím, že se pokus íme diferenciální rovnici (3.1) vyřešit analyticky. Napišme 

si tedy její charakteristickou rovnici 

m\2 + c\ + k = 0, 

kte rá m á kořeny A i ; 2 = ~ c ± V 2 m ~ 4 ~ " Nyní je však t ř e b a provést diskuzi řešení pro 

různé hodnoty parametru c. Tato řešení jsou vykreslena v Obrázku 3.1, pro porovnán í 

je v tomto obrázku vynesen i p r ůběh ne t lumených oscilací. 
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c > 2 Vmk : 

A i 7^ A 2 ; A i ) 2 G K. 

?/(t) = C 1 e A l ť + C 2 e A 2 Í ; 

C i , C 2 G R 

J e d n á se o silně t l umené 

kmity. 

c = 2v ra/c : 

A = Ai = A 2 ; A i ) 2 G M 

y(í) = d e A ť + C 2 ŕ e A í ; 

C i , C 2 G R 

J e d n á se o kri t icky 

t l umené kmity. 

c < 2v mk : 

A i ^ A 2 = Ä T ; A i , 2 G C 

y(t) = d e a t cos/5ŕ+ 

+ C 2 e Q ŕ sin/3í; 

C i , C 2 e R ; A i = a + i/3 

J e d n á se o slabě t l umené 

kmity. 



3.1 Řešené úlohy 

V t é t o část i se budeme věnovat řešení inverzního problému určení vs tupních para­

m e t r ů c, k, m v rovnici (3.1). Budeme tak dělat pro dva různé slabě t l umené systémy, 

které byly pozorovány. A b y byly problémy řešitelné, je t ř eba jeden z těchto p a r a m e t r ů 

znát , v obou problémech to bude hmotnost m. Úlohy jsou inspirovány problémy z [1, 

kap. 4.4]. 

Ú l o h a 1 

Mějme těleso o hmotnosti 1 kg zavěšené na pružině, kterou v kl idu prodlouží o 0,21 m. 

Těleso uvedeme n a t á h n u t í m pružiny do kmi tavého pohybu. Po 25 cyklech jsme zjistili , 

že amplituda klesla o 90%. Určete parametry c, k, m sys tému. 

Ř e š e n í : Tuhost pružiny urč íme díky tomu, že při p o u h é m zavěšení musí nastat rov­

nováha t íhy závaží a síly pružiny (podle Hookova zákona p ř ímo úměrné prodloužení) , 

tedy 

kAy = mg. 

mg 
k = -—. 

Odtud již snadno pro p o d m í n k y v C R (g = 9,81 m • s ) m á m e 

mg 

.81 
kg -s 

1-9 ,81, _ 2 

0,21 

a tedy 

k = kg • s . 
7 

U v ě d o m m e si nyní , že v las tně známe počá tečn í p o d m í n k u y(0) = 0. Z té pak 

d o s t á v á m e 1 0 = C\OL + C2P, tedy C2 = — § C\. Řešení tedy bude ve tvaru 

y(t) = C i e

a ť ( cos/% - ^ sm(3t] . 

Řekněme, že na p o č á t k u pohybu byl oscilátor ve vzdálenost i x od rovnovážné polohy 

(tedy x je max imá ln í amplituda), tedy y(0) = x, pak 

.„•o / " x = C i e a ' u (^cos(/3 • 0) - - BÍn(/3 • 0) 

x = C i . 

V úvodu kapitoly předpokládáme, že jde o slabě t lumené kmity. 
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Podívejme se nyní na výraz 

cos(/3č) — — sin(/3č) 

a v y t k n u t í m ho upravme do tvaru 

/ 

1 + 

\ 

\ 

sin(/%) + 

1 + 1 ? 1 + l f 

cos(/3t) (3.2) 

P la t í , že 

\ + 1, tud íž bod 
, i + i f ) j \ v 1 + ^ -

na jednotkové kružnici . Z toho důvodu 30 G M tak, že 

cos ( 
a 
•'i 

1 + 

leží 

sin i 

a tedy protože % ^ 0, p la t í 

t g . 
s i n0 (5 

4> a' cos 

arotg | 

Výraz (3.2) lze pak psá t ve tvaru 

kde jsme využili goniometr ického vzorce: 

Vx; y G M. : sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y. 

Tedy p la t í 

cos(/3í) - ^ Bin(/3ŕ) = y 1 + f ^ sin + arctg r - ^ 
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pro p růběh t é t o funkce, viz Obrázek 3.2. M y z toho důvodu víme, že amplituda je 

ovl ivněna pouze čás t í 1 Cjeat y 1 + (j^j = C\e aťy 1 + ( y c 2 + 4 f c ) • Proto jestl iže po 25 

cyklech klesla na 10%, tak 

e-* T = 0 , l , 

ln 100 
r = 

Obrázek 3.2: Per iodická funkce y 1 + (j^j sin (Jít + arctg (—£)) pro 2 

a = —0,1 a /3 

Další informace je, že proběhlo 25 cyklů za nějaký čas r , úhlová rychlost u je tedy 

rovna ^ZL rad • s - 1 a p la t í proto rovnost 

507T _ yjAk - c2  

T ~ 2 ' 
x Z a předpokladu m = 1 kg. 
2 Taky možno psát pomocí původních parametrů k = kg • s~2, c = 0,2 kg • s _ 1 , TO = 1 kg 
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Po dosazení výše odvozené rovnosti pro r a hodnoty k do tohoto vztahu z ískáváme 

ln 100 
M 

V z t a h uprav íme do tvaru 

l n 2 1 0 • 1308 , 
k g - s 7 • [(50TT)2 + l n 2 10] 

a spoč teme 

c pa 0,2 kg • s - 1 . 

Pro spočtené hodnoty p a r a m e t r ů vykresl íme p r ů b ě h oscilace a graficky v 

Obrázku 3.3 znázorníme správnost řešení. 

Obrázek 3.3: Vykreslení funkce y pro c = 0,2, m = l a f c = y 

Ú l o h a 2 

Mějme závaží o hmotnosti l k g , k teré oscilátor v k l idu prodlouží o 0,2 m. Pozoru­

jeme, že b ě h e m 3 s oscilátor pě tk rá t projde rovnovážnou polohou. Určete parametry 

c, k, m sys tému. 
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Ř e š e n í : Parametr k spoč teme naprosto analogicky a dos t áváme výslednou hodnotu 

k= 4 9 , 0 5 k g - s - 2 . 

Opě t obdobně jako u p rvn í úlohy si uvědomme, že /3 = v ' 4 ™^ °2. Dále si uvědomme, 

že (3 lze spočíst jako počet r ad iánu za daný čas, tedy v našem př ípadě 

6"7T 

Dos t áváme tud íž rovnici 

y/ imk — c2 ^ 
2m 

kde známe H r n a neznámou, kterou chceme spočí ta t je c. Úpravami lze dojít ke tvaru 

\2mJ m 

2m V m 

c = 2m\l 4-7T2. 
m 

Číselná hodnota c je pak 

c pa 6,19 kg • s - 1 . 

Počet p růchodů rovnovážnou polohou za d a n ý čas však nemůže bý t zvolen libovolně. 

Dříve, než byl řešen výše uvedený problém, byl proveden pokus o vyřešení stejně za­

daného problému s devít i p růchody rovnovážnou polohou z knihy [1]. Každý si však 

může s te jným postupem ověřit , že řešení c neexistuje. P o j ď m e tedy nalézt podmínku , 

kterou musí počet p růchodů splňovat, označme si j i p í smenem z. 

Víme, že 

y/Amk — c2 

2m 

a t aké , že 
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kde t je čas, za nějž p roběhne z půlcyklů (tedy n r ad iánu , jelikož z je počet p růchodů 

rovnovážnou polohou). Pak tedy 

y/Amk — c 2 

2m t 

k Í c \ 2 /z \ 2 

m v 2m J \t J 

/ c \
2

 k í z \ 2 

\2mJ m \t 

Odtud tedy dos t áváme p o d m í n k u 

k (z \ 2 

- - -7T >0, 
m Ví / 

ví / m 

Pro tože fc, m > 0, tak 

z k 
t V m 

t [k 
z< - J - . 

7T V m 

Konkré tně tedy pro předchozí p rob lém dos t áváme p o d m í n k u 

z < 6,69. 

Šest p růchodů rovnovážnou polohou je tedy maximum, k te rého lze dosáhnou t s ta­

kovýmto slabě t l u m e n ý m sys témem. Zaj ímavé je si t aké vš imnout , že tato hranice není 

závislá na prost ředí , v němž oscilace probíhaj í , jelikož se ve vztahu nevyskytuje c. 

3.2 Inverzní problém vycházející z měření 

V t é t o část i se budeme snažit o určení p a r a m e t r ů c, k, m z naměřených dat. Nejprve 

upravujme obecnou rovnici osci látoru (3.1). Tu je možné vyděli t nenulovým m a dostat 

tvar 

ý h—y h—y = o, 
m m 

který po substituci q = — a r = — přechází v 

ý + qý + ry = 0. (3.3) 
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Snaha tedy bude o určení c, k, m, respektive 1 g a r. Budeme mí t data polohy v závislosti 

na čase. Abychom toho byl i schopni dosáhnout , nejprve musíme dostat předchozí rov­

nici na tvar, do nějž budeme moci dosadit naměřené hodnoty. O to se pokus íme dále. 

Začněme p rvn í derivací y v bodě t, tu je možné dobře aproximovat jako 

ý W = rt' + ft>-rt'-ft>,fc>o 

a druhou jako 

v { t + h ) - 2 y ( t ) + v { t - h ) j i > 0  

h 

Dosazením do (3.3) přechází rovnice do tvaru 

y(t + h)-2y(t)+y(t-h) y(t + h) - y(t - h) 
V + q 2h + r y ( t ) = °' 

po úpravě 

h W t + h)-y{t-h))q + l ř y [ t ) r = _ y ( t + h ) + m _ y ( t _ h ) 

Obvykle měřen í závislosti polohy na čase p rob íhá v kons tan tn ích časových inter­

valech. Označme si [a; b] časový interval celého měření . Vezměme TV e N a spoč těme 

číslo h = Pokud bychom si čas p o č á t k u měřen í označili jako t0, pak os ta tn í časy 

měření definujeme jako tj — t0 + hj; j = 1, 2,..., TV . Pro t — í̂ ; k — 1, 2,..., N — 1 

dos t áváme TV — 1 rovnic 

h 
-(y(ífc+i) - y(tk-i))q + h2y(tk)r = -y{tk+1) + 2y(tk) - y(ŕfc_i); k = 1, 2,..., N - 1. 

Ješ tě je dobré si uvědomi t , že abychom mohli j ednoznačně urči t n e z n á m é 2 q a 

r po t řebu jeme alespoň dvě rovnice, tedy min imálně čtyři naměřené hodnoty y(t). 

S každou následující naměřenou hodnotou pak zvýšíme přesnost určení výsledných 

p a r a m e t r ů . Uvědomme si, že z výše uvedeného víme, že naměřených hodnot ti je právě 

N + l. Zjisti l i jsme, že předchozí předpis pro TV > 3 n á m dává soustavu rovnic (obecně 

o J V - 1 rovnicích) a ta se dá zapsat ve tvaru 

Ax = b, 

x Dále v tomto textu nebudeme uvádět při vypsání konkrétních hodnot q a, r jejich jednotky. Pro 
úplnost, základní jednotkou q je s - 1 a r je s~2. 

2 J e d n á se o parametry systému, které jsou poměry původních parametrů c, k, m, jež se snažíme 
určit. 
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kde 

/ I (vte) - y{to)) y{ti)\ 

A f (y ( í i + i ) - y(íi-i)) ^ a; = 

M (y(íjv+i) - y(íiv-i)) ^ 2 y ( í i v ) / 

/ - y ( ŕ 2 ) + 2y(ŕx) - y(to) \ 

b y(ti+1) + 2y(U) - y(U-i) i e N. 

\-y(tN+1) + 2y(tN) - y( í jv- i ) / 

U v ě d o m m e si, že parametry g a r by bylo možné získat z předchozího předpisu 

pomocí aproximace l ineární funkce metodou nejmenších čtverců. T í m t o způsobem tedy 

zjistíme podí ly — a —, což znamená , že znalost hodnoty alespoň jednoho z p a r a m e t r ů 

c, k, m n á m umožňuje spočí ta t zbylé dva. T í m t o tedy vyřešíme inverzní p rob lém určení 

původních p a r a m e t r ů pouze z pozorování pohybu (naměřených dat). 

Výše naznačený postup lze aplikovat pomocí vhodného programu. Popišme si, jak 

by měl fungovat takový, k te rý spočte q a r . Hodnoty nezávisle p roměnné budou z in­

tervalu od T I po T 2 . Budeme mí t N + 1 dat (včetně hodnoty pro T I a T2) , kde 

N je počet intervalů, na něž vygenerované hodnoty dělí interval [TI; T2]. Následně 

ke každé t é t o h o d n o t ě bude p ř idána j i s t á nepřesnost , aby bylo co nejlépe simulováno 

reálné měření . Hodnota nepřesnost i bude n á h o d n ě z intervalu (—e; e), kde e zadáme. 

Napíšeme funkci v Pythonu, k t e rá uvedený postup aplikuje pro urč i tá data a konkré tn í 

hodnoty T I , T 2 , N, e. Funkci nazveme coeff(y, T I , T2 , N, e). 

Kdybychom chtěli problematiku posunout ješ tě o kousek dál, m á m e možnos t pomocí 

řešení tohoto inverzního problému vyřešit i direktní , tedy determinovat pozici osci látoru 

v l ibovolném čase. 

N a základě p a r a m e t r ů c, k, m urč íme z předpok ladů , zda se j edná o s i lně / k r i t i cky / 

slabě t l umené kmity. Následně opět metodou nejmenších čtverců, aplikovanou na jednu 

ze t ř í př ís lušných funkcí, urč íme C\ a 

Celý výše uvedený postup je sepsán v programu F i t (kód v příloze). Zadán í následujících 

úloh opět vychází z [1, kap. 4.4] 
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3.2.1 Sada dat g e n e r o v a n á funkcí 

V a r i a n t a 1 

Nejprve si postup aplikujeme na data, k t e rá budou generována funkcí 

V = (1 - 0,9í)e-°< l ť . 

Berme e = 0. Parametry zvolíme coeff((l — 0 ,9 í )e~° ' l ť , 0, 7, 10, 0). Funkce tedy pracuje 

s daty: 

t y 
0,0 0,000 
0,7 0,345 
1.4 -0,226 
2.1 -0,721 
2.8 -1,149 
3.5 -1,515 
4.2 -1,827 
4.9 -2,089 
5.6 -2,308 
6.3 -2,487 
7,0 -2,632 

Výše v y p s a n á data dosazená do coeff pak dávají zaokrouhleně řešení tohoto problému 

q = Q,2; r = 0,01. 

Nyní se pokusme urči t , o j aký druh osci látoru se j e d n á a díky tomu stanovit C\\ C2 

a t í m tedy i komple tně determinovat rovnici tohoto oscilátoru. N a základě výsledků 

inverzního problému pla t í 

q KS A /Ť, 

J e d n á se tudíž o kri t icky t l u m e n ý oscilátor, proto jeho p r ůběh bude možno popsat 

pomocí funkce 

y(t) = C1ext + C2text; d , C
2
 e M, 

kte rá byla nalezena v úvodu kapitoly 3. A tedy q přesně odpovídá vs tupn í funkci 

y = (1 - 0 ,9ť )e -° ' l ť , p ro tože A = - f . 

Dokonce pak kód pro řešení d i rektn ího problému determinace C\ a C2 dává hodnoty 

pos tupně přibližně 1 a —0,9. 
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V a r i a n t a 2 

Podobně např ík lad pro funkci 

y = e - ° < 0 3 2 ť sin2,18ť 

funkce coeff pro stejnou volbu p roměnných dává zaokrouhleně 

q = 0,064; r = 3,90. 

V tomto př ípadě 

q < 2y/ř, 

c < 2v mk 

J e d n á se tedy o slabě t l u m e n ý oscilátor, př ís lušná funkce popisující polohu opět v úvodu 

kapitoly 3. Zjištěné hodnoty g a r pak odpovídaj í v s t u p n í m h o d n o t á m p a r a m e t r ů 

To však j is tě není uspokojivě přesný výsledek pro (3. Navýšením poč tu dělících intervalů 

(tedy zvětšením parametru N) na 100 se pokus íme zvýšit přesnost . Pro 

c o e f f ( e - ° ' 0 3 2 ť s i n 2 , 1 8 í , 0, 7, 100, 0) 

dos t áváme hodnoty p a r a m e t r ů 

q = 0,064; r = 4,74. 

Opět se j e d n á o slabě t l u m e n ý oscilátor. Hodnoty g a r pak odpovída j í v s tupn ím 

h o d n o t á m p a r a m e t r ů v původn í funkci, viz níže 

Z obecného tvaru funkce slabě t lumeného osci látoru asi tuš íme, že řešení d i rektního 

problému pro ověření, jak p růběh odpov ídá d a t ů m , bude C\ ~ 0 a C 2 ~ 1. Skutečně 

tyto výsledky pomocí kódu v příloze dos t áváme . 

O b d o b n ě jako v předchozích dvou var ian tách by bylo možné si data nechat vyge­

nerovat funkcí tak, aby se jednalo o silně t l u m e n ý oscilátor. 

a = - ? = -0,032 
2 

/3 = ^ Ž Z ^ ! 1,97. 

a = - - = -0 ,032 
2 
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3.2.2 Sada dat s u m ě l e p ř i d a n o u n e p ř e s n o s t í 

Př ide jme teď nepřesnost do generovaných dat. K e každé zadané hodno tě íji p ř ič teme 

n á h o d n ě vygenerované číslo z intervalu (—e; e), kde e > 0 budeme různě volit. T í m t o 

způsobem budeme simulovat chyby měření . 

Mějme nepřesnost e = 0,001, tedy vytvoř íme pro každé z dat odchylku v ř á d u 

nanejvýš desetiny procenta. Spus t íme 

coeff((1 - 0 ,9ť )e - ° ' l ť , 0, 7, 10, 0,001) 

a opět dos t áváme zaokrouhleně 

q = 0,2; r = 0,01. 

Pokud zvolíme e = 0,01, pak budou odchylky u dat i v ř á d u procent a již se d á 

očekávat i odchylka ve výsledných parametrech. Volání funkce 

coeff((1 - 0 ,9ť )e - ° ' l ť , 0, 7, 10, 0,01) 

vrací q přibližně v intervalu [0,19; 0,21], r stále osciluje kolem hodnoty 0,01 dosti těsně. 

Přesnos t lze zvýšit změnou parametru na vyšší hodnotu, např . 30. Avšak drast ičtější 

navýšení , např . až na 100 již vede k velmi nepřesným výsledkům. Př i rozeně rozšířením 

intervalu [TI; T2] i p o č t u dělících b o d ů (tedy zvětšením parametru N) dostaneme 

přesnější hodnoty q i r . 

1 1 
t 

y + E 

t 

t 

• 
t 

t • • 
8 

» 

0 1 2 3 4 5 6 
Čas 

Obrázek 3.4: Data generovaná funkcí (1 — 0,9ť)e ° ' l ť s p ř idanou nepřesnos t í e = 0,1 
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Pro hodnoty e = 0,1 ( i lus t ra t ivně vyneseny v Obrázku 3.4) je již mnohem náročnější 

odladit vhodnou kombinaci p a r a m e t r ů , často se děje, že chyby měřen í znehodnocuj í 

výsledky. Docela rozumné výsledky lze dostat při zachování p o m ě r u TV : (T2 — T I ) na 

hodno tě 1:1 při zvětšování N. 

3.2.3 N e z n á m á sada dat 

Pře jděme nyní k reálnějšímu př ípadu , tzn. data již nebudou generována žádnou 

funkcí, ale budou zadána , coby konkré tn í hodnoty jako: 

t y 
0.70 0.348 
0.91 0.366 
1.12 0.365 
1.33 0.351 
1.54 0.330 
1.75 0.304 
1.96 0.276 

Pro data z a d a n á jakožto výčet (vektor) jsme upravili funkci coeff na funkci coeffl. 

Pro výše uvedená data plat í , že počet dělících intervalů je přirozeně pro konkré tn í 

počet dat stanoven pevně . Funkce coeffl jej poč í tá automaticky (výše uvedená data 

maj í N — 6). 

Tato data jsou stále ješ tě bez jakékoli uměle p ř idané nepřesnost i e. Po jejich dosazení 

do funkce coeffl s parametry T I = 0,7, T 2 = 1,96 a e = 0 dos t áváme 

q = 1,934; r = 0,967. 

J e d n á se tedy o slabě t l u m e n ý oscilátor, k t e rý byl p roměřen v datech výše. Avšak rozdíl 

hodnot q = 1,934 a 2^fř = 1,967 není vůči jejich h o d n o t á m nikterak velký (jen do 2%), 

dalo by se tedy t ak řka mluvit i o kri t icky t l u m e n é m oscilátoru. 
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Opět pro kontrolu zkusíme vyřešit i d i rek tn í problém. 

(a) Slabě tlumený oscilátor (b) Kriticky tlumený oscilátor 

Obrázek 3.5: Stejná data proložená dvěma různými funkcemi. 

Ze samotných p r ů b ě h ů v Obrázku 3.5 moc rozdílů nepoznáme , proto spoč teme 

koeficient determinace R2 (respektive pro větší TV adjus tovaný koeficient determinace), 

k terý z jednodušeně řečeno vyjadřuje mí ru odchylky fitem predikovaných hodnot od 

naměřených dat. Pro slabě t l umené kmity R2 = 0,9999, pro kri t icky t l umené kmity 

pak R2 = 0,9989. Tedy se opravdu j e d n á o slabě t l umené kmity. 

Př i rozeně však reálně n a m ě ř e n á data budou ovlivněna jistou nepřesnost í . Testujme 

tedy, pro j a k á e dostaneme jaké hodnoty q a, r (vždy spus t íme pro konkré tn í s program 

Fit 5-krát a nás ledně udě láme jejich ar i tmet ický p růměr , pro lepší p ředs t avu) . 

Pro e = 0,1: 

n q r 
1 2,181 3,040 
2 -1,578 1,622 
3 0,703 3,045 
4 -3,251 0,806 
5 0,047 2,118 

P r ů m ě r n ě 

q = -0,3796; r = 2,1262, 

což jsou naprosto nesmyslné hodnoty, už z toho důvodu, že c, m > 0 a tedy q > 0. 

Můžeme proto tvrdit , že nepřesnost 0,1 je příliš velká (jedná se o nepřesnost okolo 

25%). 
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Pro e = 0,01: 

n Q r 
1 0,740 0,793 
2 1,258 0,867 
3 1,378 0,946 
4 -0,097 0,540 
5 2,942 1,007 

Tedy p r ů m ě r n ě 

q = 1,2442; r = 0,8306. 

Vidíme však, že tato nepřesnost stále dosti ovlivňuje výsledné hodnoty p a r a m e t r ů . 

Např ík lad v předpos ledn ím ř ádku je zápo rná hodnota g a v pos ledním pak je q > 2y/r, 

což je problém, protože m á m e slabě t l umené kmity. Pro p ředs t avu uvád íme i lus t ra t ivní 

řešení d i rektního problému v Obrázku 3.6, k teré navazuje na řešení našeho problému 

inverzního (tedy určení q a r) a vychází vcelku rozumně. 
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Obrázek 3.6: I lus t ra t ivní slabě t l umené kmity s e = 0,01 a R2 = 0,949 
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Pro e = 0,001: 

n Q r 
1 1,960 0,970 
2 1,891 0,969 
3 1,842 0,935 
4 1,927 0,972 
5 1,899 0,975 

P r ů m ě r n é hodnoty 

q = 1,9038; r = 0,9642 

jsou tedy již velmi blízké h o d n o t á m bez nepřesnost i . 
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Závěr 

Diplomová práce je věnována řešení různých inverzních p rob lémů pro dva konkré tn í 

modely: s t řelu a t l u m e n ý harmonický osci lá tor 1 . Řešení jednot l ivých p rob lémů je pro­

vedeno vždy co nej univerzálnej i tak, aby bylo možné jej aplikovat na různé variace 

reálných si tuací . 

Model s třely je zpracován velmi p o d r o b n ě co do d i rektn ího problému. Díky tomuto 

obší rnému rozboru je již vcelku snadné vyřešit kauzální inverzní p rob lém spočtení úhlu . 

Problematika je p o s u n u t á o kousek dál ke spočtení t akzvaného max imáln ího ú h l u 2 , tedy 

úhlu, kdy je dosaženo max imáln í vzdálenost i doletu. N a konkré tn ím př ík ladu vidíme, 

že jeho hodnota je menší než 45°, avšak důkaz tohoto tvrzení proveden nebyl. By lo by 

možné j ím pokračovat . 

Navazující studium tohoto modelu by přestavovalo další přiblížení, tedy pohyb 

v pros t řed í p ř ímo ú m ě r n é m u k v a d r á t u rychlosti. Tato závislost se ovšem projevuje až 

při větších rychlostech a zároveň se u ní začíná projevovat proudění , víry atd. Existují 

urči té pomocné výpoč ty využívané p rávě k určení , zdaje ak tuá ln í přiblížení dos ta tečně 

vhodné , či je p o t ř e b a použí t bližší. 

Model ( t lumeného) harmonického osci látoru byl p rozkoumán spíše co do rozma­

nitosti konkrétních úloh, alespoň v p rvn í části . D r u h á část se pak snažila simulovat 

reálné měřen í a z něj determinovat parametry systému, čímž byl opět vyřešen kauzální 

inverzní problém. 

Rozvíjení problematiky tohoto modelu by mohlo jí t s te jným směrem jako u střely, 

tedy přes přiblížení odporové síly. U osci látoru se však objevují j iné zaj ímavé modely, 

či modifikace. By lo by vskutku lákavé prozkoumat spojené oscilátory nebo pravidelně 

buzený oscilátor, p ř ípadně by bylo možné , a t aké velmi odvážné , se věnovat modelu 

kvantového l ineárního harmonického oscilátoru. 

x O b a v prostředí s odporovou silou úměrnou rychlosti. 
2 B y l a dokázána i existence a jednoznačnost tohoto úhlu. 

5 5 



Tato práce představovala výzvu sama o sobě, stejně tak jako následné zpracování a 

aplikace zjištěných p o z n a t k ů do p r o g r a m ů v jazyku Py thon 1 . Všechny tyto programy 

jsou v příloze. Díky tomu by neměl bý t p rob lém je po lehké modifikaci v p ř ípadě po t řeby 

využí t v reálných výpočtech. P ráce je proto určena všem, k teř í maj í rád i matematiku 

aplikovanou do fyziky, zaj ímavé problémy a nebo pros tě jen neobvyklá t é m a t a . 

V Pythonu byly vytvořeny i všechny grafy v práci. 
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Přílohy 

V příloze nalezneme pět p rogramů, k teré jsou aplikací p o z n a t k ů sepsaných v té to 

práci . Zde si proto uveďme jejich abecedně seřazený přehled. 

• Dolet 

Řeší d i rektn í p roblém střely, tedy spočte , jak daleko dolétne střela. Spočte hod­

noty doletu pro úhly z intervalu [O; f ] a vykreslí je pro různé hodnoty p a r a m e t r ů 

systému. 

• Fit 

Obsahuje dvě části , p rvn í řeší inverzní p rob lém určení p a r a m e t r ů oscilátoru. Po 

vyřešení p rvn í části se program zep tá na to, o j aký typ osci látoru se j e d n á 1 . Po 

zvolení typu pak vrací řešení d i rektního problému, k teré vykreslí jako graf polohy 

oscilátoru v čase. 

• Iterace 

Spočte za pomoci posloupnosti i terací pevného bodu pevný bod funkce / . Gra­

ficky znázorní p růběh výpoč tu . 

• Max_uhel 

Pomocí teoreticky odvozeného postupu spočte úhel, pro nějž dosáhneme ma­

ximálního doletu. N u t n á je však znalost vs tupních p a r a m e t r ů systému, k teré 

jsou voleny hned v počá tku programu. 

• Uhel 

Řeší inverzní p rob lém střely, spočte úhel pro konkré tn í hodnotu doletu ve z n á m é m 

prostředí . Nejprve vykreslí pomocnou funkci a zep tá se na odhad y(t ^ 0) = 0 

z grafu. Následně v rá t í onen úhel. 

Poznáme to, když porovnáme hodnoty q a 1\fř. 

5 8 


