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Anotace

Práce se věnuje logickým model̊um dat, jež podporuj́ı podobnostńı dotazy. Práce
nab́ıźı přehled hlavńıch př́ıstup̊u, podrobněji pak popisuje zobecněńı relačńıho mod-
elu založené na fuzzy logice v úzkém slova smyslu. Jelikož ve fuzzy logice obecně
neńı možné vzájemně definovat kvantifikátory, muśı být v zobecněné relačńı al-
gebře zahrnuta i operace relačńıho děleńı. Práce poskytuje přehled r̊uzných definic
relačńıho děleńı včetně jejich zobecněńı a ukazuje, že v praktickém jazyce je možné
při zachováńı relačńı úplnosti namı́sto děleńı uvažovat

”
image relations“, jejichž

použit́ı je pro uživatele přirozeněǰśı. Dále se práce věnuje operaćım GROUP a UN-
GROUP, jejichž zobecněné varianty umožňuj́ı implementaci zobecněného modelu
pomoćı klasického relačńıho databázového systému.
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3.2.2. Obecný kartézský součin, n-tice, relace . . . . . . . . . . . 19
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1. Úvod

Ćılem práce je prozkoumat možnosti rozš́ı̌reńı logického relačńıho modelu dat
podporuj́ıćıho podobnostńı dotazy. Práce se věnuje operaćım relačńıho děleńı,
které musej́ı být v některé své podobě v modelu zahrnuty jako základńı oper-
ace. Na rozd́ıl od klasického modelu nejsou tyto operace odvoditelné a jejich
př́ıtomnost je nutná pro vyjádřeńı dotaz̊u se všeobecným kvantifikátorem a pro
prokázáńı úplnosti relačńı algebry vzhledem k relačńımu kalkulu. Dále je po-
zornost věnována operaćım GROUP a UNGROUP, které lze mimo jiné využ́ıt pro
přehledněǰśı reprezentaci výsledku dotazu. Jejich zobecněná varianta však hraje
daľśı d̊uležitou roli, kde tyto operace v jistém smyslu vytvář́ı most mezi kla-
sickým a zobecněným modelem. Přesněji řečeno, umožňuj́ı chápat zobecněné
relace s ranky jako klasické relace, které jsou rozš́ı̌reny o atribut rank.

Proč se v̊ubec zabývat podporou podobnostńıch dotaz̊u a jaký př́ıstup zvolit?
Ned́ılnou součást́ı databázového systému by měla být schopnost zodpov́ıdat
dotazy nad daty, které jsou v tomto systému uloženy. V opačném př́ıpadě ne-
jsou uložená data k užitku. Z historického pohledu, před př́ıchodem relačńıho
databázového modelu, bylo dotazováńı velmi komplikované a vyžadovalo složité
programy i pro jednoduché dotazy. Př́ıkladem může být śıt’ový (CODASYL) model,
kdy bylo pro źıskáńı dat nutné procházet graf, ve kterém byly vazby mezi daty
zachyceny pomoćı ukazatel̊u. [24]

O zásadńı změnu se zasloužil Edgar F. Codd svým relačńım databázovým
modelem, který představil poprvé v zásadńım článku A relational model of data
for large shared data banks [11]. Tento článek zač́ıná slovy, že budoućı uživatelé
databázových systémů by měli být uchráněni před nutnost́ı znát konkrétńı (fyz-
ický) zp̊usob uložeńı dat v těchto systémech. Z pohledu relačńıho modelu jsou
data i jejich vzájemné vztahy reprezentovány pomoćı relaćı. Výsledky dotaz̊u jsou
opět relacemi. Pro manipulaci s relacemi zavedl Codd v tomto článku několik op-
eraćı, které později nazval jako relačńı algebra. V následuj́ıćıch článćıch [12] [13]
Codd definoval relačńı kalkul a dokázal, že relačńı algebra a relačńı kalkul jsou
z hlediska dotazováńı rovnocenné. Z relačńı algebry a relačńıho kalkulu se později
vyvinuly dotazovaćı jazyky jako SQL nebo QUEL.

Soudobé databázové systémy (do určité mı́ry) vycházej́ı z relačńıho
databázového modelu, disponuj́ı vysokoúrovňovým dotazovaćım jazykem,
odstiňuj́ı uživatele od fyzické implementace a podporuj́ı efektivńı vyhodnocováńı
dotaz̊u nad daty. Většina systémů však dotazy vyhodnocuje z pohledu klasické
dvouhodnotové logiky. Daný záznam bud’ dotazu plně vyhovuje a je zahrnut
do výsledku, anebo dotazu nevyhovuje. Tento fakt však může pro uživatele
představovat několik problémů.

Pokud uživatel data uložená v databázi alespoň rámcově nezná, může se stát,
že jeho dotaz bude př́ılǐs restriktivńı. Dotazu nebude vyhovovat žádný záznam
a databázový systém vrát́ı prázdný výsledek. Nemuśı být zřejmé, kterou část
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dotazu je nutné upravit, př́ıpadně jakým zp̊usobem. Nav́ıc se může stát, že po
úpravě bude dotazu vyhovovat př́ılǐs mnoho záznamů a uživatel bude muset sv̊uj
dotaz dále upravovat.

Uživatel muśı sv̊uj dotaz vyjádřit přesně, s č́ımž se poj́ı daľśı možné problémy.
Může se stát, že objekt, který by uživateli vyhovoval nejv́ıce, lež́ı těsně za hran-
icemi dotazu. Jako př́ıklad lze uvést databázi autobazaru nebo realitńı kanceláře.
Uživatel svou představu (např. automobil v cenové relaci kolem 100 000 Kč) muśı
převést do přesného dotazu (cenové rozmeźı od 80 000 Kč do 120 000 Kč). Au-
tomobil, který by se uživateli ĺıbil nejv́ıce, však stoj́ı 125 000 Kč a ve výsledku
dotazu proto neńı zahrnut. Rozd́ıl 5 000 Kč z hlediska lidského vńımáńı hraje
pramalou roli, z pohledu databázového systému jde o rozd́ıl významný. Tento
efekt je dále umocněn, pokud dotaz zahrnuje větš́ı množstv́ı takových podmı́nek.

Vyjádřeńı představ uživatele pomoćı přesného dotazu nemuśı být vždy in-
tuitivńı. U numerických hodnot (cena, počet pokoj̊u, . . . ) je uvažováńı v po-
jmech od-do ještě relativně přirozené. Nicméně v př́ıpadě kvalitativńıch hod-
not (žánr, typ oboru, . . . ) již podobný př́ıstup neńı možný. Jeden z možných
postup̊u je následuj́ıćı. Nejprve je nutné zjistit všechny podobné hodnoty a poté
pomoćı d́ılč́ıch dotaz̊u sestavit výsledek p̊uvodně zamýšleného dotazu. Některé
podobné hodnoty mohou být již svým významem p̊uvodńı hodnotě vzdálené a
d́ılč́ı výsledky odpov́ıdaj́ıćı těmto hodnotám tak pro uživatele méně relevantńı.
V celkovém výsledku však tyto méně relevantńı odpovědi nemuśı být od rele-
vantńıch odlǐseny, a t́ım dále zt́ıž́ı uživateli práci s databáźı.

Databázové systémy by měly umožnit zadáváńı podobnostńıch dotaz̊u a
výsledky by měly být uživateli předkládány seřazené podle relevance. Nav́ıc by
se databázové systémy měly zaměřit na efektivńı vyhodnocováńı těchto dotaz̊u.
Protože uživatele většinou méně relevantńı výsledky nezaj́ımaj́ı, databázové
systémy by měly být schopny poč́ıtat výsledky postupně poč́ınaje od nejv́ıce
relevantńıch.

Př́ıstup̊u k řešeńı tohoto problému existuje celá řada. Př́ıstupy vycházej́ı
z relačńıho modelu a r̊uzným zp̊usobem jej rozšǐruj́ı. Většina př́ıstup̊u se však
nezabývá vztahem rozš́ı̌reńı k logickým základ̊um relačńıho modelu. Právě úzký
vztah relačńıho modelu k predikátové logice se považuje za hlavńı d̊uvod úspěchu
relačńıho modelu [21]. Dı́ky tomuto vztahu bylo možné model dobře prozkoumat
a efektivně implementovat. Na této myšlence bylo navrženo zobecněńı Coddova
relačńıho modelu pomoćı fuzzy logiky v úzkém slova smyslu. Namı́sto r̊uzných
rozš́ı̌reńı se uvažuje zobecněńı relačńıho modelu [3] pomoćı obecněǰśı struktury
pravdivostńıch hodnot. Koncept podobnosti se stává přirozenou součást́ı mod-
elu. Nav́ıc d́ıky zachováńı úzkého vztahu k logice lze dobře zkoumat daľśı pojmy,
které s modelem souvisej́ı – závislosti v datech, integritńı omezeńı, apod.
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2. Přehled př́ıstup̊u

Většina př́ıstup̊u se snaž́ı poskytnout uživateli větš́ı volnost při zadáváńı
dotazu. Umožňuj́ı pokládáńı podobnostńıch,

”
tolerantńıch“, či preferenčńıch

dotaz̊u. Některé př́ıstupy nav́ıc řad́ı výsledky podle relevance. Podle hlavńıch
rys̊u lze př́ıstupy rozdělit do několika kategoríı.

Př́ıstupy využ́ıvaj́ıćı ranky, bez využit́ı fuzzy logiky

Při vyhodnocováńı dotazu je záznamům přǐrazena numerická hodnota – rank
(skóre). Význam ranku je intuitivńı – č́ım vyšš́ı rank daný záznam má, t́ım lépe
odpov́ıdá dotazu a t́ım v́ıce je pro uživatele relevantńı. Pro tyto př́ıstupy je typická
podpora Top-K dotaz̊u, kdy odpověd’ na dotaz tvoř́ı jen několik prvńıch nejv́ıce
relevantńıch záznamů. Mezi zástupce lze zařadit např. RankSQL [27].

Př́ıstupy založené na fuzzy logice v širokém slova smyslu

Výsledkem dotazu je fuzzy relace. Stupeň př́ıslušnosti záznamu do výsledné
relace je vypoč́ıtán na základě stupň̊u př́ıslušnosti daného záznamu do fuzzy relaćı
v dotazu a splněńı podmı́nek, které se označuj́ı jako fuzzy predikáty [36]. Lze se
setkat s jinými interpretacemi, které namı́sto stupně př́ıslušnosti uvažuj́ı úroveň
závislosti nebo stupeň d̊uležitosti [33]. Dotazy se často označuj́ı jako preferenčńı
nebo flexibilńı, databázové systémy podporuj́ıćı takové dotazy potom jako fuzzy
databáze. Jako zástupce lze uvést SQLf [36].

V literatuře se občas pod pojmem
”
fuzzy databáze“ rozumı́ rozš́ı̌reńı relačńıho

modelu o možnost použit́ı fuzzy množin namı́sto přesných hodnot, kdy v př́ıpadě
nejisté nebo vágńı hodnoty lze tuto hodnotu modelovat pomoćı fuzzy množiny.
Tento př́ıstup se také označuje jako posibilistický model.

Přesněji řečeno se o rozš́ı̌reńı nejedná – relačńı model (v moderńım pojet́ı
[17], [20]) nezakazuje použit́ı libovolné domény. Fuzzy množiny lze bez omezeńı
použ́ıvat i v klasickém relačńım modelu. Nav́ıc použ́ıváńı pojmu

”
fuzzy databáze“

v r̊uzných významech (podobnostńı dotazováńı oproti modelováńı neurčitosti
v datech pomoćı fuzzy množin) vede ke znepřehledněńı této oblasti a horš́ı
př́ıstupnosti pro databázovou komunitu [36].

Př́ıstup založený na fuzzy logice v úzkém slova smyslu

V klasickém relačńım modelu lze dotaz vyjádřit pomoćı formule predikátové
logiky prvńıho řádu [13]. Zjednodušeně řečeno, databáze slouž́ı jako struktura pro
jazyk formuĺı a jednotlivé záznamy z databáze slouž́ı jako ohodnoceńı volných
proměnných této formule. V př́ıpadě, že je formule pod takovým ohodnoceńım
pravdivá (jej́ı pravdivostńı hodnota je 1), můžeme ř́ıct, že daný záznam formuli
splňuje a můžeme jej zařadit do výsledku.
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Množinu výsledk̊u lze popsat pomoćı jej́ı charakteristické funkce. Pro prvky,
které do množiny patř́ı a tedy splňuj́ı dotaz (formuli), funkce nabývá hodnoty 1,
pro ostatńı prvky nabývá hodnotu 0. Pro daný záznam je tedy mezi pravdivostńı
hodnotou formule a charakteristickou funkćı vzájemně jednoznačný vztah.

Klasický relačńı model je založen na klasické dvouhodnotové logice, jej́ıž struk-
turou pravdivostńıch hodnot je dvouprvková Booleova algebra. Formule může být
bud’ zcela pravdivá, či zcela nepravdivá.

Př́ıstup založený na fuzzy logice v úzkém slova smyslu [3] nahrazuje Booleovu
algebru obecněǰśı strukturou pravdivostńıch hodnot (úplný reziduovaný svaz),
která umožňuje uvažovat i mezilehlé stupně pravdivosti. Množina výsledk̊u je
nyńı fuzzy množina, ve které stupeň př́ıslušnosti odpov́ıdá stupni, ve kterém
daný záznam vyhovuje dotazu (formuli).

V klasickém relačńım modelu je každá doména vybavena relaćı identity,
ačkoliv se tato relace běžně neuvažuje a implicitně se předpokládá. Identitu lze
chápat jako speciálńı př́ıpad relace podobnosti. Dva prvky jsou si bud’ zcela
podobné (jsou stejné), anebo si nejsou v̊ubec podobné (jsou r̊uzné). V př́ıstupu
založeném na fuzzy logice v úzkém slova smyslu lze relace podobnosti uvažovat
obecně ve stupńıch.

Na rozd́ıl od předchoźıch př́ıstup̊u tento př́ıstup neńı rozš́ı̌reńım relačńıho
modelu, ale jeho zobecněńım. T́ımto př́ıstupem se práce dále zabývá.

Ostatńı př́ıstupy

• Lingvistické preference [37]

Uživatel pomoćı kĺıčových slov ideal, good, acceptable aj. urč́ı své prefer-
ence. Při vyhodnocováńı dotazu se nejprve źıskaj́ı záznamy, které v́ıceméně
odpov́ıdaj́ı zadanému dotazu a poté jsou seřazeny podle zadaných preferenćı.

• Př́ıstupy založené na Paretově uspořádáńı [4] / skyline dotazy [36]

Daný záznam je zahrnut do výsledku, pokud neexistuje jiný záznam, který
by nad ńım dominoval. Uživatel v dotazu vyjádř́ı své preference. Řekneme,
že záznam t dominuje nad t′, pokud t splňuje všechny preference alespoň tak
dobře jako t′ a nav́ıc existuje nějaká preference, kterou t splňuje lépe než t′.

• CP-śıtě [8]

CP-śıtě jsou grafickou reprezentaćı preferenćı typu ceteris paribus. CP-śıtě jsou
postaveny na myšlence, že uživatel vyjadřuj́ıćı své preference vždy přemýšĺı
v nějakém kontextu. Jeho preference určitého atributu předpokládá, že ostatńı
atributy u uvažovaných objekt̊u z̊ustávaj́ı přibližně stejné. Např́ıklad prefer-
ence uživatele

”
Kulaté stoly jsou lepš́ı než hranaté“ znamená, že pokud by

si měl uživatel vybrat ze dvou velmi podobných stol̊u, z nichž jeden je ku-
latý a druhý hranatý, bude preferovat kulatý. Neznamená to však, že uživatel
preferuje kulatý st̊ul za každých okolnost́ı.
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Př́ıstupy se dále lǐśı podle úrovně implementace, která sahá od nativńı
podpory v databázovém systému (RankSQL) až po r̊uzné pluginy, které pouze
využ́ıvaj́ı služeb existuj́ıćıch databázových systémů (SQLf).

Poznámka Výše uvedené př́ıstupy se zabývaj́ı podporou podobnostńıch dotaz̊u
– zdrojem neurčitosti nejsou uložená data, ale vágnost lidského jazyka a zp̊usob
lidského uvažováńı. Tyto př́ıstupy pracuj́ı nad přesnými daty stejně jako kla-
sické databázové systémy. K modelováńı neurčitosti v datech slouž́ı zcela odlǐsné
př́ıstupy, jako jsou např́ıklad pravděpodobnostńı databázové systémy [15] [28].
Př́ıkladem neurčitých dat mohou být měřeńı z vědeckých experiment̊u nebo
výsledky párováńı dat z r̊uzných zdroj̊u.

2.1. Př́ıstupy využ́ıvaj́ıćı ranky – RankSQL

Principem těchto př́ıstup̊u je při dotazováńı umožnit ohodnoceńı záznamů
numerickou hodnotou – rankem. Uživatel své požadavky formalizuje pomoćı
ohodnocovaćıch funkćı. Pro každý záznam je vypočtena hodnota každé ohod-
nocovaćı funkce, následně se z těchto hodnot monotonńı agregačńı funkćı urč́ı
výsledný rank záznamu. Záznamy jsou následně podle ranku sestupně uspořádány
a v tomto pořad́ı předkládány uživateli.

Tento typ dotazu je možné provádět i v soudobých relačńıch databázových
systémech. Nejprve bychom provedli selekci záznamů, které nás zaj́ımaj́ı. Poté
bychom vypoč́ıtali ranky všech záznamů, které splnily podmı́nky selekce. Dále
bychom tyto záznamy uspořádali a nakonec uživateli vrátili několik prvńıch
záznamů. Problémem tohoto postupu je jeho neefektivita. Vstupńı relace mo-
hou obsahovat velké množstv́ı záznamů, výpočet ohodnocovaćıch funkćı může
být drahý a na závěr je nutné všechny záznamy uspořádat – přitom uživatele
zaj́ımá jen několik prvńıch záznamů.

Pro efektivńı implementaci je nutné, aby databázový systém podporoval
následuj́ıćı optimalizace [27]. Aby nebylo nutné vyhodnocovat rank monoliticky,
muśı být databázový systém schopen výpočet ranku rozdělit do v́ıce krok̊u a
umožnit jeho přeskupeńı s ostatńımi operacemi. Vzhledem k tomu, že ohodnoco-
vaćı funkce mohou být r̊uzně výpočetně náročné, může být vhodné naplánovat
výpočet nejméně náročných funkćı zkraje vyhodnocováńı dotazu a výpočet
nejdražš́ıch funkćı ponechat až do pozdńı fáze vyhodnoceńı. Dı́ky přeskupeńı
proběhnou před výpočtem nejdražš́ıch funkćı selekce, které mohou omezit ve-
likost mezivýsledku. Nav́ıc d́ıky inkrementálńımu výpočtu se v ideálńım př́ıpadě
budou nejnáročněǰśı ohodnocovaćı funkce poč́ıtat jen pro několik málo záznamů.

Ćılem RankSQL [27] je zajistit efektivńı podporu pro ranky v relačńım
databázovém systému. Pro tento účel autoři definuj́ı rozš́ı̌reńı relačńı algebry,
ve kterém zavád́ı operaci výpočtu ranku jako základńı součást algebry a posky-
tuj́ı algebraické identity nezbytné pro optimalizace (rozděleńı výpočtu ranku a
přeskupeńı s ostatńımi operátory).
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2.1.1. Relace s ranky

Základem rozš́ı̌rené relačńı algebry jsou relace s ranky [27]. Od klasických
relaćı se lǐśı ve dvou aspektech – záznamy (přesněji n-tice) jsou ohodnoceny nu-
merickou hodnotou (rankem) a dále jsou podle této hodnoty sestupně uspořádány.
Rank záznamu t je vypočten pomoćı monotonńı agregačńı funkce F aplikované
na hodnoty jednotlivých ohodnocovaćıch funkćı p1, . . . , pn pro daný záznam.

Protože během zpracováńı dotazu může doj́ıt k rozděleńı a přeskupeńı op-
eraćı výpočtu ranku, nemusej́ı být v daném kroku výpočtu známy hodnoty
všech ohodnocovaćıch funkćı. Pro výpočet ranku záznamů se proto neznámé
hodnoty nahrazuj́ı maximálńı možnou hodnotou, kterou může daná ohodnoco-
vaćı funkce nabývat. Dı́ky monotonii agregačńı funkce takto vypočtený (d́ılč́ı)
rank (ozn. FP [t], kde P = {pi|hodnota funkce pi je známá}) odpov́ıdá horńımu
odhadu výsledného ranku F(p1, . . . , pn)[t].

Z monotonie agregačńı funkce plyne následuj́ıćı fakt (ranking principle [27]).
Plat́ı-li pro dva záznamy t1 a t2 nerovnost FP [t1] > FP [t2], potom, je-li nutné při
vyhodnocováńı dotazu zpracovat záznam t2, muśıme nutně zpracovat i t1. Z to-
hoto d̊uvodu je vhodné, aby se v každém kroku výpočtu přednostně zpracovávaly
záznamy s nejvyšš́ım d́ılč́ım rankem. Použit́ım relaćı s ranky společně s inkre-
mentálńım výpočtem je toto preferované pořad́ı zpracováńı záznamů zajǐstěno.

Formálńı definice relace s ranky je následuj́ıćı [27]. Necht’ je R relace, F mono-
tonńı agregačńı funkce a P ⊆ {p1, . . . , pn} množina již vyhodnocených ohodno-
covaćıch funkćı. Potom relace s ranky RP je relace R rozš́ı̌rená o:

• speciálńı atribut Skóre – hodnota tohoto atributu pro záznam t je rovna
horńımu odhadu ranku tohoto záznamu FP [t],

• relaci uspořádáńı <RP – kde ∀t1, t2 ∈ RP : t1 <RP t2 ⇔ FP [t1] < FP [t2].

Maj́ı-li některé záznamy stejné skóre, jejich vzájemné pořad́ı je možné rozhodnout
např́ıklad podle unikátńıch ID, př́ıpadně jiným deterministickým zp̊usobem.

2.1.2. Operace rank-relačńı algebry

Operace rank-relačńı algebry sestávaj́ı ze standardńıch operaćı projekce π, se-
lekce σ, sjednoceńı ∪, pr̊uniku ∩, rozd́ılu −, spojeńı ◃▹ a nové operace rank µ. Op-
erace rank µp nad vstupńı relaćı RP provád́ı vyhodnoceńı ohodnocovaćı funkce p.
Výsledná relace RP∪{p} obsahuje stejné záznamy jako vstupńı relace RP , ale je
seřazena dle nového uspořádáńı, které je dáno ohodnocovaćımi funkcemi P∪{p}.

Protože relace s ranky maj́ı oproti klasickým relaćım nav́ıc vlastnost
uspořádáńı, je třeba u každé operace rank-relačńı algebry definovat, jakým
zp̊usobem aplikace dané operace ovlivňuje toto uspořádáńı. Unárńı operace
(projekce, selekce) uspořádáńı neovlivňuj́ı. Binárńı operace mohou prob́ıhat
nad relacemi (např.RP1 , SP2), jejichž uspořádáńı je dáno obecně r̊uznými
podmnožinami vyhodnocených ohodnocovaćıch funkćı (P1,P2 ⊆ {p1, . . . , pn}).
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Operace ϑ(RP1 , . . . ) t ∈ ϑ(RP1 , . . . ) ⇔ t1 <ϑ(RP1
,... ) t2 ⇔

Rank µp(RP) t ∈ RP FP∪{p}[t1] < FP∪{p}[t2]
Selekce σc(RP) t ∈ RP a t splňuje c FP [t1] < FP [t2]
Sjednoceńı RP1 ∪ SP2 t ∈ RP1 nebo t ∈ SP2 FP1∪P2 [t1] < FP1∪P2 [t2]
Pr̊unik RP1 ∩ SP2 t ∈ RP1 a t ∈ SP2 FP1∪P2 [t1] < FP1∪P2 [t2]
Rozd́ıl RP1 − SP2 t ∈ RP1 a t ̸∈ SP2 FP1 [t1] < FP1 [t2]
Spojeńı RP1 ◃▹c SP2 t ∈ σc(RP1 × SP2) FP1∪P2 [t1] < FP1∪P2 [t2]

Tabulka 1.: Tabulka popisuje operace rank-relačńı algebry. Prvńı sloupec obsahuje
operace a jejich vstupńı relace. Druhý sloupec představuje podmı́nku, která muśı
platit, aby byl záznam t zahrnut ve výsledné relaci dané operace. Třet́ı sloupec
popisuje uspořádáńı výsledné relace. Převzato z [27].

Uspořádáńı výsledné relace je potom dáno ohodnocovaćımi funkcemi P1 ∪ P2 (s
výjimkou operace rozd́ılu). Definice rozd́ılu neńı př́ılǐs vhodná – pokud relace
menšitele SP2 obsahuje nějaký záznam s libovolně malým rankem, potom tento
záznam nebude zahrnut ve výsledku bez ohledu na rank v relaci menšence RP1 .
Tabulka 1. shrnuje operace rank-relačńı algebry.

Rankováńı lze d́ıky operaci rank µ považovat za element prvńıho řádu. Tab-
ulka 2. obsahuje přehled algebraických identit, které se váž́ı k operaci rank. Dı́ky
identitě 1 lze rankováńı ohodnocovaćımi funkcemi p1, . . . , pn rozložit na několik
operaćı rank µ. Dále d́ıky identitám 4 a 5 je možné operaci rank µ přeskupovat
s ostatńımi operacemi. Databázovému systému je tak umožněno provádět opti-
malizace dotaz̊u s ranky.

Identita 1: Rozděleńı rankováńı
R{p1,p2,...,pn} ≡ µp1(µp2(· · · (µpn(R)) · · · ))
Identita 2: Komutativita binárńıch operaćı
RP1θSP2 ≡ SP2θRP1 , kde θ ∈ {∪,∩, ◃▹c}
Identita 3: Asociativita binárńıch operaćı
(RP1θSP2)θTP3 ≡ RP1θ(SP2θTP3), kde θ ∈ {∪,∩, ◃▹c}
Identita 4: Komutativita operace rank µ
µp1(µp2(RP)) ≡ µp2(µp1(RP))
σc(µp(RP)) ≡ µp(σc(RP))
Identita 5: Vztah operace rank µ k ostatńım operaćım
µp(RP1 ◃▹c SP2) ≡ µp(RP1) ◃▹c SP2 , pokud atributy z p jsou pouze v R
µp(RP1 ◃▹c SP2) ≡ µp(RP1) ◃▹c µp(SP2), pokud atr. z p jsou podmn. atr. v c
µp(RP1 ∪ SP2) ≡ µp(RP1) ∪ SP2 ≡ µp(RP1) ∪ µp(SP2)
µp(RP1 ∩ SP2) ≡ µp(RP1) ∩ SP2 ≡ µp(RP1) ∩ µp(SP2)
µp(RP1 − SP2) ≡ µp(RP1) − SP2 ≡ µp(RP1) − µp(SP2)

Tabulka 2.: Přehled algebraických identit, které se váž́ı k rankováńı [27].
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2.1.3. Inkrementálńı zpracováńı

Kromě algebraických identit je pro efektivńı vyhodnocováńı dotaz̊u nezbytná
podpora pro neblokuj́ıćı inkrementálńı zpracováńı. Protože uživatele často zaj́ımá
pouze prvńıch k záznamů, byla by úplná materializace zbytečná a neefektivńı.
Stejně jako v klasických databáźıch se využ́ıvá tzv. pipelining, kdy jednotlivé
fyzické operátory nematerializuj́ı celou relaci, ale postupně na požádáńı vracej́ı
daľśı záznamy z výstupńı relace daného operátoru.

Protože jsou zpracovávány relace s ranky, musej́ı fyzické operátory vracet
záznamy v pořad́ı, které je dáno d́ılč́ımi ranky jednotlivých záznamů. Aby mohl
operátor vrátit záznam ti, muśı být zajǐstěno, že každý daľśı záznam tj, který
tento operátor vrát́ı v pr̊uběhu daľśıho zpracováńı po ti, nebude mı́t větš́ı rank
než ti. Muśı tedy platit FP [ti] ≥ FP [tj]. [27]

Jako př́ıklad autoři uváděj́ı operátor µp realizuj́ıćı výpočet operace rank
nad vstupńı relaćı RP , jej́ıž záznamy jsou postupně nač́ıtány z podř́ızeného
operátoru x. Operátor µp muśı vracet záznamy podle nového uspořádáńı, které
je dáno ohodnocovaćımi funkcemi P ∪ {p}. Pro každý záznam t načtený z x
operátor µp vypoč́ıtá nový d́ılč́ı rank FP∪{p} a zařad́ı tento záznam do prioritńı
fronty, ve které vyšš́ı rank záznamu znamená jeho vyšš́ı prioritu. Operátor µp
může vrátit záznam ttop ze začátku prioritńı fronty, pouze pokud byl z x načten
daľśı záznam t′, pro který plat́ı FP∪{p}[ttop] ≥ FP [t′]. Potom pro každý záznam
t′′, který bude v budoucnu načten z x plat́ı FP∪{p}[ttop] ≥ FP [t′] ≥ FP [t′′].
Nav́ıc z definice d́ılč́ıho ranku máme FP [t′′] ≥ FP∪{p}[t′′]. Celkem tedy máme
FP∪{p}[ttop] ≥ FP∪{p}[t′′] – d́ılč́ı rank žádného záznamu, který operátor µp
v pr̊uběhu daľśıho zpracováńı vrát́ı, nepřesáhne d́ılč́ı rank t. Operátor µp tedy
může záznam t vrátit.

2.1.4. Implementace

Autoři pro implementaci využili open-source databázový systém Post-
greSQL a přidali do něj nativńı podporu pro RankSQL. Pro tento účel museli
autoři upravit interńı reprezentaci záznamů, rozš́ı̌rit parser, plánovaćı a opti-
malizačńı subsystém a efektivně implementovat prioritńı frontu a algoritmy pro
operátory pracuj́ıćı s ranky [27].

Protože počet záznamů v prioritńı frontě může být během výpočtu velký, bylo
nutné frontu doplnit o swapováńı na disk. Z hlediska efektivńıho zpracováńı je
výhodné odsunout na disk záznamy, jejichž d́ılč́ı rank je ve srovnáńı s ostatńımi
záznamy ve frontě malý. Naopak záznamy s vysokým rankem je vhodné udržovat
v paměti, jelikož je pravděpodobné, že je bude brzy možné vypsat na výstup.

Implementace fyzických operátor̊u je založena na existuj́ıćıch algoritmech [27].
Algoritmus pro operátor realizuj́ıćı rankováńı µp je speciálńım př́ıpadem algo-
ritmů MPro [26] a Upper [9]. Operátor pro spojeńı ◃▹c využ́ıvá algoritmy HRJN

(hash rank-join) a NRJN (nested-loop rank-join) [30] [31].
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2.2. Př́ıstupy založené na fuzzy logice v širokém slova
smyslu – SQLf

Základem těchto př́ıstup̊u jsou fuzzy relace v Zadehově pojet́ı fuzzy logiky,
kde strukturu pravdivostńıch hodnot tvoř́ı interval [0, 1] ⊆ R. Stupeň př́ıslušnosti
záznamu do relace vyjadřuje, do jaké mı́ry daný záznam vyhovuje tzv. fuzzy
predikát̊um v dotazu. Fuzzy predikáty slouž́ı k formalizaci flexibilńıch dotaz̊u
a v dotazech nahrazuj́ı klasické podmı́nky pro selekci nebo spojeńı [36].

Fuzzy predikáty je možné vyjádřit pomoćı fuzzy množin a fuzzy relaćı. Z jed-
notlivých fuzzy predikát̊u je možné sestavovat složené podmı́nky pomoćı spojek
konjunkce, disjunkce a negace. Tyto spojky jsou často interpretovány pomoćı
t-norem, co-norem a involutivńı negace ¬a = 1 − a.

Autoři se v [36] věnuj́ı dvěma dotazovaćım jazyk̊um, které umožňuj́ı pokládat
flexibilńı dotazy. Nejprve popisuj́ı rozš́ı̌renou relačńı algebru, poté se věnuj́ı jazyku
SQLf, který je určen uživatel̊um databázového systému s flexibilńımi dotazy.

2.2.1. Rozš́ı̌rená relačńı algebra – přehled

V rozš́ı̌rené relačńı algebře jsou klasické relace nahrazeny fuzzy relacemi.
Rozš́ı̌rená relačńı algebra neobsahuje žádné nové operace. Stávaj́ıćı operace jsou
přizp̊usobeny pro práci s fuzzy relacemi následovně [36]. Kartézský součin fuzzy
relaćı r a s nad relačńımi schématy R a S je definován jako:

r × s = {µ/uv | u ∈ support(r), v ∈ support(s), µ = min(µr(u), µs(v))},

Pro fuzzy relace r a s nad stejným relačńım schématem jsou definovány
množinové operace sjednoceńı, pr̊uniku a rozd́ılu takto:

r ∪ s ={µ/u | u ∈ support(r), u ̸∈ support(s), µ = µr(u)}∪
{µ/u | u ∈ support(s), u ̸∈ support(r), µ = µs(u)}∪
{µ/u | u ∈ support(r), u ∈ support(s), µ = max(µr(u), µs(v))}

r ∩ s ={µ/u | u ∈ support(r), u ∈ support(s), µ = min(µr(u), µs(v))}
r − s ={µ/u | u ∈ support(r), µ = min(µr(u), 1 − µs(u))}

Operace selekce σψ(r), kde ψ je fuzzy predikát; spojeńı r ◃▹θ s, kde r je nad
schématem RS, s nad ST a θ je fuzzy komparátor (binárńı fuzzy relace nad
S × S); a projekce πS(r), kde r je nad R a S ⊆ R jsou definovány takto:

σψ(r) = {µ/u | u ∈ support(r), µ = min(µr(u), µψ(u))}
r ◃▹θ s = {µ/uv | u ∈ support(r), v ∈ support(s),

µ = min(µr(u), µs(v), µθ(u[S], v[S])}
πS(r) = {µ/v | ∃u ∈ support(r) : u[S] = v,

µ = sup{µr(u) | u ∈ support(r), u[S] = v}}
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Jelikož lze klasické (crisp) relace, které slouž́ı k uchováváńı dat v databázovém
systému, považovat za speciálńı př́ıpad fuzzy relaćı, je možné operace rozš́ı̌rené
relačńı algebry s těmito relacemi bez problému použ́ıvat.

2.2.2. Rozš́ı̌rená relačńı algebra – děleńı

Speciálńı kapitolu věnuj́ı autoři operaci relačńıho děleńı [36]. Vycházej́ı
z p̊uvodńı Coddovy definice děleńı [13], která je založena na pojmu image set.
Necht’ je D relace nad relačńım schématem XY a x ∈ Tupl(X). Pod pojmem
image set rozumı́me množinu

Γ−1D (x) = {y ∈ Tupl(Y ) | xy ∈ D}.

Potom pro relaci D1 (dělenec) nad schématem RS a relaci D2 (dělitel) nad
schématem ST je klasická (crisp) operace relačńıho děleńı definována takto [36]:

D1 ÷D2 = {r ∈ Tupl(R) | πS(D2) ⊆ Γ−1D1
(r)}

Vyjádřeńım vztahu
”
býti podmnožinou“ pomoćı logické formule dostaneme al-

ternativńı definici [36]:

D1 ÷D2 = {r ∈ Tupl(R) | ∀s ∈ Tupl(S) : s ∈ πS(D2) ⇒ rs ∈ D1}

Obě definice nejsou z pohledu relačńıch databáźı zcela korektńı, protože
připouštěj́ı jako výsledek nekonečnou relaci, a to v př́ıpadě prázdné relace dělitele.
Zobecněné definice děleńı pro rozš́ı̌renou relačńı algebru t́ımto problémem netrṕı,
jelikož jsou definovány nad πR(D1) namı́sto Tupl(R). Je pravděpodobné, že autoři
tento fakt implicitně předpokládaj́ı i u obou předchoźıch definic. Tento př́ıstup
však s sebou nese jiný problém, kdy při prázdné relaci dělitele výsledek neod-
pov́ıdá zamýšlenému logickému významu operace děleńı. T́ımto problémem se
práce podrobněji zabývá v kapitole 4. (TODO: včetně strany!).

Autoři zaváděj́ı operaci děleńı v rozš́ı̌rené relačńı algebře př́ımým zobecněńım
výše uvedené definice, kdy uvažuj́ı relaci

”
býti podmnožinou“ jako fuzzy relaci.

Autoři dále uváděj́ı, že je možné ekvivalentně operaci děleńı zavést zobecněńım
druhé (alternativńı) definice takto

D1 ÷D2 = {µ/r | r ∈ πR(support(D1)), µ = min
s∈Tupl(S)

(
µπS(D2)(s) ⇒ µD1(rs)

)
}

a to za předpokladu, že pokud je ve výše uvedeném vztahu použita

• R-implikace (residuovaná implikace), pak muśı být kartézský součin1

založen na t-normě, se kterou je daná implikace provázána prostřednictv́ım
podmı́nky adjunkce. Tato podmı́nka v podstatě odpov́ıdá použit́ı stan-
dardńı fuzzy logiky v úzkém slova smyslu.

1Autoři vyjma výše uvedené definice kartézského součinu založeného na operaci minima
připouštěj́ı i obecněǰśı variantu, ve které je možné nahradit minimum jinou konjunktivńı operaćı.
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• S-implikace (strong implikace), pak muśı být kartézský součin založen
na nekomutativńı konjunkci př́ıslušné dané S-implikaci.

V neposledńı řadě autoři uváděj́ı, za jakých podmı́nek je možné děleńı
považovat za odvozenou operaci. Děleńı je možné vyjádřit pomoćı známé definice
založené na kartézském součinu a dvoj́ı aplikaci rozd́ılu, pokud jsou splněny
všechny následuj́ıćı předpoklady: [36]:

• kartézský součin je definován pomoćı minimové t-normy,

• prvńı dva výskyty relace dělence jsou nahrazeny za support této relace,

• operace děleńı je založena na S-implikaci, nebo pokud je založena
na R-implikaci, pak je nutné uvažovat operaci rozd́ılu založenou na neko-
mutativńı konjunkci.

Děleńı lze potom vyjádřit jako:

D1 ÷D2 = πR(support(D1)) − πR (support(D1) − (πR(D1) × πS(D2)))

Použit́ı nekomutativńı konjunkce neńı nijak zd̊uvodněno. Neńı jasné, jakým
zp̊usobem interpretovat operace relačńı algebry založené na nekomutativńıch
spojkách. Nav́ıc vyvstává otázka, zdali je správné takové operace nazývat stejným
jménem jako jejich protěǰsky definované pomoćı komutativńıch spojek, jelikož
mohou mı́t odlǐsné a neočekávané vlastnosti.

2.2.3. S-implikace

Autoři nejen ve výše uvedených definićıch uvažuj́ı tzv. S-implikace. Jedná se
o alternativńı zavedeńı implikace, jež je založeno na zákonu klasické výrokové
logiky, který umožňuje definovat implikaci prostřednictv́ım konjunkce a negace
jako φ→ ψ = ¬(φ ∧ ¬ψ).

Oproti R-implikaćım se však s S-implikacemi poj́ı problém s korektnost́ı
pravidla odloučeńı [25], které tvoř́ı základńı kámen klasické logiky a jej́ıch
zobecněńı. Nutnou podmı́nkou pro korektnost logiky postavené na S-implikaćıch
je fakt, že v dané logice muśı platit zákon dvoj́ı negace (φ = ¬¬φ). Toto tvrzeńı
nyńı prokážeme.

Necht’ je L = ⟨L,⊗, 1,¬⟩ algebra, kde ⊗ je binárńı asociativńı operace, 1 ∈ L
je největš́ı prvek L a současně neutrálńı prvek binárńı operace ⊗. Na unárńı
operaci ¬ neklademe žádné podmı́nky. Dále uvažujeme odvozenou binárńı operaci
a→ b = ¬(a⊗¬b). Pomoćı operace ⊗ interpretujeme logickou konjunkci, pomoćı
¬ negaci a pomoćı → S-implikaci.

Odvozovaćım pravidlem klasické výrokové logiky je pravidlo odloučeńı (modus
ponens), které formalizuje elementárńı krok usuzováńı a je ve známém tvaru

φ⇒ ψ, φ

ψ
.
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Výroková logika je korektńı, nutně tedy muśı být korektńı i pravidlo odloučeńı.
Lze uvažovat

”
sémantickou“ verzi tohoto pravidla

∥φ⇒ ψ∥ = 1, ∥φ∥ = 1

∥ψ∥ = 1
,

kde notaćı ∥·∥ rozumı́me pravdivostńı hodnotu dané formule (v modelu).
V zobecněńı výrokové logiky, které využ́ıvá v́ıce stupň̊u pravdivostńıch hodnot,
můžeme tuto sémantickou verzi pravidla odloučeńı uvažovat ve tvaru

∥φ⇒ ψ∥ ≥ a, ∥φ∥ ≥ b

∥ψ∥ ≥ a⊗ b
.

Význam ∥·∥ z̊ustává nezměněn. Hodnoty a, b ∈ L představuj́ı dolńı mez prav-
divostńı hodnoty př́ıslušné formule v daném modelu. Pravidlo nám ř́ıká, že je-li
φ ⇒ ψ pravdivé alespoň ve stupni a a φ ve stupni b, pak můžeme odvodit,
že formule ψ je platná alespoň ve stupni a ⊗ b, ale ne v́ıce než je tato hod-
nota. Nemůžeme odvodit pravdivostńı hodnotu d̊usledku vyšš́ı než maj́ı samy
předpoklady – tuto podmı́nku lze nazvat jako korektnost odvozovaćıho pravidla.
Máme tedy

pokud a ≤ ∥φ⇒ ψ∥ a b ≤ ∥φ∥, potom a⊗ b ≤ ∥ψ∥.

Výroková logika i jej́ı zobecněńı ct́ı tzv. princip kompozicionality, kdy pravdi-
vostńı hodnota složeného výroku je dána aplikaćı př́ıslušné operace interpre-
tuj́ıćı danou spojku na pravdivostńı hodnoty formuĺı, ze kterých se daný výrok
skládá. Necht’ b = ∥φ∥ a c = ∥ψ∥. Potom z principu kompozicionality dostaneme
∥φ⇒ ψ∥ = ∥φ∥ → ∥ψ∥ = b→ c = ¬(b⊗¬c). Výše uvedenou podmı́nku lze nyńı
zapsat takto:

Pokud a ≤ ¬(b⊗ ¬c), potom a⊗ b ≤ c.

Tato podmı́nka muśı platit i pro a = ¬(b⊗ ¬c) a b = 1:

a⊗ b ≤ c

¬(b⊗ ¬c) ⊗ b ≤ c

¬(1 ⊗ ¬c) ⊗ 1 ≤ c

¬¬c ≤ c

Z druhé strany lze uvažovat podmı́nku maximálńı śıly odvozovaćıho pravidla.
Pokud odvod́ıme, že formule ψ je platná alespoň ve stupni a ⊗ b, potom
požadujeme, aby a ≤ ∥φ ⇒ ψ∥ a b ≤ ∥φ∥. Tedy dolńı mez a ⊗ b je maximálńı
možná. Pro b = ∥φ∥ a c = ∥ψ∥ lze podmı́nku zapsat jako:

Pokud a⊗ b ≤ c potom a ≤ ¬(b⊗ ¬c).
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Podmı́nka muśı platit i pro a⊗ b = c a b = 1:

a ≤ ¬(b⊗ ¬c)
a ≤ ¬(b⊗ ¬(a⊗ b))

a ≤ ¬(1 ⊗ ¬(a⊗ 1))

a ≤ ¬¬a

Aby měla logika založená na S-implikaćıch korektńı a maximálně silné pravidlo
odloučeńı, je nutné, aby operace negace splňovala zákon dvoj́ı negace (a = ¬¬a).
Při použit́ı S-implikaćı se tak velmi zužuje tř́ıda fuzzy logik, které je možné
uvažovat. Existuje celá řada fuzzy logik, které nesplňuj́ı zákon dvoj́ı negace
(Gödelova, produktová, ...).

2.2.4. Jazyk SQLf – přehled

Ćılem autor̊u bylo vytvořit dotazovaćı jazyk, který by umožnil pokládat flexi-
bilńı dotazy a přitom byl co nejpodobněǰśı jazyku SQL [36]. Základńım stavebńım
kamenem jazyka SQLf je stejně jako v SQL dotaz typu projekce-selekce-spojeńı.
Protože výsledkem dotazu je fuzzy množina a uživatele často zaj́ımaj́ı pouze
záznamy, které vyhovuj́ı dotazu nejlépe (jejich stupeň př́ıslušnosti do výsledné
relace je nejvyšš́ı), umožňuje jazyk SQLf uživateli nav́ıc specifikovat kolik ne-
jlepš́ıch záznamů si přeje zobrazit, př́ıpadně jaký minimálńı stupeň př́ıslušnosti
musej́ı zobrazené záznamy mı́t. Tento dotaz se v jazyce SQLf zaṕı̌se takto [36]

select [n | t | n, t] ⟨atributy⟩ from ⟨relace⟩ where ⟨podmı́nky⟩,

kde uživatel může volitelně specifikovat maximálńı počet záznamů n, minimálńı
stupeň př́ıslušnosti t, př́ıpadně obě hodnoty. Dále uživatel zadá požadované
atributy, vstupńı relace a jednu či v́ıce fuzzy nebo klasických podmı́nek.

Fuzzy podmı́nky mohou být obecně dvoj́ıho typu. Prvńım typem je podmı́nka,
kdy zjǐst’ujeme v jakém stupni lež́ı hodnota atributu daného záznamu ve fuzzy
množině, která formalizuje tuto podmı́nku. Př́ıkladem může být podmı́nka
age is young. Druhý typ podmı́nky je založen na fuzzy relaćıch, kde pro
dvojici hodnot zjǐst’ujeme jejich stupeň př́ıslušnosti v dané relaci, např́ıklad
salary ≈ 3000.

Jazyk SQLf podporuje vnořené dotazy, které je možné vytvářet pomoćı
kĺıčových slov in, exists, aj. V př́ıpadě konstrukce vnořeného dotazu pomoćı in
je sémantika následuj́ıćı [36]. Protože autoři připouštěj́ı (stejně jako SQL) duplicit-
ńı záznamy v relaćıch, musej́ı definovat stupeň př́ıslušnosti (vněǰśıho) záznamu t
do fuzzy relace D vzniknuvš́ı vyhodnoceńım vnořeného dotazu jako

µ(t in D) =
∨

t′∈support(D)

min(µ=(t, t′), µD(t′))
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Jazyk SQLf dále podporuje množinové operace, jejichž syntaxe je totožná
s jazykem SQL a sémantika vycháźı z rozš́ı̌rené relačńı algebry. V operaćıch, jako
je množinový rozd́ıl či not exists, se vždy použ́ıvá involutivńı negace ¬a = 1−a.
V neposledńı řadě jazyk SQLf podporuje r̊uzné typy fuzzy kvantifikátor̊u, které
slouž́ı k modelováńı výraz̊u jako pro věťsinu plat́ı, alespoň pro polovinu plat́ı, atd.

2.2.5. Jazyk SQLf – podpora pro definici fuzzy podmı́nek

Daľśım d̊uležitým ćılem jazyka SQLf je uživateli poskytnout nástroje pro
snadné zadáváńı fuzzy podmı́nek – fuzzy množin. Podle autor̊u se v praxi často
použ́ıvaj́ı lichoběžńıkové fuzzy množiny, které je možné charakterizovat pomoćı
čtyř hodnot F = (A,B, a, b), kde interval [A,B] udává tzv. jádro fuzzy množiny
(hodnoty plně nálež́ıćı do této fuzzy množiny) a interval [A−a,B+b] představuje
support fuzzy množiny (hodnoty nálež́ıćı do fuzzy množiny v nenulovém stupni).

Jazyk SQLf disponuje několika zp̊usoby pro zadáváńı fuzzy podmı́nek [36].
Základńı možnost́ı jsou př́ıkazy create fuzzy predicate a create compara-
tor. Alternativńı zp̊usob nab́ıźı uživatel̊um zakomponovat fuzzy podmı́nky př́ımo
do dotazu. Za předpokladu využit́ı lichoběžńıkové fuzzy množiny stač́ı pro nu-
merické atributy definovat ideálńı hodnoty (odpov́ıdaj́ı jádru fuzzy množiny)
a přijatelné hodnoty (odpov́ıdaj́ı supportu množiny). Jako př́ıklad použit́ı al-
ternativńıho zp̊usobu definice fuzzy podmı́nek autoři uváděj́ı tento dotaz (zde
uveden ve zjednodušené verzi):

select ∗ from cars where (color is C1) and (price is low P)

with preferences

C1 : {1/blue, 1/black, 0.8/green, 0.7/gray, 0.5/red, 0.3/orange},
low P : ⟨ideal: price ≤ 4 000, acceptable: price ≤ 6 000⟩

2.2.6. Jazyk SQLf – implementace

Implementace jazyka SQLf se uvažuje ve formě dodatečné vrstvy nad exis-
tuj́ıćım databázovým systémem a v [36] jsou popsány teoretické aspekty imple-
mentace (algoritmy, aj.). Podle typu dotazu se pro zpracováńı použ́ıvaj́ı bud’

specializované algoritmy, anebo se využ́ıvá tzv. princip odvozeńı [36].
Tento princip předpokládá, že je pro daný dotaz specifikován minimálńı

stupeň př́ıslušnosti záznamů do výsledné relace (ozn.α). Na základě této hod-
noty α se dotaz v jazyce SQLf převede na standardńı SQL dotaz a předlož́ı se
databázovému systému. Výsledkem je klasická relace, která tvoř́ı nadmnožinu
α-̌rezu fuzzy relace, jež představuje odpověd’ na p̊uvodńı fuzzy dotaz. Tato kla-
sická relace je dále zpracována a je z ńı vypočtena požadovaná odpověd’. Efek-
tivita principu odvozeńı zálež́ı na typu dotazu, počtu podmı́nek a typu spojek.

Experimentálńı implementace je postavena nad systémem Oracle 8i a posky-
tuje API pro programovaćı jazyky jako jsou ASP, JSP, Java [23].
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3. Př́ıstup založený na fuzzy logice v úzkém

slova smyslu

Codd̊uv relačńı model je založen na klasické dvouhodnotové logice. Stejně
tak jsou na této logice založeny i základńı dotazovaćı jazyky – jazyk založený
na relačńı algebře a relačńı kalkul. Hlavńı pod́ıl na úspěchu Coddova relačńıho
modelu se připisuje jeho koncepčńı čistotě, která vycháźı právě z úzkého vztahu
k logice. Dı́ky tomuto vztahu jej nav́ıc bylo možné do hloubky prozkoumat a
umožnit tak jeho efektivńı implementaci. [3] [21]

Hlavńı myšlenkou př́ıstupu založeného na fuzzy logice v úzkém slova smyslu
[3] je uvažovat zobecněńı Coddova relačńıho modelu, které źıskáme tak, že mı́sto
klasické dvouhodnotové logiky model založ́ıme na v́ıcehodnotové fuzzy logice.
Takto, při zachováńı koncepčńı čistoty, ve zobecněném modelu přirozeně vyply-
nou pojmy, jako je podobnost. Můžeme hovořit o tom, že nějaká n-tice hodnot
splňuje dotaz v určitém stupni (na rozd́ıl od klasického modelu, kde n-tice bud’

dotazu vyhovuje, nebo ne). [3]
Právě d́ıky zachováńı vztahu k logice je možné zobecněný model podrobit

d̊ukladnému zkoumáńı stejně jako klasický relačńı model. Tento fakt představuje
velkou výhodu oproti r̊uzným rozš́ı̌reńım relačńıho modelu, které často tento vz-
tah postrádaj́ı. Nav́ıc takto źıskaný model je skutečným zobecněńım klasického
Coddova relačńıho modelu – klasický model je speciálńım př́ıpadem zobecněného.

Jelikož tato práce vycháźı z př́ıstupu [3] a dále jej rozšǐruje, je tato kapi-
tola věnována podrobněǰśımu představeńı zobecněného modelu včetně obou
základńıch dotazovaćıch jazyk̊u.

3.1. Struktura pravdivostńıch hodnot

Oproti klasické logice, ve které je každá formule bud’ zcela pravdivá, nebo zcela
nepravdivá, nám fuzzy logika umožňuje uvažovat i mezilehlé stupně pravdivosti.
Ř́ıkáme, že formule je pravdivá v nějakém stupni. Klasická logika je založena
na dvouprvkové Booleově algebře. Pro fuzzy logiku potřebujeme obecněǰśı struk-
turu pravdivostńıch hodnot – vhodnou strukturou [2] je úplný reziduovaný svaz
L = ⟨L,∧,∨,⊗,→, 0, 1⟩, kde

• ⟨L,∧,∨, 0, 1⟩ je úplný svaz, jehož nejmenš́ı (největš́ı) prvek je 0 (1),

• ⟨L,⊗, 1⟩ tvoř́ı komutativńı monoid,

• operace součinu ⊗ a residua → splňuj́ı podmı́nku adjunkce

a⊗ b ≤ c⇔ a ≤ b→ c

Množina L obsahuje uvažované pravdivostńı hodnoty. Pomoćı operaćı infima ∧ a
suprema ∨ interpretujeme všeobecný a existenčńı kvantifikátor. Operace součinu
⊗ a residua → slouž́ı k interpretaci logických spojek konjunkce a implikace.
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Důležitým pojmem je zobecněńı klasické množiny – (fuzzy) L-množina.
Množinu lze chápat jako zobrazeńı, které každému prvku z uvažovaného univerza
X přǐrazuje pravdivostńı hodnotu, ve kterém tento prvek do dané množiny nálež́ı
[2]. Klasická množina pracuje pouze se dvěma pravdivostńımi hodnotami – prvek
bud’ do množiny patř́ı, nebo ne. L-množina umožňuje jemněǰśı pohled. Formálně,
necht’ je L úplný residuovaný svaz a X neprázdná množina (universum), potom
L-množina A v X je zobrazeńı A : X → L. Pro x ∈ X hodnotu A(x) nazýváme
stupeň př́ıslušnosti x do A. [2]

3.2. Základńı definice

Ústředńım pojmem relačńıho modelu je relace, která formalizuje intuitivńı
pojem tabulky s daty. S relacemi je potom možné manipulovat pomoćı operaćı
relačńı algebry. Aby bylo možné zavést pojem relace, je nejdř́ıve nutné definovat
několik základńıch pojmů.

3.2.1. Atributy, typy, domény

Uvažujeme syntaktický pojem atribut, který slouž́ı jako symbolické jméno
pro sloupce tabulky. Množinu všech atribut̊u označujeme Y a předpokládáme, že
je tato množina spočetná. Libovolnou konečnou podmnožinu R ⊆ Y nazýváme
relačńı schéma. Dále uvažujeme spočetnou množinu C objektových konstant,
které reprezentuj́ı hodnoty, jež se mohou objevit v tabulkách. [3]

Dále uvažujeme syntaktický pojem typ, který slouž́ı jako pojmenováńı
množiny př́ıpustných hodnot. Všechny atributy a objektové konstanty maj́ı
přǐrazeny sv̊uj typ, č́ımž je zajǐstěna typová kompatibilita – neńı možné defino-
vat dvě relace, jejichž relačńı schéma by obsahovalo atribut stejného jména, ale
jiného typu. Jinými slovy, atributy či objektové konstanty stejného jména jsou
vždy stejného typu. Přǐrazeńı typ̊u je formalizováno pomoćı typové deklarace. Ty-
povou deklaraćı pro Y a C rozumı́me strukturu Λ = ⟨Λ, λ⟩, kde Λ je neprázdná
množina typ̊u a λ : Y ∪ C → Λ je zobrazeńı takové, že pro každý typ τ ∈ Λ
existuje nekonečná podmnožina atribut̊u Y ′ ⊆ Y , pro kterou plat́ı λ(Y ′) = {τ}.
[3]

Sémantickým protěǰskem pojmu typ je doména. Doménou Dy rozumı́me
neprázdnou množinu všech př́ıpustných hodnot, kterých může daný atribut y ∈ Y
nabývat. V klasickém př́ıpadě se každá doména uvažuje s relaćı rovnosti, aby
bylo možné prvky z domény vzájemně porovnávat na rovnost, což je možné
považovat za krajńı př́ıpad podobnosti. Prvky si jsou bud’ zcela podobné (jsou
stejné), nebo si nejsou v̊ubec podobné. V zobecněném modelu jsou domény k to-
muto účelu vybaveny relacemi podobnosti, d́ıky kterým lze uvažovat i mezilehlé
stupně podobnosti. Z logického pohledu pomoćı relaćı podobnosti interpretujeme
př́ıslušné relačńı symboly ve formuĺıch relačńıho kalkulu a relačńı algebry.
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Relaćı podobnosti rozumı́me každou L-relaci ≈y : Dy ×Dy → L, která je [3]:

• reflexivńı – pro každý prvek a ∈ Dy máme a ≈y a = 1,

• symetrická – pro všechny a, b ∈ Dy máme a ≈y b = b ≈y a.

Ačkoliv existuj́ı nesymetrické podobnostńı mı́ry (Tversky index, který kvan-
tifikuje podobnost objektu k prototypu, a daľśı [1][41][42]), či podobnost
v přirozeném jazyce vykazuje v určitých kontextech nesymetričnost (přirovnáńı,
metaforická podobnost [35]), zobecněný model vyžaduje, aby relace podobnosti
byla symetrická. Absence této vlastnosti by vedla k nepř́ıznivým d̊usledk̊um
z pohledu relačńıho modelu, např. podobnostńı spojeńı by nebylo komutativńı [3].

Často je vhodné, aby relace podobnosti splňovala daľśı vlastnosti [3]:

• separabilita – pro každé a, b ∈ Dy plat́ı a ≈y b = 1 právě když a a b jsou
identické (tedy v dané doméně nerozlǐsitelné)

• ⊗-tranzitivita – pro všechny x, y, z ∈ Dy máme x ≈ y ⊗ y ≈ z ≤ x ≈ z.

DoménuDy vybavenou relaćı podobnosti ≈y označujeme ⟨Dy,≈y⟩ a nazýváme
ji doména s podobnost́ı. Aby byla zajǐstěna konzistence mezi typy a doménami,
požadujeme, aby domény s podobnostmi {⟨Dy,≈y⟩ | y ∈ Y } respektovaly typovou
deklaraci Λ = ⟨Λ, λ⟩ – pro každé y1, y2 ∈ Y muśı platit následuj́ıćı. Pokud jsou y1
a y2 stejného typu λ(y1) = λ(y2), potom musej́ı př́ıslušné domény s podobnostmi
⟨Dy1 ,≈y1⟩ a ⟨Dy2 ,≈y2⟩ splývat. [3]

3.2.2. Obecný kartézský součin, n-tice, relace

Stejně jako v klasickém modelu je pojem relace založen na obecném kartézském
součinu. Pro indexový systém množin {Ai | i ∈ I} definujeme obecný kartézský
součin

∏
i∈I Ai jako množinu všech zobrazeńı f : I →

∪
i∈I Ai takových, že pro

každé i ∈ I máme f(i) ∈ Ai. Pro relačńı schéma R ⊆ Y uvažujeme obecný
kartézský součin

∏
y∈RDy, jenž slouž́ı jako universum pro relace nad t́ımto

relačńım schématem a je zvykem jej označovat jako Tupl(R). Prvky této množiny
r ∈ Tupl(R) nazýváme n-tice nad R, jednotlivé složky n-tic r(y) ∈ Dy potom
nazýváme hodnotami atributu y v n-tici r. [3]

Nyńı již můžeme přistoupit k definici pojmu relace v zobecněném modelu.
Uvažujme relačńı schéma R ⊆ Y a dále mějme domény s podobnostmi ⟨Dy,≈y⟩
př́ıslušné atribut̊um y ∈ R. Potom relaćı s ranky na R nad doménami s podob-
nostmi {⟨Dy,≈y⟩ | y ∈ R} rozumı́me každé zobrazeńı

D :
∏
y∈R

Dy → L

takové, že množina n-tic {r ∈
∏

y∈RDy | D(r) > 0} je konečná. Stupeň
př́ıslušnosti n-tice r ∈ Tupl(R) do relace D(r) nazveme rank r v D. [3]
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V př́ıpadě, kdy pro všechny r ∈ Tupl(R) máme D(r) ∈ {0, 1}, anebo jako
strukturu pravdivostńıch hodnot L uvažujeme dvouhodnotovou Booleovu alge-
bru, jsou relace s ranky ve vzájemně jednoznačném vztahu s relacemi z klasického
modelu. [3] Pro relaci s ranky D a klasickou relaci DC v tomto př́ıpadě plat́ı, že
rank r v D je roven hodnotě charakteristické funkce relace DC pro r.

Důležitým aspektem je interpretace rank̊u. Obecně v relačńıch modelech slouž́ı
relace kromě uchováváńı dat (bázové relace) k reprezentaci výsledk̊u dotazu.
V klasickém modelu pro uvažovanou n-tici plat́ı, že bud’ dotazu plně vyhovuje
a je zařazena do výsledné relace – charakteristická funkce relace pro tuto n-
tici nabývá hodnoty 1, v zobecněném modelu by měla rank 1 – anebo dotazu
nevyhovuje a do výsledné relace zařazena neńı – charakteristická funkce nabývá
hodnotu 0, stejně tak i rank. V zobecněném modelu může být podobnostńı dotaz
splněn v r̊uzných stupńıch, proto rank D(r) interpretujeme jako stupeň, ve kterém
daná n-tice vyhovuje dotazu [3].

Zvláštńı roli hraj́ı relace nad prázdným relačńım schématem. Univer-
sum Tupl(∅) obsahuje jediný prvek – prázdnou n-tici. Relace nad prázdným
relačńım schématem potom odpov́ıdaj́ı konstantńım zobrazeńım do množiny
pravdivostńıch hodnot – máme vzájemně jednoznačný vztah mezi relacemi
nad prázdným relačńım schématem a pravdivostńımi hodnotami logiky, nad
kterou je daný model postaven. V klasickém modelu založeném na dvouhod-
notové logice existuj́ı dvě relace nad prázdným relačńım schématem a jsou jimi
prázdná relace TABLE_DUM a relace obsahuj́ıćı prázdnou n-tici TABLE_DEE [17].
Relace TABLE_DUM odpov́ıdá logické nepravdě a chová se jako anihilátor vzh-
ledem k operaci spojeńı, TABLE_DEE potom odpov́ıdá logické pravdě a chová se
jako neutrálńı prvek vzhledem k operaci spojeńı [17]. V zobecněném modelu exis-
tuje relaćı nad prázdným relačńım schématem obecně v́ıce. Označujeme je a∅ pro
a ∈ L a definujeme je jako relace, pro které plat́ı a∅(∅) = a. Relaćım TABLE_DUM

a TABLE_DEE odpov́ıdaj́ı relace 0∅, resp. 1∅. [3]

3.2.3. Instance databáze jako struktura pro jazyk

Obecně lze dotazy podle [3] chápat jako zobrazeńı, která transformuj́ı vstupńı
relace na výsledné relace. Dotazováńı prob́ıhá nad databáźı – objektem, který
zastřešuje několik (bázových) relaćı, které slouž́ı k perzistentńımu uchováńı dat
a jejich podoba se může v pr̊uběhu času vlivem modifikaćı dat měnit. Vstupńı
relace dotaz̊u v okamžiku jeho vyhodnocováńı tedy reprezentuj́ı aktuálńı stav
databáze, nad kterou je dotaz pokládán [3].

Pro formalizaci aktuálńıho stavu databáze uvažujeme následuj́ıćı pojmy.
Nejprve zavád́ıme syntaktický pojem databázové schéma, jenž obsahuje názvy
a relačńı schémata relaćı, které uvažovaná databáze zastřešuje. Formálně,
databázové schéma nad Y chápeme jako dvojici ⟨R, ϱ⟩, kde R je konečná
neprázdná množina relačńıch symbol̊u a zobrazeńı ϱ : R → 2Y přǐrazuje každému
relačńımu symbolu r ∈ R relačńı schéma ϱ(r) ⊆ Y . [3]
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Dále uvažujeme tzv. instanci databáze, jež reprezentuje aktuálńı stav
uvažované databáze. Instance databáze D nad databázovým schématem ⟨R, ϱ⟩
nad Y a objektovými konstantami C rozumı́me trojici D = ⟨UD ,RD ,CD⟩, kde

• UD = {⟨Dy,≈y⟩ | y ∈ Y } je množina domén s podobnostmi,

• RD je množina relaćı, ve které pro každý relačńı symbol r ∈ R máme
relaci rD ∈ RD nad relačńım schématem ϱ(r) a př́ıslušnými doménami
{⟨Dy,≈y⟩ | y ∈ ϱ(r)} ⊆ UD ,

• CD = {cD ∈
∪
y∈Y Dy | c ∈ C} je množina hodnot interpretuj́ıćıch objektové

konstanty.

Z logického pohledu je instance databáze strukturou pro jazyk, jenž je dán
databázovým schématem a množinou objektových konstant. Základńı součást
dotaz̊u nad uvažovaným databázovým schématem tvoř́ı relačńı symboly z tohoto
schématu a právě pomoćı instance databáze tyto relačńı symboly interpretu-
jeme. [3]

3.3. Relačńı algebra

Relačńı algebra sestává z operaćı, jimiž je možné manipulovat s relacemi.
Na relačńı algebře je potom založen dotazovaćı jazyk, ve kterém dotazy tvoř́ıme
skládáńım relačńıch operaćı. Výsledek dotazu pak źıskáme jeho vyhodnoceńım
v instanci databáze, pomoćı které interpretujeme relačńı symboly a objektové
konstanty, které se v dotazu vyskytuj́ı [3].

Základ relačńı algebry tvoř́ı pečlivě vybrané operace, jejichž společná vy-
jadřovaćı śıla stač́ı k pokryt́ı všech dotaz̊u, jež je možné vyjádřit v relačńım
kalkulu s využit́ım plné śıly predikátové logiky. Prokazuje se tzv. relačńı úplnost,
tedy, že relačńı algebra i relačńı kalkul jsou z hlediska vyjadřovaćı śıly rovnocenné.
Vzájemnému vztahu relačńı algebry a relačńıho kalkulu se věnuje podkapitola 3.5.
(str. 37).

Relačńı algebra pro zobecněný model je koncepčně podobná klasickému
př́ıstupu, nicméně muśı brát v potaz charakter obecněǰśı logiky, ve které přestávaj́ı
platit mnohé zákony klasické dvouhodnotové logiky – kupř́ıkladu obecně neplat́ı
zákon dvoj́ı negace. Důsledkem je např́ıklad nutnost zahrnout operaci relačńıho
děleńı do základńıch operaćı relačńı algebry. [3] Operace relačńıho děleńı v jistém
smyslu představuje všeobecnou kvantifikaci. Bez zákona dvoj́ı negace však ne-
jsme schopni vyjádřit všeobecný kvantifikátor pomoćı existenčńıho kvantifikátoru
známým vztahem (∀x)φ ≡ ¬(∃x)¬φ, a tak zavést operaci děleńı pomoćı jiných
operaćı relačńı algebry.

Všechny operace relačńı algebry jsou v [3] vždy definovány tak, aby s podob-
nostmi a ranky pracovaly logicky korektńım zp̊usobem, jejich výsledkem byla
konečná relace a aby tvořily konzervativńı rozš́ı̌reńı klasické relačńı algebry.
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Tedy pokud se omeźıme na dvouhodnotovou logiku, potom relačńı operace
pro zobecněný model splynou s těmi klasickými.

Při definici operaćı relačńı algebry pro zobecněný model často vycháźıme
z logického pohledu na klasické operace. Pomoćı logické formule charakterizu-
jeme výslednou relaci klasické relačńı operace. Tuto formuli poté interpretujeme
ve fuzzy logice. Tento př́ıstup je možné použ́ıt d́ıky vztah̊um mezi klasickým a
zobecněným doménovým relačńım kalkulem a d́ıky vzájemnému vztahu relačńı
algebry a relačńıho kalkulu, které jsou bĺıže popsány v 3.4. (str. 30) a 3.5. (str. 37)

3.3.1. Množinové operace relačńı algebry

Klasická relačńı algebra disponuje operacemi, které nám umožňuj́ı vypoč́ıtat
sjednoceńı, pr̊unik či rozd́ıl dvou relaćı (nad stejným relačńım schématem R).
Klasické operace sjednoceńı a pr̊uniku lze definovat takto:

D1 ∪ D2 = {r ∈ Tupl(R) | r ∈ D1 nebo r ∈ D2}
D1 ∩ D2 = {r ∈ Tupl(R) | r ∈ D1 a r ∈ D2}

Nab́ıźı se ovšem ještě alternativńı pohled založený na kvantifikátorech:

D1 ∪ D2 = {r ∈ Tupl(R) | existuje relace D ∈ {D1,D2} tak, že r ∈ D}
D1 ∩ D2 = {r ∈ Tupl(R) | pro všechny relace D ∈ {D1,D2} plat́ı r ∈ D}

Oba pohledy jsou v klasické logice ekvivalentńı, nicméně v obecněǰśı logice tomu
tak již být nemuśı. Proto v relačńı algebře pro zobecněný model uvažujeme op-
erace vycházej́ıćı z obou pohled̊u.

Jak bylo nast́ıněno v úvodu této kapitoly, postup odvozeńı zobecněných op-
eraćı je následuj́ıćı – vycháźıme z formule charakterizuj́ıćı výsledek klasických
operaćı, ve které explicitně uvažujeme stupně př́ıslušnosti n-tic do odpov́ıdaj́ıćıch
relaćı a kterou interpretujeme v uvažované obecněǰśı logice. Na symbolické úrovni
se význam klasických a obecných operaćı nelǐśı, tedy např. pokud relace D1

reprezentuje výsledek dotazu Q1 a D2 výsledek dotazu Q2, potom (D1 ∪ D2)(r)
v klasickém i obecném př́ıpadě interpretujeme jako stupeň, ve kterém n-tice r
vyhovuje dotazu Q1 nebo Q2. [3] Avšak zat́ımco v klasickém př́ıpadě může n-tice
do relace pouze zcela patřit, nebo v̊ubec nepatřit, v obecném př́ıpadě můžeme
uvažovat i mezilehlé stupně.

V následuj́ıćıch definićıch je prvńı operace založena na standardńı definici,
druhá potom alternativńı definici pomoćı kvantifikátoru. Pro operace sjednoceńı
relaćı s ranky D1 a D2 nad schématem R máme

(D1 ⊕D2)(r) = D1(r) ⊕D2(r) (1)

(D1 ∪ D2)(r) = D1(r) ∨ D2(r) (2)

pro všechny r ∈ Tupl(R). Operace neidempotentńı disjunkce ⊕ se běžně
neuvažuje, nicméně je možné ji do struktury pravdivostńıch hodnot přidat.
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Relačńı operaci D1 ⊕ D2 nazveme ⊕-sjednoceńı nebo neidempotentńı sjedno-
ceńı. Operaci D1 ∨ D2 potom obdobně nazveme ∨-sjednoceńı nebo jen sjedno-
ceńı [3], pokud ⊕-sjednoceńı neuvažujeme. Operace pr̊unik̊u relaćı pro všechny
r ∈ Tupl(R) definujeme jako

(D1 ⊗D2)(r) = D1(r) ⊗D2(r) (3)

(D1 ∩ D2)(r) = D1(r) ∧ D2(r) (4)

Operace nazýváme ⊗-, resp. ∧-pr̊unik. Operace ⊗-pr̊uniku je neidempotentńı
(D ⊗D ⊆ D), ∧-pr̊unik je idempotentńı (D ∩D = D) [3].

Př́ıtomnost idempotentńıch i neidempotentńıch operaćı v modelu je opod-
statněná – operace se v̊uči rank̊um chovaj́ı rozd́ılným zp̊usobem, přičemž každý
ze zp̊usob̊u je vhodněǰśı pro jiný typ dotaz̊u. Tabulka 3. ilustruje chováńı obou
operaćı pr̊uniku. Rank n-tice v ∧-pr̊uniku zálež́ı vždy jen na nejhorš́ım ranku
n-tice (bez ohledu na ranky v ostatńıch relaćıch). Oproti tomu rank v ⊗-pr̊uniku
relaćı je ovlivněn ranky ze všech vstupńıch relaćı. Protože n-tice z prvńıho řádku
má skoro ve všech vstupńıch relaćıch vyšš́ı rank než n-tice z druhého řádku, bude
vyšš́ı i jej́ı rank v ⊗-pr̊uniku. [3]

D1(r) D2(r) D3(r) . . . Dk(r) (D1 ∩ · · · ∩ Dk)(r) (D1 ⊗ · · · ⊗ Dk)(r)
0.5 0.98 0.98 . . . 0.98 0.5 0.5 · 0.98k−1

0.5 0.5 0.5 . . . 0.5 0.5 0.5k

Tabulka 3.: Tabulka ilustruje chováńı operaćı ⊗- a ∧-pr̊uniku. Strukturu prav-
divostńıch hodnot uvažujeme na intervalu [0, 1] s operacemi a ∧ b = min(a, b) a
a⊗ b = ab. Př́ıklad převzat z [3].

Daľśımi operacemi, které klasická relačńı algebra poskytuje, jsou množinový
rozd́ıl a (aktivńı) doplněk. Pomoćı těchto operaćı je možné vyjádřit dotazy
zahrnuj́ıćı negaci. V zobecněné relačńı algebře je pro tento účel zavedena obecněǰśı
operace založená na operaci rezidua – dotazy s negaćı lze potom vyjádřit jako
speciálńı př́ıpad této nové operace. [3]

Zavedeńı této operace neńı stejně př́ımočaré jako u předchoźıch operaćı
pr̊uniku či sjednoceńı. Uvažujme relace D1 a D2 nad relačńım schématem R a
doménami Dy (y ∈ R). Pokud je alespoň jedna z těchto domén nekonečná, po-
tom pro nekonečně mnoho n-tic r ∈ Tupl(R) plat́ı D1(r) → D2(r) = 1. Takto
zavedená operace neńı doménově nezávislá a generuje nekonečné výsledné relace.
[3]

Tento problém je vyřešen na úrovni struktury pravdivostńıch hodnot zave-
deńım nové ternárńı operace a-residua, která je pro všechna a, b, c ∈ L defi-
nována jako b _a c = a⊗ (b→ c). Př́ıslušná relačńı operace je potom pro relace
D1,D2,D3 nad relačńım schématem R definována jako [3]

(D1 _D3 D2)(r) = D1(r) _D3(r) D2(r)
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Operaci D1 _D3 D2 nazýváme residuum D1 vzhledem k D2 nad D3. Na relaci
D3 lze nahĺıžet jako na nové universum, nad kterým uvažujeme residuum. Plat́ı
totiž vztah D1 _D3 D2 ⊆ D3. Snadno nahlédneme, že takto definovaná oper-
ace již netrṕı problémem s nekonečnou výslednou relaćı. Pokud relace D1,D2,D3

představuj́ı výsledky dotaz̊u Q1, Q2, Q3, potom (D1 _D3 D2)(r) pro r ∈ Tupl(R)
představuje stupeň, ve kterém r vyhovuje Q3 a pokud vyhovuje Q1, potom vy-
hovuje Q2. [3]

Z definice residua vycházej́ı dvě tř́ıdy binárńıch relačńıch operaćı, kdy
nahrad́ıme jednu z relaćı konstantńım pravdivostńım stupněm. Prvńı operaćı je
a-negace relace D1 nad D2 (obě relace uvažujeme nad relačńım schématem R),
kterou definujeme jako

(D2 �a D1)(r) = D1(r) _D2(r) a

pro všechny r ∈ R. Pokud relace D1,D2 představuj́ı výsledky dotaz̊u Q1, Q2,
potom (D2 �a D1)(r) je stupeň, ve kterém r vyhovuje Q2 a dotazu Q1 vyhovuje
nejvýše ve stupni a (speciálně pro a = 0 tedy interpretujeme jako r nevyhovuje
dotazu Q1). Pro a = 0 lze D2 �0 D1 chápat jako operaci množinového rozd́ılu. [3]

Operaci množinového rozd́ılu je alternativně možné definovat pomoćı
nezávislé logické operace abjunkce, kterou je nutné ve struktuře pravdivostńıch
hodnot uvažovat jako základńı operaci. Pro tento účel lze obohatit residuovaný
svaz o dvojici operaćı neidempotentńı disjunkce ⊕ a s ńı provázanou operaci ab-
junkce (nebo též nonimplikace či rozd́ıl) ⊖ (nebo též 9). Tato struktura se potom
nazývá dvojitě residuovaný svaz [34]. [3]

Druhou operaćı založenou na residuu je a-shift, jehož definice je

(a _D2 D1)(r) = a _D2(r) D1(r)

pro všechny r ∈ Tupl(R) a interpretujeme jej jako stupeň, ve kterém r splňuje
dotaz Q2 a Q1 splňuje alespoň ve stupni a. [3]

3.3.2. Přirozené spojeńı (na rovnost)

Relačńı algebra pro zoběcněný relačńı model umožňuje uvažovat celou řadu
r̊uzných operaćı spojeńı. Základńı operaćı je však pouze spojeńı na rovnost, zbylé
operace je možné odvodit. [3]

Nejprve zavedeme obvyklý pojem spojitelnosti n-tic. Řekneme, že n-tice r nad
relačńım schématem R a s nad S jsou spojitelné (v této práci ozn. r G s), jestliže
se shoduj́ı na společných atributech, tedy jestliže plat́ı r(y) = s(y) pro y ∈ R∩S.
Pokud jsou n-tice r a s spojitelné, uvažujeme jejich spojeńı. Spojeńım n-tic r a s
rozumı́me n-tici rs nad relačńım schématem RS2 takovou, že rs(y) = r(y) pro
y ∈ R a rs(y) = s(y) pro y ∈ S. [3]

2Pro relačńı schémata X a Y zápisem XY rozumı́me jejich sjednoceńı X ∪ Y .
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Nyńı uvažujme relace D1 nad relačńım schématem RS a D2 nad ST , kde
R, S, T jsou po dvou disjunktńı (R∩ S = R∩ T = S ∩ T = ∅). V klasické relačńı
algebře je spojeńı dáno předpisem

D1 ◃▹ D2 = {rst ∈ Tupl(RST ) | rs ∈ D1 a st ∈ D2}.

Př́ımočarým zobecněńım této definice obdrž́ıme operaci spojeńı (na rovnost)
v zobecněné relačńı algebře. Výsledná relace této operace je nad schématem RST
a je dána předpisem

(D1 ◃▹ D2)(rst) = D1(rs) ⊗D2(st)

pro každé r ∈ Tupl(R), s ∈ Tupl(S) a t ∈ Tupl(S). Pro S = ∅ operaci nazveme
kartézský součin. Pokud relace D1 a D2 reprezentuj́ı výsledky dotaz̊u Q1 a Q2,
potom rank (D1 ◃▹ D2)(rst) odpov́ıdá stupni, ve kterém n-tice rs vyhovuje dotazu
Q1 a n-tice st dotazu Q2. Tato interpretace je ve shodě s t́ım, jak spojeńı chápeme
v klasické relačńı algebře. [3]

Pomoćı spojeńı je možné vyjádřit selekci na rovnost atributu a hodnoty. K to-
muto účelu využijeme tzv. singleton [y : d], což je relace nad relačńım schématem
{y} s jedinou n-tićı t, pro kterou plat́ı t(y) = d. Pro selekci na rovnost máme [3]

σy=d(D)(r) = (D ◃▹ [y : d])(r) =

{
D(r) pokud r(y) = d,

0 jinak.

pro každou n-tici r ∈ Tupl(R).

3.3.3. Projekce a děleńı

Relačńı algebra dále poskytuje operace, které umožňuj́ı vyjadřovat dotazy
zahrnuj́ıćı kvantifikátory. Těmito operacemi jsou projekce pro dotazy s existenčńı
kvantifikaćı a děleńı pro dotazy s všeobecnou kvantifikaćı.

Relačńı děleńı je nutné zahrnout do relačńı algebry zobecněného modelu jako
základńı operaci. Zat́ımco v klasické relačńı algebře je možné relačńı děleńı defi-
novat na základě vzájemného vztahu kvantifikátor̊u platného v klasické logice,
v obecněǰśı logice tento vztah již neplat́ı. Pokud bychom operaci relačńıho děleńı
do zobecněné relačńı algebry nezahrnuli, nebyli bychom schopni vyjádřit dotazy
s všeobecnou kvantifikaćı a nebylo by možné prokázat relačńı úplnost jazyka
založeného na relačńı algebře vzhledem k relačńımu kalkulu. [3]

Před definićı operace projekce nejprve zavedeme standardńı pojem zúžeńı
(projekce) n-tice. Mějme n-tici t nad relačńım schématem T , zúžeńım n-tice t
na relačńı schéma R ⊆ T rozumı́me n-tici t(R) nad R takovou, že t(R)(y) = t(y)
pro všechna y ∈ R. Nyńı uvažujme relaci D nad relačńım schématem T a relačńı
schéma R ⊆ T . V klasické relačńı algebře lze na projekci nahĺıžet takto

πR(D) = {r ∈ Tupl(R) | existuje s ∈ Tupl(T \R) tak, že rs ∈ D}.
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Je možný i alternativńı pohled založený na zúžeńı n-tice

πR(D) = {r ∈ Tupl(R) | existuje t ∈ D takové, že r = t(R)}.

Oba pohledy jsou rovnocenné a vedou na následuj́ıćı definici zobecněné operace
projekce. Pro všechny n-tice r ∈ Tupl(R) máme [3]

(πR(D))(r) =
∨

s∈Tupl(T\R)

D(rs) (alternativně
∨

t∈Tupl(T )
r=t(R)

D(t)).

Nyńı přesuneme pozornost na operaci relačńıho děleńı. Jelikož je této operaci
v práci věnována samostatná kapitola 4. (str. 38), zde pouze pro úplnost stručně
nast́ıńıme definici relačńıho děleńı podle [3], která v jistém ohledu vycháźı z Cod-
dova relačńıho děleńı. Aby byla zajǐstěna konečnost výsledné relace, je operace
založena na ternárńı operaci a-residua, podobně jako relačńı operace residua.

Uvažujme relace D1 nad relačńım schématem R, D2 nad S ⊆ R a D3 nad
T = R \ S. Výsledek operace relačńıho děleńı D1 ÷D3 D2 (pod́ıl relaćı D1 a D2

nad universem D3) je nad relačńım schématem T a definujeme jej jako [3]

(D1 ÷D3 D2)(t) =
∧

s∈Tupl(S)

(D2(s) _D3(t) D1(st))

pro každou n-tici t ∈ Tupl(T ). Pokud relace D1,D2,D3 reprezentuj́ı výsledky
dotaz̊u Q1, Q2, Q3, potom (D1 ÷D3 D2)(t) interpretujeme jako stupeň, ve kterém
n-tice t ∈ Tupl(T ) vyhovuje Q3 a pro každou n-tici s ∈ Tupl(S), která vyhovuje
Q2, n-tice st vyhovuje Q1.

Pokud máme dvě relace nad stejným relačńım schématem (např.R) a namı́sto
D3 použijeme ve výše uvedené definici děleńı relaci 1∅ reprezentuj́ıćı pravdivostńı
hodnotu 1, dostaneme operaci vyjadřuj́ı vztah

”
býti podmnožinou ve stupni“.

Výsledek této operace je nad prázdným relačńım schématem, je vždy roven
některé z relaćı a∅ a je ve tvaru [3]

S(D1,D2) = (D2 ÷1∅ D1)(∅) =
∧

r∈Tupl(R)

(D1(r) → D2(r)).

3.3.4. Podobnostńı selekce, kernel a support, přejmenováńı atribut̊u

Operace selekce umožňuje z př́ıslušné relace vybrat n-tice, které vyhovuj́ı
námi zadané podmı́nce. V klasické relačńı algebře základńı varianta operace se-
lekce umožňuje specifikovat podmı́nky ve tvaru rovnosti dvou atribut̊u (x = y)
nebo rovnosti atributu a konstanty (x = d). Zobecněná operace selekce namı́sto
rovnost́ı využ́ıvá podobnost́ı, a t́ım nám poskytuje prostředky pro vyjádřeńı
podobnostńıch podmı́nek a dotaz̊u, např.

”
x přibližně rovno y“ (x ≈ y).

Vyžadujeme, aby atributy a objektové konstanty vstupuj́ıćı do podobnostńıch
podmı́nek byly stejného typu. Dı́ky tomu máme zajǐstěno, že uvažujeme atributy
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a konstanty nad stejnou doménou se stejnou relaćı podobnosti a námi zadaná
podmı́nka má smysl. Z požadavku na to, aby domény {⟨Dy,≈y⟩ | y ∈ Y } respek-
tovaly typovou deklaraci Λ = ⟨Λ, λ⟩, totiž pro atributy x, y ∈ Y stejného typu
(λ(x) = λ(y)) plyne, že jejich př́ıslušné domény ⟨Dx,≈x⟩ a ⟨Dy,≈y⟩ včetně relaćı
podobnost́ı splývaj́ı (obdobně potom pro atribut a konstantu). [3]

Pro relaci D nad relačńım schématem R a pro atributy y1, y2 ∈ R stejného
typu (λ(y1) = λ(y2)) definujeme výsledek podobnostńı selekce nad R takto

(σy1≈y2(D))(r) = D(r) ⊗ r(y1) ≈y1 r(y2)

pro všechny r ∈ Tupl(R). Pokud relace D reprezentuje výsledek dotazu Q, potom
(σy1≈y2(D))(r) představuje stupeň, ve kterém r vyhovuje dotazu Q a současně je
jeho hodnota atributu y1 podobná hodnotě atributu y2 v r. [3]

Obdobně můžeme operaci selekce zavést pro atribut y a hodnotu d ∈ Dy jako

(σy≈d(D))(r) = D(r) ⊗ r(y) ≈y d

pro každou n-tici r ∈ Tupl(R). Tuto operaci je však možné odvodit pomoćı
spojeńı, singletonu a selekce na podobnost dvou atribut̊u. Vezmeme atribut y′ ̸∈ R
stejného typu jako y (λ(y) = λ(y′)) a selekci na podobnost atributu a hodnoty
můžeme vyjádřit jako [3]

σy≈d(D) = πR(σy≈y′(D ◃▹ [y′ : d])).

Zaj́ımavými operacemi, které nemaj́ı v klasické relačńı algebře netriviálńı
protěǰsky, jsou kernel a support. Tyto operace nám umožňuj́ı transformovat relaci
s obecnými ranky na relaci, ve které má každá n-tice rank 0 nebo 1 (tedy na relace
odpov́ıdaj́ıćı klasickým). Dı́ky těmto operaćım je možné z podobnostńıch operaćı
vytvořit klasické operace (např. z podobnostńı selekce vytvořit selekci na rovnost
apod.). [3]

Pro relaci D nad relačńım schématem R výsledky operaćı kernel ∆(D) a
support ∇(D) definujeme jako relace nad R ve tvaru:

(∆(D))(r) =

{
1 pokud D(r) = 1,

0 jinak,

(∇(D))(r) =

{
1 pokud D(r) > 0,

0 jinak,

pro každou n-tici r ∈ Tupl(R). Pokud relace D reprezentuje výsledek dotazu
Q, potom kernel ∆(D) odpov́ıdá relaci, jež obsahuje pouze ty n-tice, které plně
vyhovuj́ı Q. Relace support ∇(D) potom zahrnuje n-tice, které alespoň částečně
vyhovuj́ı Q. [3]

Stejně jako v klasickém modelu uvažujeme přejmenováńı atribut̊u ρh.
Vyžadujeme, aby nové atributy dané injektivńım zobrazeńım h : R → Y měly
stejný typ jako jejich vzory. Přesná definice přejmenováńı je uvedena v [3].
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3.3.5. Dotazovaćı jazyk založený na relačńı algebře

Na relačńı algebře je př́ımo založen jeden ze základńıch dotazovaćıch jazyk̊u,
ve kterém dotazy odpov́ıdaj́ı postupné aplikaci relačńıch operaćı na relace.
Formálně, dotazem rozumı́me tzv. výraz relačńı algebry (zkráceně RA-výraz).
Odpověd’ na dotaz následně źıskáme vyhodnoceńım RA-výrazu v instanci
databáze. [3]

Výrazy relačńı algebry (RA-výrazy) pro databázové schéma ⟨R, ϱ⟩ nad Y a
typovou deklaraci Λ = ⟨Λ, λ⟩ pro Y a C definujeme rekurzivně takto: [3]

1. Pro r ∈ R je r RA-výraz nad relačńım schématem ϱ(r),

2. pro a ∈ L je ā∅ RA-výraz nad relačńım schématem ∅,

3. pro d ∈ C a y ∈ Y , pokud plat́ı λ(d) = λ(y), potom [y : d] je RA-výraz
nad relačńım schématem {y},

4. pokud jsou E1 a E2 RA-výrazy nad relačńım schématem R, potom (E1∪E2)
a (E1 ∩ E2) jsou RA-výrazy nad R,

5. pokud jsou E1, E2 a E3 RA-výrazy nad relačńım schématem R, potom
(E1 _E3 E2) je RA-výraz nad R,

6. pokud je E1 RA-výraz nad R1 a E2 RA-výraz nad R2, potom (E1 ◃▹ E2) je
RA-výraz nad R1R2,

7. pokud je E RA-výraz nad T a máme R ⊆ T , potom πR(E) je RA-výraz
nad R,

8. pokud je E1 RA-výraz nad R, E2 RA-výraz nad S ⊆ R a E3 je RA-výraz
nad T = R \ S, potom (E1 ÷E3 E2) je RA-výraz nad T ,

9. pokud je E RA-výraz nad R, y ∈ R a z ∈ R ∪ C takové, že λ(y) = λ(z),
potom σy≈z(E) je RA-výraz nad R,

10. pokud je E RA-výraz nad R, potom ∆(E) a ∇(E) jsou RA-výrazy nad R,

11. pokud je E RA-výraz nad R a h : R → Y injektivńı zobrazeńı takové, že pro
každé y ∈ R máme λ(y) = λ(h(y)), potom ρh(E) je RA-výraz nad h(R).

Každý RA-výraz E má své relačńı schéma, které označujeme jako sch(E). Z log-
ického pohledu je možné RA-výrazy považovat za termy predikátové logiky, jej́ıž
jazyk je dán databázovým schématem ⟨R, ϱ⟩, množinou objektových konstant C,
typovou deklaraćı Λ a množinou pravdivostńıch hodnot L. [3]

RA-výrazy jsou čistě syntaktické pojmy a samy o sobě nemaj́ı žádnou hod-
notu. Aby bylo možné dotazy ve formě RA-výraz̊u vyhodnocovat, muśıme mı́t
k dispozici vhodnou strukturu, pomoćı které jednotlivým RA-výraz̊um přǐrad́ıme
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jejich hodnotu. Protože chceme dotazy pokládat v námi uvažované databázi, roli
vhodné struktury hraje instance této databáze. Pokud je výsledek RA-výrazu E
definován, pak se jedná o relaci s ranky nad relačńım schématem sch(E). [3]

Uvažujme instanci databáze D = ⟨UD ,RD ,CD⟩ nad databázovým schématem
⟨R, ϱ⟩, pro jej́ıž domény z UD plat́ı, že respektuj́ı typovou deklaraci Λ = ⟨Λ, λ⟩
pro Y a C. Potom pro RA-výrazy E nad ⟨R, ϱ⟩ definujeme relaci ED , kterou
nazýváme výsledek E v D, takto: [3]

1. Pro E ve tvaru r ∈ R polož́ıme ED = rD ,

2. pro E ve tvaru ā∅ polož́ıme ED = a∅,

3. pro E ve tvaru [y : d] polož́ıme ED = [y : dD ],

4. pro E ve tvaru E1 ∪ E2 polož́ıme ED = ED
1 ∪ ED

2 ,
pro E ve tvaru E1 ∩ E2 polož́ıme ED = ED

1 ∩ ED
2 ,

5. pro E ve tvaru E1 _E3 E2 polož́ıme ED = ED
1 _ED

3 ED
2 ,

6. pro E ve tvaru E1 ◃▹ E2 polož́ıme ED = ED
1 ◃▹ ED

2 ,

7. pro E ve tvaru πR(F ) polož́ıme ED = πR(FD),

8. pro E ve tvaru E1 ÷E3 E2 polož́ıme ED = ED
1 ÷ED

3 ED
2 ,

9. pro E ve tvaru σy≈z(F ) a z ∈ Y polož́ıme ED = σy≈z(F
D),

pro E ve tvaru σy≈d(F ) a d ∈ C polož́ıme ED = σy≈dD (FD),

10. pro E ve tvaru ∆(F ) polož́ıme ED = ∆(FD),
pro E ve tvaru ∇(F ) polož́ıme ED = ∇(FD),

11. pro E ve tvaru ρh(F ) polož́ıme ED = ρh(F
D).

Pomoćı RA-výraz̊u singletonu [y : d], ā∅, sjednoceńı a spojeńı je nav́ıc možné
vytvořit libovolnou konstantńı relaci (skutečné hodnoty v této relaci jsou dány
interpretaćı objektových konstant ve zvolené instanci databáze). Postup je
následuj́ıćı. Nejprve zkonstruujeme př́ıslušné n-tice nad uvažovaným relačńım
schématem R = {y1, · · · , yn} pomoćı RA-výrazu ā∅ ◃▹ (◃▹ni=1 [yi : di]). Konečně
mnoha sjednoceńımi takových n-tic źıskáme RA-výraz, jehož vyhodnoceńım v in-
stanci databáze dostaneme požadovanou relaci. [3]
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3.4. Doménový relačńı kalkul

Druhým základńım dotazovaćım jazykem je relačńı kalkul. Zat́ımco v jazyce
založeném na relačńı algebře dotaz odpov́ıdá posloupnosti krok̊u, které je nutné
pro výpočet odpovědi vykonat, v relačńım kalkulu dotazem charakterizujeme
vlastnosti, které musej́ı n-tice splňovat, aby mohly být zahrnuty ve výsledku
dotazu.

Relačńı kalkul je založen na predikátové logice prvńıho řádu. Požadované
vlastnosti specifikujeme pomoćı formuĺı této logiky. Při vyhodnocováńı dotazu
ohodnocujeme volné proměnné formule a pokud je tato formule pod daným ohod-
noceńım pravdivá (obecně v nějakém stupni), můžeme n-tici odpov́ıdaj́ıćı tomuto
ohodnoceńı vložit do výsledné relace (obecně ve stupni, ve kterém byla formule
pod t́ımto ohodnoceńım pravdivá).

Existuj́ı dvě varianty relačńıho kalkulu s ekvivalentńı vyjadřovaćı silou –
n-ticový a doménový relačńı kalkul. Kalkuly se lǐśı významem objektových
proměnných, kdy v prvně jmenovaném kalkulu objektové proměnné představuj́ı
n-tice, v druhém potom zastupuj́ı hodnoty z domén atribut̊u. [32] [39] Dále se
budeme věnovat pouze doménovému relačńımu kalkulu a jeho zobecněńı, jež je
popsáno v [3].

Zobecněný doménový relačńı kalkul s deklaracemi rozsahu proměnných
vycháźı z klasického doménového relačńıho kalkulu, který zavedli Lacroix a
Pirotte v [29]. Základ tvoř́ı formule predikátové logiky prvńıho řádu. Ačkoliv
se kalkuly lǐśı v použité logice, kdy v zobecněném kalkulu je namı́sto klasické
dvouhodnotové logiky použita fuzzy logika, na syntaktické úrovni jsou oba kalkuly
totožné. Dı́ky tomu formule klasického kalkulu přenesené do zobecněného kalkulu
vyjadřuj́ı stejný koncept, jen jeho splněńı uvažujeme ve stupńıch. Tento fakt
představuje jednu z nejvýznamněǰśıch vlastnost́ı zobecněného relačńıho modelu,
která nám umožňuje snadné zobecňováńı pojmů z klasického modelu. [3]

V daľśıch částech poṕı̌seme základńı pojmy, syntaxi a sémantiku doménového
relačńıho kalkulu. Jazyk predikátové logiky, jenž budeme v daľśıch částech
potřebovat a nad kterým budeme uvažovat formule, je dán databázovým
schématem ⟨R, ϱ⟩, množinou objektových konstant C, konstantami pro pravdi-
vostńı hodnoty (pro každé a ∈ L uvažujeme ā). Jazyk dále obsahuje spočetně
mnoho objektových proměnných, symboly pro logické spojky a kvantifikátory a
pomocné symboly (závorky, čárka, dvojtečka). [3]

3.4.1. Proměnné, deklarace rozsahu

Předpokládáme, že máme k dispozici spočetně mnoho objektových
proměnných x, x1, x2, . . . ∈ X, které zastupuj́ı hodnoty z domén. Narozd́ıl od
objektových konstant, jejichž interpretace je pevně dána instanćı databáze,
objektové proměnné mohou nabývat libovolné hodnoty z libovolné domény.
Abychom zajistili konečnost výsledk̊u dotaz̊u v relačńım kalkulu, zavád́ıme
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deklaraci rozsahu proměnných. Tato deklarace, interpretovaná v instanci
databáze, každé objektové proměnné přǐrad́ı konečnou množinu hodnot, kterých
může daná proměnná nabývat. [3]

Formálně, deklaraćı rozsahu R nad ⟨R, ϱ⟩ a C rozumı́me konečnou neprázdnou
množinu tvořenou částmi rozsahu, kde část́ı rozsahu rozumı́me libovolnou objek-
tovou konstantu z C anebo výraz r(y), kde r ∈ R a y ∈ ϱ(r) (tedy r(y) označuje
konkrétńı atribut y v relačńım schématu relačńıho symbolu r). Řekneme, že
deklarace rozsahu je kompatibilńı s typovou deklaraćı Λ = ⟨Λ, λ⟩, jestliže
všechny části rozsahu jsou stejného typu τ ∈ Λ. Tento typ τ nazveme typem
deklarace rozsahu R a označujeme jej λ(R). Množinu všech deklaraćı rozsahu
nad ⟨R, ϱ⟩ a C kompatibilńıch s λ označujeme jako Rd(R, ϱ,C,Λ). Zobrazeńı
rd : X → Rd(R, ϱ,C,Λ) nazveme jako deklarace rozsahu pro objektové proměnné
z X. Hodnotou rd(r) potom rozumı́me deklaraci rozsahu pro x. [3]

Při vyhodnocováńı dotazu v instanci databáze D = ⟨UD ,RD ,CD⟩
(nad databázovým schématem ⟨R, ϱ⟩) potřebujeme znát skutečné hodnoty, které
můžeme podle deklarace rozsahu R ∈ Rd(R, ϱ,C,Λ) př́ıslušným proměnným
přǐradit. K tomuto účelu definujeme množinu hodnot RD předpisem

RD = {cD | c ∈ R} ∪ {d ∈ Dy | r(y) ∈ R a
(
π{y}(r

D)
)

({⟨y, d⟩}) > 0}

a nazýváme ji hodnota R v instanci databáze D [3]. Množina RD je tedy
na jedné straně tvořena hodnotami, kterými v dané instanci databáze interpretu-
jeme objektové konstanty, a na druhé straně pak hodnotami, které se nacházej́ı
v odpov́ıdaj́ıćım

”
sloupci“ relace, pomoćı které interpretujeme př́ıslušný relačńı

symbol.
Pro každou množinu RD nav́ıc existuje RA-výraz, jehož vyhodnoceńım v in-

stanci databáze źıskáme relaci nad jednoprvkovým relačńım schématem ob-
sahuj́ıćı n-tice, kde hodnoty jejich jediného atributu přesně odpov́ıdaj́ı hodnotám
z RD . Přesněji, uvažujme deklaraci rozsahu R kompatibilńı s typovou deklaraćı
Λ = ⟨Λ, λ⟩. Pro každý atribut y, jehož typ odpov́ıdá typu deklarace rozsahu
(λ(y) = λ(R)), existuje RA-výraz ER,y nad relačńım schématem {y} takový, že
pro libovolnou n-tici r ∈ Tupl({y}) a instanci databáze D plat́ı

(
ED

R,y

)
(r) =

{
1 pokud r(y) ∈ RD ,

0 jinak.

Tento RA-výraz je ve tvaru [3]:

ER,y =
∪
c∈R

([y : c]) ∪
∪

r(z)∈R

(
ϱy←z(π{z}(∇(r)))

)
.

3.4.2. Formule doménového relačńıho kalkulu

Základńı stavebńı prvek dotaz̊u doménového relačńıho kalkulu tvoř́ı formule.
Pomoćı formuĺı popisujeme vlastnosti, které musej́ı n-tice splňovat, aby mohly
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být zařazeny do odpovědi na daný dotaz. Formule doménového relačńıho kalkulu
definujeme následuj́ıćım zp̊usobem.

Mějme databázové schéma ⟨R, ϱ⟩ nad Y , typovou deklaraci Λ pro Y a C a
množinu objektových proměnných X. Formulemi doménového relačńıho kalkulu
nad ⟨R, ϱ⟩,C a L jsou [3]:

1. Pro relačńı symbol r ∈ R s relačńım schématem ϱ(r) = {y1, . . . , yn} a pro
objektové proměnné x1, . . . , xn ∈ X je r(y1: x1, . . . , yn: xn) formule3,

2. pro a ∈ L je ā formule,

3. pro x ∈ X a z ∈ X ∪ C je x ≈ z formule,

4. pokud jsou φ a ψ formule, potom (φ o ψ), (φ c ψ), (φ d ψ) a (φ i ψ)
jsou formule,

5. pokud je φ formule, potom ∆φ je formule,

6. pokud je φ formule, x ∈ X objektová proměnná a R ∈ Rd(R, ϱ,C,Λ)
deklarace rozsahu, potom (∀x∈R)φ a (∃x∈R)φ jsou formule.

Aby nebylo možné vyhodnoceńım dotazu vygenerovat nekonečnou relaci, byla
zavedena deklarace rozsahu pro objektové proměnné, která omezuje množinu
př́ıpustných hodnot, kterých mohou tyto proměnné nabývat. Obecné formule
však deklaraci rozsahu neberou v potaz, nav́ıc je možné zkonstruovat formule,
které z hlediska typové deklarace nedávaj́ı smysl. Z těchto d̊uvod̊u se v dotazech
omezujeme pouze na bezpečné formule, které těmito problémy netrṕı. Řekneme,
že formule φ je bezpečná vzhledem k rd : X → Rd(R, ϱ,C,Λ), pokud pro každou
proměnnou x, která se vyskytuje ve φ, plat́ı [3]:

• Pokud má x v podformuli ψ formule φ volný výskyt a

– ψ je ve tvaru r(y : x, . . .), potom atribut y a rozsah platnosti pro x
muśı být stejného typu, tedy λ(y) = λ(rd(x)), nebo

– ψ je ve tvaru x ≈ c, potom muśı platit λ(c) = λ(rd(x)), nebo

– ψ je ve tvaru x ≈ y a tento výskyt y je ve ψ volný, potom muśı platit
λ(rd(x)) = λ(rd(y)).

• Pro každou podformuli formule φ, která je ve tvaru (∀x∈R)ψ nebo (∃x∈R)ψ,
muśı platit, že ψ je bezpečná vzhledem k rd′ : X → Rd(R, ϱ,C,Λ), kde pro
každé y ̸= x máme rd′(y) = rd(y) a rd′(x) = R.

3Na pořad́ı proměnných v r(y1: x1, . . . , yn: xn) nezálež́ı.
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3.4.3. Sémantika formuĺı doménového relačńıho kalkulu

Abychom se mohli zabývat pravdivostńımi hodnotami formuĺı, potřebujeme
vhodnou strukturu pro jazyk formuĺı a př́ıslušné ohodnoceńı volných proměnných.

Hledanou strukturou je instance databáze D = ⟨UD ,RD ,CD⟩
nad databázovým schématem ⟨R, ϱ⟩ s doménami UD = {⟨Dy,≈y⟩ | y ∈ Y }.
Pro instanci databáze D a deklaraci rozsahu rd : X → Rd(R, ϱ,C,Λ) definujeme
D-ohodnoceńı proměnných vzhledem k deklaraci rozsahu rd pro proměnné jako
zobrazeńı v : X →

∪
y∈Y Dy, pro které muśı platit, že objektovým proměnným

přǐrazuje pouze hodnoty z př́ıslušné množiny př́ıpustných hodnot, která je dána
deklaraćı rozsahu. Pro každé x ∈ X tedy muśı platit v(x) ∈ rd(x)D . Pokud
se dvě D-ohodnoceńı v a w lǐśı pouze v hodnotě, kterou přǐrazuj́ı objektové
proměnné x, potom tento fakt zaṕı̌seme jako v =x w . [3]

Nyńı již můžeme definovat pravdivostńı hodnotu formule při daném ohodno-
ceńı. Uvažujme instanci databáze D = ⟨UD ,RD ,CD⟩ nad ⟨R, ϱ⟩, jej́ıž domény
respektuj́ı typovou deklaraci Λ = ⟨Λ, λ⟩ pro Y a C. Dále mějme D-ohodnoceńı
vzhledem k rd : X → Rd(R, ϱ,C,Λ) a formuli φ, jež je bezpečná vzhledem k rd.
Potom stupeň ∥φ∥rdD ,v ∈ L, ve kterém je formule φ pravdivá v D při v a rd, je
definován takto: [3]

1. Pro φ ve tvaru r(y1: x1, . . . , yn: xn) polož́ıme ∥φ∥rdD ,v = rD(t), kde t je
n-tice nad relačńım schématem ϱ(r), jej́ıž hodnoty atribut̊u yi odpov́ıdaj́ı
ohodnoceńı př́ıslušných proměnných xi, tedy pro každé i = 1, . . . , n plat́ı
t(yi) = v(xi),

2. pro φ ve tvaru ā polož́ıme ∥φ∥rdD ,v = a,

3. pro φ ve tvaru x ≈ y polož́ıme ∥φ∥rdD ,v = v(x) ≈y v(y),

pro φ ve tvaru x ≈ c polož́ıme ∥φ∥rdD ,v = v(x) ≈y c
D ,

kde v obou př́ıpadech požadujeme, aby λ(y) = λ(rd(x)),

4. pro φ ve tvaru ψ o χ polož́ıme ∥φ∥rdD ,v = ∥ψ∥rdD ,v ⊗ ∥χ∥rdD ,v ,

pro φ ve tvaru ψ c χ polož́ıme ∥φ∥rdD ,v = ∥ψ∥rdD ,v ∧ ∥χ∥rdD ,v ,

pro φ ve tvaru ψ d χ polož́ıme ∥φ∥rdD ,v = ∥ψ∥rdD ,v ∨ ∥χ∥rdD ,v ,

pro φ ve tvaru ψ i χ polož́ıme ∥φ∥rdD ,v = ∥ψ∥rdD ,v → ∥χ∥rdD ,v ,

5. pro φ ve tvaru ∆ψ polož́ıme ∥φ∥rdD ,v =

{
1 pokud ∥ψ∥rdD ,v = 1

0 jinak,

6. pro φ ve tvaru (∀x∈R)ψ polož́ıme ∥φ∥rdD ,v =
∧
∥ψ∥rd′D ,w ,

pro φ ve tvaru (∃x∈R)ψ polož́ıme ∥φ∥rdD ,v =
∨
∥ψ∥rd′D ,w ,

kde v obou př́ıpadech uvažujeme ohodnoceńı w , pro které máme w =x v
a w(x) ∈ RD . Dále uvažujeme deklaraci rozsahu rd′ : X → Rd(R, ϱ,C,Λ)
takovou, kde pro každé y ̸= x máme rd′(y) = rd(y) a rd′(x) = R.
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Pravdivostńı hodnota atomické formule r(y1: x1, . . . , yn: xn) z bodu 1 je tedy
(při ohodnoceńı v) definována jako stupeň, ve kterém př́ıslušná n-tice patř́ı
do relace, jež slouž́ı k interpretaci relačńıho symbolu r.

Podmı́nka λ(y) = λ(rd(x)) v bodě 3 předchoźı definice zajǐst’uje kompatibilitu
použité relace podobnosti. Vı́me, že pro některé y′ ∈ Y plat́ı rd(x)D ⊆ Dy′ , d́ıky
bezpečnosti formule φ vzhledem k rd plat́ı rd(y)D ⊆ Dy′ i cD ∈ Dy′ . Z podmı́nky
λ(y) = λ(rd(x)) = λ(y′) plyne, že relace ≈y a ≈y′ jsou totožné a tedy použitá
relace ≈y je s hodnotami v(x), v(y), cD kompatibilńı.

3.4.4. Dotazováńı v doménovém relačńım kalkulu

Nyńı na základě bezpečných formuĺı definujeme dotazováńı v relačńım
kalkulu. Uvažujme instanci databáze D nad ⟨R, ϱ⟩, jej́ıž domény respektuj́ı ty-
povou deklaraci Λ = ⟨Λ, λ⟩ pro Y a C. Dále uvažujme formuli φ, která je
bezpečná vzhledem k rd : X → Rd(R, ϱ,C,Λ). Výraz y:x pro y ∈ Y , x ∈ X
a λ(y) = λ(rd(x)) nazveme ćılová komponenta. Konečnou množinu vzájemně
r̊uzných ćılových komponent T = {y1:x1, . . . , yn:xn} nazveme ćılová množina. [3]

Pro T = {y1:x1, . . . , yn:xn}, I = {1, . . . , n} a φ definujeme relaci Tφrd,D

nad relačńım schématem R = {y1, . . . , yn} takto: [3]

(
Tφrd,D

)
(r) =

{∨
{∥φ∥rdD ,v | ∀i ∈ I : v(xi) = r(yi)}, pro r ∈

∏
yi∈R rd(xi)D ,

0 jinak,

kterou nazveme výsledek dotazu Tφ v D pod rd. Formule φ může mı́t i jiné volné
proměnné než ty, které se nacházej́ı v ćılové množině, a pro r̊uzná ohodnoceńı
těchto proměnných může být tato formule splněna v r̊uzných stupńıch. Na ohod-
noceńı proměnných mimo ćılovou množinu nám nezálež́ı, požadujeme pouze, aby
při ohodnoceńı, jehož část přǐrazuj́ıćı hodnoty proměnným z ćılové množiny je
pevně daná, byla formule pravdivá v co nejvyšš́ım stupni.

Proto při výpočtu ranku pro danou n-tici r procháźıme všechna
D-ohodnoceńı v taková, že objektovým proměnným z ćılové množiny tato ohod-
noceńı v pevně přǐrazuj́ı hodnoty př́ıslušných atribut̊u z n-tice r. Na ohodnoceńı
ostatńıch proměnných neklademe žádné podmı́nky. Následně z množiny prav-
divostńıch hodnot ∥φ∥rdD ,v při uvažovaných ohodnoceńıch v vypoč́ıtáme supre-
mum (na lineárně uspořádané množině pravdivostńıch hodnot maximum – lze
ř́ıci, že maximalizujeme pravdivostńı hodnotu formule φ přes všechna ohodno-
ceńı splňuj́ıćı výše uvedenou podmı́nku).

Nicméně pro každou bezpečnou formuli φ a ćılovou množinu T existuje
bezpečná formule ψ, jej́ıž volné proměnné jsou právě proměnné z ćılové množiny
T a pro každou instanci databáze D plat́ı Tψrd,D = Tφrd,D (výsledky jsou stejné)
a nav́ıc plat́ı (

Tψrd,D
)

(r) = ∥φ∥rdD ,v

pro ohodnoceńı v taková, že pro každé r máme ∀i ∈ I : v(xi) = r(yi). [3]
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3.5. Vzájemný vztah základńıch dotazovaćıch jazyk̊u

Ačkoliv má relačńı kalkul k dispozici plnou śılu predikátové logiky a relačńı
algebra jen několik vybraných operaćı, oba dotazovaćı jazyky maj́ı stejnou vy-
jadřovaćı śılu a jsou ekvivalentńı. Ke každému dotazu v relačńımu kalkulu existuje
dotaz v jazyce založeném na relačńı algebře takový, že výsledky obou dotaz̊u jsou
totožné, a naopak. Důkazy obou tvrzeńı jsou konstruktivńı a poskytuj́ı algorit-
mus pro převod dotaz̊u mezi oběma jazyky. Hlavńı myšlenky obou d̊ukaz̊u jsou
nast́ıněny ńıže.

Prvńı věta, umožňuj́ıćı přechod z relačńıho kalkulu do jazyka založeného
na relačńı algebře, má následuj́ıćı zněńı. Mějme formuli φ, která je bezpečná
vzhledem k rd : X → Rd(R, ϱ,C,Λ), a ćılovou množinu T. Potom existuje RA-
výraz Eφ nad ⟨R, ϱ⟩ takový, že Tψrd,D = ED

φ pro libovolnou instanci databáze
D nad ⟨R, ϱ⟩, jej́ıž domény respektuj́ı typovou deklaraci Λ. [3]

Důkaz je veden strukturálńı indukćı přes podformule ψ formule φ. Prokáže
se, že pro každou podformuli ψ máme:

• ćılovou množinu Tψ = {x1: x1, . . . , xn: xn}, kde názvy atribut̊u xi vycházej́ı
z názv̊u proměnných xi, dále proměnné {x1, . . . , xn} jsou volné v ψ a pro
každé i = 1, . . . , n, pokud je xi volná proměnná v φ, potom λ(xi) = λ(y)
pro y: xi ∈ T,

• deklaraci rozsahu rdψ : X → Rd(R, ϱ,C,Λ),

• RA-výraz Fψ takový, že Tψψ
rdψ ,D = FD

ψ pro instanci databáze D nad ⟨R, ϱ⟩
respektuj́ıćı Λ. Tedy hodnota Fψ v instanci databáze D odpov́ıdá výsledku
dotazu Tψψ v D.

Jelikož φ je sama sobě podformuĺı, i pro tuto formuli máme Fφ, pro který plat́ı
Tφφ

rdφ,D = FD
φ . Hledaný RA-výraz Eφ z Fφ źıskáme přejmenováńım atribut̊u.

[3]
Každá proměnná x, jež je volná v ψ, může být v φ bud’ volná, anebo vázaná

ve výrazu (∀x∈R) nebo (∃x∈R). Pro ψ a proměnnou x, jež je volná v ψ, můžeme
zavést deklaraci rozsahu ve tvaru [3]:

Rx =

{
rd(x) pokud je x volná ve φ,

R pokud je x vázaná ve φ ve výrazech (∀x∈R) nebo (∃x∈R).

Jak bylo uvedeno dř́ıve v 3.4.1. (str. 31), pro každý atribut y ∈ Y stejného
typu jako Rx existuje RA-výraz ERx,y, jehož vyhodnoceńım v instanci databáze D
źıskáme relaci ED

Rx,y
nad relačńım schématem {y}. Tato relace je v jednoznačné

korespondenci s RD
x , tedy s množinou hodnot, které je podle deklarace rozsahu Rx

možné za proměnnou x dosazovat. Pro zjednodušeńı RA-výraz ERx,y označujeme
jako Ex,y. [3]
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Význam RA-výraz̊u Ex,y je následuj́ıćı. Při vyhodnocováńı dotaz̊u v relačńım
kalkulu máme pro objektové proměnné předepsané deklarace rozsahu, které
omezuj́ı množinu hodnot, jež je možné za tyto proměnné dosadit. Potřebujeme
zajistit stejný výsledek i pro RA-výraz, který z formule daného dotazu relačńıho
kalkulu konstruujeme. Abychom tohoto dosáhli, pro volné proměnné vysky-
tuj́ıćı se v dané formuli vytvoř́ıme RA-výraz ◃▹i=1,...,n Exi,yi . Nyńı každá n-tice
z kartézského součinu ◃▹i=1,...,n E

D
xi,yi odpov́ıdá jednomu z př́ıpustných ohodno-

ceńı proměnných x1, . . . , xn.
Nyńı je nutné prokázat existenci RA-výraz̊u pro jednotlivé tvary podformule

ψ. Celý d̊ukaz včetně zd̊uvodněńı lze nalézt v [3]. Pro ilustraci jsou ńıže uvedeny
vybrané RA-výrazy pro podformule ψ:

• Pro ψ ve tvaru r(y1: x1, . . . , yn: xn) polož́ıme

Fψ = ρh(yi)=xi(r) ◃▹ Ex1,x1 ◃▹ · · · ◃▹ Exn,xn ,

• pro ψ ve tvaru x1 ≈ x2 polož́ıme

Fψ = σx1≈x2(Ex1,x1 ◃▹ Ex2,x2),

• pro ψ ve tvaru (χ o ϑ) označme Xχ = {x1, . . . , xn, y1, . . . , yp} a Xϑ =
{x1, . . . , xn, z1, . . . , zq} volné proměnné v χ a ϑ. Z indukčńıho předpokladu
plyne existence RA-výraz̊u Fχ a Fϑ pro formule χ a ϑ. Pro ψ polož́ıme

Fψ = (Fχ ◃▹ Ez1,z1 ◃▹ · · · ◃▹ Ezq ,zq) ⊗ (Fθ ◃▹ Ey1,y1 ◃▹ · · · ◃▹ Eyp,yp),

• pro ψ ve tvaru (∀x ∈ R)χ uvažujme množinu {x, x1, . . . , xn} volných
proměnných v χ. Z indukčńıho předpokladu plyne existence RA-výrazu
Fχ pro formuli χ. Pro ψ polož́ıme

Fψ = Fχ ÷G Ex,x, kde G = Ex1,x1 ◃▹ · · · ◃▹ Exn,xn .

Z definice děleńı tedy pro n-tice r nad schématem {x1, . . . , xn} máme:

(Fψ)(r) =
∧

s∈Tupl({x})

((Ex1,x1 ◃▹ · · · ◃▹ Exn,xn)(r) ⊗ (Ex,x(s) → Fχ(rs)))

Druhá věta, pomoćı které lze přej́ıt z jazyka založeného na relačńı algebře
do relačńıho kalkulu, je v následuj́ıćım tvaru. Mějme RA-výraz E nad ⟨R, ϱ⟩.
Potom existuj́ı deklarace rozsahu rdE : X → Rd(R, ϱ,C,Λ), formule φE, která
je bezpečná vzhledem k rdE a ćılová množina TE tak, že plat́ı ED = TEφ

rdE ,D
E

pro libovolnou instanci databáze D, jej́ıž domény respektuj́ı Λ a všechny relace
podobnost́ı splňuj́ı vlastnost separability. [3]
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Důkaz je založen na strukturálńı indukci přes RA-výrazy. V d̊ukazu se nav́ıc
použ́ıvá následuj́ıćı úvaha. Pro RA-výraz E a př́ıslušnou formuli φE s volnými
proměnnými {y1, . . . , yn} definujeme formuli φ⋆E předpisem

(∃y′1 ∈ rdE(y1)) · · · (∃y′n ∈ rdE(yn))(∆(y1 ≈ y′1 o · · ·o yn ≈ y′n)o φ′E),

kde φ′E vznikne z φE nahrazeńım všech výskyt̊u volných proměnných yi
proměnnými y′i. Formule φ⋆E má stejné volné proměnné jako φE a nav́ıc d́ıky
separabilitě plat́ı [3]:

∥φ⋆E∥rdD ,v =

{
∥φE∥rdED ,v , pokud v(yi) ∈ rdE(yi)D pro každé i = 1, . . . , n,

0, jinak.

T́ımto postupem lze
”
zakódovat“ deklaraci rozsahu př́ımo do formule.

Pro danou formuli poté můžeme uvažovat širš́ı deklaraci rozsahu, aniž bychom
rozš́ı̌rili množinu ohodnoceńı proměnných, při kterých je tato formule pravdivá.

Nyńı je nutné pro jednotlivé tvary RA-výraz̊u ukázat odpov́ıdaj́ıćı dotazy
v relačńım kalkulu. Celý d̊ukaz je opět možné nalézt v [3]. Opět pro ilustraci
jsou ńıže uvedeny formule pro vybrané RA-výrazy, ve kterých je ćılová množina
a deklarace rozsahu je zapsána zkráceně jako {. . . , yi : yi ∈ R, . . .}:

• Pro E ve tvaru r ∈ R uvažujeme tento dotaz

{y1 : y1 ∈ {r(y1)}, . . . , yn : yn ∈ {r(yn)}}r(y1 : y1, . . . , yn : yn),

• pro E ve tvaru E1 ∪ E2 máme z indukčńıho předpokladu existenci dotaz̊u
pro E1 a E2. Oba RA-výrazy jsou nad stejným relačńım schématem a tedy
φE1 i φE2 maj́ı stejné volné proměnné. Deklaraci rozsahu pro φE definu-
jeme jako sjednoceńı deklaraćı rozsahu φE1 a φE2 , což odpov́ıdá tomu, že
relace (E1 ∪E2)

D obsahuje hodnoty z obou relaćı ED
1 a ED

2 . Protože jsme
použili obecněǰśı deklaraci rozsahu, než maj́ı φE1 a φE2 , muśıme obě formule
nahradit formulemi φ⋆E1

a φ⋆E2
. Výsledný dotaz uvažujeme ve tvaru:

{y1 : y1 ∈ rdE1(y1) ∪ rdE2(y1), . . . , yn : yn ∈ rdE1(yn) ∪ rdE2(yn)}φ⋆E1
d φ⋆E2

.

Z jistého úhlu pohledu je možné na operace relačńı algebry nahĺıžet jako
na pečlivě vybrané formule predikátové logiky, které tvoř́ı základńı stavebńı
kameny, pomoćı kterých je možné sestavit libovolný dotaz, jehož výsledky je
současně možné charakterizovat libovolnými formulemi relačńıho kalkulu. V obou
př́ıpadech tvoř́ı základ dotazováńı predikátová logika, která je tedy pro relačńı
model nepostradatelná.
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4. Operace relačńıho děleńı

Aby byla relačńı algebra schopna pokrýt veškeré dotazy, které je možné
vyjádřit v relačńım kalkulu, muśı obsahovat dostatek vhodných operaćı. Pokud
tomu tak je a oba jazyky maj́ı stejnou vyjadřovaćı śılu, potom hovoř́ıme
o tzv. relačńı úplnosti relačńı algebry vzhledem k relačńımu kalkulu.

Klasický relačńı model je postaven na klasické dvouhodnotové logice, ve které
je d́ıky zákonu dvoj́ı negace možné vzájemně definovat kvantifikátory. Všeobecný
kvantifikátor je tak možné definovat pomoćı existenčńıho jako (∀x)φ ≡ ¬(∃x)¬φ.
Pro úplnost klasické relačńı algebry tak stač́ı, aby tato algebra obsahovala op-
eraci odpov́ıdaj́ıćı jen jednomu kvantifikátoru. Operaci, která odpov́ıdá druhému
kvantifikátoru, je poté možné odvodit. Standardně se za základńı operaci považuje
projekce π, která odpov́ıdá existenčńımu kvantifikátoru, a operace děleńı je poté
odvozena užit́ım projekce, spojeńı a rozd́ılu.

Zobecněný relačńı model je založen na logice, ve které obecně zákon dvoj́ı
negace neplat́ı a neńı tak možné kvantifikátory vzájemně definovat. Aby byla
zobecněná relačńı algebra relačně úplná, muśı kromě operace tvoř́ıćı protěǰsek
existenčńıho kvantifikátoru obsahovat i operaci odpov́ıdaj́ıćı univerzálńımu kvan-
tifikátoru – tedy relačńı děleńı.

Operaci relačńıho děleńı poprvé zmiňuje Codd již roku 1972 v jednom
ze zakládaj́ıćıch článk̊u relačńıho modelu [13]. Coddova definice relačńıho děleńı
trpěla několika problémy, které byly v pr̊uběhu času vyřešeny novými definicemi
této operace [16]. Nicméně některé současné články [5] [6] [7] [22] [36], které
se zabývaj́ı r̊uznými rozš́ı̌reńımi relačńıho modelu a uvažuj́ı i operaci relačńıho
děleńı, stále vycházej́ı z p̊uvodńı chybné definice a jej́ı problémy přej́ımaj́ı či
v d̊usledku snahy se těmto problémům vyhnout trṕı jinými [44].

4.1. Coddovo děleńı

Operaci relačńıho děleńı zavedl poprvé Codd ve svém článku z roku 1972 [13],
který se zabýval relačńı úplnost́ı relačńı algebry. Codd tuto operaci charakterizo-
val jako algebraický protěǰsek ke všeobecnému kvantifikátoru a použil ji v d̊ukazu
relačńı úplnosti. Již v tomto článku však poznamenal, že operaci relačńıho děleńı
je možné odvodit.

V následuj́ıćım textu budeme pro přehlednost uvažovat výraz RS jako zkratku
označuj́ıćı relačńı schéma R ∪ S, pro které plat́ı R ∩ S = ∅. Nyńı můžeme uvést
definici Coddova relačńıho děleńı. Mějme relace dělence D1 nad RS a dělitele D2

nad S, potom výsledek děleńı je nad schématem R a operace je definována jako
[16]

D1 ÷Codd D2 = πR(D1) \ πR((πR(D1) ◃▹ D2) \ D1).

Pro snazš́ı představu uvažujme následuj́ıćı př́ıklad. Předpokládejme, že
atributy z R představuj́ı výrobce a atributy z S výrobky. Potom D1 můžeme
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chápat jako relaci zachycuj́ıćı vztah
”
výrobce vyráb́ı produkt“. Relace D2 potom

představuje produkty, které muśı daný výrobce všechny vyrábět, aby mohl být
zahrnut ve výsledku děleńı. Podle definice pracuje operace takto:

1. Nejprve vypoč́ıtáme kartézský součin Dall = πR(D1) ◃▹ D2, který obsahuje
všechny možnosti párováńı

”
výrobce“ a

”
požadovaný produkt“.

2. Potom od kartézského součinu množinově odečteme relaci D1, č́ımž źıskáme
relaci D¬produce = Dall \ D1, kterou můžeme interpretovat jako

”
výrobce

nevyráb́ı produkt“. Výrobci, kteř́ı vyráběj́ı všechny produkty z D2, se v této
relaci nebudou vyskytovat.

3. Projekce πR(D¬produce) potom obsahuje výrobce, kteř́ı nevyráb́ı některý
z požadovaných produkt̊u.

4. V posledńım kroku množinovým odečteńım výrobc̊u, kteř́ı nevyráb́ı některý
z požadovaných produkt̊u, od všech výrobc̊u vyskytuj́ıćıch se v D1, źıskáme
požadovanou relaci výrobc̊u, kteř́ı vyráběj́ı všechny produkty z D2.

Výsledek Coddova děleńı lze množinově charakterizovat následovně
(správnost této charakterizace plyne z obecněǰśıho př́ıpadu, který je dokázán
později v 4.5. (str. 42)):

D1÷CoddD2 = {r ∈ Tupl(R) | r ∈ πR(D1) a ∀s ∈ Tupl(S) : (s ∈ D2 ⇒ rs ∈ D1)},

kde relaci πR(D1) lze považovat za rozsah či universum pro toto děleńı, jelikož
vždy plat́ı D1 ÷D2 ⊆ πR(D1).

Jak bylo uvedeno dř́ıve, s operaćı Coddova relačńıho děleńı se poj́ı několik
problémů. Méně závažný problém se týká omezeńı kladeného na relačńı
schémata vstupńıch relaćı, kdy požadujeme, aby relačńı schéma dělitele D2 bylo
podmnožinou relačńıho schématu dělence D1, ačkoliv k tomu neńı d̊uvod. [16]

Závažněǰśım problémem je fakt, že existuje př́ıpad, kdy Coddovo děleńı
svým chováńım neodpov́ıdá všeobecnému kvantifikátoru. V krajńım př́ıpadě, kdy
je relace dělitele D2 prázdná, je podmı́nka ∀s ∈ Tupl(S) : (s ∈ D2 ⇒ rs ∈ D1)
triviálně splněna pro každou n-tici r ∈ Tupl(R). Uváž́ıme-li př́ıklad s výrobci
a produkty, můžeme ř́ıct, že každý výrobce triviálně vyráb́ı všechny produkty
z prázdné množiny produkt̊u, a to včetně výrobc̊u, kteř́ı nevyráb́ı žádný produkt.
Takové výrobce, kteř́ı nevyráb́ı žádný produkt, můžeme v databázi uvažovat (mo-
hou být v relaci

”
výrobci“), ale nemohou být v relaci D1 reprezentuj́ıćı vztah

”
výrobce vyráb́ı produkt“. Výsledek Coddova děleńı je však omezen pouze na n-

tice z πR(D1), a tedy ačkoliv i pro výrobce nevyráběj́ıćı produkty je podmı́nka
triviálně splněna, ve výsledku Coddova děleńı nebudou zahrnuti. Ve výsledku
Coddova děleńı tedy mohou být pouze výrobci, kteř́ı vyráběj́ı alespoň jeden pro-
dukt. Coddovo děleńı tedy namı́sto dotazu

”
výrobci, kteř́ı vyráběj́ı všechny pro-

dukty z D2“ odpov́ıdá dotazu
”
výrobci, kteř́ı vyráběj́ı alespoň jeden produkt a

přitom všechny produkty z D2“. [16]
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Př́ımé zobecněńı Coddova relačńıho děleńı lze uvažovat ve tvaru

(D1 ÷RCodd D2)(r) =
∨

s∈Tupl(S)

(D1(rs)) ⊗
∧

s∈Tupl(S)

(D2(s) → D1(rs))

pro každé r ∈ Tupl(R). Toto zobecněńı přej́ımá oba výše uvedené problémy.

4.2. Děleńı podle [3]

V př́ıstupu založeném na fuzzy logice v úzkém slova smyslu se uvažuje děleńı,
které umožňuje explicitně definovat rozsah děleńı, a tak řeš́ı závažněǰśı problém
Coddova děleńı. Děleńı je definováno takto. Uvažujme relace D1, D2 a D3 nad
relačńımi schématy po řadě RS, S a R. Potom děleńı D1 ÷D3 D2 relace D1 relaćı
D2 nad universem D3 je nad relačńım schématem R a definujeme jej jako [3]

(D1 ÷D3 D2)(r) =
∧

s∈Tupl(S)

(D2(s) _D3(r) D1(rs))

=
∧

s∈Tupl(S)

(D3(r) ⊗ (D2(s) → D1(rs)))

pro každé r ∈ Tupl(R). Jistě plat́ı D1 ÷D3 D2 ⊆ D3. Druhý problém Coddova
děleńı je tak vyřešen. Pro př́ıklad uvažujme, že relace D3 představuje výrobce. Pro
prázdnou relaci dělitele máme (D2(s) → D1(rs)) = 1 pro všechna s ∈ Tupl(S) a
tedy

(D1 ÷D3 D2)(r) =
∧

s∈Tupl(S)

(D3(r) ⊗ 1) = D3(r)

pro každé r ∈ Tupl(R). Ve výsledku děleńı tak budou skutečně zahrnuti všichni
výrobci.

4.3. Malé děleńı

Malé děleńı je operace, kterou navrhnuli Date a Darwen v [19], aby odstranili
závážněǰśı problém Coddova děleńı [16]. Uvažujme relace dělence D1 nad R,
dělitele D2 nad S a prostředńıka D3 nad RS. Výsledek malého děleńı je potom
nad R a je definován takto [16]

D1 ÷D3
Sml D2 = D1 \ πR((D1 ◃▹ D2) \ D3).

Množinově teoretické vyjádřeńı malého děleńı je ve tvaru:

D1 ÷Sml D2 = {r ∈ Tupl(R) | r ∈ D1 a ∀s ∈ Tupl(S) : (s ∈ D2 ⇒ rs ∈ D3)},

a jeho př́ımé zobecněńı pro každé r ∈ Tupl(R):

(D1 ÷D3
RSml D2)(r) = D1(r) ⊗

∧
s∈Tupl(S)

(D2(s) → D3(rs)).
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Z praktických d̊uvod̊u byla později zavedena ještě rozš́ı̌rená verze malého
děleńı, která klade méně restriktivńı nároky na relačńı schémata vstupńıch op-
eraćı. Tato verze je definována pro relace dělence nad RT , dělitele nad SU a
prostředńıka RSV jako

D1 ÷D3
GSml D2 = D1n̄((πR(D1) ◃▹ πS(D2))n̄D3),

kde operace semidiference n̄ je definována jako D1n̄D2 = D1 \ (D1 nD2) [16].

4.4. Toddovo a velké děleńı

Toddovo děleńı v principu vycháźı z Coddova děleńı a odstraňuje jeho méně
závažný problém – umožňuje dělit relace nad libovolnými relačńımi schématy.
Mějme relace dělence D1 nad RS a dělitele D2 nad ST , kde může platit i S = ∅.
Výsledek Toddova děleńı je potom nad relačńım schématem RT a je ve tvaru [16]

D1 ÷Todd D2 = (πR(D1) ◃▹ πT (D2))n̄((πR(D1) ◃▹ D2)n̄(D1 ◃▹ D2)).

Množinově teoretické vyjádřeńı je potom ve tvaru:

D1 ÷Todd D2 = {rt ∈ Tupl(RT ) |
r ∈ πR(D1) a t ∈ πT (D2)︸ ︷︷ ︸

rt∈((πR(D1))on(πT (D2))

a ∀s ∈ Tupl(S) : (st ∈ D2 ⇒ rs ∈ D1)},

a př́ıslušné zobecněńı pro každé rt ∈ Tupl(RT ):

(D1 ÷RTodd D2)(rt) =∨
s1∈Tupl(S)

(D1(rs1)) ⊗
∨

s2∈Tupl(S)

(D2(s2t))︸ ︷︷ ︸
((πR(D1))on(πT (D2))(rt)

⊗
∧

s∈Tupl(S)

(D2(st) → D1(rs)).

Toddovo děleńı včetně jeho zobecněńı však trṕı podobnými problémy
s prázdnými relacemi jako Coddovo děleńı. Proto, ve stejném smyslu jako malé
děleńı, Date a Darwen navrhli velké děleńı, které tento problém řeš́ı. [16]

Velké děleńı je definováno pro relace dělence D1 nad R, dělitele D2 nad T ,
prvńıho prostředńıka D3 nad RS a druhého prostředńıka D4 nad ST . Výsledek
je nad relačńım schématem RT a je dán předpisem [16]

D1 ÷D3,D4

Grt D2 = (D1 ◃▹ D2)n̄((D1 ◃▹ D4)n̄D3).

Výsledek velkého děleńı lze množinově charakterizovat jako

D1 ÷D3,D4

Grt D2 = {rt ∈ Tupl(RT ) |
r ∈ D1 a t ∈ D2︸ ︷︷ ︸

rt∈(D1onD2)

a ∀s ∈ Tupl(S) : (st ∈ D4 ⇒ rs ∈ D3)}.
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Př́ıslušné zobecněńı pro každé rt ∈ Tupl(RT ) je ve tvaru:

(D1 ÷D3,D4

RGrt D2)(rt) = D1(r) ⊗D2(t)︸ ︷︷ ︸
(D1onD2)(rt)

⊗
∧

s∈Tupl(S)

(D4(st) → D3(rs)).

Velké děleńı odstraňuje oba hlavńı problémy Coddova relačńıho děleńı. Pro prak-
tické účely se opět uvažuje rozš́ı̌rená verze velkého děleńı s méně restriktivńımi
nároky na relačńı schémata vstupńıch operaćı. Tato verze je definována pro relace
dělence nad RU , dělitele nad TV a prostředńıky RSW a STX. Výsledek děleńı
se poté uvažuje nad schématem RTUV a je dán jako [3]

D1 ÷D3,D4

GGrt D2 = (D1 ◃▹ D2)n̄((πR(D1) ◃▹ πST (D4))n̄D3).

4.5. Darwenovo děleńı

Nejobecněǰśı definici relačńıho děleńı navrhl Darwen. Darwenovo děleńı kon-
cepčně vycháźı z velkého děleńı, ale na relačńı schémata neklade žádné požadavky.
Mějme relace dělence D1 nad X1, dělitele nad X2 a prostředńıky D3 a D4 nad X3

a X4. Výsledek Darwenova děleńı je nad X1∪X2 (X1 a X2 nemuśı být disjunktńı)
a je definován jako [16]

D1 ÷D3,D4

Darw D2 = (D1 ◃▹ D2) n̄ ((D1 ◃▹ D4) n̄ D3).

Ještě než odvod́ıme množinově teoretické vyjádřeńı, prokážeme pomocné
tvrzeńı charakterizuj́ıćı výsledek semidiference. Necht’ jsou R,S, T relačńı
schémata taková, že R ∩ S = R ∩ T = S ∩ T = ∅. Uvažujme relace D1 nad RS a
D2 nad ST . Pro rs ∈ Tupl(RS) plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

rs ∈ (D1 n̄ D2) ⇔ rs ∈ D1 ∧ ¬(∃t ∈ Tupl(T ) : st ∈ D2).

Tvrzeńı plyne př́ımo z definice semidiference:

rs ∈ D1 n̄ D2 ⇔ rs ∈ (D1 \ πRS(D1 on D2))

⇔ rs ∈ D1 ∧ ¬(rs ∈ πRS(D1 on D2))

⇔ rs ∈ D1 ∧ ¬(rs ∈ (D1 on πS(D2)))

⇔ rs ∈ D1 ∧ ¬(rs ∈ D1 ∧ s ∈ πS(D2))

⇔ rs ∈ D1 ∧ (¬(rs ∈ D1) ∨ ¬(s ∈ πS(D2)))

⇔ (rs ∈ D1 ∧ ¬(rs ∈ D1))︸ ︷︷ ︸
vždy nepravda

∨(rs ∈ D1 ∧ ¬(s ∈ πS(D2)))

⇔ rs ∈ D1 ∧ ¬(s ∈ πS(D2))

⇔ rs ∈ D1 ∧ ¬(∃t ∈ Tupl(T ) : st ∈ D2)

Toto tvrzeńı lze ekvivalentně vyjádřit jako:

rs ∈ (D1 n̄ D2) ⇔ rs ∈ D1 ∧ ¬(∃s′t ∈ Tupl(ST ) : πS(rs) = πS(s′t) ∧ s′t ∈ D2).
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Dále uvažujme relace D1 a D2 nad obecnými relačńımi schématy R1 a R2.
Řekneme, že n-tice r1 ∈ D1 a r2 ∈ D2 jsou spojitelné (ozn. r1 G r2), pokud
plat́ı πR1∩R2(r1) = πR1∩R2(r2).

Pro daľśı úvahy poznamenejme, že pro obecná relačńı schémata R1, R2 stač́ı
položit R = R1\R2, S = R1∩R2 a T = R2\R1. Takto definovaná relačńı schémata
R, S, T jsou po dvou disjunktńı a splňuj́ı předpoklad pomocného tvrzeńı. Pro
relace D1 nad R1 = R ∪ S, D2 nad R2 = S ∪ T a r1 ∈ Tupl(R1) tedy máme:

r1 ∈ (D1 n̄ D2)

⇔ r1 ∈ D1 ∧ ¬(∃r2 ∈ Tupl(R2) : πR1∩R2(r1) = πR1∩R2(r2) ∧ r2 ∈ D2)

⇔ r1 ∈ D1 ∧ ¬(∃r2 ∈ D2 : r1 G r2)

Tedy n-tice r1 patř́ı do semidiference (D1 n̄ D2), právě když patř́ı do D1

a současně neexistuje n-tice r2 ∈ D2, se kterou by byla r1 spojitelná.
Nyńı vyjádř́ıme Darwenovo děleńı pomoćı množinově-teoretické definice,

kterou poté snadno zobecńıme. Uvažujme relace dělence D1 nad X1, dělitele
nad X2 a prostředńıky D3 a D4 nad X3 a X4. Darwenovo děleńı lze potom vyjádřit
jako

D1 ÷D3,D4

Darw D2 = {r1r2 ∈ U | ∀r4 ∈ D4 : (r1r2 G r4 ⇒ ∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3)},

kde U = D1 ◃▹ D2. Tento fakt nyńı dokážeme.
Mějme n-tice r1 ∈ Tupl(R1), r2 ∈ Tupl(R2), které jsou spojitelné (r1 G r2).

S využit́ım pomocného tvrzeńı pro obecná relačńı schémata máme:

r1r2 ∈ D1 ÷D3,D4

Darw D2

⇔ r1r2 ∈ ((D1 ◃▹ D2) n̄ ((D1 ◃▹ D4) n̄ D3))

⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r′1r4 ∈ ((D1 ◃▹ D4) n̄ D3) : r1r2 G r′1r4)
⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r′1r4 ∈ Tupl(R1 ∪R4) :

π(R1∪R2)∩(R1∪R4)(r1r2) = π(R1∪R2)∩(R1∪R4)(r
′
1r4) ∧ r′1r4 ∈ ((D1 ◃▹ D4) n̄ D3))

Nyńı uprav́ıme podmı́nku π(R1∪R2)∩(R1∪R4)(r1r2) = π(R1∪R2)∩(R1∪R4)(r
′
1r4):

π(R1∪R2)∩(R1∪R4)(r1r2) = π(R1∪R2)∩(R1∪R4)(r
′
1r4)

⇔ πR1∪(R2∩R4)(r1r2) = πR1∪(R2∩R4)(r
′
1r4)

⇔ πR1(r1r2) = πR1(r
′
1r4) ∧ πR2∩R4(r1r2) = πR2∩R4(r

′
1r4)

⇔ r1 = r′1 ∧ πR2∩R4(πR2(r1r2)) = πR2∩R4(πR4(r
′
1r4))

⇔ r1 = r′1 ∧ πR2∩R4(r2) = πR2∩R4(r4)

⇔ r1 = r′1 ∧ r2 G r4

Výraz ∃r′1r4 ∈ Tupl(R1 ∪R4) lze nav́ıc chápat jako

∃r′1 ∈ Tupl(R1), ∃r4 ∈ Tupl(R4) : r′1 G r4
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Máme tedy:

r1r2 ∈ D1 ÷D3,D4

Darw D2

⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r′1r4 ∈ Tupl(R1 ∪R4) :

π(R1∪R2)∩(R1∪R4)(r1r2) = π(R1∪R2)∩(R1∪R4)(r
′
1r4) ∧ r′1r4 ∈ ((D1 ◃▹ D4) n̄ D3))

⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r′1 ∈ Tupl(R1), ∃r4 ∈ Tupl(R4) :

(r′1 G r4) ∧ (r1 = r′1) ∧ (r2 G r4) ∧ (r′1r4 ∈ ((D1 ◃▹ D4) n̄ D3)))

Dı́ky podmı́nce r1 = r′1 neńı potřeba uvažovat ∃r′1 ∈ Tupl(R1). Dále
zjednoduš́ıme podmı́nku (r′1 G r4) ∧ (r2 G r4). Využijeme předpokladu, že n-tice
r1 a r2 jsou spojitelné. Potom jistě plat́ı r1 = πR1(r1r2), obdobně pro r2. Z fakt̊u
r1 = r′1, spojitelnosti n-tic r1 a r2 a z definice spojitelnosti máme:

r′1 G r4 ∧ r2 G r4
⇔ r1 G r4 ∧ r2 G r4
⇔ π(R1∩R4)(r1) = π(R1∩R4)(r4) ∧ πR2∩R4(r2) = πR2∩R4(r4)

⇔ π(R1∩R4)(πR1(r1r2)) = π(R1∩R4)(r4) ∧ πR2∩R4(πR2(r1r2)) = πR2∩R4(r4)

⇔ π(R1∩R4)(r1r2) = π(R1∩R4)(r4) ∧ πR2∩R4(r1r2) = πR2∩R4(r4)

⇔ π(R1∩R4)∪(R2∩R4)(r1r2) = π(R1∩R4)∪(R2∩R4)(r4)

⇔ π(R1∪R2)∩R4(r1r2) = π(R1∪R2)∩R4(r4)

⇔ r1r2 G r4
Toto pozorováńı nyńı aplikujeme a dále rozeṕı̌seme zbývaj́ıćı semidiferenci. Potom
postupnou úpravou źıskáme požadované tvrzeńı:

r1r2 ∈ D1 ÷D3,D4

Darw D2

⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r′1 ∈ Tupl(R1),∃r4 ∈ Tupl(R4) :

(r′1 G r4) ∧ (r1 = r′1) ∧ (r2 G r4) ∧ (r′1r4 ∈ ((D1 ◃▹ D4) n̄ D3)))

⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r4 ∈ Tupl(R4) :

(r1r2 G r4) ∧ (r1r4 ∈ ((D1 ◃▹ D4) n̄ D3)))

⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r4 ∈ Tupl(R4) :

(r1r2 G r4) ∧ (r1r4 ∈ (D1 ◃▹ D4)) ∧ ¬(∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3))
⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r4 ∈ Tupl(R4) :

(r1r2 G r4) ∧ (r1 ∈ D1) ∧ (r4 ∈ D4) ∧ ¬(∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3))
⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬((r1 ∈ D1) ∧ (∃r4 ∈ Tupl(R4) :

(r1r2 G r4) ∧ (r4 ∈ D4) ∧ ¬(∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3)))
⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ (¬(r1 ∈ D1) ∨ ¬(∃r4 ∈ Tupl(R4) :

(r1r2 G r4) ∧ (r4 ∈ D4) ∧ ¬(∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3)))
⇔ (r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(r1 ∈ D1)) ∨ (r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r4 ∈ Tupl(R4) :

(r1r2 G r4) ∧ (r4 ∈ D4) ∧ ¬(∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3)))
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Z předchoźı strany máme:

r1r2 ∈ D1 ÷D3,D4

Darw D2

⇔ (r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(r1 ∈ D1)) ∨ (r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r4 ∈ Tupl(R4) :

(r1r2 G r4) ∧ (r4 ∈ D4) ∧ ¬(∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3)))
⇔ ((r1 ∈ D1) ∧ (r1 ̸∈ D1) ∧ (r2 ∈ D2)) ∨ (r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r4 ∈ Tupl(R4) :

(r1r2 G r4) ∧ (r4 ∈ D4) ∧ ¬(∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3)))
⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r4 ∈ Tupl(R4) :

(r1r2 G r4) ∧ (r4 ∈ D4) ∧ ¬(∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3))
⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ ¬(∃r4 ∈ D4 : (r1r2 G r4) ∧ ¬(∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3))
⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ (∀r4 ∈ D4 : ¬(r1r2 G r4) ∨ ¬¬(∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3))
⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ (∀r4 ∈ D4 : ¬(r1r2 G r4) ∨ (∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3))
⇔ r1r2 ∈ (D1 ◃▹ D2) ∧ (∀r4 ∈ D4 : r1r2 G r4 ⇒ (∃r3 ∈ D3 : r1r4 G r3)).

Darwenovo děleńı lze charakterizovat slovně takto. Daná n-tice r1r2 patř́ı do
výsledku děleńı, právě když:

• r1r2 nálež́ı do spojeńı D1 ◃▹ D2,

• pro každou n-tici r4 ∈ D4, která je spojitelná s r1r2, existuje n-tice r3 ∈ D3,
která je spojitelná s r1r4.

Nyńı již snadno Darwenovo děleńı zobecńıme. Uvažujme relace dělence D1

nad X1, dělitele nad X2 a prostředńıky D3 a D4 nad X3 a X4. Pro každou n-tici
r1r2 ∈ Tupl(R1 ∪R2) máme

D1÷D3,D4

RDarwD2(r1r2) = D1(r1)⊗D2(r2)⊗

 ∧
r4∈Tupl(R4)
r1r2Gr4

D4(r4) →
∨

r3∈Tupl(R3)
r1r4Gr3

D3(r3)

 .

4.6. Vlastnosti a vzájemný vztah operaćı relačńıho děleńı

Pokud jako základńı operaci uvažujeme libovolné relačńı děleńı, které
postačuje k prokázáńı relačńı úplnosti, potom všechna ostatńı děleńı jsou
odvoditelná. Nicméně mezi některými operacemi existuj́ı zaj́ımavé vztahy, které
jsou uvedeny ńıže. Některé operace relačńı algebry je nav́ıc možné vyjádřit jako
speciálńı př́ıpad děleńı.

4.6.1. Operace
”
být podmnožinou“

Operace
”
být podmnožinou“ je definována pro dvě relace D1 a D2 nad stejným

relačńım schématem R. Výsledkem této operace je relace a∅ nad prázdným
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relačńım schématem, kde a ∈ L je stupeň, ve kterém plat́ı D1 ⊆ D2. Tuto operaci
je možné definovat pomoćı děleńı podle [3], malého, velkého i Darwenova děleńı.
Pro ilustraci uved’me definici např́ıklad pomoćı malého děleńı:

(D1 ⊆ D2)(∅) = 1∅ ÷D2
RSml D1 =

=1︷ ︸︸ ︷
1∅(∅)⊗

∧
r∈Tupl(R)

(D1(r) → D2(r))

=
∧

r∈Tupl(R)

(D1(r) → D2(r))

4.6.2. Operace residua podle [3]

Tato operace je definována pro relace D1,D2,D3 nad stejným relačńım
schématem R. Tuto operaci lze chápat jako speciálńı př́ıpad Darwenova děleńı:

(D1 _D3 D2)(r) = (D3 ÷D2,D1

RDarw 1∅)(r)

= D3(r) ⊗ 1∅(∅) ⊗

 ∧
r′∈Tupl(R)

r∅Gr′

D1(r
′) →

∨
r′′∈Tupl(R)
rr′Gr′′

D2(r
′′)


= D3(r) ⊗ (D1(r) → D2(r))

= D1(r) _D3(r) D2(r)

Ve výše uvedeném vztahu jsou n-tice r, r′, r′′ nad stejným relačńım schématem R
a tedy, aby mohly být spojitelné, musej́ı si být rovny. Dı́ky tomu jsou infimum a
supremum poč́ıtány vždy jen z jednoho prvku a nemuśıme je uvažovat.

Pomoćı Darwenova děleńı je možné definovat obecněǰśı operaci ve stylu
residua, kdy uvolńıme požadavky na relačńı schémata vstupńıch relaćı a budeme
požadovat pouze R1 ⊆ R3 a R2 ⊆ R3. V d̊usledku tak lze definovat operace
⊗-pr̊uniku (polož́ıme D1 = 1∅) či a-negaci (polož́ıme D2 = a∅).

4.6.3. Vztah děleńı podle [3] a malého děleńı

Definice obou děleńı jsou téměř identické, lǐśı se pouze v pozici relace, která
určuje universum děleńı. V př́ıpadě děleńı podle [3] se tato relace nacháźı uvnitř
infima, u malého děleńı pak vně.

Pokud uvažujeme strukturu pravdivostńıch hodnot, která splňuje podmı́nku
prelinearity, tedy pro každé a, b ∈ L plat́ı (a→ b)∨(b→ a) = 1, nebo divisibility,
tedy pro každé a, b ∈ L plat́ı a ∧ b = a ⊗ (a → b), potom jsou obě operace
ekvivalentńı.

Z prelinearity nebo divisibility plyne distributivita součinu v̊uči infimu, tedy
pro všechna a, b, c ∈ L plat́ı a⊗(b∧c) = (a⊗b)∧(a⊗c) [2]. Nav́ıc d́ıky konečnosti
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relaćı poč́ıtáme infimum pouze z konečně mnoha prvk̊u r̊uzných od 1. Využit́ım
těchto fakt̊u pro D1,D2,D3 nad RS, S a R máme [44]

(D1 ÷D3 D2)(r) =
∧

s∈Tupl(S)

(D3(r) ⊗ (D2(s) → D1(rs)))

= D3(r) ⊗
∧

s∈Tupl(S)

(D2(s) → D1(rs))

= (D3 ÷D1
RSml D2)(r)

Pokud pro r ∈ Tupl(R) plat́ı D3(r) ∈ {0, 1}, potom jsou obě operace děleńı
ekvivalentńı bez ohledu na uvažovanou strukturu pravdivostńıch hodnot. [44]

4.6.4. Vztah malého a velkého děleńı

Malé děleńı lze vyjádřit jako speciálńı př́ıpad velkého děleńı. Pro relace D1

nad R, D2 nad S a D3 nad RS máme:

(D1 ÷D3,D2

RGrt 1∅)(r) = D1(r) ⊗ 1∅ ⊗
∧

s∈Tupl(S)

(D2(s) → D3(rs)) = (D1 ÷D3
RSml D2)(r).

4.6.5. Vztah velkého a Darwenova děleńı

Velké děleńı je možné př́ımočaře vyjádřit jako speciálńı př́ıpad Darwenova
děleńı. Uvažujme relace D1 nad R, D2 nad T , D3 nad RS a D4 nad ST , potom
máme:

D1 ÷D3,D4

RDarw D2(rt) = D1(r) ⊗D2(t) ⊗

 ∧
st′∈Tupl(ST )

rtGst′

D4(st
′) →

∨
r′s′∈Tupl(RS)

rst′Gr′s′

D3(r
′s′)


= D1(r) ⊗D2(t) ⊗

 ∧
s∈Tupl(S)

D4(st) → D3(rs)


= D1 ÷D3,D4

RGrt D2(rt)

Podobně jako v 4.6.2. si je třeba uvědomit, že části n-tic t, t′ v operaci infima
jsou nad stejným relačńım schématem a aby mohly být spojitelné, muśı si být
rovny. Nav́ıc R ∩ S = ∅, proto podmı́nka rt G st′ je ekvivalentńı podmı́nce t = t′.
Z toho d̊uvodu stač́ı namı́sto st′ ∈ Tupl(ST ) uvažovat pouze s ∈ Tupl(S). Stejný
argument použijeme pro supremum.

4.6.6. Vyjádřeńı operace děleńı pomoćı operace
”
být podmnožinou“

Pokud budeme považovat operaci
”
být podmnožinou“ za základńı, pak lze

děleńı vyjádřit pomoćı spojeńı, selekce na rovnost a operace
”
být podmnožinou“.
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Pro úplnost uvedeme definici operace
”
být podmnožinou“. Uvažujme relace

D1 a D2 nad stejným relačńım schématem R. Výsledkem operace D1 ⊆ D2 je
vždy některá relace a∅. Operaci definujeme takto:

(D1 ⊆ D2)(∅) =
∧

r∈Tupl(R)

(D1(r) → D2(r)).

Operaci selekce na rovnost σy=d(D) je možné vyjádřit pomoćı spojeńı s relaćı
singletonu jako D ◃▹ [y : d] [3].

Nyńı pro relace D1 nad R = {y1, . . . , yn}, D2 nad S a D3 nad RS uvažujme:

(D1 ÷D3
RSml D2)(r)

= D1(r) ⊗
∧

s∈Tupl(S)

(D2(s) → D3(rs))

= D1(r) ⊗
∧

s∈Tupl(S)

(D2(s) → (πS(D3 ◃▹ [y1 : r(y1)] ◃▹ · · · ◃▹ [yn : r(yn)]))(s))

= D1(r) ⊗ (D2 ⊆ (πS(D3 ◃▹ [y1 : r(y1)] ◃▹ · · · ◃▹ [yn : r(yn)])))(∅)

= (D1 ◃▹ (D2 ⊆ (πS(D3 ◃▹ [y1 : r(y1)] ◃▹ · · · ◃▹ [yn : r(yn)]))))(r)

Označme relaci D3 ◃▹ [y1 : r(y1)] ◃▹ · · · ◃▹ [yn : r(yn)] jako Dr
3. Poznamenejme,

že plat́ı πS(Dr
3)(s) = Dr

3(rs), protože po selekci na rovnost z̊ustane v relaci Dr
3

ke každému s jediné r. A tedy máme πS(Dr
3)(s) =

∨
r∈Tupl(R)Dr

3(rs) = Dr
3(rs).

Projekce ve výše uvedeném vztahu hraje technickou roli, kdy pouze upravuje
relačńı schéma Dr

3 tak, aby bylo možné aplikovat operaci
”
být podmnožinou.“

Relaci Dr
3 lze chápat jako obraz relace (image relation) D3 pro r tak, jak jej

definuje Date v [16].

4.7. Podpora děleńı v dotazovaćıch jazyćıch pro uživatele

Nejznáměǰśı dotazovaćı jazyk SQL operaci relačńıho děleńı nepodporuje
v žádné podobě [16]. Dotazy s všeobecným charakterem je nutné vyjádřit pomoćı
vnořených dotaz̊u. Pro ilustraci opět uvažujme př́ıklad s výrobci a produkty, kdy
tabulka VP představuje

”
výrobce vyráb́ı produkt“ a tabulka P potom požadované

výrobky. Coddovo děleńı je možné pomoćı vnořených dotaz̊u vyjádřit takto:

select distinct VP1.vyrobce from VP as VP1 where not exists

(select ∗ from P where not exists

(select ∗ from VP as VP2 where

(VP1.vyrobce = VP2.vyrobce) and (VP2.produkt = P.produkt)));

V literatuře [10] lze nalézt př́ıstup založený na agregaci, který však neńı
přesným vyjádřeńım Coddova děleńı, jelikož při prázdné relaci dělitele jako
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výsledek vraćı prázdnou relaci. Dotaz je ve tvaru [10]:

select VP.vyrobce from VP, P where VP.produkt = P.produkt

group by VP.vyrobce

having count (VP.produkt) = (select count(produkt) from P);

Jazyk Tutorial D podporuje malé a velké děleńı pomoćı výraz̊u
v následuj́ıćım tvaru [16]:

• malé děleńı: D1 ÷D3
Sml D2 ≡ D1 DIVIDEBY D2 PER (D3)

• velké děleńı: D1 ÷D3,D4

Grt D2 ≡ D1 DIVIDEBY D2 PER (D3,D4)

Podle Date [16] je celá oblast nepřehledná a pro uživatele dotazovaćıho jazyka
je náročné znát sémantiku jednotlivých operaćı relačńıho děleńı. Proto Date
navrhuje upustit od podpory DIVIDEBY v Tutorial D. Namı́sto děleńı navrhuje
zavést podporu pro porovnáváńı relaćı a image relations, pomoćı kterých je možné
formulovat dotazy se všeobecným charakterem intuitivněji.

V kontextu, kdy je možné uvažovat jednotlivé n-tice (např. v
”
těle“ výrazu

WHERE), Date pojem obrazu relace D definuje takto [16]. Mějme aktuálně
uvažovanou n-tici r ∈ Tupl(R), kde R = {y1, . . . , yn} a relaci D nad S, jej́ıž
obraz poč́ıtáme. Obrazem potom rozumı́me relaci

!!D = πS\R(D ◃▹ [y1 : r(y1)] ◃▹ · · · ◃▹ [yn : r(yn)]).

S využit́ım image relations a porovnáváńı relaćı je možné např́ıklad malé
děleńı vyjádřit takto [16]:

D1 DIVIDEBY D2 PER (D3) ≡ D1 WHERE D2 ⊆ !!D3

Při výpočtu D1 WHERE D2 ⊆ !!D3 se postupně zpracovávaj́ı n-tice z D1,
pro každou n-tici se vypoč́ıtá obraz D3 a pokud plat́ı D2 ⊆ !!D3, potom je
aktuálně zpracovávaná n-tice zahrnuta do výsledku dotazu.

Uvažujme opět př́ıklad s výrobci (D1) a požadovanými produkty (D2),
ve kterém relace D3 reprezentuje vztah

”
výrobce vyráb́ı produkt“. Pro daného

výrobce z D1 lze !!D3 chápat jako produkty, které tento výrobce vyráb́ı.
Výsledek dotazu D1 WHERE D2 ⊆ !!D3 je možné intuitivně charakterizovat
takto. Do výsledku budou zahrnuti takov́ı výrobci, pro které plat́ı, že požadované
produkty tvoř́ı podmnožinu jejich portfolia, tedy jinými slovy, jsou to výrobci,
kteř́ı vyráb́ı všechny požadované výrobky.

Při návrhu praktického jazyka s podporou rank̊u je možné podporu dotaz̊u
s všeobecným charakterem vyřešit právě pomoćı image relations. Dı́ky tomu, že
je operaci děleńı možné odvodit pomoćı operace

”
být podmnožinou“, bude takto

navržený jazyk relačně úplný.
Dı́ky rank̊um se může operace relačńıho děleńı stát z uživatelského pohledu

zaj́ımavěǰśı, než je v klasickém př́ıpadě. Opět uvažujme př́ıklad s výrobci a pro-
dukty. Ranky můžeme u jednotlivých relaćı interpretovat takto:
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• relace výrobc̊u D1 – rank D1(r) můžeme interpretovat jako stupeň,
ve kterém preferujeme daného výrobce,

• relace požadovaných produkt̊u D2 – rank D2(s) můžeme chápat jako stupeň
charakterizuj́ıćı mı́ru, ve které je daný produkt požadovaný (rank 1 = zcela,
rank 0 = v̊ubec),

• relace
”
výrobce vyráb́ı produkt“ D3 – rank D3(rs) = 1 interpretujeme

standardně jako
”
výrobce r vyráb́ı produkt s“, nižš́ı rank je poté možno

chápat jako
”
výrobce vyráb́ı jiný produkt, který lze považovat za náhradu

produktu s, jej́ıž vhodnost je dána př́ıslušným rankem“.

Výsledkem děleńı potom budou výrobci, kteř́ı jsou schopni dodat všechny pro-
dukty, které potřebujeme (př́ıpadně dodaj́ı vhodný náhradńı produkt), a nav́ıc
budou seřazeni podle jejich celkové vhodnosti.
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5. Operace GROUP a UNGROUP

V relačńım modelu (v moderńım pojet́ı [17], [18], [20]) mohou domény obsaho-
vat libovolné hodnoty. Můžeme uvažovat doménu všech celých č́ısel, řetězc̊u, ale
i zvukových nahrávek, fotografíı, fuzzy množin a samozřejmě taky relaćı nad li-
bovolným relačńım schématem.

Ústředńım pojmem relačńıho modelu jsou relace, proto je přirozené uvažovat
operace, které umožňuj́ı mapovat relaci či jej́ı část na relaci ve smyslu hodnoty
a naopak. Pro tento účel Date uvažuje operace GROUP a UNGROUP. Dı́ky těmto op-
eraćım je možné s relacemi pracovat jako s daty. Naopak pro manipulaci s relacemi
jako hodnotami neńı nutné zavádět žádné nové operace a lze využ́ıt standardńıch
operaćı relačńı algebry (po provedeńı UNGROUP). Atributy, jejichž doménu tvoř́ı
právě relace, nazýváme relačně-hodnotové atributy (relation-valued attributes,
RVAs). [18]

Relačně-hodnotové atributy je možné využ́ıt k seskupeńı souvisej́ıćıch část́ı
ve výsledku dotazu a tak dosáhnout přehledněǰśı reprezentace výsledku dotazu.
Pomoćı relačně-hodnotových atribut̊u je nav́ıc možné logicky čistým zp̊usobem
nahradit vněǰśı spojeńı, která využ́ıvaj́ı nerelačńı pojem NULL. Na druhou stranu,
Date nedoporučuje použ́ıvat relačně-hodnotové atributy v bázových relaćıch, je-
likož jejich použit́ı ve většině př́ıpad̊u vede k problémům, kterými trpěly starš́ı
hierarchické modely. [18]

V zobecněném modelu maj́ı relačně-hodnotové atributy a př́ıslušné operace
GROUP a UNGROUP ještě jeden d̊uležitý význam. Dı́ky nim je možné pracovat s ranky
dané relace jako s daty. Relaci s ranky je možné převést na klasickou relaci, jej́ıž
relačńı schéma je rozš́ı̌reno o relačně-hodnotový atribut rank. Pro každou n-tici
r z relace s ranky potom v klasické relaci máme n-tici r′, která vyjma p̊uvodńıch
hodnot z r obsahuje také relaci nad prázdným relačńım schématem a∅, která
odpov́ıdá ranku n-tice r ve výchoźı relaci s ranky.

5.1. Prvńı normálńı forma

Výše uvedené moderńı pojet́ı domén je v rozporu s tradičńım chápáńım prvńı
normálńı formy, kdy se kromě jiného požaduje následuj́ıćı [18]:

Hodnoty v doménách, nad kterými jsou následně definovány relace,
musej́ı být atomické vzhledem k databázovému systému. Atom-
ickými daty rozumı́me taková data, která neńı možné dále pomoćı
databázového systému rozložit na menš́ı části.

V tradičńım chápáńı relačńı model požaduje, aby každá relace vyhovovala
podmı́nkám prvńı normálńı formy. Podle výše uvedené definice tak neńı možné
uvažovat relace jako hodnoty. Vyvstává však otázka, jaká data je možné
považovat za atomická – řetězce je možné pomoćı funkce SUBSTRING rozložit
na jednotlivé znaky, celá č́ısla je možné rozložit na součin prvočinitel̊u, anebo
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př́ımo na jednotlivé bity. Nav́ıc pokud je do databázového systému dopro-
gramována funkce, která umožňuje rozložit doposud atomická data, tato data
přestávaj́ı okamžikem přidáńı funkce být atomická. Date proto koncept atomic-
ity a př́ıslušnou definici prvńı normálńı formy zavrhuje. Prvńı normálńı formu
Date definuje takto: [18]

Tabulka je v prvńı normálńı formě, právě když je př́ımou a přesnou
reprezentaćı nějaké relace.

Přesněji řečeno, př́ıslušná tabulka muśı splňovat následuj́ıćı podmı́nky:

1. nezálež́ı na uspořádáńı jednotlivých řádk̊u

2. nezálež́ı na uspořádáńı jednotlivých sloupc̊u

3. v tabulce se nevyskytuj́ı žádné duplicitńı řádky

4. v každé
”
buňce“ tabulky (v pr̊uniku řádku a sloupce) je vždy právě jedna

hodnota z př́ıslušné domény

5. žádný řádek neobsahuje skrytou informaci, která by byla př́ıstupná jen po-
moćı speciálńıch funkćı

V tomto moderńım pojet́ı prvńı normálńı formy nemá smysl hovořit o tom,
zdali relace splňuje prvńı normálńı formu, jelikož podmı́nky kladené prvńı
normálńı formou relace ze své matematické podstaty splňuje vždy. Na prvńı
normálńı formu je vhodné nahĺıžet jako na prostředek, jenž zajǐst’uje, aby tabulky,
pomoćı kterých obvykle reprezentujeme relace, opravdu byly přesnou reprezen-
taćı př́ıslušných relaćı. V tomto pojet́ı prvńı normálńı formy nav́ıc nic nebráńı
použit́ı libovolných domén tak, jak bylo popsáno v úvodu. [18]

V literatuře je možné narazit na př́ıstupy (např. [14] [38] [40] [43]), které
vycházej́ı z tradičńıho chápáńı prvńı normálńı formy a z jejich pohledu rozšǐruj́ı
relačńı model o možnost použit́ı relačně-hodnotových atribut̊u. Tyto př́ıstupy se
často označuj́ı jako

”
nested model“,

”
¬1NF“ či

”
NF2“ (non-first normal form).

Tyto př́ıstupy je skutečně možné považovat za rozš́ı̌reńı relačńıho modelu, jelikož
upravuj́ı relačńı operace tak, aby byly schopné pracovat i nad relacemi vysky-
tuj́ıćımi se

”
uvnitř“ jiných relaćı. [18]

5.2. Zobecněné operace GROUP a UNGROUP

Pro definici těchto operaćı budeme potřebovat následuj́ıćı pojmy. Atribut,
jehož doménu tvoř́ı relace nad relačńım schématem R, nazveme atribut relačńıho
typu R. Nyńı uvažujme n-tici t nad T s atributem y ∈ T relačńıho typu R. Hodno-
tou atributu y v n-tici t (ozn. t(y)) je relace s ranky nad relačńım schématem R.
Pro n-tici r nad R umožńıme zjistit stupeň jej́ı př́ıslušnosti do relace t(y). Tento
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stupeň označ́ıme r ∈ t(y). Pokud je t nad jednoprvkovým relačńım schématem,
pak pro přehlednost namı́sto r ∈ t(y) ṕı̌seme r ∈ t.

Nyńı již můžeme přistoupit k definićım zobecněných variant př́ıslušných
operaćı. Nejprve uvedeme návrh definice zobecněné operace GROUP. Uvažujme
relaci D nad relačńım schématem R, dále relačńı schéma S ⊆ R a atribut y ̸∈ R
relačńıho typu S. Výsledek operace GROUP γy←S(D) je nad relačńım schématem
(R \ S) ∪ {y} a definujeme jej jako

(γy←S(D))(aX) = ∇

 ∨
b∈Tupl(S)

D(ab)

⊗ ∆

 ∧
b∈Tupl(S)

(D(ab) ↔ b ∈ X)


pro každou n-tici a ∈ Tupl(R \ S) a n-tici X ∈ Tupl({y}) (n-tice X je označena
velkým ṕısmenem pro zd̊urazněńı faktu, že hodnotou jej́ıho jediného atributu je
relace). Výsledkem operace γy←S(D) je vždy klasická relace. Vlivem ∇ a ∆ je levá
i pravá strana součinu rovna 0 nebo 1 a pro každé a ∈ L máme 0⊗ a = a⊗ 0 = 0
a 1 ⊗ 1 = 1. Proto pro každou n-tici t ∈ (R \ S) ∪ {y} plat́ı γy←S(D)(t) ∈ {0, 1}.

Levou stranu součinu ∇
(∨

b∈Tupl(S) D(ab)
)

si lze pro dané a ∈ Tupl(R \ S)

představit takto

∇(πR\S(D))(a) =

{
1, v D existuje n-tice, jej́ıž část je tvořena n-tićı a,

0, jinak.

Tento výraz slouž́ı k ošetřeńı speciálńıho př́ıpadu, kdy n-tice a neńı část́ı žádné n-
tice z D. V tomto př́ıpadě je pravá část součinu rovna 1 pro n-tici X ∈ Tupl({y})
takovou, že X(y) je prázdná relace. Pokud bychom levou část součinu neuvažovali,
pak bychom měli γy←S(D)(aX) = 1 pro každé a ∈ Tupl(R \ S), které neńı část́ı
žádné n-tice z D a X takové, že X(y) je prázdná relace.

Pravá strana součinu je rovna 1 jen tehdy, když pro dané a ∈ Tupl(R \ S) a
X ∈ Tupl({y}) plat́ı, že stupeň, ve kterém je ab v D, je roven stupni, ve kterém je
b v X(y), pro každé b ∈ Tupl(S). Tedy, X(y) se muśı rovnat relaci, která vznikne
z D tak, že nejprve provedeme restrikci na rovnost s a, a z výsledku restrikce poté
projekci na atributy S. Jinými slovy, X(y) se muśı rovnat obrazu relace (image
relation) D pro n-tici a.

Nyńı uvedeme návrh definice zobecněné operace UNGROUP. Uvažujme relaci D
nad relačńım schématem R a atribut y ∈ R relačńıho typu S, pro které plat́ı
(R \ {y}) ∩ S = ∅. Výsledek operace UNGROUP γ

y(D) je potom nad (R \ {y}) ∪ S
a definujeme jej jako

( γ

y(D))(ab) =
∨

X∈Tupl({y})

(D(aX) ⊗ b ∈ X)

pro každé a ∈ Tupl(R) a b ∈ Tupl(S).
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Pro D nad relačńım schématem R, schéma S ⊆ R a atribut y ̸∈ R relačńıho
typu S stejně jako v klasické relačńı algebře plat́ı

γ

y(γy←S(D)))(ab) = D(ab)

pro každé a ∈ Tupl(R \ S) a b ∈ Tupl(S). Důkaz tvrzeńı provedeme rozborem
př́ıpad̊u. Pro libovolně zvolené a ∈ Tupl(R \ S) uvažujme následuj́ıćı př́ıpady:

1. Pro všechna b ∈ Tupl(S) máme D(ab) = 0.

Potom máme (γy←S(D))(aX) = 0 pro libovolné X ∈ Tupl({y}), protože pro

levou stranu součinu v γy←S(D) plat́ı ∇
(∨

b∈Tupl(S) D(ab)
)

= 0. Potom ale

γ

y(γy←S(D)))(ab) = 0 = D(ab), protože
∨
X∈Tupl({y})(γy←S(D))(aX) = 0.

2. Pro některé b ∈ Tupl(S) máme D(ab) > 0.

Potom máme (γy←S(D))(aX) = 1 pro jediné X ∈ Tupl({y}), které je
dáno takto. Pro každé b ∈ Tupl(S) máme b ∈ X = D(ab). Pro ostatńı
X ′ ∈ Tupl({y}) plat́ı (γy←S(D))(aX ′) = 0. Potom

γ

y(γy←S(D)))(ab) =
∨

X′′∈Tupl({y})

(D(aX ′′) ⊗ b ∈ X ′′)

= D(aX) ⊗ b ∈ X

= 1 ⊗D(ab)

= D(ab).

V tabulce 4. je možné nalézt jednoduché př́ıklady použit́ı operace GROUP. Část
4.a zobrazuje výchoźı relaci s ranky D. Obě zbylé části obsahuj́ı klasické relace.
Relace γy rel←{y}(D) v 4.b představuje

”
běžné“ použit́ı operace GROUP. Oproti

tomu relace γrank←∅(D) v části 4.c demonstruje fakt, že je d́ıky GROUP možné
s ranky pracovat jako s daty. Nav́ıc každá relace a∅ je v jednoznačné korespondenci
s př́ıslušným stupněm a ∈ L. Dı́ky těmto fakt̊um je možné převést relace s ranky
na klasické relace, vykonat nad nimi požadované dotazy v klasickém modelu a
opět je pomoćı UNGROUP převést zpět.

Pro demonstraci uvažujme jednoduchý př́ıklad výpočtu spojeńı dvou relaćı.
Mějme relace D1 nad RS a D2 nad ST . Označme si R1 relaci, která vznikne
z relace γrank1←∅(D1) nahrazeńım relaćı a∅ za př́ıslušné hodnoty a, obdobně
pro R2. Nyńı můžeme použ́ıt např. Rel (za předpokladu, že jsme jej vybavili
operátorem OTIMES, který realizuje výpočet ⊗):

WITH ( Temp1 := R1 JOIN R2,

Temp2 := EXTEND Temp1: {rank := rank1 OTIMES rank2} ) :

Temp2 { ALL BUT rank1, rank2 }
Nyńı již stač́ı ve výsledku klasického dotazu ve sloupci rank nahradit a ∈ L zpět
za a∅ a provést γ

rank(D). Pokud měla některá n-tice v atributu rank hodnotu 0∅,
pak po provedeńı UNGROUP tato n-tice

”
zanikne“ a ve výsledku nebude zahrnuta.
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x y
1.0 1 1
0.8 1 2
0.4 2 2
1.0 3 2
0.3 3 4
0.1 3 5

(a) Výchoźı relace D

x y rel

1 y
1.0 1
0.8 2

2 y
0.4 2

3 y
1.0 2
0.3 4
0.1 5

(b) Relace γy rel←{y}(D)

rank x y
(1.0)∅ 1 1
(0.8)∅ 1 2
(0.4)∅ 2 2
(1.0)∅ 3 2
(0.3)∅ 3 4
(0.1)∅ 3 5

(c) Relace γrank←∅(D)

Tabulka 4.: Př́ıklady použit́ı operace GROUP

55



Závěr

Práce přinesla přehled př́ıstup̊u, které se zabývaj́ı logickými modely dat s pod-
porou podobnostńıch dotaz̊u. Podrobně popsala př́ıstup založený na fuzzy logice
v úzkém slova smyslu, kdy se uvažuje zobecněný relačńı model, který je namı́sto
klasické dvouhodnotové logiky založen na logice obecněǰśı.

Jelikož ve fuzzy logice obecně neńı možné vzájemně definovat kvantifikátory, muśı
být v zobecněné relačńı algebře zahrnuta i operace relačńıho děleńı. Práce se proto
zabývala r̊uznými definicemi relačńıho děleńı včetně jejich zobecněných variant.
Dále ukázala, že je děleńı možné vyjádřit pomoćı operace

”
být podmnožinou“.

Dı́ky tomu je možné v praktickém jazyce s podporou podobnostńıch dotaz̊u
namı́sto děleńı uživateli nab́ıdnout bez ztráty relačńı úplnosti tzv. image rela-
tions, které jsou pro uživatele přirozeněǰśı a jejich použit́ı intuitivněǰśı. Práce dále
popsala možnou interpretaci zobecněného relačńıho děleńı, d́ıky které by mohla
být zobecněná varianta pro uživatele zaj́ımavěǰśı než klasické relačńı děleńı.

Dále práce nast́ınila možnou definici zobecněných variant operaćı GROUP a
UNGROUP. Tyto operace umožňuj́ı převádět relace s ranky na klasické relace a
zpět. Pomoćı tohoto postupu je možné zobecněný relačńı model implementovat
v klasickém databázovém systému.

Jelikož operace GROUP a UNGROUP použ́ıvaj́ı pojmy, které na straně relačńıho
kalkulu vyžaduj́ı predikátovou logiku druhého řádu, daľśı výzkum se zaměř́ı
na prozkoumáńı d̊usledk̊u tohoto faktu a na rozš́ı̌reńı d̊ukazu relačńı úplnosti.
V klasickém relačńım modelu je nav́ıc operace GROUP v úzkém vztahu s EXTEND a
image relations, výzkum bude pokračovat i t́ımto směrem. Ćılem daľśıho výzkumu
je dále efektivńı implementace zobecněného relačńıho modelu.
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Conclusions

This work described main approaches to the logical data models with support
for similarity-based querying. The approach based on fuzzy logic in narrow sense
was described in greater detail. In this approach the relational data model is
based on more general logic than the classical two-valued one.

Since in general the quantifiers in fuzzy logic are not mutually definable, the
relational division has to be considered as a fundamental operation in the gener-
alized relational algebra. The work presented various definitions of this operation
including their generalized forms. It also showed, that in a practical query lan-
guage one can replace the division operation with image relations that offer more
natural querying without losing relational completeness. The interpretation of
ranks with respect to relational division was also considered and it is belived
that the generalized division operation might be more appealing to users than
the classical version of this operation.

This work also proposed definitions of generalized versions of GROUP and UNGROUP

operations. These operations can be used to transform the generalized relation
with ranks to the classical one and back. This procedure makes implementation
of the generalized model in classical database system possible.

Since the GROUP and UNGROUP operations use notions that require second-order
predicate logic on the side of relational calculus, further research should focus on
the consequences of this fact and should extend the proof of relational complete-
ness. In classical relational model there is a tight connection between GROUP and
EXTEND with image relations. The research will continue in this direction as well.
Effective implementation of generalized relational model will also be considered.
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