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Vypocetni nastroj pro deformaéné—napét'ovou analyzu mechanicky
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Stru¢na charakteristika problematiky ukolu:

Hlavni napini prace je vytvoreni analyticko—numerického nastroje pro vypocet deformac&né napétové
odezvy mechanicky zatizené kruhové a mezikruhové desky, feSené v ramci pfedmétu Pruznost
a Pevnost Il a zatizené riznymi okrajovymi podminkami. Nastroj bude vytvoien v nékterém
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bude rovnéz porovnani vystupl vytvoieného analytického modelu s numerickym fe$enim na bazi
metody koneénych prvkil a na zakladé tohoto porovnani definovat pfipadnd omezeni analytického
modelu a kvantifikovat jeho odchylky od numerického reSeni.
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Cile bakalaiské prace:

1) V Uvodni ¢asti prace zmapovat rtizné pristupy pro fe$eni deformaéné napétové odezvy kruhovych
i nekruhovych desek.

2) Ve zvoleném matematickém SW naprogramovat vypoCet deformaéné—napétové odezvy
kruhové/mezikruhové desky na rtizné mechanické zatizeni (okrajové podminky) a vytvofit zakladni
uzivatelské rozhrani pro zadavani vstupnich parametrdi Glohy a grafické vykreslovani vystup modelu.
3) Vytvofit parametricky model kruhové/mezikruhové desky v SW Ansys a provést deformacné
napétovou analyzu se stejnymi okrajovymi podminkami jako v analytickém modelu.

4) Porovnat vystupy analytického a numerického modelu a analyzovat procentudlni rozdily v feSeni
mezi obéma pfistupy (jak z pohledu deformaci desky, tak z pohledu napéti na jejim povrchu) pro
ruzné geometrické parametry desky a aplikované okrajové podminky.

5) Definovat oblast praktické pouzitelnosti analytického feSeni teorie kruhovych/mezikruhovych desek.
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Abstrakt

Bakalarska prace se primarné zabyva vytvorenim vypocetniho nastroje pro deformacné-
napétovou analyzu rota¢né symetrickych kruhovych a mezikruhovych desek. K tomuto ucelu
byl pouzit komeréni software MATLAB a jeho soucast APP DESIGNER. Program vyuziva
analytickych vztahti obecné pruznosti a pevnosti pro feSeni diferencialnich rovnic pro nékolik
typu desek a zatizeni. Soucasti bakalarské prace je rovnéz parametricka studie porovnavajici
vystupy analytického a numerického modelu zaloZzeného na metodé kone¢nych prvkd, majici
za cil identifikovat praktickou oblast pouzitelnosti analytického feSeni a jeho presnost pro
dany konkrétni ptipad desky.

Klicova slova
deska, deformacné-napétova analyza, Ansys, Matlab, aplikace, Kirchhoffova teorie

Abstract

The bachelor's thesis primarily deals with the creation of a computational tool for stress-
strain analysis of rotationally symmetric circular and intercircular plates. The commercial
software MATLAB and its component APP DESIGNER were used for this purpose. The
program uses analytical relationships of general solid mechanics to solve differential
equations for several types of plates and loads. Part of the bachelor thesis is also a parametric
study comparing the outputs of analytical and numerical model based on the finite element
method, aimed at identifying the practical application of the analytical solution and its
accuracy for a particular case of the plate.
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Uvod

Hlavnim cilem bakalaiské prace je vytvoreni vypocetniho néastroje (aplikace) pro
deformacné-napétovou (D-N) analyzu rotacné symetrickych kruhovych a mezikruhovych
desek a porovnani jeho vystupt s numerickym feSenim zalozenym na metodé kone¢nych
prvkt (MKP). Deska je tenkosténné téleso, jehoz stfednicova plocha je v nezatizeném stavu
rovinnd, v deformovaném je prohnutd, z cehoz vyplyvaji 1 dasledky pro mozné jeji zatizeni a
vazby. T¢leso je typicky zatizeno pfi¢nymi silami (kolmé na stfednicovou rovinu) a silovymi
dvojicemi (nejcastéji radialnim momentovym zatizenim).

Pro vytvoteni vypocetni aplikace bude vyuzit SW MATLAB, konkrétné jeho soucast,
umoziujici praci s grafickym uzivatelskym rozhranim (GUI). K numerickym vypoctim bude
vyuzit konecnoprvkovy systém ANSYS. Tento software bude brat v ivahu velké deformace
(na rozdil od analytického modelu) a tim umozni verifikovat presnost analytického modelu
pro danou konfiguraci desky. Uvedeny nastroj, vyuzivajici analytickych vztahti obecné
pruznosti a pevnosti, je cilen primarné jako studijni podpora pro vyuku predmétu Pruznost a
Pevnost II, vyu¢ovaného ve tietim rocniku bakalafského studijniho programu na fakulté
strojniho inzenyrstvi. V ramci tohoto predmétu se z asovych divodu nestihnou kompletné
spocitat vSechny ulohy s deskami a student je tak ochuzen o nejzajimavéjsi vysledky.
Vypocetni nastroj ma umoznit jednoduchy a rychly vypocet zadané ulohy a tim tuto mezeru
v pfedmétu vyplnit.

V prvni Casti prace bude vymezena teorie obecné pruznosti a pevnosti tak, aby mel ¢tenar
k dispozici vSechny potiebné pojmy a vztahy o deformaci a napjatosti v bodé télesa. K tomuto
ucelu budou popsany i1 zakladni rovnice obecné pruznosti pevnosti, které jsou pro vypocet
deformacné-napét'ové odezvy zakladnich téles pruznosti a pevnosti klicové.

Pro tdplnost jsou v prici rozebrany 1 metody pro vypocet nekruhovych (Etvercovych a
obdélnikovych) desek. Analyza takového typu desek vychdzi z Kirchhoffovy teorie desek,
definujici vztahy pro obecnou desku. Soucasti této kapitoly bude vymezeni pouzitelnosti této
teorie. Konkrétni feSeni nekruhovych desek nebude soucasti bakalarské prace ani vypocetni
aplikace.

V zavéru prace jsou prostiednictvim vypocetni aplikace porovnany feSeni analytického a
numerického modelu, kde jsou modifikovany razné geometrické a zatéZovaci parametry
desky a v zavislosti na téchto zménach jsou sledovany primémé absolutni procentudlni
odchylky uvedenych modeld. Tato analyza ma za cil vymezit praktickou pouzitelnost
analytického feseni pro konkrétni geometrické a zatéZzovaci poméry.
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1. Vymezeni obecné pruznosti a pevnosti

Predmétem této kapitoly bude definovani pojmi a vztahd, které jsou nezbytné k feSeni
zakladnich uloh pruznosti a pevnosti. Naplni téchto uloh je stanoveni posuvl, deformaci a
napjatosti ve vSech bodech télesa zatizeného soustavou silovych acinkid rizného charakteru,
vazaného k n¢jakému ramu a vyrobeného zuréitého materialu. Uvedené vztahy jsou
odvozeny v kartézském souradnicovém systému.

1.1 Napjatost v bodé télesa
,,Napjatost v bodé télesa je mnozina obecnych napéti ve v§ech rezech, které lze timto
bodem vést. *‘ [1]

K urceni napjatosti v takovém bod¢ staci znat hodnoty obecnych napéti ve tfech vzajemné

kolmych fezech, které prochazi timto bodem. Prisecnice téchto rovin se oznacuji jako osy

kartézského soufadnicového systému x,y,z. Index obecného napéti f budeme oznacovat
podle normaly roviny, ve které tato napéti pusobi. Kazdé obecné napéti 1ze rozlozit do sméra
os soufadnicového systému pomoci normalovych napéti o; a smykovych napéti 7;;
nasledovné [2]:

—

fx = Oxl + ToyJ + Tk,
fy = Tyl + 0] + T4k, (1.1)

fz = Toxl + T4y] + 04k,

Tato napéti 1ze sestavit do Ctvercové matice, kterd bude urcovat napjatost v bodé télesa.

Nazyva se tenzor napéti T:
Ox Txy Txz
T = Tyx Oy Tyz | (1.2)

Tzx Tzy Oy
Tenzor napéti je symetrickd matice, tudiz plati vztah:
Tij = Tji' (13)
Tato rovnost plati na zaklade véty o sdruzenosti smykovych napéti. Ta fika, ze smykova
napéti, ktera puisobi ve vzajemné kolmych fezech kolmo k jejich prisecnici, jsou stejné velka
a orientovana k prasecnici nebo od ni (obr. 1.1).

0 AN

y/ y

Obr. 1.1: Smykova napéti na dvou elementarnich prvcich [2].

Mnozina napjatosti ve vSech bodech télesa se nazyva napjatost té€lesa a zavisi na zatizeni,
tvaru a materialovych charakteristikach vySetfovaného télesa. Pokud jsou tenzory napéti ve
vSech bodech télesa stejné, jednd se o homogenni napjatost [1].

2
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1.2 Systém rovnic pruznosti a pevnosti

Zatizené prostorové téleso lze z pohledu deformacné-napétové odezvy v kazdém jeho bode
charakterizovat pomoci 15-ti neznamych parametrii (6 pro napéti, 6 pro pretvoieni a 3 pro
posuvy). K uréeni téchto neznamych veli¢in slouzi systém rovnic pruznosti a pevnosti, které
budou popsany v nésledujicich podkapitoldch.

1.2.1 Rovnice rovnovahy

Rovnice rovnovahy vyjadiuji podminky pro dosazeni statické rovnovahy v libovolném
bodé télesa. V tomto bodé musi byt soucet sil ve vSech tfech smérech roven nule. Na
elementarni prvek (bod) puasobi povrchové a objemové zatizeni (znaci se podle os
soufadnicového systému jako X,Y,Z). Podminku rovnovahy ve sméru osy x lze vyjadfit
nasledovné [18]:

60’x aTyx
(ax + de) dydz — o,dydz + | 7, + W dy |dxdz — ty,dxdz

at
+ (sz + a—zxdz) dxdy — t,,.dxdy + Xdxdydz = 0. (1.4)

Po upravé a zkraceni elementarnim objemem dxdydzlze dostat rovnic rovnovdhy ve
smeru osy X:

= 0. 1.
5% oy T TX=0 (1.5)

ady 0z 0x
do, N 0Ty, N 0Ty, o (1.6)

1.2.2 Geometrické vztahy

Pokud je téleso zatizené a jako celek se nehybe, pak se kazdy bod tohoto télesa premistuje
(s vyjimkou bodi v mist€ vazby, osy symetrie apod.). Pfemisténi libovolného bodu B t€lesa je
popsano deformacnim posuvem:

Up = (u) v)W)B' (17)
Mnozina deformacnich posuvil {u} vSech bodi pak urCuje deformaci télesa. Veli¢iny
u, v, w jsou souradnice deformacniho posuvu [3].

Deformaci télesa Ize snadno popsat na elementarnim prvku ve tvaru kvadru (obr. 1.2).
Deformace je dana pomérnymi zménami délek (délkové pretvoreni) tii jejich hran [4]:

A'B' — AB dx-(1+g—l;)—dx ou (1.8)
=T T dx ~ox
dv ow
&y Ia—y,Ez Ia. (19)
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dz

dy

z AZA dx B %d\ “/B

/4 1
Obr. 1.2: Posuv ve sméru osy x na elementarnim kvadru [4].

dx u%dx
A B X
- - - - - . 'j' .
v I y vy
dy V" %
| Dl & C
S >
/ / X ov
y aydy \
- y uSidy
Obr. 1.3: Uhlové pietvoreni Yxy Na Obr. 1.4: Pramét homi stény elementarniho
elementdrnim kvadru [4]. kvadru do roviny xy [4].

Dalsimi veli¢inami, kterymi je popsdna deformace télesa, jsou pomérné zmény tii thla
(Ghlové pietvofeni) mezi sténami elementirniho prvku. Uhlové pretvofeni v roving xy lze
znazornit také na elementarnim kvadru (obr. 1.3). Pokud se horni sténa kvadru promitne do
této roviny a zahrnou se posuvy v prislusnych smérech, 1ze si na obr. 1.4 vSimnout, ze
deformace thlu ABAD na thel 4B’A’D’ je ddna vztahem [4]:

Yoy =V +7" (1.10)
Z divodu malych ahla 1ze uvazovat, ze:
tan(y) =y’, tan(y') =y’ (1.11)
Lze tedy psat:
ov ou v ou
—dx v W - v
__Ox oy __0x oy
e T ay 1408 00 o
XTox 4 A dy Y 0x dy
Diky zanedbatelné nizké hodnoté koeficienta % a g—; lze psat:
_ o + ov 1.13
ny - ay ax' ( . )
Analogicky jsou odvozené rovnice pro zbyla thlova pretvofeni:
du Jw
= 4+ — (1.14)
Yz =5, " ox

4
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_ dv N ow
Yvz =%, dy’

Obdobne¢ jako v kapitole 1.1, 1ze 1 tyto veli¢iny zapsat do Ctvercové matice. Tato matice je
tenzor pretvoreni Tg:

Yy  Vxz

Y

_ Vyx Yyz
Ts = 7 Sy 7 . (115)

Yox Yoy

2 2
Tenzor pietvoteni je stejné jako tenzor napéti symetricky, tudiz plati:

Yy = Vyxr Yxz = Vzxs Yyz = Vzy- (1.16)

1.2.3 Podminky spojitosti deformace

Dulezitou vlastnosti zatézovaného télesa je spojita deformovatelnost (téleso si udrzuje
spojitost i béhem deformacniho procesu). K tomu, aby tato vlastnost byla zachovana, musi byt
splnény tzv. podminky kompatibility (spojitosti) deformace. Lze pomoci geometrickych
vztahi vyjadrit 3 podminky kompatibility a to ve dvou riznych tvarech [3].

Prvni skupina podminek spojitosti deformace vyjadiuje zavislost mezi soufadnicemi
tenzoru pretvoreni Tg v jedné soutfadnicové roving. Odvozeni vypada nasledovné:

5%, 0%u 8%, d%v

= : = \ 1.17
§y?  0xdy?’ 6x%2  0x20y (1.17)
Souctem téchto rovnic dostdvame:
2 52 3 3 2 92
5€2x+ 823,: d°u N d0°v _ d (6_u+6_v>: yxy. (1.18)
Sy 6x 0xdy? = 0x?0dy 0xdy\dy Ox 0xdy

Analogickym postupem jsou ziskdny rovnice v ostatnich soufadnicovych rovinach.
Souhrnné jsou zapsany rovnice podminek spojitosti deformace takto:
5%e, N 52, _ 0%y
§y?  6x?  Oxdy’
5%, N 5%, 0%y,
&§z%2  8yr  0yoz’
5%, N 5%e, 0%y
§x2  8§z%2  0zdx’
Druha skupina podminek spojitosti deformace vyjadifuje zavislost mezi soutradnicemi

tenzoru pretvofeni T, v raznych soufadnicovych rovinach. Pfi odvozovani se vyuziva
uhlovych pretvoreni:

(1.19)

0y  0%u N 0%v
0z 0ydz 0x0z
0y, _ 0%v N 92w
0x  0z0x OJydx’

(1.20)

(1.21)




UMTMB VUT v Bmné, FSI

0V 0°w  0%u

= . 1.22
dy  0xdy * d0zdy (1.22)
Od souctu rovnic (1.21) a (1.22) se odecte rovnice (1.20):
0 0 d 02
Vyz + Vazx _ ny 9. W. (1‘23)
0x ady 0z dx0y
Po derivovani rovnice (1.23) podle z dostidvame:
0 (0yz | 0Vex OVay 0%,
- — =2. ) 1.24
0z < 0x * ady 0z 2 dxdy (1.24)

Odvozeni plati i pro ostatni soufadnicové roviny. Rovnice spojitosti deformace mohou byt
psany timto zpusobem:

d <ayyz n 0Vyx _ any> — 5. azgz

9z \ ox oy 0z 0xdy’

0 <6sz n 0Vxy _ aVyz) 0%ey

— 2 , 1.25
dx \ dy 0z 0x dyoz (1.25)

i ayxy ayyz _ 0V zx 2. azgx
oy \ 0z dx oy 0z0x

1.2.4 Konstitutivni vztahy
Zavislost mezi napjatosti a deformaci v bodé telesa vyjadiuji konstitutivni vztahy. Obecné
je tato zavislost v elastické casti deformace nelinearni (obr. 1.5a), coz vSak vyrazné
komplikuje feseni tloh pruznosti a pevnosti. Pro drtivou vétsinu strojirenskych material( lze v
této Casti nelinearni zdvislost nahradit zdvislosti linedrni. Takovyto materidl se nazyva
linearn€ pruzny (Hookovsky) a plati pro néj nasledujici predpoklady [2]:
a) Hlavni sméry napjatosti a deformace jsou stejné.
b) Materidlové charakteristiky jsou ur¢eny modulem pruznosti v tahu E a
Poissonovou konstantou .

¢) Zavislost mezi souradnicemi tenzorl napéti a pietvoreni je linearni.

Y o
Opl______
Obr. 1.5: Tahovy diagram s a)
nelineami c-¢ zavislosti, b)
linearni o-¢ zavislosti [2].
) g b .

Pro popis konstitutivnich vztaht bude pouzit Hooktiv zakon.
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Hookuv zakon pro jednoosou napajtost
Pti realizaci tahové (resp. tlakové) zkousky je jedinou nenulovou slozkou tenzoru napéti Ty
napéti v podélném sméru a,.. Hookliv zakon pro jednoosou napjatost pak 1ze psat takto [2]:
o, = E¢,. (1.26)

Jelikoz pfi tahové (resp. tlakové) zkousce dochazi i ke zmén€ piicnych rozmérti, musi byt
uvazovany i zbylé sloZky tenzoru pretvoreni Tg. Lze je vyjadfit timto zptisobem:

&y = &, = —lEy. (1.27)
Pro smykové napéti 7 1ze odvodit vztah:
T = Gy, (1.28)
kde G je modul pruznosti ve smyku, ktery 1ze vyjadfit nasledovné:
G = L (1.29)
2(1+ )

Zobecnény Hookuv zakon

Zobecnény Hookuv zakon bude odvozen na trojnasobné elementarnim prvku (obr. 1.8),
kde souradnicové osy jsou hlavnimi sméry napjatosti a deformace, soufadnicové roviny jsou
rovinami hlavnimi. Pfi deformaci dochazi ke zmén€ objemu. Podil této zmény AV vici
puvodnimu objemu V'se nazyva pomérna zména objemu a lze ji zapsat v tomto tvaru [3]:

AV V=V dx'idxpdx's — dxydx;dxg

= = = 1.30
€ %4 %4 dx,dx,dx; ( )
2 (o) 2 2 (o7) 2
r - {
| |
61 61
dx, 5, oy
3 dx, 1 3 1 3 1 3 1
dx,
Obr. 1.6: Elementarni prvek a princip superpozice [3].
Pti vyuziti vztahu pro pomérnou deformaci
dx
I1ze dostat rovnici (1.30) ve tvaru:
dx, (1 + &)dx,(1 + &5)dx3(1 + €3) — dx;dx,dx;
e= : (1.32)
dx,dx,dx;
Po zkraceni ¢lent dx;, dx,, dx; a po dalsich upravach lze ziskat vztah:
e=¢&t+egtez=¢ete téy, (1.33)

ktery plati za pfedpokladu malych deformaci.

Pokud bude pouzit princip superpozice dle obr. 1.6 a zaroven budou vyuzity vztahy (1.26,
1.27), 1ze ziskat vztahy pro hlavni napéti v osach soufadnicového systému:
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1
& =% [, — u(oy + )], (1.34a)
1
& =% [, — u(oy + )], (1.34b)
& = % [0, — u(o, + ay)]. (1.34¢)

Jestlize jsou vztahy (1.34a, b, ¢) dosazeny do rovnice (1.33), lze ziskat po mensich
upravach rovnici:

_1-2u

e=—% (0x + 0y + 0y). (1.35)
Rovnici (1.35) upravime do vhodnéjsiho tvaru, ktery bude pozdéji vyuzit:
ro, =25 (1.36)
oy + 0, =77 o Oy .

U deformacni varianty feSeni ulohy pruznosti jsou vyuzity vztahy inverzni k rovnicim
(1.34a, b, ¢). Odvozeni bude provedeno na rovnici (1.34a), kdy bude vyjadieno napéti a,:

0y = &E + u(ay + az). (1.37)
Po dosazeni rovnice (1.36) a vyjadfeni g, je ziskdn vztah:
&E Eue
= + . 1.38
T Q-2+ 49
Po zavedeni vztahu:
E
p s (1.39)

CEFDICEID)

kde A je Lamého konstanta a pii vyuziti vztahu (1.29) pro modul pruznosti ve smyku a
rovnice (1.39) dostaneme rovnici (1.37) ve tvaru:

0y = 2G - &, + Ae. (1.40)
Analogicky pak pro zbylé soutadnicové osy:
gy, = 2G - g, + Ae, 0, =2G" &g, + le. (1.41)
Pro uhlové pretvoreni 1ze odvodit vztahy:
_ Txy _ Tyz _ Tyx
Yxy = ?r Yyz = ?r Vzx = ? (1~42)

Pro inverzni tvar jsou vyjadfena smykova napéti:

Txy = G Vxy, Tyz = G Vyz Tox = G Vox- (1.43)
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2. ReSerSe a vymezeni problematiky desek

V této kapitole bude pojedndno o dvou teoriich (teorie PPII a Kirchhoffova teorie), které
budou vyuzity pfi odvozovani rovnic pro obecné a rotacné symetrické desky. Vztahy pro
feSeni desky budou uvedeny také v této kapitole. Dale bude vymezena pouzitelnost
Kirchhoffovy teorie desek, kterd bude vychodiskem pro D-N analyzu kruhovych a
mezikruhovych desek.

2.1 Predpoklady tenkosténnosti desky
Deska je trojrozmérné tenkosténné téleso, které spliiuje nasledujici predpoklady (obr. 2.1)
[3]:
a) Geometrické predpoklady

- Deska je urCena tloustkou h a stfednicovou plochou I', kterd tloustku soumérné
rozdelyje.

- Stiednicova plocha je spojita, hladka a méa kone¢né rozméry.
b) Vazbové predpoklady
- Vazby omezuji pouze posuvy a uhly natoceni stfednicové plochy.
¢) Zatézovaci predpoklady
- Vnéjsi sily pusobi pouze na body stiednicové plochy.
d) Deformacni predpoklady
- Stfednicova plocha zistava pii deformaci spojita a hladka.
e) Napjatostni predpoklady

- Napjatost v desce je ur¢ena normalovymi a smykovymi napétimi ve dvou vzajemné
kolmych normalovych fezech.

ntis A
| :

A

Obr. 2.1: Tenkosténné téleso [3].

stfednicova rovina

2.2 Kirchhoffova teorie desek

Je zaveden pravouhly soufadnicovy systém tak, ze osy x a y lezi v roviné stfednicové
plochy a osa z mifi dolt. Tato prace se bude ftidit predpoklady Kirchhoffovy teorie desek,
které umoziu;ji fesit desku jako rovinnou tlohu. Tyto predpoklady zni [4]:

a) Materidl je linearn€ pruzny, isotropni a homogenni (Hookovsky material).

b) V pocateCnim tvaru je deska rovna.
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¢) Prihyb stiednicové plochy je maly ve srovnani s tloustkou desky.

d) Normaly stfednicové plochy zustavaji pfimé a kolmé k této rovin€ a jejich délka se
v prubéhu deformace neméni.

e) Normalové napéti o, je malé v porovnani s napétimi g, a g,, a proto je povazovano za
nulové.

f) Na stfednicové ploSe jsou normalova napéti nulova a dochazi zde pouze k posuvim ve
sméru osy z, tzn., nedochdzi k protahovani desky.

2.3 Geometrie télesa

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 2.1, geometrie desky je urCena tloustkou h. Tento rozmeér
od sebe rozdeluje roviny I3 a I, které ohranicuji toto téleso.

Desky 1ze rozdélit do tii skupin podle poméru a/h [4]:
- tlustosténné desky, kde a/h =8...10
- tenkosténné desky, kde 8...10 = a/h = 80 ...100,
- membrény, kde a/h = 80 ...100
kde a je typicky rozmér desky (délka, §itka, primér,...).
Tenkosténné desky jsou rozdé€leny na dalsi na dva typy, a to podle poméru w/h:
- tuhé desky, kde w/h = 0,2
- flexibilni desky, kde w/h = 0,3,
kde w je maximalni prahyb desky.
Diky malému pruhybu stfednicové plochy nabizi tuhé desky moznost fesit rovnice statické
rovnovdhy v nedeformovaném tvaru. U flexibilnich desek dochazi pfi deformaci
k protahovani stfednicové plochy, tudiz uz nelze zanedbat normalové sily, ptisobici ve sméru
osy x a y. Tyto desky jsou tedy kombinaci tuhé desky a stény. Pokud by byla hodnota
pruhybu znacné vétsi nez tloustka desky, ohybové napéti by bylo zanedbatelné a napéti by
bylo jednotné rozlozeno po celé tloustce télesa, tzn., ze z desky by se stala sténa.

Tato prace se bude fidit predpoklady podle 2.1 a 2.2, takze se bude zabyvat predevsim
tenkosténnymi tuhymi deskami. Pfi porovnavani analytickych a numerickych feseni budou
testovany i modely, které svymi rozméry spadaji do zbylych typa desek.

2.4 Deformace télesa
Slozky posuvu bodu na télese u, v,w budou pusobit na osach x,y,z vtomto poradi.
Z predpokladu 2.2 d) vyplyva [4]:
& =0, Vyz = 0, Y%z = 0. (2.1

Posuvy u, v jsou nulové na bodech stfednicové plochy, na bodech ve vzdélenosti z od této
roviny jsou dany vztahy:

U = =20, v = —20,,. (2.2)
Kde 9,, resp. ¥,, je uhel natoCeni mezi teCnou k prohnuté stfednici a osou x v souradném
systému Oxz, resp. osou y v Oyz. Natoceni lze vyjadfit t€émito rovnicemi:
ow ow
= -, ﬁy = —_—
0x oy
Pokud budou do rovnic (1.8, 1.9) dosazeny vztahy (2.2, 2.3), vzniknou vztahy:

Uy (2.3)

10
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2 2
_ZZT‘AZ’,SY - _Z‘;T":, (2.4)
d%w
0xdy’

Deformaci desky tedy lze povazovat za dvojosou obecnou a Ize ji zapsat pomoci tenzoru
pretvoreni:

Ey =

(2.5)

Yoy = —2Z

Vxy
2 Y
Te=|y,. . (2.6)
2 Y

Typickym nezavislym posuvem bude posuv w, ktery se nazyva pruhyb.

2.5 Napjatost télesa
Podle obecné teorie pruznosti a pevnosti [3] by pii dvojosé obecné deformaci méla vznikat
trojosd obecnd napjatost. S piihlédnutim ke 2.2 e) bude povazovano o, = 0 a tudiz bude
napjatost vyjadiena tenzorem napéti v tomto tvaru [4]:

T, = (fy i T(;‘yy ). @7
Z konstitutivnich vztah a vztaht pro deformaci desky vychazi rovnice:
Ez (0w  0%w
=TT — p? <6x2 TH 6y2>'
Ez (0*°w  d%w
T TIC ©? <6y2 THhoe )' @9
Ez 0%w

Tyx__1+u.6x6y'

2.6 Rovnice desky

Jelikoz se tato prace primarné zameétfuje na rotacné symetrické desky, nebude zde
odvozovan kazdy vztah pro vnitini silové pisobeni a napéti na obecné desce v pravothlém
soufadnicovém systému (obr. 2.2). Budou sepsdny pouze vztahy, které budou vyuzity pfi
popisu metod feseni nekruhovych desek.

Obr. 2.2: Vnitini silové piisobeni a napéti
na obecné desce [4].
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Po integrovani normalovych a smykovych napéti nasledujicim zpiisobem (rovnice statické

ekvivalence) [4]:
m, % Oy
{my}:fh{o'y}zdz, (29)
My -

7 (Tyx

vzniknou rovnice pro mérne ohybové momenty m,, m, a pro mérny kroutici moment 1,

92w 92w
my = —B W“‘a_yz )

’w  0%w
m, = —B <6_yz + ”W)’ (2.10)
d%w
Myy = —B(1— ) 323y
kde B je ohybova tuhost desky a je vyjadiena vztahem:
B= E—hg 2.11)
12(1 —p?)

Vyjadfenim druhych derivaci z rovnic (2.10) a ndslednym dosazenim do rovnic (2.8)
budou ziskany zavislosti napéti na momentech v tomto tvaru:

12M, 12M,

O, = + 7B Z, O-y =+ PE Z, (212)
12M,,,
Txy = TZ. (213)
Po integrovani zbylych smykovych napéti
h
qx 2 TJCZ
{qy} h f_ﬂ {Tyz} dz, (214)
2

vzniknou rovnice pro mérné posouvajici sily g, a qy:

B BO 62W+62W
D= 7P 55\ 522 5y2 )

_ 3 d [(65%w N 5w
= dy\6x2  sy2 )
I presto, ze smykova napéti T,,, T,, vrdmci Kirchhoffovy teorie jsou zanedbdny, tak

posouvajici sily maji dulezitou ulohu v rovnicich rovnovahy, ze kterych je odvozena
diferenciélni rovnice desky [4].

(2.15)

Pokud bude zatézovana elementdrni oblast desky dx X dy ploSnym zatizenim p(x,y),
bude prihybova rovnice desky odvozena od liniovych vyslednych vnitfnich ucinkd (ddle
LVVU) na stiednicové ploSe vypadat nasledovné:

5w §'w 8w p
+2 +— ==
Sxt 6x?8y?  Sy* B

Jedna se o linearné parcialni diferencialni rovnici 4. fadu s konstantnimi koeficienty.

(2.16)

12
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2.7 Kruhové a mezikruhové desky

Kruhové a mezikruhové desky jsou elementarnim typem téles, u kterych lze diky rotacni
symetrii provadét analytické feseni v uzavieném tvaru [3]. Na rozdil od obecné desky budou
definovany vlastnosti téchto desek ve valcovém soufadnicovém systému z,7, ¢, kde indexy
jednotlivych soutadnicovych os budou oznacovany z, 1, t. (obr. 2.3a).

Geometrické vztahy jsou odvozeny timto zpusobem:

_A’B’—E_(dr+du)—dr_du

&= AB dr T dr’
2 e
e = AIHIm AH _ (‘r‘ + u)d(p — Td(p _ E, (217)
rde T
AH
_ ow
&, = aZ.

b)
Obr. 2.3: Elementarni prvek a jeho a) deformace, b) fezy a uhlova pretvoreni [3].

Elementarni prvek je dvojndsobny a je tvofen valcovym w, a merididnovym w,, fezem
(obr. 2.3b). Kvuli rota¢ni symetrii je nezbytné, aby body, které lezi v meridianové roving,
leZeli v téze rovin€ i po deformaci. Pti pruhybu se méni valcové fezy na fezy kuzelové.

Tenzor ptetvoreni v bodé télesa vypadd nasledovné:

e 00
Ty = (0 & 0). (2.18)
0 0 &

Jednd se tedy o trojosou deformaci. Pfi vySetfovani napjatosti nebude v konstitutivnich
vztazich €, uvazovano, jelikoz zména tloustky desky nema vliv na tuto napjatost. V disledku
rotaCni symetrie jsou thlova pfetvoreni ¥, ¥, nulova. Z divodu zanedbani borceni fezi
vlivem posuvové sily je povazovano y,, také za nulové. V bodech na stfednicové plose plati
g, = 0. Tudiz je zde dvojosa deformace.

V hlavnich fezech w,, w,, ptsobi radialni o, a obvodové g, napéti, ktera jsou po tloustce
desky rozlozena linearn¢ (obr. 2.4). Smykové napéti 7,, je nulové, smykova napéti 7,, 7,

13
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jsou zanedbatelné¢ mald vzhledem k norméalovym napétim. Napjatost v bodé télesa je dana

tenzorem napéti:

Obr. 2.4: Napéti na elementarnim prvku [3].

_ (9r
TG_<0 O¢

V desce vznika dvojosa a na stfednicové plose nulova napjatost.

(2.19)

Pii deformaci stfednicové plochy jsou radialni u, a obvodové u; posuvy bodu této roviny
nulové a jedinym nenulovym posuvem se tak stava prihyb w v ose z (obr. 2.5). Radialni
posuvy bodl, které lezi mimo tuto rovinu, jsou uréeny podobnym vztahem jako u obecné

desky:

Ugr = ZSinY = 20,

kde natoceni 9 je ddno vztahem:

=l
T
||

dw
19_

_W.

Obr. 2.5: Posuvy na meridianovém fezu desky [3].

14
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Rotacné symetrické desky lze zatézovat riznymi zptusoby silového zatizeni (obr 2.6) [3]:
- spojity mérny tlak p
- liniové sily F putisobici na soustiednych kruznicich
- osaméla sila F, pusobici v ose desky
- liniové radidlni momenty m,. na obvodech desky nebo na soustfednych
kruznicich
- vyjimecné obvodové momenty m,
Deformacnim zatizenim mohou byt zadané:
- Uhly natoceni 9
- pruhyby w
Vazby s rota¢né soumérnym charakterem mohou byt (obr. 2.6):
- podepreni

- vetknut{

N
\
vetknuti \

Obr. 2.6: Zatizeni a vazby na kruhové a mezikruhové desce.

15
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3. Metody pro reseni deformacné-napét'ové odezvy desek
3.1 Metody pro resSeni deformacné-napét’ové odezvy kruhovych a
mezikruhovych desek
U rotacné€ symetrickych desek je feSeni v uzavieném tvaru mozné provadet analyticky. To
ma své vyhody, naptiklad lze sledovat zavislosti veli¢in v jednotlivych vztazich. Diky tomu
lze posoudit citlivost vystupnich udaji, jako je prihyb a napéti, na zméné vstupnich
parametrd. To se da velmi dobfe vyuzit pii optimalizaci konstrukce. Kromé ptimych aloh 1ze
fesit i ulohy inverzni. Posledni dulezitou vyhodou je nizka operacni slozitost. Nasledujici
kapitola bude vychazet ze skript pruznosti a pevnosti II [3].
3.1.1 Analytické reSeni primé ulohy pruznosti
Na rozdil od rovnic obecné desky, zde budou odvozeny vSechny vztahy, které povedou na
feSeni rovnice natoceni, resp. pruhybové rovnice.
Na stfednicovou plochu elementarniho prvku pisobi tyto LVVU (obr. 3.2):
- ohybové momenty:

aom,
M, = m,r, M, = (mr + Wdr) (r + dr)do, M, = M{ = m,dr. (3.1

- posouvajici sily:

oT

T=Trdp, T = (T + Edr) (r+ dr)de. (3.2)
- silova vyslednice spojitého meérmého tlaku p,(r) pusobiciho na stiedni rovinu I’

prvku 2p:
E, =p,(r) r-dedr. (3.3)

Rovnice rovnovahy pro uvolnény prvek jsou zapsany v tomto tvaru:

Y FE, =0: T"-T+FE, =0, (3.4)
>M, =0: M) — M, — M, de — Tdr = 0. (3.5)

Po dosazeni rovnic (3.1-3.3) do rovnic rovnovdhy (3.4, 3.5) a po zanedbani veliin
druhého tadu vzniknou tyto vztahy:

oT
(E dr) rde + Tdrde + p,(r)rdedr =0, (3.6)
aom,
(7 dr) rde + (m,.de)dr — (m de)dr — (Trde)dr = 0. (3.7)
Po zkraceni rovnice (3.6), resp. (3.7) Cinitelem rdedr, resp. drde lze ziskat:

dar T
-4 = 3.8
dr+r+pz(r) 0, (3.8)

dm

mr—mt+d—rrr:r7", (3.9)

kde parcialni derivace byly nahrazeny obyCejnymi z divodu zavislosti pouze na jedné
promeénne 7.

16
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Obr. 3.2: LVVU na stfednicové roving

Obr. 3.1: Uvolnény elementarni prvek [3]. elementérniho prvku [3]

Geometrické rovnice pro obecny bod desky lze ziskat dosazenim rovnic (2.20, 2.21) do
rovnic (1.8,1.9):

dy
& = —Z—,
dr
B 9 (3.10)
& = Zr'

Konstitutivni vztahy pro dvojosou napjatost desky budou zapsdny nésledujicim
zpusobem:

E
o =12 (&r + per),
G.11)

Ot = 12 (& + per).

Pokud do konstitutivnich vztahi (3.11) dosadime geometrické vztahy (3.10), vzniknou
rovnice pro radialni a obvodové napéti:

==l ()]
ar_l—uz Zar TEUTER))

_ E [ 19+< dﬁ)}
0'1-—1_#2 Z; 12 ZE .

Dal§im krokem pro odvozeni diferencidlni rovnice desky bude integrace podle rovnic
statické ekvivalence:

(3.12)

h
myy 2 (0
{mt} = f_ E{at}zdz. (3.13)
2
Po integraci a dosazeni vztahti (3.12) do (3.13) ziskame:
h h
_F iy — E _F (da+ a>d 3 Eh3 (da+ 19>
M= | p20r 2= T2 T | w? P TR ) T T a -y \ar T HY)
h h2 (3.14)
_F iy — E _F (a+ dﬁ)d 3 Eh3 (a+ dﬁ)
M= ) p P 1—u? _%Z T T g) T 12(1 —p®) \r Kar)
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V predchozich kapitolach byl pouzivan vztah (2.11) pro ohybovou tuhost desky B, i zde ho
vyuzijeme pro rovnice (3.14). Findlni tvar pro radidlni a obvodové momenty vypada

nasledovné:
dd 9
mr = _B (_ + H_))

dr T
B B(ﬁ_l_ dﬁ) (3.15)
e = r o Far)
Pro ziskani diferencidlni rovnice desky staci dosadit vztahy (3.15) do rovnice rovnovdhy
(3.9).
B(dﬁ_l_ 19)+B(19+ dﬁ) B d(dﬁ_l_ 19)_ T 1 (—B
ar T r o Far Tar\ar THY)TT /:(=B),
dd
3+ i(5)- () g N Tt PLCR 3.16
ar TH\F r) Far T G r? _B/'r' (3.16)

d191+ (19) (19) d191+d219+ do1 (19)_ T
drr ‘urz 72 ‘udrr dr? ‘udrr ‘urz B

Po odecteni stejnych clenll vznikne rovnice desky v ihlech natoceni:
d*>9 1d9 o . TM

I _ (3.17)
dr? * rdr r? B
K vyjadreni pruhybové rovnice desky staci dosadit do této rovnice vztah (2.21):
3 2
dw Idw 1ldw 7@ (3.18)

dr3 + rdr2 r2dr B

3.2 Metody pro ieSeni deformacné-napét’ové odezvy nekruhovych desek

U nekruhovych desek neni vSeobecné mozno provadét analytické feseni v uzavieném
tvaru. Takové feSeni je vytvoreno koneCnym poctem elementarnich operaci s veliCinami a
elementdrnimi funkcemi, jako jsou napiiklad trigonometrické funkce [3]. V této kapitole
budou ukdzany rizné numerické metody vyuzivajici nekonecné tady.

3.2.1 Navierova metoda

Francouzsky fyzik a technik Claude-Louis Navier prezentoval v roce 1820 metodu pro
feSeni ohybu, kterd se pouziva pro desky podepiené po celém svém obvodu [4,5]. Vyuziva
k tomu dvojitou nekonecnou Fourierovu fadu.

Postup vypoctu bude predstaven na obdélnikové desce o rozmérech a X b a tloustce h, na
kterou ptisobi rovnomérné zatizeni p(x, y). Okrajové podminky vypadaji nasledovné:

2
w = 0|x=0,a; M, = Sx2 = 0|x=0,a ’
2 (3.19)

w =0lygp; My = 57 0ly=0,p-
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a
I x
Ceeepby) || 4
| |
L _

y podpora

Obr. 3.3: Obd¢lnikova deska podepiena po celém obvodu [4].

Reseni diferencidlni rovnice (2.16) je mozno ziskat z vyrazil pro prihyb w(x,y) a pro
zatizeni p(x, y) ve tvaru dvojitych nekonecnych fad:

o . mmx _ nmwy
w(x,y) = Z Z Wiy SIN smT (3.20)
m=1n=1 a
mnx _ nmwy
p(x,y) = Z Z Pmn SIN smT (3.21)
m=1n=

kde koeficienty wy,,, a py, budou stanoveny. Lze snadno ovéfit, ze rovnice (3.2) spliiuje
okrajové podminky (3.19).

K urceni p,,, vyndsobime rovnici (3.21) dvéma funkcemi sinus a dvakrat integrujeme
nasledujicim zpliisobem:

b
; lmx = kmy
f f p(x,y) sin—sin ——dxdy,
a b
00

© o ab (3.22)
_ . mnx | nmy | lmx knyd 4
—Z menffsm 7 SIHTSIHTSIHT xay.
m=1n=1 00
Pfimou integraci lze ukazat, ze:
oy lix 0 pokud m # [
fsin sin—dx ={a
a a 5 pokud m =,
0
3.23
b 0 pokudn # k (3-23)
—_— —_— =
ST Y T2 pokudn = k.
0 2
Diky tomu lze psét koeficient p,y,,, ve tvaru:
Ty
= —ffp(x y) sin— sm—dxdy. (3.24)
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Jelikoz rovnice (3.20) spliiuje okrajové podminky (3.19), musi také spliiovat rovnici desky
(2.16). Pokud tedy bude rovnice desky dosazena do rovnice (3.20), vznikne:

i i {Wm” [(%)4 +2 (%)2 (ann)Z + (727”)4] N pgn} sin m: ~sin m;y (3.25)

m=1n=1
= 0.
Rovnice (3.25) musi platit pro v§echny hodnoty x a y, z toho je tedy vyvozeno, zZe
_ 1 Pmn
"B a2 212 (3.26)
@) +&) ]

Dosazenim tohoto vztahu do rovnice (3.20) Ize ziskat finalni rovnici prahybové plochy:

1 U\ m | |
W(x'y):m'mz_l;[(m)zi (E)Z]ZISln a g (3.27)
a b

kde p;nn je ddno vztahem (3.24). Lze dokazat, ze pro kazdé x a y a pro kazdé m a n plati:

n mnx _ nwy

mix

: . nmy
|51n | <1, |sm— <1 (3.28)
a b

Z toho vyplyva, ze rovnice (3.27) je vzdy konvergentni.

Dosazenim rovnice (3.27) do rovnic (2.10) a (2.15) lze vypocitat momenty a posouvajici
sily na desce.

Navierova metoda je velmi dobfe pouzitelna pro rovnici prahybu, protoze fada konverguje
rychle a uspokojivé feseni lze ziskat v par krocich. Jelikoz LVVU je mozno dostat druhou
nebo treti derivaci rovnice (3.27), tak rychlost konvergence klesa (obzvlast v okoli okraje
desky) a v dusledku toho se snizuje i presnost pii vypoctu [4].

3.2.2 Lévyho metoda

V roce 1900 vytvoril Francouzsky inzenyr Maurice Lévy metodu pro feSeni ohybu desky,
ktera vyuzivéa pouze jednu Fourierovu fadu [4,6]. Lze ji pouzit na obdélnikové desky, které
jsou podepiené na dvou protilehlych stranach, a na zbylych dvou stranach je libovolna vazba.
Diky témto vlastnostem je metoda mnohem praktiCtéj§i a snazsi na vypocet nez metoda
predchozi.

Podle t€to metody Ize rovnici (2.16) vyjadiit pomoci komplementédrni wy, a partikuldrni w,
casti, kde kazda znich obsahuje jednu Fourierovu fadu a neznamé funkce lze vyjadrit
z okrajovych podminek. ReSeni 1ze zapsat takto:

w = wp + wp. (3.29)
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Reseni bude ukdzédno na desce podobného typu jako v kapitole 3.1.1. Strany x = Oax =
a zustanou stejné a na zbylé dvé dame libovolnou vazbu (obr. 3.4). Okrajové podminky pro

a
\ |
| 998 p(x.y) | x

PMRR

b |
| | podpora
7 | \podpora
y h libovolna vazba

Obr. 3.4: Obdélnikova deska podepiena na dvou
protilehlych stranéch.

podeptené strany piSeme ve tvaru rovnice (3.19).

Komplementarni feSeni vypada nasledovné:

mix
M—Zﬁwmn (3.30)
Dosazenim této rovnice do vztahu (2.16) vznikne:
mm maye 9% fm(¥) | 0]
-2 —=0. 31
[()mm () et —=0 (331)

Rovnice je splnéna, pokud se vyraz v zdvorce rovnd nule. ReSeni diferencialni rovnice
v z4vorce lze zapsat ve tvaru:

fn) =e”. (3.32)
Substituci této rovnice do diferencidlni rovnice lze ziskat charakteristickou rovnici:
2.2 4_4
mm m*m
M =2——+——=0. (3:33)
a a
Kofeny rovnice vypadaji nasledovné:
A, =22 4= (3.34)
12 =77 3,4 = 7 .

Podle ziskanych hodnot charakteristickych exponentt Ize feSeni homogenni rovnice zapsat
ve tvaru exponencialni nebo hyperbolické funkce. Pro dalsi vypocet bude vyhodné&jsi zvolit
hyperbolickou funkci, kterou Ize zapsat timto zptisobem:

mm mi
fm(y) = Ap, sinh y y

Dosazenim tohoto vztahu do rovnice (3.20) 1ze ziskat:

Y + B,,, cosh

(C sinh mry + D, cosh

mry ) (3.35)
a

mmy  mmy

W = Yim=1 [A sinh ™=~ +B cosh—+—(Cm sinh%+

3.36
D,,, cosh T)] sin % ( )
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Kde konstanty A,,, By, €, a D,,, budou vyjadieny z okrajovych podminek pro y = 0 a
y = b.
Partikularni feSeni 1ze obdobné vyjadtit Fourierovou fadou:

= . mnx
Wp(6,3) = D gm(¥) sin—— (337)
m=1
Rovnomérné rozlozené silové zatizeni 1ze vyjadiit obdobné:
= . mnx
p(x,y) = Z Pm(y) sin——, (3.38)
m=1
kde
a
2 . mnx
pm(y) =~ f p(x,y) sin—dx. (3.39)

0

Podobné jako u komplementarniho feSeni, Ize 1 zde dosadit rovnice (3.37, 3.38) do rovnice
(2.16) a ziskat tim tento vztah:

(3.40)

(@)4 () —2 (@)2 _ OZfai/n;(y) 6423,;53/) _ pm;y)_

a
Vyiesenim rovnice (3.40) bude ziskdno g,,(y) a poté nakonec bude nalezeno partikularni
feSeni w,(x,y). Komplementarni a partikularni feSeni LVVU lze ziskat dosazenim

pfislusnych vztahd pro wy, a wy,(x,y) do rovnic (2.10, 2.15).

a

3.3 Metoda konecnych prvku

Predchozi metody popsané v této kapitole, maji omezené vyuziti na n€kolik konkrétnich
typu uloh. Metoda konecnych prvka (ddle MKP) nabizi feSeni pro vSechny matematicky
popsatelné ulohy bez ohledu na jejich slozitost. Jedna se o numerickou metodu, kterd prevadi
problém hledani spojitych funkci na problém hledani kone¢ného poctu parametrt, pomoci
nichz se funkce aproximuji [7]. Tomuto principu se fika diskretizace spojitého problému.
V této kapitole bude pojedndno o deformacni varianté MKP, kde nezndmymi parametry jsou
funkce posuvii.

Vychodiskem MKP je tzv. Lagrangetv variacni princip, ktery definujeme nasledovné:

,,Mezi viemi funkcemi posuvii, které zachovdvaji spojitost télesa a spliuji geometrické
okrajové podminky, se realizuji ty, které udileji celkové potencidlni energii Il staciondrni
hodnotu. ** [7]

Stacionarni hodnota je zaroven minimem potencialni energie I1, kterou Ize zapsat takto:
n=w-P, (3.41)

kde W je energie napjatosti télesa (2 a P je potencial vné&jSiho zatizeni:

1( ¢
W= Efa gdv, (3.42)
Q
— T T
P = fu odV + fu pdsS. (3.43)
Q Ip
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V téchto rovnicich vystupuji sloupcové matice posuvid u’, napéti a’, pretvoreni &',
objemového o7 a plosného p” zatiZeni.

Obecné je potencialni energie IT zavisla na spojitych funkcich posuvid u’(u,v,w)
v soufadnicich pravouhlého kartézského systému. Neznamych hodnot téchto funkci je vSak
nekonecné mnoho, jelikoz vySetfovana oblast t€lesa ma nekonecné mnoho bodl. Proto je
nutné rozdé¢lit oblast na kone¢ny pocet prvku, které obsahuji uzlové body. Tim se vytvofi tzv.
sit MKP, ktera svoji hustotou ovliviiuje kvalitu a operaéni slozitost feSeni. V téchto uzlech
hledame feSeni neznamych posuvl (u; vj, wy), které lze ziskat z ndsledujicich rovnic
aproximace posuvu:

l
u(x,y,z) = Z Ni(x,y,z) " u;,
i=1
m
v(x,y,z) = Z Ni(x,y,2) v, (3.44)
j=1

n
W(y,2) = ) N6, ,2) i,
k=1

kde N jsou bazové funkce, coZ jsou znamé funkce v jednotlivych uzlech. Dosazenim
rovnic (3.44) do vztahu (3.41) lze ziskat vztahy pro potencidlni energie, zavislé na nezndmych
posuvech. Podminka stacionarni hodnoty (minima) I umozni tyto neznamé veli¢iny vyfesit:

oIl oIl oIl
ou, ou, ~ow,

} = Uq, Uy, ... W (3.45)

Vyfesené parametry posuvl Ize dosadit zpatky do rovnic (3.44) a tim dostat aproximace
hledanych funkci posuvt.
Princip MKP bude ukézan na piipadé¢ vetknutého prutu (obr 3.5), ktery je zatézovan pouze

tthovou silou ve sméru osy x. Je vytvofena sit MKP o 3 prvcich a 4 uzlech. Prvek 1 je
znazornén na obr 3.6. Aproximace posuvu po délce tohoto prvku je dana rovnici:

u(x) = NG, (3.46)
kde N = [NllNZ] ad= [ul,uZ]T.
2 1 ) ’ o ’ T o Y N th
/OJ 2) 3/ &) (X —— (X2 —=>
- N
? L/3
Obr 3.5: Sit MKP vetknuté¢ho prutu [7]. Obr. 3.6: Osov¢ namahany prutovy prvek [7].
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Potencidlni energie je zapsdna ve tvaru rovnice (3.41) s dolnim indexem pfislusného prvku.
Energie napjatosti je:
X2

1
W, = > f oeSdx. (3.47)

x1
Napéti i pretvoreni musi byt vyjadieno pomoci posuvu:
d
e =—(Né) = B§, (3.48)
dx

o0 =EBS =6"B"E. (3.49)
Dosazenim rovnic (3.48, 3.49) do vztahu (3.47) vznikne:

x2

1 1
W, = EST ES f B"Bdx |6 = §6Tk6, (3.50)
x1
kde k je prvkova matice tuhosti.
Potencial vnéjsiho zatizeni je:
X2
P, = f u(x)pgSdx. (3.51)
x1

Dosazenim rovnice (3.46) a po mensSich Gpravach lze potencial vyjadfit nasledovne:
P, =68"f, (3.52)

kde f je prvkova matice vnéjSiho zatizeni. Prvky této matice predstavuji celkové objemové
a plo$né zatizeni pusobici na prvek tak, ze jsou tyto sily rozdéleny na polovinu a soustfedény
do krajnich uzlt, coz zarucuje diskretizaci spojitého zatizeni.

Analogicky lze matice k, f odvodit i pro zbylé prvky. Nyni bude vyjadien celkovy
potencidl Il vysSetfovaného télesa. VSechny neznamé posuvy budou piepsany do globdlni
matice deformacnich parametrd U = [u;, u,, us,u,]’, matice tuhosti a vnéjsich zatizeni
budou rozsiteny o piislusné radky a sloupce a budou oznacovany velkymi pismeny K;, F;.

Celkova energie napjatosti a celkovy potenciadl vné&jSiho zatizeni jsou dany souctem
prvkovych prispévka:

n
1 1
W= Z W, = 5UT(K1 + K, + K;)U = > UTKU, (3.53)
i=1
n
P= ) P,=U"(F;+F,+F3)=UTF, (3.54)
i=1

kde K je celkova matice tuhosti a F je celkova matice zatizeni.
Dosazenim vztahti (3.53, 3.54) do rovnice pro celkovou potencidlni energii (3.41) vznikne:

1
n=3 UTKU - U'F. (3.55)
Podminka staciondrni hodnoty (minima) I (3.45), kterou lze upravit pro globalni matici

deformacnich parametrt:
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oIl
ou
nam umozni po parcidlnim derivovani podle u,, u,, usz, u, dostat soustavu 4 linedarnich
algebraickych rovnic, které 1ze zapsat v maticovém tvaru:

KU =F. (3.57)

Tento predpis se nazyva zdkladni rovnice MKP. Matice K je singuldrni, tim piddem
soustava rovnic nema jednoznacné feSeni. Je nutné tedy predepsat okrajové podminky.
V nasem pfipadé je to podminka u; = 0 v misté vetknuti. To se projevi na vypusténi tohoto
posuvu z matice U, na odstranéni 1. fadku a sloupce z matice K a 1. fadku z matice F, diky
¢emuz bude mit soustava rovnic jednoznacné feseni.

0 (3.56)

Po ziskani vSech neznamych deformacnich parametra z rovnice (3.57) se vypocet vrati na
prvkovou uroveri a budou vyteseny v jakémkoliv bodé télesa rovnice (3.46, 3.48, 3.49). Na
grafech (obr. 3.7a,b) je porovnani numerického feSeni s feSenim analytickym. Diky trivialité
ptikladu se vuzlovych bodech posuvy shoduji. Numerické feSeni nam dalo linearni
aproximaci posuvy, zatimco analytické feSeni ma kvadraticky prabéh. Napéti ma u
numerického feseni konstantni prubéh, coz koresponduje s odvozenou rovnici napéti (3.49),
kde matice B vznikla derivaci matice bdzovych funkci.

U/umax
—— Analytické
| — MKP o/ Omax
| | 1 Analytické
| | |
| | | ~
| | |
a) L X b) L X

Obr. 3.7: Srovnani analytického a numerického feseni pro a) posuv, b) posuv [7].
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4. Vypocetni nastroj pro deformacné-napét’ovou analyzu kruhovych a
mezikruhovych desek

Vypocetni nastroj pro feSeni D-N odezvy byl vytvofen v programu MATLAB R2019a
APP DESIGNER. V prostiedi tohoto softwaru je mozno programovat aplikace s grafickym
uzivatelskym rozhranim (dale GUI - z anglického ,,graphical user interface ‘). K tvorbé
takové aplikace jsou v programu k dispozici dva rezimy zobrazeni.

Prvni rezim je ,,Design View ‘‘* (obr. 4.1), kde je vytvafeno GUI a to pretahovanim
jednotlivych grafickych prvkd zknihovny komponentd na pracovni plochu. SW APP
DESIGNER nabizi vybér z velkého mnozstvi komponentt, které se tfidi do né€kolika skupin.
Zakladem vytvorené aplikace jsou kombinace riznych typu tlacitek, okna pro vkladani
Ciselnych hodnot, obrazky, textovd okna, grafy a tabulky. Tento rezim zobrazeni také
obsahuje prohlize¢ vloZzenych komponentd, ve kterém mizeme ménit jejich nastaveni (barva
pisma a pozadi, fonty, pozice,...).

Druhy rezim se nazyva ,,Code View ‘* (obr. 4.2). Zde je psdn samotny program, kde jsou
jednotlivym komponentim pfifazené urcité fadky kodu (kody jsou pak sefazené v prohlizeci
kodia). Pri tvorbé aplikace byl pouzit programovaci jazyk Matlab. Na obr. 4.3 lze vidét
spusténou aplikaci pro konkrétni pfipad, kde byla komponenté , BUITON‘‘ predepsdna
rovnice y = x + 5, ktera se pfi interakci s tlacitkem vyfesi.

app_deska_mensi.mlapp priklad. mlapp

COMPONENT LIBRARY —— COMPONENT BROWSER
Design View
Search =88 A search
COMMON ~ app.UIFigure
. app.x
[\) [Push|
Axes Button app.BUTTON
Inspector | Callbacks
Search REIE
v 30
’7 ’7 BUTTON e
Check Box Date Picker o RO AT G LT
FoniName Helvetica -
VZT 123] y 0 FontSize 16
Drop Down Edit Field Fontweignt B
(Numeric)
FontAngle
. o v . . ~ oy o
Knihovna komponenti 1. reZim — Design View Prohlize¢ komponentu

Obr. 4.1: APP DESIGNER - Design View.

app_deska_mensi.miapp prikiad.miapp x

CODE BROWSER ot view COMPONENT BROWSER
Callbacks | Functions | Properties — - - m— Search
P 1 n - yEditFieldLabel matlab.ui.control.Label
Search Pl ar y matlab.ui.control.MumericEditFiel < EgplUiTgre
BUTTONPushed BUTTON matlab.ui.control.Button app.x
- end app.y
app.BUTTON

% Callbacks that handle component events

methads (Access = private) Inspector | Callbacks

-1 =) (@
Search P e=||z4
% Button pushed function: BUTTOM| TS
function BUTTONPushed(app, event) T
X = app.x.Value; Value 0
- =% + 5;
¥ ’ Limits -Inf.Inf

app.y.Value = double(y);
RoundFractionalValues

S Y

ValueDisplayFormat %11.4g
end
end HorizontalAlignment ===
—
Prohlize¢ kédu 2. rezim — Code View Prohlize¢ komponentl

Obr. 4.2: APP DESIGNER - Code View.
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4| Ul Figure - O X

[ ButtON |

Obr. 4.3: Aplikace po spusténi.

4.1 Schéma programu vypocetniho nastroje
Schéma programu pro vypoCet D-N analyzy mechanicky zatizené rotacné symetrické
desky vypada nasledovné:
1. Zadani vstupnich parametru:

a) Volba typu kruhové nebo mezikruhové desky podle druhu vazeb. Aplikace nabizi
vybér z 8 typu desek (obr. 4.4). Rovnice rovnovahy u téchto desek obsahuje vzdy
pouze jednu neznamou. ReSeni lze tedy realizovat z tplné uvolnéného prvku a neni
potieba ¢astecné uvoliiovat a predepisovat deformacni podminky.

b) Typ mezniho stavu:

- MSP podle HMH

- MSP podle maxT

- MS kiehkého poruseni podle MOS
c¢) Typ dlohy:

- pfima

- inverzni

d) Materialové, geometrické a zatézovaci charakteristiky (obr 4.5a,b). Liniov4 sila a
radidlni momenty se v aplikaci zadavaji jako celkové zatizeni pusobici na obvod.
Program si nasledné automaticky pfevede tyto veliCiny na liniové (pod¢li je vyrazem

2mr).

N
% Z) §V %, 2 G,
o 1 o & A2 N ““““ A3 e
\Y \ TS
v V2 v v V72 7772
AN ) N ZAN U b

WS N\

% 4V®LA
VAN AN RN

8
Obr. 4.4: Meridianovy fez u riznych typu kruhovych a mezikruhovych desek [3].
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Obr. 4.5: Meridianovy fez zatizené a) kruhové desky vyrobené z houzevnatého materialu, b)
mezikruhové desky vyrobené z kichkého materidlu.

2. Vyjadreni liniové posouvajici sily 7'(7) v zavislosti na zatizeni desky.
Kazda uloha je naprogramovana tak, ze je deska rozdélena na dva intervaly, pro které plati:
I:r € (ry, re); I: v € (rg,1y). 4.1)

Rovnice liniovych posouvajicich sil v jednotlivych intervalech zavisi na typu desky (jestli
uvolfiujeme z vnitini strany nebo z vnéjsi strany) a na zatizeni typu p, F; a F,.

= I — - 1

F, F, ,f1

II—} — >

RNTDAE s

L 2 ey
; ‘ L L T
|

e

f( 1) I

-
I, T p(r)

Obr. 4.6: Uvoliovani desky typu Al.

Rovnice liniovych posouvajicich sil pro desky typu Al, A2, A3, A4, A8 (obr. 4.6) jsou
odvozeny z podminek rovnovahy:

L: Z E, =0: 7;(r) - 2nr + (prr? — par) + E, = 0, 4.2)
Iy: YE, =0: T,(r) 2nr + (prnr? —pnr2) + F, + F, - 2nry = 0. 4.3)
Z rovnic (4.2, 4.3) vyjadiime T (r):
2
P, DPn 1
I T(r)=—-sr+5——F,-— (4.4)
! i) 2T T vy
2
P PN 1 TF
Iy: = —Zr+4+l _F— —F = (4.5)
2 T 2Tty T Ty
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i Obr. 4.7: Uvoliiovani desky typu AS6.

Rovnice liniovych posouvajicich sil pro desky typu AS, A6, A7 (obr. 4.7) jsou odvozeny
z podminek rovnovédhy:

L: Z E,=0: T(r) - 2nr — (pnr{ — pnr?) — F, - 2mry = 0, (4.6)

I: ZFZ =0: 7,;() 2nr — (pnrf — pnr?) = 0. 4.7
Z rovnic (4.6, 4.7) vyjadiime T (r):

Iy Ti(r) = —gr+gg+ﬂr§, (4.8)

Iy: T(r) = —gr + gg 4.9)

Zatizeni liniovymi momenty m,., m; nemd vliv na 7'(r). AvSak radialni moment m, bude
vystupovat v okrajovych podminkach a podminkéch spojitosti. Orientace tohoto momentu je
odvozena od mista na desce, kde moment ptisobi, bude tedy zavedena znaménkova konvence
fidici se nasledujicimi pravidly.

a) Radidlni moment m; pusobi na vnitinim okraji desky (polomér 1;):

Proti sméru hodinovych rucicek: my(r;) = —my, (4.10)
Po smeéru hodinovych rucicek: my () = +my. (4.11)

b) Radidlni moment m, pusobi na vnéj§im okraji desky (polomér 1):

Proti sméru hodinovych rucicek: my () = +my, (4.12)
Po smeéru hodinovych rucicek: my () = —m,. (4.13)

¢) Radialni moment m pusobi na poloméru desky 7:

Proti sméru hodinovych rucicek: my(rg) — m = my; (rg), (4.14)
Po sméru hodinovych rucicek: my(rg) + m = my (). (4.15)

3. VyreSeni diferencialni rovnice desky pro natoceni.

Soustava diferencidlnich rovnic pro natoCeni (3.17) se v aplikaci fesi funkci dsolve, cimz
jsou ziskany vztahy pro natoCeni v zavislosti na integrac¢nich konstantach C; (i = 1,2, 3,4):
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C
I: 9,(r) = Cyr + 72 +9,, (4.16)

C
12: 191[(7') = C3T + ?4 + ﬁpll' (417)

kde 9, resp. 9, je partikularni feSent, jehoz tvar zavisi na 7;(r), resp. T;, (1) [3].

Nasledné jsou vyjadfeny rovnice pro radidlni momenty m,;(r), m,;;(r) v jednotlivych
intervalech, také v zdvislostina C; (i = 1,2, 3, 4).

Integracni konstanty jsou vyfeSeny z okrajovych podminek a podminek spojitosti (tab. 4.1)
pro natoCeni a radialni momenty. Vznikne soustava 4 rovnic o 4 nezndmych, ze které jsou
vyjadieny tyto konstanty. Ty jsou dosazeny zpatky do vztahti pro natoeni a radialni
momenty. Jsou vyjadieny také rovnice pro obvodové momenty my;(r), m;(r).

4. Vyjadreni rovnice prahybu.

Vztahy pro pruhyb v jednotlivych intervalech jsou ziskany z rovnice (2.21), kdy jsou
rovnice pro natoCeni integrovany podle poloméru nasledujicim zptisobem:

I w;(r) = fﬁ,(r)dr, (4.18)

12: WH(T') = fﬁH(T‘)dT‘. (419)

Z davodu neurcitého integrovani jsou ziskdny pruhybové rovnice v zavislosti na
integracnich konstantach, které budou pro prvni, resp. druhy interval oznaceny K;, resp. K.

Integracni konstanty jsou také vyfeSeny z okrajovych podminek a podminek spojitosti (tab.
4.1), tentokrat vSak pro pruhyb. Hodnoty K; a K, jsou dosazeny zpatky do vztaha pro pruhyb.

5. Vyjadreni rovnic napéti.

Pro vyjadreni rovnic radialnich a obvodovych napéti budou vyuzity rovnice statické
ekvivalence (3.13), kdy jsou rovnice roz§ifeny o proménnou z:

h
my 2 (0, 2
{mt}z = f_ﬂ{at}z dz. (4.20)
2
Po integraci a vyjadieni napéti vzniknou vztahy:
12m 12m
o,(r,z) = Yz, o0,(rz) =——2z. (4.21)

h3

o - ” ho.
Maximalni hodnoty napéti na povrSich, kde z = + 2> Jsou tedy:

m, 6m;

O-r,ex(r) = i?) O-t,ex(r) = +_. (4.22)

6. Zobrazeni vysledku
Po vyfeSeni ulohy (body 3-5) se zobrazi nésledujici vystupy:
a) Okno s maximdlnimi hodnotami pro 9,w,m,,m;, 0,0, a s bezpeCnosti k dle
prislusného MS. Soucasti kazdé této veliciny je 1 polomér 7, ve kterém se vystupni
charakteristiky nachazi.
b) Grafy, zobrazujici:
- zévislost maximalniho radidlniho o0y ¢, a obvodového oy ¢, napéti na tloust'ce
desky h
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- zavislost radidlniho m,. a obvodového m; momentu na poloméru desky r
- zavislost pruhybu w na poloméru desky r
- zavislost redukovaného napéti o2MH resp. 04" na poloméru desky r
c¢) Tabulka s 201 hodnotami (poc¢et hodnot vychazi ze zvoleného métitka
(r, —11)/200) pro w, g, a g, rozlozenymi rovnomérné po poloméru desky 7.

Tab. 4.1: Okrajové podminky a podminky spojitosti pro rizné typy nezatizenych desek.

Typ desky Okrajové podminky Podminky spojitosti
r=20: 19]:0,C2:0
Al r = T'z: mru = 0
WII = 0
T':(): 19]:0,C2:0
A2 r = T'z: 19]] = 0
WII = 0
=1y m,; =0
A3 r = T'z: mru = 0
WII = 0
=1y m,; =0
A4 r =" 19]] =0
WII = 0 191 = 19[]
= M =0 r=Tf: My = My
r T Wi = Wiy
AS r = T'z: mru = 0
=1y w; =0
=1y Y9, =0
A6 r = T'z: mru = 0
=1y w; =0
r=20: 19]:0,C2:0
A7 r = T'z: mru = 0
r=0: w;=0;,K;,=0
=1y Y9, =0
A8 r = T'z: 19]] = 0
WII = 0

Vypocetni program byl vytvoren s pomoci piirucky k SW MATLAB [8] a komunitniho
centra pro MATLAB [9]. Kompletni GUI po realizovaném vypoctu je zobrazeno na obr. 4.8.
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4] Ul Figure - 0 X
Typ desky Typ ulohy Vysledky Grafy zdvislosti
oAl A2 A3 A4 #) Piima dicha Maximaini hodneta natofeni v [7] 1391 Prihybu na poloméru ®) Porovnani ANSYS a MATLAB - prihyb
A5 A6 AT AS Inverzni dicha Momentd na poloméru Porovnani spodnf rovina - napéti
na poloméru r [mm] 275.8 . . . - P .
NOVE ZADANI: Typ desky Typ tilohy Maximalnich napétl na tioudtes Porovnani horni roving - napsti
Maximalni hodneta prihybu w [mm] 477 Redukovaného napti na poloméry Porovnani spodnf rovina - red. napéti
Bezpecnosti na polomru Porovnani horni rovina - red. napéti
WMezni stavy na polomeéru r [mm] 1e-06 Deska v ANSYS - redukované napéti
#) MS pruZnosti podie HMH IMaximalni hodneta radisiniho momentu Mr [Nmm] 1392 | Graf ‘
MS pruZnosti podie max T
M3 kiehke pevnosti podie MCS Maximaini hadnota radiainiha napéti or [MPa] 1485 Procentudini odchylka M analytického fedeni od numerickéno
Typ mezniho stavu na paloméru r [mm] 1e-08 Mw na stiednicové roving %) 9.099
— . Maximalni hodnota ohvodového momentu Mt [M*mm] 1392 " % 1 PR
Materidlové charakteristiky Geometrické charakteristiky Mar na spodni roving [%] | 4.228|  Morna horni roving [%] | 19.25
Maximaini hodnota obvodovéh: &ti ot [MP 1485 . - . -
E [MPa] 2.1e+05 @amain hodnota obvedového napéti ot [MPa] Mot na spodni roving [%] 14.06 Mot na horni roving [%) 13.94
lomé 18-06 . - . -
e 03 2 [mm] 300 na poleméry r[mm] = Mared na spodni roving [%] | 11.86|  Mored na homi roving [%] | 14.98
oK [MPa] 350 h [mm] 75 Maximain{ hodnota red. napéti o_red [MPa] podie HMH 148.5
Zavislost prihybu na poloméru desky
na poleméru r [mm] 1] -
W [ANALYTICKY MODEL)
Zatbové charakteristiky Bezpetnost k MSP kK podie HMH [-] 2357 1 = =~ w(NUMERICKY MODEL)
Rt e M2t o] | llPoremér rimm [Pranyb w mm) [Mke wimm) | orpa] [MkP or £z + 7
p [MPa] 0.075 Q 477 4.353 1485 1 = N 4
o
s . - . 15 477 4352 1485 1 e N W,
mim| 3
™ 3 4760 4352 148,49 1 2 o L
45 4769 4.351 148.47 1 ~ -
~ -~
6 4768 435 148.44 1 = ~_—— "
A B 7.5 4.766 4.349 148.41 1 r
9 4765 4.348 148.37 1 -3
-300 -200 -100 0 100 200 300
, \ @)
mm]
TUTORIAL START ANSYS

Obr. 4.8: Kompletni grafické uzivatelské rozhrani (GUI) vytvoreného vypocetniho nastroje.

GUI na obr. 4.8 je rozdéleno kvuli ptehlednosti na 3 # Hinure
Casti, které budou jednotlivé zobrazeny v samostatnych Typ desky Typ tlohy
ilustracich (obr. 4.9 a,b,c). OAl (VA2 (VA3 (A4 | (@) Piima ticha
Na obr. 4.9a lze vidét okna jednotlivych vstupnich A5 Ore OAT (OAs Inverzni ioha
parametrd. Jsou to okna pro vybér typu desky, typu NOVE ZADAN: | Typ desky Typ ilony
ulohy, mezniho stav, materidlovych, geometrickych a
zat€zovacich  charakteristik. Spolu s témito Mezni stavy

komponenty jsou na téhle &asti GUI i tlacitka © MS pruZnost podie HUH

TUTORIAL (zapne nebo vypne napoveédu v aplikaci) a
START (spusti vypocet).
Na obr. 49b je zobrazeno okno se vSemi

ME pruznosti podle max T

S kfehke pevnosti podle MOS

Typ mezniho stavu

maximalnimi hodnotami I'leIlS/Ch napét’ovych a Materidlové charakteristily Geometrické charakteristiky
deformacnich veliCin na desce, vCetn€é mista, kde se E [MPa] 218405

tyto hodnoty nachdzeji. Soucasti tohoto okna GUI je i b 03 2 (mmi 300
tabulka s hodnotami pro w,0,ao; rozlozenymi ofC AP 350 h [mem] 75

rovnomeérné po poloméru desky a to jak pro analyticke,
tak i pro numerické feseni za predpokladu velkych

deformaci. Je zde také pritomné tladitko ANSYS, Zatézove charakderisfiky

jehoz funkce bude vysvétlena v dalsi podkapitole. Fv[N] 0 M2 (Nmem] 0
Na obr. 4.9¢ je vidét posledni cast GUI, kde si p [MPa] 0.075

uzivatel mize zvolit typ zavislosti v okné Grafy F1 N 0 M [Nmm] 0

zévislosti. Takovyto graf se zobrazi v pravém dolnim
rohu GUI Didle je k dispozici pruméma absolutni
procentualni  odchylka analytického feSeni od

numerického, kterd bude v kapitole 5 definovana.
TUTORIAL a) START
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Vysledky

Maximalni hodnota natodeni v [7]

na polomeéru r [mm]

'
.}

Maximalni hodnota prithybu w [mm]

na poloméru r [mm] 1e-06
Maximalni hodnota radialniho momentu Mr [W*mm] 1382
Maximalni hodnota radidiniho napéti ar [MPa] 1485
na polomeéru r [mm] 1e-06
Maximaini hodnota cbvodového momantu Mt [M*mim]
Maximalni hodnota obvodoveho napéti ot [MPa]

na polomeéru r [mm] 1e-06

Maximaini hodnota red. napéti o_red [MPa] podie HMH 148.5

na poloméru r [mm]

= |2 et
w h

e ©

o ra =1

Bezpetnost k MSP kK podle HMH [-] 2357
Polomér r [mm] | Prihyb w [mm] [MKP w [mm] | ar [MPa] |MKP ar
U] 477 4.353 148.5 T
15 477 4.352 148.5 1
3 4,769 4.352 148.49 1
45 4769 4.351 148.47 1
3] 4,768 4.35 148.44 1
75 4766 4.349 148.41 1
g 4765 4.348 148.37 1
1 3
|ANSYS |

b)

Grafy zavislosti

(®) Porovnani ANSYS a MATLAE - prihyb
() Porovnani spodni rovina - napéti

() Prithybu na paloméru

() Momentd na polomé&ru

“ Maximalnich napéti na tioustce () Paorovnani horni rovina - napéti

-

() Redukovaného napéti na poloméru Porewnani spodni rovina - red. napeti

() Porovnani horni rovina - red. napéti

“ Bezpetnosti na poloméru = .
(_) Deska v ANSYS - redukované napéti

Procentualni odchylka M analytického fegeni od numerického

Mar na homni roving [%)]

Mw na strednicove roving [%]

Mar na spodni roving [%] 4228
Mat na spodni roving [%] Mat na horni roving [3]
Mared na spodni roving [%] Mared na horni roving [3)]

Zavislost prihybu na poloméru desky

[H] T T T T T
w [ANATICKY MODEL)

0 - =y (NUMERICKY MODEL)
=
£ > 4
= M r/
:;- 3 \ N 7, 7
=T
= ~ s
= ~ -

s -
-4 ~ — - -
_-—
5 1 1 1 1 1
-300 -200 -100 1] 100 200 300
r [mm]

Obr. 4.9: Grafické uzivatelské rozhrani pro a) cast A, b) cast B, ¢) ¢ast C dle obr. 4.8.
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4.2 Ansys v batch médu

Soucasti aplikace je moznost numerického vypoctu pomoci MKP v programu ANSYS
MECHANICAL. Prubéh vypoctu je realizovan v nékolika krocich, které se provedou po
stisknuti tlacitka ANSYS v GUIL aniz by uzivatel musel délat néco dalsiho. Tomuto procesu
bez ucasti uzivatele a dalSich interakci v SW ANSYS se tika ,,Batch processing ** [10].

Ke zprovoznéni této funkce je zapotiebi nastavit cestu k SW ANSYS a zvolit, kterou
licenci a verzi softwaru bude uzivatel pouzivat. K nastaveni téchto parametrd pro konkrétni
PC slouzi textovy dokument ANSYS.txt, ktery 1ze nalézt v souboru spolu s aplikaci.

Cely proces pak vychdzi ze souboru BATCH.mac, kde je sepsany kod v jazyku APDL
(interni jazyk SW ANSYYS) a je také soucasti souboru s aplikaci vytvorené v ramci této prace.
V prvnim kroku se vstupni hodnoty z vypocetniho nastroje importuji do APDL kédu. V SW
MATLAB je ptikazovy radek, ktery umozni spusténi programu ANSYS MECHANICAL na
pozadi, ddle zajisti import APDL kédu do tohoto softwaru. Pribéh celého procesu, vetné
importovanych vstupnich parametri, kompletniho APDL kodu, piipadnych upozornéni ve
formé | WARNINGS‘“ a |, ERRORS‘‘ a mnoha dalsich detaild, je po dokonCeni vypoctu
sepsdn v dokumentu PRE.1xt, ktery se vygeneruje ve slozce s aplikaci. [11].

4.2.1 APDL kéd pro analyzu desky v SW ANSYS

Prvni véci, kterou je v APDL kédu potieba predepsat, je typ prvku, ze kterého bude
tvorena konecnoprvkova sit. Pro co nejjednodussi realizaci modelu bude vyuzita vlastnost
rotaCni symetrie. Tato vlastnost umozni modelovat pouze fez desky od stfedu k jejimu okraji,
¢imz se zredukuje problém na rovinnou ulohu. S pfihlédnutim k témto parametrim bude
nejvhodnéjsi vyuzit rovinnych ¢tvercovych prvki PLANE182 nebo PLANE183 [7].

Prvek PLANEI182 je linedrni Ctvercovy prvek, ktery je tvofen 4 uzly ve vrcholech, kazdy
se dvéma deformacnimi parametry (obr. 4.10).

Prvek PLANEI183 je kvadraticky ctvercovy prvek, tvoreny 8 uzly, kazdy také se dvéma
deformac¢nimi parametry (obr. 4.11). Zde umocnénim bazovych funkci vznikaji &leny (2, n?,
proto se prvek oznacuje jako kvadraticky.

V3

us
Vy —~

u;
X

Obr. 4.10: Prvek PLANE182 v kartézském a pfirozeném
souradnicovém systému [7].

Obr. 4.11: Prvek PLANE183 [7].
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V této praci budou numerické modely vytvareny z prvki PLANEILS3, jelikoz diky
kvadratické bazové funkci nabizi pfesnéjsi feSeni 1 pro hrubsi sit' v porovnani s jeho linedrn{
verzi. Operacni narocnost u takhle jednoduchého modelu je velmi nizka.

Dalsi véci, kterou je potieba predepsat, jsou materidlové a geometrické charakteristiky. U
materialovych parametri je pro feSeny typ ulohy dostaCujici predepsani velicin E a pu.
Geometrie je vytvofena piikazem BLC4, ¢imz se vygeneruje fez deskou ve tvaru obdélniku o
ptislusnych rozmérech (obr. 4.11a).

Poté je vytvorena kone¢noprvkova sit'. Velikost elementu je dana vztahem (r, — ;) /100.
U nékolika typa desek byla sit zjemnovana, vysledky se vSak piili§ nelisili. Proto je tato
velikost prvku ponechdna jako vychozi (obr. 4.11a).

Osm okrajovych podminek je pfedepsdno za pomoci podminky /F (obr. 4.11b). V SW
ANSYS se vytvoiti vazba, kterd odpovida typu desky, zvolenému v GUI v aplikaci.

Zatizeni neni realizovdno pomoci podminky /F. Pokud je vSak ve vypocetnim nastroji
nékteré zatizeni nulové, pak je nulové i v APDL kodu. Takové zatizeni se poté vibec v SW
ANSYS pii samotném vypoctu nijak neprojevi.

Po vyfeSeni dané ulohy se vytvoii cesta (pfikaz PATH) na dolnim a hornim okraji fezu
desky, resp. na stfednicové roviné (pfimka, ktera podélné puli fez desky) a vysledky napéti,
resp. pruhybu na téchto cestach se importuji do vypocetniho nastroje, kde jsou numerické
vysledky porovnédny s témi analytickymi.

APDL kéd byl psan za pomoci ANSYS manudlu [12].

linp,parameters inp

I1 Okrajové podminky !!
IPREF7 AEAEQ,1 THEN Ityp desky A1
FLST,2,1,3,0RDE, 1
Il Element pro mesh desky 11 JI%‘EI)EMQQ
ET,1,PLANE183 ltyp elementu DK,P51X, 0, ,0,UYROTX.ROTY, , ,,
KEYOPT1.1.0 FP51X,.0, ,0,UY, '
KEYOPT1,3,1 *ELSEIFAEQ,2 ltyp desky A2
KEYOPT,1,6,0 FLST,2,1,4,ORDE, 1
FITEM,2,2
I Materil 11 GO
MPTEMP,,,.,,., DL,P51X, ,UX,0

MPTEMP1, DK,2,ALL
MPDATA EX,1,,E IYounglv modul pruZnosti (E)
MPDATA PRXY.1, mi IPoissonovo Eislo (mi) *ELSEIFAEQ,3 Ityp desky A3
FLST,2,1,3,0RDE, 1
Il Geometrie !! ,!:(|3—EI)EM=2=2
BLC4,r1,0,(r2-r1),h Iytvofi Etyfahlenik x(r1),y,délka(r2), vyska(h) DK P51X, .0, 0,UYROTXROTY, . ..
1 sit !
% I
ALLSELALL lwybere znovu vSechny entity FE%???&%%EE 1 'typ desky Ad
ESIZE, (r2-r1)/100 Inastaveni velikosti prvku pro meshovani plochy  grgp22’ ’
AMESH,ALL [ provede mesh co
) L DL,P51X, ,UX,0
I Pomocny element pro aplikovani radialniho mementu !! DK 2 ALL
ET.2 MPC184 o
KEYOPT,2,1.1 *ELSEIFAEQ,5 Ityp desky AS
KEYOPT2,2,0 a) FLST,2,1,3,0RDE,1
FITEM,2,1
GO
DK,P51X, .0, ,0,UY.ROTX,ROTY,, ,,
Obr. 4.11: Ukazka APDL macro kédu pro a) element, *ELSEIFAEQ,6 Ityp desky A6
material, geometrii a sit’ b) ¢ast okrajovych podminek. EHSETME:; =44=ORDE=1
GO
DL,P51X, \UX,0
DK.1.ALL

35



UMTMB VUT v Bmné, FSI

5. Porovnani analytického a numerického modelu

Tato kapitola bude vénovana porovnani analytického a numerického modelu, kde budou
postupné ménény rizné parametry desky a v zavislosti na nich budou sledovany rozdily ve
vysledcich prihybu a napéti.

V podkapitole 2.3 bylo definovano nékolik typt desek a to v zavislosti na podilu w/h a
a/h, kde w je pruhyb, h je tloustka a a je né&jaky charakteristicky rozmér desky. Tyto
parametry urcuji, o jaky typ desky se z hlediska velikosti pruhybu a rozméru jedna. V této
kapitole bude zkoumano, jak se vysledky analytickych a numerickych modelti budou od sebe
lisit v zavislosti na zménach podili w/h a a/h.

Numericky model v SW ANSYS MECHANICAL bude zohlediiovat geometrickou
nelinearitu. Nelinearni chovani tenkych desek je uzitecné pro teorii velkych prahybt, kdy je
brano v potaz ohybani i protahovéni stfednicové roviny. V pfipadé€ velkych deformaci, pfi¢na
deformace (pruhyb) zpisobi vyznamné sily v roviné desky [13,14]. Analytické feSeni tuto
skuteCnost nezohledriuje. Predpoklad velkych deformaci se v SW ANSYS aktivuje pomoci
ptikazu NLGEOM,ON.

Vychozim parametrem provedenych analyz bude primérna absolutni procentudlni
odchylka analytického feseni od numerického [15]:

n
100% X; - X;
M, = - OZ| INUM {ANAL , .1)
i=1

XiNUM

Kde n je pocet absolutnich procentualnich odchylek po celé délce desky. Index X bude
nahrazen postupné hodnotami prithybu w a napéti o, o; a 622" po celé délce desky na obou
povrsich.

Pro ucely prace jsou uréeny tyto podminky:

- My < 5% - analyticky vysledek je dostatecné presny, plati deskova teorie.

- 5% < My < 10% - analyticky vysledek je stdle pfijatelny, deskova teorie
je jesté pouzitelna.

- My >10% - analyticky vysledek je priliS odliSny, deskova teorie jiz
neplati.

Cilem této kapitoly je ukazat, za jakych predpokladi l1ze pouzit analytickou teorii desek, a
poskytnout uzivateli informaci o tom, jaké chyby se jejim pouzitim dopousti v porovnani s
feSenim zahrujicim velké deformace. VétSina grafi a vysledkd byla ziskana za pouZiti
vytvoreného vypocetniho nastroje.

Dalsi statisticka metoda, ktera by mohla byt v praci vyuzita, je absolutni procentualni
odchylka v misté maximéalniho rozdilu analytického fefeni od numerického. Ctenaf si
v nésledujicich podkapitolaich bude moci prohlédnout grafy rlznych zavislosti. Z graft
zavislosti prihybu na poloméru desky (napf. obr. 5.4) je patrné, ze nejvétsi rozdil mezi
feSenimi je v mist€ maximalniho prihybu, zde konkrétné ve stiedu desky. Mohlo by se tedy
zdat, ze procentualni odchylka v tomto misté bude odhadem dvakrat vyssi, nez primérna
procentudlni odchylka analytického feseni od numerického po celé desce. S rostouci
vzdalenosti smérem od stiedu desky k jejimu ulozeni klesd rozdil mezi numerickym a
analytickym feSenim prihybu, ale klesd také i hodnota samotného pruhybu desky. To
znamena, ze procentualni rozdil feSeni prahybu zistava po celé délce priblizné konstantni.
Bylo zjisténo, ze absolutni procentualni odchylka analytického a numerického feSeni pruhybu
v misté¢ nejvet§iho rozdilu je maximalné o tretinu vys§i, nez je primeérna procentudlni
odchylka téchto feSeni po celé desce.
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V ramci analyzovani vysledka radialniho, obvodového a redukovaného napéti podle HMH
bude mozné v nasledujicich podkapitolach pozorovat, ze na grafech zavislosti téchto napéti na
poloméru jsou oblasti, kde je rozdil mezi fesenimi opravdu vyrazny oproti zbytku grafu (napf.
okraj desky na obr. 5.2). V nekterych pfipadech je vyrazny rozdil feseni mezi analytickym a
numerickym modelem zpisobeny zatizenim od liniové sily nebo radialniho momentu. Pokud
by byla spoc¢tena procentudlni odchylka analytického feSeni od numerického pouze v mistech
maximalnich rozdil, neméla by analyza tak kvalitni vypovidajici hodnotu o celé zavislosti.

Z téchto divodl neni tato statisticka metoda v praci pouzita.

5.1 Vliv prihybu na presnost analytického modelu

Prvni analyza bude provadéna v zdvislosti na podilu wp,,,/h, kdy bude zvétSovin
maximalni prihyb desky w;,,, (ddle pouze w) pii konstantni tloust’ce h. Toho bude docileno
zvySovanim zat€ze. Bude porovnavano nékolik typi desek s rdznymi geometrickymi a
zatézovacimi charakteristikami tak, aby vysledky mohli byt co nejpiesnéji zobecnény.

5.1.1 Analyza kruhové desky typu Al, zatizena tlakem
Prvnim typem modelu, ktery bude -
feSen, je kruhova deska, podepiena na Y
okrajich a zatizena rovnomérnym

h=5mm

I RN RARRARAREAEARARE;

tlakovym zatizenim p po celé ploSe
(obr. 5.1). Deska je vyrobena z oceli.

| d
[
T | r=300 mm ——
] | N

Obr. 5.1: Meridianovy fez deskou typu A1, zatizenou
tlakem p.

Tab. 5.1: Priméma absolutni procentualni odchylka analytického feSeni od numerického pro pruhyb
a napéti na dolnim povrchu za predpokladu velkych a malych deformaci u numerického feseni
vyuzivajictho MKP.

h ;z_%)’?nrrnnrzr?)rsval Predpoklad velkych deformaci Pfedpoklad malych deformaci
WL P My 08 | Mo 6] | Mot (6] | Morea 98] | Muy 1981 | Mor 1961 | Mg 1961 | Mored
[mm] [ [] | [kPa] [%]
02| 004[09317] 0,03 16 0,6 07] 007| 11| o003 o004
05| 01| 2329 0,2 23 1,6 16] o004 11| 000 0,00
1| 02| 4659 1,1 3,1 3,2 31 o004] 12| o001| 000
15| 03] 6,988 2,3 3,5 4,9 a6] 004| 12| o001] 0,00
2| 04| 9317 3,9 3,4 7,0 60| 004 11| o001| o001
25| 05| 11,65 5,8 3,2 9,6 g1l 003| 11| o001] o000
3| 06| 1398 8,0 3,6 004| 12| o001| 0,00
35| 07] 1631 006/ 11| 001| o001

Vitab. 5.1 lze vidét pramémé procentualni odchyleni analytickych vysledkt od
numerickych na dolnim povrchu desky a to jak za predpokladu velkych, tak malych
deformaci. Pii malych deformacich se feSeni nelisi i pii vétSich pruhybech. Geometricka
nelinearita je totiz v SW ANSYS MECHANICAL vypnuta piikazem NLGEOM, OFF. Stejné
jako v analytickém feSeni se nebere v potaz zmeéna délky stiednicové roviny a to je i divod,
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pro¢ vysledky vypadaji jako presné i1 pii vétsi deformaci. Predpoklad malych deformaci
v dalSich analyzach zkouman nebude, protoze z hlediska vysledki neni zajimavy.

Predpoklad velkych deformaci zménu délky stiednicové roviny zohlednuje, coz zpasobuje
pii zvétSujicim se tlakovém zatizeni vétSi primémé procentualni odchylky numerického
feSeni od analytického. Na dolnim povrchu ziskame piesné analytické vysledky do w/h =
0,3, vCetné. Pro vyssi hodnoty tohoto poméru jiz odchylky u o; a g,..4q pfesahnou stanovenou
hranici 5 %. Vysledky lze stdle povazovat za pfijatelné a to az do w/h = 0,5, vCetné. Pii
w/h = 0,6 jiz chyba pfesdhne stanovenou kritickou hranici 10 % pro o; a 0Opeq. Pii této
hodnoté je jiz deskova teorie povazovana za neplatnou. Zajimavé vsak je, ze i pii w/h = 0,7
hodnota odchylky pro radialni napéti M, nepfesahne 5 %. Tento jev bude vysvétlen pozdéji.

Pro lepsi predstavu jsou na dalSich stranach uvedeny grafy (vzdy ve 4 riznych mutacich
podle poméru w/h), které umozni vizualizaci tabulkovych hodnot.

Prvni sérii graft jsou zavislosti redukovaného a obvodového napéti na poloméru desky
(obr. 5.2). Co se tyCe radidlniho napéti, nejvétsi rozdil mezi feSenimi se nachéazi uprostied
desky (r = 0). S rostouci vzdalenosti od stfedu desky se hodnoty o, k sobé ptiblizuji a opisuji
piiblizné stejnou funkei i pii vét§im poméru w/h. U obvodového napéti je prubéh opacny. Ve
stfedu je rozdil numerického a analytického feSeni nejmensi a s vzristajicim polomérem se
tento rozdil zvySuje. Zajimavé je, ze pifi w/h = 0,5 jsou rozdily mezi analytickym a
numerickym feSenim v misté r = 0 téméf zanedbatelné.

Obr. 5.3 nam ukazuje prubéhy redukovanych napéti podle HMH. Nejvétsi 0,4 je v misté
r = 0, stfed desky je tedy z hlediska MSP nejkriti¢téjsi misto. Pro prvni dva pfipady (obr. 5.3
a,b) je redukované napéti vys§i u numerického feSeni, pro zbylé modely (obr. 5.3 c,d) je
naopak vyssi u toho analytického.

Zavislosti pruhybu na stfednicové roviné (obr. 5.4) ukazuji, ze nejvétsi prahyb je ve stiedu
desky a se vzrustajicim pomérem w/h se rozdil mezi feSenimi zvétSuje tak, ze numericky
vysledek je vzdy mensi. To je zpisobeno rozlozenim deformace na pruhyb a posuv v roviné
desky (obr. 5.5).

12 |
o _(ANALYTICKY MODEL)
10 - = — o, (NUMERICKY MODEL) |_|
o, (ANALYTICKY MODEL)
g — — — o, (NUMERICKY MODEL)
— 8p
o
=3
6 [
-
o
5 4L
=
>Q
Q.
4]
oy 2 -
0 [
w/h=0,1
-2 | | | | |
0 50 100 150 200 250 300

a) r [mm]
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napéti or, ot [MPa]

napéti or, ot [MPa]
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35 |
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30 E—— (NUMERICKY MODEL) |
o, (ANALYTICKY MODEL)
25 — (NUMERICKY MODEL)
20 -
15 -
10 |-
5 —
0~
w/h =03
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0 50 100 150 200 250 300
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60 | I |
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30 -
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10 |-
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) [mm]
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Obr 5.2.: Graf zavislosti radialniho a obvodového napéti oy, o, na poloméru desky 7 na spodnim
povrchu pro analytické a numerické feseni, kde pomér w/h je: a) 0,1; b) 0,3; ¢) 0,5; d) 0,7.
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Obr 5.3: Graf zavislosti redukovaného napéti o,..; podle HMH na poloméru desky r na spodnim
povrchu pro analytické a numerické feseni, kde pomér w/h je: a) 0,1; b) 0,3; ¢) 0,5; d) 0,7.
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Obr 5.4: Graf zavislosti pruhybu w na poloméru desky r v mist¢ stfednicové roviny pro analyticke
a numerické feseni, kde pomér w/h je: a) 0,1; b) 0,3; ¢) 0,5; d) 0,7.
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Obr. 5.5: Graf zavislosti radidlniho posuvu u,- na poloméru r pro predpoklad velkych a

malych deformaci.
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Analytické feSeni o, a 0y méa vzdy shodnou hodnotu na dolnim i hornim povrchu desky,
pouze maji opacné znaménko. Tato vlastnost se vSak s nariistajicim prihybem vytraci, jak 1ze
vidét v tab. 5.2. Zde jsou zobrazeny maximalni hodnoty napéti v kritickém misté desky (r =
0). S narustajicim pomérem w /h se rozdily v napéti mezi hornim a dolnim povrchem zvysuji.

Tab. 5.2: Maximalni hodnoty o, resp. g; ve stiedu desky na dolnim (h = —2,5 mm) a hornim (h =
2,5 mm) povrchu pro analytické a numerické feseni.

w/h = 0,1 w/h = 0,3 w/h = 0,5 w/h = 0,7 w/h = 3

NUM. ANAL. NUM. ANAL. NUM. ANAL. NUM. ANAL. NUM. ANAL.
T=0mm O-r:O-t O-r:O-t O-r:O-t O-r:O-t O-r:O-t O-r:O-t O-r:O-t O-r:O-t O-r:O-t O-r:O-t
[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa]

[mhm] -2,5 10,5 10,4 31,6 31,1 51,7 51,9 69,9 72,7 186,8 311,3
[mhm] 2,5 -10,2 -10,4 -28,7 -31,1 -44,1 -51,9 -56,5 -72,7) -100,3| -311,3

Lépe si prubeéh napéti lze ukdzat na grafech zavislosti napéti na tloust’ce (obr. 5.7).
S nartstajicim pomérem w/h se linearni zavislosti pro numericky model posouvaji vice
doprava od osy y a také se snizuje smérnice této funkce. Takovy jev by se dal nejlépe
vysvétlit grafickym znazornénim (obr. 5.6).

Prabéh napéti u numerického modelu vychazi z teorie nelinedrni geometrie, kterd byla
diive definovdna. U analytického modelu ptisobi po tloust'ce pouze ohybové napéti o', které
se u numerického modelu rozlozi na ohybové napéti ¢’ a konstantni membranové napéti o'’
po tloustce desky (typické pro sténu). Cim vy$si pomér w/h bude, tim vétsi se vytvoii sily,
pusobici v roviné desky, které zptsobi zvétSeni napéti ¢ a zmenSeni napéti ’. Vysledny
prubéh je pak kombinaci téchto napéti ¢ = o’ + ¢’' [13].

C). 1 G 1 G n U”=0u|+0»"
h h h h

I\;‘t':‘
1
l;‘t':‘
+
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[T}
1
|
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[)|=g
|
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|

1
=
|

1
=

ANALYTICKY MODEL NUMERICKY MODEL

Obr. 5.6: Obecné znazornéni prubéhu napéti po tloust'ce desky u analytického a
numerického modelu vyuZivajiciho velké deformace.
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Obr. 5.7: Graf zavislosti radialniho napéti o, na vysce h v nejkritictéjsim misté desky (r = 0) pro
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analytické a numerické feseni, kde pomér w/h je: a) 0,1; b) 0,3; ¢) 0,5; d) 0,7; e) 3.
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Tab. 5.3: Prim¢éma absolutni procentudlni odchylka prihybu a napéti analytického feSeni od
numerického na homim povrchu za pfedpokladu velkych deformaci u numerického fesSeni
vyuzivajiciho MKP.

& ;:3’5;;";2?!10’ Predpoklad velkych deformaci
oot | g | Mo | Mo 960 | Mot (9] | Morea 1)
0,2 0,04 | 0,9317 0,03 1,5 0,7 0,7
0,5 0,1 2,329 0,2 2,5 1,7 1,8
1| 02| 4659 11 47 3,5 3,8
1,5 0,3| 6,988 2,3 7,2 5,6 6,1
2 0,4 9,317 3,9 9,9 7,8 8,5
2,5 0,5| 11,65 5,8
3 0,6 13,98 8,0
3,5 0,7 16,31

Je tedy zfejmé, ze se napéti na povrSich u numerického modelu od sebe lisi. Musi byt tedy
vySetfovany ob¢ strany zvlast. Vtab. 5.3 jsou zndzornény procentudlni odchylky
analytického a numerického modelu na hornim povrchu desky. Zde 1ze vidét rychlejsi nartst
procentualni chyby, nez tomu bylo u dolniho povrchu. U toho spodniho totiz nedochézelo
k velkym rozdilam v radialnim napéti, pravé z divodu kombinace napéti (obr. 5.6). Jelikoz se
zmenSovala smérnice funkce a zarovenn se pifimka posouvala doprava, radialni napéti
analytického a numerického modelu se potkalo na spodnim povrchu pfiblizné ve stejném
bodé¢. Naopak na hornim povrchu se rozdil jesté vice prohloubil.

Pramérné absolutni chyby 10% je dosazeno na hornim povrchu dfive, a to jiz pfi w/h =
0,5. Kritict€j§im povrchem je vSak ten spodni, kde je hodnota g,.4 uprostied desky vzdy
vySssi.

Dalsi konfigurace jiz nebudou tak podrobné pospany, budou pouze shrnuty vysledky a
rozdily mezi modely. Veskeré grafy, které nejsou zobrazeny v textu, budou umistény
v priloze k bakalarské praci.

5.1.2 Analyza kruhové desky typu A2, zatizena tlakem

Druhym typem modelu, ktery bude feSen, je kruhova deska, vetknuta na okrajich a zatizena
rovnomérnym tlakovym zatizenim p po celé ploSe (obr. 5.8). Deska je vyrobena z oceli a ma
vétsi tloustku nez deska v prvni analyze.

\\\ h= 10 mm

77

\
r; = 300 mm
N

Obr. 5.8: Meridianovy fez deskou typu A2, zatizenou tlakem p.
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Tab. 5.4: Prim¢ma absolutni procentudlni odchylka prihybu a napéti analytického feSeni od
numerického na hornim a spodnim povrchu za predpokladu velkych deformaci u numerického feseni
vyuzivajiciho MKP.

h=0mm Dolni povrch h = —2,5 mm Horni povrch h = +2,5 mm
w w/h M
o | O pival | Mg | Mo | Mot | o Mot 6] | Myreq [%)
0,4 0,04 0,0608 0,7 6,2 1,3 1,1 1,6 1,4

1 0,1 0,1519 0,4 3,4 2,5 3,1
2 0,2 0,3039 1,2 8,3 4,6 6,3
3 0,3 0,4558 2,6 8,5 6,5
4 0,4 0,6078 6,2
5 0,5 0,7597 8,4
6 0,6 0,9117

Rozdily mezi analytickym a numerickym feSenim budou rozebrany velmi podobné jako u
predchoziho modelu. Procentualni odchylky nad 10 % je dosazeno jiz pii w/h = 0,04 ato u
radialniho napéti. To je zpsobeno problémem statistické metody, ktera je v praci pouzita.

Na obr. 5.9 je vidét oblast v ¢erném kruhu, kde se hodnoty radialnich napéti pohybuji
okolo 0. Pokud jsou spolu porovnavany velmi malé hodnoty, pak i malé Ciselné rozdily
vyvolaji velké procentualni odchylky. Konkrétn€ zde je to 6 hodnot v cerném kruhu, které se
pohybuji v rozmezi 50-150 % a to uz zptsobi znacnou celkovou chybu.

Na obr. 5.10 je porovnani prabéhu o, g, pro spodni, resp. horni povrch, kdy w/h = 0,5.
Dokud jsou hodnoty napéti kladné, grafy maji podobny prubéh, jako v prvni analyze,
numerické a analytické feSeni se od sebe s nartstajicim polomérem oddaluje, resp. piiblizuje.
V zaporné Casti se toto chovani obrati. Je to zplisobeno rozlozenim napéti po tloust’ce, kdy na
rozdil od obr. 5.6 a 5.7 je funkce této zdvislosti rostouci. Vlivem membranového napéti se
zavislosti potkaji ve skoro stejném misté, tentokrat vsak na hornim povrchu.
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Obr. 5.9: Graf zavislosti radialniho a obvodového napéti a,., o; na poloméru desky 7 na spodnim
povrchu pro analytické a numerické feseni, kde w/h = 0,3.
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Obr. 5.10: Graf zavislosti radialniho a obvodového napéti o,., g, na poloméru desky r pro
analytické a numerické feseni, kde w/h = 0,5 pro povrch a) spodni, b) horni.

Na obr. 5.11 jsou déle zobrazeny zavislosti redukovanych napéti na hornim a dolnim
povrchu desky. Zde je vidét, ze nebezpecné misto je na okraji desky (r =300 mm).
Priblizovani a oddalovani pribéhi napéti mezi analytickym a numerickym feSenim,
vysvétlené v predchozim odstavci, je zde jesté 1épe viditelné, nez tomu bylo na obr. 5.10. Na
spodnim povrchu (obr. 5.11a) je v prvnich dvou tfetinach desky podobné feseni v obou
modelech. V posledni tfetiné lze vypozorovat rozdily v redukovaném napéti mezi
analytickym a numerickym feSenim. Na hornim povrchu (obr. 5.11b) je tomu naopak, a
jelikoz je zde velmi podobné feSeni pouze v posledni tretiné desky, celkové procentualni
odchylky u redukovaného napéti (tab. 5.4) jsou v mist€é h = 2,5 mm vétsi nez v mist€ h =
—2,5 mm. Pokud by se bralo v potaz pouze okoli kritického mista (r = 300 mm), pak by
byly vysledky presnéjsi u horniho povrchu a to i pii vétSich prahybech.

V misté vetknuti je znatelnd odchylka mezi analyticky a numericky spocitanym napétim.
Duvod je takovy, ze vazba v SW ANSYS je realizovana tak, Ze zamezuje vSem posuvim po
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celé tloustce, coz zde vyvolava dodatecné napéti. Pokud bude ulozeni nahrazeno tak, ze vSem
uzlim po tloustce desky bude zamezeno posuvim v radidlnim sméru a v jednom uzlu (napf.
spodnim) bude zamezeno axidlnimu posuvu, pak bude odchylka odstranéna (obr. 5.12).
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5.1.3 Analyza mezikruhové desky typu A4, zatizena radialnim momentem a
liniovou silou

Poslednim typem desky, ktery bude vramci zvySovani poméru w/h vySetfovan, je
mezikruhova deska, vetknuta na vnéjSim okraji a zatizena radialnim momentem a liniovou
silou na okraji vnitinim (obr. 5.13). Zaroven je pomér sil F; /M; zvolen tak, aby na vnitinim
okraji byl uhel natoceni ¥ nulovy a nejvétsi pruhyb vznikl pravé na tomto okraji.

— —
—_—
V| 77

‘ N
KX \”71(\\\ \\ h=5mm

AY

|

\

|
& r1:80mmL

|

Obr. 5.13: Meridianovy fez deskou typu A4, zatizenou liniovou silou F; a
radidlnim momentem m, .

1, = 240 mm

Tab. 5.5: Prim¢éma absolutni procentudlni odchylka prihybu a napéti analytick¢ho feSeni od
numerického na hornim a spodnim povrchu za predpokladu velkych deformaci u numerického feseni
vyuzivajiciho MKP.

h=0mm Dolni povrch h = —2,5 mm Horni povrch h = +2,5 mm
oot | ey | ey | Mo 6 | Mo D61 | Mo 1960 | Moreq 1961 | Mor 9] | Moy 161 | "ored
0,2| 0,04| 1,47| 86,5 0,4 3,5 3,2 1,0 2,8 3,5 1,1
05| 01| 3,68| 216,3 0,2 6,2 53 2,0 6,0 6,1 1,9
1| 02| 7,35| 4326 1,1 3,8 8,1 3,1
1,5 0,3|11,03| 648,9 2,0 5,5 4,4
2| 04| 14,7| 865,2 3,5 7,2 5,6
2,5| 0,5/18,38|1081,6 8,0 9,0

V tabulce lze vidét, Ze analyza je provadéna pouze do hodnoty w/h = 0,5. Redukované
napéti g,eq jiz pii této hodnoté presahne mez kluzu ox a dostane se do plastické oblasti
tahového diagramu, kde jiz nemtze platit linearni zavislost mezi napétim a pretvorenim. Pro
tuto analyzu jsou vSak tabulkové hodnoty dostacujici.

Primérné procentualni odchylky jsou chovanim velmi podobné predchozi analyze. Prudsi
narast primémych chyb lze zaznamenat u o0, a o;. Zase je to zpusobeno problémem
statistické metody, stejné jako u pfedchoziho modelu. Na dolnim povrchu je mensi odchylka
Mgy, naopak na hornim povrchu je mensi M,.. Divodem je obdobné jako u vSech
provedenych analyz zavislost napéti na tloustce desky.

Vliv radialniho momentu a liniové sily na napéti je vSak zajimavé)§i. Na obr. 5.14 si lze
povsimnout velkych vychyleni v misté vnitiniho okraje desky. To je zpusobeno skokovou
zménou momentl v tomto misté a zvolenou diskretizaci v SW ANSYS.
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Obr. 5.14: Graf zavislosti radialniho a obvodového napéti o,., o, na poloméru desky r pro
analytické a numerické feseni, kde w/h = 0,5, pro povrch a) spodni, b) horni.

Skokova zména je 1épe vidét na piipade, kdy radidlni moment dame do libovolného mista
desky mimo jeji okraje (obr. 5.15a). Zatizeni momentem nelze realizovat v SW ANSYS pro
prvek PLANEI183, jelikoz jeho uzly nemaji rotacni stuperi volnosti. Proto je v misté
pusobiciho momentu vytvoren pomocny element typu MPC184, ktery je svazany s puvodni
siti a na ktery lze jiz moment aplikovat. Pokud je element vytvofen po celé tloust’ce, pak
prubéh napéti doprovazi ,,Spicka‘‘ napéti. Ta je zpusobena reakcni dvojici sil od momentu,
které puisobi na povrsich desky. Tyto sily totiz ptsobi v misté jednoho uzlu na obou povrsich,
coz v praxi neni realizovatelné a zpusobi to numerickou chybu. Pokud bude element
aplikovan pouze na Cast tloustky (vzdy jeden prvek od povrchi), pak tyto ,,Spi¢ky‘‘ zmizi
(5.15b), ale funkce numerického feSeni nebude v mist¢ momentu tak dobte kopirovat funkci
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analytického feSeni. V této analyze a ve vytvoreném vypocetnim programu je vyuzit druhy
zpusob aplikace momentu.
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Obr. 5.15: Graf zavislosti radialniho a obvodového napéti o,., o¢ na poloméru desky r pro analytické a
numerické feseni, kdy je moment aplikovan a) po celé tloust'ce, b) na casti tloustky.

Liniova sila zptsobi vétsi procentualni vychyleni na hornim povrchu desky, jelikoz je
aplikovana na samostatny uzel pravé na tomto povrchu, coz je dobie vidét na zavislostech
redukovaného napéti na poloméru (5.16).
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Obr. 5.16: Graf zavislosti redukovaného napéti 0;..4 podle HMH na poloméru desky r pro
analytické a numerické feseni, kde w/h = 0,5 pro povrch a) spodni, b) horni.

Vazba vetknuti je upravena zpuisobem, popsanym v piedchozi analyze, na vnéj$im okraji
tedy nejsou zaznamenany zadné vyrazné odchylky.
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5.2 Vliv tloust’ky desky na presnost analytického modelu

Druha analyza bude provadéna v zavislosti na podilu 2r/h, kdy bude zvétSovana tloustka
desky h pii konstantnim poloméru r. Porovnani analytického a numerického modelu bude
tentokrat feSeno pouze pro jednu konfiguraci.

5.2.1 Analyza kruhové desky typu Al, zatizena tlakem

Analyza bude feSena na stejném typu desky jako v podkapitole 5.1.1 (obr. 5.1). Nejdtive
bude zvétSovana tloustka tak, aby pusobici tlakové napéti vyvolalo stejnou bezpecnost u
vSech desek (kx = 2), hodnoty napéti tedy budou stejné pro vSechny konfigurace desky. Poté
bude zvySovana tloustka tak, aby pomér w/h byl 0,05. Oba tyto piistupy maji vSak svoje
negativa, kterd budou shrnuta po provedeni analyzy.

Tab. 5.6: Priméma absolutni procentualni odchylka prahybu a napéti analytického feSeni od

numerick¢ho na spodnim povrchu za predpokladu velkych deformaci u numerického feseni
vyuzivajiciho MKP.

kx = 2,7, = 300 mm H=0 Dolni povrch H = —h/2
h
[mm] 2r/h p [MPa] w [mm] M,, [%] M, [%] Mg [%] Mgreq [%]
5 120 0,03928 8,6 37,1 15,9 58,7 49,0
10 60 0,1571 4,3 4,5 4,2 7,4 6,2
20 30 0,6285 2,1 1,4 4,6 1,9 2,0
40 15 2,514 1,1 6,6 7,0 2,9 2,1
60 10 5,657 0,7 4,3 4,6
70 8,57 7,699 0,6 54 6,1
100 6 15,71 0,4

V prvni tabulce (tab. 5.6) lze vidét, jak se prumérné procentualni odchylky méni
v zavislosti na tloustce, pokud bude dosazeno bezpecnosti k MSP podle HMH kg = 2. To
vSak znamena, ze pfi tloustce h = 5 a h = 10 bude maximalni hodnota prihybu w vétsi nez
0,3h. Z ptedchozi analyzy plyne, Zze pokud prihyb piekroci tuto hodnotu tloustky, zacne
chyba analytického modelu vyrazné€ narustat. Proto prvni dva fadky tabulky budou z feSeni
vylouceny.

Nejmensi odchylku prihybu ma model desky, pro ktery plati 2r/h = 30 a s rostouci
tloustkou se pramérna procentualni chyba zvysSuje. Na grafech zavislosti prihybu na
poloméru (obr. 5.17) Ize tuhle rostouci odchylku vypozorovat. U piedchozich analyz, kde byl
zvétSovan pruhyb, se chyba postupné zvétSovala tak, Ze maximalni prahyb u numerického
modelu byl vZdy menS$i nez u analytického. U této analyzy je to pfesné naopak, numericky
model ma vétsi maximalni priahyb nez analyticky. Jednim z divodu, pro¢ by tomu tak mohlo
byt, je zanedbani thlového pretvoreni y,, v analytickém feseni, které zptisobuje borceni fezu
desky. Dalsim divodem je fakt, ze u tlustosténnych desek se vyrazné€ji méni zavislost pruhybu
na tloustce. Veskeré zatiZzeni a vazby pusobi v analytickém modelu na stfednicové roving, u
numerického modelu (a i v praxi) pusobi zatizeni na horni povrch desky a zamezeni posuvu
v axialnim sméru na vn&j$im okraji je realizovano na dolnim povrchu. U tenkosténnych desek
tento fakt nijak vyrazné neovliviiuyje feSeni, u desek s vétSim pomérem 2r/h je to vSak
rozhodujici faktor. Proto muzeme vidét na obr 5.17b, Ze pruhyb na vné&j§im okraji u
numerického modelu nezacina na nule. Nulova hodnota je pouze v misté dolniho povrchu, na
stfednicové roviné k malé deformaci v axialnim sméru vSak dojde.
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Obr. 5.17: Graf zavislosti prihybu w na poloméru desky r v misté stfednicové roviny
pro analytické a numerické feseni, kde pomér 2r/h je: a) 15; b) 8,57.

Existuji teoreticky odvezené vztahy, které zprestiuji analyticky vysledek pruhybu tim, Ze
zahrnuji tloustku desky h. Prvnim z nich je Midlinova teorie desek, kterd bere v potaz mozné
uhlové pretvoreni. Pro nas konkrétni ptipad je prihybova rovnice dana vztahem [17]:

5+ 88+ u + u?
ﬂrZZ_rZ_l__#hz .
1+pu 5 1—u?

(5.2)

w(r) = o= (1 - r2)<

Druhym vztahem je rovnice, kterou vytvotil C. A. Clemmow a vypada nasledovné [16]:
o =P D)8 » (53)
YN =6ap\ " T2 2 u(d— 2| '

Oba tyto vztahy byly aplikovany do vypocetniho programu a vysledky byly porovnany
s klasickym analytickym feSenim (tab. 5.7) pro desku s parametry r, = 300 mm, h =
70 mm, kg = 2.
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Tab. 5.7: Maximalni prihyb analytického feseni, rozdil mezi numerickym a analytickym
Wiax» prameérma absolutni procentualni odchylka prihybu analytického feSeni od numerického
na spodnim povrchu.

WinaxANAL | WmaxNUM — WmaxANAL
[mm] [mm]
Rovnice podle PPII 0,602 0,085 |
Rovnice podle Midlina 0,721 -0,034
Rovnice podle 0,75 0,063
Clemmowa

Nejmensi odchylky analytického feSeni od numerického bylo dosazeno pouzitim rovnice
podle Midlina.

Prabéh radialniho a obvodového napéti v zavislosti na poloméru na dolnim povrchu je
zaznamendn na obr. 5.18. Do urcité vzdalenosti od stfedu opisuji zavislosti napéti
analytického a numerického modelu stejné funkce. Pfi ptiblizovani se okraji desky, funkce
obou napéti u numerického modelu zacnou mit exponencialni pribéh. To mize byt zpisobeno
vlivem podpory na okraji desky, kterd je realizovdna pouze na jednom uzlu. To v praxi neni
realizovatelné, proto reakcni sila od této vazby muze zpusobit vyraznéjsi odchylku napéti
numerického modelu od analytického. Navic, jak jiz bylo zminéno pfedtim, vazba je
aplikovdna na dolni povrch, zatimco analyticky model ma vazbu ulozenou na stfednicové
roving.

Dalsim dulezitym faktorem u tlustosténnych desek, ktery analyticky model nebere
v uvahu, je smykové napéti 7,,., které je pii vy$§im pomeéru 2r /h nezanedbatelné velké vici
ohybovym napétim o, a o, [13]. Toto napéti se ve vysledku promitne do prabéhu
redukovaného napéti. Na obr. 5.19 lze vidét, jak roste zavislost smykového napéti 7, na
poloméru pii zvétsujici se tloust'ce desky.
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Obr. 5.18: Graf zavislosti radialniho a obvodového napéti o, g, na poloméru desky r na spodnim
povrchu pro analytické a numerické feseni, kde pomér 2r/h je: a) 15; b) 8,57.
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Obr. 5.19: Graf zavislosti smykového napéti 7,,- na poloméru desky .
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Tab. 5.8: Pruméra absolutni procentualni odchylka napéti analytického feSeni od
numerického na hornim povrchu za predpokladu velkych deformaci u numerického feseni

vyuzivajiciho MKP.
kg = 2,175, =300 mm Horni povrch H = +h/2
e | 2rm | pveal | wimm) | Mo | Mo 06| Mo 9

5 120 0,03928 8,6 57,1 49,1 50,8
10 60 0,1571 4,3 25,7 8,4 9,1
20 30 0,6285 2,1 1,8 2,1
40 15 2,514 11 0,5 1,6
60 10 5,657 0,7 0,9 3,7
70 8,57 7,699 0,6 1,2 5,2

100 6 15,71 0,4 2,5

V tab. 5.8 jsou vidét hodnoty primémych procentualnich odchylek napéti pro horni povrch
desky. Na grafech (obr. 5.20) je zavislost napéti na poloméru, ktera vykazuje stejny prabéh u
obou modelt, zase vSak pouze do urcité vzdalenosti. Vysoké odchylky u radialniho napéti
jsou zpusobeny problémem statistické metody, obdobné jako v pfedchozich analyzach.

o (ANALYTICKY MODEL)
= - = — o, (NUMERICKY MODEL)
o, (ANALYTICKY MODEL)
~ = — o, (NUMERICKY MODEL)

2r/h =15

250

300

-100

-150

o_(ANALYTICKY MODEL)
— — — o_(NUMERICKY MODEL)
o, (ANALYTICKY MODEL)
— — — o, (NUMERICKY MODEL)

2r/h = 8,57

Obr. 5.20: Graf zavislosti
radialniho a obvodového napéti oy, g,
na poloméru desky r na hornim
povrchu pro analytické a numerické
feseni, kde pomér 2r/h je: a) 15; b)

150 200
b) r[mm]

250
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Obr. 5.21: Grafy zavislosti a) radidlniho, b) obvodového, ¢) smykového, d) redukovaného napéti na tloust'ce h,
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To, jak moc ovliviiujicim faktorem je pozice vazby si lze ukazat na prabéhu o,, o, 7, a
Oreq Na tloustce desky (obr. 5.21). Parametry desky jsou r, = 300 mm,h = 70 mm, ky = 2.
Zavislosti byly vykreslovany na poloméru r =279 mm (zde pusobi maximalni 7).
Varianta, kterd je v numerickém modelu normalné pouzita (vazba na —h/2) vykazuje
prubéhy, které vubec nekoresponduji s témi teoretickymi. Pokud vSak vazbu pfemistime
v numerickém modelu na stfednicovou rovinu, pak se prubéhy veli¢in blizi vice tém
teoretickym. Sice jsou zavislosti stale ovlivnény vazbou, jelikoz se pohybuji na poloméru
blizkém okraji desky, ale je alespoii zachovana symetricnost mezi dolnim a hornim povrchem.
To, Ze jsou hodnoty vSech napéti stejné na obou povrsich, je vlastnost, kterd by méla byt u
vSech desek zachovana pii malych prihybech (protoze nevznikaji Zadnd membranova napéti).

. ' 40

t

- H=-hi2
ﬂ'r-H=0 h 30 a-H=0 1

20 -

10 -

h [mm]

ot

10 -

-20 [

-30 [

I 1 I 1 40

a) o [MPa] b) o, [MPa]

¢) [MPa] d) e [MPa]

v misté desky r = 279 mm.
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V tab. 5.9 lze pozorovat, zZe se pii pfesunu vazby na stfednicovou rovinu vyrazné zmensila
odchylka prihybu M,,.

Tab. 5.9: Prim¢ma absolutni procentualni odchylka napéti analytického feSeni od
numerického na hornim povrchu za predpokladu velkych deformaci u numerického feseni
vyuzivajiciho MKP, kdy je vazba v numerickém modelu aplikovana na stfednicovou rovinu.

kx = 2,1, =300 mm H=0 Dolni povrch H = —h/2
h [mm] 2r/h p [MPa] M,, [%] Mo, [%] Mg [%] Mreq [%]
70 8,57 7,699 9,5 0,6 5,3

Vysledky z této analyzy byly do jisté miry ovlivnény zménou poméru w/h pii zvySovani
tloustky. Z tohoto divodu museli byt prvni dvé porovnavani modelu z feSeni odstranény. Pro
ziskani uplného obrazu o napétfovych a deformacnich charakteristikdch bude provedena jesté
jedna analyza, kdy vSak bude zvySovana tloustka desky tak, aby byl zachovan pomér w/h =
0,05. Porovnani analytického a numerického feSeni bude provedeno na stejném modelu
desky, jako v predchozi analyze. Vazba bude ulozena na dolnim okraji.

Tab. 5.10: Pramérna absolutni procentualni odchylka prihybu a napéti analytického feseni od
numerického na hornim a spodnim povrchu za predpokladu velkych deformaci u numerického feseni
vyuzivajiciho MKP.

w/h = 0,05, = 300 mm H=0 Dolni povrch H = —h/2 Horni povich H = +h/2
e Pl | M | M [ Mo [ Morea | Mor [ Mo | Morea
[mm] [MPa] [%] [%] [%] [%] [%] (%] (%]
5 120 | 0,001165 67,4 0,02 1,6 0,8 0,8 2,1 0,8 0,9
10 60| 0,01863 16,9 0,1 2,4 0,8 0,9 0,8 0,9
20 30 0,2982 4,2 1,5 4,0 1,2 1,2 0,8 1,0
40 15 4,771 1,1 6,7 7,4 3,0 23 0,7 1,8
60 10 24,15 0,5 4,3 4,7 0,8 3,7
70 8,57 44,74 0,3 5,6 6,4 1,0 5,0
100 6 186,3 0,2 1,9

Odchylky ukdzané v tab. 5.10 jsou velmi podobné t€m z predchozi analyzy. Od hodnoty
2r /h = 10 jiz redukované napéti piekro¢i hodnotu meze kluzu, dostane se tedy do oblasti
plastické deformace. Zde jiz nelze pracovat s linedrni zdvislosti o-&, avSak tento fakt
analytické 1 numerické feSeni nezohlediiuje, proto feSeni nebudou z analyzy vylouceny.

I grafy riznych zavislosti jsou velmi podobné tém predchozim, proto zde nebudou
zobrazeny. Lze je vSak nalézt v pfiloze k bakalarské praci.
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5.3 Shrnuti vysledku

V této podkapitole budou shrnuty vysledky vSech predchozich feSeni. Prvni analyza byla
realizovana v zavislosti na zménach poméru w/h. Zde byla provedena 3 rizna porovnani
desek, jak pro spodni, tak horni povrch. V tab. 5.11 jsou vypsany pomeéry w/h, kdy bylo u
desek dosazeno procentualni odchylky 5%, resp. 10%. Vybrala se hodnota pomeéru na
povrchu, kde doslo k dfiveéjSimu dosazeni konkrétnich procent. V tab. 5.11 je také ke kazdé
desce pfipsan pomér 2r/h, aby bylo vidét, do které skupiny desek (vymezeni podle
Krichhoffovy teorie desek) podle tloustky vySetfovany model patfi. V ramci této prace budou
brany v potaz pouze primérné absolutni procentudlni odchylky pro w a ¢/ tedy M,, a
Mgy eq. Prumérné absolutni procentudlni odchylky pro radialni a obvodové napéti, tedy M, a
Mg, byly ve vétsiné piipadi ovlivnéni chybou statistické metody a proto jsou z hodnoceni
vylouceny.

Tab. 5.11: Hodnoty poméru w/h, pfti kterych u desky dojde k hodnoté prumérné absolutni
procentudlni odchylky 5 a 10%.

w/h pfi w/h pfi w/h pfi w/h pfi
Deska typu 2r/h | dosazeni M,, = | dosazeni M,, = dosazeni dosazeni
5% 10% Mared = 5% Mared = 10%
Al p 120 0,5 0,3
membrana
A2
tenkosténna deska 60 04 0.2
Ad 96 0,5 0,3

membrana/tenkosténna

U druhé analyzy byla zvétSovana tloustka desky, ¢imz se postupné zmensoval pomér 2r/
h. Byl testovan jeden typ desky, kdy byla v prvnim porovnani ménéna geometrie desky pri
konstantni bezpecnosti k MSP podle HMH. Ve druhém porovndvani to bylo za konstantniho
pomeéru w/h. Vysledky jsou zobrazeny v tab. 5.12.

Tab. 5.12: Hodnoty poméru 2r/h, pfi kterych u desky dojde k hodnoté primérmé absolutni
procentudlni odchylky 5 a 10%.

Deska tvou 2r/h ptidosazeni | 2r/h pfidosazeni | 2r/hpfidosazeni | 2r/hpfi dosaZeni
yp M, = 5% M,, = 10% M,y = 5% M,,.q = 10%
Al
. 1 ;
Konstantni kg > 8,57
Al
. 1 ;
Konstantniw/h > 8,57
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6. Zavér

Hlavnim vystupem bakalafské prace bylo vytvofeni vypoctového programu pro
deformacné-napétovou analyzu rotacné symetrickych desek. VsSechny desky obsahuji
v rovnicich rovnovahy pouze jednu nezndmou, lze tedy provadét D-N analyzu z Gplné
uvolnéného tvaru desky. Vypocetni program byl vytvoren v SW APP DESIGNER, ktery je
soucasti SW MATLAB a je urceny k tvorbé aplikaci s grafickym uzivatelskym rozhranim
(GUI). Vytvorena aplikace nabizi uzivateli vybér z nékolika typl desek, vySetfovanych
meznich stavll, moznosti zatizeni atd. Uzivatel si také mize zvolit, zda chce D-N analyzu fesit
v rezimu piimé nebo inverzni ulohy. Ve vypocetnim programu lze provést pies 2000 raznych
kombinaci dloh.

Soucasti vytvorené aplikace je moznost porovnat analytické a numerické feSeni.
Numerické feSeni je realizovano pomoci metody konecnych prvki v SW ANSYS
MECHANICAL, ktery se po stisknuti tlaitka v aplikaci spusti v automatickém rezimu na
pozadi. Vysledky numerického feSeni se nactou zpét do vypocetniho nastroje v SW
MATLAB, a provede se porovndni obou feSeni. Srovnani vysledkli mize uzivatel sledovat
v GUI, a to v ramci tabulky, graft deformacnich a napétovych zavislosti, nebo procentuédlnich
odchylek analytického feSeni od numerického.

Dalsim cilem této prace bylo srovnat analytické a numerické feSeni pro rizné typy desek a
definovat oblast praktické pouzitelnosti analytického feSeni. Byl zvolen pfedpoklad, ze teorie
kruhovych a mezikruhovych desek je pouzitelna, pokud primémé absolutni procentualni
odchylky analytického feSeni od numerického nepiekroc¢i 10 %. V praci byla vymezena
pouzitelnost Kirchhoffovy teorie desek, a to podle poméru a/h (membrany, tenkosténné a
tlustosténné desky) a podle poméru w/h pro tenkosténné desky (tuhé a flexibilni desky).

Prvni analyza byla provedena na deskach, kde byla zvétSovana zatéz za konstantni
tloustky, ¢imz se zvySoval prithyb. Prvni model patfil do skupiny membran (velmi tenké
desky), druhy do tenkosténnych desek a tfeti byl na pomezi téchto dvou tfid.

Vysledky téchto analyz ukazuji, ze ¢im tenci deska je, tim je vys§i pomér w/h, pii kterém
dojde k vyrazn€jSimu odchyleni vysledkd. K vétsi procentualni chybé dojde u vSech
vysetfovanych modeld nejdfive u redukovaného napéti of" U analyzované tenkosténné
desky (typ A2) se vysledky pfiblizné shoduji s vymezenim Kirchhoffovy teorie, tedy, ze od
poméru w/h = 0,3 jiz nelze zanedbat membranové sily v rovin€ desky, které analytické
feSeni nezohledriuje. Tenéi desky (membrany), které nespadaji svymi rozméry do
tenkosténnych desek, vykazuji chybu 5 % jiz pti w/h = 0,3 (konkrétné u redukovaného
napéti). Tyto desky by se také mohli sjednotit s vymezenim Kirchhoffovy teorie. U membrin
je vsak problém v tom, ze i pfi relativné malém zatizeni vznikaji velké deformace, proto je u
nich pouzitelnost analytického feseni zna¢né omezena.

U druhé analyzy byla zvySovana tloustka desky pfi zachovani poloméru. Jak jiz bylo
potvrzeno predchozi analyzou, membrany (2r/h > 80) pii malych hodnotach prihybu
vykazuji presné vysledky. Tenkosténné desky (10 < 2r/h < 80) s rostouci tloustkou
vykazuji vétsi primeérnou procentudlni odchylku analytického feseni od numerického, stéle se
vSak tato odchylka pohybuje pod 10%. Nad hodnotu 10% u této procentudlni odchylky mezi
feSenimi se dostanou tlustosténné desky (2r/h < 10). V rdmci tohoto typu desek je kritictéjsi
procentualni odchylka pro pruhyb, jelikoz roste spolu s tloustkou rychleji, nez pramérna
procentualni odchylka u redukovaného napéti. Rozdéleni desek podle tloustky v ramci
Kirchhoffovy teorie 1ze po realizovanych analyzich povazovat také za spravné.

Po pér provedenych porovnani modeli nelze vysledky uplné zobecnit. Kazdy uzivatel si
ale muze jednoduse pomoci vytvorené aplikace ovéfit, zde je deskova teorie pouzitelna pro
jeho konkrétni ptfipad, ¢i nikoliv.
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Seznam symbolu, velic¢in a zkratek

Velicina/symbol Jednotka Popis
f Mnozina obecnych napéti
o MPa Normalové napéti
T MPa Smykové napéti
Ty Tenzor napéti
ug mm Deformacni posuv bodu B
3 - Délkové pretvoreni
y - Uhlové pietvofeni
T, Tenzor pietvoreni
E MPa Modul pruznosti v tahu
u - Poissonova konstanta
G MPa Modul pruznosti ve smyku
e Poméma zména objemu
AV m’ Zména objemu
% m’ Puvodni objem
V' m’ Objem po defroamci
A MPa Lamého konstanta
h mm Tloustka desky
r Stiednicova plocha
a mm Charakteristicky rozmér desky
w mm Pruhyb desky
u,v mm Deformace v rovin¢ desky
) ° Natoceni
My, My, N.mm/mm M¢émé ohybové momenty
Myy N.mm/mm Kroutici moment
B MPa.mm’ Ohybova tuhost desky
q N/mm Posouvajici sila
p MPa Plosné zatizeni
oy MPa Radialni napéti
ot MPa Obvodové napéti
U, Up mm Radidlni a obvodové posuvy
F N/mm M¢rna liniova sila
E, N Osam¢la sila pusobici ve stfedu desky
m,,mg N.mm/mm M¢rma radialni a obvodovy
a,b mm Rozméry obdélnikové desky
m,n - Koeficienty nekonecné fady
fm - Funkce komplementamiho feseni
Im - Funkce partikularniho feseni
M,, M, N.mm Radidlni a obvodovy moment
T N Posouvajici sila u rotacné symetrickych
desek
T N/mm Méma posouvajici sila u rotaéné

66



UMTMB VUT v Bmné, FSI

symetrickych desek
N Silova vyslednice spojit¢ho mérné¢ho tlaku
Potencidlni energie
Napjatost
Oznaceni pro objem tclesa
Potencial vnéjsiho zatiZzeni
Béazova funkce
Matice posuvil
Prvkova matice vn¢jsiho zatizeni
Prvkova matice tuhosti
Celkova matice vnéjsiho zatizeni
Celkova prvkovd matice tuhosti
Globalni matice deformacnich parametra

ST SR TmMESwS, =TUDS oS

mm Polomér desky

o
=

Integracni konstanty

Primérna absolutni procentudlni odchylka
MAPE

Oznaceni typu desky

%

S
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