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Abstrakt
Bakalářská práce se zaměřuje na B–splajn reprezentaci ploch a její zobecnění T–splajn. Práce
je členěna do tří hlavních částí. V úvodu pokládá teoretické základy obou ploch a uvádí je-
jich matematické vlastnosti. Druhá část se zabývá implementací algoritmů v softwaru Matlab.
Poslední část obsahuje aplikaci algoritmů na reálná data získaná 3D skenováním a srovnání
obou ploch z hlediska využití.

Abstract
The bachelor thesis focuses on B-spline representation of surfaces and its generalization T-
spline. The work is divided into three main parts. The introduction lays down the theoreti-
cal foundations of both surfaces and presents their mathematical properties. The second part
deals with the implementation of algorithms in Matlab software. The final part contains the
application of the algorithms on real data obtained by 3D scanning and a comparison of both
surfaces in terms of utilization.
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1 Úvod
Na přelomu padesátých a šedesátých let 20. století začali matematici věnovat pozornost právě
kubickým polynomiálním křivkám. Požadavky přicházely především od designérů z automo-
bilového průmyslu, ale také od návrhářů trupů lodí a letadel. Konkrétně firmy Citroen, Renault
a Boeing stály u zrodu nové matematické disciplíny. V jejich konstruktérských a návrhářských
kancelářích se do té doby využíval pro návrh konstrukcí složitějších tvarů (například karoserií
aut) tzv. splajn. Jednalo se o tenký a dlouhý pásek kovu, který byl tvarován pomocí olověných
závaží. Šlo o promyšlený postup, který byl velmi rychlý a názorný. Neposkytoval ale žádný
další popis navrženého tvaru, což působilo značné problémy. Pro vyjádření navržených tvarů
lodních a letadlových trupů a karoserií tehdy moderních aut už totiž nestačily základní po-
znatky geometrie, které jim byly známy.

Do problematiky tedy vstoupila matematika se snahou o popis obecných objektů. Cílem bylo
jednoduše matematicky popsat navržené tvary a docílit jednoduché manipulace při jejich
úpravách. K tomu posloužily právě kubické polynomiální křivky, které navíc nejlépe kopí-
rovaly tvary vytvořené kovovým ohebným pravítkem (splajnem). I když se na kubických po-
lynomech všichni shodli, vzniklo téměř nezávisle na sobě několik přístupů k dané problema-
tice. Všechny využívají popis pomocí tzv. řídicího polygonu, který je složen z řídicích bodů
křivky. Tím je zaručena jednoduchá upravitelnost křivek pomocí manipulace s těmito body.
Mezi nejznámější předchůdce B-splajnů patří Fergusonovy a Bézierovy křivky a plochy, které
prochází prvním a posledním řídicím bodem. Liší se pouze koeficienty polynomu a způsobem
zadání tečného vektoru. Dále jsou to Coonsovy kubiky, pomocí nichž skládáme tzv. Coonsovy
kubické B-splajny.

V roce 2003 se v matematickém světě objevily T-splajn plochy, které nahadily B-splajny tam,
kde nestačily, tedy na nepravidelných mřížkách bodů.

1.1 Bézierovy křivky a plochy
Tyto křivky popsali nezávisle na sobě dva matematici. V letech 1959-1962 Pierr Bézier pra-
cující pro firmu Renault na vývoji programu pro návrh křivek a ploch s názvem UNISURF a
Paul de Casteljau ve stejném roce 1959 pro Citroen. Druhý zmíněný si však svou práci nedal
patentovat, proto se křivky nazývají Bézierovy. Tato část čerpá z [1] a [3].
Bézierova křivka třetího stupně, neboli Bézierova kubika (obrázek 1), je nejvyužívanější v po-
čítačové grafice. Proto budeme dále v práci pracovat převážně s ní.
Bézierovu kubiku můžeme parametricky vyjádřit rovnicí:

𝑄 (𝑡) =
3∑
𝑖=0

𝑃𝑖𝐵𝑖 (𝑡), 𝑡 ∈ ⟨0, 1⟩, (1.1)

kde 𝑃𝑖 (𝑡) jsou 4 zadané řídicí body a 𝐵𝑖 (𝑡) jsou kubické bázové polynomy nazývané Berstei-
novy polynomy ve tvaru:

𝐵0(𝑡) = (1 − 𝑡)3 (1.2)
𝐵1(𝑡) = 3𝑡 (𝑡 − 1)2

𝐵2(𝑡) = 3𝑡2(𝑡 − 1)
𝐵3(𝑡) = 𝑡3

2



Jelikož jsou Bersteinovy polynomy ve tvaru binomického rozvoje, je snadné Beziérovu
kubiku zobecnit na stupeň 𝑛 a její tvar se téměř nezmění:

𝑄 (𝑡) =
𝑛∑

𝑘=0

𝑃𝑖𝐵𝑖 (𝑡), 𝑡 ∈ ⟨0, 1⟩, (1.3)

Pro i-tý Bernsteinův polynom stupně 𝑛 potom platí:

𝐵𝑛𝑖 (𝑡) =
(
𝑛

𝑖

)
𝑡 𝑖 (1 − 𝑡)𝑛−𝑖 pro 𝑖 = 0, 1, · · · , 𝑛. (1.4)
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Obrázek 1: Beziérova křivka

Pro získávání bodů na Bézierově křivce slouží rekurzivní algoritmus De Casteljau, pro který
musíme znát pouze řídící polygon a hodnotu parametru 𝑡 , pro který budeme bod generovat.
Algoritmus lze zapsat:

𝑃𝑘𝑖 = (1 − 𝑡)𝑃𝑘−1𝑖−1 + 𝑡𝑃𝑘−1𝑖 kde 𝑖 = 0, · · · , 𝑛 − 𝑘 ; 𝑘 = 0, · · · , 𝑛, (1.5)

kde 𝑛 je počet řídicích bodů. Výsledný bod na křivce je po 𝑘 + 1 iteracích bod 𝑃3𝑖 .
Na obrázku 2 je pomocí algoritmu De Castiljau získán bod pro parametr 𝑡 = 0.4.
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Obrázek 2: Algoritmus De Casteljau

1.2 Coonsovy kubiky
Pojem Coonsovy kubiky byl poprvé představen profesorem Stevenem Ansonem Coonsem,
průkopníkem počítačové grafiky z MIT, v roce 1967. Více např. v [2] a [3].
Coonsova kubika je zadána čtyřmi řídicími body 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 a 𝑃4. Tyto body budeme vnímat
jako dva trojúhelníky 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 a 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4. Křivka potom začíná v tzv. antitěžišti náležícím
bodu 𝑃2 v prvním trojúhelníku a končí v antitěžišti náležícím bodu 𝑃3 v druhého trojúhelníku
(viz obrázek 3).
Coonsovu kubiku můžeme parametricky vyjádřit rovnicí:

𝑄 (𝑡) = 1

6

3∑
𝑘=0

𝑃𝑖𝐶𝑖 (𝑡), 𝑡 ∈ ⟨0, 1⟩, (1.6)

kde 𝐶𝑖 (𝑡) jsou kubické bázové polynomy Coonsových křivek ve tvaru:

𝐶0(𝑡) = (1 − 𝑡)3 (1.7)
𝐶1(𝑡) = 3𝑡3 − 6𝑡2 + 4

𝐶2(𝑡) = −3𝑡3 + 3𝑡2 + 3𝑡 + 1

𝐶3(𝑡) = 𝑡3
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Obrázek 3: Coonsova křivka

1.3 B-Splajny
Splajn je po částech definovaná polynomální fukce se spojitou derivací do řádu křivky. Její
hlavní výhodou je lokální kontrolovatelnost (tedy když změníme jeden bod, nedojde ke změně
celého tvaru) a hladkost. V praxi jsou často využívané kubické splajny, které nejlépe vystihují
tvar pružného kovového pravítka, jak bylo uvedeno v úvodu. Ke konstrukci splajnů se dají
využít obě dvě výše uvedené kubiky. Nejpoužívanější je však kubika Coonsova, pomocí které
tvoříme tzv. Coonsovy kubické B-splajny.
U Bézierových křivek musíme pro větší přesnost požadovaného tvaru přidávat řídicí body a
to často vede ke zvýšení stupně polynomu a práce s nimi je potom velmi obtížná. Jelikož jsou
B-splajn křivky složeny z několika kubických křivek, dokážeme s nimi zkonstruovat jakýkoliv
tvar s poměrně velkou přesností za použití polynomů třetího stupně. Následující kapitola čerpá
z [4, 5, 6].

1.3.1 B-splajn funkce

Bernsteinovy polynomy, zmiňované u Bézierových kubik, slouží v podstatě jako váhy, které
jsou jednotlivým bodům přidělovány. Bázové funkce B-splajn křivek fungují stejně, mají však
dvě důležité vlastnosti:

1. Jejich definiční obor je rozdělen na podintervaly, tzv. uzly.
2. Bázové funkce jsou nenulové na celém intervalu.

Definice 1.1. Nechť𝑈 = {𝑢0, · · · , 𝑢𝑚} je neklesající posloupnost reálných čísel, kde𝑢𝑖 ≤ 𝑢𝑖+1,
𝑖 = 0, · · · ,𝑚 − 1. Hodnoty 𝑢𝑖 nazýváme uzly a vektor𝑈 je uzlový vektor.

Rekurentně zadaná bázová funkce B-splajn křivek stupně 𝑝 se značí 𝑁𝑖,𝑝 (𝑢) a je definována
jako

𝑁𝑖,0(𝑢) =
{
1, pokud 𝑢𝑖 ≤ 𝑢 < 𝑢𝑖+1
0, jinak (1.8)

𝑁𝑖,𝑝 (𝑢) =
𝑢 − 𝑢𝑖

𝑢𝑖+𝑝 − 𝑢𝑖
𝑁𝑖,𝑝−1(𝑢) +

𝑢𝑖+𝑝+1 − 𝑢

𝑢𝑖+𝑝+1 − 𝑢𝑖+1
𝑁𝑖+1,𝑝−1(𝑢) (1.9)
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Jedná se o tzv. Cox-de Boorovu rekurentní formuli.
Poznámka. Výraz 0

0 , kterého můžeme při výpočtu dosáhnout, definujeme jako 0.
Poznámka. Nejčastěji budeme pracovat s tzv. uniformními uzlovými vektory, kde 𝑢0 = 0, 𝑢𝑚 =
1 a ostatní uzly jsou mezi nimi ekvidistantně rozložené.

Příklad 1.2. Mějme uzlový vektor 𝑈 = {0, 0, 0, 15 ,
2
5 ,

3
5 ,

4
5 , 1, 1, 1}. Nyní si určíme B-splajn bá-

zové funkce stupně 0, 1 a 2. (Opakování krajních hodnot zadaného uzlového vektoru vysvět-
líme v definici 1.4.)

Bázové funkce nultého stupně

𝑁0,0 = 𝑁1,0 = 0

𝑁2,0 =

{
1, pro 𝑢 ∈ ⟨0, 15 )
0, jinak

𝑁3,0 =

{
1, pro 𝑢 ∈ ⟨15 ,

2
5 )

0, jinak

𝑁4,0 =

{
1, pro 𝑢 ∈ ⟨25 ,

3
5 )

0, jinak

𝑁5,0 =

{
1, pro 𝑢 ∈ ⟨35 ,

4
5 )

0, jinak

𝑁6,0 =

{
1, pro 𝑢 ∈ ⟨45 , 1)
0, jinak

𝑁7,0 = 𝑁8,0 = 0
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Obrázek 4: Bázové funkce nultého stupně
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Bázové funkce prvního stupně

𝑁0,1(𝑢) =
𝑢 − 0

0 − 0
𝑁0,0(𝑢) +

0 − 𝑢

0
𝑁1,0(𝑢) = 0

𝑁1,1(𝑢) =
𝑢 − 0

0 − 0
𝑁1,0(𝑢) +

0.2 − 𝑢

0.2 − 0
𝑁2,0(𝑢) =

{
1 − 5𝑢, pro 𝑢 ∈ ⟨0, 15 )

0, jinak

𝑁2,1(𝑢) =
𝑢 − 0

0.2 − 0
𝑁2,0(𝑢) +

0.4 − 𝑢

0.4 − 0.2
𝑁3,0(𝑢) =


5𝑢, pro 𝑢 ∈ ⟨0, 15 )

2 − 5𝑢, pro 𝑢 ∈ ⟨15 ,
2
5 )

0, jinak

𝑁3,1(𝑢) =
𝑢 − 0.2

0.4 − 0.2
𝑁3,0(𝑢) +

0.6 − 𝑢

0.6 − 0.4
𝑁4,0(𝑢) =


5𝑢 − 1, pro 𝑢 ∈ ⟨15 ,

2
5 )

3 − 5𝑢, pro 𝑢 ∈ ⟨25 ,
3
5 )

0, jinak

𝑁4,1(𝑢) =
𝑢 − 0.4

0.6 − 0.4
𝑁4,0(𝑢) +

0.8 − 𝑢

0.8 − 0.6
𝑁5,0(𝑢) =


5𝑢 − 2, pro 𝑢 ∈ ⟨25 ,

3
5 )

4 − 5𝑢, pro 𝑢 ∈ ⟨35 ,
4
5 )

0, jinak

𝑁5,1(𝑢) =
𝑢 − 0.6

0.8 − 0.6
𝑁5,0(𝑢) +

1 − 𝑢

1 − 0.8
𝑁6,0(𝑢) =


5𝑢 − 3, pro 𝑢 ∈ ⟨35 ,

4
5 )

5 − 5𝑢, pro 𝑢 ∈ ⟨45 , 1)
0, jinak

𝑁6,1(𝑢) =
𝑢 − 0.8

1 − 0.8
𝑁7,0(𝑢) +

1 − 𝑢

1 − 1
𝑁8,0(𝑢) =

{
5𝑢 − 4, pro 𝑢 ∈ ⟨45 , 1)

0, jinak

𝑁7,1(𝑢) = 𝑁8,1(𝑢) = 0
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Obrázek 5: Bázové funkce prvního stupně
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Bázové funkce druhého stupně

𝑁0,2(𝑢) =
𝑢 − 0

0 − 0
𝑁0,1(𝑢) +

0.2 − 𝑢

0.2 − 0
𝑁1,1(𝑢) =

{
(1 − 5𝑢)2, pro 𝑢 ∈ ⟨0, 15 )

0, jinak

𝑁1,2(𝑢) =
𝑢 − 0

0.2 − 0
𝑁1,1(𝑢) +

0.4 − 𝑢

0.4 − 0
𝑁2,1(𝑢) =


10𝑢 − 37.5𝑢2, pro 𝑢 ∈ ⟨0, 15 )

2 − 10𝑢 + 12.5𝑢2, pro 𝑢 ∈ ⟨15 ,
2
5 )

0, jinak

𝑁2,2(𝑢) =
𝑢 − 0

0.4 − 0
𝑁3,1(𝑢) +

0.6 − 𝑢

0.6 − 0.2
𝑁4,2(𝑢) =


12.5𝑢2, pro 𝑢 ∈ ⟨0, 15 )

15𝑢 − 25𝑢2 − 1.5, pro 𝑢 ∈ ⟨15 ,
2
5 )

4.5 − 15𝑢 + 12.5𝑢2, pro 𝑢 ∈ ⟨25 ,
3
5 )

0, jinak

𝑁3,2(𝑢) =
𝑢 − 0.2

0.6 − 0.2
𝑁3,1(𝑢) +

0.8 − 𝑢

0.8 − 0.4
𝑁4,1(𝑢) =


12.5𝑢2 − 5𝑢 + 0.5, pro 𝑢 ∈ ⟨15 ,

2
5 )

25𝑢 − 25𝑢2 − 5.5, pro 𝑢 ∈ ⟨25 ,
3
5 )

8 − 20𝑢 + 12.5𝑢2, pro 𝑢 ∈ ⟨35 ,
4
5 )

0, jinak

𝑁4,2(𝑢) =
𝑢 − 0.4

0.8 − 0.4
𝑁4,1(𝑢) +

1 − 𝑢

1 − 0.6
𝑁5,1(𝑢) =


12.5𝑢2 − 10𝑢 + 2, pro 𝑢 ∈ ⟨25 ,

3
5 )

35𝑢 − 25𝑢2 − 11.5, pro 𝑢 ∈ ⟨35 ,
4
5 )

12.5𝑢2 − 25𝑢 + 12.5, pro 𝑢 ∈ ⟨45 , 1)
0, jinak

𝑁5,2(𝑢) =
𝑢 − 0.6

1 − 0.6
𝑁5,1(𝑢) +

1 − 𝑢

1 − 0.8
𝑁6,1(𝑢) =


12.5𝑢2 − 15𝑢 + 4.5, pro 𝑢 ∈ ⟨35 ,

4
5 )

50𝑢 − 37.5𝑢2 − 27.5, pro 𝑢 ∈ ⟨45 , 1)
0, jinak

𝑁6,2(𝑢) =
𝑢 − 0.8

1 − 0.8
𝑁6,1(𝑢) +

1 − 𝑢

1 − 1
𝑁7,1(𝑢) =

{
25𝑢2 − 40𝑢 + 16, pro 𝑢 ∈ ⟨45 , 1)

0, jinak
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Obrázek 6: Bázové funkce druhého stupně

Vlastnosti bázových funkcí
1. 𝑁𝑖,𝑝 (𝑢) = 0 pro 𝑢 ∉⟨𝑢𝑖, 𝑢𝑖+𝑝+1).
2. V každém intervalu ⟨𝑢 𝑗 , 𝑢 𝑗+1) je nejvýše 𝑝 + 1 bázových funkcí nenulových. Konkrétně

se jedná o funkce 𝑁 𝑗−𝑝,𝑝,···, 𝑁 𝑗,𝑝 .
3. 𝑁𝑖,𝑝 (𝑢) ≥ 0 pro každé 𝑖 ,𝑝 a 𝑢 (nezápornost).
4. Pro libovolný interval ⟨𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1) platí, že

∑𝑖
𝑗=𝑖−𝑝 𝑁 𝑗,𝑝 (𝑢) = 1 pro všechna 𝑢 ∈ ⟨𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1).

5. Uvnitř uzlového intervalu existují všechny derivace funkce 𝑁𝑖,𝑝 (𝑢).
6. Funkce 𝑁𝑖,𝑝 (𝑢) dosahuje právě jedné maximální hodnoty (kromě případu 𝑝 = 0).

1.3.2 B-splajn křivky

Definice 1.3. B-splajn křivku stupně p definujeme jako

C(𝑢) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑁𝑖,𝑝 (𝑢)P𝑖, (1.10)

kde P𝑖 jsou řídicí body a 𝑁𝑖,𝑝 (𝑢) jsou B-splajn bázové funkce stupně p definované na uzlovém
vektoru

𝑈 = {𝑢0, · · · , 𝑢𝑚}, (1.11)

který obsahuje (m+1) uzlů.

Definice 1.4. B-splajn křivku nazveme sevřenou, jestliže má první a poslední uzel uzlového
vektoru násobnost 𝑝 + 1. Platí, že C(𝑢0) = P0, C(𝑢𝑚) = P𝑚 a spojnice prvních a posledních
dvou řídicích bodů jsou zároveň tečnami B-splajn křivky (viz obrázek 7).

Poznámka. Dále se budeme zabývat pouze sevřenými křivkami a budeme předpokládat, že
𝑢0 = 0 a 𝑢𝑚 = 1.
Poznámka. Opakování vnitřních uzlů je povoleno pouze do hodnoty 𝑝 +1, kde 𝑝 je zmiňovaný
stupeň křivky. Násobnost snižuje spojitost křivky v bodě a pro větší hodnoty opakování by
tedy bod nebyl zahrnut do křivky.
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Obrázek 7: Sevřená B-splajn křivka s řídicím polygonem

Definice 1.5. Polygon tvořený body P𝑖 nazveme řídicí polygon.

Důležité vlastnosti B-splajn křivek
1. Nechť C(𝑢) je po částech polynomická křivka stupně 𝑝 , která má 𝑛 + 1 řídicích bodů a

𝑚 + 1 uzlů. Potom platí vztah:
𝑚 = 𝑛 + 𝑝 + 1

.
2. Křivka prochází prvním a posledním řídicím bodem, tedy C(0) = P0 a C(1) = P𝑛 .
3. Při změně boduP𝑖 dojde ke změně křivky pouze na intervalu ⟨𝑢𝑖, 𝑢𝑖+𝑝+1). Z této vlastnosti

také vyplývá, že 𝑁𝑖,𝑝 (𝑢) = 0 pro 𝑢 ∉ ⟨𝑢𝑖, 𝑢𝑖+𝑝+1).
4. Křivka C(𝑢) má derivace do řádu 𝑝 uvnitř intervalu dvou uzlů a je nejméně 𝑝 − 𝑘 krát

diferencovatelná v uzlovém bodě násobnosti 𝑘 .

1.3.3 B-splajn plochy

Nyní rozšíříme výše uvedené znalosti do prostoru a představíme B-splajn plochu (obrázek
9). Konstrukci provedeme na pravidelné mřížce𝑚 × 𝑛 bodů. Algoritmus pro výpočet B-splajn
křivky tedy provedeme postupně v obou směrech. Vypočítané body ve směru uzlového vektoru
𝑣 převedeme na řídicí (viz obrázek 8) a výpočet opakuje ve směru vektoru 𝑢.
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Obrázek 8: Výpočet v prvním směru

Definice 1.6. Mějme dánu pravidelnou síť 𝑚 × 𝑛 bodů a dále dva stupně 𝑝 a 𝑞. B-splajn
plochu definujeme vztahem

S(𝑢, 𝑣) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑚∑
𝑗=0

𝑁𝑖,𝑝 (𝑢)𝑁 𝑗,𝑞 (𝑣)P𝑖, 𝑗 , (1.12)

kde P𝑖, 𝑗 jsou řídící body a𝑈 ,𝑉 dva uzlové vektory

𝑈 = {0, · · · , 0︸   ︷︷   ︸
p + 1

, 𝑢𝑝+1, · · · , 𝑢𝑟−𝑝−1, 1, · · · , 1︸   ︷︷   ︸
p + 1

}, (1.13)

𝑉 = {0, · · · , 0︸   ︷︷   ︸
q + 1

, 𝑢𝑞+1, 𝑣𝑞+1, · · · , 𝑣𝑠−𝑞−1, 1, · · · , 1︸   ︷︷   ︸
q + 1

},

𝑈 má (𝑟 + 1) a 𝑉 (𝑠 + 1) uzlů. Dále platí rovnice 𝑟 = 𝑛 + 𝑝 + 1 a 𝑠 =𝑚 + 𝑞 + 1.

Poznámka. Pro naše účely budou mít křivky v obou směrech uzlových vektorů stejný stupeň,
tedy 𝑝 = 𝑞. Nejčastěji potom budeme využívat stupně tři: 𝑝 = 𝑞 = 3 (vysvětlení je podáno v
úvodu práce (kapitola 1)).
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(a) B-splajn plocha (b) B-splajn plocha s řídicí mřížkou

Obrázek 9: B-splajn plocha

Důležité vlastnosti B-splajn ploch
1. Plocha prochází čtyřmi rohovými řídicími body, tedy S(0, 0) = P0,0, S(1, 0) = P𝑛,0,

S(0, 1) = P0,𝑚 a S(1, 1) = P𝑛,𝑚 .
2. Při změně bodu P𝑖, 𝑗 dojde ke změně plochy pouze na obdélníku ⟨𝑢𝑖, 𝑢𝑖+𝑝+1) × ⟨𝑣 𝑗 , 𝑣 𝑗+𝑞+1).

Tuto vlastnost lze sledovat na obrázku 10.
3. Plocha S(𝑢, 𝑣) je 𝑝 − 𝑘 (𝑞 − 𝑘) krát diferencovatelná ve směru vektoru 𝑢 (𝑣) v uzlovém

bodě násobnosti 𝑘 .
4. Řídicí síť bodů je po částech rovinná plocha. Proto čím nižší je stupeň B-splajn plochy,

tím lepší je aproximací sítě bodů.

(a) Změněná řídicí mřížka (b) Změněná B-splajn plocha

Obrázek 10: Lokální kontrolovatelnost B-splajn ploch
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1.4 T-Splajny
T-splajn plochy jsou nástupci B-splajn a NURBS ploch. Představeny byly v roce 2003 v [7] a pa-
tentovány 2007. Jde tedy o porměrně moderní technologii, která má proti svým předchůdcům
mnoho výhod. Nejdříve si zde uvedeme čtyři základní výhody.

1. Narozdíl od B-splajn ploch nepotřebují T-splajny ke konstrukci pravidelnou síť bodů
(Touto vlastností se budeme zabývat v kapitole 1.4.2).

2. V porovnání s NURBS plochami potřebují výrazněmenší počet řídících bodů. Díky tomu
je jednodušší také tvarování plochy. Více v [8].

3. Vytváří mnohem plynulejší napojení 2 ploch (viz. obrazek 11).
4. Výhodou je snadné přidávání bodů. Nemusíme totiž doplnit celý sloupec nových bodů,

aby byla zachována pravidelná mřížka u B-splajnů.

Obrázek 11: Porovnání napojení B-splajn a T-splajn ploch [7]

Další informace týkající se T-splajn ploch lze nalézt v [7, 9].

1.4.1 PB-Splajn plochy

Abychom byli schopni definovat T-splajn plochy matematicky, podívejme se nejdřív na tak-
zvané ”Point Based” plochy. Jak z názvu vyplývá, jedná se o plochy, které jsou založeny pouze
na jednotlivých bodech, nikoliv na topologickém vztahu mezi nimi (tzv. mřížce).
PB-splajn plochu potom můžeme vyjádřit parametricky rovnicí:

𝑃 (𝑢, 𝑣) =
∑𝑛

𝑖=1 𝑃𝑖𝐵𝑖 (𝑢, 𝑣)∑𝑛
𝑖=1 𝐵𝑖 (𝑢, 𝑣)

, (1.14)

kde 𝑃𝑖 jsou řídicí body a 𝐵𝑖 (𝑢, 𝑣) jsou bázové funkce definovány jako součin

𝐵𝑖 (𝑢, 𝑣) = 𝑁 3
𝑖0(𝑢)𝑁 3

𝑖0(𝑣), (1.15)

kde 𝑁 3
𝑖0(𝑢) je bázová funkce třetího stupně svázaná s vektorem 𝑢 a 𝑁 3

𝑖0(𝑣) s vektorem 𝑣 .
Z definice tedy vyplývá, že k vytvoření PB-splajn plochy musíme znát ke každému řídicímu
bodu také 2 uzlové vektory.

1.4.2 T-Mesh

Tím se dostáváme k definici T-splajn ploch. Jediné, čím se od zmiňovaných PB-splajnů liší je,
že nebudeme mít řídicí body rozmístěny náhodně, ale uspořádány v řídicí mřížce nazývané
T-mesh (obrázek 12).
Jak jsme si uvedli v úvodu (část 1.4), má tohle uspořádání mnoho výhod oproti B-splajn plo-
chám. T-mesh například podporuje vznik T-spojů, které můžeme na obrázku 13 vidět u bodů
𝑃40 a 𝑃57
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Obrázek 12: T-mesh mřížka

Poznámka. Pokud by se v T-mesh nenacházel žádný T-spoj, jednalo by se o mřížku B-splajn
ploch.

Pravidla pro tvorbu T-mesh:
1. Součet uzlových intervalů na opačných stranách musí být stejný. Například v obrázku

13: 𝑐 = 𝑎 + 𝑏.
2. Pokud vzniknou v mřížce naproti sobě dva T-spoje, které mohou být propojeny jednou

hranou, musí být tato hrana do sítě zahrnuta.
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Obrázek 13: T-mesh mřížka detail

1.4.3 Výpočet bázových funkcí

Jelikož se v následující části budeme zabývat T-splajn plochami, budeme potřebovat obecné
B-splajn bázové funkce stupně tři, které nyní odvodíme ze vztahů (1.8) a (1.9).

Příklad 1.7. Mějme uzlový vektor𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5}. Nyní určíme B-splajn bázové funkce
stupně 0, 1, 2 a 3.
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Bázové funkce nultého stupně

𝑁1,0 =

{
1, pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢1, 𝑢2)
0, jinak

𝑁2,0 =

{
1, pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢2, 𝑢3)
0, jinak

𝑁3,0 =

{
1, pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢3, 𝑢4)
0, jinak

𝑁4,0 =

{
1, pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢4, 𝑢5)
0, jinak

Bázové funkce prvního stupně

𝑁1,1(𝑢) =
𝑢 − 𝑢1
𝑢2 − 𝑢1

𝑁1,0(𝑢) +
𝑢3 − 𝑢

𝑢3 − 𝑢2
𝑁2,0(𝑢) =


𝑢−𝑢1
𝑢2−𝑢1 , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢1, 𝑢2)
𝑢3−𝑢
𝑢3−𝑢2 , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢2, 𝑢3)

0, jinak

𝑁2,1(𝑢) =
𝑢 − 𝑢2
𝑢3 − 𝑢2

𝑁2,0(𝑢) +
𝑢4 − 𝑢

𝑢4 − 𝑢3
𝑁3,0(𝑢) =


𝑢−𝑢−2
𝑢3−𝑢2 , pro 𝑢 ∈ ⟨0, 15 )
𝑢4−𝑢
𝑢4−𝑢3 , pro 𝑢 ∈ ⟨15 ,

2
5 )

0, jinak

𝑁3,1(𝑢) =
𝑢 − 𝑢3
𝑢4 − 𝑢3

𝑁3,0(𝑢) +
𝑢5 − 𝑢

𝑢5 − 𝑢4
𝑁4,0(𝑢) =


𝑢−𝑢3
𝑢4−𝑢3 , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢3, 𝑢4)
𝑢5−𝑢
𝑢5−𝑢4 , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢4, 𝑢5)

0, jinak

Bázové funkce druhého stupně

𝑁1,2(𝑢) =
𝑢 − 𝑢1
𝑢3 − 𝑢1

𝑁1,1(𝑢)+
𝑢4 − 𝑢

𝑢4 − 𝑢2
𝑁2,1(𝑢) =


(𝑢−𝑢1)2

(𝑢3−𝑢1) (𝑢2−𝑢1) , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢1, 𝑢2)
𝑢−𝑢1
𝑢3−𝑢1 · 𝑢3−𝑢

𝑢3−𝑢2 +
𝑢4−𝑢
𝑢4−𝑢2 · 𝑢−𝑢2

𝑢3−𝑢2 , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢2, 𝑢3)
(𝑢4−𝑢)2

(𝑢4−𝑢2) (𝑢4−𝑢3) , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢3, 𝑢4)
0, jinak

𝑁2,2(𝑢) =
𝑢 − 𝑢2
𝑢4 − 𝑢2

𝑁2,1(𝑢)+
𝑢5 − 𝑢

𝑢5 − 𝑢3
𝑁3,1(𝑢) =


(𝑢−𝑢2)2

(𝑢4−𝑢2) (𝑢3−𝑢2) , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢2, 𝑢3)
𝑢−𝑢2
𝑢4−𝑢2 · 𝑢4−𝑢

𝑢4−𝑢3 +
𝑢5−𝑢
𝑢5−𝑢3 · 𝑢−𝑢3

𝑢4−𝑢3 , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢3, 𝑢4)
(𝑢5−𝑢)2

(𝑢5−𝑢3) (𝑢5−𝑢4) , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢4, 𝑢5)
0, jinak

Bázové funkce třetího stupně

𝑁1,3(𝑢) =



(𝑢−𝑢1)3
(𝑢2−𝑢1)(𝑢4−𝑢1)(𝑢3−𝑢1) , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢1, 𝑢2)

(𝑢−𝑢1)2 (𝑢3−𝑢)
(𝑢3−𝑢2)(𝑢4−𝑢2)(𝑢3−𝑢1) +

(𝑢4−𝑢) (𝑢−𝑢1) (𝑢−𝑢2)
(𝑢3−𝑢2) (𝑢4−𝑢2) (𝑢4−𝑢1) +

(𝑢5−𝑢) (𝑢−𝑢2)2
(𝑢3−𝑢2)(𝑢5−𝑢2)(𝑢4−𝑢2) , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢2, 𝑢3)

(𝑢−𝑢1)(𝑢4−𝑢)2
(𝑢4−𝑢3)(𝑢4−𝑢2)(𝑢4−𝑢1) +

(𝑢5−𝑢) (𝑢4−𝑢) (𝑢−𝑢2)
(𝑢4−𝑢3) (𝑢5−𝑢2) (𝑢4−𝑢2) +

(𝑢5−𝑢)2 (𝑢−𝑢3)2
(𝑢4−𝑢3)(𝑢5−𝑢3)(𝑢5−𝑢2) , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢3, 𝑢4)

(𝑢5−𝑢)3
(𝑢5−𝑢4)(𝑢5−𝑢3)(𝑢5−𝑢2) , pro 𝑢 ∈ ⟨𝑢4, 𝑢5)
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1.4.4 T-splajn plochy

Definice 1.8. Mějme dánu síť bodů uspořádou do T-mesh a dále stupeň p. T-splajn plochu
(obrázek 14) definujeme vztahem

T(𝑢, 𝑣) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑁
𝑝
𝑖,0(𝑢)𝑁

𝑝
𝑖,0(𝑣)P𝑖, (1.16)

kde 𝑁 (𝑢), 𝑁 (𝑣) jsou bázové funkce dány obecně vztahy:

𝑁 (𝑡) =



(𝑡−𝑡0)3
(𝑡1−𝑡0) (𝑡3−𝑡0) (𝑡2−𝑡0) , pro 𝑡 ∈ ⟨𝑡0, 𝑡1)

(𝑡−𝑡0)2 (𝑡2−𝑡)
(𝑡2−𝑡1) (𝑡3−𝑡1) (𝑡2−𝑡0) +

(𝑡3−𝑡)(𝑡−𝑡0) (𝑡−𝑡1)
(𝑡2−𝑡1)(𝑡3−𝑡1)(𝑡3−𝑡0) +

(𝑡4−𝑡)(𝑡−𝑡1)2
(𝑡2−𝑡1)(𝑡4−𝑡1)(𝑡3−𝑡1) , pro 𝑡 ∈ ⟨𝑡1, 𝑡2)

(𝑡−𝑡0) (𝑡3−𝑡)2
(𝑡3−𝑡2) (𝑡3−𝑡1) (𝑡3−𝑡0) +

(𝑡4−𝑡)(𝑡3−𝑡) (𝑡−𝑡1)
(𝑡3−𝑡2)(𝑡4−𝑡1)(𝑡3−𝑡1) +

(𝑡4−𝑡)2 (𝑡−𝑡2)2
(𝑡3−𝑡2)(𝑡4−𝑡2)(𝑡4−𝑡1) , pro 𝑡 ∈ ⟨𝑡2, 𝑡3)

(𝑡4−𝑡)3
(𝑡4−𝑡3) (𝑡4−𝑡2) (𝑡4−𝑡1) , pro 𝑡 ∈ ⟨𝑡3, 𝑡4)

(1.17)

Poznámka. Dále budeme uvažovat stupeň plochy 𝑝 = 3 ze stejných důvodů, které byly uve-
deny u B-splajn ploch.

(a) T-splajn plocha (b) T-splajn plocha s řídicími body

Obrázek 14: T-splajn plocha

Pro vznik algoritmu na výpočet těchto ploch je pro každý bod nutné znát dva uzlové vektory,
ve směru 𝑢 a 𝑣 . Ty se vygenerují pro každý řádek a sloupec podle počtu bodů a stupně křivky
(v našem případě je stupeň roven třem) a přiřadí se jednotlivým bodům podle jejich pořadí.
Tabulka na obrázku 15 znázorňuje body a jim odpovídající uzlové vektory podle T-mesh zná-
zorněné na obrázku 12.
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Obrázek 15: Body a uzlové vektory
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2 Programová implementace

2.1 Algoritmus pro výpočet B-splajn křivky
Pro výpočet B-splajn křivky se využívá tzv. deBoorův algoritmus. Pro každý parametr u
určí bod na B-splajn křivce.

Funkce vratindex vrátí násobnost s parametru v uzlovém vektoru (pokud parametr neod-
povídá žádnému uzlu, s = 0). Dále h, což udává, kolikrát je třeba parametr do uzlového vektoru
vložit, aby jeho násobnost odpovídala stupni křivky, tedy h = stupen - s. Nakonec vrací
hodnotu l, což je informace a o tom, v jaké části uzlového vektoru se parametr nachází.

Dále dojde k výpočtu bázové funkce, kterou v algoritmu značíme a, a váženého průměru bodů.
Tím získáme nový bod na křivce. První for cyklus provádí počet iterací na základě spočíta-
ného h (hodnoty jsou posunuty kvůli softwaru Matlab, který nepovoluje indexování od nuly.),
druhý postupně prochází uzlový vektor.

Hraniční parametry 0 a 1 nejsou v algoritmu ošetřeny a proto nastavíme 0 do počátečního a 1
do posledního řídicího bodu.

Nakonec funkce vykresleni přeindexuje body tak, aby bylo možné jejich vykreslení a ná-
sledně je graficky zobrazí.

Vstupy
• Matice řídicích bodů P
• Stupeň křivky (obvykle volíme 3)

Výstupy
• Matice bodů B-splajn křivky Q
• Vykreslení křivky (obr. 16)

Zdrojový kód 1: DeBoorův algoritmus
f u n c t i o n [Q]= B sp l a j nK r i v k a ( P_path , s tupen )

P = impor t d a t a ( P_path ) ;
P=P ( : , : , 1 ) ;
[ pocetbodu , ~ ] = s i z e ( P ) ;
u z l ovyVek to r = uz l v ek ( pocetbodu , s tupen ) ;
Q= z e r o s ( 1 1 , 3 ) ;

f o r u = 0 . 0 1 : 0 . 0 1 : 0 . 9 9
[ s , h , l ]= v r a t i n d e x ( u , uz lovyVektor , s tupen ) ;

% vypoce t bazovych f unk c i a bodu na k r i v c e
f o r r =2 : h+1

f o r i = l − s tupen+r −1 : l − s
a ( i , r ) = ( u−uz lovyVek to r ( i ) )

/ ( u z l ovyVek to r ( i + stupen − r +2) − uz lovyVek to r ( i ) ) ;
P ( i , 1 , r )= (1 − a ( i , r ) ) ∗ P ( i − 1 , 1 , r −1)+ a ( i , r ) ∗ P ( i , 1 , r − 1 ) ;
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P ( i , 2 , r )= (1 − a ( i , r ) ) ∗ P ( i − 1 , 2 , r −1)+ a ( i , r ) ∗ P ( i , 2 , r − 1 ) ;
P ( i , 3 , r )= (1 − a ( i , r ) ) ∗ P ( i − 1 , 3 , r −1)+ a ( i , r ) ∗ P ( i , 3 , r − 1 ) ;

end
end

% uk l ad an i vypoctenych bodu
Q( u ∗ 1 0 0 , : , 1 ) = P ( l −s , : , s tupen −s + 1 ) ;
% p rvn i a p o s l e d n i bod
Q ( 1 , : , 1 ) = P ( 1 , : , 1 ) ;
Q ( 1 0 1 , : , 1 ) = P ( 7 , : , 1 ) ;

end
v y k r e s l e n i ( P ,Q)

end

1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Obrázek 16: B-splajn křivka

2.2 Algoritmus pro výpočet B-splajn plochy
Nyní rozšíříme předchozí případ na pravidelnoumřížku𝑚×𝑛 bodů. Opět provedeme deBoorův
algoritmus, jen nyní určíme body B-splajn křivek nejdříve pro všechny sloupce řídicích bodů
ve směru uzlového vektoru uzlovyVektor2 a tedy pro parametr v. Získané body nyní vyu-
žijeme jako nové řídicí body, k čemuž použijeme funkciPrevedVypocitaneBodyNaRidici,
která je správně přeindexuje. Algoritmus nyní provádíme znovu ve směru uzlového vektoru
uzlovyVektor1. Tím získáme B-splajn plochu, jejíž příklad je na obrázku 17.

Vstupy
• Matice řídicích bodů P (počet matic závisí na počtu sloupců řídicích bodů, což odpovídá
proměnné pocetbodu2)

• Stupeň křivky (obvykle volíme 3 a v obou směrech bude stejný)

Výstupy
• Vykreslení plochy (obr. 17)
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Zdrojový kód 2: DeBoorův algoritmus pro plochu
f un c t i o n [ ]= B sp l a j nP l o ch a ( s tupen , krok )

% d e f i n i c e promennych
[P , pocetbodu1 , poce tbodu2 ] = ge tDa ta ( ) ;
u z l ovyVek to r2 = uz l v ek ( pocetbodu1 , s tupen ) ; %osa y
uz lovyVek to r1 = uz l v ek ( pocetbodu2 , s tupen ) ; %osa x

% vypoce t poc tu i t e r a c i pro smer v
f o r v = 0 . 0 1 : krok : 0 . 9 9

[ s1 , h1 , l 1 ]= v r a t i n d e x 1 ( uz lovyVektor2 , v , s tupen ) ;

f o r w1=1 : poce tbodu2
f o r r1 =2 : h1+1

f o r i = l1 − s tupen+r1 −1 : l 1 − s1
a ( i , r 1 ) = ( v−uz lovyVek to r2 ( i ) )
/ ( u z l ovyVek to r2 ( i + stupen − r1 +2) − uz lovyVek to r2 ( i ) ) ;
P ( i , 1 , r1 , w1)= (1 − a ( i , r 1 ) ) ∗ P ( i − 1 , 1 , r1 −1 ,w1)+

a ( i , r 1 ) ∗ P ( i , 1 , r1 −1 ,w1 ) ;
P ( i , 2 , r1 , w1)= (1 − a ( i , r 1 ) ) ∗ P ( i − 1 , 2 , r1 −1 ,w1)+

a ( i , r 1 ) ∗ P ( i , 2 , r1 −1 ,w1 ) ;
P ( i , 3 , r1 , w1)= (1 − a ( i , r 1 ) ) ∗ P ( i − 1 , 3 , r1 −1 ,w1)+

a ( i , r 1 ) ∗ P ( i , 3 , r1 −1 ,w1 ) ;
end

end
end
[Q]= PrevedVypoc i t aneBodyNaR id i c i ( P , l 1 , s1 , s tupen , poce tbodu2 ) ;
ho ld on

%vypoce t s p l a j n u pro smer u
f o r u = 0 . 0 1 : krok : 0 . 9 9

[ s2 , h2 , l 2 ]= v r a t i n d e x 2 ( uz lovyVektor1 , u , s tupen ) ;
f o r r2 =2 : h2+1

f o r i = l2 − s tupen+r2 −1 : l 2 − s2
a ( i , r 2 ) = ( u−uz lovyVek to r1 ( i ) )
/ ( u z l ovyVek to r1 ( i + stupen − r2 +2) − uz lovyVek to r1 ( i ) ) ;
Q( i , 1 , r 2 )= (1 − a ( i , r 2 ) ) ∗ Q( i −1 , 1 , r2 −1)+

a ( i , r 2 ) ∗Q( i , 1 , r2 − 1 ) ;
Q( i , 2 , r 2 )= (1 − a ( i , r 2 ) ) ∗ Q( i −1 , 2 , r2 −1)+

a ( i , r 2 ) ∗Q( i , 2 , r2 − 1 ) ;
Q( i , 3 , r 2 )= (1 − a ( i , r 2 ) ) ∗ Q( i −1 , 3 , r2 −1)+

a ( i , r 2 ) ∗Q( i , 3 , r2 − 1 ) ;
end

end
v y k r e s l i (Q , u , l 2 , s2 , pocetbodu2 , s tupen )

end
end

end
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Obrázek 17: B-splajn plocha

2.3 Rychlost a přesnost algoritmu pro výpočet B-splajn ploch
Tabulka 1 popisuje rychlost běhu algoritmu v závislosti na velikosti kroku, tedy na počtu bodů,
který musí program vypočítat. Pro menší krok už počítač nebyl schopen algoritmus dokončit
v přijatelném čase a tak byl výpočet ukončen.

velikost kroku 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02 0.01 0.008 0.006 0.005
čas [s] 0.21 0.35 0.60 1.06 3.83 14.69 21.27 38.54 51.84

Tabulka 1: Závislost času na velikosti kroku

Graf 18 znázorňuje závislost času potřebného pro výpočet na velikosti kroku. Průběh připo-
míná funkci 𝑒1/𝑥 , tedy čas klesá exponenciálně. Obrázky 19 ukazují výsledky algoritmu v zá-
vislosti na jemnosti kroku.
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Obrázek 18: Rychlost programu v závislosti na velikosti kroku
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(a) Krok 0.5 (b) Krok 0.1

(c) Krok 0.05 (d) Krok 0.01

Obrázek 19: Výsledky algoritmu v závislosti na velikosti kroku

2.4 Algoritmus pro výpočet T-splajn plochy
Nyní se budeme věnovat algoritmizaci výpočtu T-splajn ploch. Pro každou kombinaci para-
metrů u a v tedy chceme získat bod plochy. Vstupy budou tři matice: Matice bodů P, matice
U uzlových vektorů ve směru u a matice V uzlových vektorů ve směru v. Jejich pozice si musí
vzájemně odpovídat, tedy prvnímu bodu matice P odpovídá první vektor matice U a první
vektor matice V.

FunkcevratIndexy zjistí, kde v uzlovémvektoru se parametr nachází, tedy prou ∈ ⟨𝑢𝑢1, 𝑢𝑢1+1)
vrátí hodnotu 𝑢1, stejným postupem pro v vrátí 𝑣1. Pokud se parametr v uzlovém vektoru vů-
bec nenachází, funkce vrátí nulu. Výpočet provedeme pro všechny uzlové vektory matic U a
V, 𝑢1 a 𝑣1 budou tedy vektory.

Dále přejdeme k výpočtu bázových funkcí. Využijeme vzorec (1.17) a pro každý index z 𝑢1 a
𝑣1 vrátíme hodnotu bázové funkce, pro každý směr samostatně.

Nyní již určíme body T-splajn plochy dány vztahem (1.16) a vše vykreslíme.
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Vstupy
• Matice P řídicích bodů T-mesh
• Matice U uzlových vektorů ve směru u
• Matice V uzlových vektorů ve směru v

Výstupy
• Vykreslení plochy (obr. 20)

Zdrojový kód 3: Algoritmus pro výpočet T-splajn plochy
f un c t i o n [ ]= T sp l a j nP l o ch a ( U_path , V_path , P_path , krok )

c l c , c l f
[U , V , P ]= ge tDa ta ( U_path , V_path , P_path ) ;

% d e f i n i c e promennych
de lka r adku= l eng t h ( 0 : krok : max (max (U ) ) ) ;
d e l k a s l o up c e = l eng t h ( 0 : krok : max (max (V ) ) ) ;
Q= z e r o s ( de lkaradku , d e l k a s l oupc e , 3 ) ;
p o c i t a d l oR =1 ;
p o c i t a d l o S =1 ;
[ s i zeU , ~ ] = s i z e (U ) ;
[ s i zeV , ~ ] = s i z e (V ) ;

% vypoce t ve smeru u
f o r u= 0 : krok : max (max (U ) )

% vypoce t ve smeru v
f o r v =0 : krok : max (max (V ) )

[ u1 , v1 ]= v r a t I n d exy ( u , v , U , V , s i zeU , s i z eV ) ;
[Nu , Nv]= BazoveFunkce ( u , v , u1 , v1 , U , V , s i zeU , s i z eV ) ;

b = no rma l i z e (Nu . ∗ Nv , ’ norm ’ , 1 ) ;

Q( po c i t a d l oR , p o c i t a d l o S , 1 ) = sum ( ( b ’ ) . ∗ ( P ( : , 1 ) ) ) ;
Q( po c i t a d l oR , p o c i t a d l o S , 2 ) = sum ( ( b ’ ) . ∗ ( P ( : , 2 ) ) ) ;
Q( po c i t a d l oR , p o c i t a d l o S , 3 ) = sum ( ( b ’ ) . ∗ ( P ( : , 3 ) ) ) ;

p o c i t a d l o S = p o c i t a d l o S +1 ;
end
po c i t a d l oR = po c i t a d l oR +1 ;

end
% v y k r e s l e n i
ho ld on
p l o t 3 ( P ( : , 1 ) , P ( : , 2 ) , P ( : , 3 ) , ’ r . ’ )
p l o t 3 (Q ( : , : , 1 ) , Q ( : , : , 2 ) , Q ( : , : , 3 ) , ’ b ∗ ’ )

end
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Obrázek 20: T-splajn plocha

2.5 Rychlost a přesnost algoritmu pro výpočet T-splajn ploch
Tabulka 2 popisuje rychlost běhu algoritmu v závislosti na velikosti kroku, tedy na počtu bodů,
který musí program vypočítat. Pro menší krok už počítač nebyl schopen algoritmus dokončit
v přijatelném čase a tak byl výpočet ukončen.

velikost kroku 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02 0.01 0.008 0.006 0.005
čas [s] 0.57 0.84 0.90 1.11 2.50 25.74 70.38 279.65 765.61

Tabulka 2: Závislost času na velikosti kroku

Na grafu 21 je vykreslena závislost z tabulky 2. Můžeme si všimnout, že přibližně od jemnosti
kroku 0.01 začíná algoritmus značně zpomalovat a doba výpočtu stejně jako u B-splajn ploch
roste exponenciálně. Obrázek 22 znázorňuje grafický výsledek algoritmu v závislosti na volbě
kroku.
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Obrázek 21: Rychlost programu v závislosti na velikosti kroku
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(a) Krok 0.1 (b) Krok 0.05

(c) Krok 0.01 (d) Krok 0.005

Obrázek 22: Výsledky algoritmu v závislosti na velikosti kroku

3 Aplikace na reálná data
Tato kapitola se bude zabývat prokládáním dat získaných ze 3D skenování objektu. Stejně jako
v předchozích případech půjde o aplikaci B-splajn a T-splajn ploch.

3.1 B-splajny
3.1.1 Získání a úprava dat

Objekt na obrázku 23a byl snímán na 3D skeneru ATOS CompactScan 2M od německého
výrobce GOM mbH, Braunschweig. Je vybaven ATOS Professioal scanning softwarem verze
V.7.5 SR2, díky kterému lze data exportovat do standardních formátů pro mračna bodů. V
našem případě se jedná o soubor formátu .𝑝𝑙𝑦, tedy matice bodů. Soubor obsahuje také další
informace, například počet bodů a maximální rozsahy bodů na jednotlivých osách. Vzhledem
k velkému množství bodů a jejich malým vzdálenostem bylo nutné je redukovat, aby zde bylo
názorněji viditelné prokládání B-splajn plochou (obrázek 23b). Načtení souboru a jeho úpravy
jsou popsány v algoritmu 4. Pro lepší přehlednost předvedeme úpravy a algoritmus pouze na
části mračna a nakonec ho rozšíříme na celou oblast.
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(a) Naskenovaná data (b) Redukovaná data

Obrázek 23: Data ze skeneru

Zdrojový kód 4: Načtení mračna
ptCloud = pcread ( ’ K rab i cka . ply ’ ) ;
e =1 ; b =1 ; c =1 ; d =1 ; poce tbodu2 =100 ; g r i d S t e p = 3 ;

p tCloud = pcdownsample ( ptCloud , ’ g r idAverage ’ , g r i d S t e p ) ;

r o i = [ −105 −100 −35 . 8889 68 −77 . 2554 2 8 . 5 2 5 9 ] ; %vyber o b l a s t i
i n d i c e s = f i n dPo i n t s I nRO I ( ptCloud , r o i ) ;
ptCloudB = s e l e c t ( ptCloud , i n d i c e s ) ;

pcshow ( ptCloud . Loca t i on , [ 0 . 5 0 . 5 0 . 5 ] ) %v y k r e s l e n i mracna
ho ld on
pcshow ( ptCloudB . Loca t i on , ’ r ’ ) ;

x=ptCloudB . Lo c a t i on ( : , 1 ) ;
y=ptCloudB . Lo c a t i on ( : , 2 ) ;
z=ptCloudB . Lo c a t i on ( : , 3 ) ;
A=[x , y , z ] ; %u l o z e n i do mat i c e

A= so r t r ows (A , 2 ) ;
wh i l e ( e+pocetbodu2 −1) <=( ptCloudB . Count )

B ( e : ( e + ( pocetbodu2 − 1 ) ) , : ) = so r t r ows (A( e : ( e + ( pocetbodu2 − 1 ) ) , : ) , 1 ) ;
e=e+poce tbodu2 ;

end

3.1.2 Uspořádání bodů do mřížky

Abymohl být algoritmus na prokládání bodů B-splajn plochou použit, je nutné body uspořádat
do pravidelné mřížky. Nejdříve rozdělíme mřížku na jednotlivé pravidelné oblasti (viz obrázek
24a) a následně doplníme chybějící body do středů oblastí, které zůstaly prázdné (obrázek 25b).

Nyní je nutné doplnit třetí souřadnici nově vzniklých bodů, k čemuž využijeme IDW algorit-
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mus (Inverse Distance Weighting). Algoritmus určí souřadnici 𝑧 bodu, pokud zná souřadnice 𝑧
pro 𝑛 okolních bodů a jejich vzdálenost𝑤 . Výpočet je potom prováděn podle vztahu:

𝑧 (x) =
∑𝑛

𝑖=1𝑤𝑖𝑧𝑖∑𝑛
𝑖=1𝑤𝑖

(3.1)

Více podrobností o tomto algoritmu naleznete např. v [10].

(a) Neupravená reálná síť bodů (b) Pravidelná síť bodů

Obrázek 24: Úprava reálné sítě bodů na pravidelnou

Dále je potřeba upravit formát bodů, tedy přidat každému prvku informaci o tom, ve kterém
řádku a sloupci se nachází.

3.1.3 Aplikace deBoorova algoritmu

Když jsou body naskládány do mřížky, lze na ně aplikovat deBoorův algoritmus pro B-splajn
plochu 2. Aplikace bude probíhat po částech s ohledem na přesnost a náročnost výpočtu. Na
obrázku 25 vidíme část mračna proloženého B-splajn plochou.

(a) Částečné proložení bodů (b) Detail

Obrázek 25: Aplikace B-splajn plochy na reálná data
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3.2 T-splajny
V této kapitole byla použita stejná data jako v 3.1.1, ale nyní na ně byl aplikován algoritmus pro
tvorbu T-splajn ploch. Pro načtení dat ze souboru byl použit zdrojový kód 4. Pouze uspořádání
bodů proběhlo odlišně, jelikož je nutné jim dodat informaci o tom, ve kterém řádku a sloupci
se nachází. To bude poté využito při generování uzlových vektorů ve skriptu 5. Použili jsme
data doplněná na pravidelnou mřížku (obrázek 24), což je T-mesh bez T-spojů. Je nutné dodat,
že zpracovávána byla jen část bodů celkového skenu a navíc ve 2D. Pro celý objekt by byl
skript významně náročnější a nad rámec této práce.
Vzhledem k tomu, že T-splajn plocha má možnost mít mřížku bodů nepravidelnou, prázdné
políčka v obrázku nebudou působit problémy.
Skript 5 popisuje přiřazování uzlových vektorů jednotlivým bodům. Jedná se o směr 𝑢, tedy
vodorovný. U směru 𝑣 je postup podobný, pouze je třeba body seřadit podle souřadnice 𝑥 a
použít permutační matici, abychom měli na konci vektory ve správném pořadí pro vstup do
skriptu.

Zdrojový kód 5: Generování uzlového vektoru u
s i z e p = s i z e ( p ) ; %vek t o r p zn a c i poce t bodu v kazdem radku
m=1 ;
f o r i = 1 : ( s i z ep −1 )

vektorU=uz l vek ( p ( i ) , 3 ) ;
k =1 ;
f o r j =m:m+p ( i ) −1

U( j , 1 : 5 ) = vektorU ( k : ( k + 4 ) ) ;
k=k +1 ;

end
m=m+p ( i ) ;

end

Nyní je již pouze aplikována funkce pro tvorbu T-spline plochy (strana 23). Výstupy z pro-
gramu vidíme na obrázku 26.

(a) Částečné proložení bodů (b) Detail

Obrázek 26: Aplikace T-splajn plochy na reálná data

Kdybychom chtěli aplikovat funkci pro výpočet na neupravená data, struktura plochy se roz-
padne (obrázek 27 ). Nebudou totiž dodržena pravidla pro tvorbu T-mesh. Tato skutečnost
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značně komplikuje aplikaci T-splajnů na reálné body ze skeneru, jak se zmíníme v závěru této
práce.

Obrázek 27: T-splajn na reálných datech ze skeneru

3.3 Využití B-splajn a T-splajn ploch a jejich srovnání
V této sekci zdůrazníme využití B-splajn a T-splajn ploch v nejrůznějších odvětvích. Dále se
pokusíme se o jejich srovnání jak z hlediska časové, tak výpočetní náročnosti a budeme dis-
kutovat, která je v určité situaci vhodnější.

Využití

Přestože byly B-splajny představeny před více než 50 lety, jejich využití exponenciálně vzrostlo
v devadesátých letech, kdy jejich rozvoji pomohly hlavně výkonné počítače. Nyní jsou využí-
vány například k odstranění šumu v obraze, tedy k vyhlazení křivek, o čemž pojednává článek
[11]. Dalším odvětvím, kde se s plochami setkáme, je atomová a molekulární fyzika. Zde jsou
využívány například i díky relativně malému počtu bázových funkcí, které jsou potřeba, aby
bylo dosaženo požadované přesnosti. Tím je šetřena paměť počítače a výpočty jsou rychlejší.
Více v [12]. Nakonec uvedeme ještě využití ve výpočtech fluidní dynamiky, které je zmíněno
v [13].
T-splajny jsou zahrnuty do spousty modelovacích softwarů jako je Autodesk Inventor, Auto-
desk Fusion 360 nebo Rhinoceros. Například ve zmiňovaném Fusion 360 se nachází předdefi-
nované modely složeny z několika T-splajn ploch (obrázek 28), které lze modifikovat (rotovat,
posouvat, …). Přitom je zachována jejich naváznost. Více v [14]

Obrázek 28: Ukázka z Fusion 360 [14]
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Srovnání výpočetní náročnosti B-splajn a T-splajn ploch

Nejdříve srovnáme obě plochy z hlediska trvání jejich výpočtu. Na obrázku 29a vidíme, že pro
jemnější kroky, tedy 0.02 a menší, je trvání programu u T-splajnů výrazně pomalejší. Pro větší
kroky (obrázek 29b) už jsou časy srovnatelné, konkrétně pro B-splajny téměr o půl sekundy
kratší.
Nevýhodou T-splajnů, která také výrazně ovlivní dobu výpočtu, je generování uzlových vek-
torů. Pro každý bod potřebujeme dva uzlové vektory. Narozdíl od B-splajnů, kde potřebujeme
dva uzlové vekotory ve směru𝑢 a 𝑣 pro celou mřížku bodů dohromady. Nutno zmínit také pro-
blematiku uspořádání reálných dat do T-mesh, aby byla dodržena obě pravidla pro její tvorbu
(kapitola 1.4.2). Nelze totiž použít neuspořádané body ze skeneru jako řídicí mřížku. Proto jsou
zřejmě v modelovacích softwarech plochy předdefinované a vztahy mezi body pevně nasta-
vené.
Naopak výhodou T-splajnů je určitě jejich menší náročnost na počet řídicích bodů, které mů-
žeme právě díky vlastnostem T-mesh značně redukovat. Také přidávání bodů bude méně ná-
ročné, protože nemusíme přidáním jednoho bodu doplnit i celý nový řádek nebo sloupec.
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Obrázek 29: Srovnání časové náročnosti výpočtu B-splajn a T-splajn ploch.
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4 Závěr
V této bakalářské práci jsme se zaměřili převážně na nastudování problematiky týkající se
B-splajn křivek a ploch a jejich rozšíření na T-splajn plochy konstruované na nepravidelné
síti bodů. Dále bylo cílem vytvořit program na proložení bodů těmito plochami a otestovat
funkčnost a využití na reálných datech získaných 3D skenováním.

V první kapitole jsme položili teoretický základ týkající se matematických vlastností výše zmi-
ňovaných ploch. Seznámili jsme se s uzlovými vektory a bázovými funkcemi, které jsme ově-
řili konkrétním příkladem. Definovali jsme si pravidla pro konstrukci T-mesh, tedy zmiňované
nepravidelné síťě bodů a popsali tvorbu uzlových vektorů pro body v T-splajn mřížce.

Druhá kapitola se zabývala implementací algoritmů pro tvorbu ploch v softwaru Matlab. Srov-
nali jsme časovou náročnost výpočtu pro různou jemnost kroku a zjistili, že výpočet B-splajn
ploch můžeme obecně prohlásit za rychlejší (podrobnosti v sekci 3.3).

Třetí kapitola se zabývá využitím těchto poznatků na data získaná na 3D skeneru. Nejdůleži-
tější bylo data upravit tak, abychom na ně mohli algoritmus použít. Samotný výpočet potom
proběhl úspěšně. Závěrem této kaitoly zmiňujeme především využití těchto ploch v různých
odvětvích. U B-splajnů jde například o fluidní dynamiku, u T-splajnů o různé modelovací soft-
wary. Dále se zde snažíme shrnout výhody a nevýhody jejich použití.

Do budoucna ještě určitě stojí za zmínku například úprava reálných bodů získaných skene-
rem do T-mesh. Museli bychom rozlišit, které chybějící body bude třeba doplnit, což by značně
komplikovalo celý algoritmus. To ale bylo nad rámec této práce a ráda bych se tomu do bu-
doucna věnovala podrobněji.
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