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Anotace

Bakalarska prace se zabyva predstavenim vybranych maticovych rozkladt a jejich apli-
kacemi. Konkrétné je pozornost vénovana LU rozkladu, Moore-Penroseové inverzi a
SVD rozkladu. Kazdy z rozkladua je popsan na teoretické urovni, nasledné je uveden
algoritmus pro jeho vypocet a dédle jsou pak predstaveny vybrané aplikace, jejichz po-
uziti je ukdzano na Teseni rtiznych prikladi a demonstracnich tloh. Soucésti prace je

také implementace popsanych algoritmt a aplikac¢nich tloh v prostfedi MATLAB.

Annotation

Title: Matrix factorization

This bachelor thesis deals with the presentation of selected matrix factorizations and
their applications. Specifically, attention is aimed at the LU factorization, the Moore-
Penrose inverse and the singular value decomposition. Each of the factorizations is de-
scribed on a theoretical level, subsequently, an algorithm for its computation is stated
and then its selected applications are presented and demonstrated on solving different
problems and examples. The described algorithms and applications are also implemen-
ted in the MATLAB environment.
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1 Uvod

Maticové rozklady tvori jednu ze skupin maticovych vypocti, které jsou soucasti ob-
lasti matematiky nazyvané numerickd matematika ¢i numericka analyza. Maticové roz-
klady obecné spocivaji v rozlozeni matice na soucin nékolika matic, které maji urcité
specifické charakteristiky (naptiklad se mize jednat o matice diagondlni, horni ¢i dolni
trojuhelnikové, ortogondlni apod.), pricemz by toto mélo umoznit jednodussi reseni

urc¢itého problému ¢i tlohy. Pro zajimavost, maticové rozklady se objevily i v seznamu

vvvvvv

Cilem préace je predstavit nékteré vybrané maticové rozklady, kromé teoretického po-
pisu uvést i algoritmy pro jejich vypocet a zamérit se na jejich praktické aplikace.
Snahou je také popsané algoritmy implementovat v prosttedi MATLAB a stru¢né na-
stinit jejich nékteré numerické aspekty. Cilem vsak neni provést podrobnou numerickou
analyzu téchto algoritmi. Poslednim tkolem je predvést zminéné aplikace rozkladi na

feseni raznych demonstracnich prikladt a tloh, opét za vyuziti prosttedi MATLAB.

Prvni ¢ast préace se vénuje pripomenuti zakladnich pojmu linearni algebry, které budou

stézejni pro cely nasledujici text.

Druhé cast jiz predstavuje jeden z nejznaméjsich maticovych rozkladi — LU rozklad,
spolu s nim popisuje Gaussovu elimina¢ni metodu a dale zminuje jeho pouziti pii te-
seni soustav linearnich algebraickych rovnic, vypoctu inverzni matice a determinantu

matice.

Dalsi kapitola se zamétuje na Moore-Penroseovu inverzi, ktera sice neni rozkladem
v pravém slova smyslu, ale tizce souvisi s popisovanou problematikou. Kapitola uvadi
dvé metody jejitho vypoctu a zabyva se také vyuzitim pii feSeni problému nejmensich

¢tvercu.



Posledni kapitola prace prezentuje SVD rozklad, ktery je fazen mezi nejdiilezitéjsi na-
stroje maticovych vypocti. V souvislosti s jeho vypoc¢tem jsou predstaveny dalsi dva
maticové rozklady — spektralni rozklad a QR rozklad. Na zavér je vysvétleno pouziti
SVD rozkladu napriklad pri vypocétu nékterych vlastnosti matic, aproximaci matice
matici nizsi hodnosti, feseni 1iloh o nejmensich ¢tvercich a vypoctu Moore-Penroseovy
inverze, TeSeni ill-posed problémi nebo pti analyze hlavnich komponent, nékteré apli-

kace jsou predvedeny na tlohach z oblasti zpracovani obrazu.



2 Zakladni pojmy linearni algebry

Na zacatek bude pripomenuto nékolik zakladnich pojmt linedarni algebry, které se pro-
linaji celym textem. Dalsi pojmy budou vysvétlovany postupné, vzdy na misté, kde
s nimi bude v textu pracovano. Mnozstvi ostatnich definic ¢i vét véetné jejich odvozeni
a dikazu lze nalézt v ruznych textech vénujicich se linedrni algebre, naptiklad v [1],

[5], [8], [21], které poslouzily jako hlavni zdroje pro tuto kapitolu.

2.1 Matice

2.1.1 Definice matice a vektoru

Definice 2.1.1. Obdélnikové schéma sestavené z realnych cisel

aix Qa2 - Qip

21 Q22 -+ Q2pn
A =

Am1 Qm2 = Amp

se nazyva (redlnd) matice typu m x n.

Matice budou znaceny velkymi pismeny, prvek matice A nachézejici se na pozici ij
bude zapisovan jako a;;. Pro oznaceni i-tého rddku matice A bude pouZzit symbol A;, a
obdobné pro j-ty sloupec A,; popf. a;. Symbol R™*™ oznacuje mnozinu vSech redlnych
matic typu m X n, text je omezen pouze na realné matice, ackoli vétsinu uvedeného
by bylo mozné zobecnit i na matice komplexni. Pokud m = n, jedna se o ¢tvercovou

matici radu n.



Definice 2.1.2. Matice typu n x 1 se nazyva n-rozmérny aritmeticky sloupcovy vektor

T
T2
T = ,
Tn
radkovy vektor je matice typu 1 x n
mT = ('Tl $2 “ e xn> .

Vektory budou v textu oznacovany malymi pismeny. Pro mnozinu vsech realnych

n-rozmérnych vektorti je pouzit symbol R™.

2.1.2 Specialni typy matic, inverzni matice, determinant

Nasledujici pojmy se tykaji pouze ¢tvercovych matic. Pojmy z definice 2.1.3 budou
v kapitole 5 analogicky pouzity i pro matice obdélnikové tak, jak je tomu napriklad
v [21].
Definice 2.1.3. Necht A € R™" je ¢tvercova matice radu n. Matice A se nazyva

1. horni trojihelnikova, je-li a;; = 0 pro ¢ > j,

2. dolni trojihelnikova, je-li a;; = 0 pro i < j,

3. diagondlni, je-li a;; = 0 pro ¢ # 7,

,7=1,...,n.

Dalsim diilezitym pojmem je reguldrni matice a s ni spojena inverzni matice. Mozné

definice téchto pojmu jsou nasledujici:

Definice 2.1.4. Necht A € R™" je ¢tvercova matice fadu n. Matice A se nazyva

regularni, jestlize existuje matice B € R™" takova, ze
AB =BA =1, (2.1)

kde I je jednotkova matice radu n.

Ctvercové matici, ktera neni regularni, se fika singularni matice.



Definice 2.1.5. Matice B € R"*" z ptredchozi definice 2.1.4 se nazyva inverzni ma-

tice k matici A a zna¢i se symbolem A~'. Vztah (2.1) Ize pfepsat do podoby
AATT=ATA=1

Nékteré dalsi vlastnosti charakterizujici regularni matice shrnuje véta 2.2.1 na konci

této kapitoly.

Poslednim pojmem vztahujicim se k maticim, ktery bude v této c¢asti definovan, je
determinant matice. Vlastni definici determinantu predchazi zavedeni pojmi permu-

tace mnoziny a znaménko permutace.

Definice 2.1.6. Necht M je konetna mnozina. Permutaci mnoziny M se nazyva

kazdé vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny M na mnozinu M.
Casto se uvazuje kone¢na mnozina M = {1,2,...,n}, pak se permutace p zapisuje jako
1 2 .. n
p= )
CL]_ 0/2 ... an
kde ¢isla a; € M a pro vSechna i € M plati p(i) = a;.

Definice 2.1.7. Usporadana dvojice (a;, a;) se nazyva inverze v permutaci p, jestlize

i < j a zarovell a; > a;. Je-li |p| pocet vSech inverzi v permutaci p, pak se ¢islo

signp = (—1)"

nazyva znaménko permutace p.

Definice 2.1.8. Necht A € R™*" je ¢tvercova matice fadu n. Determinant matice
A se nazyva cislo
det(A) = Z SIgND A1p, Aop, * * * Anp,
p

kde se scitd pres vSech n! permutaci p = (p1,p2,...,p,) indexové mnoziny sloupci
{1,2,...,n}.

2.1.3 Normy vektori a matic

V textu budou pouzity tyto dvé normy:

Euklidovska norma vektoru € R"

" 1/2
lalls = (Z |xi|2)

=1
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Frobeniova norma matice A € R™*"

. 1/2
|AllF = (ZZ |%‘|2)

i=1j=1

2.2 Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Definice 2.2.1. Soustava m linearnich algebraickych rovnic o n neznamych je

soustava ve tvaru

a1y + ajpxe + - - + a1, T, = by,

2171 + Qg% + -+ + G2p Ty = bo,

Am1T1 + AmaTs + - -+ ATy, = bm

Pro zapis soustavy linearnich algebraickych rovnic se ¢asto pouziva maticovy tvar

Ax =0,
kde
ail Q12 A1n 1 by
A — 21 A22 A2n, z= T2 b= by
Am1 Am2 ' Qmp T bm

Matice A se nazyva matice soustavy, & vektor neznamych, b vektor pravych stran. Je-li

b = 0, hovoti se 0 homogenni soustave, v opacném pripadé o soustavé nehomogenni.

Specialnim piipadem je soustava, kde matice A je ¢tvercova, tj. m = n, a navic regu-
larni. K reSeni téchto soustav se vztahuje kapitola 3. Nasledujici véta shrnuje nékteré

charakteristiky, které plati pro reguldarni matice, viz [5, s. 34].

Véta 2.2.1. Necht A € R™" je ctvercova matice ridu n. Potom ndsledujici turzeni

jsou ekvivalentni:
1. A je requldrni;
2. radky A jsou linedrné nezdvislé;

3. sloupce A jsou linedrné nezavislé,



4. det(A) # 0,
5. existuje A7';
6. pro kazdé x € R", x # 0, je Ax # 0;

7. pro kazdé b € R™ md soustava Ax = b praveé jedno resend.

2.2.1 Prima a zpétna substituce

V souvislosti s hleddnim feseni soustav linearnich algebraickych rovnic se casto vy-
skytuji pojmy primé a zpétné substituce. Zpétnou substituci lze snadno nalézt Teseni
soustavy s matici v hornim trojihelnikovém tvaru. Necht Uz = b je soustava linear-
nich algebraickych rovnic, kde U € R™*" je regularni horni trojihelnikova matice. Pro
posledni slozku vektoru feSeni x plati x,, = b, /u,, a dile lze vyuzit vztah

n
b — 220 gt1 UkjTj

Y

T =

Uk
prok=n—1,n—2,..., 1. Z regularity matice U plyne, zZe vSechny diagonalni prvky

Uk jsou nenulové.

Algoritmus zpétné substituce je shrnut v néasledujicim vypisu. Pro definici hodnot fi-
dici proménné for cyklu je pouzito tzv. ,,dvojteckové znaceni® typické pro MATLAB.
Konstrukce a : b : ¢ predstavuje vektor o slozkach a,a + b,a + 20b, ..., c, pokud b neni

specifikovano, je rovno 1.

Algoritmus 1 Zpétna substituce

Vstup: Horni trojihelnikova matice U € R™*", vektor b € R"
Ty = by [ Uy
fork:=n—-1:-1:1
s = by
for j.=k+1:n
5= 8 — Up;T,
end
T = S/ Uk

end

Podobné pro soustavu Lz = b s regularni dolni trojihelnikovou matici L existuje

algoritmus primé substituce.



Algoritmus 2 Piima substituce

Vstup: Dolni trojihelnikova matice L € R™*™, vektor b € R"
xy = b/l
for k:=2:n
s = by
for j:=1:k—1
5= 85— lpx;
end
T = 8/lgk

end




3 Gaussova eliminac¢ni metoda

a LU rozklad matice

Kapitola podrobnéji popisuje vyuziti Gaussovy eliminace pro prevod regularni matice
na matici v hornim trojtihelnikovém tvaru, a tedy jako nastroj pro vypocet LU rozkladu.
Nejprve je uveden algoritmus prosté Gaussovy eliminace, a poté algoritmus Gaussovy
eliminace s ¢astecnou pivotaci. V aplikacni ¢asti je ukazano pouziti LU rozkladu pro
feseni soustav linedrnich algebraickych rovnic, vypocet inverzni matice a determinantu
matice. Teoreticka ¢ast byla zpracovana podle [5], [7], [10], [15] a [18], aplikacni vychézi
z [5], [6] a [18].

3.1 Teoreticka vychodiska a vypocet LU rozkladu

Gaussova eliminacni metoda (GEM) je jednou z nejznaméjsich primych metod feSeni
soustav linearnich algebraickych rovnic. Jeji postup obecné spociva v prevedeni pi-

vodni soustavy na soustavu s matici v fadkové odstupnovaném tvaru.

Definice 3.1.1. Matice A € R™*" je v fadkové odstupnovaném tvaru, jestlize
plati:
1. obsahuje-li i-ty radek samé nuly, pak vsechny fadky pod i-tym radkem jsou také

nulové,

2. je-li v i-tém tadku prvni nenulovy prvek v j-tém sloupci, tj. na pozici ij, pak
vsechny prvky, které lezi v prvnich j sloupcich a soucasné pod i-tym radkem, se

rovnaji nule.

Pozndamka 3.1.1. Odstupriovany tvar matice byva také oznacovan jako REF (tvar) z an-

glického ,row echelon form*



Poznamka 3.1.2. Pocet nenulovych radki matice A v odstupnovaném tvaru se nazyva

hodnost matice a bude znac¢en rank(A).

K prevodu matice do odstupnovaného tvaru slouzi elementarni radkové ipravy. Matice
ziskand z puvodni matice elementarnimi radkovymi ipravami je s touto puvodni matici

radkové ekvivalentni. Vice v [5, s. 35].

Definice 3.1.2. Za elementarni radkové tpravy matice se povazuje:
1. vyména dvou fadka matice,
2. vynasobeni radku matice nenulovym ¢islem,

3. pricteni nasobku néjakého radku matice k jinému fadku matice.

3.1.1 Prosta Gaussova eliminace a definice LU rozkladu

Necht A € R™*" je regularni matice

0 () (0 (0)

ayy Qg Gz - A
0 0 0 0
ay) a¥) ayy - af)
JRPNCI R N
ay aly aly - al)

Poté 1ze Gaussovu eliminaci provést v nasledujicich krocich, ptricemz bude prozatim
vyuzito pouze radkovych operaci typu 3.
Cislo v hornim indexu prvku a;; vyjadiuje, pokolikaté je prvek v matici ulozen na po-

zici ij.

Krok 1
Pokud aﬁ) # 0, je mozné eliminovat poddiagonalni prvky v prvnim sloupci matice
A odeétenim mi; = a! /al9 nésobku prvnfho fadku od i-tého fadku, i = 2,...,n.

Vysledkem je matice

) () (0 (0)

ayy Qg Q13 - Ay
0 alf o) ol
NI N
0 aly aly - al})



Krok 2
Obdobné pokud a%) +£ 0, poddiagonalni prvky druhého sloupce matice AM) lze elimi-

novat odectenim mss = a'%) /aly) nasobku druhého Fadku této matice od i-tého Fadku,

1t =3,...,n. Obdrzi se matice
ol ai) aid - af
1 1 1
0 aéQ) ag3) agn)
2 2
A® =1 0 0 a§3) agn)
0 0 af - a?

Krok k

Matice A*~ ziskana po k — 1 krocich m4 tvar

0) (0) (0) (0)

aiy Qig 0 Qo ot Gy
1 1 1
0 A ) o)
A(k*l) _ . .
0 0 - b g
0 0 PR a;k;g_l) PR a/"(l];*l)

Obecny k-ty krok spociva v eliminaci poddiagondlnich prvkt k-tého sloupce matice
A®D odectenim my, = o'tV /a7 ndsobku k-tého fadku od i-tého fadku, i =

k+1,...,n, opét za predpokladu, ze angl) # 0.

Poznamka 3.1.3. Prvek a,glz_l) na hlavn{ diagonale matice A*~ se nazjvé pivot. Cislu

Mk = ag,lz_l) / a,(!;;_l) se Tika multiplikator (nasobitel).

Krok n —1
Po provedeni n — 1 kroki Gaussovy eliminace se matice nachazi v hornim trojihelni-

kovém tvaru
(0) (0) (0) (0)

ayy Q2 Gz 0 Gy

1 1 1

0 agz) ag3) T agn)

APD =1 0 0 ag? e aéi)
0 0 0 ... g1

nn

Déle bude pro tuto matici pouzivano oznaceni U (z anglického ,upper triangular).

11



Kazdou radkovou tpravu lze reprezentovat nasobenim prislusnou matici zleva. Pokud
L; bude oznaceni pro matici reprezentujici ipravy provedené v prvnim kroku Gaussovy
eliminace, Ly bude odpovidat druhému kroku, az postupné L,,_; bude reprezentovat
krok n — 1, tedy krok posledni, vyslednou horni trojihelnikovou matici U je mozné

zapsat jako soucin

U - Ln,1 e LQLlA, (31)
Ly, k = 1,...,n — 1, je dolni trojihelnikova matice vyjadiujici k-ty krok Gaussovy
eliminace

1 0 0 --- 0

0 1 0 --- 0

L, = ,
—Myet1k 1 0

0 -+« —my 0 - 1

kde m;, = aEZﬁl)/a,(szl), i=k+1,...,n.

Rovnici (3.1) je mozné pfepsat do tvaru
—1p -1 -1
A. - L]. L2 ct Ln—lU7
a pokud bude zavedeno L = L;'L;'--- L', ziskand matice L bude v dolnim troj-

thelnikovém tvaru (oznaceni L z anglického ,lower triangular®), na hlavni diagondle

bude obsahovat jednicky a pod diagonédlou ptislusné multiplikatory.

1 0 o --- 0

moq 1 0 - 0
L=|ms m3p 1 -+ 0
Mp1 Mp2 Mp3 - 1

Vysledny zapis rovnice (3.1) mé tvar
A =LU.

Podrobné odvozeni véetné dikazi se nachazi v [5, s. 92].

Definice 3.1.3. Necht A € R™*" je regularni matice. Rozklad tvaru
A =LU,

kde L je dolni trojihelnikova matice s jednotkovou diagonalou a U je horni trojuhel-

nikova matice, se nazyva LU rozklad matice A.

12



3.1.2 Gaussova eliminace a LU rozklad s pivotaci

Doposud bylo predpokladano, ze vsechny naznacené kroky Gaussovy eliminace lze pro-
vést, tedy Ze v zadném z nich nebude a,(f,i_l) =0prok=1,...,n—1. Obecné vsak
regularita matice splnéni této podminky nezarucuje. Pokud v priibéhu eliminace tato
situace nastane, fadek k£ neni mozné k eliminaci vyuzit a je nutné nalézt fadek r, kde

(k b 7é 0 ar >k, atyto radky prohodit. Je-li matice regularni, lze takovyto radek

nalezt vzdy.

K vypocétu jiz tedy nestaci pouze vyuziti radkovych operaci typu 3, ale je nezbytné
vyuzit i typ 1. Stejné jako v predchozi tvaze i vyménu dvou radki matice lze repre-
zentovat pomoci nasobeni matice vhodnou matici zleva. Takovato matice je popsana

v nasledujici definici.

Definice 3.1.4. Matice P € R™*", ktera vznikla z jednotkové matice zménou poradi
radki (nebo sloupcti), se nazyva permutacni matice. Jedna se o matici, kterd v kaz-

dém tadku a kazdém sloupci ma prave jeden prvek rovny 1, ostatni prvky jsou nulové.

Véta 3.1.1. Necht A € R™" je requldrni matice. Potom existuje permutacni matice

P, dolni trojuhelnikovda matice L a horni trojuhelnikova matice U tak, Ze

PA =LU.

Diikaz je uveden v [5, s. 102].
Vymeéna radk matice nemusi byt vyuzita pouze k vyhnuti se situaci, kdy pivot a,i’;‘”
bude nulovy. Cisté matematicky (v pfesné aritmetice) nemé vyména fadkt matice
zadny vliv na obdrzené vysledky. Z numerického hlediska (v konecné aritmetice) vSak
vhodné zvolené poradi fadkt matice mize vést k omezeni siteni zaokrouhlovacich chyb
a tim k zpresnéni vysledku. Snahou tedy je, aby multiplikdtor m;, = a(k 2 / akk 2 byl
v absolutni hodnoté co nejmensi. Toho lze docilit tak, ze v kazdém kroku vypoctu
k=1,...,n—1 bude preusporadano n — k + 1 radku tcastnicich se eliminace tak, aby
byl jmenovatel zlomku a,i’;‘” v absolutni hodnoté co nejvétsi. Je tieba nalézt index [
takovy, aby

)l

Y

aff ™ = max Jalt™

9eeey

(k—1)

k-ty a [-ty taddek matice A se vzajemné zaméni a pokracuje se standardnim po-

stupem. Stejnym zpusobem je ovsem tireba prohodit fadky ve vznikajici matici L, do
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niz se ukladaji jednotlivé multiplikatory. Zaroven je ziejmé, ze diky vybéru pivota jsou

vSechny prvky matice L v absolutni hodnoté mensi nebo rovny jedné.

Vyse zminény postup popisuje algoritmus Gaussovy eliminace (LU rozkladu)

s Castecnou pivotaci (nékdy se hovori téz o sloupcovém vybéru hlavniho prvku).
(k=1)
]

se Tadky i sloupce matice, jednalo by se o Gaussovu eliminaci resp. LU rozklad s iplnou

Pokud by byl pivot vybiran ze vSech prvka a pro 4,5 = k,...,n a prohazovaly by

pivotaci.

Jen pro uplnost, LU rozklad lze uvazovat také pro singularni ¢i obdélnikové matice,

vice napiiklad v [15].

Nésledujici priklad ilustruje algoritmus Gaussovy eliminace resp. LU rozkladu s vy-

uzitim castec¢né pivotace.

Priklad 3.1.1. Uréeme LU rozklad matice

2 4 =3
A=16 4 1
3 0 =2

Reseni. Krok 1
Nejprve je v prvnim sloupci matice A nalezen prvek (pivot) s nejvétsi absolutni hodno-
tou, kterym je ¢islo 6 v druhém radku. Dojde tedy k vyméné prvniho a druhého radku,

coz lze reprezentovat nasobenim permutacni matici

01
P1: 1 O
0 01

Obdrzi se matice
6 4 1

3 0 =2
Nyni lze spocitat prislusné multiplikatory a eliminovat poddiagonalni prvky prvniho

sloupce této matice. Provedené tipravy jsou reprezentovany nasobenim matici

1
L = |—

o = O
— O O

N—= Wl

14



Vysledkem je matice

wloo >
—_

LP,A =

oS O O

plo |3

9 _
Krok 2

Opét je nejprve mezi prvky druhého sloupce této matice (% a —2) hledan pivot s nejvétsi
absolutni hodnotou. Je jim ¢islo % nachazejici se v druhém radku. Vyména tedy neni
nutnd a lze rovnou vypocist multiplikdtor a provést eliminaci prvku pod pivotem.

Upravam odpovidé nasobeni matici

1

Blw = O

Vysledna horni trojihelnikova matice je jiz hledanou matici U

6 4 1
L.LiP;A =10 % —13—0 =U.
00 =5
Pro matice L a P plati
1 0
L=L{'Ly' = (; 1 :

r 3
2 1
010
P=P,=|100
0 01

Vysledny LU rozklad lze zapsat dle véty 3.1.1 ve tvaru PA = LU, tedy

01 0\ (24 -3 1 0 0\ (64 1

— 8 0
1 0o0f[f64 1= 1 offo & -1
001)\30 -2 3 ) \0 0 -5

Numericky pohled na vypocet LU rozkladu

Jak jiz bylo naznaceno, numerické vypocty maji sva urcita specifika oproti ,klasic-
kym* matematickym vypoctim v presné aritmetice. PTi tvorbé programu je nutné vzit
v potaz otazku ¢asové narocnosti vypoctu, paméfovych narokt ¢i presnosti ziskanych
vysledkt. Obecnymi charakteristikami a problémy, které provazeji numerické vypocty,

se zabyva naptiklad [15], [29].
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Analyza a popis numerickych vlastnosti algoritmt Gaussovy eliminace a LU rozkladu
byvaji v odbornych textech casté, v praci proto nebudou podrobnéji uvadény, ale za-

stoupeny pouze odkazy na literaturu.

Pro vypocet LU rozkladu se v praxi obvykle pouziva Gaussova eliminace s ¢astecnou
pivotaci. Uplnd pivotace sice obecné vede k lep$im (presnéjsim) vysledkium, avsak za
cenu vyssi ¢asové narocnosti. Mimoto existuji také t¥idy matic, pro které neni pivotace
nutna (permutacni matice by byla matici jednotkovou), a naopak matice, u kterych ani
vyuziti pivotace nepomiize ziskat presnéjsi vysledky. O problematice zaokrouhlovacich
chyb a numerické stability Gaussovy eliminace, vypocetni slozitosti ¢i riznych strate-

giich pivotace vice pojednavéa naptiklad [10], [15].

Z pohledu hospodareni s paméti neni nutné ukladat zvlast matici L, U a P, ale ma-
tice U postupné prepisuje prvky vstupni matice A a zaroven jsou do jeji poddiago-
nélni ¢asti ukladany prislusné multiplikdtory (prvky matice L). Diagondla matice L je
vzdy jednotkova, a tedy neni tieba ji ukladat. Dale lze permutacni matici P nahradit
permuta¢nim vektorem p, ktery bude reprezentovat zménu potradi radkt matice jako
permutaci Cisel 1,...,n (n je Tdd matice A). Toto v disledku vede nejen ke sniZeni

pamétové narocnosti, ale i ¢asové. Uvedené tivahy shrnuje algoritmus 3.

Posledni pozndmka k vypoctu LU rozkladu se tyka potradi cykli v zépisu algoritmu.
V algoritmu 3 jsou cykly uvedeny v poradi kij, toto poradi lze vSak preusporadat a
odvodit tak dalsich pét variant zapisu algoritmu LU rozkladu, které se lisi svou efek-

tivitou v zavislosti na pouzité architekture pocitace. VSechny varianty jsou uvedeny

v [7].
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Algoritmus 3 LU rozklad s ¢astecnou pivotaci

Vstup: Reguldrni matice A € R™"
p=1:n
fork:=1:n—-1
Nalezni [ tak, aby |a;| = max;—k. ., ||
if a, =0
Chybové hldseni(Matice A je singuldrni.)
Ukonci
end
Ao <> Ao
Pk <> Du
fori:=k+1:n
m = ./ ay,
for j:=k+1:n
Qjj 1= Qj — M- Qg
end
Qi == M
end
end
if a,, =0
Chybové hlaseni(Matice A je singuldrni.)
Ukonci

end

Implementace tohoto algoritmu v MATLABu je uvedena v priloze A.1.1.

3.2 Aplikace LU rozkladu

V nasledujici ¢asti textu jsou predstaveny nejznaméjsi aplikace LU rozkladu, zdrojové

kody jejich implementaci lze nalézt v priloze A.1.2.

3.2.1 Reseni soustav linearnich algebraickych rovnic

Hlavni vyuziti LU rozkladu spoc¢iva v teSeni soustav linearnich algebraickych rovnic.

Necht je zadana soustava Ax = b a A € R™" je regularni. Dle véty 3.1.1 lze nalézt

vhodnou permutacni matici P tak, ze matice PA ma LU rozklad. Pak soustava Axz = b
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je ekvivalentni soustavé PAx = Pb (zména poradi rovnic soustavy je elementarni ope-
raci, kterd zachovavd mnozinu feSeni). A protoze PA = LU, soustavu lze prepsat do
tvaru LUz = Pb.

JelikoZz A je regularni, soustava Ax = b mé pravé jedno teseni (viz véta 2.2.1). Pri

znamém LU rozkladu lze toto feSeni « nalézt v néasledujicich krocich:
1. Vyfeseni soustavy Ly = Pb pomoci pfimé substituce (algoritmus 2).

2. Vyfeseni soustavy Uz = y pomoci zpétné substituce (algoritmus 1).

Oproti feseni soustav rovnic Gaussovou eliminaci prinasi LU rozklad vyhodu v situaci,
kdy je tfeba vyresit vice soustav rovnic se stejnou matici soustavy A, ale pokazdé
s jinym vektorem pravych stran b. LU rozklad matice A staci vypocitat jen jednou,
a poté pro kazdy vektor b provést pouze dva vyse uvedené kroky. Neni tedy nutné

Vv

pouziti klasické Gaussovy eliminace.

Reseni soustav rovnic je v praxi velmi casté. Jako demonstrace popsané¢ho postupu
reseni poslouzi néasledujici priklad, ktery pochézi ze starovéké ¢inské knihy Jiu zhang
suan shu (Matematika v deviti kapitolach), a je tak povazovan za nejstarsi zazname-

nanou tlohu vedouci k feseni soustavy rovnic.

Priklad 3.2.1. (prevzato z [16]) ,Mé&me 3 snopy lepsiho obili, 2 snopy stfedniho obili a
1 snop horsiho obili, obsah je celkem 39 dou. Méjme 2 snopy lepsiho, 3 snopy stfedniho
a 1 snop horstho, obsah je 34 dou. Méjme 1 snop lepsiho, 2 snopy stfedniho a 3 snopy
horsiho, obsah je 26 dou. Ptame se, kolik je obsah 1 snopu lepsiho, stfedniho a horsiho
obili? “

Reseni. Zadanou tlohu lze vyjadfit soustavou tif rovnic o tiech neznamych, kde z; je

obsah 1 snopu lepsiho obili, x5 stifedniho obili a x3 horsiho obili.

332'1 +2£IZ’2—|—.CE3 =39
2£U1 +3SB2+$3 =34
T +2[E2 +3ZL‘3 = 20

Této soustavé odpovidd maticovy zapis Ax = b.

3 2 1\ [z 39
2 3 1) |z|=|34
1 2 3) \z3 26
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Matice A ma LU rozklad

1 00\ /3 2 1

_TTIT — | 2 5 1

A=LU=|2 1 0|0 3 1
4

s 2 1)\0 0 2

Nejprve je pomoci algoritmu primé substituce vyfesena soustava Ly = b. Vysledkem

je vektor
39

y=138

33
5

V druhém kroku je zpétnou substituci nalezeno feSeni soustavy Ux = 1y, které je

hledanym resenim zadané ulohy.

Odpovéd zni: Obsah 1 snopu lepsiho obili je % dou, stfedniho obili 117 dou a horsiho

obili % dou.

3.2.2 Vypocet inverzni matice

Metoda A

Jak jiz bylo uvedeno v definici 2.1.5, pro reguldrni matici A € R™" a jeji inverzi A~

plati, 72 AA~! = I. Tato rovnost plati pravé tehdy, kdyz
~1
AA"] — 6],
pro kazdé j = 1,...,n. Tedy j-ty sloupec matice A~' lze ziskat jako FeSeni soustavy

Az =0, kde b je j-ty sloupec jednotkové matice I,; resp. e;.

Priklad 3.2.2. Naleznéme inverzni matici k matici A z prikladu 3.1.1,

2 4 =3
A=16 4 1
3 0 =2

Resend. Prvni sloupec inverzni matice A™! je FeSenim x soustavy Az = e;, neboli

2 4 =3 1
6 4 1 |xz=|0
3 0 =2 0
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Za vyuziti vyse popsaného postupu pro feseni soustavy rovnic a LU rozkladu matice

A spocteného v prikladu 3.1.1 je ziskano reseni

20

Obdobné druhy sloupec inverzni matice 1ze ziskat vyreSenim soustavy

2 4 -3 0
6 4 1 |(y=1]1
3 0 =2 0
Vysledkem je vektor feseni
0
Y= |16

3
20

A nakonec treti sloupec inverzni matice odpovida reseni soustavy

2 4 =3 0
6 4 1 [z=]0],
3 0 -2 1
kterym je vektor

1
5
z=|-1
1
5

0 10 5
1_ N O T T
A —(:13 Y Z)_ 16 16 1
3 3 _1

20 20 5

Kromé této metody uvadi Du Croz a Higham [6] dalsi postupy vypoc¢tu inverzni matice
pomoci LU rozkladu. Pro zjednoduseni bude v dalsim vykladu uvazovan LU rozklad
bez pivotace, A = LU.

Metoda B
7 vychoziho vztahu A™'A = I Ize odvodit maticovou rovnici

A'L=U"

a inverzni matici A~ ziskat jako jeji feSeni.
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Metoda C

Tato metoda vychézi z rovnice UA™'L = L. V kazdém kroku &k (pro k = n,n—1,...,1)
rekurzivniho vypoctu je spocitana c¢ast k-tého sloupce inverzni matice A,;ilm’k, cast
k-tého Fadku Ay .., a cslo Ayl

Budiz predpokladana nasledujici blokova reprezentace matic

A_l _ X — T11 .’1’5{2 7 L — 1 0 7 U= U111 ’l.llclr2 .
Ty X by Lo 0 Uy

P1i znamé submatici Xgs je zbytek matice X dopocitan takto

Ty = —Xaooby,
T T
Ty = —upXoo/Un1,

T
T11 = 1/U11 - w12l21-

Metoda D

Posledni metoda je opét zalozena na rovnici A~'A = I, ktera je upravena do podoby

Al=U"'L.

Clanek [6] obsahuje podrobnéjsi popis a analyzu uvedenych metod véetné jejich srov-
nani z numerického hlediska. Déale je zde uvedeno také nékolik algoritmi pro vypocet
inverzni matice k matici v hornim resp. dolnim trojihelnikovém tvaru, které je mozné

vyuzit pti implementaci metody B a D.

3.2.3 Vypocet determinantu matice

Dalsi aplikaci LU rozkladu je vypocet determinantu ¢tvercové matice A € R™*". Je-li

PA = LU, pak pro determinanty téchto matic plati
det(P) det(A) = det(L) det(U).

Déle bude vyuzito skutecnosti, Zze determinant trojihelnikové matice je roven soucinu
prvki na hlavni diagondle této matice (viz [21, s. 127]). Z toho vyplyva, ze det(L) =1
a det(U) = ujjugy « - - Upy. Determinant permutacni matice P je bud det(P) = 1, po-

kud P vznikla z jednotkové matice sudym poctem vymén fadkt, nebo det(P) = —1
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v pripadé, ze P vznikla z jednotkové matice lichym poctem vymeén radki.

Pro vypocet determinantu matice A lze psat vztah
det<A) = (_1)Tu11u22 c o Upp, (32)

kde r je pocet vymén radk béhem LU rozkladu.

Tento zptisob urceni determinantu je pouzitelny i pro matice vyssich rada, kdy vy-

pocet podle definice 2.1.8 jiz neni redlné proveditelny.

Priklad 3.2.3. Vy¢isleme determinant matice A z prikladu 3.1.1,

2 4 =3
A=16 4 1
3 0 =2

Resend. Opét bude vyuzito jiz spo¢teného LU rozkladu resp. matice U,

I
o O O
O wloo W~
=
o

a faktu, ze pTi vypoctu byla provedena jedna vyména radki.

Prislusné hodnoty staci dosadit do vztahu (3.2)

det(A) = (=1)! - 6 - i (—5) = 80.
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4 Moore-Penroseova inverze matice

Kapitola predstavuje pojem Moore-Penroseovy inverze matice, zminuje nékteré jeji
dilezité charakteristiky a uvadi dvé metody vypoctu. Déale popisuje jeji uplatnéni pti
feSeni problému nejmensich ¢tverctt. Cast kapitoly vénujici se definici a vlastnostem
Moore-Penroseovy inverze Cerpd z [3], [21] a [24], metody vypoctu byly zpracoviny
podle [3], [21] (metoda hodnostniho rozkladu) a [11], [21], [22] (Grevillav algoritmus).
Aplikaéni ¢ast vychézi z [5] a [7].

4.1 Teoreticka vychodiska a vypocet

Moore-Penroseovy inverze

4.1.1 Definice a vlastnosti Moore-Penroseovy inverze

V predchozi kapitole o LU rozkladu bylo pracovano pouze s maticemi, které byly regu-
larni. To, Ze je matice regularni, je ekvivalentni s tvrzenim, ze k dané matici existuje
matice inverzni (viz véta 2.2.1). Singularni ¢tvercové matice ¢i obdélnikové matice tedy
inverzni matici nemaji, ke kazdé matici vSak lze nalézt urc¢itou matici, ktera spliuje

vlastnosti charakterizované nasledujici vétou:

Véta 4.1.1. Pro kaZdou matici A € R™™ ezistuje prdvé jedna matice AT € R™™

s téemito vlastnostmsi:
1. AATA = A,
2. ATAAT = AT,
3. (AANHT = AAT,
4. (ATA)T = ATA.

Definice 4.1.1. Matice AT se nazjvd Moore-Penroseova inverze matice A.
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Pozndmka 4.1.1. Misto oznaceni Moore-Penroseova inverze matice se synonymné ho-
vori také o pseudoinverzi matice. Vlastnosti 1. — 4. z véty 4.1.1 se nazyvaji Penrose-
ovy podminky. Kromé Moore-Penroseovy inverze existuji jesté dalsi zobecnéné inverze,

které spliuji nékteré z Penroseovych podminek, vice o nich pojednéva napiiklad [3].

Dtikaz existence matice AT spo¢ivd v ukézéani, Ze pro matici AT plati Penroseovy pod-
minky, k tomu je mozné vyuzit hodnostni rozklad matice, ktery je podrobnéji popsan
dale v textu. Pfi dikazu jednoznacnosti matice Af se vychézi z predpokladu, Ze exis-
tuje néjakd matice A%, kterd také splituje Penroseovy podminky, a je dokdzéno, Ze

musf platit AT = A%, Provedeni téchto ditkazi je k nahlédnuti v [21, s. 42].

Vyuzitim Penroseovych podminek lze dokazat, ze Moore-Penroseova inverze spliuje

urcité vlastnosti (podrobnéji v [21, s. 114]). Véta charakterizuje nékteré z nich.

Véta 4.1.2. Moore-Penroseova inverze AT matice A € R™*™ md tyto vlastnosti:
1. AT = A7 je-li A ctvercovd reguldrni,
2. AT = (ATA)TAT md-li A linedrné nezdvislé sloupce,
3. AT = AT(AAT)"! md-li A linedrné nezdvislé vddky,

4. (ADF =A.

4.1.2 Metody vypocétu Moore-Penroseovy inverze

Pro vypocet Moore-Penroseovy inverze existuje vice metod. V této kapitole budou po-
psany dvé, prvni je zalozena na vyuziti hodnostniho rozkladu matice, druhou metodou
je algoritmus, ktery publikoval T. N. E. Greville v [11]. T¥eti zptusob vypoctu vyuziva-
jici SVD rozklad je uveden v ¢asti 5.2.3. Pro priklady dalsich metod vypoctu je mozné

nahlédnout do [3]. Implementace popsanych algoritmu jsou k vidéni v pifloze A.2.1.

Metoda hodnostniho rozkladu matice

Jesté nez bude definovan vlastni hodnostni rozklad, nejprve bude zaveden pojem redu-
kovany odstupnovany tvar matice. Pii aplikaci Gaussovy eliminac¢ni metody na regu-
larni matici A € R™" je v kazdém kroku k pro k = 1,...,n — 1, pokud a,(glzfl) = 0,
nutno nalézt fadek i, kde al(-,’z_l) # 0ai >k, as k-tym fadkem ho vyménit. Regu-
larita matice zarucuje, ze takovyto radek lze nalézt vzdy. Pokud je matice singularni,

nastane situace, kdy agl,:_l) = 0 pro vSechna 7 > k. Pro singuldrni nebo obdélnikové
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matice tedy Gaussovu eliminaci tak, jak byla popsana v predchozi kapitole, neni mozné
pouzit. Algoritmus lze ale mirné upravit. Pokud se v k-tém sloupci nenachézi nenulovy
pivot, bude pokracovano jeho hledanim v sloupci j, 7 > k. Dale bude misto Gaussovy
eliminace pouzita Gauss-Jordanova eliminac¢ni metoda, ktera se od Gaussovy eliminace
list tim, Ze v kazdém kroku eliminuje i prvky prislusného sloupce nachazejici se nad

pivotem (algoritmus 4). Vystupem je pak matice v redukovaném odstupnovaném tvaru.

Definice 4.1.2. Matice A € R™*" je v redukovaném odstupnovaném tvaru,

jestlize existuji 0 <r <mal <k <ky<--- <k, <n tak, zZe plati:
1. Ail:~~':Ai7ki,1:OaA.ki:eiproz'zl,...,r,

2. Ajg=0"proi=r+1,...,m.

Pozndmka 4.1.2. Pro redukovany odstupnovany tvar matice se pouziva také oznaceni

RREF (tvar) z anglického ,reduced row echelon form*.

7 definice vyplyva, ze prvni nenulovy prvek v tadku ¢ pro ¢ = 1,...,r je ¢islo jedna
nachézejici se v sloupci k; a vSechny ostatni prvky sloupce k; jsou nulové. Zbyvajici

radky » +1,...,m jsou nulové.

Pozndmka 4.1.3. Cislo r vyjadiuje hodnost matice, r = rank(A).

Algoritmus 4 Redukovany odstupniovany tvar matice
Vstup: Matice A € R™*"
k:=1;5:=1
while k <m and j <n
if ay=0prokazdéi>kal>j
Ukonci

end

Nalezni j := min{l;] > j,a; # 0 pro jisté i > k}
Urci a;; # 0,7 > k a vymén Tadky Age <+ Aje

Aje = %Ak.
for all i # k
Aje = A — aijAk:o
end
k=k+1;7:=7+1
end
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Lze dokazat [21, s. 40|, ze matice v redukovaném odstupnovaném tvaru ziskand popsa-

nym postupem, je uréena jednoznaéné, a je tedy mozné pro ni zavést oznaceni A’

Redukovany odstupniovany tvar matice je nasledné vyuzit pro vypocet hodnostniho

rozkladu.

Véta 4.1.3. Necht AR je redukovany odstupriovany tvar matice 0 # A € R™ ™. Potom
plati
A =BC, (4.1)

kde B € R™*" je matice o sloupcich Aeg,, ..., Aok, a matice C € R"™" sestdvd z prunich

r vadki matice A%, Pritom B md linedrné nezdvislé sloupce a C md linedrné nezdvislé
radky.

Rozklad (4.1) se nazyva hodnostni rozklad matice A.
Diikaz linearni nezavislosti sloupctt matice B a fadkt matice C je proveden v [21, s. 41].

Véta 4.1.4. Necht A = BC je hodnostni rozklad matice A. Pro Moore-Penroseovu

inverzi AT matice A plati vztah
AT =C"(BTACT)'B”, (4.2)
Jen pro doplnéni, z linedrni nezavislosti sloupcti matice B a fadk matice C plyne, ze

matice B'B a CC” jsou regularni, tedy i matice BTACT = BTBCC je regulérni a
existuje jeji inverze (B ACT)~!. Podrobnéji i s diikazy opét v [21].

Algoritmus 5 Metoda hodnostniho rozkladu matice
Vstup: Matice 0 # A € R™*"
Vypodti redukovany odstupiiovany tvar A matice A
Sestav hodnostni rozklad matice A, A = BC
AT =C"(BTAC)'B”

Moore-Penroseova inverze nulové matice A = 0 je rovna jeji transpozici A”.

Uvedeny postup vypoctu Moore-Penroseovy inverze je ukazan na nasledujicim pti-
kladu.
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Priklad 4.1.1. Uréeme Moore-Penroseovu inverzi matice A za vyuziti hodnostniho roz-
kladu.

1 1 O
A=11 4 3
2 =2 -4

Reseni. Zadana matice je singularni, pro soustavu Ax = 0 lze nalézt vektor TesSeni

x # 0. Nema tedy inverzni matici.

1 1 0 1
1 4 3 -1 =
2 =2 -4 1

o o O

P1i vypoctu Moore-Penroseovy inverze je nejprve zadana matice prevedena na reduko-

vany odstupnovany tvar

1 1 0 1 1 0 10 —1
A=|[1 4 3|~]0 3 3|[~]01 1|=A"
2 —2 —4 0 —4 —4 00 0

Dle véty 4.1.3 je pomoci redukovaného odstupnovaného tvaru vypocitdn hodnostni

1 1
1 0 -1
A=BC=1|1 4 .
5 01 1

rozklad matice A

Moore-Penroseova inverze A' je uréena dosazenim do vztahu (4.2)

3 19 7
25 125 375

AT=C’"(B'AC")"'B"=| 2 2 I8

25 125 375
1 2 58
25 125 375

Budiz poznamendano, Ze explicitni vzorec (4.2) mé své uplatnéni pii teoretickém popisu
a diikazu Moore-Penroseovy inverze, pro jeji numericky vypocet se vsak nepouziva. Ne-
vyhodou je kromé jeho vyssi vypocetni slozitosti také fakt, ze vlivem zaokrouhlovacich
chyb miiZe nastat situace, kdy matice BT AC” nebude regularni, a tedy nebude mozné

urcit jeji inverzi.

Grevillav algoritmus

Grevilliv algoritmus pro vypocet Moore-Penroseovy inverze je rekurzivni algoritmus

zalozeny na postupném zpracovavani sloupct vstupni matice.
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Necht je vstupem algoritmu matice A € R"™*™. Vychazi se z tvrzeni, ze pro Moore-Pen-
roseovu inverzi A1 matice A; = a; tvorenou prvnim sloupcem a; matice A (obecné

pro matici typu m x 1) plati

(lT . .
AJ{ = alTlal je-li @y 7& 0

al  jelia =0.

Déle bude predpoklddano, ze Ay_; je matice typu m X (k—1), ktera je tvorena prvnimi
k — 1 sloupci matice A, a A,TQ_1 je jeji Moore-Penroseova inverze. Poté lze Moore-Pen-
roseovu inverzi matice Ay = ( Aiy ak), ktera vznikla z matice Ay_; pridanim k-tého

sloupce a;, matice A, spocitat dle vztahu

Al — db”
Al :( ol ) (4.3)

!
kde
d=Al_ a,
c=a,— A;_.d,
s jellic#0
b = dTAL
Tdld je-li ¢ = 0.

Ditikaz zalozeny na ovéreni platnosti Penroseovych podminek z véty 4.1.1 pro matice
A a A] je uveden v [21, s. 44].

Po n opakovanich je matice AL rovna Moore-Penroseové inverzi matice A, symbo-
licky Al = AT

Algoritmus 6 shrnuje vySe popsany postup. (Pro k-ty sloupec matice A je pouzito

jiz difve zavedené znaceni A,y, symbol A, ;.;_; oznacuje matici tvofenou prvnimi k —1

sloupci matice A.)
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Algoritmus 6 Grevilliv algoritmus
Vstup: Matice A € R™*"

a:= A,
ifa=0
X :=a®
else
X =
end
for k:=2:n
d .= XA,
c:= A, — Ao,l:kfld
ifc=0
b' = 117;1)5(1
else
bl = CCTTC
end
. (X - de)
: o
end

Priklad 4.1.2. Ur¢eme Moore-Penroseovu inverzi matice A pomoci Grevillova algo-

ritmu.
1 1 0
A=|1 4 3
2 -2 —4

Regeni. Krok 1

Matice Ay je tvorena prvnim sloupcem matice A

1
Ai=a=|1],
2
a jelikoz a; # 0, je
T a’lT 1 1 1
A :alTal_(é 6 §)

Krok 2

Matice Ay vznikne z matice A; pridanim druhého sloupce matice A

11
Ar=(A a)=|1 4
2 -2
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Daéle je dopo¢itdno d, ¢ a b

5
6
C:ag—Ald— % s
7
3
T
pl — € :(L 23 _g)
CTC 25 125 125

Dosazenim do vzorce (4.3) je ur¢ena Moore-Penroseova inverze Al
P g 4 17 44
Al = Aj—db _ (25 125 125
2 bL 1 23 _ 4]’
25 125 125

K matici A, je pridan treti sloupec matice A

Krok 3

1 1 0
A3 = (AQ ag) =11 4 3
2 -2 —4
Pro d, ¢ a b" nyni plati
" —1
d: A2a3 - 5
1
0
C = ag —Agd: O y
0
T AT
bl — & _ (_L 2 _@)
1+de 25 125 375) °

Ziskana matice Ag je rovna vysledné Moore-Penroseové inverzi A’

3 19 74

+ T 25 125 375
AT:<A2_db>: 2 2t 16 | Af
. 25 125 375 )

1 2 58

25 125 375

4.2 Aplikace Moore-Penroseovy inverze

Sekce popisuje vyuziti Moore-Penroseovy inverze pri feSeni problému nejmensich ¢tverct,
priklady dalsich aplikaci Moore-Penroseovy inverze jsou zminény v souvislosti s SVD

rozkladem v Casti 5.2.
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4.2.1 Problém nejmensich ctvercia

V sekci 3.2 vénujici se aplikacim LU rozkladu bylo zminéno feSeni soustav linearnich
algebraickych rovnic Ax = b omezené pouze pro pripad, kdy je matice A regularni.
Takovato soustava ma vzdy pravé jedno feseni. V obecném pripadé, kdy je matice sou-
stavy A obdélnikova, nemusi feSeni existovat, nebo nemusi byt jednoznacné. Presto
muze mit smysl hledat vektor x tak, aby platilo Az ~ b. To vede k formulaci tlohy o

nejmensich ¢tvercich.

Definice 4.2.1. Necht A € R™*" a b € R™, pak « € R" je FeSeni tilohy o nejmen-

sich ¢tvercich pro A, b, jestlize £ minimalizuje hodnotu
|b— Ax]|.

Pozndmka 4.2.1. || - || zna¢i néjakou normu na R™. Obvykle se uvazuje euklidovska
norma vektoru, kterd je definovina (viz ¢ast 2.1.3) jako odmocnina ze souc¢tu druhych
mocnin slozek vektoru. V tloze se tedy jedna o minimalizaci souctu étvercil, a proto

nazev ,uloha o nejmensich étvercich®

Pro zjednoduseni bude v nasledujicim popisu vzdy predpokladano, ze m > n. Reseni
tlohy o nejmensich ¢tvercich je mozné charakterizovat pomoci soustavy normalnich

rovnic (odvozeni a dikaz viz [7, s. 154]).
Véta 4.2.1. Necht A € R™" a b € R™. Potom x je resenim tlohy o nejmensich
ctvercich prdavé tehdy, je-li reSenim soustavy normdlnich rovnic

ATAz=A"b. (4.4)
Déle lze dokazat [5, s. 134], ze v piipadé, kdy A ma plnou sloupcovou hodnost (rank(A) =
n, sloupce A jsou linedrné nezavislé), je matice AT A regularni a soustava (4.4) ma
praveé jedno Teseni

z=(ATA)'ATb.

Toto feseni je pak mozné dle véty 4.1.2 zapsat pomoci Moore-Penroseovy inverze

z=A'b. (4.5)

Je ziejmé, Ze pokud m = n = rank(A), je AT = A7
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Zapis Teseni ulohy o nejmensich ¢tvercich (4.5) mé obecnou platnost i v pripadé, kdy
matice A nemd plnou sloupcovou hodnost (rank(A) < n), tomuto se podrobnéji vénuje
sekce 5.2.3.

Vyjadreni feseni pomoci Moore-Penroseovy inverze ma vSak hlavné teoreticky vyznam.
V praxi se pro hledani reSeni pouzivaji jiné metody, které jsou vypocetné méné narocné
nez nalezeni Moore-Penroseovy inverze matice. Prikladem metod pro teSeni tlohy o
nejmensich ¢tvercich mize byt QR rozklad ¢i SVD rozklad, jejich priblizeni spolu
s ukdzkami dalsich metod nabizi [10], [15]. Dalsi postup feseni tlohy o nejmensich
¢tvercich uvaddi Greville v jiz zminovaném ¢lanku [11]. Jedna se o algoritmus, ktery

umoziuje piimo rekurzivné vypoéitat vektor ATb bez nutnosti explicitniho vyjadieni

A,

Typickym prikladem problémi, které vedou na feSeni tlohy o nejmensich ¢tvercich
(s matici plné sloupcové hodnosti), je aproximace néjakych namérenych hodnot funkei.
Jako ilustrace poslouzi nasledujici priklad aproximace polynomem (polynomialni re-

grese).

Priklad 4.2.1. Aproximujme uvedené hodnoty polynomy stupné 1, 3, 5 a 6. (Data byla
prevzata z [29].)

T -3 -2 -1 0 1 2 3
yi || —0,2774 | 0,8958 | —1,5651 | 3,4565 | 3,0601 | 4,8568 | 3,8982

Resend. Polynom stupné (nejvyse) n — 1 lze psat ve tvaru

y(xr) = a1 + agx + asz? + -+ a2z, a, #0.

Koeficienty polynomu aq, as, ..., a, je mozné ziskat jako reseni soustavy Ax = b, kde
1 o 22 - ! Y1 a,
PO T T R P L O L)
1z, 22 - an! Ym an

Jelikoz zadané hodnoty z; a y; byly zjiStény mérenim, l1ze predpokladat, Ze soustava
Ax = b nema Teseni pro zadané stupné p = 1,3 a 5 aproximacnich polynomu. Cilem je
tedy nalézt FeSeni ve smyslu nejmensich étvercit, & = ATb. V pifpadé polynomu stupné
p = 6 jiz soustava Ax = b feseni mit bude, tento polynom tak bude polynomem inter-

pola¢nim.
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Za vyuziti MATLABu byly vypocteny nésledujici tvary hledanych polynomi (koefici-

enty jsou zaokrouhleny), jejich grafy znazornuje obrazek 1.

p=1: y(z)=2,0464 + 0,8955x
p=3: y(r)=20563+1,75312x — 0,00252% — 0, 12252
p=>5: y(x)=1,7769 42,9443z + 0,25762% — 0,67952° — 0,02722* 4 0,04772°
p=6: y(x)=3,4565 42,9443z — 3,9948z% — 0,67952° + 1,39352* 4 0, 04772 —
—0,1078x°
8 8

8t gl
6 6l
4+t 4t
2t 2t
of of
-2l -l
-4 -4 2 0 2 4

Obrdzek 1: Vysledné aproximacni polynomy stupne 1, 3, 5 a 6

Skript pouzity k reseni tohoto prikladu je uveden v priloze A.2.2.
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5 SVD rozklad matice

Posledni kapitola prace se vénuje SVD rozkladu matice (z anglického ,singular value
decomposition®, nékdy oznacovan také jako singularni rozklad). Po uvedeni véty o
existenci SVD rozkladu néasleduje predstaveni algoritmu pro jeho vypocet. Druha cast
kapitoly prezentuje vybrané aplikace SVD rozkladu nejen v matematice, ale naptiklad
i v pocitacové grafice. Teoretickd vychodiska byla zpracovéana podle [5], [7], [21], [27] pii
popisu vypoctu bylo ¢erpano z [9], [10], [15], [21] a [25]. Hlavnimi zdroji pro aplika¢ni
¢ast byly [5], [7], [12], [21] a [25], posledni uvedend aplikace tykajici se analyzy hlavnich

komponent vychdzi zejména z [14] a [28].

5.1 Teoreticka vychodiska a vypocet SVD rozkladu

5.1.1 Zavedeni SVD rozkladu

Vlastni formulaci SVD rozkladu predchézi struéné uvedeni pojmu ortogonalni matice.
Vse, co bude déle zminéno, tizce souvisi s problematikou vektorovych prostort. Jed-
nim z mnoha textu, ve kterych je zpracovana, je [21] — v kapitole 2 1ze nalézt definice
zakladnich pojmu tykajicich se vektorovych prostorii, kapitola 3 se podrobnéji vénuje
vektorovym prostortim se skalarnim soucinem a v souvislosti s nimi naptiklad pojmim

ortogonalni a ortonorméalni vektory, ortonormalni baze ¢i norma.

Definice 5.1.1. Matice Q € R™™" se nazyva ortogonalni, jestlize
Q'Q=1L
Véta 5.1.1. Nasledujici tvrzeni pro matici Q € R™™" jsou ekvivalentni:

1. Q je ortogondlnt,

2. Q je requldrni a Q7' = Q7
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3. QQ" =1,

4. Q7 je ortogondlin,

5. radky Q tvori ortonormalni bdzi R™,
6. sloupce Q tvori ortonormdlni bdzi R™.

Diikaz véty a vice o vlastnostech ortogonédlnich matic v [21, s. 102].

Nyni jiz lze pristoupit k tvrzeni, které je mozné oznacit jako ,,véta o existenci SVD
rozkladu matice“. Jedna z variant jejiho ponékud rozsahlejsiho dikazu je uvedena
v [21, s. 109].

Véta 5.1.2. Necht A € R™" a p = min{m,n}. Potom existuji ortogondlni matice
U e R™™ 'V € R™" a diagondlni matice 3 € R™*™ s diagondlnimi proky o4 > o9 >
<o >0, > 0 tak, Ze plati

A =UxV" (5.1)

Diagonalni prvky o;; = 0,7 = 1, ..., p matice X se nazyvaji singuldrni ¢isla matice A.
Necht dale u; resp. v; znaci j-ty sloupec matice U resp. V. Vektorim u;,j =1,...,m
se Tika levé singularni vektory a vektorim wv;,j7 = 1,...,n pravé singularni vektory

matice A.

Singularni ¢isla jsou urcena jednoznacné, a pokud je jako ve vété 5.1.2 predpokladano
jejich nerostouci usporadani, je i matice 3 urcena jednoznacné. Naopak levé a pravé
singularni vektory, a tedy matice U a V, jednozna¢né urc¢eny nejsou. Podrobnéji k ne-
jednoznac¢nosti SVD rozkladu v [7].

SVD rozklad matice l1ze zapsat nékolika zpusoby, rozklad (5.1) ma vyznam zejména
pro teoretické ucely, v praxi je vSak vhodnéjsi vyuzivat ,ispornéjsi“ varianty zapisu.
Pokud je m > n, je poslednich m — n tadkd matice ¥ nulovych, a tudiz v soucinu
(5.1) nehraje roli poslednich m — n sloupcit matice U. Budiz predpokladano oznaceni
U, =U,1., a 3, = X1.,.. Potom lze psat SVD rozklad matice A € R™*" jako

A=0U,3%, V" (5.2)

kde U,, € R™*™ mé ortonormalni sloupce, 3,, € R"*" je diagonalni matice s diagonal-

nimi prvky o1 > 09 > --- >0, > 0a V € R je ortogonalni matice.

Rozklad tvaru (5.2) byva nazyvan redukovany ¢i tenky SVD rozklad.

35



Déle necht r = rank(A) a r < n (matice A nemd plnou hodnost). Pro singuldrni
¢isla plati oy > 09 > -+ > 0, > 0, 0,41 = 04120 = ... = 0, = 0. Matice ¥, ma
poslednich n — r fadka a poslednich n — r sloupct nulovych, a tedy v sou¢inu (5.2)
nezalezi na poslednich n — r sloupcich matice U,, a poslednich n — r fadcich matice
VT (poslednich n — r sloupcich matice V). Pii oznaceni U, = U, e1r = Usty
Y =320 1010 = 211 & Ve = Ve, 1ze SVD rozklad matice A € R™*™ # 0 vyjadrit
takto

A=0U,3%, V], (5.3)

matice U, € R™*" V, € R™" maji ortonormalni sloupce a 3, € R™" je diagonalni

matice s diagonalnimi prvky oy > 09 > --- > 0, > 0.

Zapisu (5.3) se k4 kondenzovany SVD rozklad. Budiz vsak poznamenano, ze ter-

minologie v obou ptipadech neni v literatufe jednoznacna (viz napt. [7]).

SVD rozklad 1ze interpretovat také geometricky. Na matici A € R™*" je mozné nahli-
zet jako na transformacni matici, ktera transformuje obecné jednotkovou sféru v R™ na
hyperelipsoid v R™ (pro zjednoduseni budiz predpokladano, ze m > n a rank(A) = n).
Tomuto odpovidd upraveny tvar zépisu SVD rozkladu Av; = o;u,,7 = 1,...,n. Levé
singularni vektory u; urcuji smér poloos hyperelipsoidu a singuldrni ¢isla o; odpovidaji
délce téchto poloos. Vice o geometrické interpretaci SVD rozkladu pojednava napt. [27,

s. 25]. Obrazek 2 ilustruje predchozi uvedené pro pifpad matice A € R**2,

V2
U Avy = oaup

A’l)1 = 01Uy

Obrdzek 2: Geometrickd interpretace SVD rozkladu requldrni matice A € R?*2, A =
USVT (vlastni zpracovdni dle [27]). Vijslednou transformaci lze vnimat jako transfor-
maci sloZenou ze 17 zakladnich: nejprve je provedena rotace (popr. reflexe) popsand
matici VT, ndsleduje zména méritka reprezentovand matici ¥ a na zdvér dojde opét

k rotaci (prip. reflexi) vyjadrené matici U
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5.1.2 Vypocet SVD rozkladu

Pro vypocet SVD rozkladu existuje fada algoritmi. Zde bude naznacen algoritmus vy-
uzivajici spektralniho rozkladu a QR rozkladu matice. Uvedeny budou pouze vybrané
definice, véty a zakladni algoritmy, souvisejici podrobnéjsi vyklad spolu s dikazy a
odvozenimi lze nalézt v textu [21], dle kterého byla tato ¢ast préce zpracovana. Po-
drobnéjsi informace k efektivnim implementacim algoritmii pro vypocet spektralniho
rozkladu a QR rozkladu nabizi [10]. Ukazky moznych implementaci uvedenych algo-

ritmil jsou k nahlédnuti v priloze A.3.1.

Spektralni rozklad

Definice 5.1.2 predstavuje pojem vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru matice obecné
pro komplexni matice. Dale budou v popredi zajmu pouze realné symetrické matice
(A = AT), jejichz vlastni &isla jsou vidy redlnd. Véta 5.1.3 popisuje spektralni roz-
klad matice, jeji dukaz viz [21, s. 154].

Definice 5.1.2. Necht A € C™*". Jestlize plati
Az = )\x
pro jisté A € C a jisty vektor £ € C", x # 0, potom se ¢islo A nazyva vlastni cislo

matice A a vektor x vlastni vektor prislusny k tomuto vlastnimu ¢islu.

Véta 5.1.3. Ke kazdé symetrické matici A € R™"™ existuje ortogondlni matice X
takovd, Ze plati

A = XAXT,
kde A je diagondlni s diagondlnimi proky A;; = Aj(A),7 =1,...,n, a pro kaZdé j je

X, vlastni vektor prislusny k vlastnimu cislu A;(A).

Pozndmka 5.1.1. Bude predpokladano nerostouci usporadani vlastnich c¢isel Ay > Ay >
D W

Jednou z metod vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti symetrické matice A €

R™™ a tedy spektralniho rozkladu, je tzv. Jacobiho metoda. Tato iteracni metoda
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Spoc¢iva v postupném snizovani veliciny

1/2

n n
2
off(A) = | > > a;
i=1 j=1
J#i
vyuzitim ortogonélnich transformaci zvanych Givensovy (¢i Jacobiho) rotace, které ne-

méni vlastni ¢isla matice.

Obecny krok metody je zalozen na urceni indexti p a ¢ (1 < p < g < n) a vypo-

¢tu paru sinus-kosinus (s, ¢) tak, aby matice

T
bpp  bpg [ s App  Cpg c s
bgp  byq -5 c Qgp Qg -5 c

byla diagondln{ (b,, = b, = 0). Nésledné je matice A piepsina matici B = G" AG,

kde G je Givensova matice

1 o -0 -0
0 c s 0 |p
G =G(p,q0) =
0 —S c 0 |q
0 0 0o --- 1
p q

s = sin(#), c = cos(h).

V kazdém kroku (s kazdym prepsanim A := GTAG) se matice A stéle vice blizi
matici diagonélni — snizuje se hodnota ,normy“ nediagonalnich prvku off(A). Po ko-
necné mnoha krocich hodnota off(A) klesne pod zadanou mez ¢ a diagonalni prvky

této matice aproximuji vlastni ¢isla ptivodni matice A s presnosti < 4.

V algoritmu 7 je shrnut cely postup Jacobiho metody. Pribézna matice je znacena
L (misto A). Indexy p,q jsou voleny tak, aby |l,,| = max;;|l;;|. Nasledné hodnoty
s, ¢ jsou spocteny bez nutnosti vyjadieni thlu 6. Na zavér jsou diagonalni prvky vy-
sledné matice L setfazeny podle velikosti l1; > lyg > - -+ > [,,,,. Pro vystupni matice plati
A = XLX" kde X je ortogonalni, off(L) < 6 a |\;(A) —I;| < 6§ pro kazdéi =1,...,n.
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Algoritmus 7 Jacobiho metoda

Vstup: Symetricka matice A € R™" pozadovana presnost o
L=A; X:=1
while off (L) > §
Nalezni p < ¢, pro které |l,,] = max;;|l;;|

T = (qu - lpp)/(2lpq)

if7>0

t:=1/(1 +v1+72)
else

t:=—1/(—7+ m)
end

ci= 1/\/1—1——752; s:=tc

G =1 G, i=c Gy i=c; Gy i=5; Gy = —s

L= G'LG; X :=XG
end
Sefad diagonalni prvky L dle velikosti lx, 5, > lkgky = =+ > ik,
Necht P je matice, pro kterou P,; = e, pro kazdé 1
L:=P'LP; X :=XP

QR rozklad

Véta 5.1.4 obecné charakterizuje QR rozklad, dalsi ¢asto vyuzivany rozklad matice.
Diikaz je uveden napiiklad v [21, s. 105].

Véta 5.1.4. Pro kazZdou matici A € R™*™ existuje ortogondlni matice Q € R™*™ q

horni trojuhelnikovd matice R € R™*" tak, Ze plati

A = QR.

Vypocet QR rozkladu lze opét provést nékolika zptsoby. Metoda zde uvedena je zalo-

zena na vyuziti Householderovych reflexi.

Véta 5.1.5. Pro kazdy vektor 0 # q € R™ je matice

T
H=1297

a'q

symetrickd a ortogondlni.
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Jednoduchy dikaz véty je k nahlédnuti v [21, s. 104]. Matice H se nazyva matice Hou-

seholderovy reflexe, vektor g nese ndzev Householdertiv vektor.

Householderovy reflexe lze vyuzit k nulovani prvka vektoru (na rozdil od Givenso-
vych rotaci umoznuji eliminovat i vice prvki soucasné jednou reflexi), a tim k prevodu
matice na matici v hornim trojihelnikovém tvaru. Klicem této myslenky je tvrzeni, ze

pro vektor x € R" existuje Householderova reflexe reprezentovana matici H tak, ze

Hz = +||z||,e;.

Matice H ma tvar .
H-1-29

qaq

kde g =z F ||z €.

Postupnou eliminaci poddiagonalnich prvki jednotlivych sloupcti matice A € R™*™

(bud m > n) je mozné zapsat jako ndsobeni ortogonalnimi maticemi Q;,j =1,...,n

I,y O
Qj — (3-1) ’
0 H,

I;_1) znaci jednotkovou matici fadu j — 1, H; je matice Householderovy reflexe nulujici

poddiagonélni prvky j-tého sloupce matice A.

Vysledkem je matice R v hornim trojihelnikovém tvaru

QnQn—l o QlA =R. (54)

Pii vyuziti vlastnosti ortogonalnich matic a oznacenf Q = QY - - QZ 1ze rovnost (5.4)

prepsat do tvaru
A = QR.

Shrnuti postupu obsahuje algoritmus 8.
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Algoritmus 8 QR rozklad uzitim Householderovych reflexi
Vstup: Matice A € R™*"
R:=A; Q:=1,,

for j :=1:min{m,n}

L .= Rj:m,j
ift 1 # |||
r1 =T — HIEHQ
H; =T 40 — 25,
I,_ 0
Q] = ( (3-1) )
0 H;
R:= QR
Q:=Q,Q
end
end
Q=q’

QR rozklad matice neni uréen jednoznacné. V disledku volby znaménka 1 := z1—||z||2
jsou vSechny diagonalni prvky matice R na vystupu algoritmu nezadporné. Obecné vsak
tento zpusob volby znaménka neni numericky stabilni (v pripadé, ze je x; kladné a
blizké k |||/, muze pii odecitani dojit k vyruseni platnych ¢islic). Pri implementaci
algoritmu také neni nutné v kazdé iteraci cyklu vyjadrovat matice H; a Q;, ale veskeré
vypocty lze provést pouze za vyuziti Householderovych vektorii. Ne vzdy je treba expli-
citné konstruovat i matici Q. V praxi se pro usporu paméti vyuziva ptistup, kdy matice
R postupné prepisuje matici A a do poddiagonalni ¢asti této matice jsou ukladany jed-

notlivé Householderovy vektory. Podrobnéji k tomuto i k volbé znaménka v [10], [15].

Kromé vyuziti pti vypoctu SVD rozkladu lze pomoci QR rozkladu tesit také soustavy
rovnic s reguldrni matici (v porovnani s LU rozkladem je tento pfistup numericky sta-
bilnéjsi, avsak vypocetné drazsi) a je i ¢asto pouzivanym nastrojem pro feseni tiloh o

nejmensich ¢tvercich.

Zpét k vypoctu SVD rozkladu

Lze odvodit (vice napt. [7]), ze existuje urcity vztah mezi SVD rozkladem matice
A € R™™ a spektralnimi rozklady matic ATA a AAT (budiz podotknuto, ze pro
kazdou matici A jsou matice ATA a AAT symetrické a dle véty 5.1.3 lze urcit jejich

spektralni rozklad). Necht = rank(A), nenulova singularni ¢isla matice A, o4, ..., 0.,
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jsou odmocninami nenulovych (kladnych) vlastnich ¢isel matic AT A a AA”T. Levé sin-
guldrni vektory matice A jsou pifslusné vlastni vektory matice AAT a pravé singularni

vektory matice A jsou piislusné vlastni vektory matice ATA.

Jednu z moznosti, jak na zdkladé vyse uvedeného nalézt SVD rozklad matice, po-
pisuje nasledujici véta, dukaz viz [21, s. 162].
Véta 5.1.6. Necht A € R™*" . m >n. Je-li
ATA = YAY"

spektrdlnd rozklad matice AT A a je-li

AY = QR
QR rozklad matice AY, potom R je diagondlni, Q, Y jsou ortogondlni a

A =QRY?
je SVD rozklad matice A.

Pozndmka 5.1.2. Pokud m < n, pak AT spliiuje predpoklady véty a je-li AT = QRY”
SVD rozklad matice AT, potom A = YR"Q” je SVD rozklad matice A.

Algoritmus 9 SVD rozklad

Vstup: Matice A € R™*" ' m >n
Vypocti spektralni rozklad AT A = YAY” matice AT A (algoritmus 7)
Vypocti QR rozklad AY = QR matice AY (algoritmus 8)
A = QRY7 je SVD rozklad matice A

Postup vypoctu SVD rozkladu shrnuty v algoritmu 9 zde byl uveden proto, ze zaroven
umoznil predstavit dalsi dva ¢asto pouzivané maticové rozklady a také ukéazal souvislost
SVD rozkladu s vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory matice. Z numerického hlediska ma
vsak své nevyhody. Ackoli Jacobiho metoda umoznuje spocitat spektralni rozklad s re-
lativné vysokou presnosti, k urcité ztraté informace mtze dojit uz samotnou konstrukei
matice ATA ¢ AAT (komplikace nastavaji, zejména je-li matice A $patné podminéna,
podrobnéji v [10]). Standardné se tedy vyuzivaji pristupy, které nevyzaduji explicitni
vyjadieni matice ATA ¢ AAT. Vétsina v praxi pouzivanych algoritmi v prvnim kroku
transformuje matici A na bidiagonalni tvar (tvar, ve kterém m4 matice obecné nenulo-

vou pouze hlavni diagonalu a prvni naddiagonalu). Toto je nejcastéji provedeno pomoci
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ortogonalnich transformaci (napt. Householderovych reflexi). V néasledujicim kroku je
nalezen SVD rozklad bidiagonalni matice, obvykle tzv. QR algoritmem (itera¢ni algo-
ritmus pro vypocet vlastnich ¢isel zalozeny na QR rozkladu). Jiny pfistup k vypoctu
zase nabizi modifikace Jacobiho metody pro SVD rozklad. Obecné umoznuji algoritmy
vypocist SVD rozklad matice velmi presné, na druhou stranu ale byva nutné zaplatit

vyssi Casovou ndro¢nosti. Podrobnéji k vypoétu SVD rozkladu v [9], [10], [25].

Priklad 5.1.1. Naleznéme SVD rozklad matice A postupem uvedenym v algoritmu 9

2 =3 4

-1 5 =2
A =

8 1 1

-6 3 95

Reseni. V¥pocet je proveden v MATLABu, vysledky jsou zaokrouhleny na 4 desetinna

mista.

Nejprve je Jacobiho metodou (pro 6 = 107°||ATA ||z = 1,3964 - 10~?) obdrZen spekt-
rélnf rozklad ATA = YAY" matice ATA

0,9499 —0,0434 0,3095
Y =|-0,2766 —0,5776 0,7680 |,
—0,1455  0,8152 0,5607

112,9534 0 —0,0000
A= 0,0000 50,8902 —0,0000
—0,0000 —0,0000 31,1564

V druhém kroku je proveden QR rozklad matice AY, AY = QR

0,2021  0,6878 0,0999  0,6900
Q- —0,1922 —0,6273 0,4316  0,6191
0,6753 —0,0154 0,6817 —0,2812 |

—0,6828  0,3649 0,5823 —0,2481

10, 6280 0 0
0 7,1337 0
R =
0 0 5,5818
0 0 0
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Vysledny SVD rozklad A = UXVT m4 podobu

0,2021  0,6878 0,0999  0,6900
-0,1922 -0,6273 0,4316  0,6191
0,6753 —0,0154 0,6817 —0,2812
—0,6828  0,3649 0,5823 —0,2481

10, 6280 0 0
0 7,1337 0
YX=R= ,
0 0 5,5818
0 0 0

0,9499 —0,0434 0,3095
V=Y=|-02766 —0,5776 0, 7680
—0,1455  0,8152 0,5607

5.2 Aplikace SVD rozkladu

vvvvvv

maticovych vypoc¢tl, a nachazi tak Siroké uplatnéni nejen v numerické matematice.

Vypocty vyuzivajici SVD rozklad jsou v dusledku pouziti ortogonalnich transformaci

Vv

stranu ale neni vzdy tfeba pocitat cely rozklad, nékteré aplikace napriklad vyzaduji
znalost pouze singularnich ¢isel. V nasledujicim textu bude vzdy predpoklddan SVD
rozklad matice A = UXVT a nerostouci uspoifadani singularnich &isel dle véty 5.1.2.
Zdrojové kédy funkei a skriptt pouzitych pri feseni demonstrac¢nich tloh jsou uvedeny

v priloze A.3.2.

5.2.1 Vybrané vlastnosti matic

Hodnost a numerickd hodnost matice

Pti popisu kondenzovaného SVD rozkladu jiz bylo vyuzito faktu, ze hodnost r matice

A € R™™ je rovna poctu jejich nenulovych (kladnych) singularnich ¢isel
o >09>-->0,>0, 0,41 =0,49=...=0,=0, p=min{m,n}.

Toto plyne z invariantnosti hodnosti vii¢i nasobeni regularni matici (dukaz viz [21, s.
92]). Necht A = UXV7 je SVD rozklad matice A. Matice U a V jsou ortogonaln,
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tedy i regularni, a rank(A) = rank(X), jelikoz je matice ¥ v odstupliovaném tvaru, je

jeji hodnost rovna poctu nenulovych fadku (tj. po¢tu nenulovych singuldrnich ¢isel).

Predchozi uvedené by vsak platilo pouze pri pouziti exaktni aritmetiky. Pfi numeric-
kém vypoctu na pocitaci lze pfedpokladat, Ze ¢isla 0,41, ..., 0, nebudou presné rovna
nule. Nemusi tak byt vzdy jasné, ktera singularni ¢isla maji skuteéné byt nulova a ktera
jsou pouze blizko nuly. V tomto ptipadé se zavadi pojem numerickda hodnost matice.
Matice ma numerickou hodnost k, pokud ma k singularnich ¢isel vétsich nez zvolena
tolerance § > 0, ostatni singularni ¢isla jsou povazovana za nulova. Urcéeni hodnoty to-
lerance pritom neni trivialni, naptiklad MATLAB vyuziva vychozi hodnotu tolerance
d = max{m,n} ¢ ||Al|2, kde € vyjadfuje strojovou presnost a ||A|z znaci spektralni

normu (2-normu) matice A [20].

Frobeniova a spektralni norma matice

V ¢asti 2.1.3 byl uveden standardné pouzivany vztah pro vypocet Frobeniovy normy
matice A. Z véty o invariantnosti normy vuci ortogonalnim transformacim (viz [21, s.
103]) vyplyvé, 7ze |Allr = |[UEVT||r = ||Z||r. Pro Frobeniovu normu matice A (r =
rank(A)) lze tedy psat vztah

1/2
1Al = (ot + 03+ +02) "

Dalsi maticovou normou, kterou je mozné zjistit na zakladé znalosti singularnich c¢i-
sel, je 2-norma matice neboli spektralni norma. Tuto normu lze definovat pomoci
euklidovské normy vektoru vztahem [|All; = maxg,=1 [|Ax||2. Stejné jako Frobeni-
ova norma, je i spektralni norma invariantni vii¢i ortogonalnim transformacim, tedy
|All = [[USVT||, = [|X]]2. Navic plati, Ze spektralni norma diagonalni matice je
rovna v absolutni hodnoté nejvétsimu diagondlnimu prvku této matice (21, s. 90]). P¥i
usporadani singularnich éisel v matici ¥ zavedeném ve vété o existenci SVD rozkladu

je zfejmé, ze timto nejvetsim prvkem je ¢islo oy, z toho vyplyva, Ze
[All2 = o1

Jind moznost odvozeni vyse uvedeného vztahu vychéazi ze skutecnosti, ze spektralni
norma matice A je rovna odmocniné z nejvétsiho vlastniho ¢isla matice AT A, tj. &slu

1.
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Cislo podminénosti matice

Cislo podminénosti regularni matice A € R™" vzhledem k spektralni normé je defino-
vano jako

ra(A) = Al A7, (5.5)

Pokud méa matice malé ¢islo podminénosti, je oznacovana jako dobie podminéna,
v opacném pripadé jako Spatné podminénd. Pro singuldarni matici A se uvadi ko(A) =
00. O podminénosti se ¢asto hovoii v souvislosti s feSenim soustav linearnich algebraic-
kych rovnic. Je-li iloha Teseni soustavy Ax = b, kde A je regularni, dobfe podminéna,
pak ,malé“ zméné vstupnich dat odpovida ,,mala” zména hodnot feseni na vystupu. Na-
opak u Spatné podminéné tlohy miize i ,mald” zména vstupnich dat zptsobit ,velkou®
zménu hodnot feseni (tloha je citlivd na perturbace vstupnich dat). Cislo podminé-
nosti regularni matice lze také interpretovat tak, ze jeho prevracena hodnota vyjadiuje

vzdélenost (relativni, ve spektralni normé) této matice od mnoziny singuldrnich matic.

Dle predchozi ¢asti lze vyjadrit spektralni normy ve vzorci (5.5) pomoci singularnich
¢isel matice A, [|[Ally = o1 a [|[A™Y||s = 0. Po dosazeni pro ¢islo podminénosti plati
01

KQ(A) =

On
Dalsi moznost vyjadreni ¢isla podminénosti nabizi vyuziti veli¢in

maxmag(A) = imax | A2,

minmag(A) = ”gHgir:ll | Azl

Timto zplsobem lze rozsitit definici ¢isla podminénosti i obecné na obdélnikovou matici

A € R™" m > n s plnou hodnosti (rank(A) = n) (podrobnéji v [7])

A
a(A) = maxmag(A) o1

minmag(A) o,

Cislo podminénosti obdélnikové matice s plnou hodnosti také nékdy byva popisovano

vztahem vyuzivajicim Moore-Penroseovu inverzi

ra(A) = [|A]|2[| AT

Ortonormalni baze sloupcového a nulového prostoru matice

Pro kazdou matici A € R™*"™ lze definovat jeji sloupcovy prostor jako
R(A) ={Az;zc R"} CR™
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a jeji nulovy prostor (jadro) jako
N(A) ={z;Az=0} C R™.

K nalezeni ortonormalnich bazi téchto prostori lze vhodné vyuzit SVD rozklad. Plati

nésledujici véta, jejiz diukaz uvadi [21, s. 113].

Véta 5.2.1. Je-li A = USV? SVD rozklad matice A € R™™ a r = rank(A), potom.:

1. prunich r sloupci matice U, wy,. .., u,., tvori ortonormdlni bdzi prostoru R(A),
2. poslednich n —r sloupci matice V, v,41, ..., v,, tvori ortonormdlni bazi prostoru
N(A).

Nésledujici priklad shrnuje vypocet vyse popsanych vlastnosti matic.

Priklad 5.2.1. Uréeme hodnost, Frobeniovu a spektrédlni normu a ¢islo podminénosti
matice A a ortonormélni bazi R(A) a N (A),

1 -4 3 6

2 5 -1 1
A=

-4 2 7 0

3 5 -2 —6

Regend. Dle algoritmu 9 byl nalezen SVD rozklad matice A = UXVT, vysledky jsou

zaokrouhleny na 4 desetinna mista,

0,6071 —0,2103 0,4482  0,6215
—0,2676  0,0629 0,8914 —0,3602

U= ,
0,2517  0,9655 0,0310  0,0584
—0,7046  0,1398 0,0587  0,6932
11, 8664 0 0 0
08,0248 0 0
> = ,
0 05,0062 0
0 0 02,3934

—0,2569 —0,4395 0,4561 0,7299
—0,5719  0,4718 0,6032 —0,2941
0,4433  0,7209 0,1104 0,5211
0,6407 —0,2539 0,6449 —0,3304
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Hodnost matice A lze v tomto pripadé uréit bez problémii, vsechna jeji singularni ¢isla

01,...,04 jsou vyrazné vétsi nez nula, tedy

rank(A) = 4.

Pro zjisténi Frobeniovy normy staci dosadit do vztahu
2, 2, 2, 2\1/2
IAlF = (o} + 03 + 05 +07) "~ = 15,3623
a spektralni norma je rovna nejvétsimu singularnimu ¢islu

||A||2 =01 = 11,8664

Matice A je regularni a pro jeji ¢islo podminénosti vzhledem ke spektralni normeé plati

ka(A) = 21 = 4,9579.

On

7 regularity matice A také plyne, Ze soustava Az = 0 ma jen trividlni feseni x = 0,
tedy nulovy prostor matice A obsahuje pouze nulovy vektor, N(A) = {0}, a jeho béze

je prazdna mnozina.

Ortonormélni baze sloupcového prostoru R(A) je tvorena sloupci uy, ..., u,; matice
U, tj.
0,6071 —0,2103 0,4482 0,6215
—0, 2676 0,0629 0,8914 —0, 3602
U = ; U2 = , U3 = y Uy =
0,2517 0,9655 0,0310 0,0584
—0,7046 0,1398 0,0587 0,6932

5.2.2 Aproximace matici nizsi hodnosti a komprese dat

V fadé aplikaci mize byt uzitecné k matici A € R™*" s hodnosti rank(A) = r nalézt
matici Ay € R™*" hodnosti rank(Ay) = k < r, kterd je v néjakém smyslu jeji nejlepsi
aproximaci. Zde bude uvazovana nejlepsi aproximace ve smyslu minimalizace spektralni

normy chyby A — Ay, tedy

IA— Al = min A —X],. (5.6)
XeR"LXTL
rank(X)=k
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Jak lze k vyfeseni tohoto problému vyuzit SVD rozklad, ukazuje véta 5.2.2, dikaz je
uveden tieba v [7, s. 133]. K zadpisu matice Ay je pouzit tzv. dyadicky rozvoj. Pro
ukazku, tato forma zapisu umoznuje napriklad kondenzovany SVD rozklad matice A
vyjadrit jako
A=U2xV!= iajujvf. (5.7)
j=1

Véta 5.2.2. Necht je dana matice A € R™ "™ hodnosti r a necht k je prirozené cislo,
k < r. Budiz uvazovdan SVD rozklad matice A zapsany pomoci dyadického rozvoje (5.7).

Potom je matice

nejlepsi aproximaci matice A hodnosti k ve smyslu (5.6) a plati

min 1A =X = A = Aglle = onsa,

rank(X)=k
Jednou z aplikaci, které mohou poslouzit k demonstraci aproximace matici nizsi hod-
nosti, je komprese dat. Cernobily digitalni obraz lze reprezentovat matici typu m x n,
jejiz prvek na pozici 17 odpovida hodnoté intenzity ij-tého pixelu obrazu. Tato hodnota
muze byt kédovana napiiklad ¢islem z intervalu 0 (¢ernd) az 1 (bild) nebo celym ¢islem
od 0 (¢ernd) do 255 (bild). Pro zjednoduseni budou uvazovany pouze ¢ernobilé obrazy,
v pripadé barevného obrazu by bylo mozné analogicky aplikovat postup na kazdy z ba-

revnych kanali zvlast.

K ukézce byla vyuzita vlastni fotografie Velkého namésti v Hradci Kralové (obréazek 3,
vlevo nahore), kterou lze reprezentovat matici A typu 706 x 670. Dle véty 5.2.2 byly
zkonstruovany matice Aggg, Agy a Agg. Pro kazdou z téchto matic Ay, staci pti vyuziti
kondenzovaného SVD rozkladu ukladat pouze hodnoty w;, v; a o; pro j = 1,...,k,
coz je (m + n + 1)k hodnot. Pro pivodni matici A hodnosti r je nutné uchovavat
(m+n+ 1)r hodnot. Dochazi tedy ke kompresi v poméru ;. Pamétové naroky jednot-

livych aproximaci shrnuje tabulka 1.

Matice | Co je uklddano | Polet uklidanych &sel | Uspora paméti

A Usro, Vero, 01,...,670 (706 + 670 4+ 1)670 —

Ao | Uaeo, Voo, 01....200 (706 + 670 4+ 1)200 70,15 %
Ag[) Ugo, Vgo, 01,...,.80 (706 + 670 + 1)80 88, 06 %
Ay Uz, Voo, 01,20 (706 + 670 4+ 1)20 97,01 %

Tabulka 1: SVD komprese dvourozmeérnych dat
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7 obrazku 3 je ziejmé, ze s klesajicim k se vsak také postupné zhorsuje kvalita apro-
ximaci. Matici Agyy 1ze z vizudlniho hlediska povazovat za ,rozumnou® aproximaci,
kvalita aproximace Agg je jiz viditelné degradovana a matice Aoy pripomind ptvodni
fotografii ponékud vzdalené, presto vsak i pti takto vysoké kompresi ziistavaji vyrazné

struktury patrné.

Obrazek 3: Puvodni obraz a zkomprimované obrdazky odpovidajici aproximacnim mati-
cim pro k = 200, 80, 20
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5.2.3 Navrat k Moore-Penroseové inverzi a problému nejmen-

Sich ¢tvercu

V kapitole 4 byla Moore-Penroseova inverze pocitana pomoci hodnostniho rozkladu
matice a podle Grevillova algoritmu. Dalsi moznost, jak tuto zobecnénou inverzi ma-

tice nalézt, nabizi SVD rozklad.

Véta 5.2.3. Necht je dina matice A € R™™ r = rank(A) a necht A = ULV’ =
U, X, VT je jeji SVD rozklad resp. kondenzovany SVD rozklad. Potom pro Moore-Pen-

roseovu inverzi AT plati

1o
Al =vziut =v,.x'ul, xi=|"" € R™™,
0 0
Neni tézké dokazat (napf. [7, s. 267]), ze takto ziskand Moore-Penroseova inverze spl-
nuje vsechny ¢tyti Penroseovy podminky z véty 4.1.1. Matice X, je regularni a jeji

inverze ma podobu

+~ 0
2—1 _ O 0'712 0
0 0 L

Priklad 5.2.2. Uréeme Moore-Penroseovu inverzi matice A z prikladu 4.1.1 a 4.1.2

tentokrat pomoci SVD rozkladu,

1 1 O
A=11 4 3
2 =2 -4

Reseni. Matice A mé SVD rozklad A = UXVT, vysledky jsou opét zaokrouhleny na

4 desetinna mista,
0,0882 0,4384 —0,8944

U= 0,7293 0,5832  0,3578 |,
—0,6785 0,6839  0,2683

6, 5340 0 0
Y= 0 2,0412 0,
0 00,0000
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—0,0819  0,8124 —0,5774
V = 0,6626  0,4771  0,5774
0,7445 —0,3352 —0,5774

Napiiklad pfi stanoveni hodnoty tolerance 6 = max{m,n} € ||Al|s lze urcit, ze matice

A mé hodnost 7 = 2. Moore-Penroseova inverze Al je pak ziskdna podle véty 5.2.3

AT =V, 2 'UT =

6,58407!

= 0,6626  0,4771
0 2,941271

0,7445 —0,3352

0,7293 0,5832| =

—0,0819  0,8124 (
—0,6785 0,6839

T
) 0,0882 0,4384

0,1200 0,1520  0,1973
= | 0,0800 0,1680 0,0427
—0,0400 0,0160 —0,1547

Sekce 4.2 predstavila Teseni tloh o nejmensich ¢tvercich v ptipadé, ze matice A €
R™ ™ m > n, méla plnou sloupcovou hodnost. V opa¢ném pripadé, kdy rank(A) <
n, je matice AT A singuldrni a soustava normdlnich rovnic ATAz = ATb, a tedy i
prislusna iloha o nejmensich ¢tvercich, bude mit nekoneéné mnoho feseni. V aplikacich
vsak vétsinou byva cilem ziskat pouze jedno feseni, a tak se obvykle pridava pozadavek,
aby samo toto feseni & mélo minimalni euklidovskou normu. Formulace tlohy tak miize

byt mirné upravena.

Necht A € R™" b e R™. Uloha spocivd v wréeni € R™ takového, aby hodnota
16— Axl|;

byla minimalni a zdroven

[E4[P

byla minimdlni (mezi vsemi x, kterd vyhovuji predchozi podmince).

Takto formulovanou tlohu o nejmensich ¢tvercich lze fesit nasledujicim zptisobem.
Budiz ptedpoklddéano, ze A = UXVT je SVD rozklad matice A a stale plati m > n.
Matice U a tedy i U je ortogonalni a pii vyuziti faktu, Ze ndsobeni ortogonalni matici

neméni euklidovskou normu, plati

|6 — Axll, = |[UT(b— Az)|l, = |[UTd - UTAxz||, = |[U'd - UTUSV g||, =
= |UTb — =V ;.
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7 toho vyplyvé, 7ze ||b — Ax||s je minimélni pravé tehdy, kdyz |[UTd — 2V x|y je
minimélni. Bude-li zavedeno oznaeni ¢ = UTb a y = VT, pak lze na problém
pohlizet jako na feseni tlohy o nejmensich ¢tvercich pro 3, e.

Jestlize y minimalizuje

e — Zylls,
pak
r=Vy
minimalizuje
|b— Axl|,.

Aby byla norma ||e¢ — 3yl|; minimélni, musi pro prvnich r = rank(A) slozek vektoru
y platit

Ci .
Yi = — prot=1,...,7 .
04

Ma-1i matice A plnou sloupcovou hodnost (r = n), je jiz vektor y uréen jednoznacné a
stejné tak i rfeseni & = Vy pocatecni tlohy. Pokud matice A neméa plnou sloupcovou
hodnost (r < n), 1ze slozky y,41, . . . , y, volit libovolné. Jestlize je vSak pozadovano, aby
reseni  mélo minimalni euklidovskou normu, musi i vektor y mit tuto normu minimalni

(jelikoz V je ortogonalni, je ||z||2 = ||[Vyll2 = ||yll2). Je zFejmé, Ze toto nastane, je-li

Yrit = Yryp = o0 = Yo = 0.

Cely postup Teseni tlohy o nejmensich ¢tvercich v obecném pripadé je mozné shrnout

nasledovné: Nejprve je polozeno

c=TUTb,
dale je zkonstruovan vektor y tak, ze
G . .
Y =— proi=1,...,7r a v, =0 proi=r+1,...,n,
o
hledané feseni x ma tvar
rz=Vuy.

Bude-li vyuZito Moore-Penroseovy inverze, lze vektor y vyjadiit jako y = XTe. Poté

Ize Teseni x tlohy o nejmensich ¢tvercich v obecném pripadé psat ve tvaru

z=Vy=VXice=VIiUTp = A'b.

Budiz poznamenano, ze cely vypocet je mozné také provést pouze s vyuzitim konden-

zovaného SVD rozkladu, podrobné odvozeni postupu je k nahlédnuti v [5].
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5.2.4 Ill-posed problémy a regularizace

Dalsi v praci popsana aplikace SVD rozkladu bude demonstrovana na rekonstrukci
rozmazaného obrazu. Opét bude predpokladan ¢ernobily obraz reprezentovany matici
tentokrat znacenou X € R™*". Tato matice bude odpovidat idedlnimu ostrému obrazu,
a tedy hledanému FeSeni pii rekonstrukei (obrazek 5(a)). V praxi je vSak k dispozici
pouze matice B € R™*"  ktera predstavuje obraz degradovany rozmazanim, naptiklad
v dusledku pohybu ¢ Spatné zaostiené optické soustavy fotoaparatu (obrazek 5(b)).
Pokud je rozmazani linearni a nezavislé po radcich a sloupcich, 1ze jej reprezentovat

maticovou rovnici

AcXAT =B. (5.8)

Matice Ao € R™*™ predstavuje proces rozmazani po sloupcich a Az € R™™" po 1ad-

cich.

Rovnici (5.8) 1ze také zapsat v obvyklé podobé soustavy linearnich algebraickych rovnic
Ax=b, (5.9)

kde A = Ar ® Ap € R™*™ je Kroneckertiv soucin matic Ar a Ag. Vektor  vznikl
umisténim sloupcii matice X pod sebe, matematicky = = vec(X) = (XZ,,..., X2 )T ¢

ol
R™ a obdobné b = vec(B) = (B, ... BT )T € R™,

Obecné, je-li proces rozmazani linedrni, lze ho reprezentovat zapisem (5.9) (ne vzdy
ale musi byt toto rozmazani separovatelné po radcich a sloupcich, a tedy nékdy nemusi
byt mozné ho presné vyjadrit ve tvaru (5.8)). Na soucin Az lze také nahlizet jako na
reprezentaci konvoluce ostrého obrazu X s tzv. rozptylovou funkei bodu (point spread
function, PSF) a je mozné ukézat, ze matice A muze mit v zavislosti na dalsich pod-
minkach urc¢itou specifickou strukturu, které lze vyuzit napft. pri hledani jejtho SVD
rozkladu, podrobnéji v [12]. V piipadé redlnych tloh neni skuteénd matice A presné
znama, ale pracuje se s jejim odhadem odvozenym na zakladé matematického modelu

popisujiciho fyzikalni proces, ktery rozmazani zptsobil.

P1i praci s redlnymi (nejen obrazovymi) daty se velice ¢asto stava, ze vektor b obsahuje

sum (nepfesnosti métreni, zaokrouhlovaci chyby, chyby diskretizace apod.). Tedy plati

b= brxacr + byoisk,

kde bpxacT je presna prava strana soustavy a byorsg je vektor Sumu. Bude predpo-

kladano, Ze ||bexacr||2 > ||brvorse]|e-

o4



Pokud rank(A¢) = m a rank(Ag) = n, je matice A reguldrni a feseni soustavy (5.9),
obvykle oznacované jako tzv. naivni, lze jednoduse zapsat jako @y ave = A~ b. Toto
feseni by odpovidalo pozadovanému feseni xgpxacr = A" 'bgxacr, pokud by vektor b

neobsahoval sum. V pripadé, ze vektor b Sum obsahuje, pro &y a5 g plati

Tvarve = A0 = zpxacr + A byorse- (5.10)

Rekonstrukce rozmazaného obrazu je typickym prikladem tzv. ill-posed problému. Tyto
problémy spocivaji v Teseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic Az = b (resp.
tlohy o nejmensich ¢tvercich), kde matice soustavy A méa vysoké ¢islo podminénosti
a jeji singularni ¢isla postupné (bez vyraznych mezer) klesaji k nule. Vektor pravych
stran b navic obvykle byva zatizen Sumem, na ktery je soustava ze své podstaty velmi

citliva. S ill-posed problémy se lze pfi feseni realnych tloh setkat pomérné casto.

7 obrazku 5(c) je patrné, Ze naivnimu fesenf (5.10) dominuje inverzni um A~ 'byossE
a zcela prekryva hledané feseni xpxacr. Reseni xyarve 1ze pomoci SVD rozkladu

matice A vyjadreného v podobé dyadického rozvoje zapsat jako

mn 1 mn o,
u; bpxacr u; bnorsk
_ 'j 'j
INAIVE = E E— i E — ;. (5-11)
j=1 J j=1 gj

Déle se predpoklada, ze vektor bgxacr spliuje tzv. diskrétni Picardovu podminku,
tedy zjednodusené Teceno, ze s rostoucim j velikost komponent 'u,;f bex act klesa k nule
v prumeéru rychleji nez velikost odpovidajicich singuldrnich ¢isel o;, vice v [7]. Vek-
tor sSumu byoprsg tuto podminku splnovat nemusi. Hodnoty 'u,?bNO[SE k nule obvykle
neklesaji a v disledku déleni malymi singuldrnimi ¢isly dojde k zesileni jejich vlivu.
V naivnim feSeni (5.11) tak dominuje druhd suma, to vysvétluje vysledek na obrazku

5(c).

Zpusobem, jakym lze ill-posed problémy fesit, je regularizace. Cilem je nalézt néjakou
aproximaci presného reseni xgx acr tak, aby byl potlacen vliv Sumu. Jednou z klasic-
kych regularizacnich metod je Truncated SVD (TSVD). TSVD regularizace je zaloZena

na nahrazeni matice A jeji nejlepsi aproximaci nizsi hodnosti Ay dle véty 5.2.2
k
_ T
A=) ojuv;, k<mn.
Jj=1
Prislusné reseni problému (5.9) ve smyslu nejmensich ¢tverci ma pak tvar

k
wREg(k) = ALb = Z 7’1)3'.



Slozky feseni nejvice dominované sSumem, odpovidajici déleni malymi singuldrnimi ¢isly

0j,J =k+1,...,mn, jsou jednoduse odstranény.

Otézkou zustava volba vhodné hodnoty k, tzv. regularizacniho parametru. S klesa-
jici hodnotou k je vice potlacovan vliv Sumu, zaroven vsSak dochazi ke ztraté casti
informace. V praxi se pro urceni regularizacniho parametru pouzivaji rtizné techniky,
napriklad princip diskrepance, generalized cross validation ¢i L-ktivky. Podrobnéji k to-
muto, k dalsim metodam regularizace i obecné k problematice rekonstrukce rozmaza-
ného obrazu v [12]. Obrazek 5(d) — (f) ukazuje Teseni odpovidajici riznym volbam

regulariza¢niho parametru.
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(e) (f)

Obrazek 4: Rekonstrukce rozmazaného obrazu: (a) pivodni obraz (presné reseni), (b)
rozmazany obraz s aditivnim Sumem, (c) naivni resent, (d) reseni pri vhodné zvole-
ném regqularizacnim parametru (k = 12 693), (e) podregularizované teseni s patrngm
vysokofrekvencénim sumem (k = 15 351), (f) prereqularizované reseni postradajici cdast

vysokofrekvencni informace (sum, ale i detaily obrazu) (k = 3 602)

5.2.5 Analyza hlavnich komponent

Analyza hlavnich komponent (principal component analysis, PCA) je statistickd me-
toda slouzici k redukci dimenze vicerozmérnych dat a je také ¢asto pouzivanym nastro-
jem pro prvotni poznani a pochopeni dat predchézejici vlastnimu feSeni vicerozmér-
nych tloh. Pii statistickych vyzkumech mutze byt pocet sledovanych a zpracovavanych
proménnych vysoky, cilem analyzy hlavnich komponent je nalézt mensi pocet novych
proménnych (tzv. hlavnich komponent), kterymi by bylo mozné nahradit ptivodni pro-
ménné tak, aby nedoslo k vyrazné ztraté informace, presnéji, aby byla co nejvice za-
chovana variabilita ptivodnich dat. Nové nalezené hlavni komponenty jsou vzajemné

nekorelované linearni kombinace ptivodnich proménnych.

Postup analyzy hlavnich komponent a souvislost se spektralnim rozkladem a SVD
rozkladem matice budou predvedeny na tloze rozpoznavani tvari (znamé také jako
seigenfaces”), jak je predstavil Turk a Pentland v [28]. Vysvétleni pouzitych statistic-

kych pojmu lze nalézt napiiklad v [13], podrobnéjsi popis analyzy hlavnich komponent
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uvadi [14]. K praktické demonstraci popsané metody budou pouzity fotografie z data-
béze ORL (Olivetti Research Laboratory) [23]. Databdze obsahuje 10 ruznych snimku
tvare 40 jedinct, jednotlivé snimky téhoz jedince se lisi naptiklad vyrazem tvate, osvet-

lenim, pritomnosti bryli apod.

Budiz predpokldddna (tréninkovd) mnozina sestavajici z m obrazu tvaii ruznych je-
dinca ' = {I';, Ty, ..., I',,}, kde je kazdy obraz o rozmérech p x ¢ = n pixeld repre-
zentovan vektorem I'; € R", neboli jinak feceno bodem v n-rozmérném euklidovském

prostoru. Nejprve je vypocitan vektor priméru W vsech obrazii
U = L i r
E— i
m 4
a nasledné vektory ®; vyjadiujici rozdil kazdého z obrazii od tohoto priméru
e, =I,-¥, j=1,...,m

Na obrazku 5 je priklad nékolika fotografii z tréninkové mnoziny a primér vSech obrazti

tréninkové mnoziny.

Obrazek 5: Ukdzka obrazi z tréninkové mnoZiny a prumeérny obraz této mnoziny ¥

Vektory @®; jsou vstupem do analyzy hlavnich komponent, kterd hledd mnozinu orto-
normalnich vektorti w € R™ co nejlépe popisujicich rozlozeni variability vstupnich dat.

Vektor uy je volen tak, aby hodnota

1 m
M = — T'®)?
k= ;(uk i)
byla maximalni a zaroven
1 jelil=k
ufuk = )
0 jelil#k.
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Je mozné ukazat, ze vektory wy, a skalary A\, jsou vlastni vektory resp. vlastni cisla

kovarianéni matice C, kterou lze pro tuto tlohu definovat jako

1 m
C=—-5 &7 = AAT
m; Y 7

kde A = <<I>1 P, --- <I>m> . Kovarian¢ni matice je symetrickd a pro urceni jejich
vlastnich vektori a vlastnich ¢isel je mozné vyuzit spektralni rozklad dle véty 5.1.3,
plati

C = UAUT,

kde A je matice, jejiz diagonalni prvky jsou sestupné usporadand vlastni ¢isla A\ kova-
rian¢ni matice a sloupce matice U jsou vlastni vektory wuy prislusejici k témto vlastnim

¢islam.

Kovarian¢ni matice ma rozmeér n x n, coz napriklad pro obrazy tvari o rozméru 100 x 100
predstavuje matici typu 10 000 x 10 000. Moznosti, jak se vyhnout nutnosti konstrukce
kovarian¢ni matice a vypoctu jejiho spektralniho rozkladu, je vyuziti jiz zminéného
faktu, Ze vlastni vektory této matice C = AAT jsou zérovern levymi singuldrnimi vek-
tory matice A a jeji vlastni ¢isla jsou druhymi mocninami singularnich ¢isel matice A.
Pro urceni hledanych vektort uy (resp. matice U) tedy sta¢i vypocitat SVD rozklad
matice A
A=UxV"

V élanku [28] autori predpokladaji, Ze pii feseni této tlohy byva m < n, z toho vy-
plyva, ze nejvyse prvnich m vlastnich ¢isel je nenulovych, a tedy nema vyznam déle
pracovat s ostatnimi vlastnimi vektory ptislusejicimi k nulovym vlastnim ¢islim. Déle
z logiky analyzy hlavnich komponent vyplyva, Ze vstupni mnozinu dat (obraziu) by
bylo mozné popsat i za vyuziti mensiho poc¢tu p < m vlastnich vektora (tedy pomoci
p hlavnich komponent misto puvodnich n proménnych). Vlastni ¢isla A vyjadiuji va-
riabilitu (rozptyl) k-té hlavni komponenty definované pomoci vlastniho vektoru .
Jelikoz jsou vlastni ¢isla usporadana sestupné, je ziejmé, ze prvni hlavni komponenta
pokryva nejvétsi ¢ast celkové variability dat a s rostoucim k se vyznam komponenty na
celkové variabilité snizuje. Jednou z moznych technik, jak urcit vhodné p, je pozadovat,

aby byla zachovana ur¢ita minimalni ¢ast h variability ptivodnich dat neboli aby

P
k=1 Ak

== > h.
Z?:l )\k

Déle uz staci pracovat pouze s prvnimi p vlastnimi vektory w; (kK = 1,...,p). Tyto

vektory nazyvané jako ,eigenfaces“ (viz obrazek 6) tvoii béazi prostoru, tzv. prostoru
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tvari, pricemz dimenze p tohoto prostoru je vyrazné nizsi nez dimenze n prostoru

puvodnich dat.

Obrazek 6: Vizualizace pronich péti vlastnich vektori (,eigenfaces®) uy, ..., us
Nésledné jsou vSechny vstupni obrazy I';, j = 1,...,m, promitnuty do prostoru tvari
T
a pro kazdy je vypocten vektor £2; = (le Wy, - wjp) , jehoz slozky
wi, = (T; — ¥) = u, @, (5.12)

predstavuji jednotlivd komponentni skére, ktera vyjadiuji prispévek k-tého vlastniho

vektoru k reprezentaci j-tého obrazu tvare.

Identifikace jedince je pak klasickou tlohou rozpoznavani. Pro novy testovaci obraz
TI'; je podle vztahu (5.12) uréen vektor €2; a nasledné je vypoctena euklidovska vzdale-

nost tohoto vektoru od vektort €2;, j =1,...,m, vSech obrazi z tréninkové mnoziny
e = 1€ — Q2.

Obraz je piifazen k jedinci ¢, pokud vzdalenost €; je minimalni ze vSech ¢; a zéroveii ¢;

je mensi nez néjaka predem stanovend hranice pro rozpoznani ..

Jelikoz vice riznych obrazt, které ani nemuseji byt obrazy tvari, muze byt promit-
nuto na stejny vektor €2, je vhodné pro testovaci obraz vypocist jeho vzdélenost od
prostoru tvari

6 =[P — Dyllo,

kde ®; =Ty — ¥ a &y = 37 _, wi, w;, a stanovit urc¢itou hranici 5, pri které obraz jiz

nebude povazovan za obraz tvare.
Nyni muze nastat nékterd z nasledujicich situaci:

€; < 0. ad < 05 obraz je identifikovan jako pattici i-tému jedinci,
€ > 0. a0 < 05 jedna se o obraz tvare neznamého jedince,

0 > 05 nejedna se o obraz tvare.
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V souvislosti s prvnim a druhym piipadem je zrejmé, ze s klesajici hodnotou 6, bude
rist presnost rozpoznanych jedincti, ale zaroven bude vice tvari ztistavat jako nezna-
mych. Vypocet vzdalenosti od prostoru tvaii a aplikace hranice 65 umoznuje tuto me-
todu vhodné pouzit nejen pro vlastni rozpoznavani tvari, ale i jako prostfedek pro
urceni, zda je néjaky obraz obrazem tvare ¢i nikoli. Hodnoty obou hranic 6, a 65 byvaji

urcovany experimentalné. Priklady uvedenych situaci ilustruje obrazek 7.

Obrazek 7: Tri testovaci obrazy a rekonstrukce jejich projekei do prostoru tvari: (a) jedi-
nec nachdzejici se v tréninkové mnoziné, (b) nezndmyj jedinec, ktery nebyl v tréninkové

mnozing, (c) fotografie, kterd neni obrazem tvdre

Tabulka 2 shrnuje hodnoty vzdélenosti € a d pro tyto obrazy. Testovaci obraz (a)
byl spravné identifikovan jako jedinec z tréninkové mnoziny v experimentu oznaceny
¢islem 5. Minimalni vzdalenost € obrazu (b) je relativné vyssi v porovnani s hodnotami
spravné rozpoznanych testovacich obrazi jedinci, kteri byly v tréninkové mmnoziné,
pri vhodné zvolené hranici 6. by tak byl tento obraz oznacen jako neznamy. Vysoké

hodnota vzdalenosti § obrazu (c) indikuje, Ze se nejedné o obraz tvére.

Testovaci obraz ¢ | e = minj_; __,, [|2 — Q]2 | § = || P — B2
(a) 3,6715 8, 3403
(b) 11,7247 9, 8888
(c) 25,1906 20, 3478

Tabulka 2: Hodnoty vzddlenosti € a 0 pro testovaci obrazy z obrdzku 7 (zaokrouhleno na

4 desetinnd mista)
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Predstavend metoda pro rozpoznavani tvari byla v této praci otestovana jednoduchym
experimentem. Do tréninkové mnoziny bylo zatazeno 39 jedinci z databidze ORL a
kazdy v ni byl reprezentovan prvni z deseti fotografii. Testovaci mnozina obsahovala
vzdy druhou z desitky fotografii kazdého jedince. Hranice 6, a 65 nebyly uvazovany,
resp. byly povazovany za nekonecné, nebot vSechny obrazy v testovaci mnoziné bylo
mozné priradit k nékterému jedinci z tréninkové mnoziny. Vysledkem bylo 31 spravné
rozpoznanych jedincii z celkového poctu 39 obrazii v testovaci mnoziné, coz odpovida

uspésnosti priblizné 79,5 %.

Popsana metoda rozpoznavani tvari zalozena na analyze hlavnich komponent mé urcité
nedostatky, které se projevily i v provedeném experimentu. Rozpoznavani je citlivé na
vyrazné zmény svételnych podminek pii porizovani fotografii, zmény v pozici a natoc¢eni
tvare, zakryti ¢asti tvare napiiklad brylemi apod. Zplisobem, jak ¢astecné potlacit ¢i
eliminovat disledky plisobeni téchto vlivii, a tim zvysit presnost obdrzenych vysledk,
by mohlo byt predzpracovani (tedy jakasi normalizace) vSech obrazu pred vlastnim pro-
vedenim metody nebo zahrnuti vice odlisnych fotografii kazdého jedince do tréninkové
mnoziny [26]. ,Eigenfaces® jsou klasickou metodou pro rozpoznavani tvari, nicméné od
roku 1991, kdy ji Turk a Pentland publikovali, bylo navrzeno mnozstvi jejich vylepseni

i metod novych.

FSVDR reprezentace tvari

Liu, Chen a Tan [17] navrhli zptisob reprezentace obrazi tvari nazvany FSVDR (fracti-
onal order singular value decomposition representation). Vyuzitim této reprezentace
tvari lze dosdhnout lepsich vysledki rozpoznévani zejména v pripadech, kdy se fo-
tografie v tréninkové a testovaci mnoziné lisi podminkami osvétleni nebo i ¢astecnym
zakrytim tvare. FSVDR reprezentaci je mozné pouzit kromé metod vychézejicich z ana-

Iyzy hlavnich komponent i pfi jinych metodach rozpoznavani tvari.

Standardné je kazda cernobila fotografie tvare o rozméru p X ¢ reprezentovana ma-
tici obsahujici hodnoty intenzit jednotlivych pixeli. Necht je tato matice oznacena
G € RP*Y a necht G = UGEGVg je jeji SVD rozklad. FSVDR spociva v nahrazeni
matice G matici
_ T
B=U_XV_,

0 < a < 1. Poté, co jsou takto upraveny vsSechny obrazy v tréninkové i testovaci
mnoziné, je jiz uloha rozpoznavani fesena klasicky, napiiklad metodou ,eigenfaces®.
Podrobnéjsi odvozeni FSVDR je uvedeno v [17].
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Obrazek 8 ilustruje FSVDR reprezentace dvou obrazu tvare lisicich se smérem osvétleni
pro ruzné hodnoty parametru a. Vizudlné je patrné, ze s klesajici hodnotou « jsou

rozdily mezi obrazy méné znatelné. Fotografie pochazi z databéze Yale [2].

Obrdzek 8: Dva obrazy tvdre s odlisnym osvétlenim a jejich FSVDR reprezentace (o = 1

odpovidd puvodnimu obrazu)

Volba parametru « je klicova. Hodnota obvykle byva urcovana experimentalné pro po-
tieby konkrétni tlohy. Autofi v [17] uvadéji, ze pro metody rozpoznavani zalozené na
analyze hlavnich komponent byva obecné nejlepsich vysledkti dosazeno pri o = 0, 1.

Toto se potvrdilo i v nize popsaném experimentu.

Databéze Yale obsahuje fotografie tvari 15 jedinct, kazdy jedinec je zastoupen 11 riiz-
nymi fotografiemi. Pro tcely zde provedeného experimentu byly z databaze vybrany pro
kazdého jedince dvé fotografie lisici se svételnymi podminkami, pficemz jedna z nich
byla zarazena do tréninkové mnoziny a druhad do testovaci. VSechny fotografie byly
ofiznuty a bylo zménéno jejich méritko. V prvnim pokusu byla ponechana standardni
reprezentace fotografii a rozpoznavani bylo provedeno metodou ,eigenfaces* tak, jak
byla predstavena v predchozi ¢asti textu. Spravné byl identifikovan pouze jeden jedinec.
V druhém pokusu byla pro obrazy tvaii pouzita FSVDR reprezentace (s parametrem
a = 0,1), ostatni postup zistal stejny. Vysledkem druhého pokusu bylo 11 spravné

identifikovanych jedinct z celkového poctu 15, neboli tspésnost priblizné 73,3 %.
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6 Shrnuti vysledku

Prace predstavila vybrané maticové rozklady, predvedla moznosti jejich aplikace a zmi-
nila i mozné algoritmy pro jejich vypocet. Hlavni pozornost byla vénovana LU rozkladu,
Moore-Penroseove inverzi a SVD rozkladu, v souvislosti s nimi vSak byly popsany i dalsi
rozklady — hodnostni rozklad, spektralni rozklad a QR rozklad.

Pro kazdy z rozkladt byl uveden algoritmus jeho vypoctu, ktery byl nasledné im-
plementovan v MATLABu a otestovan. Nutné je vSak podotknout, ze pro kazdy roz-
klad obvykle existuje vice riznych postupu vypoctu, které se lisi svymi numerickymi
charakteristikami. V praci uvedené algoritmy jsou vhodné pro teoreticky vyklad roz-
kladt a ukazani souvislosti s dalsimi matematickymi koncepty, pro realny vypocet vsak
nemuseji byt tou nejlepsi variantou. Tyto skutecnosti byly nastinény jiz ve vlastnim
textu a souCasné byla zminéna i néktera alternativni feseni. Piikladem muze byt vy-
pocet SVD rozkladu vyuzivajici spektralni rozklad a QR rozklad. Algoritmus ukazal
souvislost SVD rozkladu s vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory matice, pro praktické
pouziti nicméné vhodny neni, nebot vypocet spektralniho rozkladu Jacobiho metodou
pro matice vyssich radu a pri pozadovani vysoké presnosti trva velmi dlouho a zaroven

pocatecni konstrukce matice ATA vede k urcité ztraté informace.

Dale bylo ukazano, ze maticové rozklady mohou mit Siroké moznosti vyuziti. Kromé
primého pouziti v matematice nachazeji své uplatnéni napriklad ve statistice ¢i poci-

tacové grafice — jak bylo pfedvedeno na prikladu SVD rozkladu.

Vytvorené zdrojové kddy implementaci predstavenych algoritmi a skripty pouzité pri
reseni demonstracnich tloh jsou k prohlédnuti v priloze prace: ¢ast A.1 obsahuje funkce
souvisejici s vypoctem a aplikacemi LU rozkladu, ¢ast A.2 uvadi algoritmy tykajici se
Moore-Penroseovy inverze a ¢ast A.3 prezentuje zdrojové kody spojené s SVD rozkla-

dem.
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7 Zavéry a doporuceni

I kdyz prace ukazala pouze vybrané rozklady a jen nékteré jejich aplikace, je ziejmé, ze
maticové rozklady maji své nezastupitelné misto nejen v matematice, ale i v oblastech
s ni souvisejicich. Diky dostatecnému vypocetnimu vykonu, ktery je dnes k dispo-
zici, neni problém zkonstruovat rozklady i pro matice vyssich radi, coz otevira cestu
k dalsim moznostem jejich vyuziti. Na druhou stranu vsak pouziti maticovych rozkladi
nemusi byt vzdy tim nejvhodnéjsim pristupem pro reseni néjaké konkrétni tilohy, nutné

je zvazit i alternativni moznosti reseni.

Prace poskytla pohled na teoreticky vyklad a praktické aplikace nékterych matico-
vych rozkladii, mimo to nastinila i moznosti jejich vypoctu. Problematika vypoctu
rozkladl vSak neni zdaleka vycerpana a zaslouzila by si dalsi pozornost. Jak jiz bylo
zminéno, pro vypocet uvedenych rozkladu existuje mnozstvi algoritmu, které je mozné
analyzovat a porovnavat z numerického hlediska. Zajimava je téz otazka jejich efektivni
implementace v uré¢itém programovacim jazyce ¢i treba vyuziti moznosti paralelnich
vypocti, které jsou podporovany i prostredim MATLAB. Rovnéz prehled moznych
aplikaci uvedenych rozkladi neni kompletni. Napriklad SVD rozklad nachazi vyuziti
také pri vypoctu polarniho rozkladu, latentnim sémantickém indexovani, registraci dat
a mnohé dalsi, a je tak pravem povazovan za jeden z nejdilezitéjsich nastroji matico-

vych vypoctu.
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det(A)
rank(A)
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Mnozina realnych cisel

Mnozina komplexnich ¢isel

Sloupcovy vektor

Transponovany vektor k vektoru x (fadkovy vektor)
Prvek vektoru « na pozici ¢

Matice

Prvek matice A na pozici ij

-ty Tadek matice A

j-ty sloupec matice A

Matice tvorena prvnimi ¢ fadky a prvnimi j sloupci matice A
Transponovanad matice k matici A

Inverzni matice k regularni matici A
Moore-Penroseova inverze matice A
Jednotkova matice, jednotkovd matice radu n
j-ty sloupec jednotkové matice

Determinant matice A

Hodnost matice A

Sloupcovy prostor matice A

Nulovy prostor (jadro) matice A

Vlastni ¢isla matice

Singularni ¢isla matice

Euklidovska norma vektoru x

Spektralni norma matice A

Frobeniova norma matice A

Cislo podminénosti matice A

69



Seznam obrazku

1 Vysledné aproximacni polynomy stupné 1, 3,5a6 . . . . . . ... ...

2 Geometrické interpretace SVD rozkladu regularni matice A € R?*2

w

Pivodni obraz a zkomprimované obrazky odpovidajici aproximac¢nim
maticim . . . . ..
Rekonstrukce rozmazaného obrazu . . . . . .. ...
Ukéazka obrazl z tréninkové mnoziny a primeérny obraz této mnoziny

Vizualizace prvnich péti vlastnich vektoru (,eigenfaces) . . . . . ...

Tri testovaci obrazy a rekonstrukce jejich projekei do prostoru tvari

o N O Ot =

Dva obrazy tvare s odliSnym osvétlenim a jejich FSVDR reprezentace .

Seznam tabulek

1 SVD komprese dvourozmérnych dat . . . . . . .. ... ... L.

2 Hodnoty vzdalenosti € a § pro testovaci obrazy z obrazku 7 . . . . . . .

70

36

50
57
o8
60
61
63



Seznam algoritmiu

1 Zpétna substituce . . . . ... L.

2 Priméa substituce . . . . . .. ...

3 LU rozklad s ¢astecnou pivotaci . . . . . . . . ... ... .. ... ... 17
4 Redukovany odstupnovany tvar matice . . . . . .. .. ... ... ... 25
5) Metoda hodnostniho rozkladu matice . . . . . . .. ... .. ... ... 26
6 Grevilliv algoritmus . . . . .. ... o 29
7 Jacobiho metoda . . . . . .. ..o 39
8 QR rozklad uzitim Householderovych reflexi . . . . . . ... ... ... 41
9 SVDrozklad . . . . . . ... 42

71



Prilohy

A Zdrojové koédy funkci a skriptia
v MATLABu

Priloha obsahuje zdrojové kédy vytvorené v jazyce MATLAB, které ilustruji mozné

zpusoby implementace v praci popsanych algoritmt a metod souvisejicich s vypoctem

a aplikacemi zminénych maticovych rozkladt. Jedna se o vlastni implementace, vSechny

uvedené funkce i skripty byly otestovany, pri tvorbé bylo Cerpano zejména z [10] a [15].

Kédy byly vytvoreny v prosttedi MATLAB R2014a a nevyzaduji pritomnost zadného

toolboxu.

Ve zdrojovych kddech jsou vyuzity nasledujici preddefinované funkce MATLABu, po-

drobnéji [19].

abs (x)
class(object)
diag(A), diag(x)

double(A)
eye(n)
imread(filename)

intmax(’classname’)

issymmetric(A)

Vraci absolutni hodnotu prvkua vektoru

Urcuje tfidu objektu

Vraci vektor diagonalnich prvki matice A nebo diago-
nalni matici s prvky vektoru « na diagonale

Provadi konverzi na datovy typ double

Vytvari jednotkovou matici fadu n

Nacita obraz ze souboru

Vraci nejvyssi pouzitelnou hodnotu v zadané celociselné
tride

Ovér, zda je matice symetricka
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length(x)

linspace(a, b)

max (x)
mean(A, 2)

min(x)

norm(A), norm(A, ’fro’)

norm(x), norm(x, inf)
pinv(A)

polyval(p, x)

prod(x)

reshape(A, [m n])
size(A)

sort(x, ’descend’)
sqrt (x)

., sN)
strcmp(sl, s2)

strcat(si,

sum (x)
svd(A)
tril(A)
triu(A)

zeros(m, n)

Vraci délku vektoru

Vytvari vektor obsahujici 100 ¢isel rovnomérné rozloze-
nych mezi a a b

Vraci nejvetsi prvek vektoru a pripadneé i jeho pozici
Vypocita prameér prvki v jednotlivych radcich matice
Vraci nejmensi prvek vektoru a pripadneé i jeho pozici
Vraci spektralni resp. Frobeniovu normu matice
Vraci euklidovskou resp. maximovou normu vektoru
Vypocita Moore-Penroseovu inverzi matice

Vypocita funkéni hodnotu polynomu pro dana x
Vypocita soucin prvki vektoru

Transformuje matici na matici o rozmérech m x n
Vraci rozméry matice

Seradi prvky vektoru v sestupném poradi
Vypocita druhou odmocninu

Spojuje textové Tetézce
Porovnava shodnost textovych retézct
Vypocita soucet prvku vektoru

Vypocita SVD rozklad matice

Vraci dolni trojuhelnikovou ¢ast matice

Vraci horni trojihelnikovou ¢ast matice

Vytvari nulovou matici o rozmérech m x n

Budiz podotknuto, Ze i pro nékteré z implementovanych algoritmt lze v MATLABu

najit ekvivalentni preddefinovanou funkci.

A.1 LU rozklad matice

A.1.1 Vypocet LU rozkladu

function [ varargout ]

luRozklad( A )

% LU rozklad matice s Castelnou pivotaci

% [ Y, p ] = luRozklad( A )

yA Vstup: A
yA Vystup: Y

regularni matice n x n
matice obsahujici horni trojuihelnikovou matici U

b a dolni trojthelnikovou matici L bez jednotkové
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yA diagonaly, Y = U + L - eye(n)

% P -.. permutaéni vektor, A(p, :) =L x U
/A [ L, U, P] = luRozklad( A )

yA Vystup: L dolni trojuhelnikova matice

% U horni trojthelnikovad matice

% P permutacni matice, P * A = L % U

/A

% Datum posledni tupravy: 23.7.2015, KF

[n, n2] = size(A);
if n ~= n2
error ('Zadana matice neni &tvercova.')

end
% Inicializace permutacniho vektoru
p=1: n;

for k =1 : n -1
% Nalezeni maxima ve sloupci k (sloupcovy vybér pivota)

[maximum, imax] = max(abs(A(k : n, k)));
if maximum < eps
error ('LU:singularniMatice', 'Zadand matice je singulédrni.')
end
r = imax + k - 1;

% Vyména tadku k s faddkem r v matici A a zaznamendni informace
% o vyméné& do permutacniho vektoru
if r ~= k

AC[r k1, ) = AUk rl, :);

pClr k1) = p([k rl);

end
% Eliminace poddiagondlnich prvkid sloupce k
for i =k + 1 : n

A(i, k) = A(di, k) / A(k, k); % Vypocet multiplikatoru
A(i, k +1 : n) = A(i, k + 1 : n) - A(i, k) * A(k, k + 1 : n);

end
end
if abs(A(n, n)) < eps
error ('LU:singularniMatice', 'Zadanad matice je singulédrni.')
end
if nargout == 2
varargout{1} = A;
varargout {2} = p;
end
if nargout == 3
I = eye(n);
varargout{1} = I + tril(A, -1); % Matice L
varargout {2} = triu(A); % Matice U
varargout{3} = I(p, :); % Matice P
end
end

A.1.2 Aplikace LU rozkladu

Reseni soustav linearnich algebraickych rovnic

function [ b ] = slar( A, b )
% Refeni soustavy lineadrnich algebraickjch rovnic s regularni matici
% pomoci LU rozkladu s EasteCnou pivotaci
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% [ x 1 = slar( A, b )

% Vstup: A ... reguldrni matice soustavy n x n
% b ... vektor pravjch stran n x 1
% Vistup: x ... vektor FeSeni

% Datum posledni upravy: 23.7.2015, KF

[n, ~] = size(A);
if any(size(b) ~= [n, 1])
error ('Vektor pravych stran musi byt rozméru n x 1.')
end
% LU rozklad matice A
(A, p] = 1luRozklad(A);
% Permutace prvkid vektoru b
b = b(p);
% ReSeni soustavy Ly = Pb pomoci p¥imé substituce
% (vektor y prepisuje vektor b)
for k = 2 : n
b(k) = b(k) - A(k, 1 : k - 1) *x b(1 : k - 1);
end
% ReSeni soustavy Ux = y pomoci zp&tné substituce
% (vektor x pfrepisuje vektor b)
b(n) = b(n) / A(n, n);
for k = n -1 : -1 : 1
b(k) = (b(k) - A(k, ¥k + 1 : n) * b(k + 1 : n)) / A(k, k);
end
end

Vypocet inverzni matice

function [ X ] = inverzeA( A )

% Vypoclet inverzni matice pomoci LU rozkladu s ¢a
% Inverze X je poCitana po sloupcich postupnym fe
%A ox X(C:y j) = IC:, j)

b

A [ X1 = inverzeA( A )

% Vstup: A ... regularni matice n x n

% Vystup: X ... inverzni matice A"-1

telnou pivotaci

s
Senim soustav

% Datum posledni upravy: 16.8.2015, KF

(A, pl luRozklad (A);
[n, ~] size (A);
X = eye(n);
X = X(p, :);
for j =1 : n

% Vypolet j-tého sloupce

for k = 2 : n

X(k, j) = X(k, j) - A(k, 1 : k - 1) * X(1 : k - 1, j);

end
X(n, j) = X(n, j) / A(n, n);
for k = n - 1 -1 1
X(k, j) = (X(k, j) - A(k, k + 1 : n) » X(k + 1 : n, j)) / A(k,
k);
end
end
end
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function [ A ] inverzeB (

A

% Vypoclet inverzni matice pomoci LU rozkladu s Castelnou pivotaci

Inverze X je poclitéana jako feSeni rovmnice X * L

16.8.2015,

%

%

% [ X1 = inverzeB( A )
yA Vstup: A

b Vistup: X

%

% Datum posledni dpravy:
[A, p] = luRozklad(A);

[n, ~] = size(A);

A = invU(triu(A)) / (eye(n) + tril(A,
r(p) =1 n;

A= AC, 1);

end

U~-1

regularni matice n x n
inverzni matice A™-1

KF

-1));

function [ X ]

inverzeC( A )

% Vypolet inverzni matice pomoci LU rozkladu s Castelnou pivotaci
Stability of

% Pro vypolet je vyuzit algoritmus dle Du Croz, Higham:
% methods for matrix inversion, Method C
A
yA [ X1 = inverzeC( A )
% Vstup: A regularni matice n x n
% Vistup: X inverzni matice A~-1
b
% Datum posledni dpravy: 16.8.2015, KF
[A, p] = luRozklad(A);
[n, ~] = size(A);
X = eye(n);
for k = n -1 : 1
X(k + 1 n, k) = -X(k + 1 n, k + 1 n) *x A(k + 1
X(k, k + 1 n) = -A(k, k + 1 n) * X(k + 1 n, k + 1
, k)
X(k, k) =1/ Ak, k) - X(k, k + 1 n) *x A(k + 1 n,
end
r(p) =1 n;
X =X, r);
end

o,

k) ;

k) ;
n) / A(k

function [ A ]

inverzeD( A )

% Vypolet inverzni matice pomoci LU rozkladu s Castelnou pivotaci

% Inverze X je pocitana podle vztahu X
b

yA [ X1 = inverzeD( A )
yA Vstup: A

yA Vystup: X

)

% Datum posledni dpravy:
[A, p] = luRozklad(A);

[n, ~] = size(A);

A =

r(p) =1 n;

inverzni matice A™-1

16.8.2015,

invU(triu(A)) * invL(eye(n) + tril(A,
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A= A(C:, 1)
end

function [ L ] = invL( L )
% Vypolet inverze dolni trojihelnikové matice

b [ X1 = invL( L)
% Vstup: L ... dolni trojihelnikova matice n x n
% Vystup: X ... inverzni matice L7-1

% Datum posledni tdpravy: 26.8.2015, KF

[n, ~] = size(L);

for j =mn : -1 : 1
L(j, j) =1/ L(j, j);
L(j +1 :mn, j)=L(j+1 :mn, j+1 :mn) *L{G + 1 :mn, j);
L(j +1 :mn, j)=-L(j, j) » L(j + 1 :mn, j);

end

end

function [ U ] = invU( U )
% VypoCet inverze horni trojuhelnikové matice

% [ X1 = invU(C U )

% Vstup: U ... horni trojihelnikovad matice n x n
% Vystup: X ... inverzni matice U"-1
b

% Datum posledni upravy: 26.8.2015, KF

[n, ~] = size(U);

for j =1 :n
U(j, 30> =1/ U(j, j);
ULt : j -1, j) =U( : 3 -1, 1 : 3 -1) U :3F -1, 3);
Ul : j -1, j) = -U(, j) U@ : j -1, 3);

end

end

Vypocet determinantu matice

function [ det ] = determinant( A )
% Vypolet determinantu matice pomoci LU rozkladu s Cadstelnou pivotaci

% [ det ] = determinant( A )
YA Vstup: A ... regularni matice n x n

yA Vystup: det ... determinant matice A

% Datum posledni dpravy: 23.7.2015, KF

try
[A, p] = luRozklad(A);
catch ME
if (strcmp(ME.identifier, 'LU:singularniMatice'))
det = 0; % Matice je singuléarni
return
else

rethrow (ME)
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end
end
% Znaménko permutace
[n, ~] = size(A);
sign = 1;
for i =1 : n -1
for j=1i+ 1 :n
if p(i) > p(j)
sign = -sign;
end
end
end
det = sign * prod(diag(A));
end

A.2 Moore-Penroseova inverze matice

A.2.1 Vypocet Moore-Penroseovy inverze

Nésledujici funkce vyzaduji jako vstupni argument hodnotu tolerance pro rozpoznani
nuly. V ptipadé vypoctu redukovaného odstupnovaného tvaru je mozné toleranci urcit
automaticky vyuzitim vztahu tol = max(size(A)) * eps * norm(A, inf) (tak, jak
je tomu i u preddefinované funkce MATLABu rref () ), pro Grevilliv algoritmus vsak
podobna moznost nebyla nalezena, a tak nezbyva, nez vhodnou hodnotu tolerance urcit

pro konkrétni vstupni matici experimentalné.

Metoda hodnostniho rozkladu

function [ X ] = pinvHR( A, tol )
% Moore-Penroseova inverze za vyuZiti hodnostniho rozkladu matice

yA [ X1 = pinvHR( A, tol )

% Vstup: A ... matice m x n
% tol ... tolerance pro rozpoznani nuly
% Vystup: X ... Moore-Penroseova inverze matice A
b
% Datum posledni dpravy: 8.8.2015, KF
try
[B, C] = hodRozklad (A, tol);
catch
[m, n] = size(A);
X = zeros(n, m);
return
end
X=¢C"/ (B'" *x A x C') x B';
end
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function [ B, C ] = hodRozklad( A, tol )
% Hodnostni rozklad matice

b

yA [ B, C1 = hodRozklad( A, tol )

% Vstup: A ... matice m x n, A ~= 0

yA tol ... tolerance pro rozpozmnani nuly
% Vystup: B ... matice m x r

b C ... matice r x n

b

% Datum posledni dpravy: 8.8.2015, KF

[~, n] = size(A);
% Vypoclet redukovaného odstupiiovaného tvaru
[R, baz] = rrefTvar (A, tol);
% Hodnost matice A
r = length(baz);
if r == 0
error ('Zadana matice je nulova.')
end
% Matice B je tvofena badzoviymi sloupci matice A
B = A(:, baz);
% Matice C odpovidad prvnim r F¥adkim matice R
C=R(1 :r, 1 : n);
end

function [ A, baz ] = rrefTvar( A, tol )
% VipoCet redukovaného odstupifiovaného tvaru matice (RREF)
% za vyuziti Gauss-Jordanovy eliminace s Casteénou pivotaci

% [ R, baz ] = rrefTvar( A, tol )

% Vstup: A ... matice m x n

% tol ... tolerance pro rozpoznani nuly

% Vystup: R ... matice v redukovaném odstupfiovaném tvaru

% baz ... vektor obsahujici indexy béazovych sloupcti matice A
b

% Datum posledni dpravy: 8.8.2015, KF

[m, n] = size(A);

i=1;

j =1

baz zeros (1, n);
while i <= m && j <= n
% Nalezeni maxima ve sloupci j (sloupcovy vybé&r pivota)
[maximum, imax] = max(abs(A(i : m, j)));
if maximum <= tol
% Prvky sloupce j jsou zanedbatelné malé a jsou vynulovany

A(i : m, j) = zeros(m - i + 1, 1);
% Hledani pivota pokracuje v sousednim sloupci
i=i+ L
else
k = imax + i - 1;
% Vyména i-tého a k-tého radku matice
if i ~= k

AC[i k], j : n) = AC[k i], j : n);
end
% Vydéleni pivotniho #adku hodnotou pivota
A(i, j : n) = A(i, j : n) / A(d, j);
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i
J

% Eliminace prvkd j-tého sloupce nachéazejicich se

% nad a pod pivotem
for k = [1 : i -11i+ 1 : m]

A(k, j + 1 : n) = A(k, j + 1

n);
Ak, j) = 0;
end
% Sloupec j je bazovym sloupcem
baz (i) = j;

= 3i + 1;
= J + 1;

end

end
baz =
end

baz(1 : i - 1);

n)

- Ak,

j) * AL,

i+ 1

Grevillav algoritmus

function [ X ] = pinvGreville( A, tol )
% Moore-Penroseova inverze za vyuZiti Grevillova algoritmu

tol ... tolerance pro rozpoznani nulového vektoru

b

yA [ X ] = pinvGreville( A, tol )

% Vstup: A ... matice m x n

b

% Vystup: X Moore-Penroseova inverze matice A
b

% Datum posledni upravy: 8.8.2015, KF

[m, n] = size(A);

% Pro prvni sloupec matice A

c =AC, 1);
if norm(c, inf) <= tol

else
X

end

% Pro

for j
d
c

Prvky vektoru jsou zanedbatelné malé

a jsou tedy povazovany za nulové
= zeros (1, m);

=c' / (c' * c);
druhy aZz n-ty sloupec
=2 :n

=X *x AC:, j)

AC:, 3j) - AC:, 1 ¢ § - 1) x 4d;

if norm(c, inf) <= tol

% Prvky vektoru jsou zanedbatelné& malé
% a jsou tedy povazovany za nulové

bt = (d' * X) / (1 + 4d' * d);

else
bt = c¢c' / (c' % ¢);
end
% Grevilldv vzorec
X = [X - d * bt; bt]l;
end
end
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A.2.2 Aplikace Moore-Penroseovy inverze

Problém nejmensich c¢tvercu

% Aproximace polynomem

% Zadana data
x = [-3; -2; -1; 0; 1; 2; 31;
[-0.2774; 0.8958; -1.5651; 3.4565; 3.0601; 4.8568; 3.8982];

<
I

% Vjpolet koeficientud aproximacnich polynomd stupné p = 1, 3, 5,
al = polynomFit(x, y, 1);
a3 = polynomFit(x, y, 3);
a5 = polynomFit(x, y, 5);
a6 = polynomFit(x, y, 6);

% Dopocitani bodd pro nakresleni grafu
xx = linspace(-4, 4);

yyl = polyval(al(end : -1 : 1), xx);
yy3 = polyval(a3(end : -1 : 1), xx);
yy5 = polyval(ab(end : -1 : 1), xx);
yy6 = polyval(a6(end : -1 : 1), xx);

% Zobrazeni grafu nalezenjch polynomi
figure('Color', 'w')

subplot (2, 2, 1)

plot(x, y, 'kx')

hold on

plot(xx, yyl, 'k')

hold off

axis([-4 4 -3 91)

subplot (2, 2, 2)
plot(x, y, 'kx')
hold on

plot(xx, yy3, 'k')
hold off

axis ([-4 4 -3 91)

subplot (2, 2, 3)
plot(x, y, 'kx')
hold on

plot (xx, yy5, 'k')
hold off

axis([-4 4 -3 9])

subplot (2, 2, 4)
plot(x, y, 'kx')
hold on

plot(xx, yy6, 'k')
hold off

axis([-4 4 -3 9])

function [ a ] = polynomFit( x, y, p )
% Aproximace polynomem

)
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yA [ a] = polynomFit( x, y, p )

% Vstup: x ... vektor souradnic x vstupnich dat
% y vektor soufadnic y vstupnich dat
% p ... stupeidl polynomu
% Vystup: a koeficinty hledaného polynomu,
A a(l) + a(2) * x + a(3) * x"2 + ... + a(p + 1) * x7p
b
% Datum posledni tupravy: 1.11.2015, KF
m = length(x);
n = length(y);
if m ~= n
error ('Vektory x a y museji mit stejnou délku.')
end

if p >=m
warning (['Zadanj stupeii polynomu je stejnj nebo véts3i nez '

'polet datovych bodu, FeSeni nebude jednoznaéné.'])

end

% Konstrukce matice A (Vandermondova matice)
A = zeros(m, p + 1);

for i =1 : m

A(i, 1 : p + 1) = x(i) .~ (0 : p);
end
% ReSeni ve smyslu nejmenSich &tverct
a = pinvSvd(A, max(size(A)) * norm(A) * eps) * y(:);
end

A.3 SVD rozklad matice

A.3.1 Vypocet SVD rozkladu

function [ U, S, V ] = svdRozklad( A, tol )
% SVD rozklad matice vypolteny pomoci spektrdlniho rozkladu
% a QR rozkladu

b
YA [ U, S, V1 = svdRozklad( A, tol )
% Vstup: A ... matice m x n
% tol ... tolerance udavajici pozadovanou pIesnost vysledku
% Vystup: U ... ortogondlni matice m x m, jejiz sloupce jsou tvoTIeny
yA levymi singuladrnimi vektory matice A
b S ... diagonalni matice m x n, jejiZz diagonalni prvky jsou
yA singularni &isla matice A
% V ... ortogonéalni matice n x n, jejiZ sloupce jsou tvoreny
yA pravymi singuldrnimi vektory matice A,
b A=Ux38 % V'
b
% Datum posledni tdpravy: 1.11.2015, KF
[m, n] = size(A);
if m >=n
[V, ~] = spektRozklad(A' x A, tol);

[U, S] = qrRozklad(A * V);
S = tril(8);
else
[U, ~] = spektRozklad(A * A', tol);
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end
end

[V, S] = grRozklad(A' * U);
S = tril(S)';

function [ X, A ] = spektRozklad( A, tol )

%

Spektralni rozklad matice pomoci Jacobiho metody

[ X, L 1 = spektRozklad( A, tol )

% Vstup: A ... symetrickd matice n x n

% tol ... tolerance udavajici poZadovanou presnost vysledkd
% Vystup: L ... diagondlni matice n x n, jejiZz diagonédlni prvky 1_ii
% aproximuji vlastni Cisla lambda_i matice A,

% abs(lambda_i - 1_ii) <= tol * norm(A, 'fro'),

% i=1,...,n

% X ... ortogondlni matice n x n, jejiZ sloupce jsou tvofreny
% prislusSnymi vlastnimi vektory matice A,

yA A =X =% L x X'

% Datum posledni tdpravy: 1.11.2015, KF

[n, n2] = size(A);
if n ~= n2
error ('Zadani matice neni &tvercova.')
end
if ~issymmetric (A)
error ('Zadand matice neni symetricka.')
end
X = eye(n);
delta = tol * norm(A, 'fro');
while off (A) > delta
% Nalezeni maxima z nediagondlnich prvkil

p =1
q = 2;
for i =1 n
for j=1i+ 1 :n
if abs(A(i, j)) > abs(A(p, q))
p = i
q = 3;
end
end
end
% Vypoclet hodnot sinus (s) a kosinus (c)
if A(p, q) ~= 0

tau = (A(q, q) - A(p, p)) / (2 * A(p,
if tau >= 0

q));

t =1/ (tau + sqrt(l + tau ~ 2))
else
t = -1/ (-tau + sqrt(1 + tau ~ 2));
end
c =1/ sqrt(l + t = 2);
s =t % c;
else
= 1;
= 0;

end
% Aktualizace matic A (A = G' * A *x G) a
AClp ql, ) = [c s; -s cl' * A([p ql, :);
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AC:, [p ql) = AC:, [p ql) * [c s; -s cl;
X(C:, [p ql) X(C:, [p ql) * [c s; -s cl;

end

% Setazeni diagondlnich prvkd vysledné matice A
[b, p] = sort(diag(A), 'descend');

A = diag(b);

X = XC:, p);

end

function [ s 1 = off( A )
% Vypoclet veliliny off (A)
% (pomocna funkce pro Jacobiho metodu)

b [ off 1 = off( A )

% Vstup: A ... matice m x n

% Vystup: off ... odmocnina ze souctu druhjych mocnin nediagondlnich
yA prvkd matice A

% Datum posledni dpravy: 23.10.2015, KF

[m, n] = size(A);
s = 0;
for i =1 : m
for j =1 n
if i o~= j
s = s + A(L, j) ~ 2;
end
end
end
s = sqrt(s);
end
function [ varargout ] = qrRozklad( A )

% QR rozklad matice uzZitim Householderovjch reflexi

yA [ Y1 = grRozklad( A )

% Vstup: A ... matice m x n

% Vystup: Y ... matice, pro kterou R = triu(Y) a v jejiz

% poddiagonalni casti jsou uloZeny pIislusSné
% Householderovy vektory (kromé prvni slozky
% vektoru, ktera je vZdy rovna jedné)

yA [ Q, R ] = grRozklad( A )

% Vstup: A ... matice m x n

% Vystup: Q ... ortogondlni matice m x m

% R ... horni trojihelnikovd matice m x n,

% A =Q *x R

% Datum posledni dpravy: 1.11.2015, KF

[m, n] = size(A);
beta = zeros(1, min(n, m));
for j = 1 : min(n, m - 1)

% Vyjpo&et j-tého Householderova vektoru
x = A(; +m, j);

sigma = x(2 : end)' * x(2 : end);
v = [1; x(2 : end)];
if sigma == 0 && x(1) >= 0
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beta(j) = 0;
elseif sigma == 0 && x(1) < O
beta(j) = 2;
else
mi = sqrt(sigma + x(1) =~ 2);
if x(1) <0
v(1l) = x(1) - mi;
else
v(1l) = -sigma / (x(1) + mi);
end
beta(j) = 2 *x v(1) = 2 / (sigma + v(1) ~ 2);
v=uv/ v(1l);
end
% Aktualizace matice A (A = Q_j * A)
A(j : m, j : n) =A(j : m, j : n) - (beta(j) * v) *x (v' *x A(j : m,
j o on));
% UlozZeni Householderova vektoru do poddiagondlni cCasti matice A
A(j + 1 : m, j) = v(2 : end);

end
if nargout == 1
varargout{1} = A;
end
if nargout == 2
% Konstrukce matice Q
Q = eye(m);
for j = min(n, m - 1) : -1 : 1
v=1[1; A(Gj + 1 :m, jDI;
QC¢j : m, j : m) = Q(j : m, j : m) - (beta(j) *x v) *x (v' * Q(j
:m, j : m));
end
varargout{1} = Q;
varargout {2} = triu(A); % Matice R
end
end

A.3.2 Aplikace SVD rozkladu

V nasledujicich funkcich a skriptech byla pro vypocet SVD rozkladu pouzita preddefi-
novana funkce MATLABu svd (), nebof zde implementovany algoritmus jeho vypoctu

neni pro matice vyssich fadua redlné pouzitelny (viz kapitola 6).

Fotografie vyuzité v aplikac¢nich tlohach jsou k dispozici na prilozeném CD.

Aproximace matici nizsi hodnosti a komprese dat

% SVD komprese obrazovjch dat

% Nacteni obrazu

imread ('HK. jpg');
Tevod na odstiny Sedi

0.2989 * A(:, :, 1) + 0.5870 * A(:, :, 2) + 0.1140 *x A(C:, :, 3);
Tevod na hodnoty typu double <0; 1>

double (A) ./ double(intmax(class(A)));

=
o un 9 n
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% Zobrazeni origindlniho nekomprimovaného obrazu
figure

imagesc (A, [0 1])

axis image

axis off

colormap (gray)

[U, S, V] = svd(A, 'econ');

% Konstrukce aproximacnich matic A_k
[m, n] = size(A);
k = [200, 80, 20];
for i = 1 : length(k)
A zeros(m, n);
for j =1 : k(i)
A=A+ S(j, j) = UC:, J) * V(C:y 3D
end
figure
imagesc (A, [0 1])
axis image
axis off
colormap (gray)
end

Navrat k Moore-Penroseové inverzi a problému nejmensich ¢tverci

function [ A ] = pinvSvd( A, tol )
% Moore-Penroseova inverze za vyuziti SVD rozkladu

b

% [ X ] = pinvSvd( A, tol )

% Vstup: A ... matice m x n

% tol ... tolerance pro rozpoznéani nulovjch singuldrnich
YA Eisel

% Vystup: X ... Moore-Penroseova inverze matice A

b

% Datum posledni dpravy: 1.11.2015, KF

[U, S, V] = svd(A, 'econ'); % Redukovany SVD rozklad
s = diag(8);
= sum(s > tol); 7% Hodnost matice S resp. A vzhledem k zadané
toleranci
s =1 ./ s(1 : 1r);
A =vV(, 1 : r) * diag(s) * U(:, 1 : r)';
end

H
|

Ill-posed problémy a regularizace

% TSVD regularizace a rekonstrukce rozmazaného obrazu

% Pfi tvorbé skriptu bylo Cerpédno z knihy Hansen, Nagy, 0'Leary:
% Deblurring images, odkud byly pfevzaty funkce psfGauss a kronDecomp

% Nacteni obrazu (idedlni nerozmazanyj obraz)

X = imread('HK. jpg');

% Prevod na odstiny Sedi

X =0.2989 * X(:, :, 1) + 0.5870 * X(:, :, 2) + 0.1140 * X(:, :, 3);
% Prevod na hodnoty typu double <0; 1>
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X = double(X) ./ double(intmax(class(X)));
% Zobrazeni puvodniho nerozmazaného obrazu
figure

imagesc (X, [0 1])

axis image

axis off

colormap (gray)

% Vytvoreni PSF pro rozmazani funkci Gaussova normdlniho rozdéleni

% (smérodatnd odchylka = 7)

[PSF, stred] = psfGauss(size(X), 7);

% VypoCet matic AR, AC Kronekerova soulinu p#i reflexivnich hranicnich
% podminkéach

[AR, AC] = kronDecomp(PSF, stred, 'reflexive');

% Konstrukce rozmazaného obrazu

B = AC * X * AR';

% Pridani aditivniho Sumu (Gaussdv bily Sum)

% (norm(B_NOISE, 'fro') / norm(B_EXACT, 'fro') = le-4)

E = randn(size(B));
E = E / norm(E, 'fro');
B =B + 1le-4 * norm(B, 'fro') * E;

figure

imagesc (B, [0 1])
axis image

axis off

colormap (gray)

% VypoCet naivniho FfeSeni

Xn = pinv(AC) * B * pinv(AR)';
figure

imagesc(Xn, [0 1])

axis image

axis off

colormap (gray)

% TSVD regularizace a vysledné FfeSeni

% (regularizacni parametr k odpovidd poltu singularnich ¢isel matice A

% vétsSich neZz tolerance tol)

[UR, SR, VR] = svd(AR, 'econ');

[uc, sc, vcCl] svd (AC, 'econ');

S = diag(SC) * diag(SR)';

tol = 2.8e-4; % Tolerance odpovidajici vhodnému feSeni (urceno
experimentalné)

Phi = (abs(S) >= tol); % k = sum(Phi(:));

idx = (8 ~= 0);

s = zeros(size(Phi));

s(idx) = Phi(idx) ./ S(idx);

Xf = VC % ((UC' * B * UR) .x s) * VR';

figure

imagesc (Xf, [0 1])

axis image

axis off

colormap (gray)

tol = be-5; J Podregularizované feSeni
Phi = (abs(S) >= tol);

idx = (8 ~= 0);

s = zeros(size(Phi));
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s(idx) = Phi(idx) ./ S(idx);

Xf = VC x ((UC' * B x UR) .* s) * VR';
figure

imagesc (Xf, [0 1])

axis image

axis off

colormap (gray)

tol = le-1; Y, Pferegularizované feSeni
Phi = (abs(S) >= tol);

idx = (S8 ~= 0);

s = zeros(size(Phi));

s(idx) = Phi(idx) ./ S(idx);

Xf = VC = ((UC' * B * UR) .* s) * VR';
figure

imagesc (Xf, [0 1])

axis image

axis off

colormap (gray)

Analyza hlavnich komponent

% Rozpoznavani tvafi metodou "eigenfaces"
% dle Turk, Pentland: Eigenfaces for recognition

% Fotografie pouZité pro experimenty pochédzeji z databaze ORL,

% kazdy obraz ma rozméry 112x92 a je ulozZen ve formatu pgm,

% obrazy tréninkové mnozZiny jsou umistény ve sloZce faces\training),
% obrazy testovaci mnoziny jsou umisté&ny ve sloZce faces\test),

% obrazy jsou pojmenovany x.pgm, kde x pfedstavuje Cislo jedince

n = 10304; % 112 * 92

m = 39; % Polet obrazi v tréninkové mnoziné

% Nalteni obrazu tréninkové mnoziny

X = zeros(n, m);

for i =1 : m
Xi = imread(strcat('faces\training\', int2str(i), '.pgm'));
Xi = double(Xi) ./ double(intmax(class(Xi)));
X(:, i) = reshape(Xi, [n 1]1);

end

% Vypolet prumérného obrazu tréninkové mnoZiny

prumer = mean(X, 2);

% 0decteni pruméru od vSech obrazi

for i =1 : m
X(:, i) = X(:, i) - prumer;

end

% SVD rozklad matice obrazu

[U, S, ~] = svd(X, 'econ');

% Urceni poltu p vlastnich Cisel kovarianéni matice, kterd odpovidaji
% 90 % variability puvodnich dat

vlCis = diag(S) .~ 2;

suma = sum(v1lCis) ;

ksuma = 0;

i=1;

while (ksuma / suma) < 0.9
ksuma = ksuma + v1Cis(i);
i=1i+ 1;

end
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p =15

% Projekce obrazid tréninkové mnoZiny do prostoru tvari, jehoZz bazi
% tvofi prvnich p vlastnich vektord kovarianéni matice

% (vypolet vektord Omega)

U="U(C, 1:p);

X = U' * X;
t = 41; 7 polet obrazi v testovaci mnoziné
% Nalteni obrazi testovaci mnoZiny
Y = zeros(n, t);
for i =1 : ¢t
Yi = imread(strcat('faces\test\', int2str(i), '.pgm'));

Yi = double(Yi) ./ double(intmax(class(Yi)));
Y(:, i) = reshape(Yi, [n 11);

end

vysledky = zeros (3, t);

% Pro kazdy obraz testovaci mnoziny

for i =1 : t
Y(:, i) = Y(:, i) - prumer; 7 Odecteni pruméru
Yomega = U' * Y(:, i); % Vjpoclet vektoru Omega
% Nalezeni nejbliz8iho obrazu tréninkové mnoZiny
e = zeros(1l, m);
for j =1 : m

e(j) = norm(Yomega - X(:, j));

end
[emin, jedinec] = min(e);
d = norm(Y(:, i) - U * Yomega); /% Vzdalenost od prostoru tvari

vysledky(:, i) = [jedinec; emin; d];
end

% Rozpoznavani tvari metodou "eigenfaces" s vyuzitim FSVDR

% reprezentace tvari

% dle Liu, Chen, Tan: Fractional order singular value decomposition
% representation for face recognition

% Fotografie pouzZité pro experimenty pochédzeji z databaze Yale,

% kazdj obraz ma rozméry 143x100 a je uloZen ve formdtu pgm,

% obrazy tréninkové mnoZiny jsou umistény ve sloZce faces2\training),
% obrazy testovaci mnoZiny jsou umistény ve sloZce faces2\test)\,

% obrazy jsou pojmenovany x.pgm, kde x pfedstavuje &islo jedince

alpha = 0.1; % Parametr pro FSVDR
n = 14300; % 143 * 100

m = 15;

X = zeros(n, m);

for i =1 : m
Xi = imread(strcat('faces2\training\', int2str(i), '.pgm'));
Xi = double(Xi) ./ double(intmax(class(Xi)));

% Nahrazeni nacCteného obrazu z tréninkové mnoZiny jeho FSVDR
% reprezentaci

[Ui, Si, Vi] = svd(Xi, 'econ');

Xi = Ui * Si"alpha * Vi';

X(:, i) = reshape(Xi, [n 11);

end
prumer = mean (X, 2);
for i =1 : m
X(:, i) = X(:, i) - prumer;
end
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[U, S8, ~] = svd(X, 'econ');
v1lCis = diag(S) .~ 2;

suma = sum(v1lCis) ;

ksuma = 0;

i=1;

while (ksuma / suma) < 0.9
ksuma = ksuma + v1Cis (i) ;
i=1i+ 1;

end

p=1;

U="UC, 1 : p);

X = U' * X;

t = 15;

Y = zeros(n, t);

for i =1 : t
Yi = imread(strcat('faces2\test\', int2str(i), '.pgm'));
Yi = double(Yi) ./ double(intmax(class(Yi)));
% Nahrazeni naclteného obrazu z testovaci mnozZiny jeho FSVDR
% reprezentaci
[Ui, Si, Vi] = svd(Yi, 'econ');
Yi = Ui * Si~alpha * Vi';
Y(:, i) = reshape(Yi, [n 1]);
end
vysledky = zeros(3, t);
for i =1 : t
Y(:, i) = Y(:, i) - prumer;
Yomega = U' * Y(:, i);
e = zeros (1, m);
for j =1 : m
e(j) = norm(Yomega - X(:, j));
end
[emin, jedinec] = min(e);
d = norm(Y(:, i) - U * Yomega);
vysledky(:, i) = [jedinec; emin; d];
end

90



B Obsah prilozeného CD

Prilozené CD obsahuje zdrojové kody z prilohy A v podobé soubort prostredi MATLAB

*.m, déle fotografie pouzité pti ukazce aplikac¢nich tloh a elektronickou verzi této préce.

/

| MATLAB src

| LU rozklad

L 1luRozklad.m
| slar.m
inverzeA.

m
| inverzeB.m
| inverzeC.m
| inverzeD.m
| invL.m
invU.m
L determinant.m
Moore-Penroseova inverze
{ pinvHR.m
| hodRozklad.m
 rrefTvar.m
| pinvGreville.m
\ aproxPolynomy.m
L polynomFit.m
L SVD rozklad
| faces............ fotografie tvdri pouZité pri ukdzce metody eigenfaces (*.pgm)
| training
L test
| faces2........ fotografie tvdri pouzité pri ukdzce FSVDR reprezentace (*.pgm)
| training
L test
| HK.jpg
| svdRozklad.m
spektRozklad.m
off.m
| qrRozklad.m
| kompreseSvd.m
| pinvSvd.m
| tsvd.m
| psfGauss.m
| kronDecomp.m
| eigenfaces.m
| eigenfacesFsvdr.m
L BP_Fronckova_2016.pdf
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