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Abstrakt 

Tato práce se zabývá využ i t ím konformní geometrické algebry C G A pro zpracování barev
ného obrazu. Zaměřuje se především na segmentaci barev. K tomuto účelu není vhodné 
pracovat v ba revném prostoru R G B . Z tohoto důvodu je předs taven prostor C I E L A B , 
k terý je opa t řen euklidovskou metrikou odpovídaj ící l idskému vn ímání barev. Součást í 
práce je návrh algoritmu využívajícího C G A pro detekci objektu v obraze na základě ba
revných vlas tnost í . Závěrečná část práce je věnována prokládání b o d ů v prostoru sférou 
využívající metodu nejmenších čtverců. Pro měření vzdálenost í je v C G A použi t ska
lární součin. Aproximace b o d ů sférou je po t é použ i t a na ba revný obraz za účelem úpravy 
vzdálenost í mezi barvami. 

Abstract 

This thesis deals with conformal geometrie algebra C G A for colour image processing, 
particularly with colour segmentation. For this reason it is not sufficient to work in R G B 
colour space. It is more convenient to use a colour space called C I E L A B . C I E L A B is 
endowed by Euclidean metric corresponding with human perception of colours. Afterwards 
an algorithm for an object detection via C G A based on colour differences is included. The 
final part of the thesis deals with least squares fitting of sphere to points using C G A . 
The sphere fitting is then used to adjust colour differences in an image to improve the 
algorithm for an object detection. 
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U vo d 

Pojem geometrické algebry v tomto textu chápeme jako a l te rna t ivn í název pro Cliffor-
dovy algebry při aplikacích využívajících euklidovskou geometrii. N a teorii geometrických 
algeber můžeme nahlížet jako na ma tema t i cký jazyk kombinující algebru a geometrii. 
Umožňují n á m jednoduše reprezentovat a řešit velké množs tv í geometr ických problémů. 
Z tohoto důvodu jsou dnes geometrické algebry využívány v robotice či počí tačové grafice 
a jejich vl iv stále roste s novými počí tačovými softwary, které poskytuj í jejich stále se 
zlepšující implementaci. 
Cílem t é to práce je zkoumat možnost i využi t í geometr ických algeber ve zpracování ob
razu, především v segmentaci ba revného obrazu. K tomuto účelu lze velice efektivně využít 
konformní geometrickou algebru ( C G A ) , což je speciální typ geometrické algebry umož
ňující jednoduchou interpretaci geometr ických objektů , jako jsou body, roviny, sféry, atd. 
a nás lednou práci s n imi . C G A n á m umožní pracovat s celým b a r e v n ý m obrazem, na roz
díl od klasického př í s tupu , kde se obraz typicky převádí do ods t ínů šedi nebo se pracuje 
s j ednot l ivými ba revnými složkami zvlášť. P ř i segmentaci ba revného obrazu pomocí C G A 
není vhodné pracovat v ba revném prostoru R G B z důvodu k tomuto účelu nevyhovujících 
v las tnos t í barev. Vhodnějš ím prostorem je C I E L A B , k terý díky euklidovské metrice mezi 
jednot l ivými barvami navíc vhodně koresponduje s vlastnostmi C G A . Kombinace C G A 
a prostoru C I E L A B přináší v segmentaci obrazu celou řadu výhod. 
P ráce je členěna do několika hlavních kapitol. Nejprve bude vybudována teorie geome
tr ických algeber. Geometr ické algebry lze definovat více způsoby, dva z nich zde budou 
uvedeny s dů razem na souvislosti mezi Grassmannovou a geometrickou algebrou. Dále 
předs tav íme C G A , tato algebra n á m umožní reprezentovat a transformovat geometrické 
objekty. T ře t í a č t v r t á kapitola budou věnovány aplikaci C G A pro zpracování obrazu. 
Konkré tně ve t ře t í kapitole se budeme zabývat především segmentací obrazu, kde se n á m 
kombinací ba revného prostoru C I E L A B a algebry C G A podař i lo ve vývojovém pros t ředí 
M A T L A B , za pomoci speciálního toolboxu navrženého pro práci s geometr ickými alge
brami, vytvoř i t algoritmus, k terý je schopný detekce zvoleného objektu na ba revném 
obraze. Toolbox pro práci s geometr ickými algebrami byl v p růběhu psaní t é to práce 
značně modifikován a vylepšen, k čemuž přispěly naše experimenty a nás ledná komuni
kace s autory toolboxu. Zdrojový kód a některé obrázky získané při tes tování algoritmu 
jsou součást í přílohy t é to práce. V poslední kapitole bude předs taveno prokládání bodů 
v prostoru sférou pomocí C G A založené na me todě nejmenších čtverců. Pro výpoče t op
t imáln í sféry použijeme pouze základní toolbox pro l ineární algebru. P rok ládán í bodů 
sférou se n á m povedlo využí t pro úp ravu vzdálenost í barev obrazu. Tuto operaci jsme 
zakomponovali do algoritmu pro detekci objektu a následné experimenty ukázali , že došlo 
ke zlepšení dosažených výsledků. 
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Kapitola 1 

Geometrické algebry 

Geometr ická algebra 1 je asociat ivní algebra nad polem skalárů (nejčastěji nad polem re
álnych čísel M), k te rá n á m umožňuje jednoduchou interpretaci základních geometrických 
ú tvarů (přímka, rovina, sféra, . . . ) a jejich transformace pomocí operací příslušné geome
trické algebry (viz [9, 12, 13]). Jak uvidíme dále v t é t o kapitole, základní operací defino
vanou v geometrických algebrách je t akzvaný geometr ický součin (v anglické l i te ra tuře se 
používá pojem „geometrie product"). V té to kapitole popíšeme strukturu geometrických 
algeber a zvláštní pozornost bude po té v kapitole 2 věnována tzv. konformní geometrické 
algebře, k te rá bude klíčová pro aplikaci v kapitole 3 t é to práce. 

Způsobů jak lze definovat geometrickou algebru je více (viz [12]). Pro náš účel použijeme 
následující. 

Definice 1.1. Nechť V je vektorový prostor (nad M) a Q je kvadrat ická forma na V. 
Asociat ivní algebru nazveme geometrická algebra G(Q) nedegenerované kvadrat ické formy 
Q na vektorovém prostoru V, jestliže obsahuje ľ a R = l - l jako různé podprostory, takové 
že 

1. x 2 = <3(x) pro V x e ľ 

2. V generuje algebru G(Q) nad R 

3. Algebra G(Q) není generovaná ž á d n ý m v las tn ím podprostorem V. 

Vezmeme-li např ík lad vektorový prostor V = M?'q, tedy M.p+q s kvadratickou formou typu 2 

(p, q), podle definice 1.1 m á m e jednoznačně určenou algebru generovanou t ímto prostorem, 
kterou budeme značit GPjq. Základními prvky t é t o algebry jsou bázové vektory prostoru 
M.p>q, k teré tvoř í or togonální bázi {ei , 62, • • •, en}, kde n = p + q. Podle typu (signatury) 
algebry (kvadratické formy) p la t í pro tyto vektory dle p o d m í n k y 1 v definici 1.1 následující 
vztahy: 

X V některých zdrojích se používá pojem Cliffordovy algebry, pojem geometrické algebry se upřednost
ňuje zejména v případě aplikací využívajících euklidovskou geometrii. 

2 V anglické literatuře se používá pojem „signatuře". 

1.1 Uvod do geometrických 

ef = 1 pro 1 < i < p, -1 pro p < i < n. 
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Tyto prvky budeme v geometrické algebře nazývat bázové elementy s tupně 1. Násobení 
na geometrické algebře nazýváme geometrický součin a z definice lze odvodit základní 
pravidlo pro geometr ický součin mezi t ěmi to elementy. Mějme libovolné bázové elementy 
s tupně 1, tedy Ci,Cj, i + j, z důvodu distributivity (algebra je d is t r ibut ivní z definice) 
plat í 

(ê  + ê ) — 6̂  + e^ej + e^e^ + ê -, 

zároveň, protože elementy ej a jsou or togonální a skalární součin je bil ineární , plat í 

(CÍ + ejf = Q(CÍ + ej) = e\ + ej, 

složením těchto dvou vz tahů dos táváme 

Tuto p o d m í n k u lze vyjádři t v ekvivalentním tvaru 

e^ = -ejej, pro i t j. (1.1) 

Zároveň jsme t ímto postupem získali další bázové elementy CiCj, i í j. Ty to elementy jsou 
formální kompozicí dvou e lementů s tupně 1, ř íkáme tedy, že maj í s t u p e ň 2. Elementy 
s tupně 2 tvoří vektorový prostor dimenze (2) s bází e^ej, i < j, kterou budeme značit 
ej A ej. O b d o b n ý m postupem lze získat bázové elementy všech s tupňů až do s tupně n, 
element s tupně n (existuje pouze jeden) se nazývá pseudoskalár a budeme ho značit I = 
e\ Ae2A.. .Ae„. Skalár 1 je potom bázový element s tupně 0. Geometr ická algebra dimenze n 
m á tedy Yd=o (™) = 2™ základních e lementů (v tabulce 1.1 najdeme celou bázi algebry 63,0). 
Lineární kombinací e lementů s tupně k získáme /c-vektory (vektory, bivektory, trivektory, 
atd.). Lineární kombinací e lementů různých s tupňů získáme obecný prvek geometrické 
algebry zvaný multivektor. V dalš ím popíšeme důležité operace definované v geometrických 
algebrách a detailněji strukturu některých důležitých algeber. 

P o z n á m k a 1.1. Dále v textu si ukážeme, že symbol A můžeme chápa t jako operaci 
v celé geometrické algebře GPtq zvanou wedge nebo vnější součin. V ý z n a m a vlastnosti 
t é to operace budou vysvětleny v dalš ím úseku t é t o práce. 

1.2 Operace na geometrických algebrách 
Základní operací geometrické algebry je geometrický součin. Dalšími dvěma důleži tými 
operacemi, které lze odvodit z geometr ického součinu, jsou vnější součin neboli wedge „ A " 

a vn i t řn í součin „*". Podrobnějš í popis operací geometrických algeber a komple tn í výčet 
jejich v las tnos t í najdeme v monografii [13]. 
Nyní uvedeme definice vnějšího a po té i vn i t řn ího součinu. Poznamenejme nejprve, že 
množinu bázových e lementů geometrické algebry GPjg budeme značit GPjq. Než přis tou
píme k samotné definici vnějšího součinu, budeme po t řebova t ješ tě jednu operaci, kterou 
nazýváme projekce na stupeň. 

Definice 1.2. Označme E e GPjq l ibovolný bázový element. Potom projekci elementu E 
na s tupeň k označíme (E)k a definujeme 

gr(E) = k, 
gr(E) + k, 

kde gr(E) je s tupeň bázového elementu. 

15 



Dennici 1.2 lze snadno zobecnit na libovolný multivektor A e GPjQ. Každý multivektor je 
tot iž l ineární kombinací bázových elementů, tedy A = Y,iaiEi, ai e IR, Ei e G m . Operá
tor projekce na s tupeň definujeme jako zobrazení (-)k : -> G p 9 , kde G p 9 je množina 
/c-vektorů, které je dis t r ibut ivní , asociat ivní a p la t í (aiEi)k = ai(Ei)k. Projekci multivek-
toru A tedy můžeme napsat jako: 

{A)k = Yiai{Ei)k. (1.2) 

Nyní můžeme konečně definovat vztah pro výpočet vnějšího součinu dvou bázových ele
mentů . 

Definice 1.3. Mějme Ek)Ei e G P i 9 , takové že gr{Ek) = k, gr(Ei) = /, potom vnější součin 
Ek A Ei definujeme vztahem 

Ek A Ei = (EkEi)k+i. (1.3) 

Vztah (1.3) lze s využi t ím vztahu (1.2) j ednoduše rozšířit na libovolný multivektor. Pro 
názornou ukázku můžeme nyní ověřit, že eie 2e 3 = e\ A e2 A e3, tedy že vyjádření eie 2e 3 

a ei A e2 A e3 (ve smyslu operace vnější součin) představuj í ten týž bázový element. 

ei A e2 A e3 = (eie2)i+i A e3 = ((eie 2 )e 3 ) 2 + i = (eie 2e 3) 3 = eie 2e 3, 

stejný výsledek získáme i j i ným „uzávorkováním" 

ei A e2 A e3 = ei A (e2e3)1+1 = (e i(e 2 e 3 )) i + 2 = (eie 2e 3) 3 = eie 2e 3. 

Celou bázi geometrické algebry G 3 j o vyjádřenou pomocí vnějšího součinu najdeme v ta
bulce 1.1 a tu též bázi vyjádřenou pomocí geometr ického součinu demonstruje tabulka 
1.2. 
P o d o b n ý m způsobem, j a k ý m jsme nadefinovali vnější součin, nadefinujeme i vnitřní součin 
a také operaci skalární součin na bázových elementech geometrické algebry. 

Definice 1.4. Mějme Ek,Et e GPjQ, takové že gr(Ek) = k,gr(Et) = l, k * 0, l * 0. Vni t řní 
součin značíme Ek * i?;, skalární součin značíme Ek- E\ a obě tyto operace definujeme 
vztahy: 

Ek* Ei = {EkEi)\k_i\. 
Ek- Ei = (EkEi)0, 

Ek* Ei = Ek- Ei = 0 pokud k = 0 nebo / = 0. 

Tuto definici lze opět s využi t ím vztahu (1.5) j ednoduše aplikovat na libovolné multivek-
tory. Dále se podíváme na vlastnosti t ěch to operací . 

1.2.1 Vnější součin (wedge) 
Operace wedge může být v j i s tém smyslu použ i ta pro určování rovnobežnost i dvou geo
metr ických objek tů (přímek, r ov in , . . . ) , proto se j í budeme zabývat podrobněj i . Mějme 
A , B e GPjg libovolné multivektory z geometrické algebry se signaturou (p,q), potom pro 
libovolné A , B , C e Gp^q p la t í následující vlastnosti: 

16 



1. Dis t r ibut iv i ta 3 : A A ( B + C ) = A A B + A A C , ( B + C ) A A = B A A + C A A 

2. Asociat ivi ta: A A ( B A C) = (A A B ) A C 

Pro vektory (lineární kombinace bázových e lementů s tupně 1) u , v e MP'q c navíc 
platí : 

3. Antikomutat ivi ta: u A v = - (v A u) 

Z t é to vlastnosti lze odvodit důsledek. Pro libovolný vektor u 

u A u = - (u A u) = 0. (1.4) 

Navíc pro a, b e R plat í : 

4. Násobení skalárem: (aA) A ( & B ) = ab(A A B ) 

Tedy konečně pro vektor u dos táváme vztah 

(au) A (ou) = 0. 

kde a, b e R. To znamená , že wedge dvou rovnoběžných vektorů je 0. Později v t é to práci 
si ukážeme, že v geometr ických algebrách lze další geometrické objekty vyjádři t pomocí 
wedge vektorů, funkce wedge tedy může být využ i ta např ík lad pro „měření" rovnobežnost i 
rovin. Vlastnost 3 operace wedge a tedy i vztah (1.4) však nepla t í obecně pro multivektory, 
což budeme demonstrovat na následujícím j e d n o d u c h é m příkladu. 

P ř í k l a d 1.1. Nechť A = e1 A e2 + e3, potom 

A A A = (d A e2 + e3) A (d A e2 + e3) 

= (ei A e2) A (ei A e2) + (e3 A e3) + (ex A e2 A e 3) + (e3 A ex A e2) 
= -(e 2 A ei) A (ei A e2) + (ei A e2 A e3) + (-ei A e3 A e2) 
= -e 2 A (ei A ei) A e2 + (ei A e2 A e 3) + (ei A e2 A e3) 
= 2(ei A e 2 A e 3 ) . 

V prvn ím kroku jsme využili distributivitu, v d r u h é m kroku antikomutativitu vektorů 
a po té asociativitu. 

Bázový element S tupeň 
1 0 

ei ,e 2 ,e 3 1 
ei A e 2 ,ei A e 3 , e 2 A e3 2 

/ = ei A e2 A e3 3 

Tabulka 1.1: Geometr ická algebra G 3 j 0 

Ve 3.D geometrické algebře G 3 0 (viz Tabulka 1.1) bázové vektory představuj í základní 
vektory euklidovského 3D prostoru. Tedy libovolný euklidovský vektor vyjádř íme 

(x,y,z) = xex + ye2 + ze3. 
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1 
(a) Bivektor (b) Trivektor 

Obrázek 1.1: Geometr ická interpretace operace wedge 

Wedge dvou vektorů, tedy bivektor potom v euklidovském prostoru představuje rovinu 
a trivektor neboli pseudoskalár představuje objem. Pro ukázku geometrické interpretace 
bivektoru a trivektoru jsme použili toolbox pro Mat lab s názvem G A B L E [5] (obr. 1.1). 
Bivektory jsou tu znázorněny pomocí kruhu, kde rovina, ve které kruh leží, je rovina 
určená bivektorem a plocha kruhu je velikost jeho normy. Trivektory jsou znázorněny 
pomocí sféry, jejíž objem je norma přís lušného trivektoru. 

1.2.2 Vnitřní součin a skalární součin 
Vnit řní a skalární součin jsou obecně v geometrické algebře dvě rozdílné operace, ačkoliv 
mají některé společné vlastnosti. Mějme libovolné A , B e G P i 9 , a, b e M , potom pro vni t řn í 
součin p la t í následující vlastnosti: 

1. Distr ibutivi ta: A * ( B + C) = A * B + A * C , (B + C ) * A = B * A + C * A 

2. Asociat ivi ta: A * (B * C) = (A * B) * C 

3. Násobení skalárem: (aA) * (6B) = ab(A * B) 

Pro vektory u, v e I ^ 9 navíc plat í : 

4. Komutat ivi ta : u * v = v * u 

Tyto vlastnosti p la t í i pro skalární součin. Stejně jako u vnějšího součinu pro A := 
Y,i a>iEi, B := Y,j bjEj p la t í pro obě tyto operace 

Oproti operaci wedge, k t e rá zvyšuje s tupeň prvků multivektoru, vn i t řn í součin s tupeň 
snižuje. Vš imněme si, že výsledkem skalárního součinu je vždy skalár a pro vektory, tedy 
lineární kombinace bázových e lementů s tupně 1, operace skalární a vn i t řn í součin splývají. 
P ř i aplikaci geometrické algebry C G A v t é to práci bude h r á t skalární součin významnou 
roli, protože lze pomocí t é t o operace měři t vzdálenost mezi vektory a stejně jako v klasic
kém euklidovském prostoru plat í , že skalární součin dvou navzá jem kolmých euklidovských 
vektorů je 0. 

3Operace sčítání funguje v geometrických algebrách obvyklým způsobem, tedy sčítáme skaláry příslu
šející ke stejným bázovým elementům. 

A * B = Y, aibj(Ei *Ej), A B = £ a^E, • Ej). (1.5) 
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1.2.3 Chevalleyova konstrukce geometrické algebry 
Př i konstrukci geometrické algebry pomocí definice 1.1 jsme nejprve získali operaci geome
trický součin a z něho jsme po té definovali operace vn i t řn í součin a vnější součin. V té to 
kapitole si ukážeme j inou konstrukci geometrické algebry, kde budeme postupovat opačně. 
Nechť V je vektorový prostor nad IR s nedegenerovanou kvadratickou formou Q, k te rá je 
zúžením skalárního součinu < u, v >, u,v e V. Mějme na vektorovém prostoru genero
vaným GPíq definovaný vnější součin splňující vlastnosti z kapitoly 1.2.1, t í m získáváme 
asociat ivní algebru, k te rá se nazývá Grassmannova nebo také vnější algebra a značíme j i 

(pro prvky t é to algebry zachováme názvosloví z kapitoly 1.1). Naš im záměrem je na 
Grassmannově algebře nadefinováním geometrického součinu zkonstruovat geometrickou 
algebru. Nejprve definujeme operaci levá kontrakce, k t e rá je rozšířením skalárního součinu 
na multivektory: 

Definice 1.5. Mějme vektory u,v e V a multivektory A,B,C e /\V, potom levou kon
trakci A J B e A V definujeme vztahy: 

1. U J v =< u , v >, 

2. u J (A A B) = (u J A) A B + Á A (u J B)., 

3. (AaB)jC = Aj(BjC), 

kde A značí involuci s t u p n ě 4 . 

Pomocí operace levá kontrakce nyní definujeme geometr ický součin mezi vektorem u e V 
a l ibovolným multivektorem A e A V vztahem 

IL4 = U J A + U A Á (1.6) 

Vztah (1.6) lze díky l ineari tě a asociat ivi tě rozšířit na libovolné multivektory z /\V, čímž 
získáváme geometrickou algebru GPtQ. 

1.2.4 Vlastnosti geometrického součinu 
Pro úplnost uvedeme, podobně jako v př ípadě vnějšího a vni t řn ího součinu, základní 
vlastnosti geometr ického součinu, k teré lze odvodit př ímo z definice 1.1 nebo vztahu (1.6). 
Pro libovolné multivektory A , B , C e G P i 9 , a libovolné a e M plat í : 

1. Distr ibutivi ta: A ( B + C) = A B + A C , (B + C ) A = B A + C A 

2. Asociat ivi ta: A ( B C ) = ( A B ) C 

3. Násobení skalárem: aA = Aa 

V př ípadě vektorů u, v p lat í , že geometr ický součin je součtem operace wedge a skalárního 
součinu 

U V = U A V + U - V . (1-7) 

4 ú je operace involuce stupně fc-vektoru u e /\k V definována vztahem ú = (- l) f e u. 
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Pokud do vztahu (1.7) dosadíme bázové vektory prostoru Rp'q c Gp<q, potom vzhledem 
k or togonal i tě báze W'q je člen skalárního součinu nulový a dos táváme tedy: 

Pro geometr ický součin mezi různými bázovými vektory pla t í antikomutativita (viz vztah 
1.1), ovšem pro obecné vektory tato vlastnost neplat í . 

P ř í k l a d 1.2. Nechť a = e\ + e2, b = e2, potom: 

ab = (ei + e 2)e 2 = exe2 + 1, 
ba = e 2(ei + e 2) = e 2ei + 1 = -e ie 2 + 1 + - (eie 2 + 1). 

Můžeme také naopak vyjádři t vnější součin a skalární součin vektorů u, v pomocí geome
trického: 

u A v = - (uv - vu), 

u • v = - (uv + vu). 

Bázový element S tupeň 
1 0 

ei ,e 2 ,e 3 1 
eie 2 ,eie 3 ,e 2 e 3 

2 
I = eie 2e 3 3 

Tabulka 1.2: Geometr ická algebra G 3 ,o 
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Kapitola 2 

Konformní geometrická algebra - C G A 

Konformní geometrická algebra (dále C G A ) je speciální typ 5D algebry G 4 j i . Přes tože 
se j e d n á o algebru nad prostorem M 4 , 1 , budeme j i využívat pro aplikace ve 3D prostoru. 
Důvodem je, že C G A umožňuje velmi j ednoduše a in tui t ivně pracovat s geometr ickými 
objekty ve 3D prostoru, realizovat konformní transformace (tedy takové transformace, 
které zachovávají velikosti úhlů) a v neposlední řadě n á m umožňuje velice výhodně repre
zentovat body a sféry ve 3D prostoru, což využijeme právě pro naši aplikaci v kapitole 
3. 
Mějme klasickou or togonální bázi vektorů {ei, e2, e^, e+, e_}, důvod označení e lementů 
e+,e_ je vzhledem k s ignatuře algebry G 4 j i zřejmý. N a tomto prostoru zvolíme neorto
gonální bázi tak, že zavedeme nové bázové vektory eo^^ definované vztahy: 

e0 = ^(e_-e+), e 0 0=e_ + e+. (2.1) 

S takto nadefinovanými elementy dos táváme tedy vektorovou bázi C G A {ei, e2, e3, e0, e^}, 

Bázový element S tupeň 

1 0 
61,62,63,60,600 1 

ei A e2, ei A e3, e\ A e0, ei A e M , 
e 2 A e 3 , e 2 A e 0 , e 2 Ae t > 0 , e 3 A e 0 , 

63 A , e0 A 

2 

e1 A e2 A e3, e1 A e2 A e0, e1 A e2 A e^, 
ei A e3 A e0, ei A e3 A e^, ei A e0 A e^, 
e2 A e3 A e0, e2 A e3 A e^, e 2 A e 0 A e o o , 

e3 A e0 A 

3 

e1 A e2 A e3 A e0, 
ei A e2 A e3 A eoo, 
ei A e2 A e0 A eco, 
ei A e3 A e0 A eoo, 
e2 A e3 A e0 A 

4 

ei A e2 A e3 A e0 A 5 

Tabulka 2.1: C G A bázové elementy 
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kde e i , e 2 , e 3 představuj í Euklidovské bázové vektory, e 0 reprezentuje počá tek 3D souřad
nicové soustavy a reprezentuje nekonečno. Jelikož jsme při definování geometrických 
algeber až dosud uvažovali pouze or togonální vektorové báze, což pro naší novou volbu 
neplat í , některé vlastnosti, jako např ík lad antikomutativita geometr ického součinu mezi 
bázovými vektory, zde budou porušeny. Ačkoliv t í m t o přechodem k neor togonální bázi 
z t r a t íme některé vlastnosti, důvodem tohoto formálního kroku je značné zjednodušení 
a větší přehlednost geometrických reprezentací . Celou bázi C G A najdeme v tabulce 2.1. 
Oba bázové vektory e^, eo jsou v d ruhé mocnině rovny nule, což lze snadno ověřit p ř í m ý m 
v ý p o č t e m ze vz tahů (2.1): 

e^ = (e_ + e+)(e_ + e+) = e2 + e2

+ + e_e+ + e+e_ = e2 + e2

+ + e_e+ - e_e+ = -1 + 1=0, 

e\ = ^(e_ - e+)^(e_ - e+) = ^(e2 + e2

+ - e_e+ - e+e_) = ^(e2 + e2

+ - e_e+ + e_e+) = 0. 

Ste jným způsobem ukážeme, čemu se rovná skalární a geometr ický součin mezi t ěmi to 
elementy. Díky komuta t iv i t ě skalárního součinu dvou vektorů víme, že 600-60 = 60-600, 

stačí tedy vypoč í t a t pouze jeden vztah: 

eoo • e 0 = (e_ + e+)^(e_ - e+) = ^(e_ • e_ - e+ • e+ + e+ • e_ - e_ • e+) = ^ ( -1 - 1) = - 1 . 

V př ípadě geometr ického součinu mezi dvěma vektory pla t í vztah (1.7) a jelikož už víme, 
čemu se rovná skalární součin eoo • eo, dos táváme 

eooeo = eoo A e 0 + eoo • e 0 = eoo A e 0 - 1, 

eoeoo = e 0 A eoo + e 0 • eoo = -eoo A e 0 - 1. 

Všechny odvozené výsledky jsou přehledně znázorněny vztahy: 

eL = e2 = 0 

eoo • e 0 = e 0 • eoo = -1 

eoc,e0 = eoo A e 0 - 1 

eoeoo = -eoo A e 0 - 1 

eoc,e0 = -e0eoo - 2 

Výsledek skalárního součinu n á m potvrzuje, že vektory eoo,eo nejsou navzá jem ortogo
nální, jsou však or togonální vůči všem os t a tn ím bázovým vektorům. 

2.1 Základní geometrické objekty 
Hlavní přednos t í C G A , k te rá již byla zmíněna , je možnost snadné reprezentace základ
ních geometrických objek tů a práce s nimi. V t é to kapitole se budeme zabývat t ěmi to 
reprezentacemi. 
B o d (x, y, z) e M 3 reprezentujeme v C G A vztahem 

P = x+^x 2 eoo + e 0, (2.2) 

kde x = xe\ +ye2 + ze^. Poznamenejme, že x 2 ve vztahu (2.2) představuje skalární součin 
vektoru báze {ei,e2,es} se sebou samým, jehož výsledkem je: 

x 2 = x2 + y2 + z2 = | |x | | 2 . 
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J e d n á se tedy o druhou mocninu obvyklé euklidovské normy vektoru. Dosazením (0,0,0) 
do vztahu (2.2) se snadno přesvědčíme, že bázový element eo skutečně reprezentuje počá
tek souřadnicového sys tému 

P (0 ,0 ,0 ) = eo. 

Nyní ješ tě ukážeme, čemu se rovná skalární součin mezi dvěma body. Mějme body X = 
x + ^x 2 e t > 0 + e0 a Y = y + \y2e00 + e0, potom 

X • Y = (x + ^x2eoo + eo) • (y + ^y2e°o + e0) 

1 2 1 2 
= x • y + - x e^ • e0 + - y e0 • e^ 

1 2 1 2 = x • v x — y 
J 2 2 

( - 2 x - y + x 2 + y 2 ) 

( x - y ) 2 . 

Dostáváme tedy druhou mocninu euklidovské normy násobenou koeficientem - \ rozdílu 
dvou euklidovských vektorů odpovídajících př ís lušným C G A b o d ů m 

X-Y 
1 .. 

- - x • 
2 11 

(2.3) 

tedy skalární součin dvou b o d ů měří vzdálenost mezi nimi. 
Kromě bodu lze v C G A reprezentovat další geometrické objekty, jejichž výčet nalezneme 
v tabulce 2.2. Pro tyto objekty lze použí t dvě různé reprezentace, k teré jsou navzá jem 

Objekt I P N S O P N S 

B o d P = x + TjX^oo + e0 

Sféra S — P i^T^Coa S* = P\ A P2 A P3 A P 4 

Rovina n = n + dßoo TT* = P\ A P2 A P3 A ex 

Kružnice C = Si A S2 C* = Pi A P2 A P 3 

Př ímka L = 7Ti A 7T2 L* = P1aP2a e o o 

Dvojbod P P = Si A 62 A S3 Pp* = P i A P 2 

Tabulka 2.2: I P N S a O P N S reprezentace geometrických ob jek tů v C G A algebře. Hvězdička 
značí dualitu mezi zmíněnými reprezentacemi (viz [13]). 

duální . Jsou to reprezentace vn i t řn ím součinem, dále I P N S (z anglického „inner product 
null space"), a reprezentace vnějším součinem, dále O P N S (z anglického „outer poduct null 
space"). Lze ukázat , že pro geometrické objekty zmíněné v tabulce 2.2 pla t í následující. 
Jestliže P ( x ) e GPtq je C G A reprezentace bodu x e R3 (viz vztah (2.2)), dále A 9 R3 

je jeden z euklidovských geometrických objek tů z tabulky 2.2 a A e G 4 ) i jeho IPNS 
reprezentace. Potom 

x e i ^ A * P ( x ) =0. (2.4) 

Pro A* e G 4 j i , tedy O P N S reprezentaci objektu A p la t í 

x e i A* A P ( x ) =0. 
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P o z n á m k a 2.1. Vš imněme si, že sféra a rovina v I P N S reprezentaci jsou C G A vektory. 
Jelikož bod je v C G A vždy vektor, můžeme pro sféru a rovinu ve vztahu (2.4) vni t řn í 
součin nahradit skalárním součinem. 

Nyní se blíže pod íváme na v ý z n a m vz tahů pro jednot l ivé geometrické objekty. 

2.1.1 Sféra 
V I P N S reprezentaci definujeme sféru S pomocí bodu P představuj íc ího s t řed sféry a po
loměru r vztahem 

S = P-U2eao. (2.5) 

Dosazením vztahu (2.2) a úpravou získáme 

S = x+ ^(x 2 -r2)eao + e 0. 

Tedy bod je v las tně sféra s po loměrem r = 0. O tom, že vztah (2.5) představuje skutečně 
sféru, se můžeme přesvědčit použ i t ím vztahu (2.4) pro I P N S reprezentaci. Mějme libovolný 
bod y e M 3 , potom 

S • P (y ) = ( P - \r2e„) • (y + ± y 2

e o o + e 0) 

= P - P ( y ) - Í r 2

e o o - P ( y ) , 

využi t ím (2.3) získáváme 

S-P(y) = -\\\x-y\\2 + lr2. 

Odtud je ihned vidět , že pla t í 

1 S-P (y ) = 0 ^ | | x - y | | 2 = r 2 , 

neboli y je bod ve vzdálenost i r od bodu x představuj íc ího s t řed sféry, množ ina všech 
takových b o d ů skutečně vyjadřuje sféru S. Sféru můžeme definovat také pomocí 4 bodů , 
k te rými d a n á sféra prochází v O P N S reprezentaci 

S* = P\ A P2 A P3 A P 4 . 

2.1.2 Rovina 
Rovina je definována vztahem 

n = n + cfeoc, 

kde n = ri\e\ + ri2e<i + n^es je 3D normálový vektor roviny a d je vzdálenost roviny od 
počá tku . D r u h ý m způsobem jak definovat rovinu, tedy O P N S reprezentace, je pomocí 
3 b o d ů ležících v rovině a bodu v nekonečnu 

ir* = P i A P 2 A P 3 A ex. 

Ze vztahu pro O P N S reprezentaci si můžeme vš imnout , že rovina je vlas tně sféra s bodem 
v nekonečnu. 
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2.1.3 Kružnice a přímka 

Kružnice je d á n a průsečíkem dvou sfér 

C = S1 A S2., 

nebo t řemi body, k te rými prochází 

C* = P1 A P 2 A P 3 . 

Podobně př ímka je d á n a průsečíkem dvou rovin 

L = 7Ti A 7T2, 

nebo dvěma body, k teré na dané př ímce leží a bodem v nekonečnu 

L* = P1/\P2/\eao. 

Př ímka je tedy opět kružnice s j edn ím bodem v nekonečnu. 

2.1.4 Dvojbod 
Posledním objektem, k te rý tu zmíníme, je tzv. dvojbod. J e d n á se, jak už název napovídá , 
o dvojici b o d ů danou buď průsečíkem t ř í sfér 

Pp = Si A S2 A S3, 

nebo př ímo dvěma body 

Pp* = P\ A P2. 

J e d n á se o ID sféru. 

2.1.5 Podalgebry C G A 
C G A algebra v sobě obsahuje mnoho známých a velice uži tečných algeber. Jednou z nich 
je např ík lad algebra komplexních čísel izomorfní s podalgebrou generovanou {1, J e } , kde 
Ie = e\ Ae 2 Ae 3 . Bázový element Ie zřejmě splňuje vztah pro násobení imaginárn í jednotky 

i2 = íl = (ei A e2 A e 3 ) 2 = eie 2e 3eie 2e 3 = e 2e 3e 2e 3 = - 1 . (2.6) 

V ý z n a m n o u algebrou pro aplikace ve zpracování ba revného digi tálního obrazu jsou kvater-
niony (viz [15, 7]). Kvaterniony můžou být určeny bází { l , e i A e 2 , e i A e 3 , e 2 A e 3 } . Ukážeme, 
že identifikace imaginárních jednotek 

i ->• -e 2 A e3, j e1 A e3, k -> —&\ A e2 

splňuje známé Hamiltonovy vztahy pro násobení 

i2=ř = e = -i, 

ij = k, jk = i, ki = j. 
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Druhé mocniny imaginárních jednotek lze vypoč í t a t s te jným způsobem jako ve (2.6), 
ukážeme si výpočet pro jednu z nich: 

i2 = (-e 2 A e 3 ) 2 = e 2e 3e 2e 3 = -e 2 e 2 = - 1 . 

Vynásobíme-li jednot l ivé imaginárn í jednotky mezi sebou, získáme 

ij = (~e2 A e 3)(ei A e3) = e 2e 3e 3ei = e2ex = e2Ae1 = k. 
jk = (ei A e 3 )(-ei A e2) = e 3eieie 2 = e 3e 2 = e3 A e2 = i , 
ki = (-ei A e 2 )(-e 2 A e 3) = eie 2e 2e 3 = eie 3 = ei A e3 = j. 

V C G A můžeme tedy realizovat rotace pomocí jednotkových kvaternionů, neboli jednot
kových bivektorů. Transformací rotace se budeme dále zabývat v kapitole 3.1. 
Další algebrou je např ík lad algebra duálních čísel. Duáln í číslo m á tvar 

x + ye, 

kde x, y jsou skaláry a e je duá ln í jednotka s v las tnos t í e2 = 0. Tuto duální jednotku můžeme 
identifikovat např ík lad bázovým elementem Ieo = e\ Ae 2 Ae 3 t\e§. Kombinací duálních čísel 
a kvatern ionů získáme duální kvaterniony, k teré umožňují rotace kolem obecné osy (viz 
[10]). T ě m i t o algebrami se dále v t é to práci nebudeme zabývat , pro více deta i lů viz [13, 9]. 
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Kapitola 3 

Aplikace C G A v detekci hran 
a segmentaci obrazu 

V t é t o kapitole uvedeme několik aplikací geometrických algeber, zejména C G A , v odvětví 
nazvaném zpracování digi tálního obrazu. Hlavní motivací k použi t í tohoto matemat i ckého 
a p a r á t u je, že můžeme pracovat př ímo s ba r evným digi tá lním obrazem jako celkem, tedy 
pomocí příslušně algebry lze barevný digi tální obraz vyjádři t jednou matic í . Naprot i tomu 
v klasickému př í s tupu např ík lad pro R G B reprezentaci m á m e číselnou matici pro každou 
jednotlivou barevnou složku (tedy 3 matice) nebo se obraz převádí na obraz intenzit barev 
(tedy ods t ínů šedi). V celé kapitole bude uvedeno pouze nezbytně nu tné množs tv í infor
mací z teorie počí tačové grafiky pro pochopení přís lušných aplikací, důraz bude kladen 
především na s a m o t n ý způsob aplikací geometrických algeber. Pro více informací o počí
tačové grafice a barevných prostorech viz [8, 17, 16]. Softwarem použ i tým pro zpracování 
obrazu bude M A T L A B . Prác i s geometr ickými algebrami v M A T L A B U umožňuje toolbox 
s názvem C l i f f o r d M u l t i v e c t o r Toolbox, v našem př ípadě verze 1.3 [14]. 

3.1 Detekce hran 
Detekcí hran ve zpracování digi tá lního obrazu rozumíme jejich zvýraznění , kde výsledkem 
bývá zpravidla b inárn í obraz hran. Hranou rozumíme oblast v obrazu, kde dochází k vý
razné změně sousedních pixelů. Existuje již několik publikací o detekci hran barevného 
obrazu pomocí kvaternionů, viz [7, 15]. Jelikož kvaterniony jsou obsaženy v C G A jako 
podalgebra (viz kapitola 2.1.5), lze zde aplikovat naprosto to tožný postup. M y ovšem 
ukážeme, že pro vhodné filtry na detekci hran lze využí t i další vlastnosti geometrické 
algebry C G A . 
Pracujeme-li v ba revném prostoru R G B , potom digi tální obraz je vyjádřen t ř emi obrazo
vými maticemi R, G, B, k teré odpovídaj í in tenz i tám jednot l ivých barevných složek pixelů. 
Pomocí geometrické algebry budeme takový obraz reprezentovat jednou matic í . Nejprve 
vyjádř íme každý pixel jako euklidovský vektor pomocí vektorové báze { e i , e 2 , e 3 } , dosta
neme tedy matici nad G 3 i o 

Prvek výsledné matice na pozici i, j m á tedy tvar x^ = r ^ e i + gije2 + % e 3 , kde r^,gij, hj 
jsou prvky matic R, G, B (v tomto pořadí) na stejné pozici. Matice X je tedy matice, 
jejíž prvky jsou vektory geometrické algebry G 3 i 0 <= G41. Dále každý pixel vyjádř íme jako 

X = Rei + Ge2 + Be3. 
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C G A bod, výsledná reprezentace R G B obrazu je tedy d á n a mat ic í nad C G A 

I = X + ^X2

eoo + Oe0, (3.2) 

kde X je matice d á n a vztahem (3.1), X2 zde chápeme jako geometrický součin po složkách 
(nejde o násobení matic) a O předs tavuje matici jedniček stejného rozměru, jako je matice 
X, viz vztah pro reprezentaci C G A bodu (2.2). Kvaternionové filtry pro detekci hran jsou 
založeny na rotaci vektorů kolem konkré tn í osy. Než tedy př i s toupíme k s a m o t n é m u filtru, 
ukážeme jak lze v C G A realizovat rotace. 

3.1.1 Rotace 
Transformace v C G A libovolného objektu o (uvažujeme geometrické objekty, viz tabulka 
2.2) jsou realizovány vztahem 

ot = VoV, (3.3) 

kde ot je objekt po transformaci, V e G 4 i je tzv. versor, což je speciální typ multivektoru 
vyjadřující zvolenou transformaci, viz kapitola 3.3 v [13] a V značí jeho reverzi. Reverze 
multivektoru M je multivektor M, jehož každý bázový element je zapsán v opačném 
pořad í ve smyslu vnějšího součinu. Tedy např ík lad pro M = 1 + e\ A e 2 + e\ A e 2 A m á m e 

M = 1 + e 2 A e\ + 63 A e 2 A C\. 

Pro tože operace reverze pouze mění znaménko přís lušného bázového elementu, můžeme 
tuto operaci pro libovolný bázový element E^ e G ^ i s tupně k definovat vztahem 

„ fc(fc-i) 
E{k) = (-1) — E{k). 

Tento vztah lze snadno rozšířit na libovolný multivektor M = Y,i O-ÍEÍ, ai eR,Ei e G^i 

M = YaiEi-
i 

Poznamenejme, že pro libovolné dva bázové elementy E1,E2 e G 4 i plat í 

(Ei A E2) = E2 A E\, (E1E2) = E2E1. 

Rotace realizujeme pomocí rotorů, rotor popisující rotaci podle p o č á t k u a normalizované 
osy L = LiCi + L 2 e 2 + L 3 e 3 o úhel <f> vyjádř íme vztahem 

R = e~2l, (3.4) 

kde Z = Li(e2 A e^) + L 2(e3 A e i) + L3(ei A e 2) je bivektor určující osu nebo také rovinu 
rotace. Rotor (3.4) lze zapsat i ve tvaru 

R = cos(-) - l sin( —). 
v 2 2 

Dosazením rotoru R do vztahu (3.3) tedy dos táváme vztah pro rotaci l ibovolného geome
trického objektu o 

or = RoR, (3.5) 

kde or je orotovaný objekt. Ukážeme si tento postup na př íkladu. 
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P ř í k l a d 3.1. Uvažujme sféru se s t ředem v bodě (2,0,0) a poloměrem r = 1, tedy 

1 1 
S = (2e1 + -Ae^ + eo) - -ex. 

Tuto sféru chceme rotovat o úhel tt/2 podle osy z, osa rotace je tedy L = e3. Př ís lušný 
rotor m á tedy tvar 

71" 71" 
R = c o s ( - ) - (ei A e 2) s i n ( - ) . 

Reverze rotoru je 

71 71 
R = c o s ( - ) + (ei A e 2) s i n ( - ) . 

Nyní vypoč í t áme výsledný objekt po rotaci 

Sr = RSR 

(V2 , V 2 \ / V 2 V 2 \ 
= [ ^ - - ( e i A e 2 ) —ĵ ^—+ ( e i A e 2 ) —j 

\ /2 \ /2 \ /2 A / 2 A / 2 w \ / 2 A / 2 A / 2 

= ^ " ^ ^ + ^ T ^ 1 A e2>^2 2 ~ ^ e i A 6 2 ^ ~2 2 ~ ^ e i A e 2 ^ e i A 

2 

= - (S + S(ei A e 2 ) - (ei A e 2 )5' - (ei A e 2 )5'(ei A e 2 )) 

2 
= - ( 5 + (2e 2 + 2e o c,eie 2 + e 0 e ie 2 - 0.5e t > oeie 2) - (-2e 2 + 2eie 2e t > 0 + e ie 2 e 0 - 0.5eie2eoo) 
- (e i Ae 2 )5 (e i Ae 2 )) 

2 

= - ((2ei + 1.5eoo + e 0) + 4e 2 - (2ei + 2eie 2 e o c ,eie 2 + e ie 2 e 0 e ie 2 - 0.5eie 2 e t > o eie 2 )) 

2 

= - (l.be^ + e 0 + 4e 2 + 2eoa + e 0 - O-ôe^) 

= 2e 2 + "ie^ + 2e 0 

= 262 + ^ ( 4 - 1 ) 6 ^ + 6 0 -

Výsledkem je tedy opět kružnice s po loměrem 1 a se s t ředem v bodě (0,2,0). Došlo tedy 
opravdu k rotaci, kterou jsme požadovali . 

P o z n á m k a 3.1. Pomocí operace reverze lze zavést normu multivektoru A e GPto, tedy 
takového, k terý není tvořen bázovými vektory, jejichž d r u h á mocnina je - 1 . Tuto normu 
definujeme vztahem 

f A f =\/A*Ä = \/A'Ä. 

Pro rotaci určenou vztahem (3.5) využíváme jednotkové rotory splňující 

RŘ = 1, 

z tohoto vztahu lze vyvodit , že pro tyto rotory pla t í 

R-1 = R. 
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Zde můžeme vidět zřejmou podobnost s j edno tkovými ryzími kvaterniony, kde mís to re
verze se používá konjugace kvaternionu, viz [15]. Tuto vlastnost splňují všechny jednotkové 
multivektory z G P j o, k teré lze zapsat ve tvaru vnějšího součinu l ineárně nezávislých vektorů 
a zároveň neobsahují vektory se zápornou druhou mocninou. Mějme takový multivektor 
A, potom plat í 

\/A*Ä = VÄÄ. (3.6) 

Pro libovolný multivektor A e G P i o s v las tnos t í A2 + 0, k terý lze zapsat ve tvaru vnějšího 
součinu l ineárně nezávislých vektorů, tedy existuje inverzní prvek vzhledem ke geometric
kému součinu definovaný vztahem 

A-1 = - i . (3.7) 
AA ' 

Pro obecný multivektor však vztahy 3.6 a tedy ani 3.7 nepla t í a inverzní prvek nemusí 
existovat. Pro libovolný multivektor A e G P i o můžeme však stále naj í t a lespoň inverzi vůči 
vn i t řn ímu součinu A+ pomocí vztahu 

A- A 

A* A' 

pro kterou p la t í A* A+ = 1. Pro určení normy mul t ivektorů , k teré obsahují bázové vektory 
se zápornou druhou mocninou, je po t ř eba nahradit reverzi operací konjugace mul t ivektorů 
definovanou následujícím způsobem. Mějme bázový element E e & p , q , potom konjugaci 

definujeme vztahem 

£ t = (-i)
r

Ě, r := gr-(E), 

kde gr-(E) je poče t bázových vektorů, jejichž d r u h á mocnina je - 1 , které jsou obsaženy 
v E. Již několikrát zmíněným postupem lze opět operaci rozšířit na libovolný multivektor. 
Bázi ro torů však tvoří pouze vektory s kladnou druhou mocninou, takže při rotaci si 
vys tač íme s operací reverze. 

3.1.2 Prewit tové filtr 
Pro detekci hran použijeme tzv. Prewi t tové filtr upravený pro použi t í v C G A . Základní 
Prewi t tové filtr využívá 2D konvoluci v s tupn ího obrazu s konvolučním j á d r e m d a n ý m 
mat ic í 

I 1 

0 
1-1 

1 
0 

-1 

pro detekci horizontálních hran a t ransponované j á d r o h pro detekci vertikálních hran. 
Pro náš účel použi jeme bi-konvoluci danou vztahem 

N M 
Iout(n,m) = ^ ^ / i L ( i , j ) J ( n - i + l,m- j + l)hR(i,j), 

i=lj=l 
(3.8) 
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kde Iout je matice výs tupn ího obrazu, / (viz (3.2)) je vs tupn í obraz a respektive Hr 

je levá respektive pravá bi-konvoluční maska. Celý obraz získáme t ím, že vztah (3.8) 
aplikujeme pos tupně na každý pixel obrazu n = 1, . . . , N, m = 1, . . . , M. Bi-konvoluční 
masky jsou matice o rozměrech 3 x 3 

f 1 1 / 1 1 1\ 
hL = 0 0 o hR = 0 0 ° 

[R R R 1 U R R 

pro detekci horizontálních hran a t r ansponován ím těchto masek získáme vertikální hrany. 
Clen R v bi-konvolučních maskách představuje rotor 

R = e-¥ = e-^(e^e3-ei^3+eiAe2)_ ^ ^ 

Př i aplikaci vztahu (3.8) se díky spodn ím ř á d k ů m bi-konvolučních masek objevuje člen 
RIR a t í m dochází k rotaci přís lušných pixelů o úhel n kolem osy Z ze vztahu (3.9) před
stavující „šedou osu" R G B krychle. P ř i bi-konvoluci navíc po násobení příslušných prvků 
dochází ješ tě ke sčítání . Po sečtení C G A b o d ů musíme výsledek ješ tě normovat (vydělit 
koeficientem u vektoru eo), abychom získali opět C G A bod. Tento krok je n á h r a d o u za 
násobení bi-konvolučních masek redukčním koeficientem v př ípadě kvaternionové detekce 
hran, viz [7, 15]. V l ivem rotací a nás ledným sčí tání pixelů je v ý s t u p e m obraz, ve k te rém 

(a) Originální obraz 

(b) Barevné hrany (c) Detail barevných hran 

Obrázek 3.1: C G A detekce hran 

jsou barevné hrany a v místech, kde se v původn ím obrazu nevyskytovala hrana, jsou 
odst íny šedi. Výsledek detekce hran i se v s t u p n í m obrazem a detailem barevných hran 
znázorňuje obrázek 3.1. Nyní můžeme pro názornost j e d n o d u c h ý m způsobem separovat 
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barevné hrany od zbytku výs tupn ího obrazu. K tomuto účelu budeme pixely výsledného 
obrazu 3.1b reprezentovat jako vektory G^o <= (viz vztah (3.1)), tedy euklidovské vek
tory, a na těchto vektorech zavedeme or togonální projekci (operace „reject ion") . Mějme 
vektor x e G^o, jeho or togonální projekce x ± vzhledem k vektoru n e G^o je určena 
vztahem 

x 1 = ( x A n ) n - 1 , (3.10) 

kde n _ 1 = j ^ . Výsledkem je část vektoru x , k t e rá je kolmá k vektoru n . Myšlenka detekce 

Obrázek 3.2: Or togoná ln í projekce barevných hran 

hran barevného obrazu pomocí ro torů je založena na tom, že v ideálním př ípadě mají 
ve v ý s t u p n í m obraze pouze vektory představující hranu nenulovou or togonální projekci 
vzhledem k vektoru představuj íc ímu šedou osu R G B prostoru. Aplikací vztahu (3.10) na 
výs tupn í obraz, kde x budou vektory obrazu a n = e\ + e 2 + e 3 je vektor představující 
šedou osu, získáváme obraz pouze barevných hran, viz 3.2. Z obrázku je pa t rné , že po 
detekci hran nemaj í nenulovou or togonální projekci vzhledem k šedé ose pouze hrany. To 
je způsobeno t ím, že v místech, kde se v původn ím obraze hrana nevyskytuje, nemaj í 
všechny pixely v oblasti 3 x 3 stejné hodnoty barvy, ale mírně se liší. T í m dojde při bi-
konvoluci k tomu, že příslušný pixel ve výs ledném obrazu se nachází pouze v blízkosti šedé 
osy. Je však pa t rné , že skutečné hrany maj í výrazně vyšší intenzitu než barevné pixely, 
kde se hrany nevyskytuj í . 

P o z n á m k a 3.2. Doplňkem k operaci „rejection", viz vztah (3.10), je operace „project ion" 
vektoru x , tedy projekce na vektor n, kterou značíme xy a lze j i urči t vztahem 

x,, = ( x - n ) n - 1 . (3.11) 

S využ i t ím (1.7) lze snadno ukázat , že pla t í 

x = X | | + x ± . (3.12) 

Vztahy (3.10) a (3.11) lze použí t na libovolné vektory algebry GPTQ a operace „project ion" 
a „rejection" lze obdobně zavést i na libovolných bázových elementech, viz [13]. Vztah 
(3.12) však pro vektory GP>Q obecně neplat í . 

Výs ledným produktem filtrů detekujících hrany obrazu bývá obvykle b inárn í obraz hran, 
tedy pixely odpovídaj ící h r a n á m maj í hodnotu 1 a os ta tn í pixely maj í hodnotu 0. Ukážeme 
si tedy, j a k ý m způsobem lze získat takový obraz z našeho výs tupn ího obrazu 3.1b. Běžnou 
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metodou v př ípadě obrazu v odst ínech šedi, kde obraz je reprezentován jednou číselnou 
maticí , je prahování . Zvolí se prahová hodnota a pixelům, k teré tuto hodnotu překročí , je 
př i řazena hodnota 1, o s t a tn ím hodnota 0. V našem př ípadě lze obdobný postup použí t 
buď na obraz separovaných barevných hran 3.2, kde lze t ímto způsobem porovnávat 
normu jednot l ivých vektorů (čím vyšší hodnota, t í m vyšší p ravděpodobnos t výsky tu hrany 
v původn ím obraze). D r u h ý m způsobem, k terý umožňuje získání b inárn ího obrazu hran 
př ímo z obrazu po bi-konvoluci 3.1b, a k terý zde použijeme, je prahování na základě 
velikosti úhlů vektorů pixelů s vektorem představuj íc ím šedou osu R G B krychle. Mějme 

(e) (pt = 0.040 (f) <pt = 0.030 

Obrázek 3.3: Binárn í obraz hran pro různé prahové hodnoty tpt v radiánech 

tedy obraz 3.1b reprezentovaný mat ic í 

Xout = Rex + Ge2 + Be3, 
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kde R, G, B jsou číselné matice intenzit příslušných barevných složek. Úhel tp mezi vek
torem na pozici [n, m] a vektorem šedé osy n = e\ + ei + získáme v ý p o č t e m vztahu 

(p(n,m) = arccos 
Xout(n,m) n 
Xout(n,m)\\ f n 

Konečný b inárn í obraz tedy získáme zvolením prahové hodnoty úhlu (pt a nás ledným 
př i řazením jedničky nebo nuly př ís lušnému pixelu obrazu: 

Pro výsledný b inárn í obraz pro různé prahové hodnoty ipt viz 3.3. N a závěr nutno po
znamenat, že filtr Prewi t tové modifikovaný pro detekci hran barevného obrazu je velmi 
j e d n o d u c h ý m typem v porovnán í s j inými „ro tačními" filtry (Sobel, Kirsch) fungujícími na 
stejném principu. To znamená , že detekce hran při použi t í tohoto filtru je méně kvalitní, 
použi t í v t é to práci je zejména z důvodu intuit ivnější p ředs tavy principu bi-konvoluce 
C G A b o d ů . 

Segmentace barevného obrazu je obecně proces, při k t e rém je obraz rozdělen do jednot
livých dis junktních regionů, kde pixely daného regionu maj í podobné barevné vlastnosti 
a tvoří tedy jeden spoj i tý objekt obrazu. Formální definici segmentace obrazu najdeme 
např ík lad v monografii [8]. Tento princip se využívá např ík lad pro detekci konkré tn ího 
objektu na obrazu, kdy segmentace končí po úspěšném izolování daného objektu a není 
po t ř eba pokračovat v segmentaci dále (např íklad au tomat izované hledání závad na elek
tronických součástkách apod.). Jednou z metod segmentace obrazu je již zmíněná detekce 
hran, viz kapitola 3.1. Segmentací barev v t é t o kapitole rozumíme ovšem j iný p ř í s tup 
založený na me todě „zvětšování okolí". Tato metoda spadá na rozdíl od detekce hran 
do prostorové analýzy obrazu a podstatou je př ipojování okolních pixelů již sestaveného 
regionu (začínáme j edn ím zvoleným pixelem) na základě urči tých kritérií . N a rozdíl od 
běžného rozdělování obrazu na jednot l ivé složky (v př ípadě R G B obrazu jsou to složky 
R , G , B ) a následné segmentaci na jednot l ivých složkách zvlášť umožňuje C G A pracovat 
s celým ba revným obrazem zároveň. 
V t é to kapitole ukážeme, j a k ý m způsobem je možné izolovat v obrazu konkré tn í barvu 
pomocí C G A a následně tuto myšlenku použijeme pro návrh j ednoduchého algoritmu 
na detekci objektu v obraze. Základní literaturou pro tuto kapitolu, kde lze nají t více 
informací o zpracování digi tálního obrazu, je kniha [8]. Článek [2] pojednává detailněji 
o různých me todách segmentace barevného obrazu a článek [3] se zaměřuje na segmentaci 
obrazu z hlediska různých barevných pros torů . Segmentací obrazu pomocí C G A se zabývá 
článek [11]. 

P ř i segmentaci barev budeme pracovat v ba revném prostoru C I E L*a*b* (nebo zkráceně 
C I E L A B ) . Tento ba revný prostor je odvozen od základního prostoru X Y Z (je založen 

ip(n,m) > ipt 
jinak. 

3.2 Segmentace barev 

3.2.1 Barevný prostor C I E L A B 
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na t r ichromat ické teorii, tedy každou barvu získáme jako l ineární kombinaci hodnot t ř í 
základních barev), k terý získáme l ineární t ransformací prostoru R G B danou mat ic í 

Y 1 = 

U 1 
0.299 

0.174 
0.587 
0.066 

Tento prostor se někdy nazývá imaginární , protože základní barvy X Y Z nelze fyzikálně 
realizovat, ale jakoukoliv barvu lze vyjádři t jako součet k ladných hodnot těchto základních 
barev. Odtud lze přejít do prostoru C I E L A B nelineární t ransformací 

L* = 116 

kde X/XQ, Y/YQ, Z/Z0 > 0.008856. X 0 , Y0, Z0 jsou s tandard izované hodnoty bílé barvy, 
viz tabulka 3.1. Dále v aplikaci C G A budeme využívat standard D50, k te rý simuluje denní 

Zdroj světla x0 Y0 z0 

D50 96.680 100 82.519 
A 111.144 100 35.20 

TLU 103.863 100 65.607 
C 97.285 100 116.145 

F2{CWF) 103.279 100 69.027 

Tabulka 3.1: S tandard izované hodnoty bílé barvy 

světlo. Trojice souřadnic reprezentuje světlost barvy L* (L* = 0 představuje černou barvu 
a L* = 100 je bílá barva), a*, s rozsahem obvykle od -128 do 127, je pozice mezi červenou 
a zelenou barvou (záporné hodnoty a* znázorňují zelenou barvu a kladné hodnoty červe
nou) a souřadnice b*, se s te jným rozsahem jako a*, je pozice mezi ž lutou a modrou barvou 
(záporné hodnoty přísluší modré a kladné hodnoty žluté barvě) , viz obrázek 3.4. Hlavní 
motivací využi t í tohoto prostoru pro segmentaci barev je euklidovská metrika na prostoru 
odpovídající l idskému vn ímán í rozdílu jednot l ivých barev. To znamená , že pokud m á m e 
dvě dvojice barev se s te jnými vzdálenostmi , potom v n í m a n á vizuální odchylka mezi t ěmi to 
dvojicemi bude stejná. Tuto vlastnost prostor R G B nemá, může se tedy s tá t , že barvy, 
které vn ímáme jako velmi „rozdílné", maj í re la t ivně malou vzdálenost v R G B prostoru 
a naopak barvy, k teré se n á m jeví jako „podobné" , mohou být v prostoru vzdálenější. 
Barevnou diferenci dvou barev v prostoru C I E L*a*b* lze tedy vyjádři t jako 

AE = ̂ {AL*)2 + ( A a * ) 2 + (Ab*)2. 

Tyto vlastnosti jsou klíčově právě pro segmentaci barev, kde chceme rozlišit různě vn ímané 
barvy. Navíc n á m tento prostor, jak se přesvědčíme dále, umožní pro tyto účely využít 
potenciál C G A algebry. 
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White 
L* 

Black 

Obrázek 3.4: Model ba revného prostoru C I E L*a*b*. Zdroj [1] 

3.2.2 Implementace C G A v prostoru C I E L A B 
Jak již bylo řečeno, barevný prostor C I E L*a*b* je opa t ř en euklidovskou metrikou vzhle
dem k v n í m a n é m u rozdílu barev. Tedy máme-l i určenou nějakou referenční barvu, potom 
barvy nepřesahující danou odchylku od referenční barvy tvoří kouli. Chceme-li barevně 
klasifikovat urči tý pixel, pod íváme se na polohu pixelu vzhledem ke sféře s po loměrem 
představuj íc ím danou barevnou odchylku a s t ředem znázorňujícím referenční barvu. Po
kud zkoumaný pixel leží vně sféry, potom tento pixel hodno t íme jako nevyhovující a pokud 
leží uvn i t ř sféry, potom pixel vyhovuje. S využi t ím C G A můžeme snadno rozhodnout o po
loze bodu vzhledem ke sféře pomocí skalárního součinu. Mějme I P N S reprezentaci sféry 
S = P - ^r 2 e t > 0 (P = p + 7;p2e00 + e 0 je bod určující s t řed sféry) a bod X = x + i x 2 e t > 0 + e 0. 
Zopakujme výpočet skalárního součinu 

S • X = P • X - - r 2 e o c , • X. 
2 

S využi t ím vztahu (2.3) pro skalární součin dvou b o d ů získáváme 

S • X = ||p - x | | 2 - Q r 2 e ° ° j • (x + ^ x 2 e 0 0 + e 0 j 
1 II II2 / 1 9 1 ? \ 

= - - IIp - x|| - I 2 r e ° ° ' x + 4 r x e ° ° ' e ° + 2 0 0 ' 6 ° j 
1 11 112 1 2 = — p - x + —r . 
2 l l ľ " 2 

Jelikož f p - x f představuje vzdálenost mezi s t ř edem sféry S a bodem X, p la t í pro polohu 
bodu X vzhledem ke sféře S zřejmě následující tvrzení: 

S-X 
> 0, bod leží uvni t ř sféry, 
= 0, bod leží na sféře, (3.13) 
< 0, bod leží vně sféry. 

Výše uvedený postup aplikujeme na L*a*b* obraz (L*,a*,b* jsou číselné matice obrazu). 
Každý pixel obrazu reprezentujeme jako C G A bod, v s tupn í obraz je tedy vyjádřen mat ic í 

/ = L*ei + a*e2 + b*e3 + ^(L*ei + a*e2 + Ve^fe^ + e 0. (3-14) 
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Obrázek 3.5: Vstupní obraz pro segmentaci barev 

Referenční barvu [LQ,OQ ,6Q] (V L*a*b* souřadnicích) pro segmentaci vyjádř íme pomocí 
sféry 

So = Po ~ ^ o e « > , (3.15) 

kde r 0 je hodnota barevné odchylky od referenční barvy, k t e rá je již vyhodnocená jako 
nepř ípus tná a P 0 J e s t řed sféry 

P 0 = £ o e i + a*Qe2 + bfa + ^ ( L o e i + a*Qe2 + b^fe^ + e 0. 

Výsledný obrázek získáme aplikací (3.13), kde poč í t áme hodnotu skalárního součinu kaž
dého prvku matice (3.14) a sféry (3.15). Pokud pixel na pozici [m,n] leží uvni t ř sféry, 
tedy SQ • I(m,n) > 0, je vyhodnocen jako vyhovující a je ponechán ve v ý s t u p n í m obrazu. 
Pokud pixel nevyhovuje kri tér iu, tedy leží vně nebo na sféře, je z obrazu ods t r aněn (je mu 
př i řazena většinou černá nebo bílá barva). Obrázek 3.6 demonstruje tento postup apliko
vaný na vs tupn í obraz 3.5 pro různé referenční barvy a hodnoty př ípus tných barevných 
odchylek. V dalším využijeme myšlenku segmentace barev uvedenou v t é to kapitole pro 
návrh j ednoduchého algoritmu, jehož úkolem je detekovat zvolený objekt v obrazu na 
základě barevné odlišnosti . Pokus íme se také porovnat výsledky při práci s R G B a L*a*b* 
prostorem. 

3.2.3 Algoritmus pro detekci objektu 
V t é t o část i práce popíšeme algoritmus, jehož cílem je detekce objektu v obraze. V p růběhu 
textu budou pro doplnění př idávány úseky zdrojového kódu ze softwaru M A T L A B . Celý 
zdrojový kód i se všemi použ i tými p o m o c n ý m i funkcemi nalezneme v příloze t é to práce. 
Pro práci s C G A v toolboxu C l i f f o r d Multivector Toolbox nač teme v h o d n ý typ geo
metrické algebry, tedy G 4 j i , př íkazem 

clifford_signatuře(4,1,0); 

Vstupní R G B obraz převedeme do prostoru CIEL*a*6* pomocí příkazu 

Ib = rgb21ab ( I ,'WhitePoinť,'d50'); 

kde I je vs tupn í originální obraz 3.7, pro transformaci mezi ba revnými prostory volíme 
standardizovanou hodnotu bílé barvy P 5 0 , viz tabulka 3.1. ClEL*a*b* obraz Ib repre
zentujeme jako C G A body: 
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(a) Zelená barva r o = 15 (b) Zelená barva r o = 35 

(c) Červená barva r o = 15 (d) Červená barva r o = 35 

Obrázek 3.6: Segmentovaný obraz. R G B souřadnice pro jednot l ivé referenční barvy: zelená 
[0.47,0.62,0.27], červená [0.77,0.21,0.18]. 

v = I b ( : , : , l ) * e l + Ib(:,:,2)*e2 + Ib(:,:,3)*e3; 

[r,c,d] = size(Ib); 

lega = v + 0.5*v.~2*einf + ones(r,c)*eo; 

Jelikož toolbox umí definovat algebru jen signaturou, musíme tedy pracovat s or togonální 
bází {1,61,62,63,64,65} a pro zjednodušení použijeme pomocné funkce einf a eo, viz 
pří loha B . 

Samotný algoritmus je založen na me todě pos tupně se rozrůstaj ícího okolí (anglicky region 
growing) kolem jednoho iniciálního pixelu na základě urči tých kritérií . Nejprve zvolíme 
v obrazu iniciální pixel, jehož okolní pixely budeme zkoumat. Tento pixel reprezentovaný 
opět jako C G A bod označíme P. Dále zkoumáme vlastnosti, v našem př ípadě barvu, okol
ních pixelů. T y z okolních pixelů, které nepřekračuj í zvolenou barevnou odchylku, jsou 
př ipojeny k pixelu P, t ím dojde ke zvětšení oblasti vhodných pixelů a pokračujeme ve 
vyhodnocování nového okolí t é to oblasti. Dále p rob íhá algoritmus i teračně, kde v každém 
kroku jsou př ipojeny okolní pixely splňující t ř i podmínky , které znázorníme pomocí ter
minologie C G A . Nechť Q je analyzovaný pixel v fc-tém i te račním kroku a Si,S2,Ss jsou 
sféry charakterizující jednot l ivé podmínky. Si je sféra se s t ředem v bodě P a po loměrem 
r\. Vnitřek t é t o sféry tedy tvoř í barvy, k teré jsou vzdáleny max imálně o r\ od barvy pixelu 
P. Sféra S2 s po loměrem r 2 m á s t řed v bodě P2, k te rý představuje p růměr barev množiny 
pixelů vyhodnocených jako vyhovující v předchozí (k-1) iteraci. Jelikož nelze sčí tat C G A 
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body a získat opě t C G A bod, p růměr n barev Ai vypoč í t áme podle vztahu 

I =(ng a i) + (^Sai) e~ + e°' 
kde aj = L*e\ + a*e2 + b*e3. Konečně sféra S3 m á s t řed P 3 představující p růměr barev 
všech pixelů z dosud vyhovujícího regionu a poloměr r 3 . P ixe l Q tedy vyhodno t íme jako 
vyhovující a př ipoj íme k regionu pokud pla t í současně: 

1. S1-Q>0, 

2. S2 • Q > 0, 

3. S3 • Q > 0. 

Podmínka 1 je ověřena pro všechny pixely obrazu v jednom kroku, ve zdrojovém kódu je 
realizována př íkazem 

AI = scalar_product(Icga,Sl) > 0; 

P o d m í n k y 2 a 3 

A2 = scalar.product(double(C).*Icga , S2) > 0; 

A3 = scalar.product(double(C).*Icga , S3) > 0; 

jsou naproti tomu vyhodnocovány v každé iteraci, jelikož v každé iteraci pracujeme s no
vými sférami S2 a S3 (C je matice pixelů označených k analýze) . Celý proces končí ve chvíli, 
kdy v nové iteraci není žádný pixel vyhodnocen jako vyhovující, tedy region vhodných 
pixelů už nadále neroste. 
Celý postup aplikujeme na obrázek 3.7 a pokus íme se detekovat pouze modré auto. Volbu 
iniciálního pixelu pro algoritmus znázorňuje červená šipka na obrázku 3.8. Prahové hod
noty pro jednot l ivé p o d m í n k y vyhodnocování pixelů (poloměry sfér) jsou voleny expe
r imentá lně na začá tku programu. Poznamenejme ještě , že v první iteraci jsou všechny 
t ř i sféry to tožné . Algoritmus byl tes tován pro různé prahové hodnoty r i , r 2 , r 3 , vizuálně 
nejlepší výsledky jsou zobrazeny na obrázku 3.9. Pro porovnán í ješ tě uvádíme výs tupn í 
obraz při použi t í algoritmu na R G B obraz, viz 3.10. P ř i práci s R G B obrazem se n á m 
nepodař i lo získat žádné uspokojivé výsledky, což potvrzuje předchozí domněnku , že R G B 
prostor není vhodný pro segmentaci ba revného obrazu. 
Pro shrnu t í znázorníme celý algoritmus zjednodušeně v několika klíčových krocích: 
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Obrázek 3.8: Iniciální pixel pro algoritmus vyznačen červenou šipkou 

(a) (40,30,40) (b) (40,50,40) 

Obrázek 3.9: Výs tupn í obraz auta pro prahové hodnoty ( r i , r 2 , r 3 ) , pro které jsme dosáhli 
nej lepších výsledků. 

Obrázek 3.10: Výs tupn í obraz po použi t í algoritmu na R G B obraz pro prahové hodnoty 
T\ - r 2 = r 3 = 0.45. 

1. Vyjádření vs tupn ího obrazu jako matici C G A b o d ů ICGA-

2. Volba iniciálního pixelu. 

3. Sestrojení sfér S\,S2,S$ znázorňujících p o d m í n k y 1, 2 a 3. 

4. Ověření podmínky 1 pro všechny pixely obrazu S\ • ICGA > 0. 

5. Ověření podmínek 2 a 3 pro určené pixely. 
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6. Př ipojen í pixelů vyhovujících všem t ř e m p o d m í n k á m současně. 

7. Pokud byly v předchozím kroku př idány nějaké nové pixely sestrojení nových sfér 
S2 a S3 a návra t ke kroku 5. Jinak konec algoritmu. 

Je nu tné zmínit , že celý algoritmus byl navržen především pro exper imentá ln í účely se 
snahou zkoumat a ukázat možný směr vývoje up la tněn í C G A v segmentaci obrazu. Pro 
skutečnou aplikaci je nu tné zabývat se danou problematikou dále a navrhnout sofisti
kovanější postupy, pro účely prezentace výhod C G A je však tento p ř í s tup postačující . 
P řednos t í je především jednoduchost aplikace C G A , všechny operace s obrazem jsou rea
lizovány in tu i t ivně pomocí mat icových operací . Nevýhodou naší implementace je rychlost 
algoritmu, jeden obraz se zpracovává řádově v sekundách, což je způsobeno stávající im
plementací geometrické algebry v M A T L A B U skrze C l i f f o r d Multivector Toolbox. 
Tento toolbox je v současnost i vyvíjen, jeho rychlost se zvyšuje a experimenty uvedené 
v t é t o práci byly s autory toolboxu diskutovány a přispěly k jeho vývoji. Zdrojový kód 
celého algoritmu najdeme v příloze A a další výs tupn í obrázky v příloze C. 
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Kapitola 4 

Aplikace C G A pro popis okolí 
v prostoru barev 

V t é t o kapitole si ukážeme, že C G A n á m umožňuje efektivně aproximovat množinu bodů 
v prostoru pomocí geometr ických objek tů ve smyslu metody nejmenších čtverců. Naš ím 
hlavním zá jmem bude aproximace b o d ů sférou. Budeme čerpat především z článku [6], 
k terý se t ímto prob lémem zabývá. Naš ím hlavním záměrem bude implementace t é t o apro
ximace v M A T L A B U a dále se pokus íme aplikovat tuto myšlenku na reálná data v podobě 
barevného obrazu. 
Metoda nejmenších čtverců je dobře z n á m á matemat icko-s ta t i s t ická metoda umožňující 
p rokládání dat v podobě b o d ů nějakou křivkou (obyčejně př ímkou, parabolou, atd.). Me
toda spočívá v minimalizaci součtu d ruhých mocnin vzdálenost í jednot l ivých b o d ů od 
proložené křivky. Ukážeme si, že tuto myšlenku můžeme využí t pro prokládání bodů 
v prostoru sférou tak, že minimalizujeme součet vzdálenost í jednot l ivých bodů od té to 
sféry (podobně lze body prok láda t rovinou představující sféru s nekonečným poloměrem, 
kružnicí nebo př ímkou představující kružnici s nekonečným poloměrem) . Vstupem našeho 
problému tedy bude množina b o d ů v prostoru a v ý s t u p e m sféra, k t e rá tyto body nejlépe 
aproximuje. Metr ika pro měření vzdálenost í mezi C G A vektory je definována skalárním 
součinem. 

4.1 Hledání aproximace 
N a rozdíl od kapitoly 3, kde jsme pro práci s C G A využívali C l i f f o r d Multivector 

Toolbox, se nyní omezíme z důvodu absence po t řebných nás t ro jů v tomto toolboxu na 
práci bez jeho použi t í a ukážeme si, j a k ý m způsobem lze pracovat s C G A jen pomocí 
základního balíčku pro l ineární algebru. Jelikož budeme při h ledání vhodné sféry pro 

ei e 2 e 3 e 0 
6 oo 

ei 1 0 0 0 0 
e 2 

0 1 0 0 0 
e 3 

0 0 1 0 0 

e 0 
0 0 0 0 -1 
0 0 0 -1 0 

Tabulka 4.1: Skalární součin mezi bázovými elementy C G A definující metriku. 
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aproximaci b o d ů pracovat s body a sférami (př ípadně je možné uvažovat rovinu jako 
degenerovanou sféru), tedy v I P N S reprezentaci s C G A vektory (viz 2.2), můžeme vzdá
lenosti určovat pomocí skalárního součinu. Skalární součin n á m tedy, jak již bylo řečeno, 
definuje metriku na C G A vektorech danou tabulkou 4.1. P ř i p o m e ň m e , že pro skalární 
součin dvou b o d ů P, Q, jejichž pozice je v euklidovském prostoru d á n a vektory p , q, p lat í 

P-Q 
1 
2 p - q 

Skalární součin C G A vektorů lze j ednoduše implementovat pouze s využi t ím balíčku pro 
lineární algebru následovně. Mějme matici skalárního součinu M daného tabulkou 4.1, 
tedy 

M 

íl 0 0 
0 1 o 
0 0 1 
0 0 0 

\o o o 

o 
o 
o 
o 

o \ 
o 
o 

-1 

k te rá reprezentuje skalární součin mezi bázovými vektory. C G A bod P 
vyjádř íme jako vektor v M 5 

p + e 0 + 2 I II2  

P e ° 

/ 
P = 

P 
1 

\ 

1 II II2 

kde p = (pi,P2,P3)T• Skalární součin b o d ů P, Q potom vypoč í t áme následovně: 

P-Q = (P)T(M)(Q) 

( P 5 1 I l I P l 2 ) 

T 
p q -

(l o o o 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 0 
0 0 0 -1 

1 II II2 

"2 IPI -1) 

/ q 

1 ii i i 2 1 ii i i 2 

ň P " ô R 

0 \ 
0 
o 

-1 
o 

/ q 

i 
i n n2 

\-2 llqll 

= - 2 i i p - q i i -

Stejným způsobem lze pracovat i se sférami či rovinami. Než přejdeme k samotné apro
ximaci b o d ů sférou, uvedeme si některé základní poznatky z diferenciálního p o č t u mul-
t ivektorů, k teré budeme k aproximaci po t řebova t (podrobný popis derivace mul t ivektorů 
nalezneme v [4]). Nejprve p ř ipomeňme , že inverze vektoru x s v las tnos t í x 2 + 0 je 

x • x 
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Operá to r derivace vektoru v M 3 je běžně značen symbolem V a definován jako 

d d d 
ox oy oz 

Tento operá to r můžeme v j i s tém smyslu rozšířit na prostor libovolné dimenze. K tomu 
však pot řebujeme ješ tě pojem reciproká báze. 

Definice 4.1. Nechť {aj} c ÚP'1! je nějaká (ne nu tně ortogonální) báze vektorů v Gm. 
Množinu {a*} c RP^ nazveme reciproká báze, jestl iže tvoř í bázi vektorů v G P ) 9 a zároveň 
plat í a* • &j = ó~ij pro j = 1,.. . ,p + q, kde S^j je Kroneckerovo delta. 

Poznamenejme, že pro or tonormáln í bázi {ej} c M?>q m á m e reciprokou bázi {e\}, kde 
t značí konjugaci, viz poznámka 3.1. 
Nyní můžeme zavést operá to r parciální derivace vzhledem k vektoru x e MP'g, kde x = 
Y,ixiei, k te rý budeme značit <9X a definujeme ho vztahem 

<9X:= Y,eid*i> 
i 

kde e* je reciproký vektor e, a dXi je parciální derivace vzhledem k X{. Nyní konečně 
můžeme zavést derivaci funkce, k t e rá vektoru přiřazuje skalární hodnotu. Pro zdůraznění , 
že pracujeme v geometrické algebře, označíme množinu všech vektorů geometrické algebry 
G m jako G^q. 

Definice 4.2. Mějme funkci T • Gpq M , potom derivaci funkce vzhledem k vektoru x 
značíme d^T a definujeme: 

9 x ^(x) = £ e * č > ^ ( x ) = J e í f i W , (4.1) 
i i 

kde ^(x) := dXiT(y?) je parciální derivace funkce T podle Xi v x. 

P o z n á m k a 4.1. Definici 4.2 lze snadno rozšířit na derivaci funkce T • GPíg M. vzhle
dem k multivektoru X := Y,ÍXÍEÍ, kde {Ei} = G P i 9 je or tonormáln í báze. Mul t ivektorový 
operá to r derivace je tvaru 

i 

kde pro reciproké bázové elementy pla t í E* * E j = ŠÍJ pro j = 1, . . . , 2p+q. Derivaci funkce 
T potom získáme podobně jako ve vztahu 4.1: 

dXF(x) = YLE*dXir(x) = YE:HX). 
i i 

Derivace obecné funkce, jejíž definičním oborem i oborem hodnot je GPtq, můžeme nají t 
v [13, 4]. Jelikož budeme dále po t řebova t pouze derivaci danou vztahem 4.1, nebudeme 
se dále teorií diferenciálního poč tu multivektoru zabývat . 

Bez důkazů uvedeme výčet některých vlas tnos t í mul t ivektorových derivací, k teré využi
jeme dále při hledání op t imáln í sféry. Pro přehlednost vynecháme př i zápisu operá to ru 
derivace vektor, podle k te rého derivujeme. Mějme funkce .F(x), £ ( x ) , potom pla t í známé 
vlastnosti z klasického diferenciálního poč tu : 
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• d(F+g) = dr+dg, 

• d(Fg) = (df)g+F(dg). 

Nyní jsme př ipraveni přejít k samotné formulaci našeho problému, tedy nalezení opt imáln í 
sféry, k te rá aproximuje zadané body v prostoru. Vektor pi představující pozici bodu PÍ 
můžeme charakterizovat pomocí relat ivní polohy vzhledem ke sféře S se s t ředem c a po
loměrem r vztahem 

P Í = c + ( r + di)e, (4.2) 

kde e je vhodně zvolený jednotkový vektor a di je vzdálenost mezi bodem a sférou S 
(viz obrázek 4.1). 

Obrázek 4.1: Zobrazení relat ivní polohy bodu Pi vzhledem ke sféře S. Pro jednoduchost 
je situace zobrazena v rovině a sféra je zobrazena jako kružnice. 

Úpravou vztahu 4.2 vyjádř íme vzdálenost df. 

\\pi - c f = || (r + di)e\\ 

\J(pi - c) • (p~ - c) = r + di, 

plat í tedy 

di = \J(pi - c) • (pi - c) - r. (4.3) 

Opt imá ln í sféru aproximující množinu b o d ů {PÍ} V prostoru h ledáme takovou, aby sou
čet d ruhých mocnin vzdálenost í b o d ů od sféry Y.i d2 byl minimální . Snaha nalézt vhodné 
řešení minimalizací pro vzdálenost i ve tvaru 4.3 vede typicky na i te ra t ivní opt imal izační 
metody. Díky využi t í C G A můžeme vzdálenost i di však aproximovat pomocí j iného alge
braického výrazu, díky čemuž bude možné vhodné řešení nalézt efektivněji. B o d Pi a sféru 
S vyjádř íme pomocí C G A , tedy PÍ = PÍ + ^pje^ + e 0 a S = C - \r2e00, kde C je C G A 
bod představuj ící s t řed sféry. P ř í m ý m v ý p o č t e m lze snadno ukázat , že pro sféru S p lat í 
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g 2 = r 2 . Vypoč í táme, čemu se rovná vztah (Pj • S)2/S2: 

(Pi-S)2 1,
 2 2 v 2 

(r - ||pi-c|| ) / .2 
S2 4 

= - ( r 2 - (cřj + r ) 2 ) / r 2 

= ^ ( r 2 - d2 - 2dir - r 2 ) 2 / r 2  

= I ( _ d . ( d . + 2 r ) ) 2 / r 2 

\ r V 2 r / = ̂ |1 + 

Získáváme tedy aproximaci d ruhé mocniny vzdálenost i mezi bodem Pj a sférou S 

( P - S ) 2 

S 2 

d 2 , (4.4) 

s relat ivní chybou (di/r) + \ (di/r)2. Hlavní p řednos t í tohoto vyjádření je, že je možné jej 
oproti vztahu 4.3 snadno derivovat. P rob lém nalezení opt imáln í sféry x, k te rá aproximuje 
zadané body p lze nyní formulovat jako opt imal izační úlohu: 

Najdi x minimalizující: £(x) = — ̂ ( P -x)2/x2, (4.5) 
i 

kde x je h ledaná sféra a TV je počet zadaných bodů . Pro nalezení optima je nu tné , aby 
derivace dxC(x) byla rovna nule. Dos táváme tedy: 

0 = dx£(x) 

= 2^Y,((Pi-x)Pix-2-(Pi-x)2x-3) 
i 

= 2 4 E(p* • x)(^x~2 - ( P • x)x~3) 

i 

i 

= 2-^Y,(pi-x)(piAx)x~s-
i 

Jelikož vektor x předs tavuje sféru a tedy 2a r 3 m á inverzi ^ x 3 , vynásobíme rovnici t ím to 
členem a získáme 

Í - £ ( P - * ) ( P A * ) = 0. (4.6) 
i 

Pro tože pro multivektory A, B e GPTQ a skalár a e R pla t í 

a(AAB) = aA/\B. 
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můžeme ješ tě rovnici 4.6 upravit na konečný tvar 

±YIPÍ(PÍ-X)\AX = 0. (4.7) 

Tuto p o d m í n k u lze interpretovat i tak, že vektor v závorce musí bý t roven k násobku 
vektoru x, jelikož pro vektory u, v e G M plat í : 

u A v = 0 o u = a v , a e l . (4.8) 

P o d m í n k u 4.7 tedy lze ekvivalentně vyjádři t ve tvaru 

^ P l ( P l - x ) = Ax, (4.9) 
i 

kde A É I . Vyjádříme-li tuto rovnici pomocí reálných matic podle postupu uvedeného na 
začá tku t é to kapitoly, obdrž íme p o d m í n k u ex t rému funkce L z naší minimal izační úlohy 
4.5 ve tvaru 

^ E ( ^ ) ( ^ ) T ( M ) ( x ) = A(x) , 
i 

odkud lze ihned vidět , že vektor A představuje v las tn í číslo a (x) odpovídaj ící v las tní 
vektor matice 

* i 

Tedy problém nalezení x minimalizující funkci L se s tává p rob lémem hledání vlastních čí
sel a vlastních vektorů matice X. Vlas tn í vektor (x*), k terý minimalizuje druhou mocninu 
vzdálenost i zadaných b o d ů od hledané sféry, odpovídá nejmenšímu nezápornému vlast
nímu číslu A* matice X (důkaz nalezneme v [6]). Z přís lušného vlas tn ího vektoru už lze 
j ednoduše získat parametry hledané sféry. Dále si ukážeme implementaci tohoto postupu 
pro hledání sféry aproximující zadané body v Mat labu včetně obdržených výsledků. 

4.2 Implementace v M A T L A B U 
Jak již bylo řečeno, pro implementaci h ledání op t imáln í sféry aproximující body v prostoru 
pomocí C G A budeme využívat pouze základní balíček pro l ineární algebru. Výhodou toho, 
že pracujeme pouze s reá lnými maticemi, je rychlost výpoč tů . Celý postup popíšeme 
v několika následujících krocích: 

1. C G A bod P = p + eo + fp^eoc, 

kde p = (pi,P2,P3)T'• Matice X m á tvar: 

1 

l ™ 2 / vyjádř íme jako sloupcový vektor ( P ) = ( p T , 1 -
• 2 | 2 ) T , 

V = ^ £ ( P ) ( P ) T ( M ) 
i. 

I 

N 

1 

Ň 

N 

P i 
i 

M I P Í I 

PÍPÍ 
„T 

P i l 

\ô P i 

1 II II2 

~ 2 IIP*! P* 
1 II II2 

1 II II4  

- 4 IIPi II 

0 T 

- P i 
-1 

-\ líp* 

o o 

o -1 

-1 o 
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kde (1) je 3 x 3 jednotková matice. Výslednou matici lze efektivně vypoč í t a t pomocí 
matic všech dat (zadaných bodů) (D), kde sloupec i odpovídá vektoru (PÍ), (X) = 
(D)(DY(M)IN. 

2. Najdeme vlas tní čísla a v las tn í vektory matice (X). Zvolíme nejmenší nezáporné 
vlas tní číslo A* a k němu odpovídaj ící v las tní vektor (x*). 

3. K získání h ledané sféry nejprve normalizujeme vektor (x*.) ve smyslu získání hod
noty 1 na d ruhé pozici vektoru, k t e rá představuje koeficient u bázového vektoru e 0 

příslušného C G A vektoru x*. Normalizovaný vlas tn í vektor m á potom tvar (x*.) = 

( c T , 1, ^ ( | | c | | 2 - r 2 ) ) , kde c e M.3 je vektor představující s t řed sféry a r je její poloměr. 

N a obrázku 4.2 je znázorněna sféra vygenerovaná t ímto postupem. Množina 100 bodů 
byla generována podle rovnoměrného rozdělení z jednotkové sféry se s t ředem v počá tku 
souřadné soustavy. Každý bod je od sféry ješ tě vychýlen o n á h o d n o u hodnotu dle rovno
měrného rozdělení nepřesahující hodnotu 0.1. Výs ledná sféra získaná při simulaci m á st řed 
v bodě s = (0.0075,0.0059,-0.0009) a poloměr r = 1.0085. V př ípadě generování vstup
ních b o d ů bez jakékoliv výchylky od původní sféry, tedy takových, které leží na původní 
sféře, jsme při simulaci jako výsledek získali jednotkovou sféru se s t ředem v počá tku , tedy 
to tožnou s původní sférou. Tento př ípad zde tedy neuvádíme. 

4.3 Využití prokládání bodů sférou ve zpracování ob
razu 

V té to kapitole si ukážeme možné využi t í p rok ládání b o d ů sférou při práci s ba r evným 
obrazem. Nejprve si uvedeme, j a k ý m způsobem lze v C G A realizovat translace geome
tr ických objektů . P ř i p o m e ň m e , že t ransformovaný C G A objekt ot získáme z původního 
objektu o aplikací vztahu 

ot = VoV, 
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kde versor V určuje přís lušnou transformaci. V kapitole 3.1.1 byla touto t ransformací 
rotace realizovaná rotorem. Pro translaci využijeme tzv. translátor. Trans lá tor je v C G A 
bivektor ve tvaru 

T = e ^ t e ~ , (4.10) 

kde t = t\e\ + í 2 e 2 + £ 3 6 3 je vektor vyjadřující př ís lušnou translaci. Rozvineme-li t r ans lá to r 
4.10 do Taylorovy řady, získáme: 

-Ifp (-ÚP 2̂ (-lip Y 

T = 1 + — + . + , + . . . . 
1! 2! 3! 

Pro tože pla t í e^ = 0 a CiCoa = -e^ej pro i = 1,2,3, získáváme pro t r ans lá to r vyjádření 

T = 1 —teoo. 
2 

Podobně jako při rotaci, translaci objektu o realizujeme pomocí vztahu 

ToŤ. 

Nyní přejdeme k samotné aplikaci p rok ládání b o d ů sférou, při k teré využijeme i translaci 
C G A b o d ů v podobě barevných pixelů obrazu. Hlavní myšlenkou aplikace je, že pro pixely 
obrazu sestroj íme sféru, k te rá je aproximuje a po té pomocí t rans lac í b o d ů ve směru ke 
s t ředu sféry nebo od s t ředu sféry můžeme zmenši t nebo zvětšit vzdálenost i mezi jednotli
vými barvami obrazu. Ukážeme si, j a k ý m způsobem tuto myšlenku lze zrealizovat. Mějme 
digitální obraz v ba revném prostoru L*a*b* reprezentovaný mat ic í nad C G A 

/ = L*ex + a*e2 + b*e3 + 7^(L*ei + a*ei + &*e 3) 2e t > 0 + e 0. 

Pro pixely obrazu vypoč í t áme opt imáln í aproximační sféru S. Nechť s t řed sféry m á sou
řadnice ( c i , c 2 , c 3 ) , potom mějme vektor c e G 4 j i , k te rý představuje tento střed, ve tvaru 

c = c i e i + c 2 e 2 + c 3 e 3 . 

Pro každý pixel určíme t rans lační vektor vztahem 

Uj = (L*jel + a* ie2 + 6*e 3) - {cxe\ + c 2 e 2 + c 3 e 3 ) , (4.11) 

kde i - 1,. . . M, j = 1,... N jsou indexy obrazové matice. Trans lá to ry realizující posun 
pixelů tedy maj í tvar 

T = 1 - - t --p 

A konkré tn í translace pixelu na pozici ij je d á n a vztahem 

TijhjTij- (4-12) 

Poznamenejme, že translace d a n á vztahem (4.12) představuje posun směrem ke s t ředu 
aproximační sféry S. Pro posun směrem od s t ředu sféry je po t ř eba t rans lační vektor 
(4.11) vynásobi t - 1 . Myšlenka těch to t rans lac í je ta, že v př ípadě translace směrem od 
s t ředu sféry 4.3b se ba revná diference jednot l ivých pixelů zvyšuje úměrně jejich původní 
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(b) (c) 

Obrázek 4.3: Translace pixelů vzhledem ke s t ředu aproximační sféry, (a) představuje ori
ginální obrázek, (b) je translace pixelů směrem ke sféře o hodnotu 30 a (c) je translace 
od sféry o hodnotu 30. 

vzdálenost i . Tedy u pixelů, k teré se nachází „blízko" u sebe, se jejich ba revná diference 
zvětší při translaci méně, než u pixelů, k teré se nachází dále od sebe. Ste jným způso
bem funguje i opačná translace, tedy ke s t ředu sféry 4.3c. Tuto úpravu obrazu lze využít 
při segmentaci barev (viz algoritmus v kapitole 3.2). Pro obraz, kde se n á m nedař í naj í t 
vhodné parametry pro dosažení požadovaného výsledku, nejprve posuneme všechny pi-
xely směrem od s t ředu aproximační sféry a tento upravený obraz použijeme jako vstup 
algoritmu pro segmentaci barev. Tento postup byl aplikován na obraz 3.7, obrázek 4.4 
představuje výsledný obraz pro parametry (ri,r2,rs) = (80,60,60). Takto provedená seg-

Obrázek 4.4: Detekce objektu po úpravě barev obrazu s parametry algoritmu pro detekci 
hran (80,60,60). 
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mentace v y p a d á skutečně o něco kvalitněji, než výsledky získané bez použi t í úpravy barev 
před s a m o t n ý m algoritmem pro detekci objektu. Zejména množs tv í černých oblastí , kde 
drobné oblasti pixelů na au t ě nebyly detekovány, je menší a také je p a t r n é zlepšení de
tekce přední kapoty auta, kde na původn ím algoritmu byly detekovány některé nežádoucí 
pixely. Pro vyhodnocení , zda tento postup skutečně vede ke zlepšení detekce objektu, je 
po t ř eba v budoucnu provést další experimenty, to už však není obsahem té to práce. 
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Závěr 

V té to práci jsme se zabývali aplikací konformní geometrické algebry ( C G A ) ve zpracování 
barevného obrazu. Zvláštní pozornost byla věnována především oblasti segmentace barev. 
V první kapitole jsme definovali geometrickou algebru s obecnou signaturou Ope
race násobení na t é to algebře se nazývá geometr ický součin. Dále jsme zavedli operace 
na geometrických algebrách, zejména vnější součin a vn i t řn í součin. Důraz byl kladen 
na vlastnosti těchto operací a uvedena byla i geometrická interpretace. Pomocí Che-
valleyovy konstrukce geometrické algebry byl potom znázorněn vztah mezi geometrickou 
a Grassmannovou algebrou. 

D r u h á kapitola byla věnována konformní geometrické algebře, neboli C G A . J e d n á se o ge
ometrickou algebru G 4 j i s neor togonální bází { 6 1 , 6 2 , 6 3 , 6 0 , 6 0 0 } . C G A n á m umožňuje jed
noduše reprezentovat geometrické objekty, jako jsou bod, sféra, rovina, atd. Body a sféry 
jsou v C G A reprezentovány pomocí vektorů a bod lze chápa t jako sféru s nulovým polo
měrem. Ukázali jsme také , že skalárním součinem lze měři t vzdálenost mezi dvěma body. 
V závěru kapitoly byly předs taveny některé podalgebry C G A , např ík lad komplexní čísla, 
kvaterniony, či duální čísla. 
Kapi to ly 3 a 4 jsou věnovány aplikaci C G A . Kapi to la 3 obsahuje dvě oblasti využi t í C G A 
ve zpracování obrazu. P r v n í z nich je detekce hran barevného obrazu pomocí rotačních fil
t r ů vycházející z kvaternionové detekce hran. Obraz je zde reprezentován mat ic í nad C G A , 
každý pixel obrazu představuje C G A bod. V C G A je možné realizovat transformace po
mocí versorů, kde konkré tně pro rotace m á m e versory, k t e rým říkáme rotory. Sestavili jsme 
bi-konvoluční masky obsahující tyto rotory a nás ledně pomocí bi-konvoluce byly deteko
vány hrany v obraze. Navíc byly uvedeny 2 způsoby, jak lze separovat z výsledného obrazu 
detekované hrany. V p rvn ím způsobu byla využ i ta or togonální projekce a v ý s t u p e m byl 
obraz pouze barevných hran. Ve d r u h é m způsobu jsme využili prahování úhlů mezi eu
klidovskými vektory obrazu s de tekovanými hranami a vektoru šedé osy a výsledkem byl 
b inárn í obraz hran. Hlavním t é m a t e m t é t o práce byla segmentace barev. Představi l i jsme 
barevný prostor C I E L A B , k te rý je opa t řen euklidovskou metrikou odpovídaj ící l idskému 
vn ímání barev. Pro segmentaci byla využ i ta skutečnost , že pomocí skalárního součinu 
bodu a sféry lze rozhodnout o jejich vzá jemné poloze. Zvol i l i jsme referenční barvu pro 
segmentaci a maximáln í p ř ípus tnou odchylku od t é to barvy. Množina barev nepřesahující 
tuto odchylku tvoř í v prostoru C I E L A B sféru, výsledný obraz jsme tedy po té získali ska
lárním násoben ím t é to sféry s body představuj íc ími pixely vs tupn ího obrazu. N a základě 
t é to myšlenky jsme navrhli v las tní algoritmus pro detekci objektu v obrazu využívající 
segmentaci barev. Pro implementace v Mat labu byl využi t speciální toolbox pro práci 
s geometr ickými algebrami. Zdrojový kód celého algoritmu a vygenerované obrázky jsou 
součást í přílohy t é t o práce . Exper imen tá lně bylo také ověřeno, že prostor C I E L A B je pro 
segmentaci barev využívající C G A vhodnější , než barevný prostor R G B . 

V závěrečné kapitole práce jsme se zabývali aproximací b o d ů sférou ve smyslu metody 
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nejmenších čtverců. Hledání op t imáln í aproximační sféry pomocí C G A vedlo na pro
blém hledání vlastních čísel a vlastních vektorů matice nad K . Př i implementaci metody 
v Mat labu byl zvolen odlišný p ř í s tup práce s C G A , při k t e rém nebylo p o t ř e b a žádných 
speciálních balíčků obsahujících geometrické algebry. Možným využi t ím aproximace bodů 
sférou ve zpracování obrazu je úprava vzdálenost í mezi j ednot l ivými barvami pomocí 
translace barev po př ímkách procházejících s t ř edem sféry aproximující všechny pixely ob
razu a jednot l ivými pixely. Translací barev směrem od s t ředu sféry bylo dosaženo zvýšení 
kontrastu mezi j ednot l ivými barvami, při posunu t í ke s t ředu sféry došlo naopak ke snížení 
tohoto kontrastu. Tento postup by v budoucnu mohl být zakomponován do segmentace 
barev, pro náš konkré tn í experiment došlo k mí rnému zlepšení dosaženého výsledku. Pro 
zhodnocení př ínosu t é to metody je však po t ř eba provést další, podrobnějš í experimenty. 
Celá tato práce je zaměřena především na aplikaci C G A ve zpracování obrazu a obsahuje 
jak již publikované postupy doplněné o nové vlas tn í poznatky, tak i některé nové směry 
využi t í C G A . 
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Příloha A 

Algoritmus pro detekci objektu 

"/(Notations and variables: 

°/
0
 I...original image in RGB color space, double format 

°/
0
 lb...basic image (matrix of real numbers) in Lab color space 

°/
0
 (White point d50 - norm daylight) 

% v...matrix of euclidean C l i f f o r d vectors 

°/
0
 Icga... image as a matrix of CGA points 

°/
0
 R. . .matrix of neighbours - in each iteration i t is necessary to keep 

°/
0
 sequence logical(uint8(logical(a_n)-logical(a_n-l))) (we need to 

°/
0
 sum previous matrices) - It contains even info about amount of 

°/
0
 summed pixels 

% C...matrix of region (neighbour pixels in process) - normed 

°/
0
 A...matrix of ones on possitions of choosen pixels which are considered 

°/
0
 as correct 

°/
0
 I out... f i n a l output image 

% _1,_2,_3 ... indices according to original algorithm 

clifford_signature(4,1,0); 

°/
0
°/o Load image and alocate matrices 

[fName,fPath] = u i g e t f i l e ( ' * . t i f f ; * . t i f ; * . p n g ; * . j p g ' , . . . 

'Select reference image','MultiSelect','off'); 

I = im2double(imread([fPath,fName])); 

°/
0
I = im2double(imread('. ./obrazky/color images/kosticky.png')); 

lb = rgb21ab(I,'WhitePoint','d50'); 

v = I b ( : , : , l ) * e l + Ib(:,:,2)*e2 + Ib(:,:,3)*e3; 

[r,c,d] = size(Ib); 

Icga = v + 0.5*v.~2*einf + ones(r,c)*eo; %einf a eo jsou pomocne funkce 

Ieo = v + ones(r,c)*eo; 

clear v; 

R0 = false(r,c); 



f l = figure('Name','Original'); imshow(I); 

fprintf('Pravým klikem oznac pixel uprostřed objektu\n'); 

EcP,rP,colP] = impixel; 

close 

°/X Processing 

t r i = 40 

tr2 = 30 

tr3 = 40 

"/.radius of sphere -> i n i t i a l threshold for neighboor average 

"/.threshold for whole region average 

x = Ib(rP,cP,l)*el+Ib(rP,cP,2)*e2+Ib(rP,cP,3)*e3; 

P = x + 0.5*x~2*einf + eo; 

52 = P - 0.5*tr2~2*einf; '/. INITIAL SPHERE 

53 = P - 0.5*tr3~2*einf; 

SI = P - 0.5*trl~2*einf; 

clear P2 P3 x; 
0 / 0 / 0 / 0 / 0 / 0 / 
/ o / o / o / o / o / o 

"/.Iteration 

R0(rP,cP) = true; 

h = [1 1 1 

1 0 1 

1 1 1 ] ; 

A = R0; 

Aout = zeros(r,c) ; 

Aout(rP,cP) = true; 

"/„"/„ condition 1 - only one p i x e l , we are comparing result 

Al = scalar_product(Icga,Sl) > 0; 

stop = 0; 

while stop == 0 

R = conv2(double(R0),h,'same') + R0; 

R = logical(R); 

C = (double(logical(conv2(double(A),h,'same'))) - R0) > 0; 

'/,'/, condition 2 - average color from confirmed neighboor of 

'/, pixels (only previous step confirmed pixels) 

A2 = scalar.product(double(C).*Icga , S2) > 0; 

"/otemporary variable for averaging colors 



temp2 = sum(sum(double(C).*Ieo)); 

temp2 = temp2/CGA_part(temp2,'eo'); 

v2 = part(temp2,2)*el+part(temp2,3)*e2+part(temp2,4)*e3; 

P2 = v2 + 0.5*v2~2*einf + eo; 

52 = P2 - 0.5*tr2~2*einf; '/.new sphere given as average of choosen 

%pixels (A*Icga) 

clear temp2 v2 P2; 

°/o°/o condition 3 - average color from whole confirmed region 

°/
0
 of pixels ( a l l confirmed pixels from a l l previous steps) 

A3 = scalar.product(double(C).*Icga , S3) > 0; 

temp3 = sum(sum(double(Aout).*Ieo)); 

temp3 = temp3/CGA_part(temp3,'eo'); 

v3 = part(temp3,2)*el+part(temp3,3)*e2+part(temp3,4)*e3; 

P3 = v3 + 0.5*v3~2*einf + eo; 

53 = P3 - 0.5*tr3~2*einf; 

clear temp3 v3 P3; 

A = A2 .* A3 .* Al; 

R0 = R; 

Aout = Aout + double(A); 

i f A == zeros(r,c) 

stop = 1; 

end 

end 

Aoutcolor = cat(3,Aout,Aout,Aout) .* I; 

Aoutmiss = cat(3,double(Aout—0).double(Aout==0).double(Aout==0)) .* I; 

figure('Name','Original'); imshow(I); 

figure('Name','Segmented object true'); imshow(Aout); 

figure('Name','Segmented original'); imshow(Aoutcolor); 



Příloha B 

Pomocné funkce 

function C G A _ p a r t 

function p = CGA_part(m, s) 

°/
0
Extract eo or einf component from CGA multivector 

I 

"/osecond parametr i s string 'eo'/'einf' 

narginchk(l, 2), nargoutchk(0, 1) 

i f nargin < 2 

error('Chose component "eo" or " e i n f
1

" ) ; 

end 

global clifford_descriptor; 

i f ~isa(m,'clifford') 

error('Input argument has to be of class C l i f f o r d ' ) ; 

end 

i f any(bsxfun(@ne,clifford_descriptor.signature,[4 1 0])) 

error('Input has to be CGA multivector'); 

end 

X = (part(m,5)+part(m,6))/2; 

Y = (part(m,6)-X)*2; 

i f strcmp(s,'einf') 

p - X; 

elseif strcmp(s,'eo') 

p = Y; 

else 

error('Second input has to be "eo" or "einf".'); 

end 

end 



function einf 
function result = einf 

°/
0
Basis element einf 

narginchk(0,0), nargoutchk(0,1) 

global clifford_descriptor; 

i f any(bsxfun(@ne,clifford_descriptor.signature,[4 1 0])) 

error('Basis element eO is available only for CGA_signature [4 1 0]'); 

end 

result = e5 + e4; 

function eo 
function result = eo 

°/
0
Basis element eo 

narginchk(0,0), nargoutchk(0,1) 

global clifford_descriptor; 

i f any(bsxfun(@ne,clifford_descriptor.signature,[4 1 0])) 

error('Basis element eO is available only for CGA_signature [4 1 0]'); 

end 

result = 0.5*(e5-e4); 



Příloha C 

Obrázky 

Detekce objektu 

Obrázek C l : Vlevo originál, vpravo detekce žlutého květu ( r i , r 2 , r 3 ) = (60,60,60). 

Obrázek C.2: Vlevo originál, vpravo detekce tě la p t áka (r1,r2,r3) = (70,70,70). 

Obrázek C.3: Vlevo originál, vpravo detekce bílé věže ( r i , r 2 , r 3 ) = (40,30,40). 


