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1 Uvod

Matematika je casto, diky mife presnosti a abstrakce, oznacovana za kralovnu véd. Vyklad
matematickych poznatki spociva v definicich, formulacich a dokazovani.

Matematika u fady student vyvolava z riiznych divodi obavy i ptes to, ze se mnohy ucitel
snazi, aby jeho vyklad byl pro studenty zajimavy a hlavné srozumitelny.

Prvni ¢ast prace obsahuje teoreticky prehled algebraickych rovnic a nerovnic s pétadvaceti
vzorovymi priklady, které jsou doplnény grafickym fesenim. Tato ¢ast prace by méla studentiim
umoznit pochopeni daného tématu, poskytnout studijni materidly a ucitelim usnadnit vyklad
této latky. ,, Prumeérny ucitel vyprdvi. Dobry ucitel vysvétluje. Viborny ucitel ukazuje. Nejlepsi
ucitel inspiruje.” (Artemus Ward)

Druha c¢ast prace obsahuje pracovni listy pro studenty a fesené pracovni listy pro ucitele.
Pracovni listy osbsahuji priblizné ¢tyticet fesenych prikladt véetné grafi vykreslenych ve volné
dostupném pocitacovém softwaru GeoGebra. Tyto pracovni listy by mély usnadnit pripravu
ucitelim na hodinu matematiky a studenttim by mély dat moznost pracovat individualné.
,Nasi ucitelé nesméji byt podobni sloupum u cest, jezZ pouze ukazuji, kam jit, ale samy nejdou.”

(Jan Amos Komensky)



2 Seznam pouzitych symbold a znacek

rovna se

nerovna se, je ruzné od
je mensi nez

je vetsi nez

IN VA Ik

je mensi nebo rovno

v

je vétsi nebo rovno
disjunkce

konjunkce

suma, vysledny soucet ¢isel
ekvivalence

existenc¢ni kvantifikdtor, existuje aspon jeden

<E|—|—|$M><

obecny kvantifikator, pro kazdy

s

—
S

S~—

hodnota funkce f v bodé a

a €A | ajeprvkem mnoziny A

AU B | sjednoceni mnozin A, B

AN B | prunik mnozin A, B

A C B | mnozina A je podmnozinou mnoziny B
0 prazdnd mnozina

&) kladna hodnota v urcitém intervalu
o zaporna hodnota v ur¢itém intervalu
D realny parametr

K mnozina vsech Teseni

UR Uprava rovhice

UN uprava nerovnice

mnozina vSech komplexnich ¢isel
mnozina vsech prirozenych cisel

C

Q mnozina vsech raciondlnich &isel
R mnozina vsech redlnych ¢isel

Z

mnozina vsech celych c¢isel




3 Rovnice a jejich reseni

Mnoho fyzikalnich, technickych a jinych tloh lze matematicky formulovat jako tlohu typu: Jsou
dany dva vyrazy L, a P) s proménnou z a my mame urcit hodnoty této proménné z daného
¢iselného oboru M, pro néz jsou si rovny hodnoty obou vyrazii. Zapis této tlohy ve tvaru:
L) = P) (1)
se nazyva rovnice. Vyrazu L, se ifkd levd strana rovnice a vyrazu P, prava strana
rovnice. Specidlné muze byt jedna strana rovnice konstanta; je-li ji nula, mluvime o anulovaném
tvaru rovnice. Proménna x v rovnici se nazyva neznama. Hodnoty neznamé xp, pro néz je
rovnice splnéna, tedy pro néz plati rovnost L,,) = F,), se nazyvaji kofeny (feseni) rovnice.
Ciselny obor M, ve kterém hleddme kofeny (feSeni) rovnice, nazyvame oborem FeSeni rovnice.
PodmnoZzina mnoziny M, v niZ jsou definovany oba vyrazy L,y a P neboli prinik defini¢nich
oborti téchto vyrazil, se nazyva definiéni obor rovnice a znac¢i se D. Mnozinu vsech kotrenti

(Feseni) rovnice budeme znacit K (K € D C M). [1, str. 201]

Kromé neznamych mohou rovnice obsahovat dalsi proménné, jimz se rika parametry. Takova
rovnice se nazyva parametricka rovnice nebo rovnice s parametrem a predstavuje zapis mnoziny
vSech rovnic, které ziskame dosazenim konstant za parametr dané ¢iselné mnoziny. Prikladem
je rovnice:

pr =1,
kde x je nezndmé, x € R a p je parametr, p € R. Resenim parametrické rovnice jsou kofeny

urcené v zavislosti na pripustnych hodnotach parametru.

3.1 Postup reseni rovnice

Postup feseni dané rovnice se sklada ze ti zakladnich ¢asti: a) rozbor, b) zavér rozboru,
¢) zkouska. U parametrickych rovnic je soucasti zavéru rozboru jesté diskuse feseni.

a) Rozbor: Predpokldadame, Ze dana rovnice (1) ma alespon jeden koren a jejimi tpravami
ziskame rovnici, jejiz koreny dovedeme urcit. Zaroven pouzité tpravy rovnice musi mit tu
vlastnost, ze kazdy koren dané rovnice je také kofenem rovnice ziskané jeji apravou. Takovym
tpravam rovnice fikdme dusledkové (neekvivalentni) tpravy. Pfi takovych upravach je kazdé

reseni pivodni rovnice fesenim nové vzniklé rovnice, avsak obracené to platit nemusi.



V tabulce 1 jsou shrnuty nejdilezitéjsi ekvivalentni ipravy rovnic, které vychazeji z vlastnosti

rovnic redlnych ¢isel. [1, str. 203]

Tabulka 1: Prehled ekvivalentnich uprav rovnice v oboru M C R

Oznaceni | Ekvivalentni iiprava rovnice

(UR 1) Vzajemna vymeéna stran rovnice.

(UR 2) Nahrazeni libovolné strany rovnice vyrazem, ktery se ji rovnd v celém oboru
feseni rovnice.

(UR 3) Pric¢teni téhoz ¢isla nebo vyrazu s neznamou, ktery je definovan v celém oboru
feSeni rovnice, k obéma stranam rovnice.

(UR 4) Vynasobeni obou stran rovnice tymz ¢islem nebo vyrazem s neznamou, ktery je
definovan a je ruzny od nuly (tj.nabyva jen nenulovych hodnot) v celém oboru
feseni rovnice.

(UR 5) Umocnéni obou stran rovnice prirozenym mocnitelem, jsou-li obé strany rovnice
nezaporné (tj. nabyvaji jen nezapornych hodnot) v celém oboru feseni rovnice.

(UR 6) Odmocnéni obou stran rovnice prirozenym odmocnitelem, jestlize jsou obé strany
rovnice nezaporné (tj. nabyvaji jen nezdpornych hodnot) v celém oboru feseni
rovuice.

(UR 7) Zlogaritmovani obou stran rovnice pii témz zdkladu, jsou-li obé strany rovnice

kladné (tj. nabyvaji jen kladnych hodnot) v celém oboru feseni rovnice.

V tabulce 2 jsou uvedeny nejvyznamnéjsi dusledkové tpravy rovnic, které nejsou obecné

ekvivalentnimi. [1, str. 203]

Tabulka 2: Prehled diisledkovych tprav rovnice v oboru M C R

Oznaceni | Dusledkova (obecné neekvivalentni) tprava rovnice

(UR 4a) | Vyndsobeni obou stran rovnice tymz ¢islem nebo vyrazem s neznamou, ktery je
definovan v celém oboru feseni rovnice.

(UR 5a) | Umocnéni obou stran rovnice prirozenym mocnitelem.

b) Zavér rozboru: Uréime mnozinu K vSech kofent rovnice, kterou jsme ziskali v prvni

fazi dusledkovymi ipravami. Mnozina K C M predstavuje vSechna mozna feseni dané rovnice.




U parametrickych rovnic se v zavéru provadi diskuse feseni - ur¢ime, pro které hodnoty

parametri ma dand rovnice TeSeni a pro které reseni nemaé.

c) Zkouska: V pripadé, Ze pri FeSeni rovnice byly provadény neekvivalentni dpravy, je
nutnou soucasti reseni zkouska. Zjistime, které z prvki x; mnoziny M; jsou kofeny dané rovnice.
Provadi se tak, ze postupné dosazujeme kazdé z ¢isel x, € M; do levé strany rovnice, ¢imz
dostaneme cislo L(,,) a do pravé strany dané rovnice, ¢imz dostaneme Cislo Py,). Je-li L(,,) =

Py, je cislo xy, kofenem rovnice.

< 6 — a2
Priklad 1: Reste v oboru R rovnici —— = x
—x
a) Rozbor: Aby méla dané rovnice smysl, musi byt 2 — z # 0, neboli x # 2.
6 — 2
2_‘”’; =2/ (2 1)

6—2>=x-(2—1)
6 — 2% =2x— a2

20 =6

r=3

Ekvivalentnimi ipravami dostavame z nelinearni lomené funkce funkci linedrni.

b) Zavér rozboru: ReSenfm rovnice dostavame kofen x = 3, tedy M; = {3}.

¢) Zkouska:

6 — 32
L) = =3
(z) 2 _3
Py =3

— L) = Py = « = 3 je feSenim dané rovnice.

Protoze jsme pouzivali pouze ekvivalentni tpravy rovnice, v tomto pripadé neni zkouska

nutnou soucasti reseni.

Priklad 2: Reste v oboru R rovnici p*(x + 1) = pr + 1 s nezndmou x € R a parametrem
pER:

Postupnymi tpravami zadané rovnice, dostaneme rovnici (*)

pPr+p*=pr+1

pr—pr=1-p°

z(p? —p)=1-p°

wpp—1)=1-p> (%)



Nyni budeme uvazovat, jak je TeSeni zavislé na parametru p. Rovnici mizeme vydélit

libovolnym nenulovym ¢islem. Budeme tedy zvlast diskutovat pripad, kdy p=0ap—1=0.

a) p = 0 dosadime do zadani a dostavame: 0- (z + 1) = 0z + 1

0 = 1 — dané rovnice neméa feseni

b) p = 1 dosadime do zadéni a dostavame:
l-(z+1)=1zx+1

0z = 0 — dana rovnice plati po vSechna =z € R

Hodnoty parametru p lze v obou pripadech dosadit i do upravené rovnice (*).

c)p#O0Ap#1
Pro p # 0 A p # 1 mazeme rovnici (*) vydélit polynomem p(p — 1) a ziskdme nasledujici
reseni:

1-p> (A-p+p  p+l

-1 —pi-p)  p

Pro prehlednost zapiseme vysledky do tabulky.

Hodnoty parametru p | Mnozina K vSech TeSeni
p=20 0
p=1 R
p#OAp#1 —e

3.2 Graficka reSeni rovnic

Pti grafickém Teseni linearni rovnice ax+b = 0 sestrojime graf linearni funkce y = ax+b a urc¢ime
x-ovou soutadnici priseciku X [xo; 0] grafu s osou z. Tato souradnice xq je fesenim dané rovnice.
Resime-li graficky linedrni rovnici f(z) = g(x), kde f(x) a g(x) jsou linearni dvojcleny, mtizeme
ji nejprve prevést na rovnici typu ax + b = 0 a tu graficky vyresit. Ale mizeme téz sestrojit
piimky o rovnicich y; = f(x) a yo = g(z). Jsou-li tyto pfimky riznobézné, uréime z-ovou
soutadnici jejich pruseciku X [xo; yol; o je jedingm FeSenim rovnice. Jsou-li primky rovnobézné
rizné, nema rovnice zadné feseni. Splyvaji-li obé primky, je kazdé realné ¢islo fesenim rovnice.

Pfi grafickém feSeni kvadratické rovnice az? + bx + ¢ = 0 postupujeme tak, Ze sestrojime
graf kvadratické funkce y = az? + bx + c. Poté jsou priise¢iky dané paraboly a osy x hledymi

koreny. Pokud se parabola s osou x neprotne, dand rovnice nemé zadné feseni. pokud jsou

6



pruseciky dva, rovnice méa pravé dva koreny. Pokud se graf paraboly dotyka osy x, rovnice ma

dvojnasobny kofen.



4 Klasifikace rovnic

Elementarni rovnice jsou rozdélovany na dva typy: 1. algebraické, II. nealgebraické.
I. Algebraicka rovnice n-tého stupné s neznamou x € C je kazd4a rovnice tvaru:
" + ap_ 12"+ a1z + ag =0, kde a,, #0,n € N,a; € C,i € {0,1,...,n},
kde ag, ay, ..., a, jsou ¢isla nazyvand koeficienty algebraické rovnice. Leva strana algebraické
rovnice takového tvaru je tedy mnohoclen n-tého stupné s komplexnimi koeficienty a,,, a,, 1, ..., a1, ao;
struéné se oznacuje P,(x). Cleny polynomu P, (z) se nazyvaji ¢leny algebraické rovnice.

Ptikladem algebraické rovnice je: 2° — 4z = 0.

IT. Nealgebraické rovnice jsou rovnice, které nelze zapsat v algebraickém tvaru
An®"™ + Q12"+ ..+ a1x + ag = 0. Mezi nealgebraické rovnice pati{ napiiklad rovnice
exponencialni, logaritmické a goniometrické.

Prikladem nealgebraické rovnice je: sin (x — g) =1



5 Algebraické rovnice s jednou neznamou

Vzhledem k rozsahu tématu se zamérime na feseni linedrnich a kvadratickych rovnic s jednou

neznamou. Reseni budeme hledat v oboru realnych ¢isel R.

5.1 Linearni rovnice

Linearni rovnici s neznamou x nazyvame kazdou rovnici tvaru
ar+b =0, (2)
kde a,b jsou libovolnéd realnd nebo komplexni ¢isla. Pro feseni takové rovnice v oboru R

mohou nastat pravé tii pripady:

a) Je-li a # 0, je rovnice (2) ekvivalentni s rovnici ax = —b, takze tato rovnice mé prave
b
jeden koren x = ——.
a

b) Je-li a = b =0, méa rovnice (2) nekonecné mnoho feseni a jejim kofenem je kazdé realné
¢islo.

¢) Je-li a = 0,b # 0, rovnice nemé TeSeni.

5.1.1 Graficka resSeni linearnich rovnic

Grafem linearni funkce y = ax + b je primka (kapitola 3.2.). Na obrazku 1 vidime pripady, kdy
ma rovnice jeden, nekonecné mnoho nebo zadny koren.

Zelené je znazornéna funkce y; = = + 5, pomoci které graficky vyresime naptiklad rovnici
x + 5 = 0. Jedinym kofenem této rovnice je z = —5. Modfe je znazornéna funkce y, = 0
reprezentujici rovnici s nekoneénym poc¢tem feseni, napifklad 0z + 5 = 5. Cervend piimka
zobrazuje funkci y3 = 2, ktera je grafickym resenim rovnice s nulovym poc¢tem korenti, napriklad

Oz +2=0.



y1=x+5
y,=0
y;=2

-1

Obréazek 1: Grafické TeSeni linearnich rovnic

Priklad 3: Reste v oboru R rovnici:

1+z

+br=T—x/-2
1+2+10x =14 — 22
13x =13

r=1

+x

+5r=7—x

Grafické Teseni dané rovnice je zakreslené na obrazku 2. Zelend primka znazornuje pravou

stranu rovnice a modra primka znazornuje levou stranu rovnice. Kofen rovnice znazornuje x-ova

soutadnice priseciku dvou zadanych funkei.

-8

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

Obrazek 2: Grafické Teseni linedrni rovnice s jednim kofenem
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Priklad 4: Reste v R danou rovnici 2 - (x — 1) + 3z = = - (10z — 4)

DN | —

1
2-(x—1)+3x:§
4. (x—1)+6x = (10x —4)
dr — 4+ 62 = 10z — 4

- (10x —4)/ - 2

Oxr =0 — rovnice ma nekonecéné mnoho reseni

Grafické Teseni zadané rovnice je zndzornéné na obrazku 3. Splyvaji-li obé primky, je kazdé

realné ¢islo fesenim rovnice.

y1=2(x-1 )+3x

1
y,=5(10x-4)

/

Obrézek 3: Grafické feseni linearni rovnice s nekonec¢né mnoha koteny

. 5
Priklad 5: Reste danou rovnici s nezndmou x € R: % + B = %
r 5 T
T
4 + 2 4/
r+10=2x
0x = —10 — rovnice nem4 reSeni

Na obrazku 4 je zobrazené grafické feseni rovnice. Jsou-li primky rovnobézné rtizné, nema

dand rovnice zadné resSeni.
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-30 -25 -20 -15 10 -5 0 5 10 15 20 25 30

Obréazek 4: Grafické feseni linedrni rovnice s zadnym kofenem

Priklad 6: Reste danou rovnici s nezndmou x € R a parametrem p € R: 2px +x =5
2px +x =25
- (2p+1)=5 (%)

Spocitame, kdy se dvojclen 2p + 1 rovna nule:

1
2p+1:O—>2p:—1—>p:—§.

Nyni budeme uvazovat, jak je feSeni zavislé na parametru p.

1
a)p=—=:
)P ==
Po dosazeni do rovnice (*), ziskdme rovnici tvaru Oz = 5, kterd nem4 reSeni.
1
b ——
) pF =5 1
Pokud za p dosadime libovolné ¢islo kromé p = —5 ziskame nasledujici fesent:
D
Tr =
2p+1

Pro prehlednost zaneseme vysledky do tabulky.

Hodnoty parametru p | Mnozina K vsech teSeni

_ 1

=1 0
1 5
2 {ﬁ}

Na obrazku 5 miizeme vidét grafické feseni dané rovnice s libovolné zvolenym parametrem

p = 2, pro ktery ziskdme linedrni rovnici 4x + x = 5.
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=
A ———
x

Obréazek 5: Grafické Teseni rovnice 2pzr + x = 5 pro p = 2

5.1.2 Linearni rovnice s absolutnimi hodnotami

Linearni rovnici s absolutni hodnotou nazyvame kazdou rovnici s neznamou x € R ve tvaru
la1x 4 by| £ |agz + bo| £ ... £ |anz + by| = apz + bo,
kde a;,b; (i =0,1,2,...,n) jsou dand realnd ¢isla, a; # 0 pro i =1,2,...,n.
Rovnice s absolutnimi hodnotami se fesi ipravou na linearni rovnici bez absolutnich hodnot
v intervalech, na které je rozdélena mnozina R = (—oo, c0) nulovymi body dvojclent a;x + b,

’ab proi=1,2,...,n. Tato metoda Teseni se nazyva metoda intervalt neboli metoda
K2

tedy cisly
nulovych bodi.
Ve specialnim pripadé pri feseni rovnice
la;z + bi| = c,
kde ¢ je kladné konstanta, mizeme vyjit primo z ekvivalence:
la|]=r >0+ a= +r.
Zapis |a;—b;| muzeme interpretovat jako vzdélenost obrazu ¢isla a; od obrazu ¢isla b;.

Zapis a; + b; = a; — (—b;) muZeme interpretovat jako vzdélenost obrazu ¢isla a; od obrazu
cisla —b;.

Priklad 7: Reste v R rovnici |x + 5| = 4

Rovnici si pfepiSeme jako: |z — (=5)| =4

Hledédme tedy takova ¢isla, jejichz obrazy na ¢iselné ose maji vzdalenost 4 od obrazu

¢isla —5.
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lz+5| =4 2+5=4Ve+d5=—-4dr=—-1Vr=-9

s re{-1,-9

Na obrazku 6 vidime grafické znazornéni této rovnice na ¢iselné ose.

Obrazek 6: Grafické zndzornéni rovnice |z + 5| = 4 na ¢iselné ose

Do obrazku 7 zakreslime zvlast pravou a levou stranu rovnice, tedy nejdiive zakreslime
funkci y; = |z + 5|. Tuto funkci zakreslime postupné a to nejdiive bez absolutni hodnoty.
Funkce yg = x + 5, kterd je na obrazku 5 vyznacend oranzovou barvou, protina osu x v bodé
A[=5,0] a osu y v bodé B[0,5]. Nyni tuto funkeci zakreslime s absolutni hodnotou. Protoze
vime, ze absolutni hodnota preklopi vSechny casti funkce, které jsou pod osou z nad osu z,
vznikne nam graf, ktery na obrazku 5 mame vyznaceny zelenou barvou. Je tedy patrné, ze
kladna ¢ast funkce yy a y; se shoduje. Nyni zakreslime funkci iy, = 4. Grafem této funkce je
piimka, kterd prochazi bodem C[0,4] a je rovnobézna s osou z. Vznikly nam dva pruseciky
funkci y; a yo, které promitneme na osu x a ziskame tak reseni dané rovnice, které mame na

obrazku vyznacené ¢ervenymi body.

14



Obrazek 7: Grafické Teseni rovnice |z + 5| =4

Priklad 8: Reste v R rovnici |2z — 4] + |x + 1| = 9

Pomoci metody intervali urc¢ime nulové body vyrazia 2z — 4 a x + 1:

20 —4=0—x1=2, x4+1=0—20=—1.

Mnozina R = (—o0, 00) je tedy rozdélena nulovymi body x1, 25 na tfi intervaly:

I = (—o00,—1), Iy=(-1,2), I3=(2,00).V téchto intervalech muzeme upravit danou
rovnici s absolutnimi hodnotami na rovnici bez absolutnich hodnot, k tomu nam staci urcit
znaménka libovolnych hodnot dvojclent 2x — 4,z + 1 uvnitt intervalt Iy, I5, I3. Do prvniho
radku tabulky zaneseme vzniklé intervaly, které jsou dané nulovymi body. Do prvniho sloupce
tabulky zapiseme jednotlivé absolutni hodnoty.

Nyni doplnime tabulku - zvolime si libovolné ¢islo z daného intervalu, které zkusime dosadit
do absolutni hodnoty. Podle toho, zda nam vyjde kladné ¢i zaporné ¢islo, dostaneme znaménko
celé této absolutni hodnoty. Naptiklad budeme uvazovat absolutni hodnotu |2z —4| na intervalu
(=00, —1). Zvolime si libovolné ¢islo x z tohoto intervalu, napriiklad z = —4 a spocitame
hodnotu absolutni hodnoty v bodé —4 — 2. (—4) — 4 = —12. Protoze nadm vysla zdporna
hodnota, v tomto celém intervalu bude vyraz uvniti absolutni hodnoty zaporny a do prislusné
kolonky v tabulce tedy piSeme —(2x — 4) neboli 4 — 2x. Stejnym zptsobem vyplnime celou

tabulku.
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[1 = (-OO, —1> [2 = <—1,2) Ig = <2,00)
|22 — 4] 4 -2z 4 -2z 20 —4

|z + 1| —r—1 x+1 z+1

Odtud plyne:
a) Pro x € I; dand rovnice nabyvé tvaru
(4—-2z)+(—z—1)=09.
Jejim kofenem je ¢islo z = —2. Protoze x € I, je x = —2 TeSenim rovnice v [y,

tedy K7 = {—2}.

b) Pro x € I, dand rovnice nabyva tvaru
(4—2z)+(x+1)=9.
Jejim korenem je ¢islo x = —4, ale x nenalezi do intervalu I, a proto x = —4 neni fesenim

rovnice v Iy, tedy Ky = ().

¢) Pro z € I3 dand rovnice nabyva tvaru
2z —4)+(x+1)=9.

Jejim kofenem je ¢islo x = 4. Protoze = € I3 je x = 4 FeSenim rovnice v I3, tedy K3 = {4}.

Vysledkem zadané rovnice je: K = K; U Ko U K3 = {—2,4}

Grafické Teseni zadané rovnice je znazornéné na obrazku 8. Vysledné hodnoty jsou body

vyznacené na ose .
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Y =I2x-4l+x+1|

y,=9

oA

w

- ———— - - — - - - - - - - - =
x

Obrézek 8: Grafické feSeni rovnice |2z — 4|+ |[x + 1| =9

Priklad 9: a) Reste rovnici |v + 1| +4 =z + p s nezndmou x € R a s parametrem p € R
Nulovy bod 2 = —1 rozdéli mnozinu R = (—o0, 00) na dva intervaly:

I = (—o00,—1), Iy=(-1,00).

I = (—00,~1) | I = (~1,0)

|z + 1] —x—1 r+1

Odtud plyne:
a) Pro x € I; dand rovnice nabyvé tvaru
(—z—1)+4=x+p
D - 3—p A Rl .
Jejim kofenem je ¢islo z = — Pro z € I, musi byt — < —1latedyp>5.
Pro p > 5, ma rovnice pravé jedno reseni x = 2 S el.

2
Je-li p <5, pak nemé zadné teseni x € ;.

b) Pro z € I, dana rovnice nabyva tvaru

(x+1)+4=z+p
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Je-li p = 5, pak Tesenim této rovnice je kazdé x € I, je-li p # 5, pak v I nema tato rovnice

zadné Teseni.

Pro prehlednost shrneme vysledky do tabulky:

Hodnoty parametru p | Mnozina K vSech TeSeni
p € (5,00) {8}
p=5 (—1,00)
p € (—0,5) 0

b) Reste graficky rovnici |x 4+ 1| +4 = x + p s nezndmou x € R pro hodnoty parametru

p=4,5,6.
Dp=4

Pro p = 4 dostdvame po dosazeni rovnici |z + 1| +4 = x + 4.

Na obrazku 9 je patrné, ze v tomto pripadé nema rovnice zadné feseni, protoze se grafy funkei

neprotinaji ani v jednom bodé. To mtizeme porovnat i s algebraickym fesenim - ve tretim radku

tabulky (p = 4 je z intervalu (—o0, 5)) vidime, Ze v tomto pripadé rovnice opravdu nemé reseni.

y,=lx+1]+4

y2=x+4

Obrazek 9: Grafické feseni rovnice |z + 1| + 4 = x + p pro hodnotu parametru p = 4

18



II) p=>5:
Pro p = 5 dostdvame po dosazeni rovnici |z + 1| +4 = x + 5.
Na obrazku 10 je vidét, Ze pro hodnotu parametru p = 5 je vysledkem interval (—1,00).

Opét muzeme porovnat s algebraickym feSenim (v tomto pripadé s druhym fadkem tabulky),

kde nam vysel stejny vysledek.

y =lx+1]+4
y2=x+5
X
11 10 9 8 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Obréazek 10: Grafické feseni rovnice |x + 1| +4 = z + p pro hodnotu parametru p =5

III) p = 6:
Pro p = 6 dostévdme po dosazeni rovnici |z + 1| +4 = x + 6.
7 algebraického Teseni vyplyva, ze vysledkem rovnice pro hodnotu parametru p = 6 je bod

3
[—5, 0]. (Hodnotu parametru p = 6 dosadime do prvniho radku tabulky a ziskdme

3-p 3-—6 3
2 2 2

Na obrazku 11 vidime, zZe se grafy protinaji v jediném bodé.
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Y =lx+1]+4

Y,=X+6

12 11 10 -9 -8 -7

Obréazek 11: Grafické feseni rovnice |z + 1| + 4 = x + p pro hodnotu parametru p = 6

5.2 Kvadratické rovnice

Kvadraticka rovnice s nezndmou z je kazda rovnice tvaru
ax? +bxr +c=0,
kde a, b, ¢ jsou libovolna realna, resp. komplexni &sla, a # 0. Cleny kvadratického trojélenu
ax® + bx + ¢ se nazyvaji: ax? kvadraticky ¢élen, b linedrni ¢len a ¢ absolutni ¢len kvadratické
rovnice.
Je-li b = 0, m4 kvadraticka rovnice tvar ax? + ¢ = 0 a nazjva se ryze kvadratickd rovnice.
Je-li ¢ = 0, mé kvadratickd rovnice tvar axz? + bz = 0 a nazjva se kvadratickd rovnice bez
absolutniho ¢lenu.
Kvadratické rovnici tvaru
> +pr+q=0

se Tika normovany tvar kvadratické rovnice.

P1i feseni kazdé kvadratické rovnice v oboru R i v oboru C je dilezité ¢islo
D = b? — 4dac,

kterému rikdme diskriminant kvadratické rovnice.

5.2.1 Graficka reseni kvadratickych rovnic

Grafem kvadratické funkce je parabola (kapitola 3.2.). Kvadratickd rovnice muze mit jeden, dva

nebo zadny kofen (viz. obrazek 12, 13, 14).
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-2

Obrazek 12: Grafické feseni kvadratické rovnice s jednim kofenem

Obrazek 13: Grafické feseni kvadratické rovnice s dvéma kofeny
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2
6 y,=X -2x+3

-

2
Yo=-X +2x-3

Obrazek 14: Grafické feseni kvadratické rovnice, kterd nema realné koreny

5.2.2 Algebraické reseni kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty v oboru R

Véta 1: Necht az? + bz + ¢ = 0 je libovolné kvadraticka rovnice s redlnymi koeficienty
a,b,c (a # 0) a diskriminantem D.

Je-li D > 0, mé tato rovnice pravé dva redlné riizné koreny,

je-li D = 0, mé tato rovnice pravé dva sobé rovné redlné koreny (dvojnasobny realny kofen),

je-li D < 0, nemé tato rovnice v oboru redlnych ¢isel zadny koten. [1, str. 212]

Véta 2: Necht ax? + bx + ¢ = 0 je libovolnd kvadraticka rovnice s realnymi kofeny a, b, c
(a # 0) a diskriminantem D 2 0. Pak redlné kofeny z1, xo této kvadratické rovnice jsou

dény vzorcem
~b++/D

(1, str. 212]
2a

T12 =

Priklad 10: Reste v R rovnici x> +2x —3 =0
Nejdiive spocitdme diskriminant D dané rovnice: D = b* — 4ac = 2% —4-1-(-3) = 16.

Podle predchozich vét 1 a 2 vime, Ze tato rovnice bude mit pravé dva realné rtuzné koreny:

—b++vD —24+416
= —

2a 2

T2 = Ir = 1, To = -3

Na obrazku 15 je znédzornéné grafické feseni dané rovnice.
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x

-10

Obréazek 15: Grafické feseni kvadratické rovnice z2 + 22 — 3 =0

Priklad 11: Reste rovnici 42> +4x+1=00v R

Nejdifve spocitame diskriminant D dané rovnice: D = b* —4ac =4% —4-4-1=0.

Podle predchozich vét vime, ze tato rovnice bude mit pravé dva sobé rovné koteny:

—b£vVD —4+/0 —4 1

== = = — —> fgp——
T2 2 2.4 8 112 = 75

Na obrazku 16 je zndzornéné grafické feseni dané rovnice.

2
y=4x +4x+1

05 1 15

Obrazek 16: Grafické feseni kvadratické rovnice 422 +4x +1 =0
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Priklad 12: Reste rovnici 52> + 2 +6=0 v R
Nejdiive spoéitame diskriminant dané rovnice: D = b? —4ac = 1?2 —4-5-6 = —119.
Podle predchozich vét je ziejmé, Ze tato rovnice nema realné reseni. To ukazuje i grafické

feSeni na obrazku 17.

2
y=56x +x+6

Obrézek 17: Grafické feseni kvadratické rovnice bz +x +6 =0

Priklad 13: Reste rovnici —a22+3x—2=00v R
Nejdifve spocitdme diskriminant rovnice: D = 3% —4 - (—=1) - (=2) = 1.

Vime tedy, ze dana rovnice bude mit pravé dva realné koteny.

=341

X1,2 5. (_1) X1 X2

Na obrazku 18 je zobrazené grafické reseni rovnice.
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Obrazek 18: Grafické feseni kvadratické rovnice —z2 + 3z — 2 =0

Priklad 14: Reste rovnici —2*> +8x —16=0v R
Nejdifve spocitdme diskriminant rovnice: D = 8% — 4 - (—1) - (—=16) = 0.

Vime, ze zadana rovnice bude mit pravé jeden realny koten.

Grafické Teseni dané rovnice je zobrazené na obrazku 19.

6

2
y=-x +8x-16

Obrazek 19: Grafické feseni kvadratické rovnice —z? + 8z — 16 = 0
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Priklad 15: Reste rovnici —2*+1—1=00vR
Nejdifve spoc¢itame diskriminant rovnice: D = 12 — 4 - (=1) - (=1) = =3.

Je zTejmé, Ze tato rovnice nema zadny redlny koten.

Reseni dané kvadratické rovnice je patrné také z obrazku 20.

2
y=-x +x-1

Obrazek 20: Grafické feseni kvadratické rovnice —x24+x —1 =10

Véta 3: Mezi kofeny x; 5 a koeficienty a, b, ¢ (a # 0), libovolné kvadratické rovnice
ax®+bx +c = 0, resp. kofeny pifslusné normované kvadratické rovnice 2%+ px + ¢ = 0 plati
vztahy vyjadiené Vietovymi vzorci
T+ Ty = —2 =—p

v = © = q. [1, str. 212]
a

Véta 4: Ma-li kvadratickd rovnice ax? + bz + ¢ = 0 kofeny z;, 79, pak kvadraticky trojclen
ax? 4 bx + ¢ 1ze rozlozit v soucin linedrnich dvojclentt (kofenovych ¢initell) x — zy, x — x5 takto:
ar? +bxr + ¢ = a(x — x1)(z — 1),
takze danou kvadratickou rovnici mizeme vyjadrit ve tvaru

a(x —z1)(x —29) =04 (z — x1)(x — x2) = 0. [1, str. 213]
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Priklad 16: Rozlozte v R kvadraticky trojclen dané rovnice na soucin linedrnich dvojclent

22 —Tr —30=0

Podle ptredchozich vét mizeme tuto rovnici vytesit bud vzorcem pro vypocet kvadratické
rovnice nebo muzeme k vysledku dospét pomoci rozkladu kvadratického trojc¢lenu v korenové
Cinitele.

Podle Vietovych vzorci je x1 + 2o = = —p =7, 21200 = g =q = —30.

Jelikoz 7= -3+ 10 A =30 = —3 - 10, potom z? — 7x — 30 = (z + 3)(z — 10).

5.2.3 Kvadratické rovnice s realnymi parametry

Priklad 17: Reste v oboru R danou rovnici s redlngm parametrem p
(G-—p)-a®>=2-(1-p)-z+2-(1-p) =0
Je-li p =5, je rovnice linearni: 8x — 8 = 0 a mé pravé jeden kofen z = 1. To miizeme vidét

i z grafického Teseni na obrazku 21.

Obrazek 21: Grafické teSeni linedrni rovnice 8¢ — 8 =0

Pokud 5 — p # 0 ¢ili p # 5, je rovnice kvadraticka a pro jeji vyfeseni spocitame nejprve jeji
diskriminant:

D=[-2-(1-p)=4-(5-p)-2-(1—p)=4-(1=2p+p*) =8 (5—p)(1—p) =

= 4—8p+4p*—8-(5—5p—p+p?) = 4—8p+4p* —8-(p*—6p+5) = 4—8p+4p*—8p*+48p—40 =

= —4p* + 40p — 36
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Nyni budeme uvazovat hodnotu diskriminantu:
a) D=0— 1z = x9:

1
—4p? +40p — 36 =0/ - (—~

7
p*—10p+9=0
P-Dp-9=0—=p=1 V p=9
~b+vVD 2-(1-p) 1-p

T1 = T =

2-a 2-(5—-p) H5—p
1—-1
PI‘Opzl—)[lfLQ:ﬁ:O

Pokud p = 1 dosadime rovnou do zadané rovnice, ziskdme kvadratickou rovnici 422 = 0.

Tato rovnice, jak vidime i z obrazku 22, ma praveé jeden dvojnasobny koren x = 0.

2
y=4x

Obrézek 22: Grafické feseni kvadratické rovnice 422 = 0

1-9
5—9

Pokud p = 9 dosadime rovnou do zadané rovnice, ziskdme kvadratickou rovnici —4x? +

Prop=9 = x5 = 2

16z — 16 = 0. Tato rovnice, jak vidime i z obrazku 23, ma pravé jeden dvojnasobny kofen

r = 2.
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2
y=-4x +16x-16

Obrazek 23: Grafické feseni kvadratické rovnice —4x? + 162 — 16 = 0

b) D >0 — xy, z:
_4p2+4op—36>0/-(—}l)
p?—10p+9<0
P—Dp-9)<0—= pe(l,9) {5} =pe(l,5U(59)
—btVD 2-(1—p)E/—4p>+40p—36 2-(1—p)£+/4-(—p*+10p—9)
2-a 2-(5-p) 2-(5-p)

2-(1—p):|:2-\/—p2+10p—9:1—p:|:\/—p2+10p—9 )

2-(5-p) 5-p

T12 =

Nyni vypocteme konkrétni feseni naptiklad pro hodnotu parametru p = 2.
Dosazenim p = 2 do zadané rovnice ziskdme rovnici tvaru 3z2 + 2z — 2 = 0, z které ziskdme
nasledujici feseni:
—24/22-4-3-(-2)  —2+£v28 -1+7
23 B 6 3
Stejné reseni dostaneme, pokud dosadime p = 2 do vysSe upraveného vyrazu (*).

T12 =

Tyto hodnoty pro hodnotu parametru p—2 lze odhadnout i z grafického feseni, které vidime

na obrazku 24.
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Obrazek 24: Grafické feseni kvadratické rovnice 322 + 2z — 2 =0

c) D<0—0:

—4p? + 40p — 36 < 0/ - (_411)

p?—10p+9>0

p € (—o0,1)U (9, 00)

7 obrazku 25 vidime konkrétni reseni rovnice pro hodnotu parametru p = 0, pro kterou

ziskdme rovnici a2 — 2z + 2 = 0. Je ziejmé, Ze v tomto piipadé rovnice nem4 feSeni.

2
y=5x -2x+2

Obrazek 25: Grafické feseni kvadratické rovnice 522 — 2z +2 =0
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Pro ptehlednost zaneseme vysledky do tabulky:

Hodnoty parametru p

Mnozina K vsSech feSeni

p=5 {1}

p=1 {0}

p=9 {2}
p=5)uE | (LEV IR

p=(—00,1) U (9,00) 0
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6 Nerovnice a jejich reseni

Nerovnice o jedné neznamé je kazda nerovnice, ktera je zapsana ve tvaru nerovnosti dvou vyrazu
L) > Py Ly < Plays Ly 2 Plays Ly < Py
s proménnou x z daného ¢iselného oboru M.

Pro nerovnice vzdy plati, ze M C R, takze kofeny nerovnice mohou byt pouze realna ¢isla.

6.1 Casti postupu reseni nerovnice

Postup feseni dané nerovnice se skladé ze stejnych casti feseni jako rovnice, tedy z rozboru,
zavéru rozboru a zkousky. U nerovnic s parametry je soucasti zavéru rozboru diskuse reseni
vzhledem k hodnotdm parametri. [1, str. 241] Upravy nerovnic jsou obvykle ekvivalentni
Upravy, tj. upravy, jimiz z dané nerovnice ziskdme nerovnici s touz mnozinou vsech korent.

Vv

Nejdilezitéjsi ekvivalentni dpravy jsou uvedené v tabulce 5. [1, str. 242]

Tabulka 3: Prehled ekvivalentnich tiprav nerovnice v oboru M C R

Oznaceni | Ekvivalentni iprava nerovnice

(UN 1) Vzajemna vymeéna stran nerovnice se soucasnou zménou znaku nerovnosti

v obréceny.

(UN 2) Nahrazeni libovolné strany nerovnice vyrazem, ktery se ji rovna v celém oboru

feSeni nerovnice, pritom znak nerovnosti se neméni.

(UN 3) Pric¢teni téhoz ¢isla nebo vyrazu s neznamou, ktery je definovam v celém oboru

feseni, k obéma stranam nerovnice, znak nerovnosti se nemeéni.

(UN 4) Vynésobeni obou stran nerovnice kladnym ¢islem nebo vyrazem s nezndmou,

ktery je definovan a kladny (tj. nabyvé jen kladnych hodnot) v celém oboru feseni

nerovnice, pritom znak nerovnosti se nemeéni.
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(UN 4a)

Vynésobeni obou stran nerovnice zapornym c¢islem nebo vyrazem s neznamou,
ktery je definovan a zaporny (tj. nabyva jen zdpornych hodnot) v celém oboru

feseni nerovnice, pritom znak nerovnosti se zméni v obraceny.

(UN 5) | Umocnéni obou stran nerovnice prirozenym mocnitelem, jsou-li obé strany
nerovnice nezaporné (tj. nabyvaji jen nezapornych hodnot) v celém oboru feSeni
nerovnice, pritom znak nerovnosti se neméni.

(UN 6) | Odmocnéni obou stran nerovnice prirozenym odmocnitelem, jestlize obé

strany nerovnice jsou nezédporné (tj. nabyvaji jen nezdpornych hodnot) v celém

oboru feseni nerovnice, pritom znak nerovnosti se nemeéni.

Zkousku nerovnice provadime bud provérenim podminek, za nichz jsou provadéné upravy

ekvivalentni nebo jistou modifikaci zkousky dosazenim u rovnic:

Vyslo nam x > x1, mizeme dosadit = x; + a,

Vyslo nam z < x9, mizeme dosadit z = x4 — a,

kde a > 0 je pomocny realny parametr.

Zkouska je nezbytnou soucasti feseni pravé tehdy, kdyz jsme provadéli neekvivalentni tpravy

nerovnice.

Priklad 18: Reste v oboru R nerovnici

a) Rozbor:

2x

> 1 s nezndmou
x J—

Dana nerovnice ma smysl prox —3# 0 — x # 3

Odectenim ¢isla 1 od obou stran nerovnice dostévame:

1+ 2z
r—3

142z —1-(z—3) >0Ha¢—|—4>0
3

1>0«
r—3 T —

b) Zavér rozboru:

Nerovnice

r+4 : . . . .
3 > 0 je splnéna pro vSechna x, pro néz plati:

r+4>0c¢liz>—-4 AN z—-3>0¢liz>3 — K =(3,00)

nebo

r+4<0c¢liz<—4 AN z-3<0d¢liz<3 — Ky=(—00,—4)

- K=K UKy, = (3,00)U (—OO,—4).
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¢) Zkouska:
Zavedeme pomocny parametr a > 0 a polozime r =a —4 ax =a + 3.

Proz =a—4:
I 1422 142-(a—4) 2a-7 7
A (a—4)—-3  a—-7 a—7

P(a_4) =1 — L(x) > P(x)

+2

Prox =a+ 3:
142z 1+42-(a+3) 2a+7 7
(@h3) = 3 (a+3)—3 a a+

Plays)y =1 — Lz) > P

6.2 Graficka resSeni nerovnic

P1i grafickém feseni linedrni nerovnice ax + b < 0, (popfipadé >, <, >) sestrojime graf linedrni
funkce y = ax + b. Podle toho, zda uvazujeme kladné ¢i zaporné funkéni hodnoty funkce,
vybereme prislusny interval.

Pii grafickém feSeni kvadratické nerovnice ax?+bzx+c < 0, (popiipadé >, <, >) postupujeme
tak, Ze nejdifve sestrojime graf kvadratické funkce y = ax? + bx + c. Podle toho, zda uvazujeme
kladné ¢i zéporné funkéni hodnoty funkee, je fesenim prislusny interval (popripadé sjednoceni

intervali).
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7 Klasifikace nerovnic

Elementarni nerovnice s neznamou x € R 1ze rozdélit na dva druhy: I. algebraické, I1. nealgebraické.
I. Algebraickd nerovnice n-tého stupné s nezndmou x € R je kazdd nerovnice tvaru
P,(x) > 0, resp. P,(z) <0,
P,(x) 20, resp. P,(z) £ 0,
kde P,(x) je mnohoc¢len n-tého stupné. [1, str. 243]
Déle mtizeme algebraické nerovnice rozdélit na racionalni a iracionalni.

Prikladem algebraické nerovnice je: 2xr +3 < x + 1

I1. Nealgebraické nerovnice jsou nerovnice, které nejsou algebraické. Patfi mezi né nerovnice
exponencialni, logaritmické a goniometrické.

Prikladem nealgebraické rovnice je: In(3z +4) < 0
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8 Algebraické nerovnice s jednou neznamou

Vzhledem k rozsahu prace se zamérime na reSeni linedrnich a kvadratickych nerovnic s jednou

neznamou. Reseni budeme hledat v oboru realnych ¢isel R.

8.1 Linearni nerovnice

Linearni nerovnice s neznamou x € R je kazda nerovnice tvaru
axr +b>0, resp. ax +b <0,
kde a, b jsou libovolna redlna ¢isla. Linearni rovnice muze byt i ve tvaru
ar +b 20, resp. ax +b =< 0.

Reseni line4rni nerovnice az+b > 0; (ax+b < 0) se provadi tak, ze odec¢teme ¢islo b od obou
stran nerovnice (UN 3) a ziskdme tak nerovnici ve tvaru az > ¢; (ax < ¢),a,c € R;c = —b. Pti
feseni této nerovnice v oboru M = ‘R mohou nastat ti pripady:

a) Proa>0jea:z:>c<—>x>§, tj. K:(g,oo); (ar < c > x < 9), 1. K:(—oo,g).

b) Proa<0jear >c+x < g,tj. K:(—oo,g); (ax < c > x> 2),tj. K:(g,oo).

¢) Pro a = 0 dostavame nerovnici tvaru 0x > ¢; (0z < ¢). Podle toho, jakych hodnot nabyva
¢, je tato nerovnice splnéna bud pro kazdé x € R, (kdyz ¢ < 0), tj. K = R, anebo neni splnéna

pro zadné x € R, tj. K =10, (pro ¢ > 0). [1, str. 244]

8.1.1 Graficka reSeni linearnich nerovnic

Grafem linedrni funkce y = az + b je ptimka (kapitola 3.2.). Na obrdzku 26 je znézornén graf
funkce y; = x4 3, pomoci které vyfesime napiiklad nerovnici 43 > 0. ReSenim této nerovnice
je otevieny interval (—3,00), ktery je znazornény cervené prerusovanou ¢arou. Pokud bychom
resili nerovnici z + 3 < 0, Tesenim by byl otevieny interval (—oo,—3). Tento interval je na
obrazku znazornén modre prerusovanou ¢arou.

V obou pripadech se jedna o ostrou nerovnost, proto krajni bod x = —3 nepatii do intervali

reseni.
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y1=x+3

Obrézek 26: Grafické reseni linedrni nerovnice s ostrou nerovnosti

Na obrazku 27 je znazornéné graf funkce yo = —x — 1, pomoci které vyresime naptiklad
nerovnici —z — 1 > 0. Resenim takové nerovnice je otevieny interval (—oo, —1), ktery je na
obrazku znazornény modre prerusovanou ¢arou. Pokud bychom fesili nerovnici —z — 1 < 0,
resenim by byl zleva uzavieny interval (—1, 00). Tento interval je na obrazku znazornén ¢ervené

prerusovanou c¢arou.

V obou pripadech se jedna a neostrou nerovnost, proto krajni bod x = —1 patii do intervali
reseni.
y
1 y2=-x-1
0 X
-3 -2 1 0 1 2 3
-1

Obrazek 27: Grafické TeSeni linedrni nerovnice s neostrou nerovnosti
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Priklad 19: Reste v oboru R nerovnici 3(x — 2) > x — 8 s nezndmou
3(r—2)>z—38

3r—6>x—8

20 > —2

r>—-1—uze(-1,00)

Na obrézku 28 je zndzornéné grafické feseni zadané nerovnice. Zelené je znazornén graf
linedrni funkce y; = 3(z — 2) a modfe graf linearni funkce yo = x — 8. Nyni hleddme prusecik
téchto dvou primek, ktery promitneme na osu x. Podle zadani hledame pripad, kdy jsou hodnoty
funkce y; vétsi nez hodnoty funkce 5. Z obrazku je patrné, ze tyto hodnoty jsou znézornéné
vpravo od bodu x = —1.

Resenim zadané nerovnice je tedy otevieny interval (—1, 00), coz znézornuje cervend polopiimka.

y1=3(x-2)
y2=x-8

Y42y,

Obrazek 28: Grafické feseni nerovnice 3(x —2) > x — 8

Priklad 20: Reste v oboru Z nerovnici 5(x —2) < x4+ 6 s nezndmou
5(x—2)<x+6

5 —10< 2+ 6

4r < 16

r<4—xe(—00,4)

Resenim jsou tedy vsechna celd ¢isla mensi nez 5.

38



Na obrazku 29 je znazornéné grafické reseni dané nerovnice. Zelené je znazornéne linearni
funkce y; = 5(x — 2) a modie funkce yo = x + 6. Hleddme, kdy jsou hodnoty funkce y; mensi
nebo rovny nez hodnoty funkce yo. V bodé x = 4 se funkéni hodnoty funkei y; a yo rovnaji,
od tohoto bodu doleva jsou vsSechny funkéni hodnoty funkce y; mensi nez funkéni hodnoty

funkce 1. Vzhledem k zadani ale hledame pouze cela ¢isla. Proto jsou fesenim body v intervalu

(—00,4), které jsou v obrazku vyznacené Cervené.

A0 Y,=X+6

Y=Y,

Obrazek 29: Grafické feseni nerovnice 5(x —2) < x +6

8.1.2 Linearni nerovnice s absolutnimi hodnotami

Linedrni nerovnici s neznamou v absolutni hodnoté nazyvame kazdou nerovnici (s neznamou
r € R) tvaru
la1x + by| £ |agx + bo| £ ... £ |apx + by| > apz + by
(popt. 2, <, £), pricemz a;, b; (i = 0,1,2,...,n) jsou dand redlna cisla, a; # 0 pro
i=1,2,...,n. [1, str. 248]
Takové nerovnice se fesi dpravou na linedrni nerovnice bez absolutnich hodnot uzitim

metody intervalii.
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Véta 5: Ve specialnich pripadech nerovnic |ayz + bi| < ¢, |ayz + b1| = ¢,
lag + b1| > ¢, |arx + by| 2 ¢, kde ¢ je dand kladnd konstanta, lze pfi FeSeni vyjit pfimo
z nasledujicich ekvivalenci pro libovolné redlné ¢islo a a r > 0, které reprezentuji geometricky

vyznam absolutni hodonoty:

la| <r+ —r<a<nra Er<—r<asra>rsa>rVva< —r,

la|2 r <> a=rVaZ —rl, str. 248]

Priklad 21: Reste v oboru R nerovnici |x — 4| < 7 s nezndmou x
Podle predeslé véty dostavame

|t —4| < T+ —T<zx—-—4<T7 odkud -3 <z <1l — z € (-3,11)

Na obrazku 30 je znazornéné grafické reseni dané nerovnice. Nejdiive sestrojime graf funkce
reprezentujici levou stranu nerovnice a graf funkce reprezentujici pravou stranu nerovnice.
Oranzova primka, predstavuje funkci yo = x—4, tedy funkci predstavujici levou stranu nerovnice
avSak zatim bez absolutni hodnoty. Zelené je vyznacend funkce y; = |z — 4|. Modrou pfimku
predstavuje funkce yo = 7, ktera reprezentuje pravou stranu nerovnice. Nyni hledame situaci,
kdy je funkce y; mensi nez funkce y,. Tento pripad nastava mezi body x; = —3 a x5 = 11.

Hledanym TfeSenim nerovnice je proto otevieny interval (—3,11).

127
y =
y2_7
101 s < ~
y,=lx-41  Yq<Yp >
81 ~
~1 -
| |
I 61 - I
I P I
1 o I
I > I
1 ~ 1
I > i I
1 > I
I > I
I 21 P I
1 P I
I 7 I
| - I
. 0 - © . —
-5 -4 % -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
221

Obrazek 30: Grafické feSeni nerovnice |x — 4] < 7
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Priklad 22: Reste v oboru R nerovnici |2z — 4] < 6x + 8 s nezndmou

Resfme metodou intervali:
Pro nerovnici |2z — 4| < 6z + 8 ur¢ime nulovy bod linedrniho dvoj¢lenu v absolutni hodnoté
20 —4=0—>2=2.
Tento bod rozdéli mnozinu R = (—o0,00) na dva intervaly I} = (—00,2), Iy = (2,00),
ve kterych danou nerovnici s absolutni hodnotou muzeme nahradit nerovnicemi bez absolutni

hodnoty.

Il = (-OO,Q) ]2 = <2, OO)
|22 — 4] —2x 44 2r —4

a) Pro x € I nerovnice nabyva tvaru

—2x+4<6zx+8

— x> L — 1z € ( ! 2)
rT>—= =T € (—=
- 2 27

b) Pro x € I5 nerovnice nabyva tvaru
20 —4 < 6x + 8

— x> —-3—>x€(2,00)

= 1
Resenim dané nerovnice je: x € (—5, 2) U (2,00) = (_57 0)

Na obrazku 31 vidime grafické feSeni dané nerovnice.

Oranzové je zndzornénd funkce yo = 2z — 4, zelené funkce y; = |2z — 4|, reprezentujici levou
stranu nerovnice. Funkce y, = 62 4+ 8 znazornéna modrou barvou predstavuje pravou stranu
nerovnice. Podle zadani hledame, kdy je funkce y; mensi nebo rovna funkei y,. Tato situace

1 1
nastane doprava od bodu z = —5 Hledanym Fesenim je tedy zleva uzavieny interval <_§’ 00).
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10 1"

Obréazek 31: Grafické feseni nerovnice |2z — 4| < 6x + 8

2 — 4]
|z + 1]
Defini¢nim oborem dané nerovnice je D = R—{—1}. Nerovnici upravime nejdiive vynasobenim

obou jejich stran vyrazem |z + 1|, ¢imz dostavame nerovnici

Priklad 23: Reste v oboru R nerovnici

< 2 s nezndmou T

|z — 4] <2lz+1] = |z — 4] — 2]z + 1| <0.

Pri Teseni této nerovnice metodou intervali postupujeme nasledovné: Urcime nulové body
linedarnich dvojc¢lent v absolutnich hodnotach

r—4=0—2x=4, z4+1=0—2=-—1.

Nulové body rozdéli defini¢ni obor nerovnice na t¥i intervaly: [; = (—o0, —1),

I, = (—1,4),13 = (4,00). V téchto intervalech se TeSend nerovnice upravi na nerovnice bez
absolutnich hodnot. K tomu lze vyuzit tabulku znamének hodnot dvoj¢lenti x — 4 a x + 1 pro
vnitini body x intervala Iy, Is, I3.

I (—OO, _1) L= <_174> I3 <47 OO)
|z — 4] —r+4 —r+4 x—4
|z + 1| —x—1 r+1 r+1

a) Pro x € I; dand nerovnice nabyva tvaru

(—x4+4) —2(—x—1) <0,

odkud z < —6 — z € (—o0, —6). Mnozinou vsech feseni nerovnice v I je tedy
Ky = (—o00,—1)N (=00, —6) = (—00, —6).
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b) Pro z € I, dana nerovnice nabyva tvaru
(—z+4)—2(x+1) <0,

2 2
odkud = > 3 —x € <§’ 4). Mnozinou vsech feseni nerovnice v Iy je tedy

Ky =(~1,4)N <§,4) - <§,4).

¢) Pro x € I3 dana nerovnice nabyva tvaru

(x—4)—2(x+1) <0,
odkud z > —6 — = € (—6,00). Mnozinou vsech Feseni nerovnice v I3 je tedy
K3 = (4,00) N (—6,00) = (4, 00).

§,4)u<4, 00) = (=00, —6)U(2, 00).

Resenim nerovnice je: K = K;UK,UKs3 = (—00, —6)U( 3

Na obrazku 32 je znazornéné grafické reseni dané nerovnice. Oranzovou barvou je znazornéna
x — 4|
1

|z +1]

:L‘ —
funkce yg = E zelené funkce y, = |, tedy funkce reprezentujici levou stranu nerovnice.
x
Modfre je znazornén funkce y, = 2 predstavujici pravou stranu nerovnice. Hledame takova reseni,
kdy jsou hodnoty funkce y; mensi nebo rovny nez hodnoty funkce ys. Z obrazku je vidét, ze

této podmince vyhovuji dva intervaly. Resenim je proto sjednoceni téchto dvou intervali.

y
_Ix-4]
17 |x+1]
4 Yy=2
Y=Y,
_____,___——'/T B I
I I
I I
: |
I I
Q 0 O X
10 -9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 2 4 5 6 7 8 9
, e |z —A]
Obrazek 32: Grafické reseni nerovnice PR <2
x

43



8.2 Kvadratické nerovnice

Kvadratickou nerovnici s nezndmou x € R nazyvame kazdou nerovnici tvaru
ar?® + bx + ¢ > 0; (azx® + bx + ¢ < 0),
kde a, b, ¢ jsou libovolna redlna ¢isla, a # 0. O kvadratické nerovnici mluvime také v ptipade,
Ze ma tvar

ar® +br +c = 0; (ax? + bx + ¢ £ 0).

Ozna¢me D = b? — 4ac jako diskriminant p¥islusné kvadratické rovvnice ax? + bx + ¢ = 0.

Reseni kvadratické nerovnice se provadi v oboru R nasledujicim zptisobem:

I. Je-li D > 0, pak kvadraticka rovnice az? + bx 4+ ¢ = 0 ma dva realné rizné kofeny x1, o
a kvadraticky trojclen ax? + bx + ¢ lze rozlozit v soucin korenovych ¢initelt a(z — x1)(z — x5).
Po vydéleni obou stran dané nerovnice ¢islem a ma leva strana kvadratické nerovnice tvar
(x — 21)(x — 72)

a k jejimu teSeni staci uzit véty o znaménku souc¢inu dvou realnych cisel. Tento postup
feseni 1ze zjednodusit pomoci metody intervali. Necht je x; < x5, parabola, ktera je grafem
kvadratické funkce f : y = az® + bx + ¢ (a # 0), protind osu x ve dvou riznych bodech. Pro
funkéni hodnoty funkce f v intervalech I} = (—o0,x1), I = (21, x1), I3 = (22, 00) plati: V kazdé
dvojici sousednich intervali maji opacnd znaménka. Stacéi tedy zjistit znaménko kvadratického
trojélenu az? + bx + ¢ v libovolném bodé jednoho z intervaldi I, I, Is, odkud pak plynou
znaménka hodnot tohoto trojélenu ve vSech ostatnich bodech téchto intervalti, ¢imz je urceno

reseni dané kvadratické nerovnice.

II. Je-li D = 0, pak kvadratickd rovnice az? + bz + ¢ = 0 m4 jediny dvojndsobny kofen x;.
Proto az?+ bz + ¢ miiZeme napsat v soucinovém tvaru a(x — 331)2 a pro kazdé x € R plati: Je-li
a >0, je a(r — x1)2 > 0, je-li a < 0, je a(x — z1)? £ 0, piidemZ rovnost nule nastdva jenom
tehdy, kdyz z = x1. V grafickém znazornéni to znamena, ze parabola se dotyka osy = a vSechny

ostatni body paraboly lezi nad osou x nebo pod ni.

II1. Je-li D < 0, pak kvadratickd rovnice az? + bz + ¢ = 0 nemé Zadny redlny kofen.
V grafickém znazornéni to znamenad, ze parabola, jez je grafem kvadratické funkce, lezi cela nad
osou x (pro a > 0) nebo pod ni (pro a < 0). Staci tedy zjistit znaménko hodnoty kvadratického

trojclenu v kterémkoli bodé z € R a muzeme urcit feseni této kvadratické nerovnice.
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Véta 6: Jeli D = p? — 4q < 0, pak pro kazdé = € R je 2% + px + ¢ > 0. [1, str. 253]

Dusledek: Kvadratickd nerovnice 22 +pxr+¢q > 0 s neznamou x € R a s realnymi koeficienty
p,q ma pro D < 0 nekoneénd mnoho feseni x € R a kvadratickd nerovnice 2% + px + ¢ < 0

nemé za tychz predpokladi v oboru R Zadné feSeni. [1, str. 253]

8.2.1 Graficka reseni kvadratickych nerovnic

Priklad 24: Reste v oboru R kvadratickou nerovnici x> 4+ 5x +4 < 0 s nezndmou x
Diskriminant pifslugné kvadratické rovnice je D = 52 —4-1-4 =9 — 9 > 0, takze tato
rovnice ma dva realné rizné koteny xy = —1, x5 = —4 a plati
2+ 5r+4=(z+1)(x+4).
Resenou kvadratickou nerovnici lze proto vyjadfit ve tvaru
(x+1)(z+4)<0.

Tuto nerovnici miizeme fesit nasledujicimi dvéma zptisoby:

I. zptisob Teseni - uzitim véty o zaporném soucinu dvou realnych cisel
Soucin (z+1)(z+4) je zdporny pravé tehdy, kdyZz vétsi z ¢isel 2+ 1,z +4 je kladné a mensi
z nich je zaporné, tedy
r+4>0Az2+1<0.
Odtud z > =4 Az < —1 neboli -4 <z < —1, tj. z € (—4,—-1).

I1. zptisob feseni - metodou intervali
Nulové body kvadratického troj¢lenu xy = —1, x5 = —4 vymezuji na ciselné ose intervaly
I = (00, —4), I, = (—4,—1), I3 = (—1,00). Zvolime libovolny bod zo € R — {—4; —1}
a vypocteme v ném hodnotu kvadratického trojclenu P(xgy) = x*+5x+4, napf. pro g = —2
dostavame P(—2) = —2 < 0. Protoze je —2 € I5, bude P(x) < 0 pro kazdé = € I, (zatimco
v intervalech Iy, I3 pro kazdé z bude P(z) > 0).

Il = Il = (-OO, —4> 12 = (—4, —1) ]3 = (—1,00)
D © D

Ekvivalentnost obou zptsobu feSeni plyne ze znaménkové analyzy korenovych ¢initelt

a kvadratického trojclenu P,(z) v uvedenych dil¢ich intervalech Iy, I, I5:
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r | =(—00,—4) | [y =(—4,-1) | I3 =(—1,00)
r+1 S) o S
r+4 S) S S
Py(z) o o ®

7 této tabulky je patrné, ze danad nerovnice ma zaporné hodnoty pravé v otevieném intervalu

(—4,—1). Stejné feseni mizeme vidét i z nasledujiciho obrazku 33.

2
y=X +5x+4
y<0
X
9 -8 7 6 1 2 3 4 5 6 7

Obrézek 33: Grafické feSeni nerovnice x2 + 5z +4 < 0

8.2.2 Kvadratické nerovnice s absolutnimi hodnotami

Priklad 25: Reste v oboru R nerovnici x? — |5z — 3| — v < 2 s nezndmou x
Danou nerovnici budeme resit metodou intervali, uréime tedy nulovy bod vyrazu
r—3=0—=2= % Mnozina R je rozdélena nulovym bodem na dva intervaly:
I = (=00, 2), I, = (2,00). V téchto intervalech mizeme upravit danou nerovnici s absolutni
hodnotou na nerovnici bez absolutni hodnoty. Uréime proto znaménka libovolnych hodnot

dvojélenu bx — 3 v intervalech I, I:

) | k=(§ )

Iy = (=00, 3 5

|px — 3] -5z + 3 br —3
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Odtud plyne:
Pro x € I; dana nerovnice nabyva tvaru
22— (=hrx+3)—x <2

3
Jejim fesenim je —b <z <1 —x € (=5,1)N1; = (=5,1) N (—o0, 3) —z € (=5, <)

Pro z € I; dand nerovnice nabyva tvaru

22— (br—3)—z <2
Jejim FeSenim je 3 —2v2 <z <3+ 2V2 » z € (3—2\/5,34—2\/5)(7[2 =
= (3—2\/5,3—1—2\/5)(1(%,00) — € (2,3—1—2\/5)

3

g,3+2\/§)—>x€ (—5,3 +2V2).

Regenim dané nerovnice je z € (—5, =) U {

5

Na obrazku 34 je znazornéné grafické feseni dané nerovnice. Zelené je znazornéna kvadraticka
funkce s absolutni hodnotou y; = z* — |5z — 3| — x, kterd reprezentuje levou stranu nerovnice
a modre je znazornéna linearni funkce y, = 2, predstavujici pravou stranu nerovnice. Hledame
takové Teseni, kde je y; mensi nez y,. Takova situace nastava pouze v otevieném intervalu, ktery

je na obrazku znazornén Cervenou useckou.

2
V47X -|5x-3|-x
Y,=2
Y4<Y,

Obrézek 34: Grafické feSeni nerovnice x? — |5z — 3| — z < 2
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9 ZAaveéer

Vysledkem bakalarské prace je sada materidltt a pracovnich listi pro vyuku algebraickych
rovnic a nerovnic. Pracovni listy umozni studenttim pracovat samostatné dle svého tempa, coz
miize byt vyhoda nejen pro studenty, ale i pro pedagoga. Zatimco nékteri jiz mohou pracovat
samostatné, ucitel ma moznost vysvétlovat latku studenttim, ktefi jesté zcela uc¢ivo nepochopili.

Tuto predstavu jsem si méla moznost vyzkouset na Gymnéziu v Jirovcové ulici v Ceskych
Budéjovicich v patém roéniku osmiletého gymnézia. Z vyucovaci hodiny, ve které jsem méla
moznost realizovat vyuku bez téchto material usuzuji, ze pokud zZaci nemaji moznost pracovat
kazdy samostatné a dle svého tempa, vzajemné se vyrusuji.

Predpokladam, ze pokud by kazdy z nich mél moznost pracovat svym tempem na svém
pracovnim listu, pedagog by mél vétsi moznost vénovat se pomalejsim studentim. Avsak pro
toto tvrzeni nestaci pouha jedna vyucovaci hodina. Byl by zapotiebi daleko vétsi ¢asovy tisek
a srovnani ttid pracujicich s témito materidly a bézné pracujicich tiid. Srovnavat bychom mohli

jak z pohledu pochopeni latky, tak z pohledu studentova zdjmu a pozornosti.
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10 Prilohy

10.1 Priloha A

10.1.1 Zadani - Linearni rovnice
1) Reste rovnice s neznamou x € R:

a) 3x(r —2) + 2z — 322 =2

b) 2z —1)(x+2)=22*+7

¢) (z—1)(z —2)(x —3) = z(2? — 62)

2) Reste rovnice s neznamou x € Z;

) x—1+x
a —
2 3
3

+ 2z
2

b) (x—2)- =z(z —2)

c) (x—3)P2—z(zx—1)=x+15
3) Reste rovnice s nezndmou x € R a parametrem p € R:

r—2 1-—
= p, reste také pro p =2
p

a) "
b) 3pz + p(x —2) = 2p — 1 + x, Teste také prop =1
p—2 . .
c) —— + 1 =p, feste také prop=0ap=3
x
4) Reste rovnice s nezndmou x € R:
a) |[r—2[=3
b) [x+3|+|z—-2|=1+=x

¢) |z +5]=lz| -2

5) Naleznéte vSechny hodnoty parametru p € R, pro které ma rovnice

realné reseni.

o4

I—p

p

xr —

5 kladné



10.1.2 ResSeni - Linearni rovnice

1) Reste rovnice s nezndmou x € R:

a) 3x(r —2) + 2z — 322 =2
32% — 6z + 20 — 322 =2

—4xr =2

1
r=—=

2
K=1{-3)

Na obrdzku 35 mtzeme vidét graf funkce y; = 3z(z — 2) + 2z — 32? = —4z, ktery je
znazornény zelenou barvou a predstavuje levou stranu rovnice. Modre je zanesena funkce

Yo = 2, reprezentujici pravou stranu rovnice.

2
4 y1=3x(x-2)+2x-3x =-4x

y,=2

’__________
(=)
x

Obrazek 35: Grafické feSeni rovnice 3z(z — 2) + 2z — 32? = 2
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b) 2z —1)(x +2)=22+7

202 +dr —x —2=22%2+7

3r=9
r=3
K = {3}

Na levé i pravé strané zadané rovnice jsou polynomy druhého stupné. Avsak pocetnimi
upravami se rovnice upravi na rovnici linearni. Na obrazku 36 je zndzornéné grafické feseni

této upravené linearni rovnice.

10

Y, =3x

Y=

Obrézek 36: Grafické reseni rovnice 3z = 9

Na obrazku 36 a 37 muzeme vidét, ze pri vyuziti pocitacového software je obvykle tvar
predpisu funkce nepodstatny. Neupravena rovnice 2. fadu ma stejné reseni jako linedrni

rovnice ziskand ekvivalentnimi tipravami.
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<

y1=(2x-1)(x+2)

2
y2=2x +7

(=)
R
x

Obréazek 37: Grafické feseni rovnice (2o — 1)(z +2) = 222 + 7

¢) (x—1)(z —2)(z — 3) = z(2* — 62)
(22 =22 — 2+ 2)(z — 3) = 2 — 622
23 — 322 — 22° 4+ 62 — 2% 4+ 3z + 20 — 6 = 2% — 622

23— 622+ 11z — 6 = 23 — 622

1lx —6=0
6
T =—
11
6
K={—
{7t

Na levé i pravé strané rovnice jsou polynomy tietiho stupné. Avsak pocetnimi upravami
ziskame z nelinearni rovnice rovnici linearni. Grafické reseni této upravené linearni rovnice

muzeme vidét na obrazku 38.
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y=11x-6

-10

Obrézek 38: Grafické reseni rovnice 11z —6 =0

Opét muzeme vidét, ze upravend linedrni rovnice (obrazek 38) m4 stejné Feseni jako

puvodné zadand rovnice 3. stupné (obrazek 39).

Y,=(x-1)(x-2)(x-3)

2
y2=x(x -6x)

Polynom tretiho stupné s realnymi koeficienty, mize mit v redlném oboru R pouze jeden
nebo tti koreny. Z grafického reseni na obrazku 39 je patrné, Ze polynom na levé strané
rovnice ma tii realné koreny, coz je vidét i ze souc¢inu korenovych ¢initeli v zadané rovnici.

Polynom na pravé strané ma taktéz tii koreny (z toho jeden dvojnésobny), coz muzeme
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vidét na grafickém feseni. Z pocetniho feseni ale vime, Ze tato rovnice ma pouze jeden

realny koten.

2) Reste rovnice s neznamou x € Z;:

MnoZinou Z; rozumime vechna celd ¢isla véetné nuly.

r—1

X
g
a) 5 +3

3z—1)422=06

3r—3+2xr =606
br—3=06
or =9

9 +
x:g%xézo
K=10

Do grafického feseni, které je na obrazku 40, znazornime zvlast pravou a levou stranu

upravené linedrni rovnice. Jelikoz uvazujeme pouze obor Z;, dani rovnice nema feseni.

14

12

10 y2=6

-2 -1 0 1 2 3 4 5

-2

Obrazek 40: Grafické feSeni rovnice bx — 3 =6

Na obrazku 41 je grafické feseni dané rovnice v puvodné zadaném tvaru.
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1
Obrézek 41: Grafické FeSenf rovnice ——— + g —1
3492
b) (z—2)- *2 T ez —2)
3492
(x —2) *‘2 L (e —2)

3r + 222 — 6 — 4x = 222 — 4x

—r—6=—4x
3z =06

T =2

K = {2}

Na pravé i levé strané rovnice jsou polynomy druhého stupné, které jsou zobrazené na

obrazku 42. Pocetnimi tpravami vsak dostaneme na obou stranach funkce linearni.
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3+2x
Yq=(x-2)-—

y2=x(x-2)

3+2
Obrézek 42: Grafické feSeni rovnice (z — 2) - +2 - z(r —2)

c) (x—3)2—x(x—1)=z+15
P —6r+9—a’+x=x+15
-5 +9=x+15
—6x =06

r=-1—x¢2Z

K=10

Na obrazku 43 je zobrazend prava a leva strana zadané rovnice. Vidime, ze tato rovnice
mé kofen x = —1. Aviak podle zaddn{ uvazujeme pouze obor Z;, a proto tato rovnice

nemé zadné feseni.
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2
Vy=(x-3) -x(x-1)

y2=x+15

N
o
x

Obrazek 43: Grafické feSenf rovnice (z — 3)> —z(z — 1) =z + 15

3) Reste rovnice s nezndmou x € R a parametrem p € R:

_9 1_
a) a = 2pp, feSte také pro p = 2

_9 11—
a _-P /- 2px r#O0APp#0
x 2p

2p(z —2) = (1 —p)

2pr —4p = — px

3pr —x =4p

z@Bp-1) =4 (%)

Nyni uvazujeme dvé moznosti:
3p—1=0Vv3p—1#£0:

1
Pro 3p — :0—>p:§

r—2 B

1
— pro hodnotu parametru p = 3 dostaneme po dosazeni do zadani rovnici 1,

x
1 4
(hodnotu p=3 muzeme také dosadit do upraveného tvaru (*), pak fesime rovnici 0z = g)

Tato rovnice nema TeSeni, coz muzeme vidét i z obrazku 44.
Pokud bychom do rovnice dosadili hodnotu parametru p = 0, dostaneme rovnici

Tz —2
T

= o ktera nema smysl.
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4p
3p—1

Pro3p—1#0— 2=

— pokud dosadime do zadani (popiipadé do upraveného tvaru rovnice) libovolnou hodnotu

. 1 . o 4p
parametru riznou od p = 3 A p = 0, rovnice bude mit feseni tvaru x = a1
p —
Pro prehlednost zaneseme vysledné hodnoty do nasledujici tabulky.
Hodnoty parametru p | Mnozina K vsech feseni
p=0 nema smysl
p=3 0
pEOAD#3 {35}
r—2 1

Pro hodnotu parametru p = 2 dostaneme po dosazeni do zadani rovnici =7
x

8 C o iy W s "
Jejim Tesenim je x = £ Stejné feseni muzeme vidét primo z predeslé tabulky (3. fadek).

Po dosazeni hodnoty parametru p = 2 do vyrazu x =

ziskdme stejny vysledek,

8 P
tedy = = —.
5
Grafické znazornéni je na obrazku 45.
Yy
3 _Xx2
y1 X
2 y2=2
0 X
-10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
-1
) P . =2
Obrazek 44: Grafické reseni rovnice =1
x
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24y
x-2
YT 7x
_1
Y= 4
;
0 ’ X
-16 14 12 10 8 6 4 2 0 f 4 6 8 10 12 14 16
. AR . or—2 1
Obrazek 45: Grafické reSeni rovnice = —1
T

b) 3px + p(x —2) = 2p — 1 + z, Teste také prop =1

dpr+pr—2p=2p—-1+ux
dpr —x =4p —1
z(dp—1)=4p—-1 (%)
Nyni uvazujeme dvé moznosti:
—dp—1=0Vdp—1#0:
Pro4p—1:0—>p:%

1
1 2 2’
(p= 2 1ze dosadit ptimo do upraveného tvaru (*), dostaneme pak rovnici 0x=0), z ¢ehoz

1
— po dosazeni hodnoty parametru p = 1 do zadani dostaneme rovnici r — - = x —

je ztejmé, ze v tomto pripadé ma rovnice nekoneéné mnoho teseni. To miizeme vidét
i z obrazku 46.

dp — 1
|

Pro4p—17é0—>x:4p_1_

1
— pro libovolnou hodnotu parametru riznou od p = 7 mé dana rovnice feseni vzdy

z=1.
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Pro prehlednost zaneseme vysledné hodnoty do nasledujici tabulky.

Hodnoty parametru p | Mnozina K vsech feseni

R
{1}

p:

p#

NI N

Pro hodnotu parametru p = 1 dostaneme po dosazeni rovnici ve tvaru 4z —2 = z+1, jejim
resenim je x = 1. Tuto hodnotu lze ziskat piimo z 2. radku predeslé tabulky. Grafické

reseni této rovnice vidime znazornéné na obrazku 47.

-25 -2 -1.5 -1 -0.5 0/6.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

1 1
Obrazek 46: Grafické feSeni rovnice x — = = x — —

2 2
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y1=4x-2

y2=x+1

c)

Obrazek 47: Grafické TeSeni rovnice 4o — 2 =2 + 1

-2
p——l—lzp,feétetaképrop:()ap:i%
x

]%2—1—1:]0 /- x r#0

p—2+z=px

rT—pr=2—p

z(l—-p)=2—-p—=>1—-p=0V1—-p#0:

Prol—p=0—p=1

— po dosazeni hodnoty parametru p = 1 do zadané rovnice ziskdme rovnici tvaru

—— 4+ 1 =1, kterd nema teseni. To mtzeme vidét i z obrazku 48.

x
9 _
Prol—p;é()—m;:—p
L—p
— po dosazeni libolné hodnoty parametru rizné od p = 1 bude mit rovnice vzdy reseni
2—p
tvaru v = ——.
L—p

Pro prehlednost zaneseme vysledné hodnoty do nésledujici tabulky.

Hodnoty parametru p | Mnozina K vSech Teseni
p=1 0
2—
p#1 {=}




Na obrazku 49 a 50 jsou znazornéné grafy pro konkrétni hodnoty parametru. Obrazek 49
2

znazornuje grafické reseni rovnice —— + 1 = 0, kterou jsme ziskali dosazenim parametru
x

p = 0 do zadané rovnice. Z tabulky (2. fddek) i zgrafického FeSeni vidime, Ze v tomto

1
pripadé ma rovnice feseni x = 2. Obrazek 50 znazornuje grafické reseni rovnice —+1 = 3,

x
kterou jsme ziskali dosazenim parametru p = 3 do zadané rovnice. Resenim této rovnice
) 1
jexr = —.

2
y
1
3 Y=t
y,=1
2
0 X
4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6
E
Obrézek 48: Grafické feseni rovnice —— +1 =1
x
V4
4
3 y1= —+1
2 =
yz_o
:
0 X
6 5 4 -3 2 1 0 8 9

x|
-2

2
Obrazek 49: Grafické reSeni rovnice —— +1 =0
T
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1
Obrazek 50: Grafické reSeni rovnice — +1 =3
z

4) Reste rovnice s nezndmou x € R:
a) |v—2/=3
r—2=0—2=2

— Il = (—OO,2),[2 = <2, OO)

I = (—00,2) | I = (2,00)

|z — 2| —x+2 r—2

Pro I;:
—r+2=3
—r=1

l’:—l%SL’EIl%Kl:{—l}

Pro Is:
r—2=23

$:5—>$€[2—>K2:{5}

Grafické TeSeni zadané rovnice je znazornéné na obrazku 51. Zelenou barvou je znazornéna

funkce y; = |x—2| reprezentujici levou stranu rovnice a modre je zndzornéna funkce yo = 3
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reprezentujici pravou stranu rovnice. Vidime, ze se funkce protinaji ve dvou bodech, proto

ma dana rovnice pravé dvé reseni.

y,=Ix-2]

2

I Y
o

>

o

@

~

) S s e
.

Obrazek 51: Grafické feseni rovnice |z — 2| =3

b) [z+3|+|z—2|=1+2x
r+3=0—2,=-3
rT—2=0—= 129 =2

— L = (_OO, _3)7]2 - <_3a 2)713 = <27OO)

Il = (—OO7 —3) _[2 = <—3,2) 13 = <2, OO)

|z + 3| —xr—3 r+3 r+3
|z — 2| —x+2 —x + 2 r—2
Pro I;:

—x—34+(—x+2)=1+4z

—r—3—-—x+2=1+=x

—2r—1=1+=x
—3r =2
z=—3 — rovnice nemd feseni pro zadné z — K; = ()
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Pro I5:
r+3+(—x+2)=1+x
r+3—r+2=1+zx
o=14+z

x = 4 — rovnice nem4 FeSeni pro zadné x — Ky = ()

Pro Is:
r+3+x—2=1+=x
2r+1=14+=x

x = 0 — rovnice nem4 FeSeni pro zddné r — K35 = ()

K=K UKyUK3=10

Do obrazku 52 jsou zakreslené grafy obou funkeci predstavujicich levou a pravou stranu
rovnice. Vzhledem k tomu, ze se grafy neprotinaji ani v jednom bodé, tato rovnice nema

zadné Teseni.

y,=Ix+3]+[x-2]

y2=1 +X

Obrézek 52: Grafické feseni rovnice |z + 3| + |z —2|=1+x
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¢) lx+5]=|z]—2
r+5=0—=2;=-5
r=0—29=0

— I; = (=00, —=5), I, = (=5,0), I = (0, 00)

I = (—00,=5) | I = (=5,0) | Iy = (0, 0)

|z + 5| —x—5 z+5 x+5
|| -z -z x

Pro I;:

—r—5=—-v—2

0x = 3 — rovnice nem4 Teseni pro zdané x — K; = ()
Pro Is:
rT+dH=—x—-2

20 = -7

l’:—;%xGIQ%KQZ{—;}

Pro I3:
r+d=x—-2

O0x = —7 — rovnice nem4 feSeni pro zddné x — K3 = ()

7
K:K1UK2UK3:{—§}

Grafické Teseni zadané rovnice je zobrazené na obrazku 53. Graf funkce y; = |z + 5|
reprezentuje levou stranu rovnice, graf funkce yo = |z| — 2 pFedstavuje pravou stranu
rovnice. Jak je vidét z obrazku, grafy funkei se protinaji v jednom bodé, proto ma dana

rovnice praveé jedno feseni.
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y,=Ix+5|
y,=Ix|-2

T T T T T T T T T T T T T T T
& / 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15

Obréazek 53: Grafické feseni rovnice |x + 5| = |z| — 2

1— 3
5) Naleznéte vSechny hodnoty parametru p € R, pro které ma rovnice P _ 5
p T —

kladné realné resSent:

e TR e
(1-p)x—2)=3p

rT—2—pr+2p=3p

T—pr=p-+2
z(l—p)=p+2 (%)

Nyni budeme uvazovat dvé moznosti:
Prol—-p=0—p=1
Po dosazeni p = 1 do upravené rovnice (*) ziskdme rovnici tvaru 0z = 3. Tato rovnice nema

reseni.

Prol—p#0—p#1

Po dosazeni libovolné hodnoty parametru p (kromé p = 1), ziskdme FeSeni ve tvaru
_pt2

X 1—p
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2
Prop#l/\x>0<—>zli>0<—>[(p+2>0/\1—p>0)\/(p+2<0/\1—p<())]<—>
—p

(p>-2Ap<)Vp<—-2Ap>1)]—=pe(—2,00U(0,1)

p € (—2,0)U(0,1)

Hodnota parametru p # 0, coz je dané zadanim.

Dosadime-li napriklad hodnotu parametru p = —1 do zadané rovnice, dostavame rovnici

3 1
tvaru —2 = 3 Jejim TeSenim je x = 5 tedy kladné redlné ¢islo (stejné feseni by nam vyslo,

pokud bychom hodnotu parametru dosadili do nékterého upraveného tvaru zadané rovnice).

Grafické Teseni rovnice pro p = —1 méame znazornéné na obrazku 54.

3
Tz —2

Obrézek 54: Grafické feseni rovnice —2 =

73



10.2 Priloha B
10.2.1 Zadani - Kvadratické rovnice

1) Reste rovnice s nezndmou = € R:
a) 42 — 120 +9=0

b) 322 +9r—3=2—-7

r+1 1
c) 3 —1—52—2—:1:

2) Reste rovnici v oboru R s parametrem p € R:

B-pa*—(1—-px+31-p) =0

3) Urcete, pro které hodnoty redlného parametru p bude mit kvadratickd rovnice
(p + 2)x* — 4px + (4p — 1) imagindrni koteny:

4) Reste v R rovnice:
a) >+ |x—1/+5=0

b) |z —1]- |z +2| =3

5) Resté rovnice s neznamou x € Z;:
a) ¥+ 22— 8 = |z — 2|
b) —2?+8x—12=0

c) i’ —x—6=|r—-3]-5
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10.2.2 ReSeni - Kvadratické rovnice

1) Reste rovnice s nezndmou x € R:

a) 4z —12x+9=0
(22 —3)?=0

3
2$—3:O%$1’2:—
2
3 . . .y C
K = {5} — rovnice mé dvojndsobny koten

Grafické feseni zadané rovnice je znazornéné na obrazku 55.

2
y=4x -12x+9

Obréazek 55: Grafické feseni rovnice 422 — 122 +9 =0
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b) 322 +9r—3=2—-7
322 +8x+4=0

D=8 —-4-3-4=16 — 2 rtizné kofeny
8+ V16 —8+4
6 6

T1,2

2
K={-2 -2
{ 37 }

Na obrézku 56 je znazornéné grafické reseni zadané rovnice. Zelenou barvou je zakreslena
kvadratickd funkce, ktera tvori levou stranu zadané rovnice. Modrou barvou je znazornéna

linedrni funkce, ktera predstavuje pravou stranu rovnice.

Cervené vyznacené body reprezentuji feseni této rovnice.

2
y1=3x +9x-3

Yo=x-7 10

Obrazek 56: Grafické feseni rovnice 322+ 9z —3 =2 —7
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z+1
c) 3

r+1
3

1
z
1
z

=—-2—-x

=—2—x/ -3z

r(rx+1)+3=—6x — 322

2>+ x4+ 3 =—6x — 322

422 +Tx+3=0

D="7"—4-4.3=1— 2 rlizné kofeny

T12 =

K={-

—7+V1  —T+1 3

5y

47

3 8

_>x1:_é_l; Ty = —1

Na obrazku 57 je znazornéné grafické reseni upravené kvadratické rovnice, ze kterého jsou

vidét dva realné koreny.

1
| | 2
1 1 Y =X +x+3
1 I 2
1 /|
1 1 2
| =a -
! ! Yy 6x-3x
| : 1
1 1
| 1
1 1
1 1
: Q O : : X
-1.5 -1 -0.5 0.5
Obrazek 57: Grafické feSenf rovnice 22 + x + 3 = —6x — 322

Na obrazku 58 je grafické feseni ptivodné zadané rovnice. Zelend funkce reprezentuje

levou stranu rovnice, modra funkce reprezentuje pravou stranu rovnice. ReSeni rovnice

reprezentuji ¢ervené vyznacené body.
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y
0 X
$ ? 0 0.5 1
1 1
1 1
1 1
1 1
| : x+1 1
= 1
| | 1 3 x
1 ]
1 1
L V=2
1 1
1 1
1 1
| 1
]
1
1
1
, PRI . +1 1
Obrazek 58: Grafické reSeni rovnice +-=-2—-x
T

2) Reste rovnici v oboru R s parametrem p € R:

(3=p)a® = (L=plr+3(1-p)=0

Pro 3 —p=0— p=3 — dosazenim p = 3 do zadani ziskdvame linearni rovnici
—(1-3)z+3(1-3)=0

2r—6=0

=3

Pro 3 —p # 0 — p # 3 — dosazenim libovolné hodnoty (kromé p = 3) do zadédni

ziskavame kvadratickou rovnici
D=(1-pP-4B-p)(1-p) =1-2p+p*—(12—-4p)(1—p) =

=1-2p+p>—12+12p+4p — 4p® = —3p® + 14p — 11

I) D =0 — dvojnésobny kofen 1 = x5:
—3p*+1dp—11=0/-(-1)

) 11
3p —14p—|—11:0—>p:1\/p:§

(1-p)+0 1-p
283-p)  6-2p

Tl = Ty =

Prop=1:
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= — :__O
2T oy T 6-2-1 4
11
P = —:
o p =
1 11 8
T1,2 L—p 3 —3—2
6—2p 6—2-2 4
3

II) D > 0 — dva rtzné realné kofeny x ; zs:
—3p? +14p—11>0-(-1)

3p? —14p+11 <0

Levou stranu rozlozime na soucin:

(p—1DBp—-11) <0

11 11
(1—p)E+/-3p2+14p—11 (1 —p)++/—3p2 + 14p — 11

X — g

b 2(3 —p) 6 — 2p

IIT) D < 0 — rovnice nemd zadny realné kotren

—3p? +14p—11<0-(—1)

11
3p? —ldp+11>0—=pe€ (—oo,l)U(?,oo)

Pro ptehlednost zaneseme vysledky do tabulky.

Hodnoty parametru p | Mnozina K vsech feseni
p=3 (3)
p=1 (0}
P=3 (2}
pe(L,3)uU(3, ) {(1*”&\/(;3127?14%11)}
pe(—o0,1)U(Y, o00) 0
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3) Urcete, pro které hodnoty redlného parametru p bude mit kvadratickd rovnice

(p+2)x? — 4px + (4p — 1) imagindrni kofeny:

D= (4p)?—4-(p+2)(4p—1) = 16p*> — (4p+8)(4p—1) = 16p* — (16p* —4p+32p —8) =

= 16p% — 16p> +4p — 32p + 8 = —28p + 8

Imaginarni koteny mé kvadratickd rovnice v pripadé, ze jeji diskriminant je zaporny.
Reseni pak neexistuje v realném oboru, ale v oboru komplexnich ¢isel existuji dvé imaginarni
reseni. Protoze mé zadani rovnice realné koeficienty, budou tato dvé imaginarni reseni

komplexné sdruzena cisla.

2
D<0—>—28p+8<0—>p>?

2
JAS (?700)

Zadadna kvadraticka rovnice ma imaginarni kofeny pro parametr p z otevieného intervalu

2

(?,oo).

4) Reste v R rovnice:

a) 2+ |z —1|+5=0
r—1=0—2=1

%11:<—OO,1>, IQI <1,00)

I = (—o0,1) | I = (1,00)

|z — 1] —z+1 x—1

Pro I;:

2+ (—x+1)+5=0
??—z+1+5=0
?—z+6=0

D=1—-4-1-6=—23 — rovnice nemé v oboru R TeSeni
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Pro Is:

?+r—-1+5=0

?+r+4=0
D=1—-4-1-4= —15— rovnice neméa v oboru R TeSeni
K=10

Na obrazku 59 je zelenou barvou znazornéna funkce y; = x?—2z+6, ktera piedstavuje
rovnici vzniklou v prvnim intervalu [;.

Modrou barvu je zndzornéna funkce y, = 2% + x + 4, kterd reprezentuje rovnici
vzniklou v druhém intervalu 5.

Cervenou barvou je znazornén graf zadané rovnice. Je patrné, ze graf funkce neprotina

osu z v zadném bodé, neexistuje tedy zadny realny kofen této rovnice. Z obrazku

také muzeme vidét, ze x = 1 je opravdu nulovym bodem rovnice.

10

2
y1=x -Xx+6
2
Yo=X +x+4

2
y=x +|x-1|+5

N

Obrazek 59: Grafické feSeni rovnice 22 + |[x — 1| +5 =10

Poznamenejme, ze hned ze zadani je mozné usoudit, Ze rovnice nemé zadné reseni v

oboru R. Na levé strané je totiz vzdy kladna hodnota.

b) [z —1] [z +2| =3
r—1=0—2,=1

T+2=0—29=-2
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I = (~00,-2), L=(-21), Iy=(1,00)

I =(~00,-2) | L=(-21) | I = (1,00)

|z — 1| —z+1 —z+1 x—1
|z + 2| —r—2 T+ 2 T+ 2
Pro I;:

(—x+1)(—x—2)=3
2242 —a—-2=3
??+r—-5=0

D=1-4-1-(-5) =21 — 2 rizné realné kofeny

—1:i:\/21_> —1++v21 -1 —-+/21

T12 = 5 T = 9 2 = 9

vy ¢ Iywp €1 — Ky = {‘“Tm}

Pro I:

(—z+1)(x+2)=3

—?—2r4+x+2=3

—x?—z—-1=0

D=1-4-(-1)-(—1) = =3 — rovnice nema reélné koreny — Ky = ()

Pro I3:

(z—1)(x+2)=3

P +2r—1—-2=3

?+r-5=0

D=1-+4-1-(=5) =21 — 2 ruzné reélné koreny

e R N &P S S o)

T34 = I3 = ; Ty =

2 2 2
—1-+v21
I3€]3;904¢I4—>K3:{T}
—1—-+21 -1 21
K=K UKUK;3;=/{ 2\/_§ Bf}

Na obrazku 60 je grafické reseni zadané rovnice. Zelené je zndzornéna funkce reprezentujici

levou stranu zadané rovnice. Modrfe je zakreslena funkce predstavujici pravou stranu

rovnice. Cervené jsou vyznaceny body, které jsou resenim zadané rovnice.
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y,=lx-1]- x+2|

y,=3

Obréazek 60: Grafické feSeni rovnice |[x — 1| |z +2| =3

5) Resté rovnice s nezndmou z € Z:
a) r? +2x — 8 = |z — 2|
r—2=0—x=2

— I = (—00,2); I, =1(2,00)

]1 = (—00,2) _[2 = <2,00)
|z — 2| 2—z x—2

Pro I;:
2?42 —-8=2—-1x
2 +3r—-10=0—D=3*—4-1-(-10) =49

—3iv49_—3i7
2 2
—)ZL‘1:2—>JI¢]1

T12 =

—ay=-5-—x€clalex ¢ Zf — K, =10

Pro I5:

2’ +22 -8 =12

P24r—6=0—D=12-4.1-(—6) =25
—1£+v25 —1&£5

B R

—>$3:2—>I€IQ A IEZJ—>K2:{2}

—)IL‘4:—3—>ZL‘¢[2
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K=K UK, ={2}

Grafické Teseni je znazornéno na obrazku 61.

Obrézek 61: Grafické feSen{ rovnice z° 4+ 2z — 8 = |z — 2|

b) —z*+8x —12=0
D=8 —4-(—1)-(—12) = 16 — rovnice ma dvé rizn4 reilna reseni

Lo _ TBEVIE -84
O
—>$1:2—>ZIZ’€ZS_—>K1:{2}

Na obrazku 62 je grafické reseni zadané rovnice.
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Obrazek 62: Grafické feseni rovnice —z2 + 8z — 12 =10

c)?—rx—6=|r—3 -5

r—3=0—2=3

I = (—00,3) | Iy = (3,00)
|z — 3| 3—x r—3
Pro I;:

??—r—6=3—-2-5

22 —4=0

(x—=2)(z+2)=0

—m=2-—zel, AN z€Zf— K ={2}

—xy=-2-—x€lalex ¢ Z

Pro Is:
?—x—-6=2-3-5
2?2 -2r+2=0— D =22—-4-1-2 = —4 — rovnice nemé redlné kofeny

— Ky =10

K=K UK, ={2}

Na obrazku 63 je znazornéné grafické reseni dané rovnice.

Zelenou barvou je znézornéna funkce reprezentujici levou stranu rovnice, modrou
barvou je zakreslena funkce reprezentujici pravou stranu rovnice. Cervené je vyznacen

bod, ktery znazorfiuje feseni rovnice vzhledem k zadanému oboru Z; .
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15 Y4TX Xs

y,=Ix-3|-5

Obrazek 63: Grafické feSeni rovnice 2> —z — 6 = |z — 3| — 5

86
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10.3 Priloha C

10.3.1 Zadani - Linearni nerovnice

1) Reste nerovnice v oboru R:

1+ 322
a) +3x <2+

1
-+ 2z

b)x2 <x+2

c) 3(x+6)—9>3(x+3)

2) Reste nerovnice v oboru Z:

a) 2(x—1) >z +4
1

b
) z+1

<

1
3
3) Reste nerovnice v oboru R s parametrem p € R:

a) x+2—pxr > bp

b) 3(p—z) < pr+2
4) Pro kterd x € R plati (p* — 3p)x > 3 — p, kde p je kladny parametr (p > 0)?
5) Reste nerovnice v oboru R:

a) |z +4[ <3

b) |z + 2|+ |z| > |z — 4]
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10.3.2 ResSeni - Linearni nerovnice

1) Reste nerovnice v oboru R:

a)

1+ 322
3
1+ 322
3

14322 <322+ 3z

1
x> —
-3

<z2+z

<2’4x/-3

K = < 700)
Na obrazku 64 je znazornéné grafické reseni dané nerovnice. Zelené znazornéna
1+ 322

3
Yo = 2% 4+ x piedstavuje pravou stranu nerovnice. Podle zadani hleddme TeSen,

funkce y; = reprezentuje levou stranu nerovnice, modra funkce
kdy je funkce y; mensi nebo rovna funkci ys. Tato situace nastava na intervalu

<§’ o0), ktery je na obrazku zvyraznény Cervenou barvou.

<

1+ 322
Obrézek 64: Grafické Fesen{ nerovnice % <22+t
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1
— + 2z
T

< 2
2 T
1
— + 2z
Lo—<a+2/-2 240

1
—+2r<2x+4/-zx
T

Nyni budeme uvazovat dvé moznosti:
Pro x > 0:

1+ 222 < 222 + 4z

1 1 1
I>Z—>$>ZA$>OH K1:<Z;OO)

Pro xz < 0:

14222 > 222 + 4x

1 1
x<1—>x<1/\x<0HK2:(—oo,0)
1
K:K1UKQI(—OO,O>U<Z,OO)

Na obrazku 65 je vyobrazené grafické znazornéni dané nerovnice. Zelené je
znazornény graf jiz upravené funkce levé strany zadané nerovnice, tedy
y1 = — 4 2z, modre je znazornény graf upravené funkce pravé strany nerovnice,

x
tedy yo = 2x+4. Hledanym fesenim jsou intervaly vyznacené ¢ervenymi polopiimkami.
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1
V42X
-5 y2=2x+4

y1<y2

1
-+ 2z
Obrazek 65: Grafické reSeni nerovnice xT <x+2

c) 3(x+6)—9>3(x+3)
3r+18—=9>3x+9
3r+9>3r+9
Oz >0

K=10

Na obrazku 66 je zndzornéné grafické feseni dané nerovnice. Zelenou barvou
je znézornénd funkce y; = 3(x + 6) — 9 reprezentujici levou stranu nerovnice,
modrou barvou je zndzornéna funkce yo = 3(x + 3), predstavujici pravou stranu
nerovnice. Obé dvé funkce se prekryvaji, a proto neexistuje situace, kdy by byla

funkce y; vétsi nez funkce 5. Dana nerovnice tedy nema zadné reseni.
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y1=3(x+6)-9

Y,=3(x+3)

Obréazek 66: Grafické feSeni nerovnice 3(x +6) — 9 > 3(x + 3)

2) Reste nerovnice v oboru Z:

a) 2(x—1)>z+4
20 —2>x+4

r > 6 — Tesenim nerovnice jsou vSechna celd ¢isla vétsi nez 6.

Na obrazku 67 je grafické znazornéni dané nerovnice. Zelenou barvou je znadzornéna
funkce y; = 2(z — 1), ktera predstavuje levou stranu nerovnice a modrou barvou
je znazornéna funkce y, = x+4 reprezetujici pravou stranu nerovnice. Vzhledem
k zadani hledame situaci, kdy je funkce y; vétsi nez ys. Z obrazku mtzeme vidét,
ze tento pripad nastava pro x > 6. Protoze feseni hledame v oboru Z, vysledkem

jsou pouze celd ¢isla, ktera jsou na obrazku znézornéna cervenymi body.
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5 y1=2(x-1)

y2=x+4

Y42y,

Obrazek 67: Grafické feseni nerovnice 2(x — 1) >z 44

1

3= x+1
1

— <
3 x+17
r+1-3
3(x+1) —
-2+

3(z+1) —

Nerovnice je v podilovém tvaru. Takové nerovnice (stejné jako nerovnice

v sou¢inovém tvaru) lze vyfesit metodou intervalt. Urc¢ime nulové body citatele
a jmenovatele.

x € {2,—1}: Nulové body rozdéli definiéni obor R — {—1} nerovnice na tfi
intervaly: I} = (—oo,—1), I, = (—1,2), I3 = (2, 00).

x = —1 do defini¢niho oboru funkce nepatii, protoze pokud bychom ji dosadili

do zadani, nerovnice by neméla smysl.

I =(—00,-1) | L= (-1,2) | I3 = (2,00)
-2+ S S D
3(x+1) S) ® b
25| e o ®

Resenim nerovnice jsou vSechna celd ¢isla z intervalu (—1, 2).

K =1{0,1,2}

92



Na obrazku 68 je zndzornéné grafické feseni dané nerovnice. Zelenou barvou

1
je znazornéna konstatni funkce y; = 3 reprezentujici levou stranu nerovnice

a modrou barvou je vyobrazena lomena funkce y, = %—1—1’ kterd predstavuje
pravou stranu nerovnice. Nyni hledame, kdy je funkce y; mensi nebo rovna
funkci yo. Tato situace nastava pouze na zprava uzavieném intervalu (—1,2).
Vzhledem k tomu, zZe nerovnici fesime v oboru Z, vysledkem jsou pouze body

vyznacené ¢ervenou barvou.

y
1
o 0 —
-6 -4 3 2 A % o 2 3 4 5 6 7 8 9
|
| 1
1 Y153
| _
‘ s 2= x+1
l YaFs
|
|
|
|
1

Obrazek 68: Grafické reseni nerovnice — <
3 xz+1
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3) Reste nerovnice v oboru R s parametrem p € R:
a) r+2—pxr>bp
T —pr > dp — 2
z(l—p)>5p—-2 (%)
Nyni uvazujeme tii moznosti:
Prol—-p=0—p=1
Po dosazeni p = 1 do upraveného tvaru nerovnice (*) ziskdme nerovnici 0z > 3,

kterd nemé smysl — K; = ()

Prol—-p>0—p<l—zx> 2])__51]) —>K2:(2p__51p,oo)
Prol—-p<0—p>1—2x< 2p__5lp—>K3:(—oo,2p__51p)
Hodnoty parametru p | Mnozina K vsech Teseni
p=1 0
p<l1 (5%, 00)
p>1 (—00, 77F)
b) 3(p—z) < pr+2
3p —3x < pr+2
—3r—pr<-=3p+2/-(-1)
3r+pxr>3p—2
z(3+p) > 3p—2 (*)
Pro34+p=0—p=-3—2€R
Po dosazeni p = —3 do upraveného tvaru nerovnice (*) ziskdme nerovnici tvaru
Or > —-11 — K; =R
Pro3+p>0—=p>-3 — 2> 3;_;32 — Ky = (3;;32,00)
Pro3+p<0—p<-3—2a< 3;_;32 —>K3:(—oo,3;;32)
Hodnoty parametru p | Mnozina K vSech Teseni
p=-3 R
p>-3 (5. 00)
p<-3 (—o0, )




4) Pro kterd x € R plati (p? — 3p)z > 3 — p, kde p je kladny parametr (p > 0)?
p’xr —3pr >3 —p

p’r —3pr —3+p>0

—3(pr+1)+plpz+1)>0

(pr+1)(p—3)>0

Prop—3=0—-p=3—=0-(pr+1)>0—-> K, =0

1
Prop—3>0—=p>3—=>(pr+1)>0—>z>——

p
1
Prop—3<0Ap>0—-0<p<3—=(pr+1)<0—az<——
p
Hodnoty parametru p | Mnozina K vsech tfeSeni
p=3 0
p> 3 (_]lgaoo)
0<p<3 (—o0, —113)
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5) Reste nerovnice v oboru R:
a) |z +4[ <3

r+4=0—2=-4
— I} = (—o0,—4), I = (—4,00)

[1 = (—OO, —4) [2 = <—4, ©e

|z + 4 —x—4 r+4

Pro I; :

—r—4<3

—r<T/-(=1)

x> —7— K =(-7,00)N(—00,—4) = (—7,—4)

Pro I, :
r+4<3
r<—1— Ky=(—00,—-1)N{—4,00) = (—4,-1)

v e KiUKy = (7, —4) U (—4,—1) = (=7, —1)

K =(-7,-1)

Na obrazku 69 je zobrazené grafické feseni dané nerovnice. Zelenou barvou je
znazornény graf funkce y; = |z + 4|, ktery predstavuje levou stranu nerovnice
a modrou barvou je znazornény graf konstantni funkce yo = 3. Podle zadani
hledame takova reseni, kdy je funkce y; mensi nebo rovna funkeci ys reprezentujici
pravou stranu nerovnice. Tento pripad nastava na uzavieném intervalu (=7, —1),

ktery je na obrazku znédzornény cervenou barvou.
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Obrazek 69: Grafické zndzornéni nerovnice |z + 4| < 3

|z + 2] + [z| > |z — 4]
rt4+2=0—>12=-2
r=0—>29=0

r—4=0—23=4

— I =(—00,-2), I,=(=2,0), I3=1(0,4), I4=(4,00)
I = (—00,=2) | I = (=2,0) | I3y =(0,4) | Iy = (4,00)
|z + 2| —r—2 T+ 2 T+ 2 T+ 2
|| -z —x x x
|z — 4] —r+4 —x+4 —x+4 x—4

Pro I; :
—x—2—x>—x+4
—2r—2>—-x+4

—x>06

r<—6— K| =(—00,—6)N(—00,—2) = (—00, —6)

Pro I5 :
r+2—x>-—x+4
2> —x+4

r>2— Ky =(2,00)N{(=2,0) =1
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Pro I5 :
r+24+x>-—x+4
20+2>—x+4

3z > 2

2 2 2
> - = K3 = (= N{0,4) = (=,4
r 3 3 (3700) <7) <3a)
Pro 1, :

T+24+x>x—4
2e0+2>x—4
x> —6— Ky=(—6,00)N (4,00) = (4,00)
2

re KUK UKy UKy = (—00,—6)UDU(3,4) U (4,00) = (—oo,—6)U(§,oo)

K = (o0, ~6) U,

o0)

Na obrazku 70 je grafické znazornéni zadané nerovnice. Zelenou barvou je zobrazeny
graf funkce y; = |z + 2| + |x| reprezentujici levou stranu nerovnice a modrou
barvou je zndzornény graf funkce y, = |xr — 4| predstavujici pravou stranu
nerovnice. Podle zadani hledame takovou situaci, kdy je funkce y; vétsi nez

funkce y,. Takova situace nastava pravé ve dvou intervalech, které jsou na

obrazku vyobrazené ¢ervenou barvou.
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y,=Ix+2]+[x]

y,=Ix-4]

Y1,

Obrézek 70: Grafické Feseni nerovnice |x + 2| + |x| > |z — 4|
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10.4 Priloha D
10.4.1 Zadani - Kvadratické nerovnice

1) Reste v oboru R nerovnice:
a) 22 —2r—-3>0

b) 222 —Tx —4 <0

c) 222 — 8z —24 >0
2) Resté v oboru Z nerovnice:

a) —2?+Tr—6>0
1 1

b) 2?2 — ~x — = >

gm0

c) 2 —4x+4>0

3) Reste nerovnice v oboru R:

x?—2x—3
a) |—xJrl

b) —22 —2[z|+8<0

2

— || -2
ol =l

o] -2

| <5

> 7
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10.4.2 ReSeni - Kvadratické nerovnice

1) Reste v oboru R nerovnice:

a) 22 —2r—-3>0

D=22-4.1-(-3)=16

2+16 244

T1,2

2

2

—>$1:3, To = —1

Predpis pro kvadratickou funkci tedy mizeme rozlozit do souc¢inového tvaru:

2 —2x—3=(z—3)(z+1)

— I = (—o0,—1), L =(-1,3), I5(3,00)
I = (—o0,—1) | I, =(—1,3) | I3 = (3,00)
x—3 S S D
r+1 S S> D
22 —21r—3 S5 S D

2?2 —2x —3>0¢ z € (—o00,—1) U (3,0)

K = (—o00,—1) U (3,00)

Na obrazku 71 je zobrazené grafické feseni dané nerovnice. Zelenou barvou je

vyobrazeny graf funkce y = 22 — 2x — 3, ervenou barvou jsou zvyraznéné

intervaly, ve kterych je splnéna podminka y > 0. Tyto intervaly jsou tedy

feSenim zadané nerovnice.
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2
y=x -2x-3

y>0

Obrazek 71: Grafické feseni nerovnice 22 — 2z — 3 > 0

b) 222 —Tx —4 <0
D=T7"—4.2-(-4) =81
_T+VBL  T£9 1

— a1 =4; x9=——
2

2= 97y A

Predpis pro kvadratickou funkci tedy muizeme rozlozit do soucinového tvaru:

1
202 —Tx —4=2-(x —4)(x + =)

2
1 1
— [1 = (_007 _§>7 [2 = (_574)7 [3 = (47 OO)
Il = (-OO, —%) IQ = (-%,4) 13 = (4, OO)
r—4 © S SP
T+ 3 o ® @
202 —Tx — 4 6 ®

1
2x2—7x—4<0<—>x€(—§,4)
1
K= (—=.4
( 27)

Na obrazku 72 je zndzornéné grafické feseni dané nerovnice. Zelenou barvou
je vyobrazeny graf funkce y = 222 — Tz — z. Cervené je vyznaceny interval,
ktery splnuje podminku y < 0. Vzhledem k tomu, Ze v zadané nerovnici je ostra

nerovnost, krajni body vysledného intervalu nejsou soucasti reseni.
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Obrézek 72: Grafické feseni nerovnice 222 — 72 — 4 < 0

¢) 222 —8x —24 >0
D=8 —4.2.(-24) = 256

N _ 8+V/256  8+16
27 99 Ty

— T = 6, To = -2

Predpis pro kvadratickou funkci mizeme tedy rozlozit do soucinového tvaru:
202 —8r —24=2-(x —6)(x + 2)

— Il = (—OO, —2), 12 = (-2,6), ]3 = (6, OO)

I = (—00,-2) | I, =(—2,6) | I3 = (6,00)
x—06 S) S D
T+ 2 S) S5 S
222 — 8x — 24 ) S) 2

22 —8r — 24> 0+ x € (—o0,—2) U (6,00)

K= (_007 _2) U (67 OO)

Na obrazku 73 je zobrazené grafické reseni dané nerovnice. Zelené je znazornény
graf funkce y = 22% — 8z — 24, ¢ervend jsou zvyraznéné intervaly, které spliuji

podminku y > 0. Vzhledem k ostré nerovnosti v zadané nerovnici, krajni body

vyslednych intervalti nejsou soucésti reseni.
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2
y=2x -8x-24

y>0

Obrazek 73: Grafické feseni nerovnice 222 — 8¢ — 24 > 0

2) Resté v oboru Z nerovnice:

a) —2*+T7r—6>0
D=7*—4-(=1)(-6)=25

—7+V25 —7+5
-2 =2

T12 = —>J]1:1,.T2:6

Predpis pro kvadratickou funkci mizeme tedy rozlozit do soucinového tvaru:
— [1 = (-OO, 1)’ 12 = (1’6)7 [3 — (6’ OO)

I, = (—o00,1) | I =(1,6) | I3 = (6,00)
—r+1 @ © ©
x—06 © S) )
—1% 4+ Tx — 6 o @ o

2> +T7r—6>0+ x€(1,6)

K ={2,3,4,5}

Na obrazku 74 je zobrazené grafické Teseni dané nerovnice. Zelenou barvou je

znazornény graf funkce y = —2%+72—6, ¢ervenou barvou je znazornény vysledny
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interval. Vzhledem k zadani hledame feseni pouze v oboru celych ¢isel, krajni

body tohoto intervalu nejsou kviili ostré nerovnosti soucasti reseni.

2
6 y=-X +7x-6

y>0

Obréazek 74: Grafické feSeni nerovnice —z2 + 72 — 6 > 0

1 1
b) z? — 573 >0
2 1 9
D=(——) —4-1-(—)=—
1 9 1 3
e e M
x _ 4 16:4i4—>3¢:—1x:1
1,2 5 5 1 T
Predpis pro kvadratickou funkci mizeme tedy rozlozit do soucinového tvaru:
Pt ir— = (ot ) 1)
47 8 4 2
1 11 1
I = (—o0,—— Ih=(—,= I3 = (=
_) 1 ( OO) 4)7 2 ( 4’ 2)’ 3 (2’00)
Il - ( 0, %) 12 = (_ia %) -[3 = (%700)
T+ 3 o o ®
z—1 o @ @
g —ir—3 ® o ®
1 1 1 1
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Vzhledem k zadanému oboru Z je reSenim

K=1{1,-1,2,-2,3,-3,4,—-4,.} = Z — {0}

Na obrazku 75 je zobrazené grafické feSeni dané nerovnice. Zelenou barvou je

1 1
— ZZL’ — g, cervene je znazornene resenl dané

nerovnice. Vzhledem k zadani mohou byt fesenim pouze cela ¢isla.

zndzornény graf funkce y = 22

y
211
, y=X -, X-g
y=0
;
@ @ @ 0 @ @ @ o—*
-3 2 1 0 1 2 3 4
, PV . g 1
Obrézek 75: Grafické reseni nerovnice x° — Z:v ~3 >0

c) 22 —4x+4>0
(r—2)2>0
Tato nerovnice je splnéna vzdy. Resenim jsou tedy vsechna celd ¢sla.

K=2Zz2

Na obrazku 76 je znazornéné grafické reseni dané nerovnice. Zelené je zobrazeny
graf funkce y = 22 — 42 + 4. Hleddme takovou situaci, kdy jsou funkéni hodnoty
funkce y vétsi nebo rovna nule. Vzhledem k zadani hleddme teseni v oboru
Z. 7 obrazku je vidét, ze jsou vysledkem vSechna cela ¢isla, coz je znazornéné

¢ervenou barvou.
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2
y=X -4x+4

y=>0

Obrazek 76: Grafické feseni nerovnice 22 — 4z +4 > 0

3) Reste nerovnice v oboru R:

2 —2x—3
a) |15 e# -l
2 —2xr—3=0
D=2-4-1-(-3)=16

2416 244
T2 ==

— 21 =—1; 22 =3

Kvadraticky trojclen mtizeme tedy rozlozit do souc¢inového tvaru:

—a?—2x—3=(x+1)(z—3)

| (x 4+ 1)(x — 3)
r+1

|z —3| <5 —=xe(-2,8)

| <5

K =(-2,8) —{-1}

Na obrazku 77 je znazornéné grafické reseni dané nerovnice. Zelenou barvou je
2?2 — 22— 3
r+1
modrou barvou je znadzornéna funkce yo = 5 predstavujici pravou stranu nerovnice.

vyobrazena funkce y; =| |, kterd predstavuje levou stranu nerovnice,

Vzhledem k zadani hleddame situaci, kdy je funkce y; mensi nebo rovna funkci

2. Reseni této nerovnice je zndzornéné cervenou barvou.
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x?— 2 —3

Obrazek 77: Grafické feseni nerovnice | 1 <
x

b) —z? —2|z|+8<0

Proz >0 — |z| =
—22—2x+8<0
D=22—4-(~1)-8=36

2436 2+6
=2 =2

T12 — 1 = —4, To = 2

Kvadraticky trojélen miizeme tedy rozlozit do soucinového tvaru:

—2? —2x+8=(—z—4)(x—2) <0
— [1 = (-OO, —4), [2 = <—4, 2), 13 = <2, OO)

]1 - <_OO7 _4) ]2 - <_47 2) I3 = <27 OO)
—x—4 &) S) ©
T — 2 ) S ©®
—x?2—2rx+8 o @ o
— 1z € [(—00, —4) U (2,00)] N (0,00) = K; = (2,00)

Proz <0 — |z| = —a:
—224+2x+8<0
D=22—4.(-1)-8=36
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—2+36  —2+6

5 5 —)1'3:—2; 513'4:4

L34 =
Kvadraticky trojc¢len mtizeme tedy rozlozit do soucinového tvaru:
—2?+22+8=(z+2)(—x+4)

— I = (—00,-2), I,=(=2,4), I3=(4,00)

I = (—00,~2) | I = (=2,4) | I = (4, 0)

T+ 2 S, D @D
—xr+4 D D S,
22420 +8 o @ o

— x € [(—o00,—2) U (4,00)] N (—00,0) = Ky = (—00, —2)

K = K1 UK2 = (—OO,—2> U <2, OO)

Na obrazku 78 je znédzornéné grafické feseni dané nerovnice. Zelenou barvou je
zobrazeny graf funkce y = —z% —2|z|+8. Podle zadan{ hleddme takovou situaci,
kdy je funkce y mensi nebo rovna nule. Reseni této nerovnice je na obrazku

znazornéné c¢ervenou barvou.

2
y=-x -2|x|+8

y<0

Obrazek 78: Grafické feSeni nerovnice —z? — 2]z +8 <0
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c)

jz]? — | — 2
] -2

Nyni budeme uvazovat dvé situace: x > 0; x <0

> 7 |z| # 2,2 # £2

Proz >0 — |z| =a:
?—x—-2=0
D=1-4-1-(=2)=9
1+£v9 1+3
€T = =
b 2 2
Nyni miizeme rozlozit kvadraticky trojclen v ¢itateli do souc¢inového tvaru:

??—r—-2=(x—2)(z+1)

—x =2, x9=—1

(x —2)(x+1) o
xr—2
r+1>7

r>6—>x>6A2>0— K| =(6,00)

Prox <0 — |z| = —a:
2

-2
rArTo2 g
—x — 2
?4+x—-2=0

D=1-4-1-(-2)=9
~1+v9 -1+£3
2 2

Nyni mtizeme rozlozit kvadraticky trojclen v ¢itateli do souc¢inového tvaru:

T34 = —>I3:1, Ty = —2

?+r—-2=(x-1)(x+2)
(x —1)(z+2)

— > 7
(x —1)(z+2) o

—(z+2)
—xz+1>7

r<—-6—->1r<—-6Ax<0— Ky=(—00,—0)
K:K1UKQZ(—OO,—6)U(6,OO>

Na obrazku 79 je zndzornéné grafické feseni dané nerovnice. Zelenou barvou

| , af2 = Jo] — 2 . -

je zobrazend funkce y; = H—2 reprezentujici levou stranu nerovnice
x —_—

a modrou barvou je znazornéna funkce y, = 7 predstavujici pravou stranu
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nerovnice. Podle zadani hledame takovy pripad, kdy je funkce y; vétsi nez funkce

y2. ResSeni této nerovnice je zndzornéné cervenou barvou.

2
x]_-1x]-2

Y97 -2

Y,=7

Y42Y,

-8

B e T e

-4 -2 0 2

Obrézek 79: Grafické feseni nerovnice
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