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Anotace

Tato bakalarska préace se zabyva problematikou feseni linearnich aproximacnich tloh
ve smyslu tzv. uplnych nejmensich ¢tvercu (TLS, z anglického total least squares).

V tvodu se sezndmime s velmi dulezitym nastrojem, kterym je singularni roz-
klad (SVD, z anglického singular value decomposition). Déle v praci popiseme mozné
pristupy k feseni linedrnich aproximacnich tloh. Nejprve struéné zopakujeme bézné
znamy piristup preformulovéani tlohy na tzv. (klasicky) problém nejmensich étverct,
neboli linearni regresi. V kontrastu k tomu zavedeme tplny problém nejmensich
¢tvercu, neboli tzv. ortogonalni regresi. Dokazeme, ze ne vzdy ma linedrni apro-
xima¢ni uloha feSeni ve smyslu TLS. Tento dukaz provedeme pomoci ortogondalni
transformace puvodni tlohy, tj. zmény baze souradného systému, ve kterém je uloha
zformulovand, na blokové diagondlni tvar. Tato transformace povede piimo k definici
tzv. core problému. Zminime, Zze core problém lze zapsat ve dvou typickych tvarech,
pomoci SVD tvaru a pomoci bidiagonalniho tvaru.

V zavérecné casti popiseme software vytvoreny v prostiredi MATLAB, ktery dokaze
generovat pseudondhodné linedrni aproximacni tlohy predepsanych rozmeéru obsa-
hujici core problém ptedepsanych vlastnosti. Smyslem tohoto softwaru je vytvotreni
databaze tloh pro statistické testy. To vSak jiz neni soucasti této prace.

Kli¢ova slova:

singularni rozklad (SVD); (klasicky) problém nejmensich ¢tvercu (LS); uplny prob-
lém nejmensich ctvercu (TLS); ortogonélni regrese; ortogondalni transformace; core
problém; SVD tvar core problému; bidiagonalni tvar core problému



Abstract

This bachelor thesis deals with solving linear approximation problems in the sense
of the so-called total least squares (TLS).

In the beginning we introduce one of the most important tools, the singular value
decomposition (SVD). Then we briefly describe possible approaches to solving such
problem. First approach is the commonly known (ordinary) least squares formulation
(or problem) also know as linear regression. We are particularly interested in the
second approach, the total least squares formulation (or problem) also know as
orthogonal regression. We show that the linear approximation problem may not have
a solution in the sense TLS. This can be show using orthogonal transformations of
the original problem, i.e., by changing coordinate systems in which the problem
is formulated, so that the transformed problem has a block diagonal form. This
transformation leads directly to the definition of the so-called core problem. We
mention that the core problem can be written in two typical forms, in the SVD form
and in the bidiagonal form.

In the final section, we describe a software tool that we developed in MATLAB,
which can generate pseudo-random linear approximation problems with given di-
mensions and containing a core problem with prescribed properties. The aim of
this tool is to assemble a database of such problems, which will be used for futher
statistcal testing. This, however, is not part of this thesis.

Key words:

singular value decomposition (SVD); (ordinary) least squares problem (LS); total
least squares problem (TLS); orthogonal regression; orthogonal transformation; core
problem; SVD form of a core problem; bidiagonal form of a core problem
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Znaceni a zakladni pojmy

Matice a vektory

A c Rnxm (Cnxm)

A
AH = AT
rank(A)

QT — Q—l c Rnxn
QH — Q—l c (Cn><n

x € R (C")

N(A
R(A)
dim(V)
VJ_

V1w

~—

Vow

Span(q17 cee 7Qm)
min M, M CR
M|

realnd (komplexni) matice m-krat-n s prvky a; ;
transponovand matice k matici A

komplexné sdruzena matice k matici A
hermitovsky sdruzend matice k matici A
hodnost matice definovana jako pocet linearné
nezavislych radku, respektive sloupcu matice A

ortogonalni matice
unitarni matice

realny (komplexni) vektor s délkou n a prvky z;
eukleidovska norma vektoru, [|z]| = (3, |z;]%)1/2
standardn{ skaldrni soucin, (x,y) = yx = Zj T,
vektory x a y jsou ortogondlni, tj. (x,y) =0
spektralni norma matice, ||A|, = maxq=1 [|Az||
Frobeniova norma matice, [[Alz = (32, >_; |ai;|%)
mnozina vSech singularnich ¢isel matice A véetné
nasobnosti

1/2

jadro matice A

obor hodnot matice A

dimenze linearniho vektorového prostoru V
ortogonalni doplnék podprostoru V
podprostory V a W jsou ortogonalni,

tj. (z,y) =0, Vz e VaVyeW

je direktni soucet podprostoru V a W
prostor generovany vektory qi, ..., ¢n
minimum z mnoziny M

pocet prvku konecné mnoziny M
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Terminologie aproximacich uloh

Ar ~ b aproximacni tloha s matici A € R™™ a vektorem
pravé strany b € R, b ¢ R(A)

Az ~ by core problém v tloze Az ~ b, A;; € R™™ b, € R

A systémova matice (matice modelu)

b pravd strana (vektor pozorovani)

b, Al rozsitend matice (matice dat)

Pouzité zkratky

SVD singularni rozklad matice, A = UXV#
(singular value decomposition)
TLS uplny problém nejmensich ¢tvercu

(total least squares problem)

12



Uvod

Ustiednim bodem této prace bude aproximacni problém

kde A € R™ je dana matice, reprezentujici napi. néjaky model a prava strana
b € R” je dany vektor pozorovani, ktery muze byt prirozené zatizeny chybami,
napt. chybami méreni. Obecné tedy vektor b nemusi lezet v oboru hodnot R(A)
matice A. Proto budeme déle striktné predpokladat

b & R(A),

v opacném pripadé by byl aproximacni problém de-facto soustavou rovnic Ax = b
a mél by feseni v klasickém slova smyslu. Protoze ale problém Az ~ b, b & R(A)
feseni nemd (neexistuje vektor = takovy, aby nastala rovnost), musime piistoupit
k néjakému nahradnimu postupu. Typicky hledame vektor x takovy, abychom mini-
malizovali néjaky predepsany funkciondl. Casto se v takovém pifpadé pouziva néjaké
varianta metody nejmensich ¢tvercu. V této praci se budeme zabyvat tzv. uplnym
problémem nejmensich c¢tverci (TLS, z anglického total least squares), ktery hledd
nejmensi matici £ a vektor r, tj.

min ||[r, E]||, tak, ze (b+71)e R(A+E),

kde || - || znaéi tzv. Frobeniovu normu matice, tj. odmocninu ze souctu kvadratu
(absolutnich hodnot) vSech prvku matice. Pokud takovd minimdalni £ a r existuji,
pak libovolny vektor = splaujici (A + E)z = (b + r) nazyvame TLS reSeni puvodni
ulohy Az =~ b. Tato tloha (na rozdil od klasického problému nejmensich ¢tvercu,
kde hleddme pouze minimdlni opravu r pravé strany b) obecné nemé feseni pro
dané A a b, jak jiz v roce 1980 ukazali G. H. Golub a C. F. Van Loan v ¢ldnku [8].
Radu praktickych aplikaci dplného problému nejmensich étverci nalezneme napf.
v knihach [19], [20].

Dalsi vyznamny posun v analyze TLS problému byl publikovan v roce 1991
v knize [18] J. Vandewalle a S. Van Huffel (vychézejici z dizertacni prace S. Van
Huffel [15]). Zde se mimo jiné zavadi klasifikace problému Az ~ b na tzv. gene-
rické (generic) a negenerické (nongeneric) problémy, pricemz prvni z nich vZdy maji
TLS reSent (ne nutné jednozna¢né), zatimco negenerické problémy TLS feseni ne-
maji. Termin ,genericky /negenericky problém® oviem nenf nejstastnéji zvolen. Po-
jem ,generic” lze z anglictiny prelozit jako ,,bézny* a jeho antonymum ,nongeneric*
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pak napi. jako ,vzacny“. Tato terminologie byla pravdépodobné motivovana tim,
ze se béznych vypocetnich tlohach skutecné vyskytovaly zpravidla jen generické
problémy.

Nejjednodussi piipad TLS problému, ktery je v literature také nejcastéji zmino-
vén, navic pracuje s matici A plné sloupcové hodnosti, tj. rank(A) = m. Spojeni
téchto dvou jevu nas muze snadno svést k nasledujici myslence: ,M&-li matice A
linearné nezavislé sloupce, pak ma problém Az ~ b TLS feSeni,“ ktera vsak neni
pravdiva. S. Van Huffel v clanku [17] na str. 547 opatrné pise: ,, These conditions
(podminky postacujici pro existenci TLS teseni) are generically satisfied provided A
is of full rank and the set Ax = b is not too conflicting.'* V dalsich pracech muzeme
nalézt i méné opatrné formulace, napt.: ,If we suppose that [b, A] has full column
rank, this condition (podminka postacujici pro existenci TLS feSeni) is generally
satisfied, viz [5, str. 54]; nebo dokonce pfimo nepravdivé, napt.: ,,In our case, when
the matriz A has full rank and n > m, the solution of the TLS problem always
exists,” viz [6, str. 37].

Nepravdivost vyse zminéného tvrzeni, tedy fakt, ze existuji problémy Az ~ b,
b & R(A), rank(A) = m, které nemaji TLS feSeni, lze nejsndze ukdzat pomoci
tzv. core problému zavedeného C. C. Paigem a Z. Strakosem v ¢lanku [12]. Uzitim
core problému lze dokonce takové problémy snadno konstruovat. Cilem této préce je
vytvorit software v prostiedi MATLAB, ktery bude generovat pseudonahodné apro-
ximaéni problémy Az ~ b (tedy matice A a vektory b), predepsanych rozmeéru,
obsahujici core problém predepsanych rozmeéru a majici dalsi predepsané vlastnosti.
Tim budeme schopni generovat velké mnozstvi aproximacnich tiloh s maticemi plné
sloupcové hodnosti a nemajici TLS teseni.

Dalsim krokem, ktery by mél navazovat, ale neni 712 soucdsti této prdce, bude vy-
tvorit nékolik datovych souboru s problémy Ax = b (kazdy soubor charakterizovany
parametry, podle kterych byl vytvoren) dostateéné velkych pro nasledujici statistic-
kou analyzu. Konkrétné by bylo zajimavé naucit se generovat (tj. odladit parametry)
problémy Ax & b, jejichz prvky (tj. prvky jejich matic A a pravych stran b) se budou
chovat jako nezdvislé, identicky distribuované nahodné promeénné, matice A by mély
linedrné nezavislé sloupce, a problémy by ptritom nemély TLS feSeni. Zajimavy by
byl i negativni vysledek, tedy pokud by se takové problémy generovat nepodaftilo.
Naznacovalo by to, ze existenci core problému uvnitt aproximaéniho problému by
mohlo byt mozné detekovat statistickymi metodami.

Struktura této prace je nasledujici. Po stru¢ném uvodu, v kapitole 1 zavedeme
tzv. singularni rozklad matice, jehoz zavedeni motivujeme spektralnim rozkladem.
V zavéru kapitoly ukazeme, jak lze danou matici aproximovat matici nizsi hodnosti.
V kapitole 2 se budeme vénovat tiplnému problému nejmensich ¢tvercu (TLS), ktery
motivujeme jednoduchym fyzikalnim piikladem na elektrickou vodivost a tzv. kla-
sickym problémem nejmensich ¢tvercu. V zavéru kapitoly zformulujeme postacujici
podminku pro existenci feSeni aproximacni tlohy ve smyslu TLS. V kapitole 3 se

IClanek [17] je také k dispozici v preprintu [16], kde je citovand véta na str. 9. V clanku
[17] i v jeho preprintu [16] se misto Ax & b pouzivd znaceni X =~ y obvyklejsi ve statistické
literatufe. Zde je znaceni obménéno z duvodu konzistence textu. Obdobné je znaceni obménéno
v obou nésledujicich vétach citovanych z ¢lanku [5] a [6].

14



budeme vénovat tzv. core problému nastroji, ktery vzdy nalezne feSeni aproximacni
ulohy za predpokladu, ze Teseni existuje. V kapitole se budeme také vénovat ruznym
tvarum core problému a sice tzv. SVD tvaru core problému a tzv. Bidiagonalnimu
tvaru core problému. V kapitole 4 se budeme vénovat popisu naprogramovanych
programii cpSVD a cpBDG, které generuji core problém v SVD respektive v bidia-
gonalnim tvaru a také programu aproxpb, ktery bude generovat aproximacni tlohu
Ax =~ b s core problémem.

15



1 Singularni rozklad

V nésledujici kapitole se budeme vénovat singularnimu rozkladu (SVD). Ve vykladu
SVD budeme vychézet ze skript [2], respektive z knih [21], [4], [9]. SVD je silnym
nastrojem pro vypocet mnoha vlastnosti matic. Pomoci SVD miuzeme spocitat
napiiklad hodnost, spektralni nebo Frobeniovu normu matice, pseudoinverzni ma-
tici, bazi nulového prostoru a oboru hodnot matice a radu dalsich vlastnosti. Za
variabilitu a silu SVD nicméné musime pocitat s vyssimi vypocetnimi naroky.

Odvozeni singularniho rozkladu budeme motivovat spektralnim rozkladem sy-
metrické matice.

1.1 Spektralni rozklad symetrické matice

Spektralni rozklad symetrické semidefinitni matice popisuje nasledujici véta.

Véta 1. Necht S € R™" je symetrickd pozitivné semidefinitni matice s hodnosti
rank(S) = r. Potom ezistuje ortogondlni matice Q) € R" ™ tak, Ze

D =Q"SQ (1.1)

je diagondlni matice s vlastnimi cisly matice S na diagondle. Ta jsou redlnd a
serazend tak, Ze plati

>\12)\22--~Z>\r>)\r+1:~~-:>\n:0-

Diikaz. Schurova véta [2, véta 2.2] Tika, ze pro kazdou matici S existuje unitdrni
matice Q € C™", Q = QT = Q7 takova, ze

S =QRQ",
kde

R=0Q"5Q
je komplexni horni trojihelnikova matice s vlastnimi ¢isly matice S na diagondle
sefazenymi v libovolném poradi. Dukaz bude veden ve tfech krocich. V prvnim

kroku ukazeme, ze vlastni ¢isla matice S jsou realna. Déle ukazeme, ze vlastni cisla
jsou nezaporna. Nakonec ukazeme, ze matici ) lze volit realnou.

16



Krok 1: Je ziejmé, ze
ST = (QRQ™)" = QR"Q".
Protoze je matice S podle pfedpokladu véty symetrickd, tedy S = ST, plati
QRQ" = QR"Q".

Vyndsobenim obou stran rovnice matici Q7 zleva ziskame

ROY — RHQH
dalsim vynasobenim obou stran této rovnice matici () zprava vidime, ze plati

R=R"=R",
tedy je patrné, ze matice R musi byt diagondlni a realna.
Krok 2: Protoze matice S je pozitivné semidefinitni, tedy

zI Sz >0
pro libovolné z € R", pak
4 Sq; = q; () = (¢ 4:)A = X; >0
pro 7 = 1,...,n. Protoze plati
rank(S) = rank(QDQ")

a @ je regularni, potom
rank(S) = rank(D),

protoze matice D je diagondlni, t.j. D = diag(A1, A2, ..., A ), &
rank(D) =r,

pak pravé n — r vlastnich ¢isel matice A musi byt rovno nule. Tedy zbyvajicich r
vlastnich ¢isel je kladnych.

Krok 3: Vztah S = QDQ" lze prepsat ve tvaru

SQ = QD, (1.2)

t.J.
qu = Qj/\ja ] = 17 ey (13)

kde g; je j-ty sloupec matice @) a A; je j-ty diagondlni prvek matice D. Tedy g; je
vlastni vektor matice S odpovidajici vlastnimu ¢islu Aj, t.].

Protoze matice S — I\; je redlnd md homogenni soustava (1.4) také realné fesent.
Tedy vlastni vektor g; a celou matici @) 1ze volit redlné. O
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1.2 Symetricka matice jako linearni zobrazeni

Kazda ¢tvercova matice S € R™ " predstavuje linearni zobrazeni z prostoru R"™ zpét
do prostoru R”. Toto zobrazeni pritadi obecnému vektoru x € R” vektor Sx € R"”,
tedy

Sz — y=>Su.

Pripomenme, ze pro libovolné linearni zobrazeni (a tedy i pro matici) lze zavést po-
jem obor hodnot zobrazeni a jadro zobrazeni. Nejprve zavedeme pojem obor hodnot.

Definice 1 (Obor hodnot matice). Necht A € R™ ™ je obecné obdelnikovd matice.
Mnozina

R(A)={y;y=Ax,x e R"} CR"

se nazyva obor hodnot matice A.
Néasledujici véta upresni jakou strukturu ma obor hodnot matice.

Véta 2. Necht A € R™™ je obecné obdelnikovd matice. Mnozina R(A) z definice 1
je linearni vektorovy prostor.

Diikaz. Dukaz je jednoduchy. Uvazujme dva libovolné vektory z oboru hodnot ma-
tice, napt. yi,y2 € R(A), pak existuji vektory xi,xs, pro které plati y; = Az a
Yo = Axs. Déle zvolme x = axy + x5, potom

Az = A(axy + Bry) = aAxy + fAzy = ayy + Bys = y € R(A).

Nyni zavedeme druhy z pojmu, tedy jadro matice.

Definice 2 (Jddro matice). Necht A € R™*™ je obecné obdelnikovd matice. Mnozina
N(A)={x; Az =0} CR™
se nazyva jadro matice A.

Stejné jako u oboru hodnot, nasledujici véta uptesni strukturu jadra matice.

Véta 3. Necht A € R™™ je obecné obdelnikovd matice. Mnozina N'(A) z definice
2 je linedrni vektorovy prostor.

Diikaz. Pro vektory plati z1, xs € R(A). Déle zvolme = = auxy + S, potom

Az = Alaxy + Pag) = aAzy + fAzy = a0 + 0 = 0.
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Protoze matice S je symetricka pozitivné semidefinitni a podle véty 1 vime, Ze ma
n vlastnich vektoru a navic, ze tyto vektory lze volit navzdjem ortogondlni. Tedy
vlastni vektory ¢;, 7 = 1, ..., n, matice S tvoii ortonormalni bazi R". Tedy ze vztahu
(1.1) respektive (1.2) a (1.3) plyne

Staq — A1 q1,
S — A2 Ga,
(1.5)
S:iq¢  — Mg,
S AGi1, -} — 0.

Libovolny vektor z € R™ muzeme zapsat jako linearni kombinaci bazovych vektoru

¢;, 3 = 1,...,n nasledujicim zptusobem

T = Zajqj. (1.6)
j=1

Cisla a; jsou soufadnice vektoru x ve sméru g;. Pak
n
Sz — Zocj()\jqj).
j=1

Z toho plyne

R(S) = span(q1,qa, - .-, qr) = R(ST),
N(‘S) = Span(QrJrla s 7Qn) = N(ST)

Protoze plati QTQ = I vidime, 7e pro Vy € R(S) a pro Vo € N(S) plati, Ze jejich
skalarni sou¢in bude roven nule, t.j.

(1.7)

(x,y) =0.

Ze skalarniho soucinu plyne, ze obor hodnot matice a jadro matice jsou na sebe
kolmé, tedy
R(S) L N(S). (1.8)

Vektor (1.6) lze také zapsat ve tvaru
T =IR+ TN,

kde g a xy jsou definovany nasledovné

TR = Zanj € R(S)>

Jj=1

TN = Z a;jq; € N(S).

Jj=r+1
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Pak pro zp a xx plyne z (1.8), ze
TR 1 IN-

Tuto vlastnost zapisujeme

N(S) @& R(S) = R, (1.9)

kde operace @ se nazyva direktni soucet podprostoru. V dalsi kapitole se pokusime
ziskat popis analogicky k (1.5) a (1.7) pro obecnou obdelnikovou matici.

1.3 Obecna matice jako linearni zobrazeni

Protoze dale budeme pracovat s obecnou obdelnikovou matici je treba vyjasnit
nasledujici. Ze zakladniho piehledu prednasek z linearni algebry vime, Ze pocet
linearné nezavislych radku se rovna poctu linearné nezavislych sloupcu. Tedy pro
obecnou obdelnikovou matici A € R™*™ plati

rank(A) = rank(A”),
pricemz hodnost matice A je definovana jako dimenze prostoru R(A), tedy
rank(A) = dim(R(A)).
Ziejme tedy plati
dim(R(A)) = rank(A) = rank(A") = dim(R(A”)). (1.10)
Plati nasledujici véta zobecnujici vztahy (1.8) a (1.9).

Veéta 4. Uvazujme obecnou obdelnikovou matici A € R™™. Pro kterou plati
N(A) s R(AT) =R™, R(AT) L N(A), (1.11)
NAT) e R(A) =R", R(A) L N(AT). (1.12)

Diikaz. Dukaz prevezmeme z [2, véta 1.25]. Plati
R(AT) @ R(AT)* = R™,

Pro dokézan{ prvni ¢asti staci ukdzat, ze R(AT)t L N(A). Zavedeme libovolny
vektor z z R(AT)L pro ktery plati ndsledujicf ekvivalence
€ R(AT): <= pro kazdé y € R(AT) plati (y,x) =0
pro kazdé z € R" plati <ATz, x> =0
pro kazdé z € R" plati (z, Az) =0
Az =0
r e N(A).

[

Druhé éast tvrzeni vyplyvéa z vyuziti prvniho tvrzeni na matici AT. O]
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Pro matici A a symetrickou pozitivné semidefinitni matice AT A, AAT navic plati
nasledujici véta.

Véta 5. Pro obecnou obdelnikovou matici A € R™™ ™ plati

N(ATA) = N(4), R(ATA)=R(AT),

N(AAT) = N(AT), R(AAT) =R(A).
Diikaz. Dukaz opét prevezmeme z [2, lemma 5.1]. Nejprve dokazeme prvni rovnost.
Necht z € N(A), potom plati Ax = 0 a také AT Az = 0. Z toho plyne, ze = €

N(ATA). Pak tedy
N(A) Cc N(ATA).

Nynf necht x € N (AT A), potom plati AAT Az = 0 a také
0=2a"A"Azx = (A" Az,z) = (Az, Az) = | Az||® .
Tedy i Az =0 a potom = € N(A). Pak tedy
N(ATA) c N(A).

Tim je dokazana rovnost N (AT A) = N'(A). Rovnost pro obory hodnot, tj. R(ATA) =
R(AT), dostaneme pifmo z rovnosti piedchozi a ze vztahu (1.11).

Pro diikaz druhé sady rovnosti staéi uvazovat transponovanou matici B = AT, a
do prvni sady rovnosti dosadit za A i AT. Tim ihned dostaneme vztahy N (BBT) =
N (BT) a R(BBT) = R(B). O
Podle rovnosti (1.10) a podle véty 5 dostavame

dim(R(AAT)) = dim(R(A)) = r = dim(R(A")) = dim(R(AT A)), (1.13)

kde r je hodnost matice A.

1.4 Singularni rozklad

Nasledujici véta o singularnim rozkladu (SVD, z anglického singular value decom-
position) bude pro dalsi vyklad klicova.

Véta 6 (O singuldrnim rozkladu). Necht A € R™™ je obecnd obdelnikovd matice
hodnosti r. Potom existugi ortogondlni matice U € R™" V & R™™ a matice
Y € R™™ magici nenulové prvky pouze na diagondle tak, Ze plati

A=UxVT. (1.14)

Sloupce matic U a 'V,
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nazyvame levé respektive pravé singuldarni vektory. Matici ¥ lze zapsat ve tvaru

3. 0
==V 0
01
Y = ;
oy
pricemz plati
op>09>...>0,>0. (1.15)
Nenulovd ¢isla 0;, 7 =1,...,r nazgvdme singuldrni ¢isla.

Diikaz. Protoze ATA € R™™ je symetrickd pozitivné semidefinitni podle véty 1
existuje ortogonalni matice V' a diagonalni matice D tak, ze plati

D = diag(\, ... \y) = V(AT AV
Protoze rank(AT A) = rank(A) = r podle (1.13) a vime, Ze
M>X> . >N > g =...=)\,=0.
Tedy plati
ATAUj =v;\; pro j=1,...,r

a navic

N(ATA) = N(A) = span(v,41, - - -, V),
viz (1.5), (1.7). Ztejme pro j = 1,...,r plati
A(ATA)U]' = A’Uj)\j,
(AAT)(Avy) = (Avj)A;,
AATU)j = U}j)\j,
kde
U)j = AUj
amatice AAT € R™" je symetrickd pozitivné semidefinitni s hodnost{ r. Pro skaldrn{
soucin vektoru w; a wy, plati

(wj, wi) = wiw; = vf (AT Avy) = v \ju; = N (v, 08

tedy

_J 0 gFk
<wj7wk>—{)‘j7 J=k

Normalizaci vektoru w; ziskdme
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Protoze

dim(R(AAT)) =r

(viz (1.13)), pak
R(AAT) = span(vy, ..., v,)

z véty 4 vyplyva
dim(N(AAT)) =n — 1,

a dale

R(AAT) L N(AAT).
Pro libovolnou ortonormdlni bazi {u,.1, ..., u,} prostoru N'(AAT) tedy plati, ze
U=[u1,. . U, Upy1 ..., Uy
je ortogondlni matice, t.j. UUT = UTU = I,,. Tedy
D =U"(AAT)U.
Pro j =1,...,r tedy plati

AATUJ‘ = Uj)\j,
AT(AAT)UJ' ATUj)\j7
(ATA) (A ;) (ATuj)A;,

ATAw; = W),

kde
ﬁ)/j = ATUJ' .

Pro skalarni soucin vektoru w; a wy, plati

L 0, i#k
@ = T%
Normalizaci vektoru w; ziskdme

~ w; 1

ol N

Nyni zbyva ukazat, Ze v; = v;, zfejme

1 1 1 1
U= —— ATy, = —ATw, = —ATAv, = —\v; = v;.
Uj \/)\—] Uy ¥ wj Y Uj X Vi = Uj
Oznacime-li
Uj:\/)\j jzl,...,r
pak je dukaz hotov. O

Ukazali jsme tedy, ze pro libovolnou matici A existuje singularni rozklad ve tvaru
(1.14). V nésledujici sekci ukazeme dalsi mozné tvary singuldrniho rozkladu a jejich
vyuziti k aproximaci matice matici nizsi hodnosti.
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1.5 Aproximace matice matici nizsi hodnosti

V nékterych praktickych ulohach je lepsi pouzit tzv. ekonomicky tvar singularniho
rozkladu, ktery spociva v odstranéni nékterych bloku, které pti ndsobeni matic U
a VT s matici ¥ nemaji vliv na vysledny soucin, viz nasledujici schéma (ptevzato
z [2, str. 127)):

A U by vT u . vr
| 300 | VI
et U?“ i | B =
| 00
Plati tedy
A=UxvT =02V (1.16)

7, ekonomického tvaru je vidét, ze matici A muzeme zapsat pomoci souctu vnéjsich
soucinu
k
A= E ojU V;
=1

t.j. takzvany dyadicky rozvoj. Nasledujici dulezita véta popisuje aproximaci matice
matici nizsi hodnosti.

Véta 7 (Schmidt, Eckart, Young, Mirsky). Necht A € R™™ je matice s hodnosti
r. Pro libovolné prirozené cislo k, pro které plati k < r, matice

k
AW = Zajujv;fp
j=1

je nejlepsi aproximaci matice A v ndsledujicim smyslu:

min A= X, = [|A— AY], = 0y

XeRmXm rank(X)<

min 1A = Xl = A = AD|p =
XeRmxm rank(X)<k

Diikaz pro jednotlivé normy lze nalézt v puvodnich ¢lancich [3] a [11]. Dukaz pro
libovolnou ortogonélné invariantni maticovou normu lze nalézt v knize [13, str. 208—
209]. Dukaz pro spektralni normu je také ve skriptech [2, str. 133, véta 5.12]. Pozna-
menejme, ze nejlepsi aproximace z predchozi véty neni dana jednoznacné napiiklad
kdyZ O = Ok+1-
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2 Uplny problém nejmensich &tverci

V této kapitole se jiz budeme zabyvat fesenim aproximacni tlohy
Az = b s podminkou b¢ R(A) (2.1)

a to pomoci tplného problému nejmensich étvercu (TLS, z anglického total least
squares). K zavedeni TLS budeme vychazet ze skript [2].

2.1 Motivace

Na tivod uvedme jednoduchy pifklad na elektrickou vodivost, kterd je definovand
jako podil elektrického proudu a napéti. Z namérenych hodnot uréime jednotlivé vo-
divosti viz graf na obrazku 2.1. Ndsledné metodou nejmensich ¢tverct aproximujeme
nameérena data primkou.

Nejprve zacneme s definici klasického problému nejmensich ctverca.

Definice 3 (Klasicky problém nejmensich ¢tverci). Necht existuji A € R™ ™ a
b € R™. Klasickym problémem nejmensich ¢tverci nazveme 1ilohu nalezeni nejmensi
opravy pravé strany tak, aby opravend tiloha byla kompatibilni t.j.

min ||, tak, e (b+ 1) € R(A).

Pak existuje vektor x € R™, ktery resi opravenou ulohu. Problém lze tedy také
formulovat nasledujicim zpusobem

min |||, tak,ze Az =b+r, x€R™.

Néekdy se také muzeme setkat, ze problém nejmensich ¢tverct je oznacovan jako
linedrni regrese.

Metoda nejmensich ¢tvercu (klasicky problém je jeji variantou v linedrnim piipadé;
obecné A(x) nemusi byt linedrni zobrazeni) je pfipisovan C. F. Gauflovi (1777-1855),
jeho zéklady lze nalézt v préci [7]. Ze soucasnych ucebnic zabyvajicich se reSenim
problému nejmensich ¢tvercu odkazujeme na [10] a [1]. Z definice a také z prikladu na
obrazku 2.1 na vypocet vodivosti je patrné, ze v modelu je opravovana pouze jedna
sada namétenych dat. V prikladu na obrazku 2.1 jsou to data na ose U (napéti). Data
na ose I (proudy) jsou povazovéna za presnd. Nicméné v praxi mohou byt obsazeny
chyby v obou sadach namérenych dat. Tomu se budeme vénovat v néasledujici sekci.
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Obrézek 2.1: Body predstavuji naméfené hodnoty proudu I (svisld osa)
prochézejiciho rezistorem pii deseti ruznych méficich napétich U (vodorovna osa).
Ukolem je uréit vodivost G, resp. rezistivitu R soucastky (R = G™'). Z Ohmova
zakona plati UG = L. Uloha mé4 tedy tvar Ax =~ b, A € R"™"™ x € R™ be R" kde
n =10, m = 1. Matice A obsahuje namérené napéti, vektor pozorovani b namérené
proudy, a nezndma z je vodivost. Body jsou prolozeny linearni funkei. Spojnice
mezi body a funkei ukazuji odchylky méfeni, které se minimalizuji (resp. soucet
jejich kvadratu) pii linedrni regresi.

2.2 Zavedeni a odvozeni feseni pomoci SVD

Nyni se budeme zabyvat tlohou kde obé slozky namérenych dat obsahuji chybu,
tedy budeme opravovat oboje U i I, viz obrazek 2.2.
K teseni této tlohy potiebujeme nasledujici definici.

Definice 4 (ijlny problém nejmensich ¢tvercit). Necht existuji A € R™™ a b € R™.

Uplmjm problémem nejmensich ¢tverci nazveme tlohu nalezeni nejmensi opravy
matice A a vektoru pravé strany tak, aby opravend tloha byla kompatibilni, t.j.

min ||[r, E]l|, tak, ze (b+71) € R(A+ E).

Pak existuje vektor x € R™, ktery resi opravenou ulohu. Problém lze tedy také
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Obréazek 2.2: Stejna data jako na obrazku 2.1 jsou nyni prolozena linearni funkci
tak, Ze se minimalizuje vzdélenost bodu mérena kolmo k této funkei (resp. soucet
kvadratu téchto vzdalenosti). Tento pristup se nazyva ortogondlni regrese.

formulovat nasledujicim zpusobem
min ||[r, E]||, tak,ze (A+E)z=0b+r, zeR™ (2.2)

V praxi se také muzeme setkat s oznacenim ortogondlni regrese.

Zakladni ucebnice tykajici se iplného problému nejmensich ctvercu je [18]. Pokud
se vratime k aproximacni tloze Az ~ b (2.1), kde matice A je model, b je vektor
pozorovani a x je vektor hledanych dat. Pak budeme opravovat matici modelu a

vektor pozorovani. Pro jednoduchost predpokladejme, ze matice A € R™*™ n > m,
ma plnou sloupcovou hodnost, tedy

rank(A) = m.

Déle pro vektor b € R™ plati z aproximaéni tlohy podminka b ¢ R(A), pak hodnost
matice A rozsitené o sloupec vektoru b vzroste o jedna, tedy

rank([b, A]) =m + 1.
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Pomoci SVD lze matici [b, A] zapsat v dyadickém tvaru

m+1
b, A] = SoWT = Z 0;s0! (2.3)
pro ktery plati
012022'-~26m2‘9m+1>0' (24)

Nyni budeme hledat nejmensi opravu [r, E|, tak aby platilo
rank([b, A] — [r, E]) <m+ 1.
Podle véty 7 bude oprava tvaru

[T‘, E] = _Qm—&-lsm—l—lwz,;_kl-

Pak opravend matice [b, A] bude tvaru
m
T T
b, A] =" 6;s;w]
j=1
V dalsi sekci se budeme zabyvat, zda opravena soustava Az = m4 fegent.

2.3 Existence a jednoznacnost Feseni

V této sekci se budeme zabyvat zda opravena soustava Az = b m4 fesenf a zda je
toto feseni jednozna¢né, tedy zda ma puvodni uloha Az & b feseni ve smyslu TLS.
Vratme se tedy k tloze Az ~ b. Jednoduchymi tpravami lze tlohu zapsat ve tvaru

[b,A]{;l}zo.

Obdobné pro opravenou soustavu dostaneme
-1
(b+7),(A+ E)] { . } =0

respektive

b, 4] { ! ] = 0. (2.5)

X

A~ A~

Zapisme matici [b, A] v jejim dyadickém tvaru

mi
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Nyni obé strany vynasobime vektorem w,,; a ziskdme
b, Alwy,q = g 0; s]w Wil = g 0;5; (Wmt1, wj) -

Protoze sloupce matice W, tedy vektory wj;, jsou navzajem ortonormdlni, plati

A~ A~

[b, A]wm+1 =0.
Uvazujme vektor w,,+1 ve tvaru
n
V2
Wm+y1 =
Vm41

Pokud v; # 0 potom muzeme zavést pomocny vektor wy, ., |, ktery bude tvaru

—1
, —1 —1p /1
W1 = — Wmy1 = .
V1
—Vm+1/7/1

Z porovnani s (2.5) vyplyva, ze pokud vy # 0, pak puvodni tiloha Az ~ b m4 feseni
ve smyslu TLS ve tvaru

Vo —12 / 151

Vm+1 —l/m+1/V1

Pokud v, = 0 pak vyse uvedeny postup zrejmé nelze pouzit.

Obecneé se muze stat, ze iloha ma vice nez jedno (resp. nekoneéné mnoho) feseni.
Staci si uvédomit, ze muze nastat situace 6, = 6,,,41 ve (2.4) (viz poznamka na konci
kapitoly 1, str. 24) a tedy lze pro konstrukei feseni pouzit jiny pravy singularni
vektor. Muze se ale také stat, ze feSeni vubec nemd. Nasledujici véta formuluje
postacujici podminku pro existenci a jednoznacnost feseni TLS.

Véta 8 (Golub, Van Loan). Uvazujme matici A € R"™™  pro kterou plati n > m a
rank(A) = m, t.j. A md linedrné nezdvislé sloupce. Ddle necht plati, e b ¢ R(A).
Uvazuyme singularni rozklady

A=UxVT 2z (1.14)-(1.15)

b, A] = SOWT 2 (2.3)-(2.4).

Jestlize
Om > 9m+1, (26)

pak pro matici [b, A] plati, Ze v1 # 0 a TLS problém ma jednoznacné resent.
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Diukaz viz [8] piipadné [18]. Zde lze také nalézt diskusi tykajici se piipadu s vice
nez jednim tesenim, pak hledame teseni minimalni v normeé. Je vhodné zduraznit,
ze vyse uvedena véta formuluje pouze postacujici podminku nikoli nutnou.
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3 Core problém

V predchozi kapitole jsme se zabyvali fesenim ulohy Ax ~ b, respektive feSenim
opravené tlohy soustavy (A+ E)x = b+r. Vyslovili jsme také postacujici podminku
pro existenci a vlastné také jednoznacnost feseni tlohy pomoci TLS. Zjistili jsme
také, ze ne vzdy existuje feseni opravené ulohy pomoci TLS. Nyni se budeme zabyvat
metodou, ktera pro danou 1lohu i jeji opravu vzdy nalezne feseni, tedy pokud tloha
ma feSeni.

3.1 Ortogonalni transformace tlohy
Uvazujme opét ulohu (2.1)

Ax =~ b, kde AeR™™  xeR™ beR"™ (3.1)
Déle zaved me ortogonalni matice P a @ odpovidajicich velikosti. Nynf rovnici (3.1)
vynasobime zprava PT a, s vyuzitim toho, ze Q je ortogonalni matice, t.j. QQT = I,

dostaneme

(PTAQ)(Q"z) ~ PTb. (3.2)

Zkrécené také muzeme zapsat
Ai~b, kde A=PTAQ, 7=QTz, b= P

Pouzijme stejnou ortogonélni transformaci na opravenou tlohu (2.2), kde matice A
a vektor b jsou opravené matici E respektive vektorem r. Dostaneme

(PT(A+ E)Q)(Q"x) = (PT(b+7)). (3.3)
Protoze Frobeniova norma je ortogonédlné invariantni [2], plati
min ||[P"r, PTEQ]HF = min || P"[r, EQ]HF = min ||[r, E]| - .

Rovnici (3.3) muzeme také zapsat ve tvaru

(A+E)Z=b+T,
kde F = PTEQ a7 = PTr. Tedy hledany vektor z bude roven

r = Q. (3.4)



Predpokladejme, ze matice P a @) transformuji rozsitenou matici [b, A] do tvaru

T o T ]_ O o b1 All O
b, A] = P*[b, A { 0 Q} = { 0 0 Ay |- (3.5)
Ulohu (3.2) pak muzeme prepsat ve tvaru
—1
bl All 0 -
{ 0 0 Ay } T ~0
o)

neboli, po pronasobeni
|: —b1 +A11$1 :| ~ 0

A22$2

Puvodni 1loha se tim rozpadd na dva nezavislé podproblémy
Allxl ~ bl a A22$2 ~ 0.

Vidime, ze druhy podproblém ma teseni v klasickém slova smyslu (jinymi slovy, je
to soustava rovnic, nikoliv aproximacni tloha v pravém slova smyslu). Protoze zpra-
vidla hleddme fesen{ minimalni v normé (nemdme-li néjakou dodatecnou informaci
k tloze a dobry duvod volit feseni jiné nez minimélni), je nasnadé, ze jako Feseni
druhého podproblému zvolime x5 = 0. Druhy podproblém tedy nema vliv na feSeni
puvodni ulohy. Zbyva vytesit prvni podproblém. Pokud z; bude fesenim prvniho
podproblému, pak z (3.4) vidime, ze

bude fesenim puvodni lohy.

3.2 Dovétek k vété 8

Oznacme
Y(M) a minX(M)
mnozinu vSech singularnich ¢isel matice M véetné nasobnosti, resp. nejmensi sin-
gularni ¢islo matice M, t.j.
|2(M)| = rank(M).
Ze vztahu (3.5) zfejme plati

N(A) = % (l A AO22 D — S(A1) U S(Ag), (3.6)

proto, ze P a () jsou ortogonalni matice a ze mnozina singularnich ¢isel blokove
diagonélni matice je sjednocenim mnozin singularnich ¢isel jejich diagonalnich bloku.
Také ale plati

by

s ap=> (] o4 )

0 A D = 3([b1, A1) U S(Az). (3.7)
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V predpokladech véty 8 je, ze A ma mit linearné nezavislé sloupce. To je splnéno
tehdy a jen tehdy kdyz obé matice A;; a Ay maji linearné nezavislé sloupce. Dale
b ¢ R(A) tehdy a jen tehdy kdyz by ¢ R(Ay1). Ze vztahu (3.6) a (3.7) plyne
nasledujici dulezity dusledek.

s N

Necht A;; a Asp maji plny sloupcovy rank a by &€ R(A;). Pokud
min 3(Ag) < min{ min 3(A;;), min X([b1, A1)},
pak min 3(Ag) = min £(A) = min X([b, A]). Vidime, ze ackoliv jsou splnény

predpoklady véty 8, nerovnost (2.6) nenastane. Nejmensi singuldrni ¢isla
matic A a [b, A] jsou identicka.

Porovnejme pravée zformulovany dusledek s tvrzenimi uvedenymi v tivodu textu, viz
[17], [5], resp. [6]. Poznamenejme jesté, ze diky tzv. proklddani singuldrnich ¢isel
plati min (A1) > min X([by, A11)), viz [14]. V piipadé core problému dokonce plati
min X()A;; > min X([by, A11]), viz [12], viz také véta 9 v nasledujici sekei.

3.3 Zavedeni core problému

V predchozi sekei jsme ukézali jak 1ze tlohy (3.1) rozlozit na dva podproblémy
AHIl ~ b1 a AQQIL’Q ~ 0.

V élanku [12] bylo ukdzano, ze ortogonalni transformace ve tvaru (3.2), vedouci na
bloky tvaru (3.5) vzdy existuje (muze se ovSem stat, ze matice Ayy ma nulovy pocet
fadku nebo sloupcti). Navic vzdy existuje takova, ze matice A;; mé minimalni a Ay
maximalni dimenzi. Vzhledem k dulezitosti tohoto pojmu zavedeme jeho formalni
definici.

Definice 5 (Core problém). Rekneme, Ze Ay121 & by je core problém v aproximaéni
tloze (3.1) za predpokladu, ze [by, Aj1] md minimélni dimenzi (a matice Agy ma-
ximalni dimenzi).

Nyni uved'me vétu zabyvajici se vlastnostmi core problému.

Véta 9. Necht Av ~b, b ¢ R(A) a Ajyxy = by, kde Ajy € R™™ 2, € R™, by € R?
a by ¢ R(Ay1) je core problém pak

e Matice Ay ma plnou sloupcovou hodnost, tedy
rank(A;;) = m.

Protoze by ¢ R(A11), pak T > .
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e Roziirend matice [by, A1) € R™ ™) md plnou rddkovou hodnost, tedy
rank([by, A11]) = 7,
a tedyn=m+ 1.
e Obé matice Ay a [by, A1) maji jednoduchd singuldrni ¢isla
oy >0y > ... >0 >0,
0 >0,>...>0_.,>0,
pro kterd plati

/

07 >0y >05>0,>...>0, >0,

Z pravé uvedené véty ziskavame dulezitou vlastnost core problému nezdvisle na
puvodni uloze Ax ~ b tedy, Ze core problém vzdy spliiuje predpoklady véty 8.

Podle véty 8 ma core problém Aq1x; =~ b; TeSeni a toto reseni je praveé jedno
nezavisle na puvodni tloze Ax = b.

Je dulezité upozornit, ze matice A;; a vektor b; nejsou dany jednoznacné. Ziejmeé
pro libovolné ortogondlni matice P, a ), plati, ze

(P ALQ)(Qf 1) = P by

je opét core problém.

3.4 Tvary core problému

Core problém lze vyjadrit ve dvou zakladnich tvarech tzv. SVD tvar a bidiagondlni
tvar.

3.4.1 Core problém v SVD tvaru

V predminulé sekci o ortogondlni transformaci jsme pomoci ortogonalnich matic P a
@ transformovali puvodni tlohu (2.1) do tvaru (3.2). Transformaci se iloha rozpadla
na dva podproblémy a sice na podproblém A;;x; &~ b; minimélni dimenze nazvany
core problém a podproblém Assxs ~ 0 maximalni dimenze. Uvazujme obecny core
problém A2 =~ by a SVD matice Ay

All = Ullzll‘/ljlj-

Vynéasobime-li rozsitenou matici by, A1) zleva ortogondlni matici Uy a zprava or-
togondlni matici diag(1, V;;)T, dostane tvar

1 0

ulb Aul |

:| - [U1le1|211]

V ¢lanku [12] bylo ukézéano, ze U] b; ma vSechny slozky nenulové. Tento zapis se
nazyva SVD tvar core problému.

34



Definice 6 (SVD tvar core problému). Core problém se nazyva core problémem
v SVD tvaru pokud

51 0/1
(b1, Apq] = : - )

B | 0 ... 0

kde o} >0h>...>0_>0
a B, #0,  j=1,... m+1.

3.4.2 Bidiagonalni tvar core problému

Nyni se budeme zabyvat bidiagonalnim tvarem core problému. Pomoci ortogonalnich
matic P, @ lze transformovat matici [b, A] do matice bidiagonalniho tvaru pomoci
naptiklad Householderovy reflexe. Transformace pomoci Householderovych reflexi
spociva ve vytvoreni posloupnosti reflexi Hy, H,, ..., které sttidavé ndsobime s ma-
tici [b, A] zleva a zprava. Kde matice H,;_; nuluji poddiagonalni prvky v j-tém
sloupci rozsifené matice a matice Hy; nuluji naddiagonalni prvky v j-tém fadku
systémové matice. Householderova reflexe bude vypadat

Hy; ... Hy[b, A|H, ... Hy;

kde matice flgj jsou tvaru
~ 1 0
Hy: = )
N { 0 Ha; }
Bidiagonalizaci ukon¢ime ve chvili kdy dojde v transformaci k oddéleni podproblémi,
pak tedy matice Ay; bude v bidiagonalnim tvaru. Struktura matice A,y neni dulezita.

V élanku [12] bylo ukdzano, ze podproblém oddéleny bidiagonalizaci je opét core
problémem, tentokrat v bidiagonalnim tvaru.

Definice 7 (Bidiagonélni tvar core problému). Core problém se nazyvé core pro-
blémem v bidiagondlnim tvaru pokud

01 4!

[blaAll]: t. )

kde Yo > 0, (=1,...,m,
a 5j>07 7=1,.... m+1.
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4 Automatické generovani aproximacnich
uloh s core problémem s pfedem znamymi
parametry

V této kapitole si popiseme software, ktery generuje core problémy A1z, ~ by v SVD
tvaru i v bidiagonalnim tvaru podle predem zadanych parametru, resp. aproximacni
ulohy Az ~ b s core problémem s predem zndmou velikosti a s predem znamymi
parametry. Software jsme vytvorili v prostiedi programu MATLAB.

4.1 Program cpSVD. Core problém v SVD tvaru

Cilem tohoto programu bude vytvorit core problém, tedy matici A;; a pravou stranu
b1, v SVD tvaru. Tedy

51 0/1

[bla All] =

o

B

kde o} >05>...>0_>0
a Bj#O, jzl,,m—l—l

Vstupnimi parametry programu cpSVD budou obecné velikost vytvoreného core
problému aproximacni ulohy a typ vytvoreni SVD tvaru tedy zpusob urceni hod-
not f; a 0;. U ruznych typu pak muzou pribit dalsi parametry, které ovlivni urceni
hodnot §; a o;.

Program cpSVD. Zadani rozméru a typ core problému

function [b_1,A_11] = cpSVD(m,typ,par)

% m - velikost core problému

% typ = 11 - ndhodnd ¢isla beta a sigma s rovnom&rnyjm
% rozd&lenim z intervalu (0,1); pfikaz rand
% typ = 12 - ndhodnd c¢isla beta a sigma s normdlnim

% rozdélenim N(0,1); pfikaz randn
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% typ = 21 - sigma linedrn& rozloZené v daném intervalu

yA s nadhodnou perturbaci; prikaz rand

% typ = 22 - dtto; ptrikaz randn

% typ = 31 - sigma logaritmicky roznoZené v daném intervalu
yA s nahodnou perturbaci; p¥ikaz rand

% typ = 32 - dtto; prikaz randn

% typ = 40 - uZzivatelem zadané vektory Zisel beta a sigma

% par - parametry

Jednotlivé typy znamenaji ruzné zpusoby urceni hodnot 3; a ;. Parametry v pro-
ménné par se méni v zavislosti na typu.

Varianta typ == 11: MATLAB pomoci piikazu rand urci hodnoty 3; a o; pseu-
dondhodné s rovnomérnym rozdélenim z intervalu (0, 1).

Typ 11. N&hodnd ¢isla beta a sigma, rovnom&rné rozdéleni

if typ == 11
beta = rand(m+1,1) - rand(m+1,1); % vektor beta
sigma = rand(m,1);
sigma = sort(sigma,’descend’); % vektor sigma
end

Protoze piikaz rand generuje pouze hodnoty z intervalu (0,1) tedy pouze kladnd
respektive nezaporna cisla a protoze cisla f mohou byt kladna i zaporna definuji
se jako rozdil dvou prikazu rand. Pomoci prikazu sort sefadi program hodnoty o
sestupné pro dodrzeni podminky (1.15).

Varianta typ == 12: MATLAB pomoci piikazu randn urci hodnoty f; a o; pseu-
dondhodné s normalnim rozdélenim N(0, 1), tedy se stiedni hodnotou 0 a rozpty-
lem 1.

Typ 12. N&hodna ¢isla beta a sigma, normdlni rozd&leni

if typ == 12
beta = randn(m+1,1); % vektor beta
sigma = abs(randn(m,1));
sigma = sort(sigma,’descend’); % vektor sigma
end
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Vsimnéme si, ze v programu nedoslo jen k zaméné piikazu rand a randn. Pitkaz
randn totiz generuje ¢isla s normélnim rozdélenim N (0, 1), tedy kladnd i zaporna,
proto neni zapotiebi definovat 3 jako rozdil dvou piikazu, ale je tfeba pouzit abso-
lutni hodnotu na ¢isla o, protoze singularni ¢isla jsou kladné.

Varianta typ == 21: Program pomoci piikazu rand urc¢i hodnoty 3; pseudonahodné.
Hodnoty o; urci pseudondhodné v linedrné daném intervalu, ktery bude zadany po-
moci parametri par{1} a par{2} a pomoci piikazu linspace a rand.

Typ 21. Singuldrni Zisla rozloZend linedrn& + rand

if typ == 21
beta = rand(m+1,1) - rand(m+1,1); % vektor beta
sigma = abs(linspace(par{1},par{2},m)) + rand(1l,m);
sigma = sort(sigma,’descend’); % vektor sigma
end

Rozdilnost oproti predchozim typtum program urci hodnoty o; pomoci pifkazu lin-
space, ktery, v nasem priipadé, vrati vektor o m slozkach rozlozenych linedrné mezi
krajnimi hodnotami par{1} a par{2}. K takto vytvorenému vektoru navic pficteme
perturbaci vytvorenou ptrikazem rand. Diky tomu jsou cisla o v jistém smyslu pseu-
dondhodna. Program navic zajistuje pomoci prikazu abs aby vysledna ¢isla o byla
kladnd, protoze uzivatel muze zadat jeden nebo oba parametry par zaporné (coz by
ovsem nemél).

Varianta typ == 22: Program pomoci piikazu randn urci hodnoty [; pseudona-
hodné. Hodnoty o; urci pseudondhodné v linedrné daném intervalu, ktery bude
zadany pomoci parametru par{1} a par{2} a pomoci prikazu linspace a randn.

Typ 22. Singuldrni Zisla rozloZend linedrn& + randn

if typ == 22
beta = randn(m+1,1); % vektor beta
sigma = abs(linspace(par{1},par{2},m) + randn(1,m));
sigma = sort(sigma,’descend’) % vektor sigma
end
Varianta typ == 31: Program ur¢i hodnoty f; pseudondhodné pomoci piikazu

rand. Hodnoty ¢ budou urcéeny pseudonahodné v logaritmickém intervalu, ktery
bude zadany pomoci parametru par{1} a par{2} a pomoci piikazu logspace a
rand.
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Typ 31. Singuldrni €isla rozloZend v logaritmicky + rand

if typ == 31
beta = rand(m+1,1) - rand(m+1,1); % vektor beta
sigma = logspace(par{1},par{2},m).*rand(1,m);
sigma = sort(sigma,’descend’) % vektor sigma
end

Rozdilnost pti definovani hodnot o oproti typu 21 je v zdméné ptrikazu linspace za
piikaz logspace, ktery vytvori na misto linedrniho intervalu logaritmicky a také, ze
takto vytvoreny vektor nasobime perturbaci vytvorenou piikazem rand. VSimnéme
si navic, ze neni zapotiebi absolutnich hodnot oproti typu 21, protoze piikazy log-
space a rand negeneruji zaporna cisla.

Varianta typ == 32: Oproti predchozimu typu dojde pouze ke zméné z rovnomeér-
ného na normalni rozdéleni. Tedy k zaméné pitkazu rand za prikaz randn.

Typ 32. Singularni €isla rozloZend v logaritmicky + randn

if typ == 32
beta = randn(m+1,1); % vektor Beta
sigma = logspace(par{1},par{2},m).*abs(randn(l,m));
sigma = sort(sigma,’descend’) % vektor Sigma
end

Pii definovani hodnot o; je nutnosti pocitat s absolutni hodnotou, protoze ndsobenim
pifkazii logspace a randn muzeme ziskat zadporné o;, protoze piikaz randn se fidi
normdlnim rozdélenim N (0, 1).

Varianta typ == 40: Program vlozi do vektoru 5 a ¢ hodnoty z parametru par.

Typ 40. Zadané vektory Cisel beta s sigma

if typ == 40
beta = par{l}; % vektor beta
sigma = abs(par{2}); % vektor sigma

if length(beta) ~= m+1
disp(’CHYBA: Spatnd délka vektoru beta’)
break

end

if length(sigma) "= m
disp(’CHYBA: Spatnad délka vektoru sigma’)
break
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end
[sigma,idx]
beta(l:m+1)

sort(sigma,’descend’);
beta(idx);

end

V programu je pro jistotu provedena kontrola zda uzivatel zadal vektory g a o
spravné délky. Déle je provedeno setfidéni matice [by, Ay1] po fadcich podle velikosti
singularnich cisel o;.

Dalsi ¢asti programu je kontrola podminky jednoduchosti singularnich ¢isel

01> 09> ...> 05 >0,

tedy zajistit, aby singularni ¢isla byla ruznd. Program bude porovnavat sousedni
singuldrni ¢isla o;. K tomu je zapotiebi jednoduchy for cyklus doplnény o podminku
if. Pti nalezeni stejnych singularnich ¢isel program singulérni ¢islo s nizsim indexem
nepatrné zvétsi vynasobi ho hodnotou (1 + /2) a singuldrni ¢islo s vétsim indexem
nepatrné zmensi vynasobi ho hodnotou (1 —£/2).

Program cpSVD, kontrola jednoduchosti Cisel sigma

eps = 0.001; % hodnota epsilon
for j=1:m-1 % kontrola s_j je ruzne s_{j+1}
if sigma(j)-sigma(j+1) <= eps
sigma(j) = sigma(j )*(l+eps/2);

sigma(j+1) = sigma(j+1)*(l-eps/2);
end
end

Protoze nikdy nenastane situace, Ze rozdil dvou sousednich ¢isel o; bude roven nule
pozadujeme, aby jejich rozdil byl vétsi nez epsilon. Parametr € (eps) bude volitelny
z uzivatelského rozhrani, nyni je nastaven na hodnotu 1073,

Zéaveérecna cast programu sestavi vzniklé vektory S a o do matice v SVD tvaru
core problému.

Program cpSVD. Sestaveni matice

b_1 = beta(:);
A_11 = [ diag(sigma) ; zeros(l,m) ];

Vsimnéme si, ze piikaz beta(:) zajisti, ze v navratové proménné b, bude vzdy
sloupcovy vektor.
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4.2 Program cpBDG. Core problém v bidiagonalnim
tvaru

Cilem tohoto programu bude, aby vytvoril matici v Bidiagondlnim tvaru véetné
podminek pro Bidiagonalni tvar. Tedy

01 Ba!
9o Y2
[blaAll]: )

kde v, >0, (=1,...,m,
a 0; >0, j=1,....m+ 1.
Vstupnimi parametry programu cpBDG budou obecné velikost vytvoreného core
problému aproximaé¢ni ulohy a typ vytvoreni Bidiagonalniho tvaru, tedy zpusob

urceni hodnot 6; a 7;. U ruznych typu pak muzou pfibit dalsi parametry, které
ovlivni uréeni hodnot ¢; a ;.

Program cpBDG. Zad&nirozm&ru a typ core problému

function [b_1,A_11] = cpBDG(m,typ,par)

% m - velikost core problému

% typ = 11 - nahodnd ¢isla delta a gamma s rovnom&rnyjm

% rozd&lenim z intervalu (0,1); pfikaz rand

% typ = 12 - nahodnd ¢isla delta a gamma s normdlnim

% rozd&lenim N(0,1); prikaz randn

% typ = 21 - delta a gamma linedrn& rozloZend v daném

yA intervalu s ndhodnou perturbaci; prikaz rand

% typ = 22 - dtto; prikaz randn

% typ = 31 - delta a gamma logaritmicky rozloZend v daném

yA intervalu s ndhodnou perturbaci; prikaz rand

% typ = 32 - dtto; prikaz randn

% typ = 40 - uZivatelem zadané vektory Cisel delta a gamma
% par - parametry

Jednotlivé typy ruzné uréi hodnoty J; a ;. Parametry v proménné par se méni
v zavislosti na typu.

Varianta typ == 11: Program ur¢i hodnoty § a v pseudondhodné s rovnomérnym
rozdélenim z intervalu (0, 1) pomoci piikazu rand.
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Typ 11. N&hodna ¢isla delta a gamma, rovnom&rné rozdé&leni

if typ == 11
delta = rand(m+1,1); % vektor delta
gamma = rand(m,1); % vektor gamma
end

Prikaz rand generuje hodnoty z intervalu (0, 1), tedy je zajisténa podminka, ze ¢isla
0, a 7y, jsou kladna.

Varianta typ == 12: Program urc¢i hodnoty ¢ a v pseudondhodné s normalnim
rozdélenim N (0, 1) pomoci piikazu randn.

Typ 12. N&hodna ¢isla delta a gamma, normdlni rozdéleni

if typ == 12
delta
gamma

abs(randn(m+1,1)); % vektor delta
abs(randn(m,1)); % vektor gamma

end

Rozdilnost mezi typy 11 a 12 neni pouze v ptrikazu randn, ale protoze piikaz randn
generuje kladné i zaporné hodnoty je nutné pouzit absolutni hodnotu na vytvorena
¢isla 9, a «y; pro dodrzeni podminky, Ze hodnoty jsou kladné.

Varianta typ == 21: Program urc¢i hodnoty 4 a v pseudondhodné v linedrné daném
intervalu, ktery bude zadany pomoci parametru par a pomoci piikazu linspace a
rand.

Typ 21. Delta a gamma rozloZena linedrné& + rand

if typ == 21
delta
gamma

abs(linspace(par{1},par{2},m+1) + rand(l,m+1);
abs(linspace(par{1},par{2},m) + rand(1,m);

end

Hodnoty 6 a 7 jsou generovany podobné jako hodnoty o pro typ 21 v predchozi
sekci. Stejné tak u typ; 22, 31 a 32.

Varianta typ == 22: Program urc¢i hodnoty 4 a v pseudondhodné v linedrné daném
intervalu, ktery bude zadany pomoci parametru par a pomoci piikazu linspace a
randn.
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Typ 22. Delta a gamma rozloZend linedrn& + randn

if typ == 22
delta = abs(linspace(par{1},par{2},m+1) + randn(1l,m+1));
gamma = abs(linspace(par{1},par{2},m) + randn(i,m));

end

Varianta typ == 31: Program urci hodnoty 0 a v pseudondhodné v logaritmicky
daném intervalu, ktery bude zadany pomoci parametru par a pomoci piikazu log-
space a rand.

Typ 31. Delta a gamma rozloZend logaritmicky + rand

if typ == 31
delta
gamma

logspace(par{1},par{2},m+1) + rand(l,m+1);
logspace(par{1},par{2},m) + rand(1,m);

end

Varianta typ == 32: Program urci hodnoty ¢ a v pseudondhodné v logaritmicky
daném intervalu, ktery bude zadany pomoci parametru par a pomoci ptrikazu log-
space a randn.

Typ 32. Delta a gamma rozloZend logaritmicky + randn

if typ == 32
delta
gamma

logspace(par{1},par{2},m+1) + abs(randn(1l,m+1));
logspace(par{1},par{2},m) + abs(randn(l,m));

end

Varianta typ == 40: Podobné jako v piipadé programu cpSVD, i zde pfi volbé to-
hoto typu program vlozi do vektoru § a v hodnoty zadané ptimo uzivatelem obsazené
Vv proménné par.

Typ 40. Zadané vektory Cisel delta a gamma

if typ == 40
delta = par{l}; % vektor delta
gamma = par{2}; % vektor gamma

if length(delta) “= m+l
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disp(’CHYBA: &Spatna délka vektoru delta’)
break

end

if length(gamma) "= m
disp(’CHYBA: Spatnd délka vektoru gamma’)
break

end

end

Pro jistotu program provede kontrolu zda uzivatel zadal vektory § a v se spravnou
délkou. Zavérecna ¢ast programu vytvoii z vektoru d a v matici [by, A11] v bidia-
gonalnim tvaru core problému.

Program cpBDG, vytvofeni matice

M = diag(delta) + diag(beta,1);
b_1 = M(,1);
A_11 = M(:,2:m+1);

4.3 Program approxpb. Generator aproximacnich uloh
s core problémem

Cilem je vytvorit program, ktery generuje aproximacni ilohu Ax ~ b s core problé-
mem Aqx; &~ by s predem zvolenou velikosti matice A a zvolenym tvarem, velikost{
a zpusobem vytvoreni core problému. Programu approxpb vyuzije ke generovan
core problému programy cpSVD a cpBDG. Ty vytvori core problém ve tvaru SVD
respektive v bidiagonalnim tvaru. Témto programum jsme se detailnéji vénovali
v minulych sekcich.

Vstupnimi parametry programu approxpb budou velikost matice A, velikost core
problému a dale volba tvaru core problému, typ vytvoreni zvoleného core problému
a pripadné dalsi parametry potiebné pfi tvorbé tvaru core problému.

Program approxpb. Vstupni a vystupni parametry.

function [b,A,b_1,A_11,A_22,P,Q] = approxpb(M,N,m,tvar,typ,par)

% tvar = 1 - core problém v SVD tvaru
% tvar = 2 - core problém v Bigiagondlnim tvaru
% P,Q - ortogondlni matice
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V dalsi ¢asti program vytvori core problém ve tvaru, ktery zvoli uzivatel. Pro tvar
roven 1 program s pomoci programu cpSVD vytvoii core problém v SVD tvaru. Pro
hodnotu 2 vytvofi s pomoci programu cpBDG core problém v bidiagonalnim tvaru.

Program approxpb. Volba tvaru core problému

if tvar == % core problém v SVD tvaru
[b_1,A_11] = cpSVD(m,typ,par);

end
if tvar == % core problém v bidiagondlnim tvaru
[b_1,A_11] cpBDG(m, typ,par) ;

end

Volba parametru typ urci s jakym rozdélenim bude program generovat matici Ass.
Pro typy, které jsou modulo 10 mensi nez 2 bude program pouzivat rovnomeérné
rozdéleni v intervalu (0, 1) s piikazem rand. Pro typy, které jsou modulo 10 rovné 2
bude program pouzivat normalni rozdéleni N (0, 1). Dale program zmensi singularni
¢isla matice Agy na zdkladé velikosti nejmensiho singuldrniho ¢isla matice [by, Ay;]
a zvoleného parametru defect jenz bude volitelny z uzivatelského rozhrani a jehoz
velikost je nyn{ nastavena na 1072,

Program approxpb. Generovani matice Ay

if mod(typ,10) < 2

A_22 = rand(N-m-1,M-m) ; % rovnom&rné rozddleni
end
if mod(typ,10) ==
A_22 = randn(N-m-1,M-m) ; % normalni rozdé&leni
end
S1 = min(svd([b_1,A_11])); % min. sing. Cislo matice [b_1,A_11]
S2 = min(svd(A_22)); % min. sing. tislo matice A_22
defect = 0.01; % defekt matice A_22
A_22 = A_22%S1/S2*defect;

Zavérecna Cast programu sestroji vektor pravé strany b, ktery vznikne z vektoru
by vytvoreném programem cpSVD respektive cpBDG a doplnéném o nuly. Matice A
vznikne jako blokové diagonalni matice s bloky matic Ay, ktera je vytvorena progra-
mem cpSVD respektive cpBDG a Ags. Na zavér program provede pomoci ortogonalnich
matic P a () ortogondlni transformaci vektoru b a matice A.
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Program approxpb. Sestaveni matice A a vektoru pravé strany b

b = [b_1;zeros(N-m-1,1)]; %, sestaveni pravé strany

A = blkdiag(A_11,A_22); % sestaveni matice

P = orth(rand(N)); % ndhodné ortogondlni matice
Q = orth(rand(M));

b = Pxb; % ortogondlni transformace
A = P*xAxQ’;

Vsimnéme si, ze nékteré parametry jako typ nebo m zaddvané do programu approxpb
jsou zaroven parametry pro programy cpSVD, respektive cpBDG, které byly popsany
v ptedchozich sekcich.

4.4 Databaze nahodnych aproximacnich uloh s core
problémem stejnych vlastnosti

Smyslem programového baliku approxpb, cpSVD a cpBDG je vytvoreni nékolika da-
tabazi nahodnych aproximacnich uloh. Kazda databaze by méla obsahovat nékolik
tisic problému stejnych rozmeéru obsahujicich core problém charakterizovany stejny-
mi parametry (rozmeéry, distribuce singularni ¢isel o, a Cisel j3;, resp cisel v, a §;).
Jak jiz bylo feceno v ivodu, tyto testovaci databaze by mély rozlustit otazku, zda lze
cilené generovat problémy Ax = b, jejiz prvky se budou chovat jako nezavislé, iden-
ticky distribuované nahodné proménné a navic matice A bude mit linearné nezavislé
sloupce a pritom aproximacni problém nebude mit feseni ve smyslu TLS. Nebo ze
nelze cilené generovat aproximacni problémy a je mozné statistickymi metodami
odhalit existenci core problému uvniti aproximacni tlohy.
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Zavér

Cilem této bakalaiské prace bylo nastudovat teorii tplného problému nejmensich
¢tvercu (TLS) pro feseni aproximacnich tloh Az ~ b. Zejména seznamit se s tzv.
teorii core problému. Hlavnim cilem pak bylo vytvoreni programu (sady rutin) vy-
tvofené v prostiedi programu MATLAB, ktery bude umét generovat core problémy
v ruznych velikostech a ruznych typu, resp. ktery bude umét generovat aproximacni
tlohu Az ~ b predepsanych rozméru s (netrividlnim) core problémem predepsanych
vlastnosti. Smyslem tohoto programu je vytvoreni nastroje pro generovani testo-
vacich sad uloh, na nichz se budou testovat nékteré statistické hypotézy.

Pred samotnym zavedenim core problému bylo tfeba objasnit nékolik dulezitych
pojmu. Jako prvni jsme zavedli singuldrni rozklad (SVD), k jehoz zavedeni jsme
vyuzili spektrélniho rozkladu symetrickych pozitivné (semi)definitnich matic. Uka-
zali jsme, ze takovy spektralni rozklad je vzdy redlny (tj. vlastni ¢isla i vlastni
vektory maji nulové imagindrni slozky). V navaznosti na to jsme také ukazali, ze
i singularni rozklad realné matice lze vzdy zkonstruovat redlny. Déle jsme uvedli
dulezitou vétu (Schmidtovu-Eckartovu-Youngovu-Mirského) o aproximaci matice
matici nizsi hodnosti.

Vyse zminénou vétu jsme vyuzili v analyze tiplného problému nejmensich ¢tvercu.
Také jsme zde zminili postacujici (nikoliv nutnou) podminku pro existenci TLS
feSeni daného aproximacniho problému, tzv. Golubovu—Van Loanovu podminku.
Specialné jsme zjistili, Zze ne kazdy aproximac¢ni problém ma vzdy feSeni ve smyslu
TLS.

Ukazali jsme, ze ortogonalni transformaci se puvodni aproximacni problém muze
rozpadnout na dva podproblémy z niz prvni, je-li minimalni dimenze, se nazyva
core problém a druhy, existuje-li, ma vzdy trivialni teseni. Zjistili jsme tedy, ze
druhy problém nema vliv na feSeni ilohy. Nasledné jsme uvedli vétu s vlastnostmi
core problému, ze kterych vyplynulo, Ze core problém vzdy spliuje vyse zminénou
Golubovu—Van Loanovu postacujici podminku pro existenci TLS feseni. Tak jsme
feSeni, muzeme ho vzdy nalézet pomoci core problému.

Jak uz bylo zminéno, prace by méla byt namétem pro dalsi zkouméani zejména
statistickych vlastnosti aproximacnich tloh a jejich pripadné korelaci s tim, zda
tloha ma nebo nemé TLS feSeni. Pomoci vytvoreného programu lze konstruovat
napt. aproximacni tlohy s matici A plné sloupcové hodnosti, které ale nemaji feseni
ve smyslu TLS. Navic neexistence feseni nebude na prvni pohled viditelna (struktura
core problému nebude viditelnd). Otazkou je, zda bude viditelnd na pohled druhy,
napt. s pouzitim nékterych vybranych statistickych metod.
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