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Abstrakt

Téato prica sa zaobera zhlukovou analyzou, a podrobnejSie zhlukovacimi metédami, ktoré pouZzivajua
fuzzy mnoZiny. V teoretickej Casti st popisané zhlukovacie metddy a transformdcie potrebné na
zhlukovi analyzu. V praktickej Casti aplikujeme na redlne data. Tieto dita predstavuji vstupné
data z chemicko-transportného modelu CMAQ, ktory sa pouZiva na ziskanie vypoctu kon-
centrécii zne&istujdcich latok v atmosfére. Na tieto déta aplikujeme dve rozne metédy, metédu
k-means a fuzzy c-means. Pre metddu fuzzy c-means porovndva dva rozne pristupy k zvole-
niu optimélneho vdhového exponentu. Porovnali sme takto vytvorené 3 zhlukovacie Struktury.
Vysledné zhluky si boli podobné a v§ak metdda fuzzy c- means s vysSiu hodnotou vdhového
exponentu vytvorila zhluky, ktoré nemali Ziadnu podobnost so zhlukovanymi veli¢inami. V

zévere sme vytvorili regresny model na ndjdenie vzfahu medzi vstupnymi a vystupnymi ddtami
modelu CMAQ.

kléové slova
Zhlukové analyza, zhlukovanie fuzzy c-means, vahovy exponent, zhlukovanie k-means, CMAQ,
kvalita ovzdusia.

Abstract

This master thesis deals with cluster analysis, more specifically with clustering methods that
use fuzzy sets. Basic clustering algorithms and necessary multivariate transformations are desc-
ribed in the first chapter. In the practical part, which is in the third chapter we apply fuzzy
c-means clustering and k-means clustering on real data. Data used for clustering are the inputs
of chemical transport model CMAQ. Model CMAQ is used to approximate concentration of air
pollutants in the atmosphere. To the data we will apply two different clustering methods. We
have used two different methods to select optimal weighting exponent to find data structure in
our data. We have compared all 3 created data structures. The structures resembled each other
but with fuzzy c-means clustering, one of the clusters did not resemble any of the clustering
inputs. The end of the third chapter is dedicated to an attempt to find a regression model that
finds the relationship between inputs and outputs of model CMAQ.

keywords
Cluster analysis, fuzzy c-means clustering, weighing exponent, k-means clustering, CMAQ, air
quality.
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Uvod

Zhlukova analyza je stcastou nekontrolovaného ucenia a Casfou nepriameho data-miningu.
Nasla vyuzitie v mnohych oblastiach I'udského Zivota od bioldgie, cez pocitadové vedy a rdzne
technické oblasti po spoloCenské vedy. Aj napriek tomu, Ze vo vedeckej praxi je zhlukova
analyza pouZivand a skimand aspoii od roku 1939, vd'aka technologickému pokroku v prie-
behu poslednych desafroci sa jej aplikacné moznosti neustéle rozSirujd a je stdle predmetom
vedeckého béadania.

Fuzzy mnoziny, alebo aj vagne mnoziny, maji schopnost zachytif nepresnosti skuto¢ného
Zivota lepSie ako mnohé striktné matematické pojmy. Vagne pojmy a vidgne mnoziny su predsa
v Zivote typické, Cervené jablkd v obchode nie s tplne ¢ervené. Ludsky Zivot je sprevadzany
mnoZstvom vdgnych pomenovani a aplikovand matematika sa snazi zachytif tito vagnos{ aj
pouzitim fuzzy mnoZin. V tejto praci sa budeme venovat obom pojmom zhlukovania a fuzzy
mnoZin a ich aplikécii.

V prvej kapitole sa budeme venovaf tedrii potrebnej pre zhlukovi analyzu a polozime
teoretické zdklady hierarchického zhlukovania, nehierarchického zhlukovania a zhlukovania
neurénovymi siefami. DetailnejSie popiSeme zhlukovacie algoritmy, na ktorych su zaloZené
metddy pouZzivajice fuzzy mnoZiny a ich fuzzy logiky a nisledne popiSeme aj tieto metddy sa-
motné. PopiSeme zdklady regresnych modelov, ktoré pouzijeme na aproximéciu koncentrécii v
zavere tretej kapitoly.

Zhlukovi analyzu aplikujeme na déta kvality ovzdusia, ktoré ndm poskytli pracovnici Useku
kvality ovzduSia zo Slovenského hydrometeorologického ustavu (SHMU). Kvalita ovzdusia
tizko stvisi s ochranou l'udského zdravia a aj Zivotného prostredia. V priebehu minulého storo¢ia
sa pozornosf vedeckej aj laickej verejnosti upriamila na niekol'’ko environmentalnych problémov,
ako su kyslé dazde ¢i smogové epizddy (najznamejsi je londynsky smog v roku 1952, ktory si
vyZziadal dokonca mnoZstvo ludskych Zivotov). Prave tieto problémy ukazali na doleZitost mo-
nitorovania kvality ovzduSia. Nie je v§ak moZné umiestnif meraciu stanicu na kazdom mieste
na svete, rovnako, ako samotné meranie nedokdZe zodpovedaf na otdzku povodu znelistenia
alebo procesov, ktoré ho ovplyviiujd. A preto je dolezitym doplnkom monitoringu matematické
modelovanie. Matematické modely kvality ovzdusia su (Casto) deterministické (spdjaju pri¢inu
s nasledkom), ale v mnohych praktickych aplikaciach st doplnené Statistickymi metédami, ako
je zhlukova analyza.

Druhy modelov kvality ovzdusia st popisané v druhej kapitole spolu kratkou charakteristi-
kou znecistujicich l4tok a stvisiacich procesov v atmosfére. Na zaver druhej kapitoly uvedieme
priklady vyuzitia zhlukovej analyzy v oblasti kvality ovzdusSia.

V tretej kapitole skombinujeme teoretické zaklady z prvej a druhej kapitoly a aplikujeme
zhlukovi analyzu na redlne déta, ktorymi st vstupy modelu CMAQ. Pokisime sa vytvorif mo-
del, ktory bude ¢o najlepsie zachytdva vzfah medzi vstupnymi a vystupnymi ddtami modelu.
Analyza bude prebiehat v nasledujicich krokoch:

1. Korela¢nd analyza.

2. Zhlukova analyza. Porovnanie dvoch metéd zhlukovania:

(a) K-means
(b) fuzzy C-means

3. Vyhodnotenie vysledkov zhlukovania

4. Najdenie regresnych vzfahov medzi cmaqovskymi vstupmi a vystupmi pre jednotlivé

zhluky.

5. Porovnanie modelov
Na zéaver vyhodnotime vysledky.
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1 Zhlukova analyza

Zhlukové analyza, tieZ nazyvana segementand analyza alebo nekontrolovand klasifikdcia, je
metdda vytvdrania skupin objektov, ktoré nazyvame zhluky tak, aby v jednom zhluku boli
objekty, ktoré st podobné a sucasne dost sa lifili od objektov v inych zhlukoch. Zhlukova
analyza je Casto zamienana s klasifikdciou dat, v ktorej st objekty rozdelené do preddefino-
vanych skupin, zatial ¢o jednym z cielov zlukovej analyzy je najst vhodné skupiny do ktorych
ddta rozdelit.

Zhlukové analyza je vyznamnou Castou nepriameho data-minigu. Nepriamy data-minig ana-
lyzuje a skiima vel’ké mnoZstva d4t, s cieflom ziskaf uzitoné informécie, ako su vzory a zvislosti
(patterns) v détach. Proces zhlukovej analyzy nie je zamerany na Ziadnu konkrétnu premennt,
ale hl'ada vzfahy medzi vietkymi premennymi stiasne.

Priklad 1.1. Zhlukova analyza sa v informatike pouziva v pocitacovom videni pri seg-
mentdcii obrazu. Segmenticia obrazu je rozdelenie roznych farieb do homogénnych skupin.
Zhlukova analyza sa na detekciu nepredpisanych hranic objektov na obrazku [35] .

Priklad 1.2. Zhlukova analyza sa pouZziva aj v marketingu a ekonémii. NajsirSie pouZzitie ma
v prieskume trhu na rozdelenie trhu na rozumné tseky a urenie vhodnych cielovych skupin
pre marketingové kampane. Jednym z najvyraznejSich rozdeleni je rozdelenie trhu za dcelom
identifikovania skupin, ktoré st nachylnejsie kupovat nové produkty. Toto rozdelenie je rozne v
zavislosti od produktu a mnohych faktorov, ktoré ovplyviiuju to ako jednotlivci spravuju svoje
financie, preto je to otdzka zhlukovania a nie klasifikacie. [35] .

Ako vidime z vysSie uvedenych prikladov, situdcie, ktorymi sa zaoberdme v zhlukovej
analyze, sa mozu vel'mi 1i§if. Vo vSeobecnosti pre rdzne vstupné data nevieme vopred povedat,
aky vztah &i Struktira sa v ddtach nachddza, a preto boli vyvinuté r6zne zhlukovacich metdd,
ktoré umoZziuji nachddzat v ddtach rozne Struktdry. Tieto metddy nedelime podla pouZitych
matematickych prostriedkov, ale podla cielov, ku ktorym smeruji. RozliSujeme tak metédy
hierarchického zhlukovania a nehierarchického zhlukovania.

Majme mnoZinu X, ktord ma n objektov. Hierarchickym zhlukovanim vznikaji r6zne roz-
klady Qg = {C4, (s, ..., C,, } mnoziny X, navzajom réznych neprazdnych podmnoZin mnoziny
X, kde prienikom podmnoZiny z rozkladu €2, s podmnoZinou z rozkladu Q. ; (rep. 2,_;) je bud
jedna z nich alebo prazdnd mnoZzina, zaroven v takomto prieniku existuje aspon jedna dvojica
podmnoZzin.

Nehierarchickym zhlukovanim vznikne rozklad Q = {Cy,Cs, ..., C,,} navzdjom réznych
neprazdnych podmnozin mnozZiny X tak, Ze prienikom kazdych dvoch podmnozin nie je Ziadna
z nich. Narozdiel od hierarchického zhlukovania, pre mnoziny z r6znych rozkladov, ktoré vzni-
kajd v procese nehierarchického zhlukovania, nie je mozné urcif Ziaden rekurentny vztah.

V poslednych rokoch sa najmi vd aka novym moZnostiam vypoctovej techniky stdva po-
pularnejsie zhlukovanie (segmentdcia) neurénovymi siefami, pre big dita (velké datove ma-
tice) sa pouZziva aj zhlukovanie premennych samostatne, alebo v kombindcii so zhlukovanim
premennych a objektov zdroveri. Na zhlukovanie premennych sa moZu pouZif tie isté metody
ako pre zhlukovanie objektov, hlavnym rozdielom je pouZzitie mier podobnosti a nepodobnosti.
Ako miera podobnosti pri zhlukovani premennych sa zvycajne pouZiva koreldcia medzi pre-
mennymi. Cielom zhlukovania premennych je vytvorif zhluky premennych, z ktorych je mozné
vybraf premennu -reprezentanta, ktora bude reprezentovaf vietky premenné v danom zhluku.
Zhlukovd analyza teda mdZe byt pouZitd na zniZenie dimenzionality problému. Medzi d alSie
metddy zniZovania dimenzii problému patri metdda hlavnych komponent, ktora je popisana v
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podkapitole 1.2 a faktorova analyza ktorej sa venuje [19].

Pre zhlukovanie premennych a objektov zdroven, vznikli rozne metddy a kombinécie metdd,
ako je zhlukovanie do blokov (Block clustering), ktoré vytvara K navzdjom disjunktnych ’blo-
kov’, alebo metddy Plaid Models a Biclustering, ktoré pre potreby analyzy biologickych systémov
vytvéraju zhluky, ktoré sa prekryvajd. V tejto diplomovej praci sa im viac nebudeme venovat,
podrobnejSie sa im venuje napriklad [19].

1.1 Matica dat

Objekty urcené na zhlukovanie su tvorené mnoZinou n predmetov alebo javov. Kazdy konkrétny
objekt musi byf popisany p — ticou vopred popisanych premennych (stavov). Tieto premenné
spravidla popisujeme numericky a teda aj kvalitativnym premennym pripiSeme Cisla. Kazdy ob-
jekt je pre zhlukovu analyzu uréeny p—ticou stavov vybranych premennych, a tento p rozmerny
vektor nazyvame identifikdtorom objektu.Pre d alSie spracovanie datovej matice pouZivame ako
identifikator objektu jeho poradové ¢islo v mnoZine objektov, ktord bola vopred usporiadana.

Maticu dét teda tvorime tak, Ze riadky tvori n objektov a stipce p premennych. Takito détovd
maticu je potrebné pripravif na zhlukovi analyzu. Popiseme d alej premenné, ktoré moze ddtova
matica obsahovaf, transformécie a Upravy ddtovej matice, ktoré je potrebné previest, aby bolo
mozné spravit na ddtovej matici zhlukovi analyzu. Viac o ddtovej matici a potrebnych trans-
forméciéach sa pojedndva v [2], [14] a [22] z ktorych sme Cerpali pri pisani tejto pod-kapitoly.

1.1.1 Typy premennych

Premennou alebo znakom rozumieme zobrazenie mnoZiny objektov uréenych na zhlukova-
nie do mnoZiny premennych. Typy premennych, s ktorymi sa pri zhlukovej analyze m6Zeme
stretnut :
e Spojité
o Diskrétne
— nomindlne - poradie nie je mozné urcit (napriklad meno, pohlavie, farba o¢i...)
— dichotomické (bindrne, ktoré nadobudajui len dve hodnoty) - ktoré d alej delime na
symetrické a asymetrické.

Podl'a $kaly merania delime premenné:
Kvalitativne premenné nadobudaju slovné alebo kategorické hodnoty. Delime ich na
e nomindlne - poradie nie je mozné urcit,
e ordinérne - daju sa zoradit.
Kvantitativne premenné nadobudaji &iselné/numerické hodnoty. Dalej ich delime:
e intervalové,
e pomerové.
Nomindlne premenné je pred d alSou analyzou moZné previest na bindrne. V zhlukovej anlyze
budeme miesto zhluku k zavadzaf bindrnu premennd patrit do zhluku k.

1.1.2 Standardizacia dat

Standardizécia dét je sposob ako déta zbavif mierky a jednotiek. Standardizaciou sa viak strati
informdcia o mierke pdvodnych hodndét dét. Pre zhlukovi analyzu, ktord pouziva r6zne miery
podobnosti a nepodobnosti, je Standardizdcia nevyhnutnym krokom. NesStandardizované data
totiz pri pouziti funkcii podobnosti (nepodobnosti) alebo metriky, ako je Euklidovska met-

..........
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Ziaduce.
Nech je dany p-dimenziondlny dataset charakterizujici n objektov X = {xy, Xo, ..., X,, }. Po-
tom matica dat je n x p dana :

T11 T2 ... Ti1p
T To1 T2z ... Tgp

(X1,Xg, .., X)) = | . - : (1.1)
Tn1 Tn2 - Tpp

Standardizované hodnoty vypocitame z povodnych dat nasledovne:

pfo= 28T (1.2)

Kde 7, je aritmeticky priemer j—tej premenne]

__1y¢
i=1

a 0; je smerodajnd odchylka

n

_ [% ; Ty — ]1/2. (1.4)

Takto Standardizované hodnoty premennych majud strednd hodnotu 0 a rozptyl 1.

1.1.3 Korelacia

Zavislosti medzi premennymi moZu zhlukovi analyzu znaéne ovplyvnif. To, ako velmi zdvislosti
medzi premennymi zhlukovanie ovplyvnia, z4visi na tom, ako zvoleny typ zhlukovania hodnoti
podobnostné vzfahy objektov a zhlukov. Preto maju idedlne ddta, ktoré st uréené na zhlukova-
nie, navzdjom nezavislé premenné. V redlnom svete su vSak nezdvislé data zriedkavé, a preto
je potrebné ich vzdjomni zévislost kvantitativne ohodnoti.

Z hladiska matematickej Statistiky v tomto pripade povaZujeme premenné za ndhodné
veli¢iny a preto s nimi mdZme aj takto pracovat. Na vypocet linedrnej zdvislosti medzi pre-
mennymi sa pouZiva koreldcia. Zavislost dvoch sledovanych premennych moZe mat rozny cha-
rakter.

Najpouzivanejsi korelacny Kkoeficient (Pearsonov korelacny koeficient) meria
linedrnu zévislosf medzi dvoma skimanymi ndhodnymi veli¢inami. Oznaéme variaciu i-tej
veli¢iny (premennej), ktord po¢itame ako kvadrat smerodajnej odchylky, o2, varidciu j-tej veli€iny
0? a kovarianciu medzi veli¢inami X; a X; ako o;;. Kovariancia je definovana ako o0;; =
E(X;— EX;)(X;— EX;).Zapredpokladu, Ze vyber pochddza z normdlneho rozdelenia, o7 > 0
a 0]2- > ( je korela¢ny koeficient definovany ako:

p=—= (1.5)

o?o?

Pre tento koeficient plati —1 < p < 1. Ak je p = 0, si ndhodné veliCiny linedrne nezévislé
(nekorelované). Ked je hodnota p blizko jednej z krajnych hodndt intervalu, tak si nahodné
veliCiny linearne zavislé (korelované).

16



Skuto&né dita vsak nemusia spiiiaf predpoklad normélneho rozdelenia a a zdvislost medzi
veli¢inami nemusi by{ len linedrna. V takom pripade sa pouZziva Sprearmanov Korela¢ny Kko-
eficient, ktory sa definuje ako vyberovy korelacny koeficient poradia hodndt objektov v danej
premennej. Nech Ry, ..., R, je vektor poradia hodndt pre vzostupne zoradené hodnoty prvej
premennej a ()1, ..., (), je vektor poradia hodndt pre druhd premennu. Takyto koeficient potom
neskidma len linedrnu zavislost medzi premennymi ale aj Tubovolnd ind monoténnu zavislost.
Spearmanov korela¢ny koeficient sa dé prepisat aj ako viz.[2].

n

= le S (R- Q) (1.6)

n(n?*—1) <=

1.1.4 Analyza hlavnych komponentov

Analyza hlavnych komponentov (anglicky principal component analysis PCA) je pouZivana
najmi na redukciu dimenzii pri vel'ko dimenzionélnych datach, pricom zachovéva ¢o najviac va-
riability origindlnych dat. Nové premenné, ktoré vzniknu transforméciou dat sa nazyvaji hlavné
komponenty. Su nekorelované a zoradené tak, Ze prva komponenta zahifiia najviac rozptylu z
povodnych dat a poslednd najmenej. Hlavné komponenty st definované nasledovne:

Nech v = (vy, 02, ...,v,)" je vektor p ndhodnych premennych. Prvy krok je ndjst linedrnu
funkciu a) v prvkov v, ktord maximalizuje rozptyl, kde a; je p dimenziondlny vektor
(a11, @12, ..., G1p):

ro _ xd
ayv=>,  aw.

Po ndjdeni funkcii ajv, ajv, ..., a}_lv, hladdme d alSiu funkciu a}v, ktora je ortogondlna s
funkciami ajv, ayv, ..., aj_;v a md maximdlny moZny rozptyl. Teda po d krokoch ndjdeme

d linedrnych funkcii. Takto odvodend j-td premennd av je j-ty hlavny komponent (PC).
Na ndjdenie vhodnych linedrnych funkcii je potrebnd kovariacna matica X~ vektoru v. Pre

.....

matice. Pre j = 1,2, ..., p sa dd ukdzat Ze j-ty PC je dany ako z; = ajv kde a; je vlastny vektor
kovaria¢nej matice X zodpovedajici j — tej najvidcsSej hodnote vlastného Cisla A ;.
Naozaj, v prvom kroku mdZeme z; = a}v ndjst rieSenim nasledujicej optimaliza&nej tGlohy :

max o(a)v) subject to aja = 1,

kde o(a}v) je pocitany ako :

o(ajv) =(a)jLa,).

Na rieSenie tohto optimalizacného problému sa pouziva metdda Lagrangeovych multiplikatorov.
Nech ) je Lagrangeov multiplikator. Budeme maximalizovat :

ajXa; — \(aja—1). (1.7)
Derivovanim rovnice (1.7) podl'a a; dostdvame :
Za1 — )\a1 = O,

alebo
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(Z — )\Id)al = 0,

kde 1, je identickd matica d x d.
Teda A je vlastné ¢islo matice L a a; je k nemu zodpovedajuci vlastny vektor. Ked ze

ajXa; = ajla; = ),

.....

1.2 Miery podobnosti a nepodobnosti

Pre zklukovi analyzu sd dbleZitymi pojmami podobnost objektov a miera podobnosti
medzi objektami. Preto uvedieme nasledujice definicie z [22].

Definicia 1.3. Funkcia podobnosti
Funkcia s : R? x R? — R sanazyva funkcia podobnosti, ak spliia nasledujice vlastnosti:
1.Symetrickost s(x;,X;) = s(x;,X;)

.....

in,xj :0 S S(XZ‘,X]')
, ale pre niektoré, ako je napriklad korelécia je podmienka tvaru
VXZ', X, : -1 < S(XZ’, Xj>

3.Pre (x; = Xx;) prestavuje hodnota s(x;, X;) maximalnu hodnotu z odboru hodnét s.
Podmienky funkcie podobnosti spfﬁa aj korela¢ny koeficient.

Definicia 1.4. Funkcia nepodobnosti

Funkcia d : R x R — R sanazyva funkcia nepodobnosti, ak spiiia nasledujice vlastnosti:
Ld(x;,x;) =0 <= (x; =X;),

2.Nezapornost Vx;,x; : 0 < d(x;, X;)

3.Symetrickost: d(x;, X;) = d(X;,X;).

Definicia 1.5. Metrika
Na mnozine X definujeme funkciu d : X% x X% — R, ktora spliia nasledujice vlastnosti:

1. d(Xi,Xj) =0 <— (Xi = Xj),

2. Nezdpornost: Vx;, X; @ d(x;,x;) > 0.

3. Symetrickost: d(x;,x;) = d(x;,X;)

4. Trojuholnikova nerovnost:Vx;, X;, Xy : d(x;,X;) < d(x;,X) + d(X;, Xx),
sa nazyva metrika.

Medzi najznamejSie typy metriky patri euklidovska dp,vazena euklidovskd dgy, kvadrat
euklidovskej vzdialenosti d Eg,éebyéevova dc, Minkowského d;,;, Manhattanska dg

p

dp(xi,%3) = (| Y (wa — z)? =[x — x| (1.8)

=1

p
dEW<Xi7Xj> = Zwlg(le — ZL’jl>2 (19)
=1
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p
dES<Xi7Xj> = Z(I,l — le>2 (110)

=1

deo (%3, x3) = max(|xy — xj) (1.11)
P
dB(Xi,Xj) = Z |{L‘il — fL’jl|q (112)
=1
P
Do(xi,x;) = Y |z — 2] (1.13)
=1

1.3 Zhluk

Jednym zo zdkladnych pojmov zhlukovej analyzy je zhluk. Existuje mnoho definicii zhluku a
Ziadna z nich nie je ustdlend. R6zne metddy pouZzivaju rdzne definicie zhluku, ¢o mé za nasledok
7e vysledné zhluky medzi metédami sa mozu 1iSif. V tejto diplomovej praci ako zhluk roz-
umieme definiciu podla [22]:
Definicia 1.6. Je dand mnoZina objektov O = {04, 0, ..., O, } a funkcia nepodobnosti
objektov d. Zhlukom nazveme taki podmnoZinu C mnoZiny objektov O, pre ktord plati :
Ogloéajgécd(Oi,Oj) < (I)Ilélcl d(O;, Ox) (1.14)
On¢C
Pre takto definované zhluky je nésledne potrebné zaviest koeficient nepodobnosti zhlukov
ktory umozni kvantitativne ohodnotenie podobnostnych vzfahov zhlukovania.Tieto vzfahy sme
erpali z [22]. V nasledujicich vztahoch budu C; = {y,,¥,,....¥,} a C; = {21,22, ..., 25}
oznacovaf dva zhluky velkosti r a s z rozkladu v uvedenom poradi.
Definicia 1.7. Funkciondl D, ktory prirad uje kazdej dvojici (C;, C;) v rozklade
Q = {C1,Cy,...,Cp} cislo D(C;, C;) sa nazyva koeficient nepodobnosti zhlukov rozkladu ak
spliia nasledujice podmienky :

(1.15)
D(CZ, C]) = D(CJ, Cl)
Dalej uvedieme najpouZivanejie funkciondly (metédy), ktoré spliiaji vysSie uvedené pod-

mienky.

Metoéda najblizSieho suseda Nech d(-,-) je funkcia nepodobnosti, potom tito metdda defi-
nuje vzdialenost zhlukov ako medzi C; a C; ako :

1<k<r,1<I<s
Metoéda najvzdialenejSieho suseda Nech d(-, -) je funkcia nepodobnosti, potom tito metéda
definuje vzdialenost zhlukov ako medzi C; a C; ako :
Dy(C;, Cy) = max  d(y, z)

1<k<r,1<I<s (1.17)
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Centroidna metéda Jednou z najpouZzivanejSich metdéd na meranie nepodobnosti zhlukov je
centroidnd metdda tieZ zndma ako metdda vzdialenosti priemerov, ktora vyjadruje nepodobnost
dvoch zhlukov ako vzdialenost ich centroidov, ktoré tiez nazyvame faziska. Pre dva zhluky C;
a C; je tdto metoda definovand ako:

D.(C;,Cy) = d(C,, T (1.18)

kde priemery zhlukov - {aZiskd st pocitane nasledovne:

— 1
i = y
B 1yeci (1.19)
C] = g Z Z
ZEC]‘

1.4 Hierarchické zhlukovanie

Metddy hierarchického zhlukovania delime na aglomerativne a divizne. Aglomerativne zhluko-
vacie metddy, tiez nazyvané “zdola-hore”’metddy, zaCinaju tak, Ze kazdy objekt sa nachadza v
samostatnom zhluku, potom postupne na zaklade vopred definovaného pravidla zhluky spajame,
az kym nemame jeden zhluk, ktory obsahuje vSetky objekty. Divizne zhlukovacie metddy,
prezyvané “zhora-dole”metddy, funguju presne naopak. Objekty su najprv zaradené v jedom
zhluku, ktory sa potom rozdeli na dva zhluky, a tak d'alej az kym kazdy objekt nie je v sa-
mostatnom zhluku. Literatdra sa viac venuje aglomerativnym zhlukovacim metédam, objavili
sa vSak mnohé argumenty, ktoré tvrdia Ze divizne metédy poskytuju sofistikovanejsie a robust-
nejSie zhluky. Hierarchickym metédam zhlukovania sa detailnejSie venuju [19], [22]

1.4.1 Dendogram

Kone¢nym vysledkom vSetkych hierarchickych zhlukovacich metdd je dendogram (teda hierar-
chicky stromovy diagram), v ktorom rieSenie pre k£ zhlukov ziskame spojenim nejakych zhlukov
z rieSenia pre (k + 1) zhlukov.

Vertikdlny dendogram zobrazuje ’vysku’ spdjacieho kritéria, na ktorej su objekty alebo zhluky
malej vyske, zatial ¢o objekty, ktoré sd si viac menej nepodobné st spojené v dendograme az
vySSie. Podobnost objektov v dendograme teda &itame z vysky ich spojenia.

Rozdelenie dat do Specifického poctu zhlukov je teda mozné *odstrihnutim’ dendogramu vo
vhodnej vyske. Ked v dendograme v nejakej vyske zazna¢ime horizontdlnu ¢iaru, potom &islo
K, vertikdlnych ¢iar ktoré boli prefaté touto iarou, identifikuje K zhlukové rieSenie. Kazdé
prefatie identifikuje jeden zhluk a objekty, ktoré sd na konci tejto vetvy, st objektami daného
zhluku.

Vypoctovy software, ktory pouZijeme na vytvorenie dendogramu je vo v§eobecnosti napisany
tak, aby bol dendogram l'ahko interpretovatelny. Pre vel'ké ddtové matice sa vSak tento ciel stdva
nemozny.

Priklad 1.8. Dendogram
Majme objekty dané nasledujicim zapisom, (X,y)=[(5;2),(4;1),(5;1),(6;2),(8;6),(6;6),(7;6),
(7:5),(1;7),(2;8),(1;9),(3;9)], zobrazené na obr.1.
Pre tieto objekty vznikne pouZitim najvzdialenejSieho suseda dendogram na obr.2.
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Obr. 1: Zobrazenie datovych bodov
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Obr. 2: Dendogram pouZitim metddy najvzdialenejSieho suseda

1.4.2 Aglomerativne zhlukovacie metody

Medzi najpopularnejSie aglomerativne zhlukovacie metddy patria metdda najblizSieho suseda
(jednoduché spojenie), metéda najvzdialenejSieho suseda (kompletné prepojenie) a centroidna
metdda (priemerné spojenie). Tieto metddy definuji spésob akym st dva zhluky (ktoré mozu
Ziaden z tychto algoritmov nie je univerzalne najlepsi pre vietky situdcie. Metéda najblizsieho
suseda Casto vedie k dlhym retaziam zhlukov, ktoré st spojené samostatnymi objektami, ktoré
su blizko seba, takyto vysledok je v praxi mnohokrat neziaduci. Metéda najvzdialenejSieho
suseda, tvori viacero mensich velmi kompaktnych zhlukov. Centroidnd metéda na rozdiel od
metédy najblizSieho suseda a metédy najvzdialenejSieho suseda, zavisi na velkosti zhluku.
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1.4.3 Divizne zhlukovacie metody

Spomeiime len najpouZzivanejSiu metédu divizneho hierarchického zhlukovania. Tato metdda
spociva v tom Ze v kazdom kroku objekty rozdelime na “splinter”’(dlomok), ktory nazveme
s ostatnym objektami v mnoZine zhlukovanych predmetov, zvolime na ivod ako splinter, tento
objekt vytvori zhluk A. Po tomto ivodnom rozdeleni dat do zhlukov A a B, vypocitame pre
kazdy objekt v zhluku B nasledujice hodnoty:

1. priemernt nepodobnost medzi objektom a vSetkymi ostatnymi objektami v zhluku B

2. priemernt nepodobnost medzi objektom a vSetkymi objektami v zhluku A.
Nésledne vypocitame rozdiel 1.-2. pre kazdy objekt v zhluku B. Ak su vSetky tieto rozdiely
zaporné, algoritmus zastavime. Ak su niektoré z tychto rozdielov pozitivne, znamena to, Ze
dany objekt v zhluku B je v priemere podobnejsi objektom v zhluku A, ako ostatnym objek-
B do zhluku A, a proces opakujeme. Tymto algoritmom vznikne bindrne rozdelenie na dva
zhluky. Taky isty proces mdzeme ndsledne aplikovaf na vzniknuté zhluky a vytvorif tak aj z
nich bindrne rozdelenie.

1.5 Nehierarchické zhlukovanie

Nehierarchickym zhlukovacim metodam, tieZ nazyvanym metody rozkladu, sa tato diplomova
praca bude venovat viac, ked Ze prave tieto metody poskytuji moznost vyuzif aj fuzzy mnoZiny.
Tieto metddy rozdelia data do vopred ur¢eného poctu zhlukov K. Medzi rieSenim ktoré posky-
tuje K zhlukov a rieSenim pre K + 1 zhlukov, neexistuje Ziaden hierarchicky vzfah. Pre dané
K hladame také rozdelenie do K samostatnych zhlukov, ako su definované v def.1.6.

Jedna z moZnych metdd by mohla byt takd, Ze by sme v prvom kroku vypodcitali vetky
mozné skupiny K zhlukov objektov. Potom by sme na zdklade nejakého optimalizacného kritéria
vybrali "najlep$iu”skupinu”zhlukov, ktord optimalizuje dané kritérium. Pre velké mnoZiny dat
sa o¢ividne takyto pristup vel'mi rychlo stava neriesitelnym a vyzadoval by obrovské mnoZstvo
energie, pocitacového Casu a ulozného priestoru. Kvoli tomu su vSetky pouzivané zhlukovacie
algoritmy iterative a pocitaju sa len s malym mnoZstvom vy¢isleni r6znych funkcii podobnosti
alebo nepodobnosti.[19]

1.5.1 K-means

Jedna z najpopularnejSich nehrierachickych metéd sa nazyva K-means, teda metéda K-priemerov.
Je populdrna najmi vd aka jednoduchosti jej algoritmu. Jej popis je zhrnuty v nasledovnych kro-
koch z [35]:

1. Na uvod sa zvoli K pociatoénych tazisk m,, ..., mg tvoriacich maticu M bud celkom
nahodne, alebo podl'a uritej predoslej znalosti. T4to po&iatond matica je jedna zo slabych
stranok k-means algoritmu. Je od nej zavislé celkovy vysledok algoritmu a ak je spravne
zvolend, algoritmus moZe skon¢if v lokdlnom optime.

2. Metddou najblizsieho suseda priradime objekty k jednotlivym centroidom a vytvorime
tak & zhlukov. Objekt x; je zaradeny tymto algoritmom do zhluku so stredom m; prave
vtedy, ked Vi € 1,..., K i # 1: |lz; — my|| < |lz; — my]|.

3. Podla aktudlneho zadelenia objektov prerdtame centroidy zhlukov podla:
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R | 1.20
m= ) (120

v z;€C;

¢im vznikne nova matica M

4. Porovname novu maticu M s predoSlou maticou M. Ak je novd matica ind, je potrebné
zopakovat kroky 2 a 3 znova, aby sa centroidnd matica ustalila a tym padom aj zadele-
nie objektov ku centroidom, ktoré reprezentuju jednotlivé zhluky, by bolo definitivne. V
pripade, Ze sa matica M nezmenila, ukon¢ime algoritmus a vyhodnotime vysledky.

.....

.....

sa centroidnd matica ustalila a aby aj zadelenie objektov k faZiskom, ktoré reprezentuji
jednotlivé zhluky bolo definitivne. V pripade, Ze je rozdiel medzi maticami mensi ako e,
ukonc¢ime algoritmus a vyhodnotime vysledky.

Optimalny pocet zhlukov

Jednou z dolezitych informécii je zvolenie poctu zhlukov. V mnohych redlnych pripadoch
mame nejaki vedomost o détach, ktord nam umozni zvolenie vhodného po¢tu zhlukov.Ale ne-
musi to tak byt, v takom pripade je potrebné ndjst datovi Struktdru priamo z ddtovej matice a
najst optimdlny pocet zhlukov. Existuje mnoZstvo metéd hodnotiacich optimalny pocet zhlu-
kov pre k-means metédu. Z heurustického hl'adiska najvhodnejSou a dlho najpouZivanejSou
metédou je ’elbow method’=lakfova metdda. Tato metéda pouziva funkciondl sumy suctu
Stvorcov odchyliek objektov zhluku(n; je pocet objektov patriacich do zhluku) od faziska zhluku
rozkladu pre vSetky zhluky

K nj
E=>"Y dps(xij,m;). (1.21)

j=1 i=1

Metdda spociva v zhotoveni k-means rozkladu a zisteni hodnot tohto funkcionalu pre hod-
noty mnozstva zhlukov K od 1 po vopred zvolené mnozstvo zhlukov /, kde [ je maximalny
polet zhlukov, ktory je rozumné uvazovat pre dané déta. Tieto hodnoty pre rozne polty zhlu-
kov su nédsledne nanesené do grafu, na ktorom su pocty zhlukov a k nim priradené hodnoty
funkciondlov, ktorymi preloZime krivku. V takto zhotovenom grafe ndsledne hl'addme ’laket’,
v ktorom sa prudko tato krivka zmeni a tito hodnotu k zvolime ako pocet zhlukov. Hlavnou
myslienkou za tymto vyberom je klesanie hodnoty £ pre zvysujici sa pocet zhlukov K, hod-
nota F bude klesat aZz pre K = n bude platit £ = 0. Ak je v datach nejaka Struktira zhlukov,
ktord je mozné zhlukovanim odhalit, tak bude hodnota funkcionalov pre rozne K rychlo klesat
do poctu zhlukov, ktoré sa v tejto Struktire nachadzajd, ndsledne po prekroceni tejto hodnoty
klesanie nebude tak prudké, lebo dochddza k deleniu existujicich zhlukov, a teda odchylka od
faziska sa uZ neklesa tak vyznamne. TakZe cielom je urit pomerne nizky pocet zhlukov ktory
ma ¢o najniZ§iu hodnotu funkcionalu E, a to je prave ndjdenim ’lakfa’. éerpali sme zo zdrojov
[16] a [22].

Priklad 1.9. Lakfova metdda
Majme body (x,y)=[(5;2),(4;1),(5;1),(6;2),(8;6),(6:6),(7;6),(7;5),(1;7),(2;8),(1;9),(3;9)], ako pre
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priklad 1.8
Zobrazenie zavislosti funkcionédlu £ na pocte zhlukov vyzerd nasledovne
Krivka jednozna¢ne meni spad pre K = 3 a prave tu mdzme vidief aj ’laket’. Aj z ddt mdzeme
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Obr. 3: Laktovad metéda

pozorovat, Ze sa v nich nachadzaji 3 zhluky.

Pre velké mnozZstvo dat vSak nemusi byt zobrazenie objektov do bodového grafu, ako je na
Obr.1, a rozliSenie zhlukov pouZivatelom mozné. Hodnotu funkciondlu F vsak bude v takom
pripade mozné vypocitat vypoctovym softwarom a bude mozné pouzit lakiovi metédu.

1.5.2 Fuzzy c-means

Mnohé data vSak nie je mozné jednoznaéne rozdelit do zhlukov. Na Obr.4 je zobrazend presne
takdto situdcia. Zatial ¢o o modrych a oranZovych bodoch sa d jednoznaéne povedat do akych
zhlukov patria, pri zelenom to nie je jasné. Pri tradi¢nom deleni pomocou metddy k-means by
bol pri deleni na dva zhluky prideleny do zhluku na zédklade pociatocnej polohy centroidov.
Zaroven by delenie nebolo optimélne, ked Ze hodnota funkciondlu 1.21 by bola pri rozdeleni
na dva zhluky znacne vysSia, ako pri rozdeleni na tri zhluky, vytvorenie tretieho zhluku vSak
nemusi byt vzdy Ziaduce.

Tiito situdciu riesi fuzzy c-means zhlukovanie, ktoré umoziuje bodom patrit do viacerych
zhlukov. V priklade z obr.4 umoZiiuje zelenému bodu patrif modrému aj oranzovému zhluku.
Tato metdda je zaloZend na fuzzy logike, ktorej zdkladom je definicia fuzzy definicie podla Za-
deha [37]. Okrem Zadeha sa téme fuzzy mnozin venuju [21], [26], [24], z ktory sme Cerpali.

Definicia 1.10. Fuzzy mnoZina:
Nech X ## () je pevne zvolend univerzdlna mnoZina. Fuzzy podmnoZinou A univerzalnej mnoZiny
X (struéne fuzzy mnoZinou), budeme rozumief objekt popisany (zovSeobecnenou) charakteris-
tickou funkciou

pa s X — <071>7

ktord sa tieZ nazyva funkcia prislusnosti. Pre kazdy prvok x € X hodnota p : X — (0, 1), je
stupen prislusnosti prvku x do fuzzy mnoziny A. Stupen prislusnosti je teda stotozneni s fuzzy
mnoZinou a naopak.
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Obr. 4: Nejasne rozdelenie zhlukov

Pre takto definované mnoZiny je potrebné definovat logické spojky, ktoré sd zaloZené na
funkcii prislusnosti. Takéto logické spojky mdzu byt definované rdznymi spdsobmi. V tejto
praci spomenieme Lukasiewiczovu logiku, v ktorej sa pravdivostné hodnoty zloZenych tvrdent,
pre fuzzy mnoziny A a B pocitaji pomocou nasledujicich vztahov

tangy = man(pa, 1g),

HavB) = maz(fia, 1),
P-4y =1 — pa,
pa=n) = min(1,1 — pa + pp),
t(aen) =1 — |pa+ ppl.

Algoritmus fuzzy c-means

Fuzzy c-means (FCM) je algoritmus, umoZiiuje prvkom patrif do viacerych zhlukov s istym
stupfiom prislu$nosti. To je velmi uZito¢né, ked maju zhluky nejasné hranice ako na Obr.4,
alebo nie st zhluky jednoznacne rozdelené. Okrem toho mdZze stupeii prislu$nosti pomoct
uzivatelom objavif zloZitejSie vzfahy medzi jednotlivymi objektami a zhlukmi. PouZitiu fuzzy
mnozin sa podrobnejSie okrem literatiry spomenutej vysSSie venuju Slanky [3], [35] a [7], z
ktorych sme tiez Cerpali pri tvorbe tejto pod-kapitoly. Metdda spociva v minimalizacii funkcie.

n p
T =Y uldps(xi ), (1.22)

i=1 j=1

Kde c je pocet zhlukov,

.....

pre m = 1 sa jednd o k-means zhlukovanie. Vahovy exponent je jeden z najddlezitejSich
parametrov FCM, aj napriek tomu neexistuje Ziaden ndvod ako ho nastavif. V mnohych
praktickych situdciach sa odporica zvolif m rovné 2. Bezdek [28] odporica odporica

interval (1,5;2) . V niektorych zdrojoch ako spodnd hranicu uvadzaji m >

(n —2)
[4] a tato hodnotu aj Bezdek a Pal [28] oznalili za prvy teoreticky vysledok, ktory
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usmerfiuje hladanie optimalneho vdhového exponentu. Dalsim teoretickym vysledkom,
ktory umoziiuje presnejSie urenie vahového exponentu je m > (1/(1 — 2A00(Fp+)))
ak Az (Fr) < 0,5, ktorému sa d alej venuje ¢ldnok [36]

e u;; je stupen prislusSnosti pre kazdy objekt x; do j-t€ho zhluku, pre ktory platia nasle-
dujice podmienky:

Y uwy=1i=1.,n, (1.23)

Podmienka 1.23 zaruCuje Ze vSetky objekty majui v zhlukovani dohromady rovnaku véhu.

0<> uy <N,j=1,..p (1.24)
i=1
Podmienka 1.24 zarucuje, Ze Ziaden zhluk nie je prazdny.

e 1, i-ty m-rozmerny prvok ditovej matice
e ¢; p-rozmerné tazisko zhluku.

Zékladné kroky FCM algoritmu sa zhrnieme nasledovne:

1. Zvolime vhodné hodnoty ako pocet zhlukov ¢ a vahovy exponent m, a lubovolne malé
a kladné e. Ndhodne generujeme vstupnd maticu C, tito matica ma rovnaku dlohu ak v
k-means algoritme. TieZ ovplyviluje vysledné zhluky a moze spdsobit, Ze sa algoritmus
skonci v lokdlnom minime. A premennt ¢ poloZime ¢ = 0.

2. Vypocet novej matice U ako

1
uy; = 5 i=1,2,.n,7=12,..c (1.25)

i(|‘xi_0j|‘)d_1

i1 IIxi = el

3. Vypocet novej matice C ako

-

Il
—

m
Ct- 11t

j T
D U
i=1

4. Kroky 2 a 3 opakujeme az kym nie je splnend podmienka ||C*™! — Ct|| < ¢

(1.26)

Fuzzy Partition Coefficient

Na vyhodnotenie vlastnosti fuzzy zhlukovania existuje mnozstvo réznych koeficientov, ktorych
prehl'ad je mozné ndjst [35]. Najpouzivanejsi je fuzzy partiton coeficient (fpc) - koeficient fuzzy
rozdelenia, ktory bol navrhnuty Bezdekom. Na jeho vypocet sa pouZiva len matica prisluSnosti

U a je definovany nasledovne:
n K
1 2
fre==3% > u (1.27)

j=1 i=1
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Takto definovany koeficient fpc nadobtida hodnoty z intervalu [1/K, 1]. Ak je koeficient rovny
1, tak zhlukovanie zodpoveda pevnym zhlukom, ak je koeficient rovny 1/K, tak objekty pat-
ria vSetkym zhlukom rovnako. V takom pripade to znamend, Ze zhlukovaci algoritmus nie je
schopny n4jst Struktiru zhlukov, alebo Ze v datach ziadna takdto Struktira nie je.

Hodnota fpc je ovplyvnend vdhovym exponentom m. Ked je m priblizne rovné 1, tak aj
koeficient fpc je priblizne 1, nezdvislo na mnozstve zhlukov K.

1.6 Zhlukova analyza pouzitim neuronovych sieti

Neurdnové siete sa v poslednej dobe teSia stipajucej popularite na rieSenie rdéznych uloh a
problémov, najme vd aka vyvoju politatového hardware, po&itatovych systémov a zvySeniu
vypoctovej kapacity. Na vytvorenie zhlukov sa pouZivaji neurénové siete, ktoré su zaloZené
na sufazivom uceni (competitive learning). O zhlukovej analyze pouZitim neurénovych sieti sa
venuju kapitoly v [35] a [11] z ktorych sme Cerpali aj pri tvorbe tejto pod-kapitoly.

Zmefime formulédciu zdkladnej dlohy zhlukovej analyzy, abe sme mohli popisaf sufazivé
ucenie a zhlukovu analyzu popiSme ako vektorovu kvantifikdciu. Vektorovad kvantifikicia je
klasickd metdda, ktord sa pouZiva na odhadovanie funkcie hustoty spojitej pravdepodobnosti
nahodnej premennej p(x) premennej x € R? pouZitim kone¢ného mnoZstva prototypov (taZisk
zhlukov). MnoZina vektorov X je reprezentovand kone¢nou mnozinou prototypov cy, ..., cx C
R? (taziskom zhluku), ktord sa zvykne nazyvaf codebook. Prave codebook, je mozné ziskat
zhlukovanim. Ked je codebook Specifikovany, odhadom x je vektor ¢;, ktory je najbliZsie k x.
PouZitim metédy najbliZSieho suseda pri hladani codebooku sa tento proces sa nazyva jedno-
duché sifazivé ucenie (SCL).

Codebook mdze byt ndjdeny minimalizovanim Stvorcu strednej hodnoty vy&islenia chyby

E = / X — ¢|*p(x)dx (1.28)

kde ¢ je funkcia x a ¢;. Pre objekt x, méZme vytvorit iterativny vzorec na vypocet codebooku,
ktory bol odvodeny Kohenonom v roku 1997

¢;(t +1) = ¢;(t) +n(t)du; X — ¢;(t)]

kde index w odpovedd vyhravajicemu prototypu, ktory je najblizsie k x;,

0. je Kronekerové delta, ,,; ma hodnotu 1 ked w = 7 a inak 0

1 > 0 je koeficient u¢enia s nizkou hodnotou, ktory spiiia klasické Robbins-Monro pod-
mienky, teda >_1(t) = oo a >_n(t)* < oco. Zvylajne, 1 je uréeny tak Ze v Case monoténne
klesa. Zvycajne je n

Sutazivé ucenie je implementované pouzitim dvojvrstvovej (J — K) neurénove;j siete ako je
zobrazend na Obr.5. Vstupnd a vystupna vrstva su Uplne prepojené. Vystupnd vrstva sa nazyva
vrstva sifaZenia, v ktorej sa bo¢né prepojenia pouZivaji na bo¢ni inhibiciu.

Pre zhlukovid analyzu je $truktira stifaZivého ucenia zvyCajne odovdend minimalizdciou
funkcionalu suctu Stvorcov rezidui (RSS)

1 n
E= EZEI (1.29)
=1
K
E = Z#MHXZ — %, (1.30)
=1
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Obr. 5: Architektira neurénove;j siete sitazivého ucenia. Prevzaté z [11].

kde n je pocet objektov mnoziny so vzormi, a ji; je vdha pridelend spojeniu prototypu ¢j s
vzorom X;, ktord popisuje stupen prislusnosti vzoru [ do zhluku k. Ked ¢, je najblizsi (vitazny)
prototyp k x; v euklidovskej metrike, j5; = 1, inak p; = 0. Odvodime SCL minimalizovanim
1.29 z predpokladom, Ze vahy ziskavame pouzitim podmienky najblizSieho prototypu. Teda
— ; _ 2

E, = min IIx; — ekl (1.31)
Na zédklade rovnicel.30 a pouZitim metédy gradient-descent, za predpokladu Ze ¢, = ¢, () je
vitazny prototyp pre X = x,; dostaneme SCL ako:

Co(t +1) = eu(t) +n(t)x: — eu(t)]
Cj(t + 1) = Cj(t),i 75 w

kde n(t) je zvoleny tak, aby spiﬁal Robbins-Monrove podmienky. Tento proces sa nazyva vifaz
ma kazdy zhluk svoj uciaci koeficient dany ako n; = %, kde n; je pocet prvkov priradenych
t—tému zhluku, m4 algoritmus minimélny vystupny rozﬁtyl.

Do podoby stfazivého ucenia vieme previest aj uz uvedené zhlukovacie algoritmy. K-means
zhlukovanie je blizko spojeny z SCL a je to vlastne Specidlnym pripadom samo organizujucich
madp, ktoré si velmi populdrnou metédou pouZitia neurénovych sieti na zhlukovanie. Tymto
algoritmom rozdelime mnozinu n vstupnych objektov do K oddelenych podmnozin %}, kde
kazd4 podmnoZzina obsahuje n; vstupnych objektov minimalizaciou RSS

K
1
E(cy,...,cx) = EZ > ki — el (1.32)

k=1 x; €6

kde ¢;, je prototyp alebo faZzisko zhluku 4. Minimalizovanim F vzhladom na ¢;, dostaneme
optimélnu polohu prototypu ¢, ako ¢, = é > x;.

XiG(é)k
Takto vytvoreny algoritmus mdZzeme aplikovaf v hromadnej podobe, alebo v postupnej. Do-
teraz spominany algoritmus, bol o hromadnom vloZeni ditovej matice do algoritmu a nie je
vhodny na sifazivé uCenie. V pripade postupnej podoby, do algoritmu vkladdme déta postupne

28



a takyto algoritmus je vhodny pre data ktoré st ziskavané online. Do algoritmu mdzme totiZ
vlozit tplne nové vzory. Tento algoritmus potom vieme zapisat nasledovne:

1. Nahodne vytvorime K vektorov pociatocnych prototypov zhlukov my, ..., mg € R?

2. Vlozime normalizovany vzor x € R”

3. Vyberieme vitaza F(c;) (teda ¢, pre ktoré je hodnota funkcionédlu F najmensia).

4. Aktualizujeme vitazny prototyp pre X:

eult +1) = ci(t) +(t)(x — (1)) (1.33)

kde n je uciaci koeficient.
5. Opakujeme kroky 2-4, kym nedosiahneme maximdalny pocet itericii.

Koeficient ucenia n teda urcuje to ako sa vektor prototypov adaptuje k vstupnému vzoru a je
priamo spojeny s konvergenciou. Ak je n = 0 tak neprebieha Ziadne ucenie. Ak 1 = 1, tak je
vysledok rychlo uciaci sa prototyp.

1.6.1 Teéria adaptivnych rezonancnych vah - Adaptive resonance theory(ART)

Jednym zo zdkladnych problémov zhlukovania zaloZzenom na stfaZivom udeni je nestabilita.
Do6vodom tejto nestability je “plasticita’ algoritmu, ktord je potrebnd na adaptovanie algoritmu
pre nové vzory. ART ma schopnost prispdsobif sa novym ddtam a pamiitaf si aj predchddzajice
tréningy a tym prekondva problém stability-plasticity rieSenia.

ART1 ARTI je najjednoduchsi model s architekturou ART, ktory sa pouZiva na zhlukovanie
Tubovol'ného mnozstva bindrnych premennych vstupnych vzorov (vektorov). Siete ART maji
rekurentnd J — K architektiru, ktord sa 1iSi od architektiry na Obr.5. Vstupnd vrstva F1 sa
nazyva porovndvacia vrstva a ma J neurénov a vystupnd vrstva F2 sa nazyva rozpozndvacia
vrstva a md K neurénov. F1 a F2 si plne prepojené oboma smermi a stfaZenie prebieha vo
vrstve F2 a jej sticasny stav sa nazyva kratkodoba paméf (short term memory -STM). Neur6ny
z vrstvy F2, ktoré sud, uz pouZité na reprezentovanie vstupného vzoru, sa nazyvaji prepojené.
Podobne, neprepojené neurdny nereprezentuju vstupny vzor. Zdola hore st vrstvy prepojené
vahovou maticu W% = {w}f}, pre spojenie i-tého neurénu z vrstvy F1 s j-tym neurénom
vrstvy F2, a zhora dole st prepojené vahovou maticou W2 = {w?]}, ktord sa tiez nazyva dl-
hodobd pamiit (long term memory-LTM).

Vo vrstve F2 prebieha sifaZenie medzi niektorymi prepojenymi neurénmi a jednym ne-
prepojenym. Vifazny neurén posle odhad véh naspit do vrstvy F1. Odhad je porovnany so
vstupnym vzorom. Vopred zvoleny parameter opatrnosti p (0 < p < 1) ur¢i ¢i si odhad vzoru a
vstupny vzor podobné. Ak su si podobné a spfﬁajﬁ podmienku opatrnosti, adaptujeme obe vahy
zaroven. Tento proces sa nazyva rezonancia. Ak podmienka nieje splnend, poSleme do vrstvy
F2 signdl, ktory deaktivuje momentélny vifazny neurén. Cim vysia je hodnota p o to menej
nepresnych vzorov bude tolerovanych a teda algoritmom vznikne viacej zhlukov.

Zakladné kroky ART1 zhrnieme nasledovne:

1. Inicializujeme véhy ako w}jz = ¢/(£—1+4p), kde p je poCet dimenzii bindrneho vstupného

vzoru X, £ > law?-,} =1;

2. Do algoritmu vloZime novy vzor x a vypocitame presun z vrstvy F1 do vrstvy F2 ako

d
Ty =) wie; (1.34)
i=1
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3. Vybranim vitazného neurénu J pravidlom vifaz berie vietko, aktivujeme vrstvu F2.
T; = max{T;};

4. Porovname odhad z vrstvy F2 z vstupnym vzorom. Ak
X N W]

p<
x|

kde N je logickd spojka AND, nasleduje krok 5, ak tito podmienka nie ej splnend tak
pokracujeme krokom 6.
5. Aktualizujeme prislusné vahy pre dany aktivny neurdn ako :

21 21
W3 (new) = x N Wj (old), (1.35)

EW? (new)
E—1+ |W§1(new)|'
Ak J je neprepojeny neurdn, vytvorime novy neprepojeny neurdn s pociatoénymi para-
metrami ako su stanovené v kroku 1;
6. Posleme do vrstvy F2 signdl, ktory deaktivuje momentalny vitazny neurdén a vratime sa
do kroku 3;
7. Opakujeme kroky 2-7, dokym nie su vSetku vzory x priradené do zhlukov.

W2 (new) = (1.36)

Fuzzy ART Fuzzy ART je ART sief, ktord je schopna naudif sa rozpoznaf stabilné zhluky
pre bindrne aj redlne vstupné vzory. Fuzzy ART ma podobnu architektiru ako ART1 a pouziva
operatory fuzzy mnoZin na nahradenie bindrnych operatorov, aby mohol pracovat aj s redlnymi
datovymi mnoZinami. Fuzzy ART popiSeme zvyraznenim hlavnych rozdielov medzi algorit-
mom fuzzy ART a ART1.
e Predspracovanie dat. Kazdy prvok z p-dimenziondlneho vstupného vzoru x = {zy, .., z,}
musi byt v intervale (0, 1), a musi byt normalizovany.
e Vahové matice ktoré spdjaju vrstvy F1 a F2 inicializujeme ako v sieti ART1. Vahy ne-
prepojeného neurénu nastavime ako jedna.
e Vyber zhluku. Po vloZeni vstupného vzoru, neurény vrstvy F2 sifaZzia vypo&tom funkcie
vyberu zhluku, ktord je definovana ako :

= XAW 1.37
T o+ |w (137

kde A je fuzzy logicka spojka AND, a o« > 0 je parameter, ktory pouzivame na vybratie
prototypu, ked st viaceré ako jeden prototypovy vektor fuzzy podmnoZinou vstupného
vzoru. Parameter « je zdvisly na parametre opatrnosti p, o by malo byf klesajice ak p je
klesajice. Podobne ako v ART1, neurén J je aktivovany pravidlom vitaz berie vietko

T; = max{T}}.
J

e Priradenie zhluku. Funkcia vyberu zhluku vifazného neorénu je potom otestovand para-

metrom opatrnosti. Ak
|x A wy|
P ——

Y

x|
nastane rezonancia. Inak je viazny neurén zablokovany a zvolime a preskiimame novy

neurdn z vrstvy F2, ktory porovname s parametrom opatrnosti. Tento proces opakujeme
dokial nie je podmienka splnend.
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e Vihovy vektor vifazného neurénu, ktory spiiia podmienku opatrnosti je aktualizovany
pouZzitim uciaceho pravidla :

wy(new) = B(x Awy(old)) + (1 — B)w,(old), (1.38)

kde je 5 = (0,1) je uCiaci parameter, 5 < 1, aby sme sa vyhli zbyto¢nému vytvdraniu
zhlukov a zhluky neboli zbytocne nachylné na Sum v datach.

1.7 Regresna analyza

V $tatistickom modelovani je pod pojmom regresia chdpané hl'adanie vzfahov medzi nezéavislymi
premennymi a premennymi, ktoré na nich zavisia. Regresné analyza je jednym z najpopularnejsich
spdsobov modelovania, najmi vd aka jej relativnej jednoduchosti a Sirokej $kale aplikovanosti.
Cielom tejto diplomovej prace nie je detailny prehl'ad regresnej analyzy, preto v pripade po-
treby podrobnejsieho popisu odporti¢ame Citatelovi nahliadnut do zdrojov, ktoré boli pouZité
pri tvorbe tejto podkapitoly [1], [2] [19], [10], a [39].

1.7.1 Linearna regresia

,  Regresny model je pre ndhodné veliCiny Y7, ..., Y;, a maticu dat 1.1,typu n x p, kde p < n.
Predpokladajme Ze pre ndhodny vektor Y = (Y7, ..., Y,)’ plati

Y =X3+e, (1.39)

kde B8 = (f4, ..., Bp)" je vektor nezndmych parametrov a € = (e, ...,e,) je ndhodny vektor,
ktory spitia podmienku Ele] = 0, var[e] = oI, kde o2 je tieZ neznamy parameter.

Pre takyto regresny model poZadujeme, aby matica X nemala linedrne z4visle stipce, ¢o zna-
mend h(X) = p, ked Ze predpokladdme Ze p < n. Z toho vyplyva, Ze matica X' X je reguldrna
a existuje k nej inverznd matica.

Nezndme parametre 3 = (0i,...,3,), ktoré st presne dané rovnicou 1.27 vSak nie je
mozné ndjst bez toho aby sme ich poditali Specidlne pre kazdé X a Y. Nahradime ich odha-
domb = (b4, ..., b,)’, ktory ziskame metédou najmensich Stvorcov, teda minimalizdciou vyrazu
(Y — X3)' (Y — X03). Tieto odhady pocitame nasledovnym vzorcom

b= (X'X)"'X'Y (1.40)

ddkaz refandel.
Hodnotu Y, ktora predstavuje odhad Y ziskany modelom, ziskame ako Y =Xb= X(X'X)"IX'Y.
Maticu X(X'X) !X’ zvykneme nazyvai hat matrix a zapisoval H. T4to matica je preimetnutim
vektoru Y do regresného priestoru.

Rovnicu linedrneho modelu, ktord obsahuje absoliitny ¢len, mdzme tieZ zapisat ako :

Yi = B0+ Bixin + ... + Bprip + €551 = 1..n.

Co mbZe byf prepisané ako :
Y=X"8"+e,

kde X* = (1,,, X) (na zadiatok dit sme pridali stipec jednotiek).
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1.7.2 Kvadraticka regresia

Linedrnym regresnym modelom je moZné vyjadrit aj iny ako linedrny vztah medzi zéavislou
premennou Y a nezdvislymi premennymi (X;, Xo, ..., X, ). ZlozZitejsie vzfahy mdzu byt modelo-
vané zahrnutim vhodnych ¢lenov vyS$sich mocnin do vstupnej matice X.

Priklad 1.11. Pre kvadratickd zévislost pre dvoch nezévislych premennych m4 teda re-
gresnd rovnica tvar:

Y: = Bo + Bl + B2z + 53%21 + 54%22 + Bz + €, =1,...,n

Stéle hovorime o linedrnom regresnom modely.

1.7.3 Hodnotenie modelu

Pre takto vytvoreny model je vektor rezidui, ktory porovnava pozorované hodnoty zavislej pre-
mennej s odhadom ich strednych hodnot, dany vziahom u = Y — Y. Stcet Stvorcov rezidui je

definovany ako

RSS = dgs(u) = > (¥V; - Yi)”.
=1
Rozptyl rezidui zavedieme ako s> = RSS/n — p. Varidcia v zdvislej premennej je dand ako

n — A —

nsyy = »_(Y; — Y)? a varidcia vysvetlend regresnym modelom > (Y; — Y)?. Medzi takto
i=1 i=1

popisanymi varidciami plati nasledujici vziah:

n n n

D=V =) (V-V) 4y (Y- V)

i=1 i=1 i=1
totdlna varidcia = variacia vysvetlend regresnym modelom + sucet Stvorcov rezidui.

Koeficient determinécie r? ndm poddva informéaciu o tom, akd Cast variécie je vysvetlend linedrnou
zévislostou medzi premennymi.Tento koeficient je §tvorec mnohondsobnej korelacie medzi X
aY.

7”2

(1.41)

> (Yi-Y)
i=1
> (Yi-Y)?
i=1
V extrémnych pripadoch, ked je celkovd varidcia zavislej premennej celkom vysvetlend mode-
lom je r* = 1, druhy extrém je 72 = 0, ked model nevysvetluje Ziadnu varidciu. m6Zme zapisat
aj ako

3

(Vi —Y)?
R = N (1.42)

Koeficient determinacie je ovplyvneny mnoZstvom nezavislych premennych (regresorov). Pre
danu vzorku s n objektami bude hodnota 72 stiipaf priddvanim regresorov do linedrneho modelu.
Preto sa mdZe staf, Ze hodnota r? bude stipat, aj ked budeme do modelu priddvat nevhodné
regresory. Preto pre p regresorov (p + 1 premennych) zavedieme aj korigovany (adjusted) ko-

eficient determinacie ako " )
1 _
2 2 KIZT) (1.43)

o =T T T e 1)

32



2 Modelovanie kvality ovzduSia

V zhlukovej analyze budeme aplikovaf na ddaje, ktoré sivisia s modelovanim kvality ovzduSia.
V tejto kapitole stru¢ne popiSeme rézne druhy matematickych modelov, ktoré sa pouZzivaji na
rieSenie rdznych problémov v oblasti kvality ovzduSia a aké vystupy tieto modely poskytuja.
Matematické modelovanie kvality ovzdusSia je doleZitou skupinou metdd, ktoré dopiﬁajﬁ
monitorovanie kvality ovzduSia. Ked Ze monitoring kvality ovzduSia poskytuje informéacie o
kvalite ovzduSia iba v mieste monitorovacej stanice, modelovanie kvality ovzduSia sa pouZiva v
pripade, Ze je potrebné zhodnotit celoplo$né rozloZenie koncentricii znecistujdcich latok, d alej
sa pouziva sa na predpoved kvality ovzdusia, alebo na uréenie podielu zdrojov na znecisteni
ovzdusia. DalSou velkou oblastou, kde sa uplatiiuji postupy matematického modelovania, je
uréenie Géinnosti opatreni na zlepSenie kvality ovzdusia. V d alSom texte v krétkosti popiSeme
druhy matematickych modelov a priklady uplatnenia metédy FCM v problematike kvality ovzdusia.

V Kkapitole 2.1. popiSeme procesy, ktoré ovplyviuji znecistujice latky v atmosfére a v ka-
pitole 2.2 sa budeme venovat modelom kvality ovzdusia, ked Ze prave modely kvality ovzdusia
poskytuji vstupné udaje pre tito pricu.

2.1 Znedlistujice latky v atmosfére

Znelistujice latky sa dostdvaji do ovzdu$ia z réznych prirodnych aj antropogénnych zdro-
jov znecistovania ovzduSia a na ich d'al$i osud vplyvaji fyzikdlne aj chemické procesy pre-
biehajiice v atmosfére. Niektoré znecisfujice latky vznikaji v atmosfére pri chemickych re-
akcidch (napr. troposféricky 0zon, sekundérne Castice, ako napr. sirany, dusi¢iiany, atd’.) alebo
kondenzaciou hortdcich par. Chemickymi reakciami sa znecistujice ldtky mdZu menif na me-
nej, ¢i viac toxické (vznik siranov, ¢i nitro-polycyklickych aromatickych uhlovodikov). Me-
dzi fyzikédlne procesy, ktoré ovplyviiuji koncentrdcie znecistujicich latok v atmosfére patri
difdzia (rozptyl), advekcia (horizontdlny prenos), konvekcia (vertikdlny prenos), fazové pre-
chody (zmeny skupenstva), suchd, mokra a skrytd depozicia. (Suchd depozicia je sedimenticia
znecistujicich 1dtok G¢inkom gravitacnej sily, mokrd depozicia je vymyvanie atmosférickymi
zrazkami a skrytd depozicia je zachyt na roznych povrchoch. Prostrednictvom depozicie sa
znelistujice latky dostdvaji z ovzduSia do dalsich zloZiek Zivotného prostredia - do vody,
pody, sedimentov, nasledne sa moZu staf sicastou bioty a potravinovych refazcov.

Antropogénnymi zdrojmi znecisfovania ovzdusia si priemyselné zdroje, systémova ener-
getika a vyroba tepla,vykurovanie domdacnosti, doprava (najmi cestnd, ale tiez lodn4 doprava),
pol'nohospodarstvo, nakladanie s odpadom (sklddkovanie a spalovanie) a iné. Prirodné zdroje
znelistovania ovzdusSia sd veternd erdzia, vulkanickd ¢innost,vegetdcia (emisie prchavych or-
ganickych 14tok, pele), morska trieSt (morskd sol a sdvisiace minerdlne latky, rozpusteny orga-
nicky uhlik), ¢innost pddnych bakterii, atd.

V naSej analyze sa budeme zaoberaf dvomi zdkladnymi znecistujicimi ldtkami - oxidom
siri¢itym SOy a prachovymi Casticami PM;,.

Zdrojom oxidu siri¢itého na tzemi Slovenska sd najmé priemyselné procesy - hlavne me-
talurgia, vratane vyroby koksu - a energetika [30]. Zdrojom PM;, modZze byt aj vykurovanie
domdécnosti uhlim, ¢o sa prejavuje najméd na uzemi Poiska v Malopol'skom a Sliezskom voj-
vodstve. Na uzemi Slovenska sa uhlie na vykurovanie domécnosti pouziva v mensej miere,
vzhl'adom k dostupnosti palivového dreva.

Pod oznacenim PM;, rozumieme prachové Castice a drobné kvapdcky s aerodynamickym
priemerom mensim nez 10 mikrometrov. Zdrojom PM;, je najméd vykurovanie domécnosti,
cestnd doprava, stavebné a biracie prace a polnohospodarstvo. Emisie priemyselnych zdro-
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jov poklesli (vd aka legislativnym opatreniam v poslednych desatrociach dvadsiateho storocia),
na Slovensku sa prejavuje ich vplyv najmi v okoli metalurgického komplex, ostatné priemy-
selné zdroje sa prejavia vo svojom okoli v zdvislosti od meteorologickych podmienok (zady-
movanie). Vo vSeobecnosti prispievaju velké priemyselné a energetické zdroje skor k vysokym
pozad ovym koncentracidm, pretoZe znelistujice latky emitované z vysokych kominov sa v
atmosfére za normalnych podmienok efektivne rozptylujui. Stredna doba zotrvania SO, v tro-
posfére je dva dni [38]. SO, ktory je emitovany do ovzduSia, sa mdZe oxiddciou menif na
sirany, alebo sa rozpusti vo vode na H,SO, a opusti atmosféru cestou mokrej depozicie, pricom
podiela na zniZeni pH atmosférickych zrazok. Dal§im procesom odbiravanie SO, z atmosféry
je sucha depozicia. Prachové Castice PM; st naopak viac ovplyvnené chemickymi procesmi v
atmosfére, ked Ze a7 tretina z nich v atmosfére vznika z plynnych prekurzorov. Jemné prachové
Castice sd schopné dialkového prenosu na stovky az tisice kilometrov.

2.2 Modelovanie kvality ovzdusSia

Na modelovanie kvality ovzdusSia sa pouZiva mnoZstvo rozli¢cnych modelov, z ktorych kazdy je
zaloZeny na istych zjednodusujicich predpokladoch, ktoré uréuji oblast jeho pouzitia. DoleZitym
faktorom, ktory rozhoduje pri vybere modelu kvality ovzduS$ia pre rieSenie danej dlohy je
pozadované priestorové rozliSenie, ¢i chemické a fyzikalne vlastnosti danej zneCistujicej latky
¢i skupiny latok. Procesy prebiehajiice v atmosfére sa tykaji ro6znych priestorovych mierok:

Mikroskdlové -javy prebiehajice na mierke 10 m - 100 m, napr. zadymovanie, ¢i obtekanie
budov alebo priidenie v cestnych kationoch. Na modelovanie §irenia znecistujtcich latok v tejto
mierke sa pouzivaji CFD modely (Computational fluid dynamics).

MezoSkdlové - javy prebiehajice v mierkach po niekolkych kilometrov az niekol’kych sto-
viek kilometrov (1000 m - 100 000 m) - napr. horsko-dolinna cirkuldcia, briza, atd’.

Synoptické - javy prebiehajice v mierkach niekol'kych stoviek aZ tisicov kilometrov, napr.
presuny tlakovych ttvarov.

Globdlne - javy v mierke viac nez 5 tis. km. Napriklad pohyb systémov tlakovych udtvarov,
stratosféricky transport a oxidacné procesy prebiehajice pocas tohoto transportu. Globélne si-
mulécie sa pouZzivaju aj pri Studiu hemisférického transportu latok, ktoré zotrvavaja v ovzdusi
dlhu dobu (napriklad perzistentné organické latky) [25], [38].

2.3 Modely kvality ovzduSia

Jednou z moznych kategorizacii modelov kvality ovzdusSia je delenie na zdklade pristupu k
rieSeniu problému na modely deterministické, Statistické a fyzikdlne. Deterministické modely
spdjajd pri¢inu s nasledkom. Medzi deterministické modely mozeme zaradit gausovské, eule-
rovské a lagrangeaovské modely. NajCastejSie pouzivanymi Statistickymi modelmi su inter-
polacné techniky (napr. IDW (inverse distance weighting), kriging), neurénové siete, recep-
torové modely, regresné modely. Na modelovanie procesov v mezoSkalovej mierkach az po
globdlne sa pouZzivaju eulerovské alebo lagrangeovské modely, pripadne gausovské rozptylové
modely v z4vislosti od otdzky, na ktord sa modelovanie snaZi odpovedat. Sirenie zne&istujicich
latok v atmosfére zavisi od meteorologickych podmienok, orografie (tvaru terénu) aj priesto-
rového aj ¢asového rozloZenia emisii. Ddlezité st aj ddaje o vlastnostiach povrchu (vyuZitie
krajiny - podiel priemyselnej, ¢i urbannej zdstavby, druh vegetacie, atd’.). Vstupom pre deter-
ministicky model kvality ovzdusia st obvykle meteorologické udaje, (merania, alebo Castejsie
vystupy meteorologického modelu), d'alej st potrebné podrobné tidaje o emisnych tokoch v
celej vypoctovej doméne v poZadovanom priestorovom a ¢asovom rozliSeni (tieto su obvykle
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vystupmi emisnych modelov).

Meteorologické modely riesia systémy parcidlnych diferencidlnych rovnic, ktoré popisuju
pohyb vzduchovych hmét v atmosfére. Dalsie procesy, ako je mikrofyzika oblakov a zrazok,
vplyv dlhovinného a kratkovinného Ziarenia, vlastnosti povrchovej vrstvy, procesy v mest-
skej zdstavbe st parametrizované do formy empirickych vztahov. Tieto modely st pouZivané
na predpoved pocasia, po reanalyze sa pouZzivaji na dlhodobé hodnotenie meteorologickych
situdcii, aj na vytvorenie meteorologickych ddajov pre modely kvality ovzdusia.

Emisné modely pripravuji emisné vstupy pre modelovanie kvality ovzduSia v potrebnom
priestorovom a ¢asovom rozliSeni a v pozadovanej projekcii. Vstupom emisnych modelov su
obvykle celkové ro¢né emisie za cely §tét, ¢i mensi izemny celok v ¢leneni podl'a druhu I'udske;j
aktivity, pri ktorej emisie vznikaju (napr. energetika, rozli¢né priemyselné innosti, vykurovanie
domacnosti doprava, atd. Emisny model potom na zaklade pomocnych tdajov (hustota oby-
vatel'stva, tvar cestnej siete, teplota ovzdusia, atd.) rozdeli celkové emisie v Case a priestore.
Vystupom emisného modelu je obvykle 4D pole priemernych hodinovych emisnych tokov -
vstup pre konkrétny chemicko-transportny model kvality ovzdusia.

V nasledujucej Casti popiSeme blizsie niektoré najpouZivanejSie deterministické druhy modelov
kvality ovzdusia a oblasf ich pouZitia.

2.3.1 Box model

Box model je najjednoduchsi model materidlovej bilancie, popisuje koncentraciu zneCisujtice;
latky v uzavretom priestore v tvare kvadra. Rozmery kvadra sia W (Sirka po smere vetra) a L
(dizka kolm4 na smer vetra) v metroch, H moZe dosahovat vySku premieSavania. Objem je
definovany ako W - L - H[m?].
Box model vychddza v najjednoduchSom pripade z nasledujticich predpokladov:
e Lokdlne emisie Q[g/s], si nezdvislé na mieste a Case (spojité emisie). Vzfah medzi Q) a
mernou emisiou ¢ na meter Stvorcovy je

Q=q-(W-L) 2.1

e Ziadne zneCistujice latky sa nedostand nad vysku premie$avania, emisie sa §iria len v
smere vetra ¢iZe nevytecd z objemu kvadra kolmo na smer vetra. Znecistujice latky nev-
stupuju do chemickych reakcii a nepodliehaji sedimentécii.

e V boxe je koncentracie znecistujicich latok homogénna.

e Smer a rychlost vetra sd konStantné u[m/s].

Tieto predpoklady vedu k rovnovdznemu stavu a nulovej miere akumulécie.

Ak x(t)[g/m?] predstavuje koncentrdciu znecistujicich latok ako funkciu Casu a xy, je

konStanta ktord predstavuje koncentraciu emisii vo vstupujicom vzduchu potom :
Vstupny tok L - H - u - Xin

Vystupny tok L - H - u - x(t)

Emisny tok ()

Rychlost dbytku 0

Zmena koncentracie = W - L - H - 29

dt
Potom vysledna diferencidlna rovnica ma tvar :

W-L-H-dz—gt):Q+L-H-u-Xm—L-H-u-X(t) 2.2)
s rieSenim

Q
(L-H-u)-(1—euw))

X(t) = (2.3)
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Pre dlhs{ Cas rieSenie dosiahne ustdleny stav x(t) = % ¢o zodpoveda nulovej zmene
koncentracie.

Niektoré box modely sd doplnené o zdkladné chemické reakcie pre td znecistujicu latku,
ktord je predmetom skimania v konkrétnej rieSenej ilohe. Vyhodou box modelov je jednodu-
chost a existencia analytického rieSenia, nevyhodou je to, Ze mnohé zo jednoduseni, ktoré sme
pouzili st nerealistické (napr. konStantna rychlost vetra, konstantny tok emisii, dokonalé pre-
mieSavanie v objeme boxu). Model nerozliSuje medzi velkym poc¢tom malych zdrojov emisii
na povrchu od vacsich zdrojov vo vicsej vySke. Emisie vSetkych zdrojov v boxe sa jednodu-
cho s¢itaju na ziskanie mernej emisie ¢, takZe nemdZu popisaf napr. ti skuto¢nost, Ze zdroje
vo vicSej vyske sposobuju v realite nizsie znecistenie pri povrchu. Box model preto poskytuje
orienta¢né hodnoty pouZitelné v idealizovanom pripade.

2.3.2 Gaussovské rozptylové modely

Gaussové rozptylové modely su zaloZené na nasledujucich predpokladoch:
e Ustdlené meteorologické podmienky (konStantna rychlost vetra v horizontdlnom smere)
e Rychlost a smer vetra sa nemeni s vyskou.
e Rychlost vetra vo vertikdlnom smere je zanedbateln4.
e KonStantny emisny tok.
e Vplyv chemickych reakcii, mokrej aj suchej depozicie je zanedbatelny.
Model riesi parcidlnu diferencidlnu rovnicu, ktord popisuje advekciu (horizontdlny prenos v
smere vetra) a turbulentnud difaziu.

2 2
@ = Dy@—i—Dz2 —u% (2.4)
ot Jy? 0z Ox

Posledny Clen rovnice opisuje advekciu v smere osi x a prvé dva Cleny turbulentnu diftziu v
smere kolmom na smer vetra, D, a D, st koeficienty turbulentnej diftizie. Vplyv advekcie (pre-
nos v smere vetra) obvykle znacne prevySuje vplyv turbulentnej difiizie. Pre bezvetrie rovnica
nema rieSenie.

Pociatok sdradnicovej sdstavy je zvoleny tak, aby bol v zdkladni zdroja (pita komina), smer
x-ovej osi je dany smerom vetra. Dymova vle¢ka opista komin v bode [0, 0, H] a stipa do vy3ky
H = h+dh, kde h je vySka komina, dh je prevySenie vleCky spdsobené potiatocnou hybnostou
spalin pri usti komin a tepelnym vznosom - rozdielom teploty spalin a teploty okolia a H je
efektivna vyska komina. Uloha md pri splneni spominanych podmienok analytické rieSenie -
koncentricia v smere kolmom na smer vetra v horizontdlnom aj vertikdlnom smere je popisana
Gaussovskym rozdelenim:

Q =y r —(H—2)? —(H+2)?

e*ile 22 e 22 (2.5)

x(t) = 2T U Oy - Oy
V tejto rovnici o, = a - 2 je parameter disperzie v smere osi 'y vo vzdialenosti x od zdroja po
vetre o, = b - 29 je parameter disperzie v smere osi z vo vzdialenosti x od zdroja. Konstanty
a, b, p, q zavisia na stabilite atmosféry [38].
Druhy exponencidlny Clen v zatvorke popisuje Gplny odraz dymovej vlecky od povrchu [38].
Gaussovské modely sa tiez pouZzivaji na vypocet prispevkov od viacerych zdrojov - po-
stupne sa vypocitaju koncentracie od vSetkych bodovych a liniovych zdrojov (napriklad cestnd
komunikécia) a prispevky od jednotlivych zdrojov sa scitaju.
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Obr. 6: Reprezentdcia dymovej vleCky v Gaussovskom modeli. Upravené podla [15]

2.3.3 Lagrangeovské (trajektoriové) modely

Lagrangeovské modely st zaloZené na vypocte trajektorii “bali¢kov”’vzduchu (znelisfujticej
latky) v zévislosti od pol'a vetra. Stiradnicova sustava je pri lagrangeovskych modeloch spojena
s ”balickom”vzduchu na rozdiel od eulerovskych modelov, ktoré pocitaju koncentracie v pravi-
delnej mriezke vypoctovej domény.

V porovnani s Eulerovskymi modelmi maji Lagrangeovské modely menSie ndroky na vypoc-
tové prostriedky a vypocet prebieha rychlejsie, ked Ze vypo&ty chemickych a fotochemickych
reakcii prebiehaji na menSom pocte pohybujucich sa buniek namiesto pevnej mriezZky Eule-
rovského modelu. Niektoré z lagrangeovskych modelov vychadzaji zo simulécie kontinudlnych
emisii pomocou nespojitych emisii mnozZstva jednotlivych bali¢kov ("puffov”), ktorych poloha
sa poCita v zdvislosti od diagnosticky vopred vypocitaného pola vetra, pri¢om sa priebeZne
pocita aj ich rozptyl. Pre zvolené receptory a/alebo uzly mriezky vypocotovej domény sa potom
spocita prispevok vSetkych puffov k vyslednej koncentrécii v prizemnej vrstve. Lagrangeovské
modely maji obvykle aj moZznost vypo&tu spitnych trajektorii (v tomto pripade sa simuluje
pohyb opacne v Case, od receptora k zdroju). Prikladom Casto pouZivaného lagrangeovského
puff modelu je CALPUFF. Inymi pripadom lagrangeovskych modelov je Flexpart, ktory simu-
luje emisie mnoZstvom vypustenych Castic. Prikladom hybridného lagrangeovsko-eulerovského
modelu je Hysplit [32].

2.3.4 Eulerovské modely

V eulerovskych modeloch sa vzdusny priestor vo vypoctovej doméne rozdeli do pravidelnej
mriezky (Obr. 7), ktorej bunky majd horizontélne priestorové rozliSenie od 1 km do niekolko
desiatok km a vo vertikdlnom smere sa vytvori niekolko vrstiev kopirujicich terén. Pre kazdd
bunku je splnend rovnica materidlovej bilancie.

V Eulerovskych modeloch sa teda pre kazda bunku pravidelnej 3D mriezky, v kazdom
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¢asovom kroku riesi systém rovnic:

8ci 82@ (9201' 8261' 81'(3 8cl- 8ci
=K, K K =" == — _
o~ g T g Tl T T Ty,

+E —-D;,—R; (2.6)

kde prvé tri ¢leny na pravej strane rovnice predstavuju turbulentnd diftiziu, d al$ie potom ad-
vekciu v horizontdlnom a vertikdlnom smere, emisie (F;), depoziciu D; a chemické reakcie
R; pre i-tu chemicku latku zo suboru N latok popisujuci chemizmus v atmosfére. K; a K,
su koeficienty turbulentnej diftzie v horizontdlnom a vertikdlnom smere, u, v si horizontilne
zlozky vetra a w vertikdlna zlozka vetra. Na zaciatku model predpokladd pociatocné rozde-

Obr. 7: Tlustracia 3D mriezky vypoctovej domény v eulerovskom modeli.

lenie koncentrécii vSetkych reaktantov. Nasledne sa pre kazdy ¢asovy krok (niekolko minut)
vypocita zmena koncentracii numerickym integrovanim zdkladnej rovnice. Vypocet vyzaduje
mnoZzstvo meteorologickych dét, okrem iného uidaje o smere a rychlosti vetra v kazdej bunke,
ktoré su potrebné na vypocet toku z a do kazdej bunky cez jej hranice. CTM tiez zahfiia vypocet
chemickych transformécii pocas kazdého ¢asového kroku. Vystupom st obvykle 4D polia kon-
centrdcii a hodnoty suchej a mokrej depozicie znecistujicich latok.
Vyhodou Eulerovskych modelov je ich komplexnost (zahfiiaji fyzikdlne procesy - rozptyl
aj prenos advekciou a konvekciou, suchd, mokrd aj skrytd depoziciu, chemické reakcie vo
pre rozdielne podmienky). Preto sa tieto modely ¢asto oznacuji ako chemicko-transportné mo-
dely (CTM). Nevyhodou st naroky na vstupné tidaje, najma emisie v jemnom ¢asovom a pries-
torovom rozliSeni a vysoké naroky na vypoctové kapacity.

NajcastejSie pouzivanymi chemicko-transportnymi modelmi si CMAQ [5], CAM,, [13],
CHIMERE [23], EMEP model [34] a d alSie.

Chemicko-transportny model CMAQ (The Community Multiscale Air Quality Modeling
System) je open-source eulerovsky model kvality ovzdusSia, ktory vyvija agentira US EPA
(United States Environmental Protection Agency). CMAQ je sticasfou modelového systému,
ktory zahfnia eSte meteorologicky model a emisny model (Obr. 8). Tieto sa staraji o meteolo-
gické a emisné vstupy do CMAQu v pozadovanom priestorovom a ¢asovom rozliSeni. CMAQ
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Obr. 8: Blokova schéma modelu CMAQ

pozostava z viacerych modulov - samostatnych programov, ktoré pripravuji pociatocné a okra-
jové podmienky (ICON, BCON) a vypocitaji parametre fotochemickych reakcii (JPROC) a
interpoluju a dopocitavaju meteorologické polia (MCIP) ako vstupy pre samotné jadro modelu
(CCTM).

Emisny model (SMOKE, emPy, FUME) je samostatnym externym modelom, ktory ge-
neruje hodinové emisné toky v pravidelnej mriezke v poZadovanom rozliSeni pre CMAQ. Vstu-
pom pre emisny model sd ro¢né emisie v ¢leneni podla réznych sektorov, o zahftia mobilné,
plosné aj bodové zdroje. Tieto emisie model rozdeli do mriezky podla pomocnych poli (idaje
o vyuziti krajiny, hustota osidlenia a pod.) a priradi im Casovy profil (ktory sa napr. pri sektore
vykurovania domdcnosti odvija od teploty vzduchu). Emisny model d alej mdZe pocitat tepelny
vznos dymovej vleCky (v novej verzii CMAQu je tato funkcia zahrnutd)

Emisny model po&ita aj biogénne emisie (prchavé organické latky, ktoré uvoltiuje do ovzdusia
vegetdcia). Ked Ze meteorologické podmienky ovplyviiuji aj Sirenie dymovej vlecky a biogénne
emisie, SMOKE pouziva déata z meteorologického preprocesoru (MCIP).

Meteorologicky preprocesor (MCIP) spracovava data z externého meteorologického mo-
delu (WREF, Aladin alebo iného) do formatu, aky ocakdava CMAQ. Stcastou je interpoldcia me-
teorologickych poli do poZadovaného horizontdlneho rozliSenia, orezanie vypoctovej domény a
dopocitanie chybajucich parametrov.

Programy na vypocet pociatocnych podmienok (ICON) a hrani¢nych podmienok (BCON)
poskytuju polia koncentricii pre jednotlivé chemické prvky na zaciatku simulécie a pre hranice
modelovanej domény.Tédto funkcia pouZziva déita z predchadzajicich simulacii modelu CMAQ
alebo z vertikélnych profilov troposféry pre Cisty vzduch.
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Simulécia procesov v CMAQu CMAQ simuluje okrem vertikdlneho a horizontdlneho
prenosu (konvekcia, advekcia), difdzie a depozicie aj procesy v oblakoch a tvorbu atmosférického
aeros6lu. Oblaky maji priamy aj nepriamy vplyv na koncentricie zne&istujicich latok: priamo
ovplyviiuji koncentracie prostrednictvom chemickych reakcii s vodou, vertikdlneho zmiesavania
a mokrej depozicie a nepriamo ovplyviiuju mieru fotolyzy. Dolezitym procesom je vymyvanie
zraZkami (mokra depozicia).

Vystupné idaje modelu CMAQ

Vystupom CMAQu st polia priemernych hodinovych koncentracii, dohl'adnosti, suchej a
mokrej depozicie v pravidelnej mrieZke so zvolenym horizontdlnym rozliSenim v prizemne;j
vrstve a v zadanych vertikdlnych hladinach. Vstupné aj vystupné stubory su v netCDF formate.

2.3.5 Hranice pouZitelnosti jednotlivych druhov matematickych modelov kvality ovzdusia

Eulerovské modely st pouzitelné pre simuldcie, kde je postaujice priestorové rozlienie nie-
kol'ko kilometrov, obvykle sa ako minimélne rozliSenie pouZziva 500m az 1km. v zévislosti od
komplexnosti terénu [31]. Casto je vypocet nastaveny pre niekol’ko vnorenych domén, pricom
vnutorné rozliSenie vnutornej domény je v pomere 1:3 k rozliSeniu vonkajSej, priCom von-
kajSia (materskd) doména poskytuje vnitornej okrajové podmienky. Vystupy CTM modelov
obvykle nemajui dostato¢né rozliSenie pre dlohy tykajice sa mestského prostredia, ich vyhodou
je, Ze st schopné popisaf procesy prebiehajice v regiondlnej mierke. V urbannej zdstavbe mdzu
byt pouZité gaussovské modely, so zapocitanim drsnosti povrchu a vplyvu cestnych kafionov,
pri¢om vystupy CTM modelu mdZu byt pouzité ako okrajové podmienky. Pre simuldciu rozp-
tylu znecistujicich latok po priemyselnych havaridch sa mdzu pouzif pred-vypo&itané vystupy
z mikroskalovych CFD (Computational fluid dynamics) modelov, ktoré mozno pouZzif pre pries-
torové rozliSenie niekol'kych metrov [29].

2.3.6 Pouzitie zhlukovej analyzy v oblasti kvality ovzdusSia

Ked Ze kazdy z modelov kvality ovzdusia ma svoje obmedzenia, pri komplexnejsich tlohédch sa
pouziva viacero modelov spojenych do logickej retaze, ktorej sicastou velmi Casto byvaju aj
Statistické metdédy. Prikladom pouZitia Statistickych metdd je predpoved kvality ovzdusia po-
mocou umelych neurénovych sieti, ktord ma Casto lepSiu tspesnost ako deterministické modely
[6] Zhlukov4 analyza si v problematike suvisiacej s kvalitou ovzduSia nasla uplatnenie vo via-
cerych oblastiach - napr. pri spracovani idajov z nizko rozpoctovych senzorov [20], zlepSenie
uspesnosti predpovede kvality ovzdusia, ¢i vypocet indexov kvality ovzdusSia pre informovanie
verejnosti (ref.)

V oblasti vyskumu modelovania kvality ovzduSia su pouZivané aj fuzzy mnoZiny, zhluko-
vacie metody ktoré ich pouZzivaju a fuzzy inference systémy (FIS). Algoritmus fuzzy c-means
bol pouzity, na vyhodnotenie kvality siete monitorovacich stanic PM;, a SO, a ndjdenie stanic,
ktoré je mozné na zdklade podobnych podmienok a nameranych vysledkov zredukovat [9],
d'alej bol pouZity na ndjdenie miest, v ktorych najmi kvoli dopravnym emisidm sa zhorSuje
kvalita ovzduSia a je v nich eSte moZné tomuto zhorSeniu zabranit [8]. V modelovani kvality
ovzdusia si vSak vicsie uplatnenie naSiel FIS ktory je Casto skimany ako moZzny model, ktory
pouzif na vypocet indexu kvality ovzdusia[12] a tiez bol pouzity aj pri analyze dopadu kvality
ovzdusSia na verejné zdravie spolu s FCM algoritmom[17].
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3 Aplikacia

V tejto kapitole sa budeme venovat aplikdcii zhlukovej analyzy na redlne ddta. Budeme analy-
zovaf vzfah emisii, meteorologickych parametrov a udajov o mestskej zdstavbe. Tieto udaje su
sticasfou vstupnych tdajov pre model CMAQ.

PouZijeme emisie oxidu siri¢itého (SOs[mol/sek]) a prachovych Castic (PMg[g/s]) z roku
2017. Spominané znecistujice latky sme zvolili, na zdklade konzulticie s odbornikmi z SHMU
prave, na zéklade ich vlastnosti a miery, akou zdvisia na meteorologickych parametroch.

Vysledky zhlukovej analyzy pouZijeme na vytvorenie jednoduchého regresného modelu,
ktory bude zachytavat vzfah medzi vystupmi modelu CMAQ (koncentraciami SO,, resp.PM;)
a vstupmi modelu (emisiami SOy, resp.PM;() a premennymi pouZzitymi pri zhlukovej analyze
(Tab.1).

Model CMAQ je ndro¢ny na pripravu vstupov, objem vstupnych a vystupnych dat aj
vypoctovy Cas. Pre jediny deinl je potrebnych 219 premennych, v hodinovych intervaloch na
doméne s 18952 bunkami. To je 99 611 712 datovych bodov pre jediny dei, Co st megabajty
dat. Mi sme s takym mnoZzstvom dat nepracovali. Zvolili sme subdoménu a po konzultacii s
pracovnikmi dstavu sme vybrali len niekolko najdoleZitejsich veli¢in.

Nami vytvoreny jednoduchy model by umoznoval rychlejSie a flexibilnejSie vypocty kon-
centrécii znecistujucich latok. To vSak nie za ti¢elom nahradenia modelu CMAQ, ale za d¢elom
skor predbezného odhadu koncentricii - napr. pri simulovani vplyvu r6znych emisnych scenérov.
Takyto model vytvorime v nasledujuicich krokoch:

1. Korela¢na analyza.
2. Uprava dit na zhlukovi analyzu
3. Zhlukova analyza. Porovnanie dvoch met6d zhlukovania:
(a) K-means
(b) fuzzy C-means
4. Vyhodnotenie vysledkov zhlukovania
5. Najdenie regresnych vztahov medzi cmaqovskymi vstupmi a vystupmi pre jednotlivé
zhluky.
6. Porovnanie modelov
Tento postup sme pouZili zvlast na dataset obsahujuci SO, a PMy, pri zachovani ostatnych
premennych, aplikovali sme oba na krats$i Casovy usek bez zrdZok a pre porovnanie na cely rok
dat.

3.1 Zhlukova analyza

V tejto kapitole bliZSie popiSeme proces a vysledky zhlukovania pre zvolené veliCiny. Proces
budeme podrobnejsie popisovat a vizualizovaf pre emisie SO,. Vysledky a proces pre zhluko-
vanie PM;, popiSeme slovne a vizualizacie zahrnieme do prilohy.

3.1.1 Popis dat

Na analyzu sme z povodnej vypoitovej domény CMAQu, ktord pokryvala tizemie SR a CR
(Obr. 9) zvolili subdoménu, ktord zahifia vychodné Slovensku a ¢ast Malopol'ského vojvod-
stva. Subdoména bola vybrana tak, aby obsahovala r6zne zdroje emisii SO; - vykurovanie
domadcnosti s pouzitim uhlia s vysokym obsahom siry (oblasti v Pol'sku) a priemyselny zdroj -
metalurgicky komplex US Steel pri KoSiciach. Zvolili sme 11 za sebou iducich dni bezzrazkového
obdobia, pocas ktorych nedochddzalo k mokrej depozicii, aby sme na tivod analyzovali ¢o naj-

41



jednoduchsiu situdciu. Ako toto obdobie sme za pomoci meteorologov vybrali dni od 15. do 26.
janudra. Tymto vytvorime akusi roz$irend verziu podmienok box modelu (2.3.1), ktory zavisi
najmad na smere a rychlosti vetra.

Okrem vstupnych idajov o emisiach sme do datovej matice vlozili zdkladne tidaje o mete-
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Obr. 9: Subdoména

oroldgii, ktoré ovplyviiuji Sirenie zneCistujdcich ldtok v atmosfére. Tieto veli¢iny si uvedené
a popisané v Tabulke.1. Meteorologickych parametrov, ktoré ovplyviiuji osud rozptyl a prenos
znedistujiicich latok je viac. Udaje ako mnoZstvo zrazok a iné sme momentalne nezaradili do
préce, aby sme vytvorili relativne jednoduchy model a ziskali ¢o najprehl'adnejSie vysledky na
d aliu analyzu. Ked Ze sme pracovali s agregovanymi veli¢inami dennych priemerov, zahrnuli
sme rychlost a nie smer vetra.

Nami zvolend subdoména je zobrazend farebne na Obr. 9 (Ciernobiela Cast obrizku je
vypoctovd doména CMAQu). Subdoména je pokrytd mriezkou, ktord obsahuje 25 x 35 bu-
niek, rozmer jednej bunky je dany horizontdlnym rozliSenim, ktoré bolo pouZzité pri simuldcii
CMAQu (4, 5km x 4, 5km).

Pouzili sme 11 dni a 25 x 35 buniek, ¢im sme ziskali 9625 objektov pre zhlukovanie. Ok-
rem udajoch o emisidch sme do datovej matice vloZzili vybrané meteorologické a orografické
veli¢iny. Zdkladné popisné Statistiky pouZitych veli¢in st uvedené v Tabulke. 1.

Tabulka 1: Priemerné hodnoty a rozptyl dat

H Veli¢ina ‘ E(") ‘ o) ‘ Popis veli¢iny [jednotky] H
SO, 1,48 -107% | 1,57 - 10! | emisie oxidu siri¢itého [mol /sek]
PMig 0.16 0.528 Castice s aerodynamickym priemerom mensim ako
10 m [g/s]
WSPD10 2,92 1,52 rychlost vetra vo vyske 10m nad zemou [m/s]
TEMP2 267.67 1,78 teplota [ K]
PBL 158,49 80,51 vyska premieSavania [m)]
PURB 0.28 2.15 percento urbannej zastavby
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3.1.2 Proces zhlukovej analyzy

Déta sme spracovdvali pouZzitim programovacieho jazyka Python. Proces sme zacali vypoctom
popisnych Statistik o ditovej matici a vypoctom korelaénych koeficientov medzi jednotlivymi
nameranymi veli¢inami pouZitim kniZnice pandas. Vzhl'adom na podmienku normality dat,
ktord nase data nespliiaji, sme zvolili Spearmanov korelaény koeficient, ktory zachytiva ne-
linedrnu z4vislost medzi premennymi. Korelaéné koeficienty sme umiestnili do korelaénej ma-
tice. Korela¢ni maticu sme zobrazili pouzitim kniZnice seaborn (Obr.10).

Z korelacnej matice vycCitame, Ze pre premennu PBL je korelacia s premennou WSPD10
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Obr. 10: Korela¢na matica pre veliiny pouZité na zhlukovanie.

pomerne vysokd a to 0, 7. To znamend Ze aj ked pre ostatné dvojice premennych st korelacné
koeficienty nizke, je potrebné tieto ddta transformovat na nekorelované.
Z popisnej Statistiky tychto dat mdZme porovnaf stredné hodnoty a rozptyly premennych. Pre-
mennd PBL m4 strednd hodnotu 158, 49 metrov a rozptyl 80, 51 metrov, zatial ¢o emisia SO,
ktorti sme zvolili na pozorovanie m4 stredni hodnotul,48 - 1072 a rozptyl 1,57 - 1071, Ak by
sme zhlukovali na takychto datach, podobnost objektov by ovplyviiovala najmi ich hodnota
premennej PBL a na premennej SO, by zdviselo rddovo menej. Preto sme ddta pred d al$imi
krokmi Standardizovali.

Na transforméciu dat na nekorelované sme pouzili analyzu hlavnych komponent, ktora sa
v beZnej praxi pouZiva aj na redukciu poctu premennych. Nové premenné si zoradené podla
toho, kol’ko z celkového rozptylu dét vyjadruji. Na zobrazeni hodnot vlastnych ¢isiel na grafe
na Obr.11, mdZme pozorovat, Ze po takejto transformdcii posledny piaty komponent popisuje
7,36% rozptylu v datach. Vzhl'adom na to, Ze sme uZz na tvod, za pomoci odbornikov, vybrali
¢o najmenej premennych, ktoré ovplyviiuju Sirenie emisii, nebudeme tento komponent elimi-
novat.

Na takto Standardizovanych a nekorelovanych ddtach moZzeme dalej vykonat zhlukovi
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Obr. 11: Vlastna ¢isla vyslednych komponentov PCA. Na ose Y je hodnota vlastného ¢isla, na ose x st jednotlivé
komponenty
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Obr. 12: Elbow Method aplikovand na datovi maticu s SO2. Na ose Y je stcet Stvorcov odchyliek objektov od
taziska zhluku, do ktorého boli priradené. Na ose X je pocet zhlukov.

analyzu. Ako prvé je potrebné zistit, aky je optimdlny pocet zhlukov pre naSu datovi maticu.
Pouzili sme lakfovii metédu, ktorej vysledok sme zobrazili do grafu na obr.12. Hned prvy velky
skok je pri zmene poctu zhlukov z jedného zhluku na dva. AvSak hodnota funkciondlu 1.21 je
stale relativne vysoka. Dal§ia zmena v klesani hodndt funkciundlu je pri hodnote Siestich zhlu-
kov. Dita teda budeme zhlukovat s 6 zhlukmi.

Pre pouzitie FCM na analyzu dat bolo potrebné zvolenie vahového koeficientu m do fun-
kcinalu 1.22 a ndjdenie optimédlneho poctu zhlukov pri pouziti FCM. Na tento ucel sa v zdrojoch
[33] pouZiva fuzzy partition coeficient. Na grafe na Obr.13, ktory je podobny ako pre lakiovd
metédu, hladdme podet zhlukov, pre ktory je hodnota fpc vyssia ako pre iny pocet zhlukov, pre
rozne hodnoty vahového koeficientu, ktoré su farebne oznacené. Pre tito hodnotu, majui totiz
zhluky o najjasnejSie hranice, teda je v nich rozoznatelnd Struktira zhlukov.

Pri hl'adani optimélneho vdhového koeficientu sme velmi rychlo spozorovali, Ze hodnoty
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Obr. 13: Zavislost hodnoty FPC na po&te zhlukov pre rozne hodnoty vahového koeficientu

zavislosti koeficientu fpc na mnozstve zhlukov sa pre hodnoty vdhového exponentu blizke 2
blizia k hodnotam 1/K, ktoré predstavuju pre tento koeficient minimalne hodnoty. Pre nizke
hodnoty véhového koeficientu blizke 1, bude hodnota fpc vysok4, ked Ze niZsie hodnoty vaho-
vého koeficientu majui vysledné zhluky fuzzy c-means algoritmu hranice, ktoré si takmer pevné.

Z grafu na Obr.13, mdZeme vidiet, Ze hodnoty fpc vyrazne nestipnu pre Ziaden polet
zhlukov pre Ziadnu hodnotu vahového koeficientu. Skisili sme teda vypocitai minimélnu hod-
notu vdhoveho exponentu podla [36], avsak na$a ddtovéa matice nespliia zdkladné predpoklady
vysledku tohto ¢lanku. Hodnota najvicSieho vlastného Cisla, Specidlnej matice Fy«, je vicSia
ako 0, 5. Rozhodli sme sa preto porovnat dva mozné scendre, pre rdzne odpordc¢ané minimalne
hodnoty vdhového exponentu. Zvolili sme minimum, ako je odporucané v [4] a to 1,05. Pre
tdto hodnotu m mdzme vidief malé zvySenie hodnoty fpc pre 5 zhlukov, pouZijeme teda aj
tento vysledok a porovndme ho s minimdlnym vahovym exponentom podla Bezdeka[28] 1,5,
pre ktory zvolime rovnaky pocet zhlukov ako pre k-means zhlukovanie, ¢o ndm nasledne zjed-
nodusi aj porovnavanie vysledkov. S takymito parametrami bude mat fpc pre vdhovy exponent
1,5 hodnotu 0, 76 a pre vdhovy exponent rovny 1, 05 bude hodnota fpc 0, 96.

Priebeh analyzy pre PM; bol obdobny. Datovu maticu sme Standardizovali a transformovali
metédou PCA. Lakfovou metédou sme ziskali rovnaky optimdlny poCet zhlukov do algoritmu
k-means ako pre datovd maticu s emisiami SOs. Jediny rozdiel bol vo vybere optimalneho
poctu zhlukov pre algoritmus FCM. Pocet zhlukov pre nizs§iu hodnotu véhového exponentu,
kde sme na zdklade drobného narastu hodnoty FPC pre m = 1, 05 zvolili ako optimalny pocet 6
zhlukov. Pre P M, teda budeme d alej porovnavat tri rozne moznosti, z ktorych kazdd ma Sest
zhlukowv.

Nasledne sme na déatovej matici spravili zhlukovu analyzu so zvolenymi parametrami v
programovacom jazyku python. Pouzili sme algoritmus k-means ako je uvedeny v kapitole 1.6.1
a fuzzy c-means algoritmus ako je uvedeny v kapitole 1.6.2, pouzitim kniznic [40], [41], [42],
[43] a [45] a na vizualizdciu sme pouZili kniZnice [41] a [44]. Vysledky zhrnieme v d alSej
kapitole.
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3.1.3 Vysledky zhlukovej analyzy

Mohutnosti vyslednych zhlukov algoritmu k-means si uvedené v Tabulke 2. Algoritmus vy-
tvoril nerovnomerné zhluky. Co v mnohych praktickych pripadoch moze to byt sposobné zasta-
venim algoritmu v lokdlnom minime. Ale pri blizSom pohl'ade na mohutnosti zhlukov kmeans_3
a kmeans_5 a ich zobrazeni na mape si m6zme v§imnit, Ze mohutnost tychto zhlukov je deli-
telna 11, a teda ide o miesta zo $pecifickymi hodnotami vstupnych veli¢in, ktoré tvoria v datach

Tabulka 2: Mohutnosti vyslednych zhlukov algoritmu k-means

H Zhluk | Mohutnost zhluku H

kmeans_1 2254
kmeans_2 2326
kmeans_3 99
kmeans_4 22
kmeans_5 1861
kmeans_6 3063

oddelené zhluky. Metédou k-means sme v datach nasli Struktiru, ktord je nerovhomerna.
K vyslednym zhlukom sme pridali informdciu o zemepisnej vyske a zemepisnej dlzke a
nasledne sme ich pre jednotlivé dni zobrazili na mape na Obr.14.

Prislusnost do zhluku
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Obr. 14: Zobrazenie vyslednych zhlukov algoritmu k-means zhluk pre 15. deni janudra v zavislosti na zemepisne;j
Sirke a zemepisnej dlzke

Algoritmom fuzzy c-means sme ziskali maticu prisluSnosti do zhlukov. Aby sme mohli
vysledky algoritmu porovnat s vysledkami k-means, pre kazdy objekt sme zvolili zhluk do

ktorého patri, ako ten pre ktory ma objekt najvyssi stupen prisluSnosti. Pre zhlukovanie s vahovym
koeficientom 1,5 sd vysledné mohutnosti Siestich zhlukov uvedené v Tabulke 3. A na prvy
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pohl'ad mdzme vidief, Ze pre fuzzy zhlukovanie st zhluky rovnomernejsie rozdelené. To je v
mnohych pripadoch Ziaddce, moZe to znamenaf, Ze v naSich détach je rovnomerna Struktira,
alebo to, Ze algoritmus fuzzy c-means nebol schopny zachytif Struktdru, ¢o mohlo viest k
tomu, Ze objekty boli takmer rovnomerne rozmiestnené do vsetkych zhlukov. Vzhladom na
vysledky metddy k-means, ktord je tieZ zavisla na pociatoCnom rozklade, je mozné Ze ide o
druhd moZznost

Pri vyslednej matici prislusnosti sme postupovali nasledovne. Pre kazdy objekt sme zvo-

Tabul'ka 3: Mohutnosti vyslednych zhlukov algoritmu fuzzy c-means s hodnotou véhového koeficientu m = 1,5

Zhluk | Mohutnost zhluku
fuzzy_1 1508
fuzzy 2 871
fuzzy 3 1758
fuzzy 4 1683
fuzzy_5 2484
fuzzy 6 1321

lili zhluk do ktorého patri, ako ten pre ktory ma objekt najvyssi stupefi prislusnosti. V d alom
kroku sme od ¢isla, ktoré klasifikuje zhluk, odcitali sucet prisluSnosti objektu k ostatnym zhlu-
kom, teda to, ¢o objektu chyba na to, aby patril iba tomuto zhluku. K takto vytvorenému vektoru
sme pridali informacie o zemepisnej §irke a zemepisnej dizke a zobrazili sme ho na mape na
Obr.15 a Obr.16 pre jednotlivé dni. Ziskali sme tak zobrazenie nielen toho, pre aky zhluk ma
objekt najvyssi stupei prislusnosti, ale aj konkrétnu informdciu o stupni prisluSnosti samotnom
(¢im je objekt na mape zobrazeny vyraznejSie, tym viac do daného zhluku patri).

Prislusnost do zhluku

N
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Obr. 15: Zobrazenie vyslednych zhlukov algoritmu fuzzy c-means s hodnotu vdhového exponentu m = 1,5 pre
15. den janudra v zdvislosti na zemepisnej Sirke a zemepisnej dlzke

47



Pre zhlukovanie s piatimi zhlukmi a hodnotou vdhového koeficientu 1, 05 sme tak 5 zhlukov
s mohutnostami uvedenymi v Tabul’ke 4. Mohutnosti tychto zhlukov st podobnejsie vyslednym
zhlukom z algoritmu k-means.

Tabul’ka 4: Mohutnosti vyslednych zhlukov algoritmu fuzzy c-means s hodnotou véhového koeficientu m = 1,05

H Zhluk ‘ Mohutnost zhluku H

fuzzy_1 2253
fuzzy 2 2327
fuzzy_ 3 3079
fuzzy 4 1867
fuzzy_5 99

To isté mdzme pozoroval aj z mapy na Obr.16, z ktorej mézme vidief, Ze zobrazené zhluky
st tvarmi podobné vyslednym zhlukom algoritmu k-means
Pre vSetky tieto zobrazenia na Obr.14, Obr.15 a Obr.16 je potrebné si poznamenaf, Ze

Prislusnost do zhluku

2

20°F

Obr. 16: Zobrazenie vyslednych zhlukov algoritmu fuzzy c-means pre hodnotu vahového exponentu m = 1,05
pre 15. denl janudra v zavislosti na zemepisnej Sirke a zemepisnej dlzke

po&iato&né faziskd boli iniciované nahodne a &isla ktorymi st “pomenované”jednotlivé zhluky
su zavislé na tomto pociatocnom deleni a preto nenesu Ziadnu inu informdaciu ako na identi-
fikovanie jednotlivych zhlukov. Struktiry, ktoré sii zobrazené na mapdach, si komplexné a je
naro¢né porovnaf ich s vizualnym zobrazenim pouzitych veli¢in na mape, ako sd zobrazené
emisie na Obr. 9 a koncentracie na Obr.20.

Na ziskanie kvantifikovaného porovnania vysledkov zhlukovania a pdvodnych netransfor-
movanych veli¢in pouZijeme uz spominant mieru podobnosti, korelaciu. Pre k-means algorit-
mus vytvorime obdobu matice prislusnosti. Nulovi maticu, v ktorej priradenim hodnoty 1 do
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j-tého stipca, ktory reprezentuje j-ty zhluk, a i-tého riadku, ktory reprezentuje i-ty prvok, bu-
deme reprezentovat prislusnost jednotlivych objektov do zhlukov. j-ty stipec bude teda veli¢ina
"patrif do j-teho zhluku’ a kazdy objekt bude patrit len do jedného zhluku.

Z korelacnej matice na obr.17 mdézeme okrem uz zndmych korelacnych koeficientov vi-

wsppio 0.0
TEMP2 0.0 0.1

PBL 0.0 0.0

LoN -0.0 0.1 0.0 0.1 0.0
HT -0.0 0.1 -0.3 -0.0 0.2 -0.5
PURB 0.0 -0.0 0.0 0.0 -0.0 -0.0 -0.1
day 0.0 0.1 0.4 0.2 -0.0 0.0 0.0 -0.0
kmeans_1 -0.0 0.3 0.5 0.1 0.2 0.1 -0.1 -0.1 0.1

kmeans 2 -0.0 -0.2 -0.2 0.2 -0.0 0.2 -0.0 40.3) -0.3

kmeans_ 3 0.0 -0.0 0.0 0.0 -0.1 -0.0 -0.1 ﬂ 0.0 -0.1 -0.1
kmeans_4 H 0.0 0.0 0.0 -0.0 0.0 -0.0 -0.0 0.0 -0.0 -0.0 -0.0
kmeans 5 -0.0 -0.1 0.0 0.0 0.0 -0.0 0.1 -0.3 0.3 -0.0 -0.0

kmeans 6 -0.0 -0.6 0.3 <05 0,3 -0.1 -0.1 -0.1 0.1 -0.4 -0.4 -0.1 -0.0 |[EEE

S02_conc 0.2 -0.0 0.0 -0.0 0.4 0.0 -0.2 0.0 -0.1 0.1 0.1 0.0 0.1 -0.1 -0.1

S02 WSPD10 TEMP2  PBL LAT LON HT PURB  day kmeans Kmeans Kmeans i@neans_dmeans neans_6

Obr. 17: Korela¢nd matica pre hodnoty Pearsonovho korela¢ného koeficientu pre datovi maticu s pridanim matice
prisluSnosti k-means zhlukovania

dief, Ze mnohé zhluky maju vysoké hodnoty korelanych koeficientov s veli¢inami, na ktorych
boli zhlukované, najnizsiu najvysSiu hodnotu korelacného koeficientu méd zhluk kmeans_1 s
veli¢inou TEMP?2 a to 0,5. NajvysSie hodnoty korelacného koeficientu s povodnym datami
majui malé zhluky. Kmeans_4 je zavisli len na emisiach SO, a zhluk kmeans_3 je zavisly na
percente urbarnej zastavby v bunke. Ostatné zhluky obsahuji hodnoty korelacnych koeficien-
tov pre koreléciu s jednotlivymi veli¢inami nizSie a vacSinou zachytavaji kombinacie r6znych
vstupnych veli¢in inych ako PURB a SO,, preto su tieto zhluky rovnako korelované aj vo
vysledkoch pre prachové Castice (v prilohe).
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Obr. 18: Korelacne matica pre hodnoty Pearsonovho korelacného koeficientu pre datovi maticu s pridanim matice

prislusnosti z fuzzy c-means algoritmu s m = 1,5

Pre vysledky zhlukovania pouzitim FCM algoritmu s hodnotou vdhového exponentu m =
1.5, do datovej matice pridame celd maticu prisluSnosti do zhlukov, ktora je vysledkom algo-
ritmu, a pre tieto ddta vytvorime koreladnd maticu na Obr.33. Z tejto matice méZme pozorovat,
Ze zéavislosti medzi prislusnostami do jednotlivych zhlukov a veli¢inami, ktoré sme pouzili na
zhlukovi analyzu, su nizSie ako pre vysledky k-means zhlukovania. Je to spdsobené vacsimi
zhlukmi, v ktorych nie su veli¢iny, velmi Specifikované. Zaujimavé je Ze zhluk k-means_3 nie
je podobny s Ziadnou veli¢inou, ktort sme pouZzili na jeho tvorbu. Nesie teda informéciu, ktora
je nezavisla od vstupnych veli¢in. Ostatné zhluky maju podobné hodnoty korelacnych koefi-
cientov so vstupnymi veli¢inami, ako zhluky ktoré vznikli met6dou k-means
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WSPD10 0.0
TEMP2 0.0 0.1

PBL 0.0 0.0

LAT -0.0 0.1 -0.1 0.1

Lon -0.0 0.1 0.0 0.1 0.0

HT -0.0 0.1 -0.3 -0.0 0.2 -0.5
PURB 0.0 -0.0 0.0 0.0 -0.0 -0.0 -0.1

day 0.0 0.1 0.4 0.2 -0.0 0.0 0.0 -0.0
Fuzzy_1 0.0 0.3 0.5 0.1 0.2 0.1 -0.1 -0.1 0.1
Fuzzy 2 0.0 -0.2 -0.7 -0.2 0.2 -0.0 0.2 -0.0 -0.3 -0.3
Fuzzy_3 -0.0 -0.6 0.3 -0.5 -0.3 -0.1 -0.1 -0.1 0.1 -0.4 -0.4
Fuzzy 4 0.0 -0.1 0.0 0.0 0.0 -0.0 0.1 -0.3 -0.3 -0.3
Fuzzy 5 0.0 -0.0 0.0 0.0 -0.1 -0.0 -0.1 -0.0 -0.1 -0.1 -0.1 -0.1

s02_conc 0.2 -0.0 0.0 -0.0 0.4 0.0 -0.2 0.0 -0.1 0.1 0.1 -0.1 -0.1 0.0

S02 WSPD10 TEMP2 PBL LAT LON HT PURB day Fuzzy_l Fuzzy_2 Fuzzy_3 Fuzzy_4 Fuzzy 5

Obr. 19: Korelacne matica pre hodnoty Pearsonovho korelacného koeficientu pre datovd maticu s pridanim matice
prisluSnosti z fuzzy c-means algoritmu s m = 1,05

Korela¢ni maticu pre vysledky algoritmu FCM s hodnotou vdhového exponentu m = 1.05
sme zobrazili na Obr.19. Z tejto matice mdZme pozorovat, Ze zhluky, ktoré sd vysledkom algo-
ritmu sa nie len na zobrazeni na mape podobaju na vysledné zhluky k-means algoritmu, zhluk
fuzzy_1 ma rovnaké hodnoty korelanych koeficientov s veli¢inami z pdvodnej datovej matice
ako zhluk k-means_1,d alej zhluk fuzzy 2 ma rovnaké hodnoty koeficientov ako zhluk kme-
ans_1, zhluk fuzzy_ 3 ma rovnaké hodnoty koeficientov ako zhluk k-means_6,zhluk fuzzy 4 ma
takmer rovnaké hodnoty koeficientov ako zhluk k-means_5 a zhluk fuzzy_ 5 mé rovnaké hod-
noty koeficientov ako zhluk kmeans_3. Jediny zhluk, ktory nie je samostatne vyjadreny aj vo
vysledkoch fuzzy c-means algoritmu je najmensi zhluk z k-means algoritmu k-means_4.
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Zhriime vysledky zhlukovej analyzy datovej matice s veli¢inou PM;,. Vysledné zhluky,
ktoré vznikli algoritmami k-means a FCM s vdhovym exponentom m = 1,5, maji takmer
také isté mohutnosti, ako zhluky, ktoré vznikli zhlukovou analyzou matice s veli¢inou SO,, ako
mdozme vidiet v Tabul'ke 9 a Tabulke 10.

Zhluky ktoré vznikli k-means algoritmom su takmer také isté, ako zhluky ktoré vnikli
k-means algoritmom pre maticu s SO,. Najmensi zhluk kmeans_3 ma vysokd hodnotu ko-
relacného koeficientu s veli¢inou P M, a druhy najmensi zhluk kmeans_5 ma vysoku korel4ciu
s percentom urbdnnej zastavby, tak isto ako malé zhluky pre predoslé zhlukovanie. Ostatné
zhluky st takmer totozné, ako v predchadzajicom zhlukovani, ¢o nie je prekvapivé, ked ze
pouzitd matica bola rozdielna len pre jednu veli¢inu. Pre fuzzy zhlukovanie s m = 1,5 su
vysledné zhluky, podobné mohutnostiam aj koreldciami s veli¢inami, ktoré boli pouZzité na ich
vytvorenie. Ziaden zo zhlukov nem vysoki hodnotu korelaéného koeficientu s veli¢inou P M
a zhluk fuzzy_3 tieZ nema Ziadnu zavislost na zhlukovanych veli¢inach.

Jediny rozdiel je v rozdeleni zhlukov, ktoré vznikli algoritmom FCM s vdhovym expo-

Tabul'ka 5: Mohutnosti vyslednych zhlukov algoritmu fuzzy c-means s hodnotou vdhového koeficientu m = 1,5

H Zhluk ‘Mohutnosf zhluku H

fuzzy_1 1676
fuzzy_ 2 3070
fuzzy 3 1770
fuzzy 4 976
fuzzy 5 2024
fuzzy_6 109

nentom m = 1, 05, ktoré kombinujui vysledky k-means algoritmu a algoritmu fuzzy c-means s
vahovym exponentom m = 1, 5. Mohutnosti jednotlivych zhlukov si rovnomernejSie, ale aj tak
je jeden zhluk niekolkondsobne mensi, ako mozme vidiet v Tabulke 5. Tento zhluk fuzzy_6,
ma vysoku koreldciu s percentom urbannej zéstavby, rovnako, ako ma zhluk podobnej velkosti
k-means_5. Ostatné zhluky zavisia na zhlukovanych veli¢inach rézne, ale ziaden zhluk nie je
tplne nezdvisly. Korelaéné matice, tabulky mohutnosti, zobrazenie veli¢in na mape a zobraze-
nie zhlukov na mape sa nachddza v prilohe.

3.2 Regresny model

Dalsim krokom je vytvorenie Statistického modelu, ktory bude modelovaf vzfah medzi kon-
centrdciami a emisiami. Z vizudlneho porovnania hodndt koncentricii a emisii oxidu siricitého
na mapéch na Obr. 9 a Obr. 20 m6zme vidief, Ze zobrazené koncentracie na Obr. 20 majd jasné
vzory v datach. To pre emisie to neplati, v zobrazeni hodn6t na mape Ziadna Specificka Struktura,
ktord by pripominala Struktdru v koncentriciach, nie je v datach zjavnd. Tuto informéciu kvanti-
fikujeme pouZitim korelaéného koeficientu, ktorého hodnoty st r = 0,16 ars = 0, 51. Hodnota
Pearsonovho korelaéného koeficientu je velmi nizka a mdZeme vylucit linedrnu zévislost me-
dzi emisiami a koncentradciami. Hodnota Spermanovho koeficientu je vySSia a medzi emisiami
a koncentraciami je mozné ndjst ind ako linedrnu zévislost. Tieto hodnoty sd vSak stéle nizke
a ak by sme na nich spravili linedrny regresny model, tak hodnota koeficientu determinacie
nebude lepsia. Preto do modelu priddme aj d'alsie veli¢iny, o ktorych vieme, Ze ovplyviiuji
koncentraciu znedistujicich latok v atmosfére. Budi to veli¢iny ktoré sme pouzili aj na zhlu-
kovanie. Z korela¢nej matice na Obr. 17 (alebo Obr. 33), méZzeme vidief, Ze linedrnu zévislost
r = 0,4 ma koncentracia oxidu siri¢itého so zemepisnou Sirkou. Do datovej matice priddme
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zemepisnd §irku, zemepisnd diZku a aj nadmorski vysku, ktoré si spolu s percentom urbénne;
zéstavby sticastou orografickych vstupov modelu.
Pre takto zvolené veli¢iny vytvorime kvadraticky regresny model. Vysledny koeficient

500N | B— 1Y 10°

49°N|- 49°N

kKoncentacia 502

107

L

ot

20°E

Obr. 20: Hodnoty koncentracii SO2 na zvolenej doméne pre 15. januar

determindcie na ohodnotenie modelu je rgrig = 0.529, korigovany koeficient determinacie

Tagirig = 0-527 arezidudlny stcet Stvorcov RSS = 0.686. Graf na Obr.21 sa beZne pouziva na
ohodnotenie nezévislosti rezidui. Na tomto grafe mozme jasne vidief, Ze tento model nespiiia
predpoklad o nezdvislosti rezidui, ked Ze rezidud s rasticim odhadom narastaju.

Miame niekolko moZnosti na to, aky model vytvorif a ako pouzit vysledky zhlukove;j

Residuals
[

-z -1 ] 1 2
Fitted values

Obr. 21: Zavislost odhadovanych hodnot a rezidui modelu

analyzy. Pre linedrny model na takto zvolenych datach pre vSetky objekty, ktory by zahfiial
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vysledky zhlukovania k-means algoritmu, je potrebné vyriesif vysoké korelaéné zavislosti me-
dzi zhlukovanymi veli¢inami, ktoré nim poskytuji najmé informécie ktoré uz v datach su, a vy-
tvorenymi zhlukmi a zdvislost rezidui. Jedno z rieSeni je pouzif analyzu hlavnych komponent,
ale pre vysoké hodnoty korela¢ného koeficientu, ako je medzi zhlukom kmeans_2 a emisiami
SO2 je vhodné jednu z premennych odobrat tplne a pre mnohé zhluky by sme tplne stratili
variabilitu, ktord ndm pontikaji. Aby sme sa vyhli vysSie uvedenym problémom a pokusili sa
vytvorif regresny model, pre ktory budd rezidud nezdvislé, vytvorime regresny model pre kazdy
zhluk samostatne.

Pouzitim kniznice pouZili kniZnice [47] a [45] v programovacom jazyku python vytvorime
kvadratické regresné modely pre kazdy zhluk samostatne. Vysledné hodnoty koeficientov deter-
mindcie a rezidualneho stctu Stvorcov pre kazdy zhluk samostatne uvedieme tabulke, v ktorej je
aj hodnota vysledného koeficientu determindcie pre cely model. Pre cely model nie je dostupny
korigovany koeficient determindcie. Vysledné odhady koncentracie vznikli spojenim odhadov
pre jednotlivé zhluky a nie regresnym modelom.

Tabulka 6: Vysledné koeficienty determindcie kvadratického regresného modelu pre vysledné zhluky k-means
algoritmu

H Zhluk \ r? \ e \ RSS H
kmeans_1 | 0,609 | 0,602 | 0,697
kmeans_2 | 0,676 | 0,670 | 0,496
kmeans_3 | 0,725 | 0,551 | 0,448
kmeans_4 | 0,944 | 0,408 | 0,217
kmeans_5 | 0,82 | 0,815 | 0,462
kmeans_6 | 0,473 | 0,465 | 0,631
kmeans | 0,657 0,585

V Tabulke 6 s vysledné hodnoty koeficientov determinécie pre regresny model na zhlukoch
k-means algoritmu. Koeficienty determindcie su pre tieto zhluky celkom vysoké, najmé pre
zhluky kmeans_3 a kmeans_4, ktoré su vSak najmensSie. Priemernd hodnota koeficientu deter-
minécie je 72 = 0, 71 a korigovaného koeficientu determin4cie je ngj = 0, 59. Takto velky roz-
diel v tychto koeficientoch je spdsobeny najmé rozdielmi, ktoré su pri koeficientoch v zhlukoch
kmeans_3 a kmeans_4, pre ktoré nie je kvadraticky model s tolkymi zdvislymi premennymi, ako

.....

merné hodnoty koeficientov sa k sebe priblizia 72 = 0, 64 ngj = 0,63. Aj pre tieto priemerné

hodnoty v8ak musime poznamenat, Ze hodnoty koeficientov determindcie sd lepSie pre menSie

Aby sme mohli porovnat takto vytvoreny model, pouZijeme celkovy koeficient determinécie
modelu a rezidudlny stcet Stvorcov modelu. Vytvoreny model popiSe priblizne o 12, 8% viac
celkovej varidcie dat, ako regresny model na celej datovej matici. ZlepSenie nastalo aj v hod-
notach rezidudlneho stctu Stvorcov, ktory klesol o = 0, 101. Aproximécie koncentrécii, ktoré
sme ziskali takymto modelom, sme zobrazili na mape na Obr.22.

Do Tabul'ky 7 sme zapisali vysledné hodnoty koeficientov determindcie pre regresné mo-
dely na zhlukoch, ktoré vznikli fuzzy c-means algoritmom pre vdhovy exponent m = 1.5. Pre
tieto zhluky su koeficienty determinécie v porovnani s vyslednymi koeficientami determindcie
v Tabul'ke6, na prvy pohlad niZSie. Pre Ziaden zo zhlukov koeficient determinécie nepresahuje

.....

podobne ako pre kmeans_6, klesla. TaktieZ si v§imneme, Ze najme vd aka rovnomernejSie roz-
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Obr. 22: Hodnoty odhadu koncentracii SO2 na zvolenej doméne pre 15. janudr, ziskane regresnym modelom pre
zhluky metédy k-means

delenym zhlukom st mensie rozdieli medzi > a 7, .

Pri porovnani hodnot koeficientu determindacie, modelu, ktory vznikol spojenim odhadov re-
gresnych modelov pre samostatné zhluky s povodnou hodnotou zistime, Ze model, ktory vznikol
spojenim odhadov, popiSe priblizne o 13, 3% viac z celkovej variability dit. Podobné zlepsenie
vidime aj v hodnotédch rezidudlneho sictu Stvorcov, ktory klesol o 0, 106. Aproximécie kon-
centricii, ktoré sme ziskali takymto modelom, sme zobrazili na mape na Obr.23

Tabulka 7: Vysledné koeficienty determindcie kvadratického regresného modelu pre vysledné zhluky fuzzy c-
means algoritmu pre vdhovy exponent m = 1.5

H Zhluk \ 72 \ Tag \ RSS H
fuzzy_1 0,691 | 0,682 | 0,515
fuzzy 2 | 0,833 | 0,824 | 0,414
fuzzy 3 0,695 | 0,687 | 0,486
fuzzy 4 | 0,562 | 0,550 | 0,760
fuzzy 5 | 0,418 | 0,408 | 0,656
fuzzy 6 | 0,826 | 0,820 | 0,425
fuzzy,,—15 | 0,662 0,580

Vysledné hodnoty koeficientov determindcie pre regresny model na zhlukoch, ktoré vznikli
fuzzy c-means algoritmom pre vdhovy exponent m = 1,05, si uvedené v Tabulke 8. Pre tieto
zhluky su koeficienty determinécie nizSie ako pre zhluky, ktoré vznikli metédou k-means, aj
napriek tomu, Ze sa im podobaju. Hodnotami koeficientov determindcie sa bliZia koeficientom
determinécie v Tabulke 7, ktord obsahuje sticet Stvorcov rezidui a koeficienty determinécie pre
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Obr. 23: Hodnoty odhadu koncentracii SO2 na zvolenej doméne pre 15. janudr, ziskane regresnym modelom pre
zhluky metédy fuzzy c-means

podmodely, ktoré vznikli na jednotlivych zhlukoch (a aj pre celkovy model) FCM s vdhovym
exponentom m = 1.5. Pre Ziaden zo zhlukov koeficient determindcie nepresahuje hodnotu 0, 80
a medzi hodnotami korigovanych koeficientov determinécie a koeficientami determinécie je pre
toto delenie mensi rozdiel, priemernd hodnota koeficientu determinécie je 72 = 0, 65 a hodnota
korigovaného koeficientu determindcie je F?Ldj = 0,61. Aproximécie koncentricii, ktoré sme

ziskali takymto modelom, sme zobrazili na mape na Obr.23

Tabulka 8: Vysledné koeficienty determindcie kvadratického regresného modelu pre vysledné zhluky fuzzy c-
means algoritmu pre vdhovy exponent m = 1.05

Zhluk r? oy | RSS

fuzzy_1 0,599 | 0,591 | 0,705
fuzzy 2 0,671 | 0,664 | 0,499
fuzzy 3 0,474 | 0,466 | 0,633
fuzzy 4 0,788 | 0,783 | 0,499
fuzzy 5 0,725 | 0,551 | 0,448
fuzzy,,—1 05 | 0,645 0,596

To ¢o nas zaujima najviac je porovnanie medzi modelmi, ktoré vznikli pouzitim zhlukov
z rdznych algoritmov. Ked porovname tieto modely medzi sebou, mdzme viediet, Ze hodnoty
koeficientov determindcie a rezidudlneho stctu Stvorcov, st si velmi blizke. Najhorsiu hodnotu
r? m4 model, ktory vznikol na zhlukoch, ktoré vznikli algoritmom fuzzy c-means pre vdhovy
exponent m = 1,05, ¢o je prekvapivé. Je to model, pre ktory sme prave mohli o¢akdvat, Ze
ked Ze je to kombindcia vysledku k-means algoritmu a fuzzy c-means algoritmu, vysledky sa
na nom zlepSia. Pre tento model sme ale zmenili aj pocet zhlukov, na zaklade zvySenia hodnoty
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Obr. 24: Hodnoty odhadu koncentracii SO2 na zvolenej doméne pre 15. janudr, ziskane regresnym modelom pre
zhluky metédy fuzzy s-means s m = 1,05

fpc na Obr.13.Najvyssiu presnost modelu sme ziskali prave na na zhlukoch, ktoré vznikli algo-
ritmom fuzzy c-means pre vdhovy exponent m = 1, 5, ktoré boli najrovnomernejsie rozdelené.
Ked sa pozrieme na grafy rezidui pre jednotlivé zhluky, ktoré vznikli algoritmom k-means

Rezidua

Odhad koncentracie

Obr. 25: Graf zavislosti rezidui na odhade koncentracie SO5 kvadratického regresného modelu na zhluku kmeans_6

alebo mali hodnotu vdhoveho exponentu m = 1,05, je na vSetkych grafoch viditeIna zavislost
rezidui na odhade koncentracii SO-, ako je to napr. na Obr.25. Pre zhluky, ktoré vzniky al-

.....

rezidudlnom grafe pritomnd podobnd zdvislost. Rezidudlne grafy pre dva zhluky fuzzy 3 a
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fuzzy_6 na Obr.26, tvary, ktoré by naznaCovali zdvislost medzi reziduami niZ§ia. Zaujimavé
je to, Ze na zhluku fuzzy 3, ktory nezdvisel na Ziadnej vstupnej veliine, si nezavislé rezidua
regresného modelu a velmi nizka hodnota koeficientu determindcie. Dokonca niz§ia ako mal
povodny model.

Vyhodnotif vhodnosf modelov nie je jednoduché, najme kvoli margindlnym rozdielom

Rezidua

Odhad koncentracie

Obr. 26: Graf zavislosti rezidui na odhade koncentracie SO kvadratického regresného modelu na zhluku fuzzy_6

v hodnoteniach modelu. Rezidudlne grafy su lepSie pre zhluky z FCM algoritmu s hodnotou
vahového exponentu m = 1,5. Vo vysledku je teda takto vytvoreny model najlepsi z pomedzi
vytvorenych modelov.

Vyhodnotme aj pouZitie regresnej analyzy na ndjdenie vzfahu medzi emisiami a koncentré-
ciami PM. Koreldcie medzi emisiami a koncentraciami zneCistujicej latky PM je niZ8ia ako
pre SO,. Korelacné koeficienty maji hodnotu len r; = 0,16 a Pearsnov » = 0,05,a teda v
datach nie je Ziadna o¢ividnd zavislost.

Regresnu analyzu aplikujeme na datova maticu pre PM;, ktoré je taka istd ako sme pouzili
pre regresnd analyzu pre prvok SO,. Této ditova matica nezdvislych premennych regresného
modelu bude tvorend veli¢inami PM;q, WSPD10 (rychlost vetra), TEMP2 (teplota vo vySke
2m), PBL (vyska premiesSavania), PURB (podiel mestskej zastavby), LAT (zemepisné Sirka),
LON (zemepisné dizka) a HT (nadmorsk4 vyska). Zavisld premennd bude predstavovat hmot-
nostnd koncentracia prachovych Castic, tito premennd sa v datovej matici nazyva PM10_conc.
Pre tieto veli¢iny je vysledny koeficient determindcie r* = 0.423 a korigovany koeficient de-
termindcie 7> = 0.421 . Tieto hodnoty sd vyrazne niZie, ako pre regresni analyzy s kon-
centraciou SO, ked Ze vziah medzi koncentrdciami a emisiami je komplikovanejsi a emisie
PM, zostavaji v doméne dlhSie. Zavislost rezidui na odhade hodnoty PM10_conc nie je spl-
nend ani pre tento model. Vhodnej$i by bol iny komplexnejsi Statisticky model, alebo viac
mensSich modelov. TiezZ sme preto pristipili k regresnym modelom na zhlukoch.

Tabulky s podrobnejsimi vysledkami sa nachddzajd v prilohe. M6Zeme v nich pozorovat,
ze podobne ako v tabulkéch pre SO,, vysledné koeficienty determinécie su vysSie pre zhluky
s malou mohutnostou, ale korigované koeficienty st pre ne vel'mi nizke a pre zhluk kmeans_3
dokonca nie je mozné korigovany koeficient determinacie vypocitaf vobec.

Vysledny koeficient determinécie aplikacie roznych regresnych modelov na zhluky s pev-
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Obr. 28: Graf zavislosti rezidui na odhade koncentracie PM;( kvadratického regresného modelu pre zhluk fuzzy 4

nou Struktiirou, ktoré sd vysledkom k-means algoritmu je r* = 0, 585, pre zhluky trochu fuzzy
Struktdrou, ktoré si vysledkom FCM s vdhovym exponentom m = 1,05 je 2 = 0,592 a na-
koniec pre zhluky, kotych zhluky predstavuji skuto€ne fuzzy mnoZiny je to 7> = 0,613. V
tomto pripade mézme vidiet, Ze zo stipajicim vahovym exponentom sa zvicSuje aj koeficient
determinacie. Cim bliZsie st mohutnosti zhlukov k rovnomernému rozdeleniu, tym vysie st
hodnoty koeficientu determindcie, ¢o je samozrejme prirodzené, lebo je jednoduchsie vytvorif
jednoduchy model, ktory zachytava vzfah medzi nezdvislou a zdvislou premennou na nizZSom
pocte objektov. Modely vytvorené na ziskanie odhadu koncentracie PM;, maju lepSie vysledky
(Obr.28) nezavislosti rezidui ako modely, ktoré sme vytvorili pre SO5.

Ked navzdjom porovndme zvySenie presnosti odhadu koncentrécii medzi SO, a PMy, vy-
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spOsob rozdelenia dit do zhlukov, vSak mal len maly efekt na vysledny koeficient determinacie
pre obe odhadované veliCiny.

3.3 Moinosti d'alSieho vyvoja prace

Zvysenie vahového exponentu

Z vysledkov regresnej analyzy modzme usudif, Ze koeficient determinécie sa zlepSoval s
viAC$im poctom rovnomerne mohutnych zhlukov. Preto je vhodné uvazovaf o d alSom zvySeni
vahového exponentu, ¢o by viedlo k eSte rovnomernejSie rozdelenym zhlukom, aj ked by to

znamenalo stratu Struktiry zhlukov.

Aplikacia na celorocné data

Prirodzenim pokracovanim préice je rozsirenie modelu na povodni doménu a rozSirenie casového
intervalu. Toto je vSak naro¢nejSia tloha, ktord bude vyZzadovat aj znacné rozsirenie pouZitych
premennych, aby sme zachytili vziah medzi koncentrdciami a premennymi. V takom pripade
uz bude nutné pouzit hodnoty smeru vetra a mokrej depozicie ¢o znemoZziluje pouZzitie dennych
priemerov a bude potrebné pouzif hodinové tdaje. Podstatny je tiez vplyv atmosférickych
zrazok.

Pouzitie komplexnejsich modelov

V tejto praci sme sa venovali porovnaniu ziskaniu r6znych zhlukov a ndjdeniu vhodného mo-
delu na odhad koncentracii sme nevenovali velkd pozornost. Je to vSak jedna z Casti na ktorej je
potrebné d'alej pracovat, ked Ze mnohé z vytvorenych regresnych modelov nespiiiajd predpo-
klad o normalite rezidui. Okrem moznosti vyuzitia komplexnejsich predikénych modelov ako
st zlozitejsie regresné modely, FIS, neurénove siete a iné, je tieZ moZznosf na kazdy model najst
vhodny model samostatne.

Nepouzit zhlukovi analyzu

Vo vysledku ponukla zhlukové analyza len malé zlepSenie v presnosti odhadu koeficientu
determindcie regresnych modelov. Najvyraznejsie sa tieto hodnoty zlepsili pre rovnomerne roz-
delené zhluky, ¢o nie je prekvapivé. Je len otdzne, ¢i by sa tdto hodnota nad alej zlepSovala
s rovnomernosfou delenia, alebo ¢i by pre ndhodne delenie klesla. Vypocet prislusnosti do
roznych zhlukov je tieZ vypoctovo ndrocny, a aj napriek tomu, Ze rozdelenie do zhlukov zlepsilo
popisanie varidcie dat P M, modelom az o 19%, moZno by bolo vhodnejsie aplikovat na celd
doménu sofistikovane;j’i model, ked Ze ani modely na zhlukoch nespliiali zdkladné predpoklady
regresnej analyzy.
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Zaver

V prvej kapitole sme sa venovali zdkladnym poznatkom o zhlukovej analyze. Uviedli sme
niekol'ko algoritmov, ktoré sa pouZivaji v praxi. Specidlne sme sa venovali nehierarchickym
metédam a segmentaénym metédam zalozenym na neurénovych siefach, ktoré su zaloZzené na
roz§ireni klasickej metddy o fuzzy mnoZiny alebo fuzzy logiku. Tieto metddy st fuzzy c-means,
ktory je rozSirenim zhlukovacej metddy k-means, a fuzzy ART, ktory je rozSirenim metody
sitazivého ufenia ART. V zavere Kkapitoly sme zhrnuli teériu o regresnych modeloch, ktoré
sme pouzili v zévere tretej kapitoly tejto diplomovej prace.

V druhej kapitole sme zhrnuli zdkladné poznatky o modelovani kvality ovzduSia. Popisali
sme niektoré chemické procesy, ktorym podliehaju znedistujiice latky v atmosfére, a popisali
sme rozne druhy druhy modelovania koncentracii tychto latok podl'a pouzitého rozliSenia. Velka
Cast druhej kapitoly sa venuje niekolkym typom modelov, ktoré sa pouZivaji na vypocet (od-
had) koncentrécii znecistujicich latok v atmosfére. DetailnejSie sme popisali chemicko trans-
portny model CMAQ a jeho moduly. Vstupné a vystupné data tohto modelu sme d’alej analy-
zovali v tretej kapitole.

V posledne;j tretej kapitole sme previedli praktickd Cast. Zhlukovi analyzu sme aplikovali

na dve rozne diatové matice. Prva, ktorej sa venujeme v kapitole detailnejSie, mala ako jednu
z veli¢in (premennych modelu) oxid siri¢ity SO, , druhd mala ako jednu z veli¢in prachové
Castice P M, ostatné veli¢iny boli pre matice totozné (PBL, teplota, rychlost vetra, podiel
mestskej zdstavby). Tieto matice a jednotlivé veli¢iny sme po pisali a spravili sme na nich
zakladnu Statistickd analyzu. Tieto data sme pred spracovali (pre-processing) nutnymi trans-
formdaciami, aby na nich bolo moZné spravit zhlukovi analyzu a heuristickymi metédami sme
na zaklade datovej Struktiry zvolili optimélny pocet zhlukov pre k-means zhlukovanie a fuzzy
c-means (FCM) zhlukovanie. Vizualizacia fuzzy partition koeficietu (FPC) 13 nema skok, ktory
by pre nejaki hodnotu vdhového exponentu m jednoznacne urCil optimdlny pocet zhlukov,
preto sme porovnali dva rdozne pristupy, ktoré st odporicané na zvolenie minimalnej hodnoty
m. Vysledky zhlukovacich metéd sme vyhodnotili. Metdda k-means pre obidve matice nasla
jasnu ale nerovnomernu Struktiru. Vysledky FCM pre menSiu hodnotu vahového exponentu
m = 1,05 mali vel'mi podobni $truktiru ako zhluky, ktoré boli vytvorené metédou k-means,
pre vysSiu hodnotu vdhového exponentu m = 1, 5 boli vysledné zhluky menej Strukturované a
v niektorych pripadoch dokonca nemali Ziadnu podobnost zo zhlukovanymi veli¢inami.
Na konci tretej kapitoly sme na zhlukoch, ktoré sme vytvorili zhlukovou analyzou vytvorili re-
gresné modely, ktoré sme porovnali navzdjom a s regresnym modelom na celej matici. Model,
ktory sme spravili spojenim regresnych modelov, ktoré sme spravili na jednotlivych zhlukoch,
ma lepsie vysledky ako model na celej matici, ale nie ovel'a. Celkovo najlepsi tymto spdsobom
vznikol na zhlukoch ktoré boli vysledkom FCM metédy s m = 1,5. Tieto modely poskytli
vylepSenie, ale nie vyznamné a na zhlukoch implementované modely stale nespfﬁali predpo-
klady nezavislosti rezidui na odhadovanej hodnote. Na tieto déta je teda nutné aplikovat kom-
plexnejsi model (napriklad neurénovd siet), ktory by dokdzal lepSie zachytdvat vziah medzi
koncentrdciami a emisiami. V takom pripade bude zhlukova analyza maf iny efekt.
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A.1: Vysledky a zobrazenia pre PM,
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Obr. 29: Hodnoty emisii PM;¢ na zvolenej subdoméne pre 15. janudr. Vstup modelu CMAQ.
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Obr. 30: Hodnoty koncentracii PM 1y na zvolenej subdoméne pre 15. januar. Vystup modelu CMAQ.
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Tabul'ka 9: Mohutnosti vyslednych zhlukov algoritmu k-means s pouZitim veli¢iny PM1q

wspD10 -0.0

TEMP2 0.0 0.1

PBL 0.0

pure 0.1 -0.0

LON -0.0 0.1

Kmeans_1 -0.0

Kmeans_2 -0.0 0.3

Kmeans_3 [0 0.0

Kmeans_4 -0.0

Kmeans 5 0.1

Kmeans_6 -0.0

PM10_conc 0.0 -0.3

PM10 WSPD10 TEMP2

0.0

0.0

0.0

0.3

0.0

0.0

0.1

0.1

0.0

-0.3

PBL

Zhluk | Mohutnost zhluku
kmeans_1 3081
kmeans_2 2254
kmeans_3 11
kmeans_4 2332
kmeans_5 99
kmeans_6 1848
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Obr. 31: Korelane matica pre hodnoty korelacného Pearsonovho koeficientu pre datovu maticu s pridanim matice
prislusnosti k-means zhlukovania pre PM



Tabul’ka 10: Mohutnosti vyslednych zhlukov algoritmu fuzzy c-means s hodnotou vahového koeficientu m = 1,5

WSPD10

TEMP2

PBL

PURB

LON

HT

Fuzzy 1

Fuzzy_2

Fuzzy 3

Fuzzy_4

Fuzzy 5

Fuzzy_6

PM10_conc

Obr. 32: Korela¢ne matica pre hodnoty Pearsonovho korelaéného koeficientu pre datovu maticu s pridanim matice

0.0

0.0

0.1

0.1

0.1

0.1

0.1

0.0

0.0

0.0

0.0

0.1

0.1

0.0

PM10 WSPD10 TEMP2

-0.3

-0.3

PBL

Zhluk | Mohutnost zhluku
fuzzy_1 1458
fuzzy 2 875
fuzzy 3 1740
fuzzy 4 2548
fuzzy_5 1742
fuzzy 6 1321
-0.0
-0.0 0.0
-0.1 0.2
0.0 0.1 -0.0 0.2
0.0 -0.1 0.0 -0.1 -0.2
-0.0 0.0 0.0 0.1 -0.2 -0.2
-0.4 -0.1 -0.1 -0.3 -0.3 -0.2
0.3 0.0 -0.1 -0.3 -0.1 -0.1
0.1 0.0 0.1 -0.2 0.0 -0.1
0.1 -0.0 0.1 -0.4 0.2 -0.3 0.0

prislusnosti z fuzzy c-means algoritmu s m = 1,5
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Obr. 33: Korela¢ne matica pre hodnoty Pearsonovho korelaéného koeficientu pre datovu maticu s pridanim matice
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prisluSnosti z fuzzy c-means algoritmu s m = 1,05

Tabulka 11: Vysledné koeficienty determindcie kvadratického regresného modelu pre vysledné zhluky k-means

algoritmu

0.2

-0.1

0.1

-0.1

-0.1

-0.1

-0.4

HT

40,5

-0.2

-0.2

-0.2

-0.0

0.2

Fuzzy 1 Fuzzy_2 Fuzzy_3 Fuzzy_4 Fuzzy 5 Fuzzy 6

-0.3

-0.2

-0.3

-0.1

0.2

-0.1

-0.2

-0.0

-0.1

Zhluk 2 rﬁdj RSS
kmeans_1 | 0,386 | 0,377 | 0,803
kmeans_2 | 0,488 | 0,478 | 0,577
kmeans_3 nan 0
kmeans_ 4 | 0,662 | 0,655 | 0,656
kmeans_5 | 0,487 | 0,163 | 0,746
kmeans_6 | 0,792 | 0,787 | 0,326

kmeans | 0,585 0,644

il

-0.2

-0.0

-0.2

-0.1

-0.1

0.1

1.00
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-0.00
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Tabul'ka 12: Vysledné koeficienty determindcie kvadratického regresného modelu pre vysledné zhluky fuzzy c-
means algoritmu pre vdhovy exponent m = 1.5

| zhuk [ * ] v, | RSS |
fuzzy_1 0,516 | 0,504 | 0,335
fuzzy 2 0,379 | 0,368 | 0,818
fuzzy 3 0,861 | 0,853 | 0,614
fuzzy_4 0,651 | 0,640 | 0,528
fuzzy 5 0,778 | 0,770 | 0,689
fuzzy 6 0,639 | 0,629 | 0,228
fuzzy,,—1 05 | 0,613 0,622

Tabul’ka 13: Vysledné koeficienty determindcie kvadratického regresného modelu pre vysledné zhluky fuzzy c-
means algoritmu pre vdhovy exponent m = 1.05

H Zhluk \ 72 \ rag \ RSS H
fuzzy_1 0,525 | 0,515 | 0,682
fuzzy 2 0,817 | 0,809 | 0,813
fuzzy 3 0,410 | 0,076 | 0,452
fuzzy 4 0,680 | 0,672 | 0,260
fuzzy 5 0,313 | 0,364 | 0,551
fuzzy_6 0,665 | 0,656 | 0,814

fuzzy,,—1 05 | 0,592 0,639
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