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Uvod

Ukolem této prace je popsat vlastnosti biplotu jako v souc¢asnosti hojné uziva-
ného grafického néstroje mnohorozmérné statistické analyzy. Biplot se totiz casto
uziva i pri statistické analyze specialnich typu dat, napriklad tzv. kompozi¢nich
dat, nesoucich pouze relativni informaci.

V prvni kapitole pfipomeneme nékteré poznatky z teorie matic, véetné tzv. sin-
gularniho rozkladu matice. Tyto znalosti se ndm budou hodit pti dalsich vypoc-
tech. Déale uvedeme vybrané ¢iselné charakteristiky ndhodného vektoru a Maha-
lanobisovu vzdélenost. V nasledujici kapitole se seznamime s metodou hlavnich
komponent, a to jak v jeji teoretické, tak i ve vybérové podobé. Tato mnoho-
rozmérnd statistickd metoda je totiz zdkladem pro tvorbu samotného biplotu -
hlavniho tématu této prace. Zavérecnou, neméné dulezitou, ¢asti budou priklady
z oblasti aplikaci.

Toto téma jsem si vybrala hned z nékolika duvodu. Statistika je mym hlavnim
oborem a biplot se mi zda zajimavym, a podle mé nedocenénym, nastrojem explo-
rativni analyzy dat. Protoze je biplot pomérné novou grafickou technikou, citila
jsem téz potiebu napomoci jeho rozsiteni do obecného povédomi. Myslim si totiz,

ze vysledny vystup je dobfe ¢itelny i pro matematického laika.



1 Poznatky z teorie matic

1.1 Zakladni pojmy

Nejprve se seznamime s nékterymi zakladnimi vlastnostmi matic, které bu-
deme dale potiebovat pfi samotné konstrukci a odvozovani biplotu. Zejména si
pfipomeneme, co je to singularni rozklad matice a osvétlime nékteré jeho vlast-

nosti. Pii tvorbé této kapitoly byly informace ¢erpany zejména z [9], [1 1], [11].

Definice 1.1.

Necht u = (uy,...,uy)" av = (v1,...,0,)" jsou p-slozkové rediné sloupcové
vektory, tedy u,v € RP.

Rekneme, Ze u a v jsou ortogondlni, jestlize plati u”v = 0. Vektory u, v jsou

ortonormdlni, jestlize u'v = 0 a zdroveri pro jejich euklidovskou normu plati

all = vl = \fo? + .+ o2 = /ST = 1

Definice 1.2. Redlnou ¢tvercovou matici A nazyvdme ortogonalni, jestlize plati
ATA = AAT =1, kde I je jednotkovd matice prislusného vddu, tj. jestlize jsou

jejgi sloupce vzdjemné ortonormdalni vektory.

Definice 1.3.

1. Ctvercovou matici A stupné n nazjvdme pozitivné definitn, je-li symetrickd
a plati-li pro kazdy nenulovj vektor x mnerovnost x' Ax > 0. Znacéime A > 0.

2. Ctvercovou matici A stupné n nazjvdme pozitivné semidefinitnd, je-li sy-

metrickd a plati-li pro libovolny vektor x nerovnost x' Ax > 0. Znacime A > 0.

1.2 Singularni rozklad matice

Méjme danu redlnou matici X o rozmérech n x p, zapisujeme X, ,, a dale

U,n, Dy, a V,,. Matici X lze rozlozit na soucin

X = UDVT, (1.1)



kde U a 'V jsou ortogonélni matice. Tento vztah véetné znaceni byl prevzat z [4]
(str. 64, vztah 6.1).

Poznamenejme, Zze pro matice U a V tedy plati

UU"=U"U=1 a VVIi=ViVv=1L (1.2)

Déle D je matice nezapornych, tzv. singularnich, hodnot. Ty se nachéazeji na hlavni

diagonale a jsou uspotadany sestupné. Tedy

dll Z d22 2 cee 2 dkkz Z 0 kde k= min(n,p); (13)

pritom prvky mimo hlavni diagonalu jsou rovny nule.

Maticové obdrzime (v piipadé n > p)

dy 0 0
0 . 0
0 0d

D=| o o (1.4)
00 0

Muzeme fici, ze matice X o rozmérech n X p mé maximélné k& = min(n, p)
ruznych singularnich hodnot.

Sloupce matice U se nazyvaji skéry (scores), odpovidajici sloupce matice V
se nazyvaji zatéze (loadings). Sloupce prislusnych matic budeme znacit u;, resp.
v;, ¢+ = 1,...,n; j = 1,..., p. Singuldrni hodnoty maji potom vypovidajici
funkci o jejich vztahu. Cim blize k nule je ¢islo d;; pro i = 1,2, ..., k, tim maji
odpovidajici skory a zatéze v celkovém rozkladu mensi vliv. Pékné je toto vidét,

zapiseme-li rozklad X pomoci diagonalnich prvka matice D a sloupcti matic U, V,

k
me = u1d11v1 —+ u2d22v2 —+ e+ ukdkkvk = Z d“uZV? (15)
i=1
Kladné hodnoty d;; pro i = 1,2,...,k budeme nazyvat cenné hodnoty matice

X. Pritom plati



XVZ' = d”l_lZ a XTLIZ‘ = diivi> 1= 1, ce ,k’. (]_6)

Singularni hodnoty se pfitom méni se zménou prvku matice X. Napriklad,
pokud vynédsobime v8echny prvky této matice dvéma, normované velikosti prvku
U a V se nezmeéni, ale singularni hodnoty budou dvakrat vétsi. Singularni hod-
noty dj; jsou vlastné odmocnéna vlastni éfsla étvercovych matic XX7T a XTX,

jak si ukdzeme za chvili.

Souc¢in skoru a ptislusné singularni hodnoty se nazyva hlavni komponenta
(principal component). Rozklad ¢tvercovych matic X X7 a XTX tedy potom
vede k tzv. metodé hlavnich komponent. Tou se budeme podrobné zabyvat ve tieti

kapitole.
Zminime se o rozkladu matic XX7 a X*X podrobnéji:

XX = UDV'vD'U” = UDD")U”, (1.7)
XX = vD'UTUDV? = V(D'D) V7, (1.8)

tedy sloupce matice U jsou vlastni vektory matice XX a sloupce matice V jsou

vlastn{ vektory matice X7 X. Jiny z4pis, ze kterého je toto zfetelnéjsi:

XX"; =d2u; pro i=1,...,k=min(n,p), (1.9)

X'Xv; =d}v; pro i=1,... k=min(n,p). (1.10)

1

Poznamenejme, ze ve statistice matice X casto predstavuje tzv. datovou ma-
tici. Jeji tadky jsou tvoreny n objekty, na nichz jsme zméfili hodnoty p statis-

tickych znaku.



2 Ciselné charakteristiky nihodného vektoru

2.1 Teoretické a vybérové charakteristiky nahodného vek-
toru

Nez postoupime déle, uvedeme si zakladni ¢iselné charakteristiky nahodného
vektoru. Na konci kapitoly jesté pfipomeneme pojem Mahalanobisovy vzdéalenosti.
Hlavnim zdrojem pfi tvorbé této kapitoly byly knihy [2], [3], [8] a internetové
stranky [10].

Definice 2.1. Necht je ddn ndhodny vektor X = (Xq,... ,Xp)T na pravdépo-
dobnostnim prostoru (2, A, P) a necht existuji stredni hodnoty E(X7),. .., E(X})
jeho slozek. Pak se vektor E(X) = (E(X4),...,E(X,))" nazjvd stredni hodnota

nahodného vektoru X.

Tuto definici muzeme také interpretovat tak, ze stfedni hodnota nahodného
vektoru X = (X1,..
X,).

X,)" je vektor stfednich hodnot jeho slozek (nahodnych

>
velicin X1, ...,
Poznamenejme, ze E(X — E(X)) = 0. Tato zfejma vlastnost je teoretickym
podkladem pro tzv. centrovani dat v popisné statistice, kdy od kazdého sloupce
(hodnot znaku) v datové matici odecteme prumér hodnot znaku.
Obdobné definujeme stredni hodnotu matice X,, , jejiz prvky jsou ndhodné

veli¢iny,
X1 - Xy E(Xy1) --- E(X3p)

EX)=E | o+ oo - — ' (2.1)
X1 - Xop E(Xu1) -+ E(Xop)

Definice 2.2. Necht md ndhodny vektor X konecné druhé momenty. Potom

muzeme definovat kovarianci slozek (ndhodngjch velicin) X; a X; jako

cov(Xi, X;) = E(X; — E(X))(X; —E(X,)), i,j =1,....p.



Pro i = j je kovariance zfejmé rovna rozptylu, tedy cov(X;, X;) = var(X;).

Definice 2.3. Ctvercovd matice 7ddu n var(X) = cov(Xy, Xj)i,_, se nazjvd

variancéni matice.
Veéta 2.1. Variancéni matice je symetrickd a pozitivné semidefinitnd.

Dikaz: Symetrie je zietelnd z maticového zapisu

var(Xy)  cov(Xy, X3) -+ cov(Xy, X,)
cov(Xy, X1)  var(Xs) - cov(Xa, X,)
var(X) = | ;
cov(X,, X1) cov(X,, Xo) -+ var(X,)

vime totiz, ze cov(X;, X;) = cov(X;, X;), i,7=1,...,n.

Pro diikaz pozitivni semidefinitnosti zvolme libovolny vektor ¢ = (¢4, . . ., cn)T
Rozptyl kazdé ndhodné veliciny je nenulovy, nenulovy je také rozptyl veliciny
cT'X. Pouzijeme vlastnosti varianéni matice linedrn{ transformace éfselnym vekto-
rem a € R™ a ¢iselnou matici B, ,,, var(a+BX) = Bvar(X)B7, tedy var(c’X) =

cTvar(X)c > 0. Dikaz této véty je pievzat z [2], str. 39, dukaz véty 3.3. O

Varianéni matice muze byt definovana i "maticove” jako

var(X) = E [(X —E(X))(X - E(X))"| = E(XXT) - (EX))(EX))".  (22)

Situace v matematické statistice je opacna nez v teorii pravdépodobnosti,
kde spolecné s nahodnym vektorem zname i jeho ¢iselné charakteristiky. Zde
vychazime z p-rozmérného nahodného vybéru Xy, ..., X, z rozdéleni vektoru X
a pomoci vhodnych statistik se snazime co nejlépe odhadnout skutecnou hodnotu
E(X), respektive var(X). Tedy pracujeme s p proménnymi zjisténymi u n ndhodné
vybranych objektu. Ptislusné teoretické charakteristiky oznacme p, ¥, tedy p =
E(X),X = var(X).



Definice 2.4. Vektor aritmetickych praméru jednotlivijch sloZek ndahodnych vek-

toru Xy, ..., X, z p-rozmérného nahodného vybéru z rozdéleni vektoru X,

se nazyvd vybérovd stredni hodnota.

3

Déle si zavedeme tzv. Wishartovu matici, kterd je v teorii mnohorozmérné
statistické analyzy velmi oblibena. Tato matice je ¢tvercova radu p, symetricka

a ma tvar

W = zn:(x,- ~-X)(X; - X)" = zn: X, XT — nXXT". (2.3)

i=1 =1

Odhadem varianéni matice var(X) je vybérova varian¢ni matice S.

Definice 2.5. Necht mdme ddn ndhodni vibér X, ..., X,, z rozdéleni vektoru

X. Vybérovou variancéni matici nazveme matici S

1 R _ _ T 1 n _
S = W = X; - X)(X; - X) = X; X — nXX" ).
T = - R X = L (X - )
Véta 2.2. Necht mdme ddn ndhodny vijbér Xi,...,X,, z rozdéleni, které md

stredni hodnotu p a variancéni matici X. Potom plati

EX) =g, var(X) = 1%, E(S) =%.

Dukaz: Dukaz je uveden v [2], str. 68, dukaz véty 5.2. O

2.2 Mahalanobisova vzdalenost

Mahalanobisova vzdalenost byla zavedena roku 1936 indickym matematikem
P.C. Mahalanobisem. Je uzivana predevsim ve své vybérové podobé, kdy jeji
realizace vyjadiuje vzdalenost pozorovani X; od centra distribuce datového sou-
boru, vyjadieného pomoci vybérové stiedni hodnoty X, vzhledem ke kovarianéni

struktute, dané vybérovou varianc¢ni matici S.

10



Definice 2.6. Mé¢jme X = (Xq, ... ,Xp)T ndahodny vektor, ktery md stredni hod-

notu p a variancéni matici 3. Mahalanobisova vzddlenost je definovdna vztahem

Dy(X) = /(X )" 1(X ~ ).

Mahalanobisova vzdalenost muze byt také definovana jako vzdélenost dvou
ruznych nahodnych vektori X a Y, které maji stejné rozdéleni s varianéni matici

hIX

Dy(X,Y) = \/(X ~Y)'5 (X -Y). (2.4)

VVVVV
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3 Metoda hlavnich komponent

3.1 Uvod

Jak si ukazeme v dalsi kapitole, metoda hlavnich komponent je zdkladem
pro konstrukei biplotu. Jejim tvircem je Karl Pearson (1901). Cilem této metody
je zredukovat dimenzi mnohorozmérnych dat tak, aby se stala jednoduchymi
a dobfe ¢itelnymi, ale abychom touto redukei ztratili co nejméné informace. Data
se zobrazuji skrze hlavni komponenty, coz jsou skryté velic¢iny, které vysvétluji
jejich variabilitu a vzajemnou zavislost. Ve své teoretické podobé jsou hlavni
komponenty vlastné linearni kombinace puvodnich slozek nahodného vektoru.
Pii této metodé nejsou data nijak clenéna, ale posuzujeme je jako rovnocenné.
Pti tvorbé hlavnich komponent vychazime ze singularniho rozkladu, ktery jsme si
popsali v prvni kapitole. Pfi zpracovani této kapitoly bylo ¢erpdno zejména z [1],

4, [7]-

Méjme X = (Xj,... ,Xp)T ndhodny vektor s rozdélenim, které mé stredni

hodnotu E(X) = p a pozitivné semidefinitni varian¢ni matici

£ = var(X) = E[(X — p)(X — )7]. (3.1)

Déle je dana matice G = (g1,...,8p) , kde g1, ..., g, jsou ortonormalni vlastni

vektory matice ¥ . Plati pro né tedy

g;-fgj:O pro i#7j a g;-fgizl pro i,j=1,...,p, (3.2)

tedy matice G je ortogonalni.

Hlavni komponenty jsou vyjadieny pomoci ndhodného vektoru Z,

7 =G'(X - p) (3.3)

nebo téz jednotlivé jako nahodné veli¢iny

12



Zi=gl(X—p) pro i=1,...,p. (3.4)

Rozptyl i-té hlavni komponenty je potom

var(Z;) = Elgl (X —p)(X —p)'g] =gl'Sg, pro i=1,...,p. (3.5)

Libovolné dvé hlavni komponenty jsou nekorelované, protoze jsou prislusné
vlastni vektory g; ortonormalni. Takto lze tedy vytvorit p komponent; z hlediska
zmensovani dimenze dat (kterd je nasim hlavnim cilem) je ale lepsi mit kompo-

nent méné.

Oznac¢me d; vlastni ¢isla matice ¥ sefazend sestupné d; > dy > ... > d, > 0.
Je-li » < p, pak zbyvajici vlastni ¢isla (je jich p — r) jsou nulova. Pokud je ¥

pozitivné definitni, jsou vSechny vlastni hodnoty kladna realna ¢isla.

Hlavnim kritériem konstrukce velic¢in Z; je pozadavek jejich maximalniho roz-
ptylu v daném smeéru. Hlavni komponenty tedy obdrzime maximalizaci funkce

gl'¥g; za podminky gl'g; = 1. Ziskdme funkci s Lagrangeovymi multiplikdtory

Parcialni derivaci podle g; obdrzime:

0o
=2¥g; — 2d;g; = .
agl g’L Zg’b O? (3 7)
(X —dl)g; =0, (3.8)
maticové potom
Y.G =GD, (3.9)

13



kde D = Diag(dy,...,d,), tedy D je matice, kterd ma na diagonéle ¢isla d;,

i=1,...,7, amimo diagonalu 0. Varian¢ni matici ¥ muzeme vyjadrit jako

¥ = GDG” (3.10)

nebo muzeme vyjadrit D,

G'EG =D. (3.11)

Stfedni hodnota hlavnich komponent je nulova. Vychézime z:

E(Z) = G"[E(X —p)] = G"[E(X) —E(u)] =G'(u—p) = 0. (3.12)

Varian¢ni matice ma tvar

var(Z) = G'var(X — p)G = G'EG = D. (3.13)

Prvky g¢;; matice G vyjadiuji vliv veliciny X; na Z;, 4,7 = 1,...,p, G se

nazyva matice zatézi (loading matrix).

Trochu jiny nahled na konstrukci hlavnich komponent spociva v tom, ze
hleddme takovy vektor redlnych ¢isel ¢ = (cy, ... ,cp)T, ktery splnuje podminku
c’c =1 a pro ktery mé veli¢ina ¢’ X nejvétsi rozptyl. X je centrovany ndhodny
vektor. Protoze var(c? X) = ¢’'Ec, maximalizujeme vlastné vyraz ¢’ Ee. Tato ma-
ximalni hodnota je d; a plati, pokud ¢ = g;. Ziskali jsme prvni hlavni komponentu
Z; = gI'X. Déle budeme hledat znovu vektor ¢ € RP za danych podminek, ten-
tokrat ale pribyva jesté jedna podminka, a to, ze musi byt nekorelovany s veli¢inou
Z,. Tato podminka nekorelovanosti je dosazena pokud c’g; = 0. Takto dosta-

neme ¢ = g, a druhou hlavni komponentu Z, = gl X. Ukazuje se, Ze tento proces

pokracuje obdobné i dale, tedy do doby, nez najdeme vSechny hlavni komponenty

Zi=gl'X, i=1,...,m (3.14)

14



Poznamenejme ovSem jiz nyni, ze pii tvorbé biplotu pouzivame pouze prvni

dvé hlavni komponenty a prvni dva sloupce matice G.

V praxi se objevuje problém pii tvorbé hlavnich komponent veli¢in
X = (Xy,... ,Xp)T, které jsou dany v ruznych jednotkach. Zménou méritka se
totiz mohou podstatné zmeénit hodnoty hlavnich komponent. Proto casto ne-
vychazime z puvodnich veli¢in, ale provedeme transformaci znormovanim slozek
ndhodného vektoru. Takto tedy pracujeme s ndhodnym vektorem Y = (Y7, ..., Y;,)T,
ktery vznikne odectenim strednich hodnot od puvodnich veli¢in a podélenim

prislusnou smérodatnou odchylkou,

V=22 =1, p. (3.15)

Jak jiz bylo feceno, v praxi se snazime popsat mnohorozmérnou strukturu
nahodného vektoru X pomoci nékolika malo komponent Z;. Hlavnim kritériem je
piitom procentudlni podil celkové variability vektoru X, tj. Y7, var(X;) , ktery
se pomoci veli¢in Z; podafii vysvétlit. Pozadovana hodnota tohoto podilu pritom

zavisi na konkrétni situaci a na dimenzi p.

3.2 Hlavni komponenty ve vybéru

Z praktického hlediska je pro nas ovSsem dulezita zejména vybérova obdoba
metody hlavnich komponent. Necht médme dédn ndhodny vybér z rozdéleni vektoru
X, tj. nezavislé a stejné rozdélené ndhodné vektory Xy, ..., X, ktery usporadame
do datové matice X o rozmérech n x p. Ddle aZ do konce prdce tedy budeme
zdpisem X rozumét tuto matici. Necht je ddna vybérova stfedni hodnota X
a vybérova varian¢ni matice S, definované v predchozi kapitole.

Jako analogii k (3.3) muzeme vybérové hlavni komponenty (resp. jednotlivé

vybérové komponenty - sloupce matice Z,,,,) vypocitat ze vztaht

15



Z = (X —1X")G, (3.16)

Z;=(X-1X")g; pro j=1,...,p. (3.17)

Pritom 1 je vektor n jednicek a G = (81,...,8p) je matice, jejiz sloupce jsou
jednotlivé vlastni vektory matice S.

Podobné jako v teoretickém piipadé (3.11) i zde

GTSG =D, (3.18)

kde D = Diag(g, - .., gp) je diagonalni matice vlastnich ¢isel (sefazenych se-
stupné) matice S.

Poznamenejme ptitom, ze matice Z ma stejné rozmeéry jako datova matice X
ajeji hodnoty Z;;,i = 1,...,n, 7 =1,...,p, mizeme oznacit jako skory. Realizaci
nahodného vybéru poté obdrzime uvedené charakteristiky v jejich znamé, ¢iselné
podobé.

Ani pii vybérové metodé hlavnich komponent nezapomindme na skalovani

jednotlivych statistickych znaku (teoreticky viz vztah (3.15)).
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4 Konstrukce biplotu

V této kapitole se jiz budeme vénovat hlavni naplni této prace - biplotu.
Biplot se da zjednodusené vysvétlit jako dvoudimenzionédlni zobrazeni objektu
a proménnych v jednom grafu. Slovo biplot pochéazi z anglictiny a ”bi” na zacatku
znadci pravé dvé dimenze. Autorem této statistické metody je K. R. Gabriel, ktery
ji poprvé popsal roku 1971 v élanku [5]. Hlavnim zdrojem pro tuto kapitolu bylo
opét skriptum [4].

Biplot je tedy grafické zobrazeni statistického souboru o rozsahu n odpovi-
dajici p statistickym znakim Xj,..., X, vyjddienym pomoci datové matice X
(predpokladejme pritom, bez ijmy na obecnosti, ze pracujeme jiz s centrovanymi
daty). Biplot ma nékolik druhu, zde predstavime ten, ktery vychazi z metody
hlavnich komponent. O ostatnich se muzeme doc¢ist naptiklad v knize autori
Gower a Hand [0].

Zobrazeni v rovinném grafu je z hlediska interpretace dat vyhodné a prehledné.
Pti tomto zobrazeni musime ale predpokladat, ze datova matice X ma alespon dva
sloupce. Pro matici s vétsim poctem sloupcu pak vyuzijeme informaci z prvnich

dvou hlavnich komponent.

Nejprve je pro konstrukeci biplotu dulezité vyjadreni matice X pomoci matic
U, DaV (viz (1.1) a (1.5)). Dale ze vztahu (1.7) a (1.8), muzeme konstatovat, ze
n sloupci U predstavuje ortonormalni vlastni vektory matice XX* a p sloupct

V jsou ortonormalni vlastni vektory matice X7X.

Méjme tedy matici X o rozmérech n x p s hodnosti & < min(n,p). Princip
konstrukce biplotu je zalozen na nahrazeni matice X pomoci jeji aproximace
X(2) s hodnosti rovnou dvéma, ktera se jevi optimalni z hlediska minimalizace
souctu ¢tvercu odchylek jejich prvki od prislusnych prvka matice X. Ve vyjadient
matice X(z) pritom pouzijeme pouze prvni dva sloupce matice U a prvni dva
sloupce matice V ze singularniho rozkladu. Maticové lze tuto skutecnost zapsat

jako (upozornujeme piitom na predefinovani matic U, D a V)
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T
X~ X(g) = UDVT = (ul,ug) (dll 0 ) (Vl ) . (41)

0 dgg Vg

Pritom je ziejmé, Ze X2y je opét rozméru n X p. Muzeme ji rozdélit takto:

X2 = GH”, (4.2)
kde
dy 0\'7°
G = (1117 112)( 81 dgg) N (43)
di; 0 \°
- () (4.4)

pro 0 < ¢ < 1. Pripomeneme si tzv. cenné hodnoty X zminéné v kapitole 1.2.
Po volbé cisla ¢ tedy méame rozdéleny prvni dvé cenné hodnoty mezi matice G
a H a muzeme takto ziskat jiz zminéné ruzné druhy biplotu. Biplot je potom
tvofen praveé radky matic G a H o rozmérech n x 2 a p x 2.

Pro ¢ = 1 potom matice G a H vychazi

T
g1
G=| : | =vn—1(u,uy), (4.5)
T
8n
by 1 di1 0
_ . _ 11
H= h:T = \/m(vl, V2) ( 0 dgz) . (46)
P

Pro volbu ¢ = 1 tedy matice G a H (az na konstantu /n — 1) predstavuji skéry

a zatéze prvnich dvou hlavnich komponent, jak bylo zminéno v kapitole 1.2.

Jak si uvedeme jesté pozdéji pii samotné grafické intepretaci biplotu, radky

matice G v grafu predstavuji body a radky matice H vrcholy Sipek, které vychazeji
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z usporadané dvojice prumeéru sloupcu matice G. V praxi ovSem casto pracu-
jeme s centrovanymi daty, to znamend, ze od hodnot sloupcu datové matice
X odeéitame aritmetické pruméry téchto sloupcu. V tomto pripadé je stied,

ze kterého vychazeji sipky, umistén v bodé [0, 0].

Nyni si ukdzeme nékteré vlastnosti biplotu (za predpokladu prace s centro-
vanymi daty).

P sou¢inu fadku matic G a H nam vychazi

1
vn—1

Druhé mocniny délek vektoru h; aproximuji rozptyl statistickych znaka X;,

gfhj, =/n— 1uZ

protoze

1 1

1
HH” & VD DV") % _— _vDp*V”
(\/n—l )(\/n—l ) n—1
3. 1 4. 1 1 5.
= — 1(VDUT)(UDVT) = mX@>X<2> R — 1XTX =S (4.8)

a diagonaln{ prvky matice HH” jsou rovny h’h; = ||h;||>.

Nyni si jednotlivé kroky podrobné zduvodnime:

1. Je to pouze jiny zapis vzorce (4.6), vyuzivame zde vlastnosti transpozice
soucinu matic.

2. Vyuzivame toho, ze D je diagonalni matice nezdpornych singularnich hodnot.
Muzeme tedy psat DD = D2,

3. Vychézi z rovnosti (1.8) a z toho, ze UTU =1.

4. Vyuzivame rovnosti (1.1) a (4.1) a déle vlastnosti transpozice ndsobenych
matic.

5. Vyuzivdme vztah pro vypocet vybérové varianéni matice. Zde se vyskytuje X
(vybérova stredni hodnota fadku matice X), kterd je ale rovna nulovému vektoru,

protoze data jsou centrovand. Déle vyuzivame vztahu Y X, X7 = XX,
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Kosinus thlu h; a h;,7 # j, aproximuje korelacni koeficient mezi X;, X:

h”h;
cos(he By) = T~ " (4.9)

Jak jiz bylo fec¢eno, biplot nam slouzi ke zjednoduseni grafického zobrazeni
vice nez dvou statistickych znaku. Pritom je takto metoda hlavnich komponent
vyuzivana v tom smyslu, ze biplot je vlastné zobrazeni skéru a zatézi prvnich
dvou hlavnich komponent datové matice X pii volbé ¢ = 1 (ve vztazich (4.3)
a(4.4)).

Rozdil mezi metodou hlavnich komponent a biplotem je v normovéani. Kdyz
si graficky zobrazime matice skoru a zatézi z metody hlavnich komponent, ne-
budou normované. Toto normovani ndm naopak zajisti biplot, pfitom normo-
vacimi konstantami jsou singularni hodnoty. Matice G, H zminéné v této kapi-
tole takto vlastné predstavuji vybérové skéry a zatéze (v tomto poradi) prvnich
dvou hlavnich komponent.

Jestlize v grafu reprezentuji body jednotlivé objekty (pomoci skéru), Sipky
reprezentuji jednotlivé statistické znaky. Délky jednotlivych Sipek jsou priblizné
rovny rozptylum prislusnych statistickych znaku, viz (4.8). Obecné fec¢eno, ¢im je
sipka delsi (znak ma vétsi rozptyl), tim je vliv piislusného znaku na uspordadéani
dat veétsi. Kosinus thlu mezi dvéma Sipkami zobrazuje hodnotu korela¢niho ko-
eficientu danych znakt. Jednoduse fec¢eno, ¢im je hel mezi Sipkami mensi, tim
je linearni vztah odpovidajicich si statistickych znaku tésnéjsi. Dalsi aspekty in-
terpretace biplotu si ukazeme jiz piimo na konkrétnich ptikladech v nasledujici
kapitole.

Na konec celého procesu je dobré zjistit procentudlni podil celkové varia-
bility souboru (soucet rozptylu jednotlivych statistickych znaku) vysvétlené po-
moci prvnich dvou hlavnich komponent Z;, Z5, tedy presnost aproximace puvodni
mnohorozmérné struktury dat (nékdy se misto rozptylu uvazuje smérodatna od-

chylka). Za dobry vysledek v tomto ohledu budeme nejcastéji povazovat vice
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jak 75 %. Toto ¢islo je ale velmi subjektivni a je ddno zkuSenostmi a rozmérem
puvodnich dat. Budeme se fidit pravidlem, ze ¢im vice statistickych znaku (slozek)
bude obsahovat puvodni soubor, tim mensi procentudlni podil vysvétlené varia-

bility budeme povazovat za vyhovujici.
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5 Piiklady

Na nésledujicich ptikladech si ukédzeme vyuziti biplotu v praxi. Prvni priklad
je prevzaty ze skripta [1], v dalsich jsou vyuzivany datové soubory z interne-
tovych stranek Ceského statistického dfadu a knihovny datovych tabulek, kterd
je umisténa na internetovych strankach http://1lib.stat.cmu.edu/DASL (kon-
krétne [17], [18]). K vypoctum a grafickému vyjadreni je vyuzivan statisticky

software R (www.r-project.org)[l2].

5.1 Studenti

Ttida 88 studentu prvniho ro¢niku vysoké skoly technického sméru je tes-
tovana z péti predmeétu. Kazdy student muze ziskat v kazdém z testu maximalné
100 bodu. Vysledky jsou zaznamenény a sefazeny v tabulce (Ptiloha A). Zkratky
jednotlivych predmétu jsou tyto: ME = mechanika, AG = analytickd geometrie,
LA = linearni algebra, AN = matematickd analyza, ES = elementarni statistika.
Ukolem je zjistit, jaky je vzajemny vztah mezi jednotlivymi studenty a také mezi
jednotlivymi predméty.

Jak jiz bylo fe¢eno na zacatku, k vypoctum a grafickym zobrazenim je pouzivan
statisticky software R. Nejdiive nastavime piislusnou zdrojovou knihovnu v daném
pocitaci. K tomu pouzijeme piikaz setwd(). Zdrojova data jsou ulozena v ta-
bulce v textovém souboru Stud.txt. Poté zadame data do softwaru jako matici
o 88 tadcich (studenti) a 5 sloupcich (predméty):

>X=matrix(scan("Stud.txt"),ncol=5,byrow=T)

Déle oznacime jednotlivé sloupce jmény:

>colnames (X)=C("ME" , NAGM , "LA , "AN" , llESIl)
Nasleduje piikaz summary (princomp (X)), ktery ukazuje, kolik procent celkové va-

riability statistického souboru (po vynésobeni 100) je vysvétleno pomoci hlavnich

komponent, nové vytvorenych statistickych znaku. V nasich ptikladech se divame
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na prvni dva sloupce, které odpovidaji prvnim dvéma (nejvyznamnéjsim) hlavnim

komponentam. V tomto pripadé mame tabulku:

Comp. 1 Comp.2 Comp. 3 Comp .4 Comp .5
Standard deviation 26.061142 14.1355705 10.12760414 9.14706148 5.63807655
Proportion of Variance 0.619115 0.1821424 0.09349705 0.07626893 0.02897653
Cumulative Proportion  0.619115 0.8012575 0.89475453 0.97102347 1.00000000

Prvni radek tabulky nam ukazuje smérodatné odchylky jednotlivych znaku
Z1, ..., Zs. Druhy fadek vyjadiuje, ze znak Z; (prvni hlavni komponenta) vysvét-
luje 62 % a znak Z5 (druhd hlavni komponenta) dalsich 18 % celkové variability,
coz dé v souctu 80 %, a tedy velmi dobry vysledek. Tento soucet je vidét v poli
tretiho Fadku, sloupce s nadpisem Comp.2 (¢islo 0.8012575). Biplot tedy bude
velmi dobte odrazet skutecnou strukturu mnohorozmérného datového souboru.
Posledni piikaz, ktery byl pouzit,
>biplot (princomp(X) ,main="Biplot-Studenti"),

vykresli biplot pro nase data:

Biplot-Studenti
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Nyni shrneme, jak 1ze biplot interpretovat. Muzeme fici, ze hodnoty znaku Z;
(Comp.1 v predchozim grafu) zhruba reprezentuji obecnou tdspésnost studentu
(pfi orientaci zleva doprava, tj. od nejlepsich k nejhorsim, lze porovnat s ta-
bulkou v Piiloze A). Kdyz se podivame na sméry sipek, vidime, ze mensi dhly
maji mezi sebou AG a ME na jedné strané a AN, LA, ES na strané druhé.
Tady se potvrzuje predbézny predpoklad, ze studenti, ktefi maji odpovidajici
prevladajici typ mysleni (prostorové, analytické) budou dosahovat lepsich vysled-
ka v odpovidajicich predmétech (tj. ME, AG, resp. LA, AN, ES). Pfitom sméry
téchto Sipek ndm téz pomdahaji urcit interpretaci pro znak Z, (Comp.2), ktery
takto predstavuje prechod od prostorového mysleni k analytickému (jez odpovida
dosazenym vysledkum v jednotlivych testech v piislusnych predmétech). Laicky
tedy muzeme Tici, ze studenti, ktefi se nachazeji v dolni ¢asti grafu jsou na tom
lépe v predmétech LA, AN, ES, zatimco studenti nahote jsou zbéhlejsi ve zbylych
predmeétech. Konkrétné se muzeme podivat na vysledky studenta ¢islo 28, jehoz
vysledky jsou postupné 18, 44, 50, 57, 81. Tedy je opravdu lepsi ve skupiné po-
slednich ti1 predmeétu. Naopak student ¢islo 66 (vysledky 59, 53, 37, 22, 19) ma
lepsi skoére v prvnich dvou predmétech. Nakonec poznamenejme, ze délky jednot-
livych sipek ukazuji, jaké odpovidajici znaky (zde ME a ES) maji na usporadéni

pozorovani v grafu nejvétsi vliv.

5.2 Zemédélstvi

Na dalsim ptikladu si nazorné ukazeme, jak se v biplotu projevuji proménné
(statistické znaky) s vyrazné vyssimi hodnotami (a rozptylem) nez maji ostatni
proménné. V pifkladu jsou pouzita redlns data z internetovych stranek Ceského
statistického dradu [16]. Pislusnd tabulka ma nazev Hektarové vynosy sklizné
hlavnich zemédélskych plodin podle kraju v roce 2007 (Pfiloha B). Proménnymi
jsou zde pSenice, jecmen, brambory, fepka, slunecnice a picniny. Tou, jejiz hodnoty
pievysuji ostatni, jsou brambory. Jednotlivd pozorovéni piedstavuji kraje Ceské
republiky (je jich tedy 14) a v grafu jsou oznaceny zkratkami statnich poznavacich

znacek automobili. Jednotlivé zkratky jsou uvedeny v jiz zminéné tabulce.
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5.2.1 Zemédélstvi s bramborami

Prvni biplot byl vytvoren pro vSechny proménné. Piikazy v softwaru jsou
analogické jako u predchoziho prikladu, proto staci zminit pouze nékteré.

Zde je vidét, jak jsou pojmenovany jednotlivé proménné:
>colnames (X)=c("Ps","Je","Br","Re","S1","Pi")

Nésleduje pojmenovani jednotlivych pozorovani - kraji Ceské republiky:

>rownanles (X)=C(IIA|I s IISII s IIC|I , IlPII s IIK|I , IIUII s IILII , I|Hll S llEII , IIJII s |IB|I s IIMII S Ilzll s IITII)

Déle je dulezita tabulka charakteristik jednotlivych hlavnich komponent:

Comp.1 Comp. 2 Comp.3 Comp .4 Comp.5 Comp .6
Standard deviation 1.907905 0.33129175 0.191553760 0.105538424 0.067728392 1.443441e-02
Proportion of Variance 0.957296 0.02886385 0.009649712 0.002929235 0.001206353 5.479378e-05
Cumulative Proportion  0.957296 0.98615991 0.995809618 0.998738853 0.999945206 1.000000

Vidime tedy, ze znak Z; vysvétluje skoro 96 % a znak Zy pouze 2,9 % celkové
variability, coz da v souc¢tu témér 99 %. Vysledna vysvétlend variabilita se muze
zdat vynikajici. OvSem, kdyz se podivame, jaky je nepomeér mezi jednotlivymi

znaky, uz se tento vysledek tak dobry nejevi. Toto je také patrné z biplotu.

Biplot-Zemé dé Istvi s bramborami
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Z grafu je na prvni pohled patrné, ze brambory ”ovladly” ostatni proménné.
Jejich vliv je nejvétsi. Je to dano tim, ze biplot se snazi vysvétlit co nejvice roz-
ptylu datového souboru, proto vzal v ivahu pfedevsim proménnou brambory -
diky nejveétsim hodnotdm ma téz zdaleka nejveétsi rozptyl. Usporadéani prvku zleva
doprava nam ukazuje uspésnost jednotlivych kraju, co se tyce produkce brambor.
Poradi je zde ale opa¢né nez u predchoziho prikladu - od nejhorsiho po nejlepsi,
coz souvisi s orientaci jednotlivych hlavnich komponent. Ostatni plodiny zde ne-
maji vliv. Uhly mezi Sipkami, a tedy vztahy jednotlivych proménnych, nejsou

moc zietelné, takze je bohuzel nemuzeme nijak interpretovat.

5.2.2 Zemédélstvi bez brambor

V druhém pripadé je proménna brambory vynechana, tim padem jsme ziskali
pouze 5 proménnych a vliv proménné brambory je eliminovan.

Podil celkové variability je v tomto pripadé mensi, ale porad dostacujici:

Comp.1 Comp. 2 Comp.3 Comp .4 Comp.5

Standard deviation 0.3664893 0.2178510 0.1532782 0.06893191 0.017657245

Proportion of Variance 0.6385857 0.2256398 0.1117011 0.02259108 0.001482321
Cumulative Proportion  0.6385857 0.8642255 0.9759266 0.99851768 1.000000000

Znak Z; vysvétluje 64 % a znak Zy 22 % celkové variability, jejich soucet je
tedy 86 % . Biplot ziejmé vyjadiuje kovarianéni strukturu zbylych znaku lépe

nez predchozi pripad.

Graf, ktery je uveden na nasledujici strané, je evidentné zietelnéjsi a citelnéjsi.
Uspotadani prvku zleva doprava nam opét ukazuje tspésnost jednotlivych kraju.
Tentokrat v celkové produkei (od nejlepsiho po nejhorsi). Jde ndm o hektarové
vynosy, a tedy o kvalitu pudy. Zde je také krasné vidét geografické rozlozeni
jednotlivych kraju. Jako nejhorsi nam totiz vysel kraj Karlovarsky, zato nej-
lepsi vysledek ma Olomoucky kraj - irodna Hana. Nejmensi tihel je mezi pSenici
a jecmenem, tedy jejich vztah je nejsilnéjsi. Toto je opét logické vzhledem k tomu,

ze jsou obé plodiny obilovinami.
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Biplot—-Zemé dé Istvi bez brambor
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Nejvétsi vliv (nejdelsi sipku) maji picniny. Tato skutecnost je ziejma z tabulky
- picniny maji druhé nejvyssi hodnoty po bramboréch. Posledni fakt, ktery je zde
ziretelny, je odlehlost pozorovani Jihomoravsky kraj. Vsimnéme si pritom, proc¢
je toto odlehlé pozorovani pravé nahote - tedy nejblize ze vSech Sipek k Sipce
picnin. Hektarovy vynos této plodiny prevazuje v daném kraji nad ostatnimi.

I tento biplot je ovsem znac¢né ovlivnén ruznou variabilitou jednotlivych sta-
tistickych znaku. Také jsme v tomto ptipadé prisli o informaci z jednoho statis-

tického znaku (brambor), coz biplotu déle ubird na relevantnosti.

5.2.3 Zemédélstvi skalované

Postup, ktery byl pouzit v predchozich ptipadech, se ale obecné nezda prilis
vhodny. Pokud chceme zjistit vztahy mezi jednotlivymi proménnymi bez toho,
aby byly ovliviiovany jejich vysokymi (nebo naopak nizkymi) hodnotami a s tim
souvisejicimi hodnotami rozptylu znaku, pouzijeme skalovani. Preskalujeme tedy
vsechny hodnoty jednotlivych znaktu tak, aby jejich prumér byl nula a rozptyl
byl roven jedné. Takto se sice zméni hodnoty proménnych, ale zakladni struktura

datového souboru zustane zachovana.
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Vezmeme tedy puvodni matici hodnot:

>X=matrix(scan("Zems.txt") ,ncol=6,byrow=T)

Pojmenujeme jeji fadky a sloupce:
>colnames (X)=C("PS" , "Jje" , "Br" , "Re" , ngqn , "Pi")

>rownames (X)=C(IIA|I IISII IICH IlPII IIKH llUlI IILII I|Hll llEIl I|Jll |IB|| IIMII |IZI| IITII)

A nakonec data preskalujeme:

>M=scale(X, center = TRUE, scale = TRUE)

Preskéalované hodnoty jsou v tabulce v Ptiloze C. Nyni s novou datovou matici
M pracujeme stejné jako v predchozich ptikladech s matici X.

Tabulka charakteristik jednotlivych hlavnich komponent:
Comp.1 Comp. 2 Comp. 3 Comp .4 Comp.5 Comp.6
Standard deviation 1.6738023 1.2312319 0.8448974 0.59072591 0.39008319 0.197253384

Proportion of Variance 0.5028538 0.2720904 0.1281272 0.06263333 0.02731165 0.006983648
Cumulative Proportion  0.5028538 0.7749442 0.9030714 0.96570470 0.99301635 1.000000000

Znak Z; vysvétluje 50 % a znak Z, 27 % celkové variability, tedy soucet je
77 % . Tato hodnota je vyhovujici.
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Tento biplot je zfejmé nejvystiznéjsi ze vsech tii, které mame k dispozici.
Uspotadani prvku zleva doprava nam ukazuje uspésnost jednotlivych kraju v cel-
kové produkci (od nejlepsiho po nejhorsi). Usporadani se v nékterych aspektech
lisi od grafu Zemédeélstvi bez brambor, vyjma napiiklad postaveni kraju Olo-
mouckého a Karlovarského. Uhel mezi pSenici a jemenem se znacné zveétsil (je-
jich vzajemny vliv se tedy zmensil), zato mezi picninami a pSenici je mensi (vztah
je silngjsi). Tentokréat Sipky pSenice a je¢mene nejdou stejnym smérem. To zna-
mend, ze produkece téchto dvou plodin neni tolik korelovana. Sipka odpovidajici
proménné brambory sméfuje na opacnou stanu nez vétsina ostatnich - jeji pro-
dukce je negativné korelovana. Jedina plodina, se kterou mé alesponn néjakou
pozitivni korelaci, je je¢cmen. Nejdelsi Sipku, a tim padem i nejvétsi vliv, maji
brambory a jetmen soucasné, o moc mensi neni ani vliv fepky a pSenice. Ovsem
v tomto grafu maji vétsi vyznam pro interpretaci spise sméry Sipek nez jejich
délky. Muzeme pozorovat vztah mezi fepkou a slune¢nici a také se zde opakuje
odlehlé pozorovani Jihomoravsky kraj. Jesté bychom se méli zamétit na posta-
veni Moravskoslezského kraje. Ten stoji zhruba uprostied grafu nad spojnici vSech
sipek. Toto postaveni ndm fikd, ze dany kraj je v produkci jednotlivych plodin
zhruba uprostied. Kdyz se podivame do tabulky v Priloze C, je to opravdu tak.
V produkei sluneénice je sice nejlepsi (je totiz v grafu nejblize jeji Sipce), tuto

vyhodu ale naopak srazi predposledni misto v picninach.

5.3 Inteligence a télesné proporce

Nésledujici piiklad byl vybran jako ukazka, ze u biplotu je tfeba byt pii inter-
pretaci vysledku obc¢as velmi obezietny. Data jsou prevzata z knihovny tabulek
dat, kterou nalezneme na internetu [17].

Jisty doktor Willerman dal v roce 1991 dohromady skupinu 40 studentu psy-
chologie z Jihozapadni univerzity ve Velké Britanii. Studenti vyplnili ¢tyti testy
(slovni zasoba, podobnosti, Block Design a predstavivost obrazki) z Wechslerova
testu inteligence pro dospélé. Z téchto testu urcil doktor jednotlivé inteligence

respondentu - celkovd (FSIQ), verbdlni (VIQ) a predstavivostni (PIQ). Déle je
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uvedena informace o vaze (Weight - v libréch) a vysce (Height - v palcich) u testo-
vanych. Protoze u dvou osob chybély idaje, pracujeme pouze s 38 pozorovanimi.
Studenti jsou oznaceni podle pohlavi a oc¢islovani pro jednoduchou orientaci. Ta-
bulka tdaju je uvedena v Piiloze D.

Kdyz se podivame na data, je nam jasné, ze neni dobré pocitat v puvodnich
jednotkach. Proto tabulku nejprve preskalujeme. Piikazy v softwaru jsou obdobné
jako u predchozich ptikladu, a proto je zbytecné je zde znovu uvadét. Uvedeme

tedy pouze tabulku charakteristik jednotlivych hlavnich komponent:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5
Standard deviation 1.5842328 1.2627884 0.54709289 0.52014131 0.44060808
Proportion of Variance 0.5155251 0.3275465 0.06148002 0.05557181 0.03987648
Cumulative Proportion  0.5155251 0.8430717 0.90455171 0.96012352 1.000000000

Zmak Z; vysvétluje necelych 52 % a znak Z, skoro 33 % celkové variability,
dohromady 84 % . Tato hodnota je opét vyhovujic.
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Z grafu je na prvni pohled patrné, Ze jednotlivé inteligence nesouvisi s vyskou
a vahou jedince, protoze hodnota tthlu mezi témito skupinkami (inteligence a té-
lesné proporce) se pohybuje kolem 90 stupnu. Déale vidime, ze jednotlivé druhy
inteligence se svym vyznamem nelisi, je tedy zfejmé, Ze tyto tii proménné jsou
provazané. Téz vyska a vaha maji na usporadani pozorovani v biplotu zhruba
stejny vliv. Usporadani prvka zprava doleva nam ve vétsiné pripadu ukazuje
celkovou uspésnost. V tomto prikladu ale porovnavame dvé nekorelované skupiny
proménnych odlisného typu. Tedy celkovou "1uspésnost” zde nelze jednoznacné
urcit a predevsim v interpretaci vysledku musime byt velmi opatrni. Je potteba
pozorné sledovat sméry jednotlivych sipek. Usporadani prvku zleva doprava nam
sefazuje testované jedince podle hodnoty celkové inteligence. Tedy ¢im vice vlevo
se dany responent nachdazi, tim vyssi ma 1Q. Naopak usporadani prvku shora
doli nam ukazuje rozlozeni vysky a vahy. Nahote jsou hubeni a nizci lidé, dole
jsou tézsi a vyssi. Obecné lze tici, Ze v horni poloviné grafu je vétsina zen, muzi

jsou naopak dole.

5.4 Cigarety a rakovina v USA

Posledni ptiklad je opét prevzaty z knihovny datovych tabulek z internetu 18],
déle zde vyuzivdme informace z internetovych stranek [13], [15]. Tento piiklad
pouzijeme k posouzeni, zda muzeme néjaké proménné vynechat bez vyraznéjsiho
ovlivnéni celkovych vysledku.

Data (Pfiloha E) znazornuji pocet cigaret prodanych ve vybranych 43 statech
USA vcetné the District of Columbia v roce 1960, pfepocitano vzdy na jednoho
obyvatele daného statu. Déle je zde uvedena imrtnost na 100 obyvatel na ruzné
formy rakoviny. Zkratky jednotlivych proménnych jsou tyto: CIG = Pocet vy-
koutenych cigaret na 1 obyvatele, BLAD = Umrtnost na 100 obyvatel na rako-
vinu mocového méchyie, LUNG = Umrtnost na rakovinu plic, KID = Umrtnost
na rakovinu ledvin, LEUK = Umrtnost na leukémii.

Pitkazy v softwaru se opét nijak nelisi od ostatnich. Vzhledem k ruznym

velikostem hodnot proménnych pouzijeme skdlovani. Tabulka charakteristik jed-
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notlivych hlavnich komponent vypada nasledovné:

Comp.1 Comp.2 Comp. 3 Comp.4 Comp.5
Standard deviation 1.6051368 1.0631717 0.8227164 0.52739123 0.4738793
Proportion of Variance 0.5272764 0.2313242 0.1385206 0.05692198 0.0459568
Cumulative Proportion  0.5272764 0.7586006 0.8971212 0.95404320 1.00000000

Znak Z; vysvétluje 53 % a znak Z, 23 % celkové variability. Soucet 76 % tedy

opét vyhovuje.
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Usporadani prvku zleva doprava je dano poctem cigaret a vyskytem rakoviny
(od nejmensiho vyskytu po nejvétsi), jako nejlepsi ndm tedy z tohoto pohledu
vychazi stat Utah. To je zfejmé i z tabulky - hodnota poctu prodanych cigaret
je nejmensi. Usporadani zdola nahoru ukazuje zasazeni dané oblasti leukémii.
Dole jsou stéty s nejmensim vyskytem (Alaska), naopak nahote jsou stéty s vy-
sokym poc¢tem pripadu této nemoci (Minnesota). Je to ziejmé i z postaveni Sipky

leukémie - ta ukazuje opravdu zdola nahoru. Uhel mezi leukémif a cigaretami
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je 90 stupnu, tyto proménné jsou tedy nekorelované. Tento zavér je podle mého
nazoru logicky, protoze koufeni nemé vliv na vznik leukémie. Sipka leukémie
jde obecné opacnym smérem nez Sipky ostatni. Muzeme to interpretovat tak, ze
leukémie je zcela specificky druh rakoviny. Uhel mezi cigaretami a rakovinou plic
je stejny jako 1hel mezi cigaretami a rakovinou moc¢ového méchyre. Prvni vztah
neni nijak zvlastni, protoze plice jsou hlavnim organem postizenym u kutraku.
Druhy vztah muze byt vsak pro nékoho na prvni pohled prekvapujici, ovsem
podle poslednich studii je koufeni vyznamnym rizikovym faktorem pro vznik ra-
koviny moc¢ového méchyte.

Nakonec muzeme najit na tomto grafu jesté jednu zajimavost. Usporadani
prvku ¢astecné odpovida usporadani statu na mapé. Napriklad stat Florida je jak
v grafu, tak na mapé, na okraji. Jesté 1épe je to vidét u Aljasky (Alasky), ktera
je v grafu mimo ostatni staty - vpravo dole. Z geografického hlediska stoji také
mimo ostatni staty USA, nachdzi se totiz na sever od dzemi Kanady. Dale staty
Minnesota, South Dakota a North Dakota jsou u sebe, Dakoty si jen vyménily
misto (North Dakota je v grafu niz) a posledni piiklad New York, Connecticut
a New Jersey jsou malé staty na severovychodé. V této oblasti se nachazi také
v grafu. Abychom si mohli ovéfit dané zavéry, v Piiloze F je umisténa mapa

Spojenych statiu americkych.

Nyni si ukazeme, co se stane, kdyz proménnou CIG vynechame. Opét skdluje-
me a tabulku charakteristik jednotlivych hlavnich komponent nasledné dostaneme

v tomto tvaru:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4
Standard deviation 1.3630421 1.0535728 0.8207924 0.51719566
Proportion of Variance 0.4752726 0.2839575 0.1723419 0.06842802
Cumulative Proportion  0.4752726 0.7592301 0.9315720 1.00000000

Znak Z; vysvétluje 47.5 % celkové variability, tedy méné nez v predchozim

piipadu, znak Z5 28 %. Soucet je 76 % (stejny jako s cigaretami).
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Biplot-Rakovina Skalovana
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Sipka leukémie se nynf posunula blize k ostatnim. Tedy vztah mezi nf a ostat-
nimi proménnymi se mirné zesilil, ostatni hly zustaly zhruba stejné. Uspotadani
prvku zleva doprava vyjadfuje opét mnozstvi vyskytu rakovin (od nejmensiho
po nejveétsi), ale uz bez poctu cigaret. Tentokrat je "nejlepSim” stdtem Mississippi,
Utah je az na druhém misté. Objekty se posunuly jen nékteré a pouze nepatrné,
tedy poznatky o geografickém rozlozeni zustavaji zachovany.

Z danych zavéru muzeme usuzovat, ze na tento graf proménna cigarety nema
témeér zadny vliv, proto je celkem jedno, jestli ji vynechame. Ja osobné bych ji
ale asi zachovala. Ukaze ndm totiz vliv kouteni na vznik jednotlivych druht rako-
vin. I kdyz nékteré zavéry nejsou na prvni pohled ziejmé (napiiklad jiz zminéna

rakovina mocového méchyte), zda se, ze jsou spravné.
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Zaver

Priznavam, ze psani toho textu pro mé nékdy nebylo jednoduché, predevsim se
" prokousat” nékterymi ¢astmi teorie. Naopak pri casti praktické jsem se ”vytadila”.
Hledani vhodnych ptikladu sice bylo ze zacatku slozité, nakonec jsem ale, doufam,
nasla zajimavé nejen z matematického, ale i interpretacniho hlediska. Nejzajima-
veéjsi pro meé byl ptriklad o zemédélstvi; ne, ze bych skute¢nosti obsazené v tabulce
neznala, spiSe mé zaujalo, jak se s daty da pracovat a kolik existuje moznych po-
stupu. Mozna i proto je tento priklad nejobsahle;jsi.

Kdyz jsem se seznamovala s tématem a vidéla prvni piiklady, méla jsem po-
cit, ze je interpretace biplotu velmi jednoducha. Zakladni pravidla pro ”vyklad”
grafu jsou dand. Ve svych piikladech jsem se ale presvédcila, ze ackoliv graf vy-
Inteligence a télesné proporce. Moje slova z ivodu, ze graficka reprezentace muze
byt jednoduchéa i pro matematického laika, je tedy pfece jen nutné ponékud re-
lativizovat. Presnéji bych tedy tuto myslenku formulovala tak, ze i laik se muze
v biplotu vyznat a ”¢ist” v ném, ovSem tento musi mit téz kvalitni komentar

prislusného odbornika.
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Priloha A

Vysledky studentu prvniho ro¢niku vysoké skoly technického sméru.

Student | ME AG LA AN ES | Student | ME AG LA AN ES
1 7T 82 67 67 &1 37 46 56 H7 49 32
2 63 78 8 70 81 38 45 42 55 56 40
3 7 73 71 66 81 39 42 60 54 49 33
4 5 72 63 70 68 40 40 63 53 b4 25
5 63 63 65 70 63 41 23 55 B9 53 44
6 53 61 72 64 73 42 48 48 49 51 37
7 51 67 65 65 68 43 41 63 49 46 34
8 59 70 68 62 56 44 46 52 53 41 40
9 62 60 58 62 70 45 46 61 46 38 41
10 64 72 60 62 45 46 40 57 51 52 31
11 52 64 60 63 54 47 49 49 45 48 39
12 5, 67 59 62 44 48 22 58 H3 56 41
13 50 50 64 55 63 49 35 60 47 54 33
14 65 63 HB8 56 37 50 48 56 49 42 32
15 31 55 60 57 73 51 31 57 50 54 34
16 60 64 56 54 40 52 17 53 57 43 51
17 44 69 5H3 53 53 53 49 57 47 39 26
18 42 69 61 55 45 54 59 50 47 15 46
19 62 46 61 57 45 55 37 56 49 28 45
20 31 49 62 63 62 56 40 43 48 21 61
21 44 61 52 62 46 57 35 35 41 51 50
22 49 41 61 49 64 58 38 44 54 47 24
23 12 58 61 63 67 59 43 43 38 34 49
24 49 53 49 62 47 60 39 46 46 32 43
25 54 49 56 47 53 61 62 44 36 22 42
26 54 53 46 59 44 62 48 38 41 44 33
27 44 56 H5 61 36 63 34 42 50 47 29
28 18 44 50 57 &1 64 18 51 40 56 30
29 46 52 65 50 35 65 35 36 46 48 29
30 32 45 49 57 64 66 59 53 37 22 19
31 30 69 50 52 45 67 41 41 43 30 33
32 46 49 53 59 37 68 31 52 37 27 40
33 40 27 54 61 61 69 17 51 52 35 31
34 31 42 48 54 68 70 34 30 50 47 36
35 36 59 51 45 51 71 46 40 47 29 17
36 5 40 56 54 35 72 10 46 36 47 39
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Student | ME AG LA AN ES /| Student | ME AG LA AN ES

73 46 37 45 15 30 81 3 9 51 47 40
74 30 34 43 46 18 82 7 51 43 17 22
75 13 51 50 25 31 83 15 40 43 23 18
76 49 50 38 23 9 84 15 38 39 28 17

7 18 32 31 45 40 85 5 30 44 36 18
78 8 42 48 26 40 86 1230 32 35 21
79 23 38 36 48 15 87 5 26 15 20 20
80 30 24 43 33 25 88 0 40 21 9 14
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Priloha B

Hektarové vynosy sklizné hlavnich zemédélskych plodin podle kraju v roce

2007.

Uzemi | SPZ | Psenice Jeémen Brambory Repka Slunecnice Pieniny

Hlavni mésto Praha | A 9.29 3.78 24.26 3.18 2.13 6.34

Stredocesky | S 5.02 3.88 26.19 3.09 2.13 6.48

Jihocesky | C 4.75 3.91 28.37 3.00 2.00 6.35

Plzensky | P 4.74 4.07 27.77 3.03 2.01 6.33

Karlovarsky | K 4.73 3.85 28.77 3.01 2.00 5.40

Ustecky | U 4.93 3.69 24.88 3.11 2.13 6.49

Liberecky | L 4.64 3.72 27.79 3.03 2.10 5.73

Krélovehradecky | H 5.02 4.20 26.09 3.10 2.12 6.27

Pardubicky | E 4.93 3.87 27.41 3.07 2.16 6.13

Vysoc¢ina | J 4.75 3.73 28.59 3.00 2.04 5.99

Jihomoravsky | B 4.54 3.30 21.73 3.02 2.12 6.30

Olomoucky | M 5.23 3.88 25.10 3.14 2.28 6.62

Zlinsky | 7 4.86 3.81 25.58 3.09 2.23 6.50

Moravskoslezsky | T 4.87 3.78 26.36 3.05 2.29 5.69

Udaje jsou uvedeny v tunach.

Priloha C

Preskalovana tabulka Hektarové vynosy sklizné hlavnich zemédélskych plodin
podle kraju v roce 2007.

Uzemi | SPZ Psenice Jetmen Brambory Repka Sluneé¢nice Picniny
Hlavni mésto Praha | A | 1.94053570 -0.19378343 -1.062253797 2.07219013  0.06050784  0.4264185
Stredocesky | S | 0.66705915  0.29948349 -0.080985503 0.44034040 0.06050784  0.8169700
Jihocesky | C | -0.60641741 0.44746356 1.027390083 -1.19150932 -1.31604545 0.4543150
Plzenisky | P | -0.65358320 1.23669064  0.722332582 -0.64755941 -1.21015674 0.3985220
Karlovarsky | K | -0.70074900 0.15150341 1.230761750 -1.01019269 -1.31604545 -2.1958560
Ustecky | U | 0.24256696 -0.63772366 -0.747027713 0.80297367  0.06050784  0.8448665
Liberecky | L | -1.12524119 -0.48974359 0.732501165 -0.64755941 -0.25715831 -1.2752703
Krélovehradecky | H | 0.66705915 1.87793763 -0.131828420 0.62165704 -0.04538088 0.2311427
Pardubicky | E | 0.24256696 0.25015680  0.539298082 0.07770713  0.37817398 -0.1594088
Vysoc¢ina | J | -0.60641741 -0.44041689 1.139244500 -1.19150932 -0.89249060 -0.5499603
Jihomoravsky | B | -1.59689917 -2.56146465 -2.348579591 -0.82887605 -0.04538088 0.3148323
Olomoucky | M | 1.65754091 0.29948349 -0.635173296 1.34692358  1.64883856 1.2075215
Zlinsky | Z | -0.08759363 -0.04580336 -0.391127296 0.44034040 1.11939498 0.8727631
Moravskoslezsky | T | -0.04042783 -0.19378343 0.005447455 -0.28492614 1.75472727 -1.3868564

Bezrozmérna jednotka.
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Priloha D

IQ a télesné proporce studentu Jihozapadni univerzity.

Gender | FSIQ VIQ PIQ Weight Height
FO1 133 132 124 118 64.5
MoO1 139 123 150 143 73.3
MO02 133 129 128 172 68.8
F02 137 132 134 147 65.0
F03 99 90 110 146 69.0
F04 138 136 131 138 64.5
F05 92 90 98 175 66.0
MO03 89 93 84 134 66.3
Mo04 133 114 147 172 68.8
F06 132 129 124 118 64.5
MO05 141 150 128 151 70.0
MO06 135 129 124 155 69.0
FO7 140 120 147 155 70.5
F08 96 100 90 146 66.0
F09 83 71 96 135 68.0
F10 132 132 120 127 68.5
MO7 100 9 102 178 73.5
F11 101 112 &4 136 66.3
MO8 80 7 86 180 70.0
M09 97 107 84 186 76.5
F12 135 129 134 122 62.0
M10 139 145 128 132 68.0
F13 91 86 102 114 63.0
M11 141 145 131 171 72.0
F14 85 90 84 140 68.0
M12 103 96 110 187 77.0
F15 7 83 72 106 63.0
F16 130 126 124 159 66.5
F17 133 126 132 127 62.5
M13 144 145 137 191 67.0
M14 103 96 110 192 75.5
M15 90 96 86 181 69.0
F18 83 90 81 143 66.5
F19 133 129 128 153 66.5
M16 140 150 124 144 70.5
F20 88 86 94 139 64.5
M17 81 90 74 148 74.0
M18 89 91 89 179 75.5
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Priloha E

Pocet vykoutenych cigaret a vyskyt 4 druht rakoviny ve vybranych statech

USA.

Stat | Zkratka | CIG BLAD LUNG KID LEUK
Alabama AL 18.20  2.90 17.05 1.59 6.15
Arizona AZ 25.82  3.52 19.80 2.75  6.61
Arkansas AR 1824  2.99 1598 2.02 6.94
California CA 28.60  4.46 22.07 266 7.06
Connecticut CT 31.10 5.11 2283 3.35 7.20
Delaware DE 33.60  4.78 2455 3.36  6.45
District of Columbia DC 40.46  5.60 2727  3.13  7.08
Florida FL 28.27  4.46 23.57 241  6.07
Idaho ID 20.10  3.08 13.58 246 6.62
[llinois IL 2791 4.75 22.80 295 7.27
Indiana IN 26.18  4.09 20.30 2.81  7.00
Towa 10 22.12 4.23 16.59 2.90 7.69
Kansas KS 21.84 291 16.84 2.88  7.42
Kentucky KY 23.44  2.86 17.71 213 641
Louisiana LA 21.58  4.65 25.45 230 6.71
Maine ME 28.92 4.79 2094 322 6.24
Maryland MD 2591 5.21 26.48 2.85 6.81
Massachusetts MA 26.92  4.69 22.04 3.03 6.89
Michigan MI 2496  5.27 22.72 297 691
Minnesota MN 22.06 3.72 1420 3.54 8.28
Mississippi MS 16.08  3.06 15.60 1.77  6.08
Missouri MO 27.56  4.04 2098 255  6.82
Montana MT 23.75  3.95 19.50 3.43  6.90
Oregon NB 23.32 3.72 16.70  2.92  7.80
Nebraska NE 42.40 6.54 23.03 285  6.67
New Jersey NJ 28.64  5.98 2595 3.12 7.12
New Mexico NM 21.16  2.90 14.59 252 5.95
New York NY 29.14  5.30 25.02 3.10 7.23
North Dakota ND 19.96  2.89 12.12  3.62  6.99
Ohio OH 26.38  4.47 21.89 295 7.38
Oklahoma, OK 23.44  2.93 19.45 2.45  7.46
Pennsylvania PE 23.78  4.89 12.11  2.75  6.83
Rhode Island RI 29.18  4.99 23.68 2.84 6.35
South Carolina SC 18.06  3.25 1745 2.05 5.82
South Dakota SD 20.94 3.64 14.11 3.11  8.15
Tennessee TE 20.08  2.94 1760 2.18  6.59
Texas TX 22.57  3.21 20.74 269 7.02
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Stat | Zkratka

CIG BLAD LUNG KID LEUK

Utah UT
Vermont VT
Washington WA
Wisconsin WI
West Virginia WV
Wyoming WY
Alaska AK

14.00 3.31 12.01 220 6.71
25.89 4.63 21.22  3.17  6.56
21.17  4.04 20.34 278  T.48
21.25 5.14 20.55 234  6.73
22.86  4.78 1553 3.28  7.38
28.04  3.20 1592  2.66 5.78
30.34  3.46 25.88 432 4.90

Priloha F

Spojené staty americké
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