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Abstrakt

Préce se zabyva fesenim deformacéné-napétové analyzy ohybanych pruti pomoci metody konec-
nych prvka. Algoritmy metody koneénych prvkia pro rtiznad ulozeni prutt jsou napsany pomoci
softwaru Matlab. Poté jsou vysledky srovnany a ovéfeny pomoci analytického feSeni a softwaru
ANSYS.
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Abstract

This thesis is about solving stress-strain analysis of beam elements using finite element method.
Algorithms of the finite element method for variously mounted beams are implemented using
Matlab. Results are then compared and validated with analytic solution and ANSYS software
solution.
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Uvod

Préace se zabyvéa deformacné-napétovou analyzou ohybaného prutu pomoci metody konecnych
prvkt. Hlavnim vystupem préace je Sest zdrojovych kédd numerického feseni pro rizna ulozeni
a zatizeni prutu.

Prvni kapitola se vénuje zédkladni charakteristice metody konec¢nych prvkt a jejimu vivoji
béhem minulého stoleti. Jsou zde popsany zdkladni rovnice pruznosti a pevnosti, které souvisi
s tématem ohybanych pruti, a teoreticky zéklad metody koneénych prvki.

V dalsi kapitole lze najit pfehled programii vyuzivajicich metodu koneénych prvki, jez byly
postupné vyvijeny. Jsou zde charakteristiky dvou komercénich programt a dvou programt na
bazi otevieného kdédu.

Treti kapitola se vénuje popisu nékolika volné dostupnych vypocetnich systémi a progra-
movacich jazykt, které by se daly vyuzit pro implementaci algoritmi, jez jsou vystupem této
prace.

Ctvrta kapitola je vénovana myslenkovému postupu pii tvorbé zdrojovych kédh feseni jed-
notlivych prikladi. Nejjednodussi zdrojovy kod je zde rozebran a popsan jednotlivé po ¢astech.

V posledni kapitole jsou porovnany ziskané vysledky ze vSech postupti. Podrobny analy-
ticky vypocet je rozebran a poté porovnan s vystupy numerického feSeni jak z Matlabu, tak
z ANSYSU.
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1

O metodé konec¢nych prvku

Metoda konec¢nych prvki je ptiblizna a varia¢ni numerickd metoda, ktera se pouziva pro ilohy,
jez jsou popsany diferencidlnimi a integralnimi rovnicemi. Hlavni princip spoc¢iva v rozdéleni
feSené oblasti na konecné prvky. Metoda se pouziva k feseni slozitych geometrickych tvart
a staticky neur¢ité uloZenych tuloh [10].

1.1 Historie MKP

vvvvv

metody jsou datovany ve 40. letech 20. stoleti, kdy se ji zacal vénovat némecky matematik
Richard Courant. Vétsiho rozvoje se dockala v obdobi kolem roku 1956 v Ohiu, kde vyzkum
vedl R. W. Clough, ktery v roce 1960 dal metodé jméno.

Prvni knihu o MKP napsal O. C. Zienkiewicz v roce 1967. Jeho dilo je dodnes uznavanou
literaturou tykajici se metody konec¢nych prvkia. Profesor Zienkiewicz patfil mezi zakladatele
a predni odborniky v metodé konecnych prvki.
fesortim Zlamala a Zeniska z VUT dosahla mezindrodniho véhlasu. Tato publikace je dodnes
vyuzivanou a cenénou literaturou o metodé konec¢nych prvki.

V préci je citovano z druhého vydani této knihy [8) 10, 20} 25].

1.2 Matematicky zaklad

Pomoci matematickych rovnic lze zformulovat zakladni vlastnosti zatézovaného a spojité defor-
movaného télesa. Mezi tyto vlastnosti patfi: prifazeni deformacnich posuvi vSsem bodim télesa,
spojita deformovatelnost télesa, statickd rovnovaha kazdého uvolnéného prvku télesa, vazby
télesa s okolim, deformacni vlastnosti materidlu télesa.

Vyjadienim téchto vlastnosti v matematickych rovnicich se ziskd soustava vztahi, ktera
vede k uréeni deformace a napjatosti télesa. Tento zpisob feSeni se nazyva napéfova analyza
a pouziva se k naslednému hodnoceni meznich stavii konstrukce.

Napjatost a deformaci v obecné prostorové tloze predstavuje nasledujicich 15 neznamych
funkci:

- tii posuvy: u,v,w
- Sest pretvoreni: &4,y €2, Vay, Vyz» Ve
- Sest napéti: 0,0y, 0., Tay, Tyz, Tox

Predchézejici funkce jsou propojeny se systémem vztahti obecné pruznosti, ktery je zakladem
feSeni uloh obecné pruznosti. Do tohoto systému rovnic se fadi geometrické vztahy, podminky
statické rovnovahy, konstitutivni vztahy, okrajové podminky.
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16 1 O metodé konecénych prvkt

1.2.1 Geometrické vztahy

Tyto vztahy vyjadiuji zavislost mezi slozkami posuvi a pretvofeni (podminkou jsou malé pie-
tvoreni fadu 1072 a mensi).

(1.1)

__ Ou ov __ Ov ow _
Yoy =3y Y or Twzr= 8z T oy Yoo = $2 + 52

1.2.2 Rovnice rovnovahy

Jedné se o rovnice podminek rovnovahy elementarniho vnitiniho prvku, na ktery ptisobi i vnéjsi
objemova sila o slozkach o, 0y, 0, [N/ m?]. Vyjadiuji zavislost mezi slozkami napéti, kterd musi
byt vzdy splnéna.

80’1 + aTacy + B-rzz + 0y = 0

asz + Bay + aryz + 0y = 0 (1'2)

6TLZ + a7'yz + Baz + 0, = O

1.2.3 Konstitutivni vztahy

Vyjadiuji zavislost mezi slozkami tenzort pietvoreni a napéti. Nasledujici vztahy plati pro line-
arné pruzny, izotropni Hookovsky material.

&y = % ’ [Uy - M(Uw + UZ)] VYyz = é Tyz (13)
EZ:%-[O'Z—M(Ux—l—Uy)] ’sz:é'Tzac

kde:
E [MPa] je Youngiv modul pruznosti v tahu,

wo 1] je Poissontv pomér,
G [MPa] je modul pruznosti ve smyku.

Modul pruznosti ve smyku je zavisla materidlova charakteristika, kterd je ddna vztahem

E
G= m (1'4)

1.2.4 Okrajové podminky

Dopliiuji uvedeny systém rovnic a déli se na dva typy: geometrické a silové. Na povrchu v daném
misté a sméru lze predepsat jenom jednu z uvedenych podminek. Geometrické podminky se
vztahuji k posuviim na vnéjsi ¢asti télesa a podminky silové vyjadiuji rovnovahu mezi vnitinimi
a vnéjsimi silami [111 [13].

1.3 Princip MKP

Metoda koneénych prvka vznikla kvili potiebé fesit dvojrozmérné a trojrozmérné ulohy, byva
ale vyuzivana i pro FeSeni jednorozmérnych prvka (prutt), kdy feSeni pfechazi ve znAmou mate-
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matickou analyzu, kdy se soustava algebraickych linedrnich rovnic odvodi z podminky minima
celkové potencialni energie II.

I=w-P, (1.5)

kde W je energie napjatosti té€lesa

1 T
W:§- o -e-dV (1.6)
Q
a P je potencial vnéjsiho zatizeni
P:/uT-o-dV—i—/uT-p-dS (1.7)
Q T,

1.3.1 Zakladni myslenka

Celkova potencialni energie II je obecné zavisla na spojitych funkcich u, v, w proménnych x,y, z.
Aproximacéni funkce posuvi se v metodé koneénych prvku vyjadiuji jako soucet tzv. bdazovijch
funkci, coz jsou pfedem dané, znamé funkce N;(z,y,2), Nj(x,y, 2), N.(x,y, z), které se nasobi
koeficienty u;, vj, wy, jez pfedstavuji slozky posuvii v uzlovych bodech.

l
u(a:,y,z) = Z Ni(lﬁ,y, Z) T Uy
=1

~

U(xa:% Z) = Zle(x7y7 Z) Uy (18)
j=
w(%% Z) = Z Nk(ﬂ?,y,Z) T Wk

k

Il
—

Dosazenim téchto vztahii do rovnice (1.5)) se ziskd zavislost potencidlni energie na slozkéch
posuvl v jednotlivych uzlech. Z podminky staciondrni hodnoty II vznikne soustava rovnic pro
urceni neznamych parametrl uy, uo,us, -+ , Wy, coZ jsou aproximace hledanych fuknci posuvii.

1.3.2 Postup reseni

V metodé koneénych prvkd se rozdéluje spojitd tloha na uzly a prvky. Prvek je podoblast
feSeného télesa, nad kterym jsou hledané posuvy popsany jednoduchou funkci. V uzlu jsou
definovany neznamé deformacni parametry. Vytvorenim prvkiu a uzli na dané oblasti vznikne
sit metody kone¢nych prvkd, jejiz hustota ovlivituje vysledek Feseni.
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1 O metodé konecénych prvkt

3 4

()I\J

0—o0
© 6o 0

Obréazek 1.1: Rozdéleni prutu na uzly a prvky [13]

Nad kazdym prvkem je definovana funkce, kterd popisuje chovani prvku. Pro prvek jedna

kde

w(z) =N -4, (1.9)
N je matice bazovych funkci prihybu,
d je deformaéni matice prvku.
Q1 w(x) ®2
Wi w2
<— 1

Obrazek 1.2: Prutovy prvek [13]

Deformac¢ni matice prvku: 6 =

Matice bazovych funkci pruhybu:

kde

_ 1-322 223
Nl — ZQm +li3’

N2 — x—2z2 4z

2 3
N3 =32

N o=Frm

w1

P2
w2

P2

N = (N1 Ny N3 Ny),



1.3 Princip MKP 19

Posuvy libovolnych bodu prutu jsou jednoznac¢né urceny posuvy v danych uzlech. Priubéh
posuvu na celé oblasti je aproximovan po ¢astech linedrné, vidy mezi dvéma uzly. Spole¢ny
uzel dvou prvki je sdilen se stejnymi deformacnimi parametry a tim je zajiSténa meziprvkova
spojistost.

Energie napjatosti ohybaného prutu je vyjadfena pomoci vztahu

a2
W:;-/E-J-w”2~dx, (1.10)
a1
kde
E [MPa] je Youngiv modul pruznosti v tahu,
J [mm?*  je kvadraticky moment priifezu,
w”  [mm™!] je kiivost prutu.

Kiivost prutu vypocitame podle vzorce

w”" =B -4, (1.11)

kde
B je matice bazovych funkci kiivosti,

0 je deformacni matice prvku.

Matice bazovych funkci kiivosti se ziska druhou derivaci bazovych funkci priuhybu. Jednotlivé
bazové funkce jsou

B =- 6-(ll;)2:p’
B, — 61;41,

By = 6-(ll—32x),
B _ 2:(I-3=

Po dosazeni kfivosti do energie napjatosti ((1.10]) se ziskd explicitni tvar matice tuhosti nosniko-
vého prvku

12 6l —12 6l
EJ 6l 4> —61 202
F=T 212 —at 12 -6l | (1.12)
6l 21> —61 4i?
kde
E [MPa] je Youngtv modul pruznosti v tahu,
J [mm?*] je kvadraticky moment priifezu,
[ [mm] je délka prvku.

Zakladni rovnice MKP

Celkovou potencialni energii 1ze ziskat souctem prvkovych potencialnich energii, protoze celkova
potencialni energie je integralni veli¢ina. Celkovou potencidlni energii zavislou na kone¢ném
poc¢tu deformacnich parametri lze zapsat ve tvaru

H:%-UT-K-U—UT-F. (1.13)
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Po parcialnich derivacich stacionarni podminky

oIl
— =0 1.14
aU b ( )
vznikne soustava linearnich rovnic
K -U=F. (1.15)

Kvuli singularité matice K musi byt vZdy predepsany okrajové podminky, jinak by doslo
k numerickému zhrouceni vypoétu (déleni nulou).

V prikladé na obrazku je prut vetknuty, coz odpovida okrajovym podminkdm w; = 0
a ) = 0. Tyto zndmé parametry musi byt ze soustavy rovnic vypustény, ¢imz je ziskana
zdkladni rovnice MKP K - U = F, ve které jsou vSechny matice nesingularni [10), [13].
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Prehled MKP programn

Vyvoj metody kone¢nych prvki béhem minulého stoleti vedl ke vzniku velkého mnozstvi pro-
grami zalozenych na MKP. Koncem 60. letech zacaly vznikat prvni vyzkumné a univerzitni

vvvvvv

urcité patfi systémy Abaqus, ADINA, ANSYS a NASTRAN. Tyto programy byvaji obvykle lépe
ovladatelné, protoze obsahuji vSechny néastroje potiebné k analyze, nez Open Source systémy ne-
boli programy na bazi otevieného kédu. Mezi dalsi vyhody komerénich programt patii technicka
podpora a rtizné skoleni.

vat. Ne vSechny volné dostupné programy umoznuji provadét komplexni analyzu, jako tomu je
u programu komercnich. Mezi programy na béazi otevieného kédu patii napt. CalculiX, Elmer,
Impact, Ofeli [13] 19].

Tabulka 2.1: Programové systémy MKP [13]

Rok ‘ Nézev programu

| Vyvojar

‘ URL adresa

1965 | ASKA IKOSS GmbH,(INTES), Germany | www.intes.de
STRUDL MCAUTO, USA www.intergraph.
com/products/
ppm/gt_strudl/
default.aspx
1966 | NASTRAN MacNeal-Schwendler Corp., USA www .macsch.com
1967 | BERSAFE CEGB, UK (pfepracovan 1990)
SAMCEF Univer. of Liege, Belgium www . samcef . com
1969 | ASAS Atkins Res. & Devel., UK WwWw.wsasoft.com
MARC MARC Anal. Corp., USA WWW .Marc.com
PAFEC PAFEC Ltd, UK now SER Systems
SESAM DNV, Norway www.dnv.no
1970 | ANSYS Swanson Anal. Syst., USA WWW.ansys .com
SAP NISEE, Univ. of California, Berke- | www.eerc.
ley, USA berkeley.edu/
1971 | STARDYNE Mech. Res. Inc., USA WWwW.reiusa.com
TITUS (SYSTUS) CITRA, France; ESI Group www.systus.com
1972 | DIANA TNO, The Netherlands www.diana.nl
WECAN Westinghouse R&D, USA
1973 | GIFTS CASA/GIFTS Inc., USA
1975 | ADINA ADINA R&D, Inc., USA www.adina.com
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CASTEM CEA, France www—cast3m.cea.
fr
FEAP NISEE, Univ. of California WWW.Eeerc.
berkeley.edu
1976 | NISA Eng. Mech. Res. Corp., USA WWW . E€Mmrc.com
1978 | DYNA2D, DYNA3D | Livermore Softw. Tech. Corp., USA | www.lstc.com
1979 | ABAQUS Hibbit, Karlsson & Sorensen, Inc., | www.abaqus.com
USA
1980 | LUSAS FEA Ltd., UK www.lusas.com
1982 | COSMOS/M Structural Res. & Anal. Corp., USA | www.cosmosm. com
1984 | ALGOR Algor Inc., USA www.algor.com
2.1 Abaqus

Prvni verze softwaru byla vydana v roce 1979 a jeho nézev i logo je odvozeno od abaku, stfedo-
vékého pocitadla. Od roku 2005 se pouziva ve virtudlni laboratofi DSS SIMULIA.

Jedné se o sadu produktti, které slouzi pro realistické simulace napfi¢ rtiznymi odvétvimi.
Hojné se vyuziva pro simulaci velkych deformaci, nelinearit, rozpojovani prvka (crash testy)
a dobfe se v ni pracuje s nelinedrnimi materialy, jako jsou polymery, pény, elastomery, coz se
vyuziva napf. v biomechanice.

Simulace je dtlezity proces pfi uvadéni produktt na trh. Uziti softwaru umozni odhadnout
a zlepsovat vlastnosti nového vyrobku. Simulaci se znac¢né snizuji ndklady na vyvoj a poté vyrobu
a tim i vyslednou cenu vyrobku [9].

Abaqus/CAE

Pomoci toho modulu 1ze rychle vytvaret, upravovat, monitorovat a vizualizovat Abaqus ana-
Iyzy. Modul integruje modelovani, analjzu a vysledky do jednoho prostredi. Diky podpoire CAD
systému miiZe uzivatel vytvafet geometrii mimo a poté si ji synchronizovat s CAE. Lze vy-
tvottit komplexni vizualizaci, kterd uzivatelim umozni interpretovat vysledky jakékoli analyzy
z Abaqusu [5].

Abaqus/Standard

Vyuziva se pro statické a nizkorychlostni dynamické tlohy, kde je zapotiebi pfesné vyfesit na-
pétovou analyzu. Typickymi ptiklady jsou vypoc¢ty tésnici mechaniky, rovnomérné zatiZeni pne-
umatik nebo Sifeni trhlin v trupu letadel. Béhem jedné simulace je mozné ziskat vysledky jak
v Casové, tak ve frekvenéni oblasti. Vysledky mohou byt vyuzivany jako vychozi podminky pro
Abaqus/Explicit, ale poradi lze i zaménit. Abaqus/Standard bude tedy aplikovan na statické,
nizkorychlostni dynamické a ustalené analyzy, naopak Abaqus/Explicit na vysokorychlostni a ne-
linedrni problémy (obrabéni, prirazy, pristtely) [7].

Abaqus/CFD

Jedné se o pokrocily vypocetni systém pro dynamiku kapalin se schopnosti simulovat Sirokou
skalu nelinearnich problémii termomechaniky. Umoziuje fesit proudéni nestlacitelné kapaliny,
jak laminérni, tak turbulentni, a tepelnou konvekci [6].
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2.2 ANSYS

Software vznikl v roce 1970 a jeho hlavnim cilem bylo vyvinout software vyuzivajici metodu
koneénych prvka pro strukturalni fyziky, ktefi by program vyuzivali na analyzovani statickych,
dynamickych a teplotnich tloh [22]. Pomoci ANSYSu jsou ovétovany vysledky v této praci.

ANSYS Structural

Resi strukturalni linedrni i nelinedrni tlohy bez nutnosti vnéjsich néstroji. Vysledkem jsou
simulace strukturalni analyzy [3].

ANSYS Mechanical

Program pro komplexni analyzu pomoci metody kone¢nych prvki linearnich, nelinearnich a dy-
namickych tloh. Lze pomoci néj vytvaiet komplexni simulace chovani prvkt, materidlové modely
a feseni rovnic pro nédvrh mechanickych problémt. Mtze se vyuzivat i pro analyzu termomecha-
nickych tuloh a umi zpracovavat i fyzikalni problémy — akustické, piezoelektrické, termoelektrické
analyzy [2].

ANSYS Fluent

Fluent software obsahuje siroké moznosti simulace proudéni, turbulence, pfenosu tepla, proudéni
vzduchu kolem kfida letadla nebo i proudéni krve v lidském téle. Software nabizi propojeni
s CAD systémy, coz zna¢né ulehéi vytvareni geometrie a dale umoziiuje presouvani vysledkt
mezi aplikacemi, napt. vyuziti proudéni tekutiny pri simulaci mechanického problému. V dnesni
dobé tento software vyuziva pro modelovani mnoho firem po celém svété [1].

2.3 CalculiX

Program, ktery byl v roce 1998 vyvinut v Némecku. Obsahuje vSechny néstroje pro provedeni
celé analyzy — vytvofeni modelu, vypocet a zobrazeni vysledkt. Aplikace se ovlada pies piikazovy
radek a podporuje moznost zpracovavat formaty nékterych komercénich programu jako je Abaqus,
ANSYS, NASTRAN.

CalculiX umozniiuje Fesit tlohy hned z nékolika oblasti. Ulohy statické a dynamické jak
linedrni, tak nelinedrni, tepelné ulohy, sdruzené tlohy (termomechanika, aerodynamika).

Pro analyzu ve 2D/3D je v programu k dispozici 24 riznych typu elementti. Elementy pro
rovinnou napjatost, deformaci, pro skotfepiny, fluidni elementy a mnoho dalsich.

Program je vhodny napriklad na feSeni uloh v dfevarském priumyslu, protoze jako jeden
z mala programli na bazi otevieného kédu podporuje orto/anizotropniE] materidlové modely
[16, 19].

2.4 Elmer

Elmer byl vyvinut v roce 1995 ve Finsku. Ptivodné byl navrzen pro dynamické tlohy tekutin, dnes
uz umoznuje Fesit multifyzikalni tlohy. Zahrnuje modely dynamiky stlacitelnych i nestlacitelnych
kapalin, mechaniky pevnych latek, prestupu tepla, elektromagnetismu, vibraci a jiné.

Program obsahuje 3 typy prvkd, které se vyuzivaji pro vSechny typy tloh. Vsechny prvky
nabizeji moznost linedrni nebo kvadratické bazové funkce. Dale ma 5 raznych algoritmi pro
vytvoreni konecné prvkové sité.

Lortotropni je materil, jehoz mechanické vlastnosti jsou jedineéné a nezévislé na smérech tii vzéjemnych
kolmych os, a anizotropni materidl ma stavebni prvky orientované urcitym smeérem, jeho vlastnosti jsou zavislé
na sméru méfeni a pouzivani



24 2 Piehled MKP programi

Do programu je mozné importovat geometrie z CADu nebo jiz vysitované geometrie z Aba-
qusu.

Elmer je tvoren z né€kolika modult. ElmerGUI umoziiuje generovani sité koneénych prvkt
a zadavani okrajovych podminek, ElmerSolver zpracovava vstupni data a vygenerovanou sit, El-
merPost je nastroj na vizualizaci pro zpracovani vypoctenych ¢iselnych vysledki nebo vykresleni
vysledk z jingch MKP programu [16] [19].
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Volné dostupné prostredky pro védecké ucely

Programy vzniklé v rdmci této prace byly napsiany v software Matlab, ke kterému ale existuji
zdarma dostupné alternativy. Implementace algoritmt v této praci je mozna v kazdém z nasle-
dujicich programt ¢i jazyku.

Nékteré programy, jako tfeba Octave nebo Scilab, se snazi co nejvice napodobit funkcionalitu
systému Matlab. Pokousi se nabidnout co nejpfivétivéjsi pracovni prostiedi a vSechny nastroje
a funkce zahrnuji do jednoho velkého baliku. Naproti tomu Python je naprosto univerzalni jazyk,
jenz ¢ini pouzitelnym pro védecké vypocty a simulace zejména mnozstvi knihoven a doplnk.

3.1 Octave

GNU Octave je jazyk primarné urceny pro numerické vypocty. Umoziiuje numerické feseni li-
nearnich a nelinearnich problémi, navic nabizi rozsahlé moznosti vizualizace dat. Octave se
nejcastéji ovlada pres interaktivni prikazovou radku, ale mize byt vyuzit pro psani neinterak-
tivnich aplikaci. Jazyk Octave se v mnohém nelisi od jazyka Matlab, vétStina programu je tudiz
snadno pienositelna.

Octave vznikl kolem roku 1988 jako doprovodny sofware k ucebnici navrhu jadernych reak-
tord. Vyvoj ,na plny tvazek“ zacal az na jafe roku 1992. Octave je svobodny software dostupny
zdarma pod licenci GNU GPIP| [17, [18].

3.2 Python

Python je univerzalni skriptovaci jazyk pouzivany napri¢ odvétvimi. Pro védecké vypocty jej
délaji vhodnym zejména pocetnd uzivatelskd zakladna a mnozstvi knihoven uréenych pro tyto
ucely. SciPy je sada néstroji rozsifujicich moznosti jazyka Python pro pouziti v matematickych
vypoctech. Obsahuje napt. knihovnu NumPy, kterd mj. umozije jednoduché pouziti viceroz-
mérnych poli, knihovnu matplotlib pro vykreslovani riznych grafi a vizualizaci, a v neposledni
fadé IPython, nastroj obsahujici interaktivni prikazovou fadku a moznosti prezentace vypoctu
ve formatu tzv. IPython seSitd na webu. Python je volné dostupny pod open source licenci
a pouzitelny i pro komer¢ni ucely.

Prace na névrhu jazyka Python zacaly koncem 80. let minulého stoleti a v roce 1989 zacala
jeho implementace. Autorem je Guido von Rossum. DileZitym cilem, ktery se Python snazi
plnit, je aby pouzivani tohoto jazyka bylo zabavné, ¢emuz se podfidil i vybér nézvu, ktery se
inspiruje britskym seridlem Monty Python’s Flying Circus z 70. let 20. stoleti [12 [15].

2GPL, General Public License, je licence pro svobodny software, kterd mimo jiné vyzaduje, aby vSechny
odvozené programy byly déle Sifeny pravé pod touto licenci
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3.3 Fortran

Jazyk Fortran navrhla uz v 50. letech 20. stoleti firma IBM pro védecké vypocty a numerické
aplikace. Na rozdil od Pythonu byl tedy navrzen pfimo pro védecké tucely, zakladni funkcionalitou
se vyrovna Pythonu i systému Matlab, ale ma oproti témto jazyktim daleko vyssi vypocetni
rychlost. V navrhu a implementaci Fortranu byl kladen vétsi dliraz na optimalizaci, coz je dano
na nejvykonnéjsich svétovych superpocitacich, napt. pro vypocty drah raket, Fourieriv rozvoj
a transformaci, simulace vyvoje pocasi, fyzikalni chemii aj.

Existuje vice open source kompilatori jazyka Fortran, jednim ze znaméjsich je GNU Fortran.

Napftiklad pro ucely této prace neni Fortran piilis vhodny, jelikoz na vykon zde neni kladen
takovy dtraz, aby bylo jeho pouziti opodstatnéné. Dani za vykon je horsi uzivatelska priveti-
vost, pohodli prace a v neposledni fadé mensi mira interaktivity prostiedi a chybéjici moznosti
vizualizace dat [21, 23].

3.4 Scilab

Scilab je open source software vyvijeny pod licenci kompatibilni s GPL. Software je podobny
systému Matlab, je vyuzivan ke zpracovani signall, statickou analyzu, simulace fluidni dyna-
miky, modelovani aj. Nabizi interaktivni prikazovy fadek, funkce pro vizualizaci dat, ale také
nastroj pro prevod zdrojovych textd programu Matlab do Scilab. Spolu s Octave tvoii dvojici
nejvyznamnéjsich open source alternativ k systému Matlab [24].

3.5 Sage

Sage je open source matematicky software licencovany GPL a postaveny na jiz existujicich
open source baliccich, jako jsou SciPy, NumPy, matplotlib, SymPy aj. Nabizi tedy jednoduché
pouzivani funkcionality vSech téchto balickti pomoci jazyka podobného jazyku Python. Sage
navic nabizi i ovladani pfes webové rozhrani [14].
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Algoritmus MKP pro prutové téleso

Pro psani algoritmu byl zvolen program Matlab, mj. z diivodi, které jsou popsany v kapitole
Ve zkratce lze Fici, Ze software Matlab nabizi kompletni balik funkcionalit, které lze jednoduse
vyuzit pro implementaci algoritmi v této praci. Prostfedi je pomérné intuitivni a je zjevna snaha
o uzivatelskou piivétivost. V neposledni fadé mezi klady Matlabu patii pocetna uzivatelska
zékladna a kvalitni dokumentace dostupné online.

Deformacéné-napétova analyza ohybaného prutu je provedena ve vSech pfikladech na prutu
o délce L = 1000 mm kruhového priifezu o priméru d = 10 mm. VSechny pruty jsou z konstrukéni
oceli, tedy Youngtiv modul pruznosti v tahu je £ = 210000 MPa a Poissontiv pomér je p = 0, 3.

4.1 Myslenkovy postup

Zékladni informace byly ziskany z 6. kapitoly knihy MATLAB Codes for Finite Element Analysis
(A. Ferreira) [4].

Hlavni soucésti zdrojového kédu je prvkova matice tuhosti K, kterd je shodna s matici
, pouze se v ni uvazuje misto délky prvku [ polovina délky prvku a:

3 3a -3 3a
EJ 3a 4a®> —3a 2d?
263 | =3 =3¢ 3 —3a |’

3a 2a® —3a 4d?

K. =

kde:
[MPa] je Youngtiv modul pruznosti v tahu,

E
J [mm?* je kvadraticky moment priifezu,
a [mm] je polovina délky prvku [4].

Pomoci prvkové matice tuhosti se sestroji celkova matice tuhosti K, jak je vidét na nasledu-

jicim obrazku. V mistech, kde se prvkové matice prekryvaji, se prvky sec¢tou. Okolo diagonaly
prvkovych matic zistanou prvky s nulovou hodnotou, coz zna¢né ulehéi vypocet.

27
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Ke4 N

Obrazek 4.1: Schéma vytvoreni celkové matice tuhosti K

Dalsi schéma, které lze vidét na obrizku bylo vyuzivdno pro znézornéni okrajovych
podminek. Na tomto konkrétnim schématu jsou zobrazeny okrajové podminky prutu na jednom
konci vetknutého a s obecnou vazbou na druhém konci, uprostied je prut zatizen silou. Jeho
feseni je rozebrané v kapitole [5.6

/ Fo

A~ B C

Obrazek 4.2: Prut na jednom konci vetknuty, na druhé s obecnou vazbou a uprostied
zatizeny silou

P1i tomto ulozZeni je prithyb roven nule v prvnim a poslednim uzlu a natoceni je nulové pouze
v prvnim uzlu, coz je vidét na nasledujicim schématu.
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K U F
w0l 0|0l 0[]0]0|]0]0]O0]O 0
;{000 [0]0]O0O|0]0]O0]O 0 0
w2l 0| O 0
021010 0
ws| O | O 0 . = |FB
o1 010 0
we| O | O 0
o1 0] 0 0
ws| 010|010 [0]0|0]0]0]O0 0 0
os1 010 0

Obrazek 4.3: Schéma zobrazeni okrajovych podminek

Po vymazani nulovych fadkd a sloupci vznika soustava s indexem 1, ktera je jiz resitelna.

K; U, F1

Wy

D4

Obrazek 4.4: Schéma zohlednéni okrajovych podminek

Ze vzniklé soustavy na predchozim obrazku je po vyTreSeni ziskan vektor neznamych para-
metrt U;. Tento vektor obsahuje hodnoty prithybu a natoceni v jednotlivych uzlech. RozloZeni
pruhybu a natoceni v zavislosti na poctu prvkia a okrajovych podminkach je zobrazeno na nasle-
dujicim obrazku. Diky této nazorné grafice je snazsi vytvorit cyklus pro ziskani vektort prihybu
a natoceni pro vykresleni.



30 4 Algoritmus MKP pro prutové téleso

6 prvkn
U
*proky wr| 0 Ul
u @] 0 Wz
2 prvky
wi| 0 LU} w2 @2
u or| 0 W2 @2 L
wr| 0 m w1 @2 w3 @3
gr| 0 W2 @2 W3 @3 w4
W2 == @2 Wi == @3 Wy == 04
w2 3 @3 Wy o4 Wi
wi| 0 Wa @4 W3 @5
@3 04 @5 @5 wi
ws| 0 wg o
@5 @d @7
wr| 0
w7

Obrazek 4.5: Schéma zavislosti po¢tu prvki na okrajovych podminkach

Na zakladé predchozich grafik je jednodussi predstavit si vytvoreni celkové matice tuhosti,
ze které jsou odstranény radky a sloupce podle konkrétnich okrajovych podminek. Zohlednénim
téchto podminek v matici tuhosti a vektoru zatizeni je ziskan vektor neznamych parametri.
7 vektoru neznamych parametra se ziskaji hodnoty prihybu a natoceni.

Schématicky postup v této podkapitole je aplikovan pfi psani zdrojového kédu v Matlabu.
Rozebrani jednotlivych ¢asti zdrojového kddu je popsan v dalsi podkapitole.

4.2 Popis zdrojového kédu

Implementace vyse popsaného myslenkového postupu je demonstrovana na nejjednodussim pii-
kladu ohybaného prutu — vetknuty prut na volném konci zatéZzovany silou, jehoz analytické FeSeni
je provedeno v kapitole

/ Fo
J 3

Obrazek 4.6: Vetknuty prut na volném konci zatizeny silou
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4.2.1 Vstupni hodnoty

Na zacatku kazdého kédu jsou uvedeny vstupni hodnoty, které jsou zminény jiz v avodu této
kapitoly. Z téchto hodnot se pocita kvadraticky moment J, ktery je potfebny pro dalsi vypocet.
Dale jsou ve vstupnich hodnotach uvedeny hodnoty dil¢ich zatizeni, v tomto pfipadé sila FB.
Dalsi dulezitou hodnotou je pocet prvki, ktery je sudy — 20. Suda hodnota byla zvolena pro
jednoduchost vypoctu u prutil zatézovanych uprostied, tedy v prostifednim uzlu.
Posledni vstupni hodnotou je prvkova matice tuhosti Ke, ve které parametr a odpovida
poloviné délky jednoho prvku tzn. délka jednoho prvku je 2a.

1000; % delka prutu 1000 mm

= 10; % prumer prutu 10 mm

= 210000; % modul pruznosti v tahu 210 000 MPa
= (pi*d~4)/64; % kvadraticky moment

FB = 100; % zatezujici sila 100 N

pocet_prvku = 20; % pocet prvku na prutu

g = o=
|

a = (L/pocet_prvku)/2; % delka jednoho prvku je 2a
Ke = ((E*J)/(2*a"3))*[3 3*a -3 3*a; 3*a 4*a"2 -3*a 2*a"2; -3 -3*a 3 -3*a;
3*a 2*a"2 -3*a 4*a"2]; % matice prvku

4.2.2 Matice tuhosti K

V dalsim kroku je vytvorena celkovd matice tuhosti K, kterd je slozena z jednotlivych prvko-
vych matic Ke. Nejprve je pomoci funkce zeros vytvorena nulova matice, do které jsou podél
diagondly vysazeny prvkové matice v cyklu for.

K = zeros (2 + 2*pocet_prvku, 2 + 2*pocet_prvku);

for i = 0:1: (pocet_prvku - 1)
for m = 1:1:4
for n = 1:1:4
K(m + 2*¥1, n + 2*i) = Ke(m, n) + K(m + 2*1i, n + 2*i);
end
end
end

4.2.3 Matice zatizeni F

Po matici tuhosti je na fadé matice zatizeni, v tomto piipadé svisly vektor o stejném poctu
prvki, jako je velikost celkové matice tuhosti. Zatézujici sila ptisobi pouze v poslednim uzlu,
proto je sila FB umisténa do posledniho prvku vektoru F.

F = zeros (2 + 2*pocet_prvku, 1);
F(l1 + 2*pocet_prvku) = FB;

4.2.4 Okrajové podminky

Dalsim krokem je zohlednéni okrajovych podminek. U vetknutého prutu je to nulové posunuti
i natoCeni v prvnim uzlu, tzn. prvni dva fadky a sloupce matice K jsou nulové a prvni dva
prvky vektoru F také. Nulové prvky jsou z matic odstranény, protoze nejsou k dalsimu vypoctu
potiebné.

K1l = K(3:(2 + 2*pocet_prvku),3:(2 + 2*pocet_prvku));
F1 = F(3:(2 + 2*pocet_prvku),1);
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4.2.5 Matice neznamych parametra Ul

Délenim matic K1 a F1 se ziska vektor U1, kam jsou ulozeny vypoctené neznamé parametry, tedy
hodnoty posunuti a natoceni v jednotlivych uzlech prutu, které jsou zpracovany do nasledujicich
vystupt.

Ul = KI1\F1;

4.2.6 Hodnoty pruhybu a natoceni

Prvnim vystupem je vypsani hodnot prihybu a natoc¢eni v pozadovanych uzlech pomoci funkce
fprintf. V tomto pfipadé v poslednim uzlu, ktery je zatézovan silou FB.

wB = Ul (2*pocet_prvku - 1);

fiB = Ul (2*pocet_prvku);

fprintf ('Pruhyb v miste B je %6.3f mm.\n',wB);
fprintf ('Natoceni v miste B je %6.4f rad.\n',6fiB);

4.2.7 Vykresleni prahybu a natoceni

Jednim z grafickych vystupu je vykresleni prithybu a natoceni prutu. Z vektoru neznamych U1l
jsou vytvoreny vektory s hodnotami pruhybi a natoceni v jednotlivych uzlech. Tyto vektory
jsou pak pomoci funkce plot vykresleny v zavislosti na délce prutu.

vektor_uzlu = zeros (((2*pocet_prvku)/2) + 1, 1);
for i = 1l:1l:pocet_prvku

vektor_uzlu(i+l) = i*(L/pocet_prvku);
end

vektor_pruhybu = zeros(pocet_prvku + 1, 1);

z = 2;

for i = 1:2: (2*pocet_prvku)
vektor_pruhybu(z) = Ul(i);
z =z + 1;

end

vektor_pruhybu = vektor_pruhybu * -1;

vektor_natoceni = zeros (pocet_prvku + 1, 1);
z = 2;
for i = 2:2: (2*pocet_prvku)
vektor_natoceni(z) = Ul(i);
z =z + 1;
end
vektor_natoceni = vektor_natoceni * -1;
figure (1)

subplot (2,1,1);

plot (vektor_uzlu, vektor_pruhybu, 'k'");
title ('PRUHYB PRUTU'")

xlabel ('Delka prutu [mm]")

ylabel ('"Pruhyb [mm]")

x1im ([0 10007)

grid on

subplot (2,1, 2)
plot (vektor_uzlu,vektor_natoceni, 'k'");
title ('NATOCENI PRUTU')
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xlabel ('Delka prutu [mm]")
ylabel ('Natoceni [rad]"')
x1im ([0 10007)

grid on

4.2.8 Vypocet krivosti

Pro vykresleni vyslednych vnitinich tc¢inkt je potfeba ziskat kiivost. Kfivost je druhou derivaci
pruhybu a prvni derivaci natoceni. Lze ji tedy ziskat pomoci druhé derivace bazovych funkci
z (1} kapitoly. Druhé derivace vytvori vodorovny vektor B, ktery je nasoben deformac¢ni matici
delta. Timto se ziskd vektor hodnot kfivosti v kazdém uzlu, ktery je dale vyuzit pro vypocet

ohybového momentu a nominalniho napéti.

1 = L/pocet_prvku;

w
I

{@B1, @B2, @B3, @B4}; % zderivovane bazove funkce

BO = zeros(l, 4);
Bl = zeros(l, 4);

for 1 = 1:4

f = B{i};
BO(i) = £(0, 1); % dosazeni do funkci
Bl(i) = £(1, 1);

end;

U = zeros (2 + 2*pocet_prvku, 1);

for i = 3:1:2 + 2*pocet_prvku

U(i) = Ul(i-2);
end
vektor_krivosti = zeros(pocet_prvku + 1, 1);
for i = 1:2:(length(U) - 3)

delta = U([1:1+3]);

i_k = (i+1)/2;

vektor_krivosti (i_k) = vektor_krivosti(i_k) + BO*delta;

vektor_krivosti(i_k + 1) = vektor_krivosti(i_k+1) + Bl*delta;
end

for i = 2:1:(length(vektor_krivosti)-1)

vektor_krivosti (i) = vektor_krivosti(i)/2;
end

4.2.9 Vykresleni posouvajici sily a ohybového momentu

Druhym grafickym vystupem je posouvajici sila a ohybovy moment. Posouvajici sila neni ve
vypo¢tu zahrnuta, proto musi byt k vykresleni vyjadfena pomoci analytického vypoétu VVU

s dosazenim z rovnic statické rovnovahy.

K vykresleni ohybového momentu jsou vypocteny hodnoty kfivosti, ze kterych lze dopocitat

pretvoreni podle vzorce

kde:
z  [mm] je rozmér prufezu,
w”  [mm~!] je kfivost.

(4.2)
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7 Hookova zakona se pak dopocita napéti

or=F-¢, (4.3)
ze kterého lze pomoci integrace ziskat ohybovy moment
M,, = /ax -z - dA. (4.4)

A

Po tpravach téchto rovnic se ziskd vztah mezi ohybovym momentem a kiivosti

M,
w” = 7.7 (4.5)

x = linspace(0,L,1000);
T = zeros (1000,1);

for i = 1:1:1000
T(i) = FB;

figure (2)

subplot (2,1,1)

plot(x,T, 'k");

title ('POSOUVAJICI SILA'")
xlabel ('Delka prutu [mm]'
ylabel ("T [N]")

)

Mo = zeros (pocet_prvku + 1,1);

for i = 1: (pocet_prvku+l)
Mo (i) = vektor_krivosti(i) * E *J;
end

subplot (2,1,2)

plot (vektor_uzlu, Mo, 'k'");
title ('OHYBOVY MOMENT')
xlabel ('Delka prutu [mm]")
ylabel ("M_o [Nmm] ")
ylim([-10000 01])

4.2.10 Nominalni napéti

Posledni ¢ast zdrojového kédu je vénovana vykresleni nominalniho napéti v misté maximélniho
ohybového momentu. K vypocétu hodnoty nominalniho napéti je vyuzito Hookova zdkona, kam
je dosazena rovnice (4.2)).

z = linspace(-d/2,d/2,pocet_prvku+l);
zz = linspace(-d/2,d/2,1000);
sigma = zeros (pocet_prvku+l, 1);

for i = 1: (pocet_prvku+l)
sigma(i) = -z (i) * vektor_krivosti(l) * E;
end

figure (3)
plot (sigma,z, 'k');



4.2 Popis zdrojového kédu

35

hold on

plot (0, zz)

title ('NOMINALNI NAPETI V MISTE MAXIMALNIHO OHYBOVEHO MOMENTU')
xlabel ("\sigma_n [MPal]')

ylabel ('d [mm] ")

Vsechny zdrojové kédy jsou vlozeny v elektronické piiloze.
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Porovnani ziskanych vysledki

Posledni kapitola této prace je vénovana zpracovani a porovnani vysledki z jednotlivych reseni.
Je zde rozebrano Sest variant rtizného uloZeni a zatizeni prutu, pro které byl vytvoren zdrojovy
kéd v Matlabu pomoci MKP. Pro kazdé zadani jsou prezentovany vysledky pomoci analytického
feSeni, pak feseni z Matlabu a nakonec jsou ovéreny v softwaru ANSYS.

Jak bylo zminéno na zacatku 4] kapitoly, u vSech ptikladd jsou zvoleny tyto rozmeéry a ma-
teridlové charakteristiky:

L = 1000mm

d = 10mm

E = 210000 MPa
v o= 0,3

5.1 Vetknuty prut na volném konci zatiZeny silou

Nejjednodussim prikladem je vetknuty prut, ktery je na volném konci zatizeny silou.

) Fs
/ N

A7 B

Obrazek 5.1: Vetknuty prut na volném konci zatizeny silou

5.1.1 Analytické feSeni

Pro vypocet vyslednych vnitinich G¢inkd (VVU) je potieba tuplné uvolnéni prutu, které je na
nasledujicim obrazku.

Ma =

Obrazek 5.2: Uplné uvolnéni prutu

37
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Vipocet VVU je proveden zprava, aby do néj reakéni sily ve vetknuti nemusely byt zahrnuty.

x € (0;L)
N =0N (5.1)
T=—Fp=—100N (5.2)
(5.3)

MOZ—FB~$

z=0 M, = —100-0 = 0Nmm
M, = —100 - 1000 = 100000 Nmm

Po ziskani vyse uvedenych rovnic je mozné VVU vykreslit, coz je znazornéno na nasledujicim

obrazku.

-100 N

-100 Nm

Obrazek 5.3: Vysledné vnitini ucinky
Pro vypocet prithybu a natoceni je potieba znat hodnotu kvadratického momentu prifezu, ktera
je stejna pro vSechny resené ptiklady.
(5.4)

m-dt w10 4
= = :4
J o1 o1 90, 9 mm
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Prihyb a natoceni se vypocita dosazenim ohybového momentu do Castiglidnovy véty.

L
szl/MO(x).aMo(ﬂf).d:B:1/_FB_QC.3(—FB'9C)'dx:
0

EJ OFp EJ OFg
L
L L
1 / P (—a) - di = 1 [Fp-2*]" 1 Fp-L* (5.5)
T EJ R A A
0
1 100 - 10003
- : — 323,345
210000 - 490, 9 3 oS0 T

Aby bylo mozné spocitat natoceni v bodé B, je potfeba zavést dopliikovy moment Mp = 0 Nm.

o o F
o M%
Fro A B

FAy

Obrazek 5.4: Uplné uvolnény prut s doplitkov§m momentem

V rovnici ohybového momentu pfibude tedy moment Mp, pak
M,=—-Fp-x+ Mp. (5.6)

Nyni Ize spocitat natoceni prutu v misté B.

L
1 8Mo<x) 1 / 8(—FB 'CL‘+MD)
e EJ/ o() Ty x4+ Mp a .
L 0
1 L 1 FB~(L‘2 L 1 FB_L2 (57)
=— | —Fp- Mnr-1-dr = — |— Mo - _ 1 _ ‘
EJ/ BT+ Mp dx 7 [ 5 +Mp -z = .
0
1 100 - 10002
== . — 4
210000 - 490, 9 B 0,4850rad

Posledni hodnota pro porovnéni je nominalni napéti v misté maximalniho ohybového momentu
(x=1L).

M,
J

100000 10
- — =1018,5 MP .
290.9 2 018,5 MPa (5.8)

Op —

d_
S =
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5.1.2 ReSeni ziskané pomoci Matlabu

Zdrojovy kéd tohoto ptikladu je popsan v kapitole |4l Zde jsou prezentovany vysledky, které jsou
z néj ziskany.
Prihyb a natoceni v poslednim uzlu prutu, ktery je zatézovan silou Fp:

Pruhyb v miste B je 323.362 mm.
Natoceni v miste B je 0.4850 rad.

Dalsim vystupem z Matlabu je vykresleni priuhybové ¢ary a natoceni podél délky prutu na
obr. Druhym grafickym vystupem je vykresleni vyslednych vnitinich G¢inkt viz obr.
Poslednim vystupem je vykresleni nominalniho napéti v misté maximéalniho ohybového momentu

viz obr. 5.7

PRUHYB PRUTU
0 T T T

-100r

-200F

Pruhyb [mm]

-300F

| | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Delka prutu [mm]

400 :

NATOCENI PRUTU
0 T T T

Natoceni [rad]

| | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Delka prutu [mm]

Obrazek 5.5: Prihyb a natoc¢eni vetknutého prutu
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POSOUVAJICI SILA

-99.5

-100|

TIN]

—-100.5

-101
0

x 10

100

200

300

| | | |
400 500 600 700
Delka prutu [mm]
OHYBOVY MOMENT

|
800

|
900 1000

M _[Nmm]

Obrazek 5.6:

100

200

300

400 500 600 700
Delka prutu [mm]

’

800

900 1000

Vysledné vnitini G¢inky vetknutého prutu

NOMINALNI NAPETI V MISTE MAXIMALNIHO OHYBOVEHO MOMENTU

d [mm]
o

Obrazek 5.7: Nominélni napéti v misté maximalniho ohybového momentu

-1000

-500

0 500
o, [MPa]

|
1000

1500
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5.1.3 ReSeni ziskané pomoci ANSYSu

V softwaru ANSYS byly ovéfovany vysledky ziskané z Matlabu. Pro vypocet byl vyuzit AN-
SYS Mechanical APDL. Pied vytvofenim geometrie byla zvolena strukturélni tiloha a vybréan
prutovy prvek BEAM188. Déle byl zvolen linedrné izotropni material a vlozeny hodnoty Youn-
gova modulu pruznosti v tahu a Poissonova poméru. Nakonec byl zadan kruhovy prirez prutu
o daném polomeéru.

Geometrie byla tvofena pomoci tzv. keypoints, coz jsou ,uzly“ geometrie, v tomto pripadé
dva. Tyto keypoints byly propojeny pomoci ¢ar (lines). Timto byla vytvofena geometrie a mohla
se vytvorit sit koneénych prvki. Délka jednoho prvku byla zadéna tak, aby vznikla sit o 20
prvcich, jako je zvolena v Matlabu.

Po vytvoreni sité bylo mozné zadat okrajové podminky a zatizeni. Pro tento priklad se
musely odebrat vSechny stupné volnosti v prvnim keypoint a silu zadat do druhého keypoint.
Ulohu bylo mozné po tomto kroku vyiesit.

Ziskanim feSeni je mozné v ANSYSu vykreslit ¢i vypsat vSechny rtzné vysledky, pro tuto
préci je to deformovany tvar — priuhyb a natoceni, dale vysledné vnitini G¢inky a rozloZeni napéti
vV ose X.

Stejny postup byl vyuzit pro vSsechny nasledujici priklady pouze s jinou geometrii, okrajovymi
podminkami a zatiZenim.

Ziskané vystupy

Na prvnim obrazku 1ze vidét pruhyb zatizeného prutu a jeho hodnotu v poslednim uzlu, ktera
se shoduje s predchozimi hodnotami. Dalsi obrazek znazornuje hodnoty natoceni v priibéhu
deformovaného prutu. Obrazky a zobrazuji vysledné vnitini u¢inky a posledni obrazek
zndzornuje nominalni napéti v misté maximalniho ohybového momentu.

ANSYS
NODAL SOLUTICH R16.0
STEP=1 MEY 15 2015
SUB =1 10:28:02
TIME=1 PLOT NO. 1
UY (RVG)
RSYS=0
DMK =323.666

SMY =-323.657

[—
—323.657 -251.733 -
—287.635 —215.771 —143.848 —71.9238

]
179.809 -107.886 —35.96190

Obrazek 5.8: Prihyb vetknutého prutu
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NCDAL SCLUTICN

STEP=1

SUB =1

TIME-1

ROTZ (BVG)
REYS=0

CM{ =323.666
SMT =—. 485458

ANSYS

R16.0

MAY 15 2015
10:28:59
PLOT MNO. 1

I oo
—. 485458 -.377578 — . 269699 -.161819 -.05394
-.431518 -.323638 -.215759 0
Obrazek 5.9: Natoceni vetknutého prutu
ANSYS

LINE STRESS R16.0
STEP=1 MRY 15 2015
SUB =1 10:31:50
TIME=1 FIOT 0. 1
SMIS6  SMIS19
MIN =-100
EIEM=18
MAX =-100
ELEM=17

A

-100

—100

Obrazek 5.10: Posouvajici sila vetknutého prutu
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ANSYS
LINE STRESS R16.0
STEP=1 MEY 15 2015
SUB =1 10:31:30
TIME=1 PLOT NO. 1
SMIS3  SMIS16
MIN =-100000
ELEM=1
MEX =—.180E-07
ELEM=20

[ | I
L0000 agmse TTTTE ggmesy o f asaasg T popppp MM ey

Obrazek 5.11: Ohybovy moment vetknutého prutu

ANSYS
NCDAL SCLUTTICH R16.0
STEP=1 MEY 15 2015
SUB =1 10:36:25
TIMFE=1 PLOT NO. 1
5K {AVG)
R3vE=0
OhE =1.21756
SMY =-1019.45
SME =1019.46
| I
-1019.46 -566.367 -113.273 339.82 792.914
—792.914 —339.82 113.273 566.367 1019.46

Obrazek 5.12: Nominalni napéti vetknutého prutu
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5.1.4 Porovnani vysledka

V tabulce jsou zapsany vysledky z pfedchozich vypocti. Jsou brany pouze absolutni hodnoty
vysledk.

Tabulka 5.1: Hodnoty ziskané z vypocti k prikladu 1

| Analyticky Matlab ANSYS
pruhyb wp 323,345 mm 323,362 mm 323,657 mm
natoceni pp 0,4850 rad 0,4850 rad 0,4855 rad
posouvajici sila T 100 N 100 N 100 N
ohybovy moment M,, .. 0 Nmm 0 Nmm 0 Nmm
ohybovy moment M, .. | 100000 Nmm | 100000 Nmm | 100000 Nmm
napéti oy, 1018,5 MPa 1018,6 MPa | 1019,46 MPa

V predchézejici tabulce je vidét presnost ziskanych vysledki. Rozdilné hodnoty se u prihybu
vyskytuji az za desetinnou ¢arkou.

5.2 Vetknuty prut na volném konci zatizeny momentem

Obmeénou predchoziho prikladu je vetknuty prut zatiZeny na volném konci momentem.

/ 5 M= 50 Nm

A7

Obrazek 5.13: Vetknuty prut na volném konci zatiZeny momentem

Ms

5.2.1 Analytické FeSeni

Vysledné vnitini G¢inky pocitané zprava:

x € (0; L)

N =0N (5.9)

T=0N (5.10)
M, = Mg = 50000 Nmm (5.11)

Pro vypocet prihybu v misté B je potfeba zavést doplitkkovou silu Fp = 0 N obdobné jako
v predeslém prikladé moment pfi vypoctu natoceni.

M,=—Fp-x+ Mp (5.12)
Po dosazeni do Castiglianovy véty a integraci:
1 Mg-L? 1 50000 - 10002

wp = ——=

EJ 2~ 210000-490,9 2

= 242,509 mm (5.13)
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Vypocet natoceni v misté B:

1

1
- Mp-L=——— 50000 - 1000 = 0, 4850 rad 5.14
vE =gy 210000 - 490, 9 aevia (5.14)
Nominalni napéti:
M, d 50000 10
_ M, d_ A0 MP 1
=S = a0y g = 2093 MPa (5.15)

5.2.2 ResSeni ziskané pomoci Matlabu

Hodnoty prihybu a natoceni v misté B:

Pruhyb v miste B je 242.522 mm.
Natoceni v miste B Jje 0.4850 rad.

5.2.3 Porovnani vysledkt

Vsechny grafické vystupy jsou v elektronické ptiloze, v nasledujici tabulce jsou hodnoty z jed-
notlivych vypoctd pro porovnani.

Tabulka 5.2: Hodnoty ziskané z vypocti k prikladu 2

m Analyticky Matlab ANSYS
prihyb wp 242,509 mm 242 522 mm 242,729 mm
natoceni pp 0,4850 rad 0,4850 rad 0,4855 rad
posouvajici sila T' 0 N 0 N 0 N
ohybovy moment M, 50000 Nmm 50000 Nmm 50000 Nmm
napéti o, 509,3 MPa 509,3 MPa 509,7 MPa

5.3 Vetknuty prut zatiZeny liniovym zatiZenim

Druhou obménou vetknutého prutu je prut zatizeny liniovym zatizenim.

—

57 g= 0,1 N/mm

Obrazek 5.14: Vetknuty prut zatiZeny liniovym zatizenim

5.3.1 Analytické FeSeni

Vysledné vnitini G¢inky pocitané zprava:

N =0N (5.16)

T=qx (5.17)
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=0 T7=0,1-0=0N
T =0,1-1000 = 100N

M, =1 '2"’“" (5.18)
z=0 Moz—gzONmm

r=L M,=—%1% _ 5,000 Nmm

Prihyb a natoceni v misté B je pocitan pomoci doplikové sily a doplinkového momentu jako
v pfedchozich pfipadech. Po dosazeni do Castiglidnovy véty a jeji integraci:

1 q-L* 1 0,1-1000%

- . — . = 121,254 5.19
YB=E7 T8 T 210000-490,9 8 SO T (5.19)

1 ¢-L° 1 0,1-1000°
¥ EJ 6 210000 - 490, 9 6 : e (5.20)

Nominalni napéti v misté A:
M, d 50000 10

=T .= =509, 3 MP 5.21
=TT T2 T 190,92 & (5:21)

5.3.2 ResSeni ziskané pomoci Matlabu

Hodnoty prihybu a natoceni v misté B:

Pruhyb v miste B je 123.282 mm.
Natoceni v miste B je 0.1657 rad.

5.3.3 Porovnani vysledka

V tabulce jsou opét shrnuty vSechny ziskané vysledky, lze vidét pfesnost jednotlivych vypocti.

Tabulka 5.3: Hodnoty ziskané z vypoctid k prikladu 3

| Analyticky Matlab ANSYS
priuhyb wg 121,254 mm 123,282 mm 121,374 mm
natoceni pp 0,1617 rad 0,1657 rad 0,1618 rad
posouvajici sila Tiin 0 N 0 N 0 N
posouvajici sila Ty,q. 100 N 100 N 100 N
ohybovy moment M, .. 0 Nmm 0 Nmm 0 Nmm
ohybovy moment M, . 50000 Nmm 50000 Nmm 50000 Nmm
napéti o, 509,3 MPa 509,3 MPa 509,6 MPa
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5.4 Prut obéma konci vetknuty uprostred zatiZzeny silou

Ctvrtym piikladem je prut vetknuty na obou koncich a v prostfedku zatizeny silou.

) Fs
2 i e o

A~ B c

Obrazek 5.15: Prut obéma konci vétknuty uprostied zatizeny silou

5.4.1 Analytické FeSeni

Z rovnic statické rovnovahy se ziskaji sily a momenty ve vazbach. Uloha je symetricka, takze

reakéni sily a momenty v jednotlivych vazbach jsou si rovny.
Zx:FAI+FC$:0

Fpr = Fop, =0N

>y Fay+Foy—Fg=0

> M(A): Ma—Fp-L/2+ Mc+ Fpy-L=0
My =—Mc
Vysledné vnitini G¢inky pocitané zleva:

1 € (0; L/2)

Nir=0N

_Fp 5000

Tip = Fpy — Fp = 5 5

= —2500N

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)
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F
M,,, = Fay - (L/2+ x3) — My — Fp - 29 = 73 (L)2+431) — My — Fg - a9 (5.33)

Pro vy¢isledni ohybového momentu je potfeba dopocitat moment ve vazbé A a to pomoci

Castiglianovy véty a podminky ¢4 = 0. Pak se moment rovna

_ Fg-L 50001000
8 8

My = 625000 Nmm. (5.34)

r1=0 M, =30.0-625000 = —625000 Nmm
z1=1L/2 M, =20%.500— 625000 = 625000 Nmm

z3 =0 M,,, = 299 . 500 — 625000 = 625000 Nmm

xo =L/2 M,,, = 390 . (500 + 500) — 625000 — 5000 - 500 = —625000 Nmm

orr 2

Prihyb v misté B se rovna:

1 F-L3 1 5000 - 10002

~EJ = : = 252,61 .
YB T EJ 1927 T 210000 - 490,9 192 52,613 mm (5.35)
Nominalni napéti v misté B:
M, d 625000 10
n = = == ,9MP _
=9 T qog g o 0309, 9MPba (5.36)

5.4.2 Reseni ziskané pomoci Matlabu

Hodnota prihybu v misté B:

Pruhyb v miste B je 252.627 mm.

5.4.3 Porovnani vysledka

Tabulka 5.4: Hodnoty ziskané z vypocta k prikladu 4

m Analyticky Matlab ANSYS
prihyb wp 252,613 mm 252,627 mm 253,073 mm
posouvajici sila Tiin —2500 N —2500 N —2500 N
posouvajici sila Ty,q0 2500 N 2500 N 2500 N
ohybovy moment M, . | —625000 Nmm | —625000 Nmm | —625000 Nmm
ohybovy moment M,, . 625000 Nmm 625000 Nmm 625000 Nmm
napéti oy, 6365,9 MPa 6366,2 MPa 6371,6 MPa
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5.5 Prosté uloZeny prut, uprostred zatizeny silou

Prut s podporou na obou koncich je uprostied zatiZzeny silou.

F
A ¢ Fe= 1000 N

B

Obrazek 5.16: Prosté ulozeny prut a uprostied zatiZzeny silou

5.5.1 Analytické FeSeni

7 rovnic statické rovnovahy se ziskaji sily ve vazbéach:

Y y:iFatFo—Fg=0
Uloha je symetricka, takze reakéni sily maji stejnou velikost.

Fp 1000

Fp=Fc=—=——=500N
A C 9 9
Vysledné vnitini tc¢inky pocitané zleva:
A <0;L/2>
Nr=0N
F 1000
T1:FA_TB:—:5OON
F
M,, = Fa $1=7B 1
z1 =0 MOI:@O:ONmm

x1=L/2 M, =1%0.500= 250000 Nmm

X9 € <0;L/2>
N =0N
F 1000
Tip = Fa— Fp = _TB =~~~ = 500N

F
MOH:FA'(L/2+$2)_FB'1’2:?B'(L/2+$2)—F3-x2

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)
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zo =0 M,,, = 199500 — 0 = 125000 Nmm
zo=1L/2  M,, =% (500 + 500) — 1000 - 500 = 0 Nmm

Prihyb v misté B je pocitan obdobné jako v predchozich prikladech:

1 Fg-L? 1 1000 - 10003
wp = ——= -

EJ 48 210000-490,9 48 = 202,091 mm (5.45)

Natoceni v misté podpory se vypocita pomoci prihybové ¢ary, kiivosti a dopliikového momentu.

Fp
" or 71’1+MD
— — 5.46
v T E-J (5.46)
e g+ M e 02 4 Mp -z
w':/2 o de = R O (5.47)

Protoze doplitkovy moment Mp je roven nule a natoceni w’ v misté x1 = L/2 je také rovno
nule, je mozné dopocitat integracni konstantu
Fg L* 1
4

: S (5.48)

01: EJ7

kterd se dosadi zpét do rovnice (5.47), kde se Mp = 0. Protoze je potfeba spocitat natoceni
v misté A, dosadi se z1 =0

.22 Fp I 1

PATTETT T4 4 E-J

5.49
10000 1000 10002 1 (5.49)
_ _ . . = —0,6063 rad
210000 - 490, 9 4 4 210000 - 490, 9 ’
Nominalni napéti v misté B:
M, d 250000 10

5.5.2 ReSeni ziskané pomoci Matlabu
Hodnota prihybu v misté B a natoceni v krajnich uzlech:
Pruhyb v miste B je 202.102 mm.

Natoceni v miste A je 0.6063 rad.
Natoceni v miste C je -0.6063 rad.
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5.5.3 Porovnani vysledka

Tabulka 5.5: Hodnoty ziskané z vypocti k prikladu 5

| Analyticky Matlab ANSYS
prihyb wp 202,091 mm 202,102 mm 201,91 mm
natoceni v misté podpor || 0,6063 rad 0,6063 rad 0,6068 rad
posouvajici sila Tiyin —500 N —500 N —500 N
posouvajici sila T,q0 500 N 500 N 500 N
ohybovy moment M, . 0 Nmm 0 Nmm 0 Nmm
ohybovy moment M, . | 250000 Nmm | 250000 Nmm | 250000 Nmm
napéti o, 2546,3 MPa 2546,5 MPa | 2548,7 MPa

5.6 Prut na jednom konci vetknuty, na druhém s obecnou vaz-
bou a uprostied zatiZeny silou

Poslednim prikladem je vetknuty prut, ktery je na druhém konci podepfeny a uprostred zatizeny
silou.

——

y Fe
A% B IC Fe= 3000 N

Obrazek 5.17: Vetknuty prut, na druhém konci obecné vazba a uprostfed zatiZen silou

5.6.1 Analytické FeSeni

Z rovnic statické rovnovahy se ziskaji sily a momenty ve vazbach. Uloha je staticky neurcita,
takze se pfed vy¢islenim reakénich sil, momenttt a VVU musi dopoéitat sila Fo pomoci Castig-
lidnovy véty.

Y w:Fap=0 (5.51)

> y:Fay+Fo—Fp=0 (5.52)

Fa, = Fp— Fo (5.53)

> M(A): —Ma—Fp-L/2+Fc-L=0 (5.54)

My=Fq-L—Fg-LJ2 (5.55)
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Vysledné vnitini G¢inky pocitané zprava:

x| € (0; L/2>

Nr=0N

Ty = —Fc

Mol =F0~$1

T2 € <0; L/2>

Nir=0N

T = Fp— Fo

Mon = Fo- (L/2+£L‘2)—FB-$2

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

Pro vy¢isleni vyslednych vnitinich a¢inku je potfeba dopocitat silu Fio z podminky we = 0. Sila

5Fp _ 5-3000
16 16

Feo = =937,5N.
Nyni lze dosadit do VVU

T; = —Fo = —937,5N

Trr = Fp — Fc = 3000 —937,5 = 2062, 5N

1 =0 M,, = Fc-z1 =937,5-0=0Nmm
x1=1L/2 M,, = Fc -x1 =937,5 - 500 = 468750 Nmm

zo =0 MOH:FC‘(L/Q—i—xg)—FBn:Q:
= 937,5 - 500 = 468750 Nmm

xo =L/2 M,,, =Fc-(L/2+x9) — Fp -2 =
= 937,5 - (500 + 500) — 3000 - 500 = —562500 Nmm

(5.62)

(5.63)

(5.64)
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Maximalni prihyb a natoceni v misté obecné vazby se dopocita pomoci pruhybové ¢ary. Po
ziskani prithybové ¢ary a dosazeni okrajovych podminek lze dopocitat hodnotu x, kde je natoceni
nulové a tim paddem prihyb maximalni. Hodnota maximalniho prithybu je tedy 552, 78 mm od
mista vetknuti.

— X
wmax:96.EJ>'(5'3U2+2'L2—10-L'1‘):

3000 - (1000 — 552, 78)
96 -210000 - 490, 9
= —271,133mm

~(5-552,78% + 210002 — 10 - 1000 - 552,78) = (2-09)

Natoceni v misté C se ziska derivaci rovnice prihybové ¢ary a dosazenim za x = 1000 mm.

Fp 2 2
=_ (4-I2-10-L- . -
wc W ohi ( 0 r+5-1°)
3000
=_ - (4-1000% — 10 - 1000 - 1000 + 5 - 1000?) = (5.66)
32210000 490.9 " + )
= 0,9094 rad

Nominalni napéti v misté maximéalniho ohybového momentu:

M, d 562500 10
=5 = 0s -7 = 5729, 3MPa (5.67)

On

5.6.2 ResSeni ziskané pomoci Matlabu

Hodnota maximéalniho prihybu a natoceni v misté podpory:

Maximalni pruhyb je -271.132 mm.
Natoceni v miste C je -0.9095 rad.

5.6.3 Porovnani vysledku

Tabulka 5.6: Hodnoty ziskané z vypocti k prikladu 6

| Analyticky Matlab ANSYS
prihyb wmey 271,133 mm 271,132 mm 271,506 mm
natoceni p¢ 0,9094 rad 0,9095 rad 0,9104 rad
posouvajici sila Thpin —937,5 N —-937,5 N —-937,5 N
posouvajici sila Tyax 2062,5 N 2062,5 N 2062,5 N
ohybovy moment M, . | —562500 Nmm | —562500 Nmm | —562458 Nmm
ohybovy moment M,, . 468750 Nmm | 468750 Nmm | 468766 Nmm
napéti o, 5729,3 MPa 5729,6 MPa 5734,1 MPa




Zavér

Hlavnim cilem této bakalaiské prace bylo naprogramovat algoritmus MKP pro prutové téleso,
ktery ¢tenadfi umozni ziskat hlavni informace o deformaci prutu, a poté ziskané idaje porovnat
s analytickym FeSenim a ovéfit v programu ANSYS. Tento text by mél také Ctendfi prinést
zékladni teorii pruznosti pevnosti a jeji aplikaci pii metodé koneénych prvki. Déle zde ¢tenar
najde pfrehled nejpouzivanéjsich MKP programi a programt pro védecké ucely, které by bylo
mozné vyuzit pro napsani zdrojovych kédt uvedenych v této praci.

Ve své bakalaiské praci si autorka zvolila Sest rtiznych ulozeni prutu a pro kazdé napsala
algoritmus numerického vypocétu metody konecnjch prvkia. Vysledky ziskané z této Cinnosti
jsou rozebrané v posledni kapitole této prace. Ctenai zde najde analytické feseni kazdého prutu
a porovnani vysledku s dal$imi metodami uvedené v tabulce. Z tabulek u jednotlivych priklada
je zjevna presnost jednotlivych vypoctt. Hodnoty prihybu z jednotlivych metod feSeni se lisi
v desetinidch milimetru, pouze u prutu zatizeného liniovym zatiZenim je rozdil v fadu jednotek.
Vypocet natoceni se jevi jako dost presny, protoze hodnoty se lisi az v fddu desetitisicin radianu.
Nejpresnéjsich hodnot se u vypoc¢tu dosahlo pfi pocitani vyslednych vnitfnich acinku, kde se
jediny rozdil objevil az u ohybového momentu v Sestém prikladé z feseni z ANSYSU. Lehce
rozdilné hodnoty se vyskytly i u vypoc¢tu nominalniho napéti, ale rozdil predstavoval jednotky
¢i desitky megapascald.

Zavérem lze tedy Tici, Ze presnost vysledki ziskanych z algoritmi popsanych v této praci je
velice vysoka.
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Seznam pouzitych symboli a zkratek

Symbol Rozmér Veli¢ina

a, a [mm] polovina délky prvku

d, d [mm] prameér

Cy 1] integrac¢ni konstanta

E [MPa| Youngtv modul pruznosti v tahu
5 1] délkové pretvoreni

F,FB [N] sila

Fp [N] dopliikova sila

@ [rad] natoceni

g [m/s?] gravita¢ni zrychleni

G [MPal] modul pruznosti ve smyku

v 1] uhlové pretvoreni

J, J [mm?] kvadraticky moment prufezu
l [mm)] délka prvku

L [mm] délka prutu

M [Nmm] moment

Mp [Nmm]| doplitkovy moment

Moy, M, [Nmm] ohybovy moment

p [1] Poissoniv pomér

N [mm] bazové funkce prithybu

N [N] normalova sila

0 [N/m3] objemova sila

P [J] potencial vnéjsiho zatizeni

I [J] potencialni energie

q [N/mm] liniové zatizeni

S [mm?] prufez prutu

o [MPa| normélové napéti

T [N] posuvajici sila

T [MPa| smykové napéti

u [mm] posuv

v [mm] posuv

14 [mm?] objem

w [mm] posuv

w” [mm~!] k¥ivost

w [J] energie napjatosti

(z,y,2) [m, m, m] soufadnice kartézského souradného systému
z [mm charakteristicky rozmeér prirezu
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Matice Nazev

B, B matice bazovych funkci kiivosti

0,delta  deformacéni matice prvku

€ matice pretvoreni

f prvkova matice vnéjsiho zatizeni

F,F globalni matice vnéjsiho zatizeni

F1,r1 matice vnéjsiho zatizeni s okrajovymi podminkami
k, K., Ke prvkova matice tuhosti

K K globalni matice tuhosti

K1, K1 globalni matice tuhosti s okrajovymi podminkami
N matice bazovych funkci prihybu

o matice objemového zatizeni

P matice plosného zatizeni

o matice napéti

u matice posuvil

U globalni matice neznamych parametri

Ul, ul globalni matice neznamych parametrti s okrajovymi podminkami
Zkratka Vyznam

CAD Computer Aided Design

CAE Complete Abaqus Environment

CFD Computer Fluid Dynamics

GPL General Public License

GNU GNU is Not UNIX

MKP metoda koneénych prvkt

vuT Vysoké uceni technické

VVU vysledné vnitini tcinky
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