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Uvod

Tato prace se zabyva zakladnimi pojmy bayesovské statistiky. Bayesovska sta-
tistika je jednim z odvétvi statistiky, které je v dnesni dobé popularni. Jak uz
z nazvu vyplyva, tento pristup vyuziva hlavné Bayesovu vétu. Nejistota je zde
vyjadiena pomoci podminéné pravdépodobnosti a pii vypoctech vzdy vychazime
z tzv. apriorniho rozdéleni. Lze tedy spojit vice zdroju informaci (apriorni infor-
maci a data samotnd) o dané udélosti v jednom vypoctu.

V této préci se sezndmime s pojmem bayesovskd statistika a dozvime se jeji
vyhody ¢i nevyhody a proc je tak oblibena. Piipomeneme si zakladni tvar Ba-
yesovy véty aplikované na konkrétnim ptikladu, podivame se na obecny postup
bayesovské inference a seznamime se s novymi pojmy, které se v této oblasti
uzivaji, jako je napiiklad konjugované apriorni rozdéleni.

Hlavni ¢asti této prace jsou odhady parametru vybranych rozdéleni pravdépo-
dobnosti. Budeme odhadovat parametr 6 u binomického rozdéleni Bi(n,0) a pa-
ramer g u normdlntho rozdéleni N (u,0?).

V kapitolach, kde se budeme vénovat danym rozdélenim, si vzdy uvedeme
apriorni rozdéleni odhadovaného parametru a poté odvodime i aposteriorni rozdé-
leni. Nabyté znalosti z této ¢asti si ukazeme na prikladech s realnymi daty, kde
inferenci provedeme pomoci statistického softwaru R. Ten je uzivan pro statistické
a grafické analyzy, umoznuje manipulovat s daty, provadét ruzné vypocty nebo
grafické vystupy. Jednd se jak o prostiedi, tak i o programovaci jazyk. V oboru se
samoziejmé uzivaji i jiné softwarové néstroje, jako napiiklad Python. Seznamit se
s R v kontextu bayesovské statistiky ale neni ztrata casu, protoze je ve statistické

komunité oblibeny.



Kapitola 1

Seznameni s bayesovskym
pristupem

V prvni kapitole se seznamime s bayesovskou metodikou, dozvime se jeji
vyhody a nevyhody, pro¢ je v dnesni dobé oblibena a v ¢em se lisi oproti kla-
sickému piistupu. V této kapitole jsem cerpala ze zdroju [3], [10], [L1], [11], a
21].

Ve statistice muzeme vyuzit dvou hlavnich piistupu, klasické (frekventistické)
statistiky nebo bayesovské statistiky. Bayesovsky pristup uzivé apriorni informaci
o datech. Bayesova véta nam dovoluje vyuzit oba zdroje informaci (data i apriorni
informaci) a potom se dale ,ucit* z predchozi zkusenosti. Napiiklad aposteriorni
pravdépodobnosti, resp. aposteriorni rozdéleni, muzeme v dalsim kroce vyuzit
jako apriorni. Bayesovsky piistup je vybornou alternativou i v situacich, kdyz si
jiny ptistup neumi poradit s malym rozsahem vybéru.

Protoze ve statistice pracujeme vzdy s nejistotou, musime ji umeét vyjadrit i
pro toto odvétvi. K vyjadreni nejistoty bayesovsky piistup vyuziva podminénou
pravdépodobnost, kterd se pfiblizuje k béznému uziti slova pravdépodobnost
(slovo ,pravdépodobnost“ u klasického pfistupu je bréno jako objektivni vlast-
nost). Nejistotu lze vyjadiit piimo pomoci rozdéleni pravdépodobnosti, coz je pro
nas vyhodné. Rozdéleni pravdépodobnosti nam tikd, jaké jsou pfijatelné hodnoty
pro parametr rozdéleni, ktery nas zajima. Tedy parametr, ktery chceme odhad-

nout.



Muzeme samoziejmeé najit i nevyhody tohoto pristupu. Bayesovska statistika,
jak jiz bylo zminéno vyse, vzdy pozaduje znalost apriorniho rozdéleni. Musime
vzit v uvahu néco, co bylo jesté pred tim, nez jsme ziskali data. Apriorni rozdéleni
tak vlastné vyjadiuje nasi nejistotu o uréitém parametru. Ta muze byt bud ob-
jektivni nebo subjektivni. Kdyz je apriorni informace k dispozici, bayesovsky
pristup nam ji umozni efektivné vyuzit, coz u tradicniho pristupu ¢asto nejde.
Apriorni informaci muzeme ziskat naptiklad ze zkuSenosti. Ztejmé se ale nevy-
hneme ur¢itému vlivu subjektivity. Za dalsi nevyhodu muzeme povazovat to, ze
vysledek analyzy muze byt komplexnéjsi, nez kdyz pouzijeme tradiéni pristup.
Také vypocty jsou slozitéjsi a tézsi.

Statistickd inference nam pomaha se rozhodnout, cemu vérit. Spoléhame pri-
tom na data z pozorovani. Na zakladé téchto dat se ale nase presvédceni muze
zmeénit. Predstavme si naptiklad minci. Mince ma dvé strany, tudiz véiime, ze
mame pravdépodobnost rovnu 1/2, ze nam padne hlava. Ale co kdyz z 10 pokusu
padnou 3 hlavy?

V této oblasti statistiky je parametr, ktery nas zajima, povazovan za nahodny
a data jsou pevné stanovena. To je vSak naopak, nez u klasického ptistupu, kde
parametr je pevné dan a data jsou bréana jako nahodna.

Bayesovska statistika je v dnesni dobé popularni. Bayesovské metody kombi-
nuji mnoho zdroju informaci v jednom modelu a pro vypocet ¢i simulaci aposte-
riorntho rozdéleni se dé ¢asto vyuzit technika Markovovych tetézcu Monte Carlo,
¢imz se vyhneme slozitému odvozovani. To nam umoznuje konstruovat sofistiko-
vané statistické modely, které budou odréazet spletitost parametru, které budeme

chtit odhadnout.

1.1. Bayesova véta

Méjme jevy A a B, které prezentuji néjaké udalosti. Podminénou pravdépo-

dobnost!
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jevu A za podminky jevu B, jestlize P(B) > 0, definujeme vztahem

P(A|B) = w. (1.1)

V kontextu bayesovské statistiky chapeme prvky vyse uvedeného vztahu nasledovneé:
e P(A)je marginalni pravdépodobnost jevu A, neboli apriorni pravdépodobnost

e P(A|B) je podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky jevu B | neboli

aposteriorni pravdépodobnost

e P(B|A) je podminénd pravdépodobnost jevu B za podminky jevu A, kterd

se nazyva vérohodnost
e P(B) je marginalni pravdépodobnost jevu B.
Vétsinou je vhodné pracovat s vétou o tplné pravdépodobnosti, kterd ma v nej-
jednodussim pripadé tvar
P(B) = P(A)P(BJA) + P(A°)P(B|A9).

Kdyz na jmenovatele vztahu 1.1 aplikujeme vétu o tplné pravdépodobnosti, do-

staneme Bayesovu vétu

P(B|A)P(A)
P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|Ac)’

P(A|B) =

Podivejme se na piiklad, ktery byl prevzaty z [17], str. 112 a 114.

Piiklad 1 (Test HIV/AIDS): Budeme provadeét testy na HIV/AIDS. Vime,
ze tento test ma vysokou jak specificitu (pravdépodobnost, ze test vyjde nega-
tivni, kdyz je ¢lovék zdravy), tak senzitivitu (pravdépodobnost, Ze test vyjde
pozitivni, kdyz je ¢lovék nemocny). Senzitivita i specificita jsou rovny 0,99. To
znamena, ze test ze 100 nemocnych lidi odhali nemoc u 99 z nich a ze 100 zdravych

urci (chybné) jednoho jako nemocného. Predpokladejme, ze pocet nakazenych lidi

Vice o podminénych hustotdch a podminénych rozdélenich obecné je uvedeno ve skriptu

[5]-
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v populaci je 0,4 % (prevalence nemoci). Otézka tedy zni, jaka je pravdépodobnost,
ze je clovék infikovany, kdyz mu test vysel pozitivni?

Uz ze zadani muzeme vycist mnoho informaci. Oznacme jevy:
e @ ...pozitivni vysledek testu
e © ...negativni vysledek testu (doplnék k @)
e N ...nemocny clovék
e 7 ...zdravy clovék (doplnék k N)
Déle vime:
e P(6]Z) =099
e P(|N)=0,99

e P(N) = 0,004

e P(®|Z)=1-P(5|Z)=0,01
e P(Z)=1— P(N) = 0,99
a zajiméa nds P(N|®). Dosadme do Bayesovy véty:

P(®|N)P(N) B 0,99 x 0,004 B
(®IN)P(N) + P(®]|Z)P(Z) ~ 0,99 x 0,004 + 0,01 x 0,996

P(N|®) = Iz

= 0,2845.

Odpovéd na otézku tedy je, Ze kdyz je test pozitivni, ¢lovék je nemocny jen
s pravdépodobnosti 28,45%. Ptestoze specificita a senzitivita testu jsou vysoké
a test by se nemél moc mylit, ovlivnila ho nizkd prevalence, a tim nam vzniklo
mnoho fale$né pozitivnich vysledku testu.

Vypocet v R je ovséem mnohem jednodusi. Potfebujeme k tomu pouze kni-

hovnu LaplacesDemon [19].
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library(LaplacesDemon)
aprior = c(0.004,1-0.004)
c(0.99,1-0.99)

verohodnost

asposterior = BayesTheorem(aprior,verohodnost)

> asposterior
[1] 0.2844828 0.7155172
attr(,"class")

[1] "bayestheorem"

Prvni vysledek vystupu kédu je presné situace, kterou jsme spocitali vyse. Druhy

vysledek vystupu je pro piipad, kdy P(Z|®).

1.2. Postup bayesovské inference

Meéjme datovou sadu y (proménné oznaceny tuéné vyjadiuji ndhodny vybér).
Chceme udélat zavér o neznamé hodnoté 6, coz muze byt napriklad néjaky pa-
rametr rozdéleni, chybéjici data, prediktivni hodnoty a tak dale. Bayesovska sta-
tistika zacina, jako klasicka statisticka analyza, specifikaci modelu.

Z bayesovského pohledu je € neznama, takze bychom méli mit rozdéleni pravde-
podobnosti, které zobrazuje nasi nejistotu o hodnotach tohoto parametru, nez
jsme dostali data. To znamend specifikovat apriorni rozdéleni vyjadiené hustotou
p(0).

Vérohodnostni funkce, symbolicky vyjadiena pomoci podminéné hustoty p(y|6),

dohromady s apriornim rozdélenim, tvofi model uplné pravdépodobnosti

p(y,0) = p(y|0)p(0).

Kdyz uzijeme Bayesovu vétu, dostaneme podminéné rozdéleni pravdépodob-

nosti pro parametr 6, ktery chceme odhadnout, vzhledem k datum vy,

~— p@)p(ylo)
p(0ly) = = 000100 o< p(0)p(ylo), (1.2)
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p(fly) se nazyvéa aposteriorni rozdéleni pro #. Symbol o< znaéi proporcionalni

vztahy, tedy rovnost az na nasobek kladnou konstantou. Pro ndhodny vybér

Yy ={y1,....yn} plati p(y|0) = [TiL, p(v:|0).

1.3. Konjugované apriorni rozdéleni

Vybér relevantniho apriorniho rozdéleni je v bayesovské statistice dulezity.
Jestlize je apriorni infomace o datech ¢i modelu k dispozici, méla by byt pouzita
ke stanoveni apriornitho rozdéleni. Protoze vybér apriorniho rozdéleni ma vliv
na vysledek nasich vypoctu, mél by byt tento krok provadén s urcitou opatrnosti.

7 vypoctového hlediska je nejvhodnéjsi apriorni rozdéleni to, které néjakym
zpusobem napodobuje strukturu vérohodnosti, apriorni a aposteriorni rozdéleni
zustanou ve stejné ,rodiné* rozdéleni. Takové apriorni rozdéleni nazyvame kon-
jugované k vérohodnosti.

Konjugované apriorni rozdéleni existuje ovsem pouze pro malo typu vérohodnos-

ti. V nasledujici tabulce muzeme vidét priklady konjugovanych apriornich rozdéleni.

Rozdéleni y Parametr Konjugované apriorni
rozdélent
binomické pravdépodobnost tspéchu beta
poissonovo stfedni hodnota gama
exponencialni prevracena stiedni hodnota gama
normalni (0% zndmé) stfedni hodnota norméalni
normalni (p zndmé) rozptyl inverzni gama

Tabulka 1.1: Vybrana konjugovana apriorni rozdéleni k vérohodnosti.

1.4. Inference pro binarni data

Inferenci pro binarni data muzeme krasné pochopit na ,Skolnim* piikladu
s minci.
Piiklad 2 (Hod minci): Uvazujme, ze v krabici jsou 3 mince. Prvni je falesna,

tedy pravdépodobnost, ze padne hlava, je 0,25. Druha mince je spravedliva, to
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znamena, ze pravdépodobnost padnuti hlavy je stejné jako pravdépodobnost pad-
nuti orla, 0,5. Treti mince je zase falesna, ale tentokrat je pravdépodobnost pad-
nuti hlavy 0,75. Nahodné vybereme minci a jednou hodime, dostaneme hlavu.
Jaka je pravdépodobnost, ze jsme vybrali tfeti minci?

Ozna¢me nahodnou velicinu y, kterd bude vyjadifovat pocet uspéchu, tedy
pocet padnuti hlavy, na minci. Padnuti hlavy v pokuse odpovida realizaci nahodné
veliciny y = 1. Necht 6 udava pravdépodobnost padnuti hlavy: 6 € (0,25;0,5;0,75).
Apriorni pravdépodobnost se pak rovnd p(0 = 0,25) = p( = 0,5) = p(f =
0,75) = 1/3.

Tento vybér méa binomické rozdéleni s parametry 1 a 6, kde 1 je pocet pokusu

a € (0,1) je pravdépodobnost vybéru mince,
ylO ~ Bi(1,0).

Specialné bychom mohli hovofit i o alternativnim rozdéleni s parametrem 6.
Vérohodnost, odpovidajici vlastné pravdépodobnostni funkci y pri daném 6, je

ve tvaru

p(ylo) = 0"(1 —0)' .

Vypocet aposteriorniho rozdéleni parametru 6 neni nijak slozity, pro vsechny
ti pripady hodnoty 6 by vypadal stejné, jen by se ménila vérohodnost. Ukézeme si
tedy vypocet pro tieti minci, kdy 6 = 63 = 0,75. Nejprve spocitame pravdépodob-

nost p(y = 1) z pravdépodobnostni funkce pomoci Bernoulliho schématu,

ply=1) = G)Hl(l —0) =0'=0.

Ted muZeme piejit k vypoctu toho, co nds zajima nejvice, a to podminéného
rozdéleni p(f|y = 1),
p(y = 1[63)p(6s)

p(lsly=1) = p(y = 1163)p(0s) + p(y = 1|62)p(0:) + p(y = 1|61)p(61) -

EN NI
DO | —

Wl
|

o
W=
+
_l_
N[
Wl

—_
ot



kde p(6;) znaci pravdépodobnost padnuti hlavy na prvni minci, p(6s) na druhé a

p(0s) na treti minci.

Vypocet v R provedeme obdobné jako u prikladu v podkapitole 1.1

library(LaplacesDemon)

apriorni_pst_theta = c(rep(1/3,3))

verohodnost_theta = ¢(1/4,1/2,3/4)
asposteriorni_pst_theta = BayesTheorem(apriorni_pst_theta,

verohodnost_theta)

> asposteriorni_pst_theta
[1] 0.1666667 0.3333333 0.5000000
attr(,"class")

[1] "bayestheorem"

V nasledujici tabulce muzete vidét vysledky pro vSechny mince.

[Mince | 8 [ p(0) [ ply =1]0) [ p(0]y = 1) |

1 1025]033] 025 0,167
2 1050[033| 050 0,333
3 1075]/033] 0,75 0,500
| > |150]100] 15 [ 1,00 |

Z tabulky muzeme vidét, ze pravdépodobnost, ze jsme hézeli prvni minci, jestlize
padla hlava, je 16,7% a pravdépodobnost, ze jsme hazeli druhou minci, je priblizné

33,3%.

1.4.1. Aposteriorni prediktivni rozdéleni

Prediktivni aposteriorni rozdéleni pro nové pozorovani y* je dano vztahem

p(y'ly) = /O;p(y*ly,@)p(my)d@.
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Za ptredpokladu, ze minulé a budouci pozorovani jsou nezavisla na 6, uvedeny

vztah muzeme zjednodusit,

pl'ly) = [ pl10)p(6ly)de.

Pro diskrétni ptipady € jsou integraly nahrazeny souctem,

(YY) ZIE:ZKyﬂHJiKGAy), (1.3)

kde p(6;]y) muzeme uvazovat jako ,aposteriorni vahy*.
Vratme se k Pifkladu 2. Uvazujme, Ze chceme piedpovédét pravdépodobnost
toho, ze v dalsim hodu padne zase hlava. To jednoduse obdrzime pomoci vztahu

1.3.

ply" =1y =1)=> 0pbily =1) =

i=1
= (0,25 x 0,167) + (0,50 x 0,333) + (0,75 x 0,500) = 0,5833.
V R-ku spoc¢itame pomoci 2 radku:

apr.pst = asposteriorni_pst_thetal[1:3]

sum(verohodnost_theta*apr.pst)

> sum(verohodnost_thetaxapr.pst)

[1] 0.5833333

1.4.2. Sekvenc¢ni uceni

Meéjme data y; ve formé ndhodného vybéru. Z aposteriorniho rozdéleni p(6|y; )
uvazujeme dalsi data vy,. Aposteriorni rozdéleni zalozené na ¥y, a ¥y vypada

nasledovné,

p(0|y1,y2) o< p(y210) x p(0ly:).

Vysledné aposteriorni rozdéleni je stejné, i kdyz dostaneme data y; a y» soucasné,

p(0y1, y2) o< p(y1, y210) x p(0).
17



Je dulezité si uvédomit, ze nynéjsi aposteriorni rozdéleni parametru 6 je bu-
douci apriorni rozdéleni tohoto parametru.

Navazme opét na Piiklad 2. Ted budeme uvazovat, Ze jsme po datech y; = 1
pozorovali jesté data y, = 1 (tedy vysledkem hodu ndhodné zvolenou minci je
opét hlava) a budeme pozorovat zménu nasi duvéry. Vypocet provedeme zase pro

treti minci a budeme vychéazet z néasledujici tabulky.

| Mince | 6 | p(d) | ply =1[0) |
1 [025[0167| 025
2 10500333 | 0,50
3 10,750,500 | 0,75
| > |150] 1,00 | 150 |

1) - p(y2 = 1|03)p(63) _
Plalye =1) = p(y2 = 1|63)p(03) + p(y2 = 162)p(6) + p(y2 = 161)p(61)

B 0,75 x 0,5
T 0,75 % 0,5+ 0,50 x 0,33 + 0,25 x 0,167

= 0,644.

Obdobné bychom dopocitali vysledky pro zbylé dvé mince. Ty vypocitame ale

pomoci jednoho jediného fadku v R, protoze vsechny hodnoty mame ulozené

vvvvvv

BayesTheorem(apr.pst,verohodnost_theta)

> BayesTheorem(apr.pst,verohodnost_theta)
[1] 0.07142857 0.28571429 0.64285714
attr(,"class")

[1] "bayestheorem"

Rozdil, ktery nam vysel mezi ruénim vypoctem a vypoctem v R pro tieti minci

~ /v

Puvodni tabulku muzeme tedy rozsitit o nase vysledky:.
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[Mince [ 0 [ p(6) [ply=1]0) [ p(fly=1) |

1 [025[0167] 025 0,071
2 1050033 0,50 0,286
3 10,750,500 0,75 0,643
| > |150]100] 150 [ 1,00 |

Po hozeni druhé hlavy je zde 64,3% pravdépodobnost, ze jsme hézeli tieti minci

a pouze 7,1% pravdépodobnost, ze jsme vybrali prvni minci.
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Kapitola 2

Bayesovské metody pro
binomické rozdéleni

Tato kapitola se vénuje bayesovskym metodam tam, kde nase data maji bi-
nomické rozdéleni. To znamena, ze kazdé pozorovani muze skoncit pouze jednim
ze dvou vysledku. Hodnoty téchto pozorovani jsou nomindlni. To znamena, ze je
nelze usporadat a nemaji ani zadny ¢iselny vyznam. Parametr 6 pak odpovida
pravdépodobosti vyskytu daného jevu pii realizaci ndhodného pokusu, resp. jeho
proporci v dané populaci. Piikladem této situace je proporce narozenych holcicek
ze v8ech narozenych déti, proporce zmetku v ramci vyrobku na vyrobni lince nebo

vees

V této kapitole jsem cerpala z [10] a [21].

2.1. Inference proporci

2.1.1. Vérohodnost

Predstavme si, ze mame n pokusu, napiiklad hodu minci. Z toho dostaneme
n pozorovani yi, ..., y,, kde y; muze nabyvat pouze dvou hodnot, které muzeme
oznacit jako 0 a 1, kde y = 1 bude znacit padnuti hlavy a y = 0 padnuti orla.
Predpokladejme, Ze pokusy jsou vzajemné nezavislé. S nezndmym parametrem

0, ktery znaci pravdépodobnost tispéchu (padnuti hlavy), nés tyto predpoklady
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vedou k binomické vérohodnosti
p(rin,0) = (n) " (1—0)"""x 0 (1—0)""", (2.1)
r

kde r =3, v;.

Pravdépodobnost padnuti hlavy na minci dostaneme z pravdépodobnostni
funkce p(y = 1|0) = f(#). Budeme predpokladat, ze funkce f(6) je identita,
v tom pripadé dostaneme p(y = 1|0) = 6. Jev, ze padne orel, je dopliikem k jevu,
kdy padne hlava, tedy p(y = 0]#) = 1 — 0. Kdyz predchozi uvahy shrneme do

jednotného vyjadreni, dostaneme vyraz
p(yl6) oc (1 — )"~

proy € {0,1} a 8 € (0,1) (provadéli jsme pouze jeden pokus, to tedy od-
povidd podminéné pravdépodobnostni funkci alternativniho rozdéleni). Tento
vztah pritom odpovida vztahu (2.1), ktery je pouze zobecnény pro n pokusu
s r uspéchy.

Vérohodnost je funkce parametru 6 pii pevné danych hodnotach y, takze
roli proménné hraje €. Vérohodnostni funkce je funkce spojitého parametru,
zatimco binomické rozdéleni je diskrétni. Navic vérohodnostni funkce nevyjadiuje

rozdéleni pravdépodobnosti. Piedstavme si naptiklad, ze y = 1. Potom

1 1
/ 6v(1 — 0)\vd — / 0d0 = 0,5 # 1,
0 0
a jak vime, tak pro hustotu rozdéleni pravdépodobnosti musi platit, ze
/ f(z)dz =1.

Je dulezité si uvedomit, ze stejné vyjadieni dané funkce muze znamenat néco
jiného. Pro pevné dané 6 jde o rozdéleni pravdépodobnosti, zatimco pri pevné

danych hodnotach y jde o vérohodnostni funkei.
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2.1.2. Apriorni rozdéleni

K odhadu parametru budeme potiebovat néjakou apriorni informaci. V prin-
cipu muzeme uzit jakékoli rozdéleni pravdépodobnosti, ale jestli chceme vyuzit
Bayesovu vétu, méli bychom splnit urcité pozadavky.

Jako prvni by bylo dobré, kdyby nam soucin p(y|@) a p(6) (coz je citatel v Ba-
yesoveé véte) dal funkei ve stejném tvaru (jinak feceno, aby vysledné rozdéleni bylo
ze stejné rodiny rozdéleni) jako p(#). Kdyz se tak stane, potom apriorni a aposte-
riorni rozdéleni jsou popsana funkcemi lisicimi se pouze hodnotami parametru.
To nam umoznuje pridavat dalsi data a odvozovat dalsi aposteriorni rozdélent,
které ma zase stejny tvar. Nezdlezi na tom, kolik dat zahrneme, potad budou
apriorni a aposteriorni rozdéleni pochazet ze stejné rodiny rozdéleni.

Zadruhé chceme, aby jmenovatel Bayesovy véty Sel vypocitat analyticky. To
také zalezi na tom, v jakém vztahu jsou rozdéleni, kterym odpovidaji funkce
(hustoty, resp. pravdépodobnostni funkce) p(y|6) a p(6).

Kdyz tyto funkce zkombinujeme tak, ze aposteriorni rozdéleni bude ze stejné
rodiny jako apriorni, potom to znamend, ze p(6) je konjugované apriorni rozdélent
k p(y|f). To je vyhodné, protoze se ndm tim vypocet velmi usnadni. Hleddme tedy
takové rozdéleni parametru 6, které bude konjugované k binomické vérohodnostni
funkei.

Kdyz neméme k dispozici zadna data, véiime, ze vSechny hodnoty 6 jsou stejné
pravdépodobné (coz je nerealistické). Potom by mél mit parametr 6 rovnomérné
rozdélent,

0 ~ Ro(0,1).

Takové apriorni rozdéleni se nazyva neinformativnf'. Pro rovnomérné apriorni
rozdéleni plati, ze p(f) = 1 na intervalu (0,1) a p(#) = 0 jinde. Aposteriorni

pravdépodobnost potom v tomto pripadé vypada nasledovneé,

p(@|r,n) < 0"(1 — )" x 1.

! Existuje mnoho neinformativnich rozdéleni, kterd se daji vyuzit i u dat s jinym rozdélenim.
Jde o plochd rozdéleni. Vétsinou muzeme pouzit konjugovand apriorni rozdéleni a vhodnou vol-
bou parametru je ucinit neinformativnimi. Neinformativni{ apriorni rozdéleni pouzijeme tehdy,
kdyz o parametru, ktery chceme odhadnout, nic nevime.
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Toto vyjadreni ma formu beta rozdéleni
Beta(r +1,n —r+1).2 (2.2)

Abychom mohli vyuzit toho, ze mame k dispozici apriorni informaci, je dobré

pouzit jako apriorni rozdéleni beta rozdélent,
p(0) < 071 (1 — 0)"~!  Beta(a,b),

abychom mohli urcit, které hodnoty parametru # jsou vice pravdépodobné a které
méné. Parametry a a b jsou ekvivalentni k pozorovani a — 1 ispéchu v a + b — 2
pokusech.
Kdyz zkombinujeme tuto apriorni informaci s binomickou vérohodnosti, do-
staneme aposteriorni rozdéleni,
p(r,n|@)p(d)  67(1 — )" x le=D(1 — g)b—1

U R Bla, b)p(r.n) -

6r+a—1(1 _ e)n—r—l—b—l
~ Bla.bp(rn)

~ Beta(r +a,n —r+1b), (2.3)

kde
B(a,b)p(r,n) = B(r + a,n —r +b). (2.4)

Dostali jsme opét beta rozdéleni. To znamend, ze apriorni rozdéleni je konju-
gované k vérohodnosti, protoze je ze stejné rodiny rozdéleni jako aposteriorni
rozdéleni.

Beta(a,b) rozdéleni m4 stfedni hodnotu

a
B(6) = — (2.5)
a rozptyl
ab
var(0) = .
O) = oo+ 1)
2Beta(a,b) rozdéleni ma hustotu p(d) = %, kde parametry a,b > 0. B(a,b) je

normaliza¢ni konstanta, kterd zajisfuje, Ze oblast pod hustotou bude rovna 1. Jinymi slovy,
Bla,b) = [, 6°~1(1 — 0)>~dp.
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Odtud stredni hodnota aposteriorniho rozdéleni,

r+a

E(9|Ta”) = m,

(2.6)

kterou budeme pouzivat jako odhad parametru 6. Jde tzv. o bodovy odhad apo-
steriorni stfedni hodnotou.

Jesteé je dulezité zminit, ze Beta(1, 1) rozdéleni je ekvivalentni s rovnomérnym
rozdélenim Ro(0, 1), takze i v tomto piipadé jde o konjugované apriorni rozdélent
k vérohodnosti.

Pomoci kédu v R se muzeme podivat, jak vypada beta rozdéleni pro ruzné
parametry. Pouzijeme zde balicek ggplot2[23] pro vizualizaci grafu gridExtra [2],
ktery nam umozni vykreslit vice grafu do jednoho okna. Kéd muze vypadat

napiiklad nasledovné.

library(ggplot2)
library(gridExtra)

x1 = seq(0,1,0.01)

h.betal = dbeta(x1,0.25,0.25)
h.beta2 = dbeta(x1,1,1)
h.beta3 = dbeta(x1,3,8)
h.beta4 = dbeta(x1,20,20)

y = t(matrix(c(h.betal, h.beta2, h.beta3, h.betad), byrow = T,

nrow = 4))

gg.b.1= ggplot(data.frame(xl,h.betal), aes(xl)) +
geom_line(aes(y = h.betal), colour = "firebrickl", lwd = 2) +
xlab("x") + ylab("dbeta(x,0.25,0.25)") +
ggtitle("Beta(0.25,0.25)")

gg.b.2 = ggplot(data.frame(xl,h.beta2), aes(xl)) +
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geom_line(aes(y = h.beta2),colour = "firebrick4", lwd = 2) +
xlab("x") + ylab("dbeta(x,1,1)") + ggtitle("Beta(1,1)")

gg.b.3 = ggplot(data.frame(xl,h.beta3), aes(xl)) +
geom_line(aes(y = h.beta3), colour = "lightsalmon3", lwd = 2) +
xlab("x") + ylab("dbeta(x,3,8)") + ggtitle("Beta(3,8)")

gg.b.4 = ggplot(data.frame(xl,h.betad), aes(xl)) +
geom_line(aes(y = h.betad4), colour = "lightpink4", 1lwd = 2) +
xlab("x") + ylab("dbeta(x,20,20)") + ggtitle("Beta(20,20)")

grid.arrange(gg.b.1, gg.b.2, gg.b.3, gg.b.4, ncol = 2)

Hustoty rozdéleni s jednotlivymi parametry muzeme vidét na obrazku 2.1.

Z grafu vpravo nahote vidime, ze opravdu Beta(1,1) odpovida rozdéleni Ro(0,1).

Beta(0.25,0.25) Beta(1,1)
‘ r 1.50-
4-
1.25-
o
N 3- =
o —
o !
a3 X
3 E 1.00 -
T2 8
° T
Q
©
0.75-
1-
' ' ' ' ' 0.50- ' ' ' '
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X X
Beta(3,8) Beta(20,20)
3- 5-
4-
o2 8
@ o ®”
£ 5
2 o 2-
o e}
1- kel
1-
0- 0-
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X X

Obrazek 2.1: Beta rozdéleni pro ruzné hodnoty parametru a a b.
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2.2. Priklad na realnych datech - odhad parame-
tru 0

Ukazme si bayesovskou inferenci pro parametr 6 binomického rozdéleni na pti-
kladu s redlnymi daty. Data pochézeji z internetové stranky Kaggle [9]. Data
s nazvem food choices obsahuji odpovédi studentt z Mercyhurst University a
zahrnuji informace o preferencich v jidle a pohybovych aktivitach. Tento datovy
soubor o zivotnim stylu obsahuje 125 pozorovéani a 61 proménnych. My se budeme
vénovat pouze proménné sports.

Tato proménna vyjadiuje, jestli studenti sportuji. Hodnoty této proménné
jsou tedy 1 (Ano) a 2 (Ne). Je zfejmé, ze tato proménnd ma binomické rozdélent,
s parametry n = 125 a 6 neznamym. Ten se budeme snazit odhadnout. Jako
priznivé vysledky budeme chapat odpovédi, kde studenti uvedli, ze sportuji, tzn.
hodnoty 1 u proménné sports.

Protoze neméame k dispozici apriorni informaci, pouzijeme pro parametr 6
rovnomeérné rozdéleni Ro (0,1) = Beta(1,1). To pro nds znamena, ze vyuzijeme

vztah (2.2).

n = length(b$sports)

r = length(b$sports[b$sports==1])
a=1

b=1

apr.E = a/(a + b)

>n
[1] 125
> r
(11 77

> apr.E
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[1] 0.5
> apost.a
[1] 78
> apost.b
[1] 49

Spocitali jsme si, kolik je zde pozorovani a kolik jich je pro nas ptiznivych
(studenti sportuji). Vysli jsme z toho, ze parametry a = 1 a b = 1. Pomoci
vztahu (2.5) jsme si spocitali apriorni stfedni hodnotu, kterd vysla 1/2. Potom
jsme vypocitali parametry pro aposteriorni beta rozdéleni pomoci vztahu (2.2).
Nase aposteriorni rozdéleni parametru 0 tedy odpovida Beta(78;49). Jednotliva
rozdéleni (apriorni, vérohodnost, aposteriorni) si muzeme vykreslit, viz Obrézek

2.2.

library(grid)

x1 = seq(0,1,0.01)

apr.beta = dbeta(xl, a, b)

ver.beta = dbinom(r, n, x1)

apost.beta = dbeta(xl, apost.a, apost.b)

y = t(matrix(c(apr.beta, ver.beta, apost.beta),

byrow = T, nrow = 3))

apr.b = ggplot(data.frame(xl, apr.beta), aes(xl)) +
geom_line(aes(y = apr.beta),
colour = "darkolivegreenl", lwd=1.3) +
xlab("x") + ylab("dbeta(x, 1, 1)") + ggtitle("Beta(1,1)")
ver.b = ggplot(data.frame(xl, ver.beta), aes(xl)) +
geom_line(aes(y = ver.beta),

colour = "darkolivegreen3", lwd=1.3) +
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xlab("x") + ylab("dbinom(x, 77, 125)") +
ggtitle("Bi(77,125)")

apost.b = ggplot(data.frame(xl, apost.beta), aes(xl)) +
geom_line(aes(y = apost.beta),
colour="darkolivegreen", lwd=1.3) +

xlab("x") + ylab("dbeta(x, 78, 49)") + ggtitle("Beta(78,49)")

graf = grid.arrange(apr.b, ver.b, apost.b, ncol = 1)

Beta(1,1)
1.50 -
g 125-
-
X
& Loo-
(]
Q
T 0.75-
050- ! ; ) )
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X
Bi(77,125)
9 0.06-
-
g
% 0.04-
€
2 0.02-
£
o
OOO- ' ' ' ' '
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X
Beta(78,49)
& 75-
<
o]
™~ 50-
=
o]
5]
L 25-
©
0.0- ' ' ' ' '
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

X

Obrazek 2.2: Jednotlivé hustoty apriorniho rozdéleni, vérohodnosti a aposteri-
orniho rozdéleni. Vychézime z apriorniho rozdéleni Ro(0,1) = Beta(1,1).

Bodovy odhad parametru 6 ziskdme pomoci stiedni hodnoty aposteriorniho

beta rozdéleni. Pouzijeme tedy vztah (2.6).
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apost.E = (apost.a)/(apost.a + apost.b)
round(apost.E, 4)

> apost.E

[1] 0.6141732

> round(apost.E, 4)
[1] 0.6142

Vysledek tedy muzeme interpretovat tak, ze 61,42 % studentu této univerzity
sportuje.

Krok s vypoc¢tem parametru aposteriorniho rozdéleni jsme v tomto pripadé
mohli v podstaté vynechat a mohli jsme rovnou dosadit do vztahu pro aposteri-
orni stfedni hodnotu.

Muzeme si zkusit zménit apriorni rozdéleni a podivame se, jak se zméni apo-
steriorni rozdéleni, respektive bodovy odhad. Pracujme napiiklad s rozdélenim

Beta(50,20). Postup budeme opakovat, budeme ale vychazet ze vztahu (2.3).

a2 = 50

b2 = 20

apost.a.2 = r + a2
apost.b.2 = n - r + b2

> apost.a.2
[1] 127
> apost.b.2
[1] 68

Aposteriorni rozdéleni m4 ted tvar Beta(127,68). Opét si nechdame vykreslit jed-

notlivé rozdéleni. Podivejme se tedy na jednotlivé hustoty (Obrazek 2.3).

apr.beta2 = dbeta(xl, a2, b2)

dbinom(r, n, x1)

ver .beta?2
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apost.beta2 = dbeta(xl, apost.a.2, apost.b.2)

y = t(matrix(c(apr.beta2, ver.beta2, apost.beta2),

byrow = T, nrow = 3))

apr.b.2 = ggplot(data.frame(xl, apr.beta2), aes(xl)) +
geom_line(aes(y = apr.beta2),
colour = "darkolivegreenl", lwd=1.3) +
xlab("x") + ylab("dbeta(x, 50, 20)") + ggtitle("Beta(50,20)")
ver.b.2 = ggplot(data.frame(xl, ver.beta2), aes(xl)) +
geom_line(aes(y = ver.beta2),
colour = "darkolivegreen3", lwd=1.3) +
xlab("x") + ylab("dbinom(x, 77,125)") +
ggtitle("Bi(77, 125)")
apost.b.2 = ggplot(data.frame(xl, apost.beta2), aes(xl)) +
geom_line (aes(y=apost.beta2),
colour = "darkolivegreen", lwd=1.3) +

xlab("x") + ylab("dbeta(x,127, 68)") + ggtitle("Beta(127,68)")

grid.arrange(apr.b.2, ver.b.2, apost.b.2, ncol = 1)

Z obrazku 2.3 z grafu pro apriorni rozdéleni vidime, Zze jsme pocitali s tim, ze
studenti nejcastéji sportuji s modem rozdéleni 0,72. Vérohodnost vypadéa porad
stejné. Zménilo se i aposteriorni rozdéleni. Spocitejme tedy aposteriorni stiedni

hodnotu.

apost.E.2 = (apost.a.2)/(apost.a.2 + apost.b.2)
round (apost.E.2, 4)

> apost.E.2
[1] 0.6512821
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Beta(50,20)

dbeta(x,50,20)
» (o2}

N
'

o
'

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Bi(77,125)
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X

Obrazek 2.3: Jednotlivé hustoty apriorniho rozdéleni, vérohodnosti a aposteri-
orniho rozdéleni. Vychézime z apriorniho rozdéleni Beta(50,20).

> round(apost.E.2, 4)
[1] 0.6513

Odhad parametru € ndm vysel 0,6513. Kdyz to srovname s predchozim odhadem,
ktery vysel 0,6142, vidime, Ze je vyssi. Ted se ovSem nabizi otdzka, ktery model
je tedy lepsi, kdyz vérohodnost vypada stejné? Podivame se na to v nasledujici

podkapitole.
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2.3. Porovnavani modelu

K porovnavani modelu vyuzijeme pomér aposteriornich rozdéleni. Vyjdeme
tedy z Bayesovy véty (1.2). Nejprve si ji upravime do vhodného tvaru,
_ p(ylo, m)p(0m)

p(Oly,m) = o)

kde p(y|lm) = [°2, p(y|0, m)p(0|m)dl. Symbol m zde predstavuje dany model.

Méjme modely my a ms, pro které plati,

p(y|m1)p(m)

p(y|ma)p(ms)
p(y) (27)

) p(maly) = o(y) )

p(mily) =

kde p(y) = >; p(y|m;)p(m;). Muzeme zkonstruovat pomér aposteriornich rozdéleni

plmaly) _ plylmi)  p(mi)

plmaly)  plylma) — p(ma)

Pomér aposteriornich rozdélent je tedy roven souc¢inu pomeéru vérohodnosti vztahu
(2.7) a apriornich rozdéleni. Vétsinou neddvame prednost jednomu modelu pied
druhym, pomér apriornich rozdéleni bude tedy nejcastéji 1. V takovémto piipadé

nam staci pracovat pouze s pomérem

B — plylmi) 2 p(yl0, mi)p(6]m.)do
12 —

plylma) — [25 p(yl0, ms)p(6m,)d6’ (2:8)

ktery se nazyva Bayesuv faktor.
Data y a model m jsou vlastné vyjadiena pomoci r a n. Kdyz vyuzivame bi-
nomickou vérohodnost a apriorni rozdéleni beta, potom p(y|m) muzeme vyjadrit

jako p(r,n) a to uz umime jednoduse spocitat. Ze vztahu (2.4) plyne, ze
B(a,b)p(r,n) = B(r +a,n —1r+b).
Kdyz tento vyraz vyfesime pro p(r,n), dostaneme

_ B(r+a,n—r+0)
p(rim) = B(a,b)
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Pro srovnéni téchto dvou situaci, kdy v prvnim piipadé vychazime z Beta(1, 1)
a v druhém z Beta(50, 20), si tedy spocitame hodnotu p(r, n) pomoci vztahu (2.9),

musime ale ptidat informaci i o apriornim rozdéleni.

x = seq(0,1,0.001)

mb_1 = beta(apost.a, apost.b)/beta(a, b)*sum(dbeta(x, a, b))

mb_2 = beta(apost.a.2, apost.b.2)/beta(a2, b2)*sum(dbeta(x, a2, b2))
pomer_post = mb_1/mb_2

> pomer_post
[1] 0.5052346

Pomeér aposteriornich rozdéleni vysel 0,505. Hodnota vysla mensi nez 1, méli
bychom tedy upfednostnit model my. Kdyby nam hodnota vysla veétsi nez 1,

potom bychom preferovali model m;.
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Kapitola 3

Bayesovské metody pro normalni
rozdéleni

V minulé kapitole jsme probrali bayesovské metody pro odhad parametru 6
pro binomické rozdéleni. V této kapitole se podivame, jak to bude vypadat pro
data s normédlnm rozdélenim N (u,0?). Pfipomenme si, Ze hustota normdlniho

rozdéleni N(u,o?) je ve tvaru

yO) =
p(ylp, o) o/2r
Veérohodnostni funkce pro ndhodny vybér y = (y1,...,y,) bude mit tvar

n 1 (y; =)
0) = e 207 3.1
pwlo) =11 o ()

kde 8 = (u, 0?).

V této kapitole se tedy podivame na piipad normalniho rozdéleni, kdy nezna-
mym parametrem bude nejprve jen g a potom budeme mit nezndmé oba para-
metry.

V této kapitole jsem pracovala se zdroji [3], [L1], [12] a [21].

3.1. Bayesovska analyza pri znamém rozptylu a
neznamé stiredni hodnoté

Predpoklddejme, Ze méme slozky ndhodného vybéru y; ~ N(u,o?), které se

2

fidi normélnim rozdélenim, kde ¢ = 1,...,n, 0 zndme, ale u nezname. Konjugo-
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vané apriorni rozdéleni p bude opét normalni

p~ N(po, 75). (3.2)

Odvodime si aposteriorni rozdéleni (proporcionalné) pomoci Bayesovy véty.
Uz vime, ze aposteriorni rozdéleni je proporcionalni k souc¢inu vérohodnosti a

apriorniho rozdéleni

p(uly) oc p(y|pw)p(p).

Dosadime tedy vérohodnost a apriorni rozdéleni pro nasi situaci, to znamena

vérohodnost ze vztahu (3.1) a apriorni rozdéleni (3.2).

1 (,_ 2 —1 n N2 =1, 2
p(uly) R Y in? 5 (k—po) _ 27 D iy (i) 52 (k—po)

Nyni pro jednoduchost budeme pracovat pouze s exponentem

-1 o, —1 s LSyl = 2ngu 4 np® | p® = 2up0 + 13
202 ;(yz :u) +27_3(:u ,UO) - 2( o2 + Tg )

kde i znaci vybérovy prumeér. Kazdy clen, kde se nevyskytuje parametr yu, bereme

jako konstantu, tudiz ho muzeme vynechat a dostaneme

1 (—2T§nyu + 7enu® + o?p? — 202,u/m> -

K —_——
2 o278

1 <,u2(n7§ + 0?) = 2u(0 g + T@ny))

2.2
2 o°Th
2 20,77
2 _ o, 0 Hot+Tiny
Y L ===
2 a7g ‘
nTg+o?

Ted uz jen upravime na tiplny ¢tverec a vynechdme piebytecné konstatny,
o'2uo+7'02n§

1 ((M - W)2>
3 7

nTg+o0?
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dostaneme tedy vysledny tvar

crz,uo—l-Tgn@ 2
_(M_ nTg—&—a? ) }

2.2
O'TO

(] )ocex{
pluly) o exp )

Stredni hodnota aposteriorniho rozdéleni parametru p je rovna

o2uo + 1Ny

=07 3.3
a ng + o2 (3:3)
a aposteriorni rozptyl
2.2
2 9 7o
T, = ——. 3.4
" ot 4 o2 (34)
Aposteriorni stfedni hodnotu muzeme vyjadrit vice zpusoby.
1. zpusob
_ 0o+ TNy _ 0Ppo + oY + Tone = Tono _ | ToNY = Tonflo _
" ntg + o2 ntg + o2 Ho ntg + o2
2
_ ntg
= o+ (T — po)——2—,
to + (7 Mo)nTOQ 1 o2
2. zpusob
_ Pug+Tgny g+ 1gny+ oty —o’y B oy — o’y
Hn ntg + o2 ntg + o2 Y ntg + o2
— = (7~ o)
—YTW T ntg + 0%

Z prvniho zpusobu vyjadifeni muzeme vidét, ze doslo k posunuti aposteriorni
stfedni hodnoty smérem k apriorni stfedni hodnoté.

Stfedni hodnota aposteriorntho rozdéleni je jina, nez jak ji klasicky odhadu-
jeme pomoci aritmetického (vybérového) pruméru. Duvodem je to, Ze nase apri-
orni informace tento odhad do jisté miry ovliviuje. Kdyby apriorni informace

byla, ze p je blizko deseti, potom aposteriorni rozdéleni posune p k deseti.
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3.1.1. Priklad na realnych datech - odhad parametru p

K aplikaci na redlny problém jsem pouzila data s ndzvem Fat. Data byla
ziskdna z knihovny UsingR [22] piimo z R. Datovy soubor zahrnuje 19 antropolo-
gickych a s nimi souvisejicich tidaju od 252 muzi. Budeme se zabyvat proménnou
body fat. Tato proménna vyjadiuje procento télesného tuku pomoci Brozekovy
rovnice .

Protoze predpokladame, ze data pochazeji z normalniho rozdéleni, méli bychom
to ovérit. Nejprve se podivame na histogram a ten potom doplnime testem nor-
mality. Ovérovani normality provedeme pomoci klasického pristupu, prestoze se
jednd o praci na téma bayesovskych metod. Testovani hypotéz ale neni tématem

této prace, hlavnim tkolem je odhadnout parametry za prepokladu normality.

library(UsingR)

f = fat

ggplot(f, aes(x = body.fat)) + geom_histogram(binwidth = 3,
fill = "cadetblue2", col = "cadetblued4") + ylab("Frekvence") +
xlab("Procento tuku")

shapiro.test(f$body.fat)

> shapiro.test(f$body.fat)

Shapiro-Wilk normality test

data: f$body.fat
W = 0.99292, p-value = 0.2747

Kdyz se podivdme na histogram (Obrazek 3.1), tak bychom zde normélni
chovani predpokladali, protoze je rozdéleni symetrické. P-hodnota je vétsi nez

zvolend hladina testu o = 0,05, tudiz hypotézu o tom, Ze je rozdéleni proménné

Procento télésného tuku pomoci Brozekovy rovnice dostaneme (457/p — 414,2), kde p
vyjadiuje hustotu v g/cm?.
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Obréazek 3.1: Histogram proménné body fat

body fat normélni, nelze zamitnout. Jesté provedeme odhad rozptylu, ktery bu-
deme brat za skuteénou hodnotu, protoze se nachizime v pifpadé, kdy o2 je
zZnameé.

var (f$body.fat)

> var (f$body.fat)
[1] 60.07576

Muzeme pokracovat v odhadu parametru pu. Kdyz se podivame na tabulku
3.1 [13], vidime, Ze jsou zde ctyii kategorie. My budeme vychazet z kategorie pro
prumérné muze, protoze chceme odhadnout stfedni hodnotu procentualniho za-
stoupeni télesného tuku. Apriorni rozdéleni tedy bude mit hustotu p ~ N(21;9).
Paramter 72 m4 hodnotu 9, protoze kdyz se podivdme na rozpéti procentuélniho
zastoupen{ télesného tuku pro prumérné muze, tak od hodnoty 21 % se hodnoty
pohybuji 0 3 % nize i vyse.
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’I(kﬁﬂﬁkace‘ Muzi ‘ Zastupujici hodnota‘

atleti 6-13 % 9,5 %
fitness 14-17 % 15,5 %
prumérny | 18-24 % 21 %
obézni 25 % + 37 %

Tabulka 3.1: Tabulka procentualniho zastoupeni télesného tuku.
K vypoctu vyuzijeme vztahy (3.3) a (3.4).

mu_0 = 21

tau_0 = 9

n = length(f$body.fat)

apost_mu = (sigma_2+*mu_0 + tau_O*n*mean(f$body.fat))/
(n*tau_0 + sigma_2)

apost_tau = (sigma_2*tau_0)/(n*tau_0 + sigma_2)

x = seq(17,20,.01)
Hustota = dnorm(x, n.prum.mi, n.var.mi)

ggplot(data.frame (Hustota,x), aes(x)) + geom_line(aes(y = Hustota),

colour = "aquamarine2", lwd = 1.3) +
ggtitle("Aposteriorni rozdé&leni parametru" ~ mu)
>n
[1] 252

> apost_mu
[1] 18.99169
> apost_tau

[1] 0.2322441

Odhad parametru p formou aposteriorni stfedni hodnoty vysel 18,99. To ndam

tedy fikd, ze prumérny muz z tohoto souboru m4 zhruba 18,99 % télesného tuku.
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Aposteriorni rozdéleni parametru p

1.0-

Hustota

Obrazek 3.2: Aposteriorni rozdéleni parametru g pii zndmém o2 je normalni
s parametry p, = 18,99 a 02 = 0,23.

3.2. Bayesovska analyza pri neznamém rozptylu
a neznamé stiredni hodnoté

Ptipad normalniho rozdéleni se znamym rozptylem je ve vétsiné praktickych
situaci nerealisticky. Predpokladejme tedy vybér z normélniho rozdéleni y; ~
N(u,0%), kdei=1,...,n. Tentokrat nezndme ani o2 ani y. Vétsinou nds zajima

hlavné hodnota parametru pu.

V tomto pifpadé budeme pracovat s pievracenou hodnotou parametru o2,

kterou budeme znacit 7 = % Parametr 7 predstavuje presnost napozorovanych

hodnot. Vérohodnostni funkce pro tento pripad ma tvar

vt ) = 11 o

(7_)1/26—5(%—#)2 — (2 1) /27_n/26—§ Z?:l(yi—/i)2'
e n

Potiebujeme vhodné konjugované apriorni rozdéleni pro tyto dva parametry
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i, 7. Pro tuto situaci je vhodné vyjit z normalniho-gama rozdéleni?, které vznika
sou¢inem normélniho rozdéleni a gama rozdéleni®. Predpokladejme tedy apriorni

rozdéleni
plT ~ N(po, (ko7) ™), (3.5)
T ~ Gamma(ay, Bo). (3.6)
Sdruzené konjugované apriorni rozdéleni odvodime pomoci hustot jednotlivych

rozdéleni doplnénim parametra ze vztahu (3.5) a (3.6),

P, 7) = N(ptlpo, (ro7) ™) x Gamma(r|ao, By) =

1 1/2 *('37”())2 0" 1 -
— /KT X aQ BoT __
\/ﬁ(ﬂ%) ¢ i F(ozo)T ‘

@Q 1/2
_ 0 (RO> / % 7—1/26—%0!—#0)2 w 70—1,=PoT
[(ag) \ 27

_ ko7, 2 —_ —
1/26 9= (u—po) w70 16 BoT x
ap—1/2 _—Z[ko(p—p0)2+2
o 700123 lRolu—n0)"+260] NG (u, 7|po, ko, @0, Bo)-

Marginalni apriorni rozdéleni parametru p dostaneme integraci sdruzeného

apriorniho rozdéleni pies parametr 7,

p) = [ plu )

Po integraci této funkce bychom dosli k vyjadtreni
2a0+1

1 y Oéolio(ﬂ—uo)2> b
209 Bo 7

z ¢ehoz vyplyva, ze apriorni rozdéleni parametru g méa zobecnéné Studentovo

p(p) o <1 +

t-rozdélen{*|7],

Bo )
~t ( oy, 3.7
p(1) ~ taay | 1o, v, (3.7)
2Hustota normalniho-gama rozdéleni mé tvar [z, 7w, A\ o, B) =
BVA__a—1/2,—pr,—Arz=w?
F(a)mT e e 7, kde parametry «, 8, A >‘107 u,x € R [4].
3Gama rozdéleni je definovano hustotou f(z) = %x“’le’ﬁx, z € (0,00), a, § > 0.

rti v
4Hustota zobecnéného t-rozdéleni mé tvar f(z|v, u,0?) = %(14—%(%)2)_ + , kde
5

parametr v uréuje pocet stupiiiit volnosti, parametr y stiedni hodnotu a parametr o2 rozptyl
rozdéleni.
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Aposteriorni rozdéleni parametru @ = (i, 7) dostaneme jako soucin apriorniho

rozdéleni a vérohodnosti,

(i, 7Iy) o< plps ) X plylp, 7) oc 70O 2B (Rolump0) 40 o pn/2e =5 Dy (i w)?

o 700=1H1/247/2 = 5 w0 (—p0) >+ 280+ 3, (yi— 1))

Podivejme se na vyraz >0 (y; — p)?,

n n n n n

> i—)* =Y i)~ (1= = (=) =2 (=) (u=9)+>_(u—7)* =

=1 =1 =1 =1 =1

(= 3)° — 200 — ) 91— ) + 3 — ) =

1 =1 i=1

Nyni se vratme ke sdruzenému aposteriornimu rozdélend. ijravami exponentu
e*%[KO(M*MO)2+250+Z?:1(yi*li)2]’
kde bychom vyuzili skutecnosti uvedené vyse (rozepsani vyrazu 37 (y; — pn)?),
bychom se dostali k vyjadieni

T n 2, mon(@—pg)?
o 7_1/267%(&()‘#11)(#7#”)2 % Ta0+n/27le_§[260"1‘21:1(111_1/) +O(m07+n)0]

~ N(pp|ptn, (Ko +n)7)™ 1) x Gamma(t|an, Bn).

Parametry sdruzeného aposteriorniho rozdéleni predstavuji hodnoty

K + ny
Ly = M) (3.8)

Ko +n

n
Oén:OéD+§,

B 1 _ kon (Y — fio)?
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Marginalni aposteriorni rozdéleni obou parametru dostaneme aktualizaci mar-

ginalnich apriornich rozdéleni,

B
1y ~ taa, (Mm W), (3.9)
Tly ~ Gamma(ay, 5y). (3.10)

2 misto 7, vezmeme

Kdybychom chtéli znat aposteriorni rozdéleni parametru o
misto gama rozdélen{ inverzni gama rozdéleni®.

V tomto piipadé zde mame parametr kg, se kterym jsme se jesté nesetkali.
Interpretace tohoto parametru je, ze stfedni hodnota norméalniho rozdéleni u je
odhadnuta z ko pozorovani se stfedni hodnotou py. Parametr kg vlastné urcuje
miru nasi jistoty v apriornim rozdéleni parametru p. Kdyz zvolime k¢ = 1, potom
si jisti nejsme, protoze hodnota rozptylu ze vztahu (3.5) bude velkd. Zatimco kdyz
budeme hodnotu kg zvySovat, rozptyl se bude snizovat, a tim nase jistota bude
vetsi.

Parametr 7 byl urcen z 2aq pozorovani se stfedni hodnotou pg a rozptylem

26o.

3.2.1. Priklad na realnych datech - odhad p pfi neznamém
rozptylu

Piiklad provedeme opét na datech pod nazvem Fat. Normalitu uz ovérovat
nemusime, tu jsme ovérili v prikladu 3.1.1. Odhad parametru p provedeme pomoci
vztahu (3.8). Rozptyl odhadu parametru p pocitdme, abychom mohli vykreslit
graf aposteriorniho rozdéleni. Vykreslime hustotu aposteriorniho rozdéleni tohoto
piipadu spoleéné s aposteriornim rozdélenim v situaci, kdy jsme znali o2.

Parametry apriorniho rozdéleni zvolime pg = 21, kg = 20. U apriorniho

rozdéleni parametru 7 pouzijeme gama rozdéleni s parametry oy = 40 a Sy = 5.

20
40

kappa_0

alpha_O

SInverzni Gama rozdélenf m4 hustotu f(z) = F[Z)x*“’le’g, x € (0,00), a, 8 > 0.
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beta_0 = 5

mu_n = (kappa_O*mu_O+n*mean(f$body.fat))/(kappa_0 + n)
beta_n = beta_0 + 1/2*sum((f$body.fat-mean(f$body.fat))~2) +
(kappa_0*n* (mean (f$body.fat)-mu_0) "2)/(2* (kappa_0 + n))

alpha_n = alpha 0 + 1/2
rozpt_n = beta_n/(alpha_n*(kappa_0 + n))
library(mnormt)

#pro vykresleni hustoty t rozdé&leni s jinym polohovym a

#5kdlovym parametrem (funkce dmt)

x = seq(17, 21, 0.01)

Hustota = dnorm(x, apost_mu, apost_tau)

Hustota.t = dmt(x.t, mean = mu_n, S = sqrt(rozpt_n),
df = 2*alpha_n)

df=data.frame(x,Hustota,Hustota.t)

ggplot(df, aes(x)) +

geom_line(aes(y = Hustota), colour = "aquamarine2", lwd=1) +

geom_line(aes(y = Hustota.t), colour = "gold2", lwd = 1) +

ggtitle("Hustoty aposteriornich rozd&leni")

> mu_n
[1] 19.34671
> rozpt_n

[1] 1.85273

Odhad stfedni hodnoty p se lisi jen mélo. V tomto pripadé jsme dostali

hodnotu 19,35. Rozptyl parametru p je ale vétsi. Pro ilustraci jsme aposteri-
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orn{ hustoty v tomto pifpadé a v pifpadé, kdy jsme o? znali, nechali vykreslit

(Obrézek 3.3).

Hustoty aposteriornich rozdéleni

Hustota

00-

16 18 20 22

Obrazek 3.3: Hustota aposteriorniho rozdéleni parametru g pii nezndmém o? je
zobrazena zluté. Hustotu aposteriorniho rozdéleni, kdy jsme parametr o2 znali,
je zobrazena zelenou barvou.
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Kapitola 4

Intervalové odhady

V predchozich kapitolach jsme ukézali, jak provést bodové odhady parame-
tru 6. Nékdy je dobré znét i odhad intervalovy. V klasické statistice tento interval
nazyvame konfidenénim nebo intervalem spolehlivosti. Interpretace tohoto inter-
valu zni, s jakou pravdépodobnosti pokryva skutecnou (fixni) hodnotu daného
parametru 6. V bayesovskych metodach mluvime o intervalu vérohodnostnim.
Protoze odhadovany paramtr zde vnimame jako nahodnou veli¢inu, interpre-
tace se lisi. Zde muzeme Tici, s jakou pravdépodobnosti lezi hodnota parame-
tru v daném intervalu. Vérohodnostni interval je tedy bayesovskou obdobou pro
interval spolehlivosti.

V této kapitole jsem Cerpala z [0], [L1], [L0] a [20].

Stejné jako vSe ostatni, odvozeni intervalového odhadu je zalozeno opét na
aposteriornim rozdéleni p(6|y). Méjme tedy ndhodnou veli¢inu 6 (odhadovany
parametr). 100(1 — «)% vérohodnostni interval C;_,(y) parametru 6 je urcen
jako

p(0 € Cra(y)ly) =1 —a, (4.1)
kde a je ndmi urcena mez, napiiklad 0,05 a y je ndhodny vybér. Ve vicerozmérnych

pripadech mluvime o vérohodnostni mnoziné. Interval muzeme psat i jako

Cl—a(y) = (Cﬂ d)7

Plec<f<dly)=1-a,

d
/ p(Oly)do =1 — a.

46



Tato definice intervalu muze vést k mnoha ruznym volbam (c, d). Proto se ¢asto
pracuje se specifictéjsimi intervaly, naptiklad se symetrickym nebo s vérohodnost-

nim intervalem o nejvyssi aposteriorni hustoté.

4.1. Symetricky vérohodnostni interval

Uvazujme, 7e chceme dostat symetricky interval 7Y (y) = (¢, d), to znamend

« «
PO < cly) = 5 A P(d < 0ly) = 5

respektive

¢ @) oo «
| wlar=5 A [ p0ly)ae = 3.

Potom je interval CY _(y) = (¢, d) 100(1 — )% symetricky vérohodnostn.

4.2. Vérohodnostni interval o nejvyssi aposteri-
orni hustoté

Vérohodnostni interval o nejvyssi aposteriorni hustoté (anglicky highest poste-
rior density (HPD)) mé tu vlastnost, ze kazdy bod v intervalu mé vyssi hustotu,
nez jakykoli jiny bod mimo tento interval. Je to také nejkratsi 100(1 — a)%
vérohodnostni interval. Predpokladejme, ze chceme takovy vérohodnostni in-
terval. Takovy interval CHEP(y) dostaneme, kdyz budou splnény nésledujici

podminky:
o CHPD(y) je 100(1 — )% vérohodnostn{ interval,

o p(em‘y) 2 p(eout‘y)a vezn S CHPD(:U)» v0out ¢ OHPD(y)

-« -«

4.3. Priklady na realnych datech

Abychom doplnili odhadovani parametru 6 tiplné, ke vsem piikladum na redlnych

datech provedeme jesté oba intervalové odhady.
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4.3.1. Binomické rozdéleni - rovnomeérné apriorni rozdéleni

Budeme vychézet z podkapitoly 2.2. Vychéazeli jsme z apriorniho rozdéleni
Ro(0,1) = Beta(1,1). Dostali jsme aposteriorni rozdéleni Beta(78,49). Nasim
tkolem bude sestavit 95% vérohodnostni interval. Zacneme symetrickym. Potfebu-

jeme tedy vytesit
/ Beta(78,49)d0 = 0,025 A / Beta(78,49)d6 = 0,025.
oo d

Takové integrdly ale neumime spoc¢itat rucné. Pomuze nam k tomu nésledujici

kéd v R.

c = gbeta(0.025, apost.a, apost.b)
d = gbeta(1-0.025, apost.a, apost.b)
> ¢

[1] 0.5282941
> d
[1] 0.6966455

Muzeme ucinit zaver, ze se zde vyskyuje 95% pravdépodobnost, ze proporce
studentu z Mercyhurst University, ktefi sportuji, je mezi hodnotami 0,53 a 0,70.
Nyni zkusme vérohodnostni interval o nejvyssi aposteriorni hustoté. V tomto

pripadé bychom museli fesit integral
d
/ Beta(78,49)d0 = 0,95.

To ale opét analyticky neumime. S vyuzitim balicku Smisc [18] a funkei hpd to

lze jednoduse provést.

library(Smisc)
apost.hustota = function(x) dbeta(x, apost.a, apost.b)
apost.distr.fce = function(x) pbeta(x, apost.a, apost.b)

hpd.int = hpd(apost.hustota, c(0,1), cdf = apost.distr.fce,
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prob = 0.95)
print (hpd.int)
plot(hpd.int, las = 1, main = "HPD pro aposteriorni rozdé&leni

Beta(78,49)", lwd = 2, ylab = "Beta(78,49)")
> print(hpd.int)
$lower

[1] 0.5295197

$upper
[1] 0.6978049

$prob
[1] 0.95

HPD pro aposteriorni rozdéleni Beta(78,49)

Beta(78,49)

Obréazek 4.1: Vyobrazeni vérohodnostniho intervalu o nejvyssi aposteriorni hus-
toté pii aposteriornim rozdéleni parametru § ~ Beta(78,49).

Muzeme tici, ze s pravdépodobnosti 95 % se odhad parametru 6, tedy pocet
studentu z Mercyhurst University, ktefi sportuji, vyskytuje v intervalu (0,53;0,70).
Po zaokrouhleni na dvé desetinna mista v tomto ptripadé ve vysledcich téchto

dvou ruznych vérohodnostnich intervali nepozname rozdil.
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4.3.2. Binomické rozdéleni - apriorni rozdéleni beta
V pripadé, kdy jsme ndhodné zvolili apriorni rozdéleni parametru
0 ~ Beta(50,20),

jsme dostali aposteriorni rozdéleni 0|y ~ Beta(127,68). Vypocet je analogicky,
jako v podkapitole 4.3.1. V R provedeme pouze malé tpravy kodu.

c2 = gbeta(0.025, apost.a.2, apost.b.2)
d2 = gbeta(1-0.025, apost.a.2, apost.b.2)
> c2

[1] 0.5831792

> d2

[1] 0.7164453

Symetricky interval pro aposteriorni rozdéleni parametru 6|y ~ Beta(127,68) je
(0,58;0,72).
Vérohodnostni interval o nejvyssi aposteriorni hustoté provedeme také pouze

malymi zménami stavajiciho kédu.

apost.hustota.2 = function(x) dbeta(x, apost.a.2, apost.b.2)

apost.distr.fce.2 = function(x) pbeta(x, apost.a.2, apost.b.2)

hpd.int.2 = hpd(apost.hustota.2, c(0,1), cdf = apost.distr.fce.2,

0.95)

prob
print (hpd.int.2)
plot(hpd.int.2, las = 1, main = "HPD pro aposteriorni rozd&leni

Beta(127,68)", lwd=2,ylab="Beta(127,68)")
> print(hpd.int.2)

$lower

[1] 0.5842426
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$upper
[1] 0.717446

$prob
[1] 0.949999

HPD pro aposteriorni rozdéleni Beta(127,68)

12

Beta(127,68)
QM-PG'JOQS

Obrazek 4.2: Vyobrazeni vérohodnostniho intervalu o nejvyssi aposteriorni hus-
toté pii aposteriornim rozdéleni parametru 6 ~ Beta(127,68).

Po zaokrouhleni na dvé desetinna mista budou opét oba intervaly shodny.

4.3.3. Normalni rozdéleni - znamy rozptyl

Vratime se ke kapitole 3.1.1, kde jsme predpoklddali apriorni rozdéleni p ~
N(21;9). Aposteriorni rozdéleni parametru g mélo tvar N(18,95;0,23). Vypocty

provedeme nejprve pro symetricky vérohodnostni interval.

c=qnorm(0.025,apost_mu,apost_tau)

d=qnorm(1-0.025,apost_mu,apost_tau)

> c
[1] 18.5365
> d
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[1] 19.44688

Vérohodnostni interval o nejvyssi aposteriorni hustoté dostaneme pomoci

nasledujictho kédu.

apost.hustota.norm = function(x) dnorm(x, apost_mu, apost_tau)

apost.distr.fce.norm = function(x) pnorm(x, apost_mu, apost_tau)

hpd.int.norm = hpd(apost.hustota.norm, c(16,21),cdf =
apost.distr.fce.norm, prob = 0.95)

print (hpd.int.norm)

plot(hpd.int.norm, las = 1,main = "HPD pro aposteriorni rozd&leni

N(18,94;0,24)", 1lwd = 2, ylab = "N(18,94;0,24)")

> print (hpd.int.norm)
$lower

[1] 18.5365

$upper
[1] 19.44688

$prob
[1] 0.9499999

Symetricky vérohodnostni interval a vérohodnostni interval o nejvyssi apo-
steriorni hustoté jsou oba rovny (18,54;19,45). Je zde 95% pravdépodobnost, ze

prumeérné procento télesného tuku u muzu, je mezi hodnotami 18,48 a 19,41.

4.3.4. Normalni rozdéleni - neznamy rozptyl

Zbyvéa posledni ptiklad, kdy jsme neznali jak stfedni hodnotu, tak rozptyl
nasich dat. Zde jsme dostali aposteriorni rozdéleni T554(19,02;2,81). Intervalové

odhady provedeme nasledovné.

c = qt(0.025, df=2*alpha_n)*sqrt(rozpt_n) + mu_n
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HPD pro aposteriorni rozdéleni N(18,95;0,23)

N(18,95:0,23)

Obrazek 4.3: Vyobrazeni vérohodnostniho intervalu o nejvyssi aposteriorni hus-
toté pii aposteriornim rozdéleni parametru p ~ N(18,95;0,23).

d = qt(1-0.025, df=2*alpha_n)*sqrt(rozpt_n) + mu_n

> cC

[1] 17.43918

> d

[1] 20.74096

V tomto piipadé je symetricky vérohodnostni interval Sirsi, nez v piipadé, kdy
jsme parametr o2 znali, coz bychom ocekévali. Vérohodnostni interval o nejvyssi

aposteriorni hustoté, jak ukazou vypocty, bude o trochu uzsi.

apost.hustota.t = function(x) dmt(x, mu_n, rozpt_n)

apost.distr.fce.t = function(x) pmt(x, mu_n, rozpt_n)

hpd.int.t = hpd(apost.hustota.t, c(-3,40), cdf = apost.distr.fce.t,

0.95)

prob
print (hpd.int.t)
plot(hpd.int.t, las = 1, main = bquote("HPD pro aposteriorni
rozd&leni"~T[254] " (18,95;39,74)"),
lwd = 2, ylab = bquote(T[254]~"(18,95;39,74)"))
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> print(hpd.int.t)
$lower

[1] 17.46374

$upper
[1] 20.7164

$prob
[1] 0.9500143

HPD pro aposteriorni rozdéleni Tz54 (19,02;2,81)
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Obrazek 4.4: Vyobrazeni vérohodnostniho intervalu o nejvyssi aposteriorni hus-
toté pri aposteriornim rozdéleni parametru p ~ T554(19,02;2,81).

Symetricky vérohodnostni interval je (17,44; 20,74). Vérohodnostni interval o
nejvyssi aposteriorni hustoté je (17,46; 20,72).
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Zaver

Cilem této prace bylo sezndmeni se se zakladnimi principy bayesovskych me-
tod a jejich aplikaci v R. Zacali jsme od jednoduchych piikladu na zakladni
podobu Bayesovy véty a dosli jsme k odhadum parametri u binomického a
normalniho rozdéleni. V praci jsme popsali, jak bayesovské metody funguji, co je
to konjugované apriorni rozdéleni a jak ho vybrat, dédle jak spocitat aposteriorni
rozdéleni a odhadnout samotny parametr daného rozdéleni.

Bayesovska statistika nam umoznuje vyuzit apriorni informaci o datech, napti-
klad zkuSenost z minulosti. Kdyz zadnou takovou informaci nemame, muzeme
uzit neinformativni apriorni rozdéleni, coz jsou plocha rozdéleni. Naptiklad u bi-
nomického rozdéleni lze pouzit rovnomérné apriorni rozdéleni pro parametr 6.
K vyjadreni nejistoty bayesovské metody uzivaji podminénou pravdépodobnost.
Ta je mnohem blize k nasemu béznému smyslu uziti slova pravdépodobnost. Para-
metr, ktery chceme odhadovat, povazujeme za nahodny, data jsou pro nas pevna.
U klasického piistupu je tato situace opacna.

Tato metodika ma ovsem i sva uskali. Vzdy po nas pozaduje apriorni rozdéleni,
odvozovani aposteriornich rozdéleni je dost slozité. Vysledky samotné analyzy
mohou byt komplexnéjsi, nez kdybychom uzili frekventisticky pristup.
motnd prace neni tak slozitd, jak se na prvni pohled mohlo zdat, dulezité je vsak
tématu dobfe porozumét. Hodné ¢asu mi také zabralo pochopit ruzné tpravy
v odvozovani, které nejsou jednoduché.

S bayesovskou statistikou jsem se diive nesetkala, téma mi pfijde velice zajima-

vé a myslim si, ze tato prace muze byt vhodnou inspiraci pro ty, kteri by se chtéli
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seznamit s jejimi zédklady a umeét je aplikovat ve statistickém softwaru R. Praci

doplnily i cetné priklady tohoto softwaru, kde bylo jeho pouziti demonstrovano.
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