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Uvod

Metody vnitifnich bodi patii dnes k hlavnim metodam fesicim obecné tlohy ne-
linearniho programovéani. Hlavni vyhodou téchto metod je nesporné to, ze dokazi
najit feseni v polynomialnim case. Princip metod se poprvé objevil v roce 1984
v praci indického matematika Karmakera. Diplomova préace se zabyvéa nékolika
modifikacemi metod vnitinich bodu a ty jsou ilustrovany na typovych prikladech
kvadratického programovani na konvexni mnoziné.

Uvodni kapitola se zabyva nékolika zakladnimi pojmy z matematické analyzy, nu-
merické matematiky a optimalizace, predevsim nutnymi a postacujicimi a Karush-
Kuhn-Tuckerovy podminkami optimality prvniho a druhého radu.

Ve druhé kapitole se jiz zaméfime na metody vnitinich bodi. Nejprve se sezné-
mime s priméarni a dualni tlohou a obecnym principem metody vnitfnich bodi.
Poté se budeme vénovat jednotlivym modifikacim této metody, zejména sledovani
cesty s dlouhym krokem, sledovani cesty s nepiipustnym bodem a praktickou
primarné-dualni metodou vnitinich bodi. Kromeé teoretického predstaveni téchto
metod se také budeme vénovat jejich praktickému pouziti pro tlohu kvadratic-
kého programovani s rovnostnimi i nerovnostnimi omezenimi.

Treti kapitola se zabyva Euler-Bernoulliho modelem nosniku a kontaktni tlo-
hou pro nosnik s podlozim. Abychom mohli aplikovat metodu vnitinich bodu
na kontaktni tlohu pro Euler-Bernoulliho nosnik, musime nejprve najit vhodnou
formulaci této tlohy a presvédcit se, Ze existuje TeSeni, popfipadé zda je toto
reSeni jediné. Aplikaci metody kone¢nych prvkia dostaneme tlohu kvadratického
programovani na konvexni mnoziné a tu pak vyresime pomoci praktické primarné
dualni metody vnitfnich bodi.

V zavérecné Casti této prace prezentujeme dosazené vysledky kontaktni ulohy pro
nosnik s podlozim pro ¢tyfi typy nosniku z rtiznych materiéli a s riznym zatize-
nim. Pro nézornost a jednoduché srovnani jsme dosazené vysledky vykreslili do

nékolika grafi.



Praktické ulohy jsou FeSeny pomoci vlastnich programovych kodu sestavenych

v matematickém softwaru MATLAB a jsou ¢tenari k dispozici na prilozeném

CD.



1. Uvodni kapitola

V avodni Gésti této prace se nejprve budeme vénovat nékolika zékladnim mate-
matickym pojmtim a znacenim, které jsou nezbytné k uvedeni stézejnich metod
a tvrzeni této prace. Dale se budeme vénovat Newtonové metodé pro feseni sou-
stav nelinearnich rovnic. A nakonec si pfedstavime nékolik zakladnich vét a defi-
nic tykajicich se zejména nutnych a postacujicich podminek optimality pro tlohu

nelinedrniho programovani.

1.1. Zakladni pojmy
Véty a definice v této kapitole jsou prevzaty z [3] a [10] .

Definice 1.1 (Vektorova norma)

Vektorova norma na C" je funkce ||.|| : C* — R s nésledujicimi vlastnostmi
o [[z][ >0, VxeCm,
o ||| =0 x=0, 0=(0,...,0)7,
o [[oz]| = [afl[z]|, VaeCVxeCm,
o llz+yll < |2l + llyll, Va,yecC

Poznamka 1.1 Symbolem ||z||~, budeme rozumét maximéalni (krychlovou)
normu, tj.

][0 = max |z;].

Definice 1.2 (Diferencovatelné zobrazeni)
Zobrazeni F' = (Fy, Fy, ... F,)T : R" — R" se nazyva diferencovatelné v bodé
x = (11,...,2,)7 € R", jestlize v tomto bodé existuji p¥islugné parcialni derivace

5D Vi j=1,...,n.
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Definice 1.3 (Jacobiova matice)
Necht F = (Fy, Fy,...F,)T : R® — R" je diferencovatelné zobrazeni v bodé

x = (z1,...,7,)" € R". Pak matici

011 ory, Oz,

Jr(x) = : : - :
OF,(x) OF,(x) OF,(x)
0x; oxys  Oxp,

nazveme Jacobiova matice zobrazeni F' v bodé x.

1.2. Newtonova metoda pro systémy nelinearnich rovnic

V této kapitole bylo ¢erpano z [3], [5] a [6] .

Mé¢jme déno n nelinearnich rovnic o n neznamych, tj.

Fl(.ﬁlfl,. c. ,I'n> =0
FQ(I‘l,. .. ,l’n) =0
Fo.(xy,...,z,) =0.

Tento systém muzeme zapsat ve vektorovém tvaru

kde F : R® — R",0 = (0,...,0)T € R™. Soustavu obecné nelinearnich rovnic
F(x) = 0 budeme fesit pomoci Newtonovy metody. Newtonova metoda je ite-
ra¢ni metoda, jejiz idea spo¢iva v nalezeni vhodné aproximaé¢ni funkce g* funkce
F v daném bodé x* € R", kde =" = (zF,... 2%)T, pFicem index k oznacuje k-
tou iteraci. Funkci F' budeme aproximovat linearni casti Taylorova rozvoje. Necht
tedy F : R® — R" je spojité diferencovatelna funkce v bodé ¥ € R" a funkce

q"(z*) je linearni ¢ast Taylorova rozvoje, tj.

F(x) ~ F(a*) + Jp(z")h = ¢"(z"),

11



kde h = ¢ —x* a Jp(x) je Jacobiova matice funkce F'(x). Misto soustavy rovnic

F(x) = 0 tedy fesime
F(x*) + Jp(x")(x — 2¥) = 0.
Itera¢ni metodu
F(x*) + Jp(z") ("™ — 2F) =0 (1)

nazyvame Newtonovou metodou. Pro dalsi vypocet vztah (1) upravime nasledu-

jicim zptusobem. Snadnou tupravou odrzime
Jp(x®) (2" — 2*) = —F(2F). (2)
Nyni polozme
Axk = gFtt — gk, odtud = 2F 4 Az
Dosazenim do systému (2) dostaneme
Jr(xF)Azk = —F(x"). (3)

Systém (3) je nyni jiz systémem linearnich rovnic pro neznamé Az k =1,2,....

Najdeme Feseni Az* systému (3) a novou iteraci polozime rovnu
2 = 2k 4 Az

Standardni Newtonova metoda primarné pocita s délkou kroku o = 1. V nékte-
rych pripadech je ovsem zapotiebi délku kroku regulovat, pricemz krok «y, € (0, 1].

V takovém pripadé nové vypoctenou iteraci pokladame rovnu

" = 2F + Azt

Néekterym moznym variantam vypoctu modifikovanych krokt se budeme vénovat

pozdéji.
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Véta 1.1 (Konvergence Newtonovy metody)
Necht z* = (x3,...,23)T je koven rovnice F(x) = 0, tedy usporddand n-tice
redlnijch ¢isel vyhovugici této rovnici. Necht Jp(x) je requldrni matice se spojitymi

proky v okoli O(x™*), pFicemz
7' (@)|le <K,  KEeR,

pro vSechna x z tohoto okoli. Necht funkce Fy, ..., F, maji spojité druhé parcidalni
derivace v O(x*). Posloupnost {x*}32, urcend Newtonovou metodou konverguje
ke korenu x* za predpokladu, Ze pocdtecni aproximace x° leZi dostatecné blizko

korenu x*. Rdd metody je roven dvema.

Dikaz: viz [11].

1.3. Zakladni pojmy nelinedArniho programovani
Véty a definice v této kapitole jsou pievzaty z [5] a 9] .

Definice 1.4 (Uloha (NLP))
Necht f(x) = f(x1,...,2p), gi(x) = gi(x1, ..., 2n), i =1,..., m,
ahj(x) = hj(z1,...,2,),7 =1,...,r, jsou dané funkce n proménnych. Necht X

je oteviena podmnozina R™. Uloha

prox € X
za podminek gi(x) <0, iel={1,...,m},
hj(x) =0, jeJ={1,...,r},

minimalizovat funkci f(x
(

se nazyva obecnou tlohou nelinearniho programovani (NLP).

Zapisy gi(x) <0,i € a hj(x)=0,j € J, pfedstavuji omezeni dané tlohy tvaru
nerovnosti resp. rovnosti. Pouzivaji se rovnéz nazvy omezujici podminky, vazbové
podminky nebo kratce vazby.

V pripadé, Zze m = 0, hovofime o tloze s omezenim tvaru rovnosti. Je-li » = 0,

mluvime o dloze s omezenim tvaru nerovnosti.

13



Poznamka 1.2 Symbolem V f(x) budeme znacit gradient funkce f(x) v bodé @,

T
tj. Vf(x) = <8f("3), . 8f($)> . Dale funkcemi g(x) a h(x) budeme rozumét

o1 7 Oxp

vektorové funkce

9(@) = (q1(2), ... gm(®))"a h(z) = (a(2),..., h(z))".

Definice 1.5 Pripustnou mnozinou tlohy (NLP), viz definice 1.4, budeme

rozumét mnozinu

S={xeX: :g(x) <0 h(x)=0}.

Véta 1.2 (Karush - Kuhn - Tuckerovy nutné podminky optimality (KKT))
Necht * € S je bod lokdlniho minima wlohy (NLP). Necht

I(x") ={iel:g(z*) =0}

a necht gradienty Vg;(x*),i € I(x*),a Vh;(x*),7 =1,...,r, jsou linedrné

nezdvislé. Potom existuje dvojice vektorid (A*, p*) € R™ x R" takovd, Ze plati
o Vf(x*)+ > AVai(x*) + > piVhi(x*) =0,
i=1 j=1

e\ >0 Vi=1,...,m,

o \Ngi(x*)=0 Vi=1,...,m.

Dikaz: viz [5], strana 24.

Poznamka 1.3 KKT nutnymi podminkami optimality budeme rozumét tii pod-
minky na vektory A*, u* a bod x* z predchozi véty. K témto podminkam casto

pripojujeme tzv. podminky pfipustnosti t;.

gi(x*) <0 Vi=1,....mahjx*)=0 Vji=1,...,r

Podminky pfipustnosti ¢asto zjednodusi hledani feseni dané optimaliza¢ni tlohy.

Poznamka 1.4 Podminky Afg;(x*) = 0 Vi = 1,...,m se nazyvaji podminky

komplementarity.

14



Definice 1.6 (Lagrangeova funkce)
Lagrangeovou funkci nebo lagrangianem pfislusejici obecné tloze nelinear-

niho programovani (NLP) nazveme funkeci
Liz, ) = f(@) + Y pshs() + Y Migi(@) = f(@) + w'h(x) + ATg(a).
j=1 i=1

Cisla )\; > 0 jsou Lagrangeovy multiplikatory pifslugejici omezenim gi(x) <0

a ¢isla p1; € R jsou Lagrangeovy multiplikdtory pfislusejici omezenim h;(x) = 0.

Poznamka 1.5 Nyni uvedeme nékolik pojmt a oznaceni, které jsou nezbytné
k zavedeni podminek optimality 2. radu.
e Symbolem V,L(x, pt, A) budeme rozumét gradient funkce L(zx, p, ), tj.
VoLl ) = (Mar  ortzan)

oz ) ) OTn

e Symbolem V2_L(x, u, A) budeme rozumét matici

PL@Ap) 9?L(z,pA) O L(w,p1,0)
830% Ox10x2 e 0x10Tn
2 _
V:ucL(fE,[,l,, )‘) - . : : .
Lz, ) 9 L(z,pm,\) O L(wm,p1,N)
0xn 011 O0xrn,O0xa " ox2

e Mnozina LF D(x) oznacuje mnozinu linearizovanych ptipustnych sméra, tj.
LED(z)={p e R": Vgi(z)"p <0Vie€ I(x), p’ Vhij(z) =0, Vi€ J},

kde € S, mnozina I(x) je indexovd mnozina aktivnich nerovnostnich
omezujicich podminek, tedy takovych podminek, které jsou v daném bodé

x rovny 0.

e C)(x) ={p e LFD(x): p"Vgi(x) =0Vi € I(x) : \; > 0} oznacuje kri-
ticky kuzel, kde x je bodem lokélniho minima dané ulohy (NLP). Vektory
A, p jsou vektory Lagrangeovych multiplikatort vyhovujici KKT podmin-

kédm.

15



Poznamka 1.6 Pomoci Lagrangeovy funkce mizeme prvni KKT podminku z véty

1.2 zapsat nasledujicim vztahem
VoL(x, pt,X) = V(") + ) A\Val(a") + ) ujVhz*) =0.
i=1 j=1
Nyni jiz muzeme pristoupit k samotné formulaci postacujicich podminek optima-

lity 2. radu.

Véta 1.3 (Postacujici podminky optimality 2. Fadu)
Necht x* € S a necht existuji vektory Lagrangeovijch multiplikdtori X* € R™
a u* € R" takové, Ze spolecné spliugi KK'T podminky a podminky pripustnosti

o V.L(z*, u*,A*) =0,

[ ] gz<$*)§0 Vi:17...,m,
o hj(x*)=0 Vi=1,...,r,
o X >0 Vi=1,...,m,

o \Nygi(x*)=0 Vi=1,...,m.
Necht navic plati p' V2 L(x*, u*, A )p >0 Vp e Cp(x*),p # 0.

Potom x* je bodem ostrého lokdlniho minima tlohy (NLP).

Dikaz: viz [5], strana 21.

16



2. Metody vnitrnich bodi

Metody vnitinich bodt jsou dnes velmi Gc¢innou metodou pro feSeni obecnych
tloh nelinearniho programovani, které jsou velmi obtizné resitelné, a jejich feseni
lze nalézt v polynomialnim ¢ase. Princip metody vnitinich bodi se poprvé objevil
roku 1984. Existuje nékolik riznych variaci metod vnitinich bodt. V této praci
se budeme zajimat o primarné-dualni metody a jejich pouziti na praktickych
prikladech pro tlohu kvadratického programovani, zejména pii vypoctu kontaktni

tlohy Euler-Bernoulliho nosniku s dokonale tuhym podlozim.

2.1. Primarni a dualni aloha

Zde bylo ¢erpéano z [1], [3], [5] a [10] .

V této praci se budeme zabyvat tilohou kvadratického programovani nasledujictho

tvaru
minimalizovat funkci %mTC xz+x'd
za podminek Ax =b, (4)
x>0,

kde C € R d € R", A € R b € R™ a & € R". Ulohu (4) nazveme
primarni alohou kvadratického programovéni, pficemz proménnou & budeme
nazyvat primarni proménnou. K primérni tloze mizeme formulovat tlohu

dualni nésledujicim vztahem

maximalizovat funkci +b '+ %wTCzc
za podminek ~ATp+Cx—X=d, (5)
z,A>0

a o proménnych g a A budeme mluvit jako o dualnich proménnych. Je-li
matice C je pozitivné semidefinitni, tj. pro libovolny vektor y € R™ spliuje
podminku y” Cy > 0, pak je funkce 32" Cx + 2’ d konvexni. Pokud je matice C
pozitivné definitni, pak je funkce s&” Cx + x’'d ryze konvexni. Dale v celé préci

budeme uvazovat pouze ulohy, v nichz je matice C pozitivné definitni a matice

17



A je matice s plnou rfadkovou hodnosti, tj. omezujici rovnostni podminky jsou
linearné nezavislé.
Uvazujme tlohu kvadratického programovani (4), pro niz si predepiSeme KKT

podminky optimality dle véty 1.3 spolu s podminkami pripustnosti, tj.

Cx+d+AT"u—X=0
Ax—b=0 (6)
)\11%:0 2':1,...,71

Ax > 0.

K ovéieni posledni podminky véty 1.3 musime nejprve najit matici V2_L(x, @, ).

Pro tlohu kvadratického programovéni je
V2 L(x,u,\) =C,
hleddme tedy takové x, p, A, aby platilo
p'Cp>0 VpeCyz), p#0. (7)

Ze zacatku této kapitoly vime, Ze matice C' je pozitivné definitni, tedy nerovnost
(7) je splnéna pro Vp € R™, p # 0 a tudiz i pro Vp € C,. Podminku (7)
budeme povazovat automaticky za splnénou. Uloha, kde funkce %wTC’x +x7d je
konvexni a pfipustna mnozina S je konvexni podmnozinou v R"” nazveme tlohou
konvexniho programovani. Pro tuto tlohu jsou nutné KKT podminky zaroven
podminkami postacujicimi, podrobnéjsi informace lze najit napft. v [5], str. 37.
Tedy bod «, splhujici tyto podminky, je bodem ostrého lokalnitho minima dané
tlohy. Pro tento typ tlohu muzeme ovsem fici, Ze bod x spliujici tyto podminky;,

je bodem globalniho minima, viz [5], str. 36.

2.2. Princip metody vnitinich bodi

V kapitole bylo ¢erpano z [5], [12] a [13].
Uvazujme tlohu (6). Ukolem je tedy najit takové x, X, p, které tyto KKT pod-
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minky splhuji. Déle si KK'T podminky prepiSseme pomoci dvou vektorovych funk-

cich F(x, u, A) a 0, které jsou dany nasledujicimi vztahy

Cx+ATp—-XN+d 0
F(z, p,A) = Az —b a  0=|:], (8)
XAe 0

kde X = diag(zy,...,2,), A = diag(\1,...,\,) a e = (1,...,1)T € R Dosta-

neme soustavu nelinearnich rovnic
F(x,pu,A) =0,

kterou lze naptiklad fesit Newtonovou metodou (kapitola 1.2).
Pfipustnou mnozinou ulohy (4) resp. (5) rozumime tzv. primarné-dualni pii-

pustnou mnozinu definovanou nasledujicim vztahem
S={(x,u,\): Cx+A"u—-A+d=0,Ax —b=0,2,\ >0}
Tato mnozina bude zaménéna za striktné pripustnou mnozinu, tedy mnozinu
SO={(x,u,N):Cx+A"p—-X+d=0, Az —b=10,2,\ >0},

nebot budeme pozadovat, aby nové vypoctené iterace lezely uvnitf striktné pii-
pustné mnoziny. Béhem vypoctu budeme modifikovat kroky tak, aby nerovnice
z KKT podminek byly splnény striktné, tedy A, > 0. Pravé tato podminka za-
rucuje, ze nové vypoctené iterace budou lezet uvnitt striktné pripustné mnoziny.
Odtud nese metoda vnitinich bodu i sviij nazev.

Tato metoda generuje posloupnost iteraci (z*, u*, )\k) lezicich v S°. Itera¢ni po-
sloupnost je vypoc¢tena pro primarni (4) i dualni (5) tlohu soucasné, proto tedy
hovofime o primérné-dualni metodé vnitinich bodi. V k-tém kroku Newtonovy

metody TeSime soustavu rovnic

AxF
J(x*, p*, AP Apt = —F(zk, p*, \¥), (9)
AN
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kde J(x, pu, A) je Jacobiova matice funkce F'(x, u, A). Ta je dana néasledujicim

vztahem
C AT I
Jx,p,A)=1 A 0 0
A0 X

Pokud je (x*, pu*, A¥) € SO, pak prava strana soustavy rovnic (9) piejde do na-
sledujiciho tvaru
0
— X" Ae
tedy body z S° ¢asteéné nuluji pravou stranu systému.
V kazdé iteraci Newtonovy metody je tfeba davat pozor, zda pravé vypoctena
iterace spada do mnoziny S°. Zavedeme novy parametr, tzv. délku kroku

ay, € (0, 1] tak, aby pro kazdou novou iteraci
(mk:-l-l’“k—l—l’)\k—&-l) — (:L‘k,[,l,k,)\k) + ak(ACIZk,A/_Lk,A}\k)

platilo (zFt1, pF+1, A*™) € $° Pokud je hodnota parametru oy, = 1, dostavame
standardni Newtonovu metodu, kterd v tomto pripadé neni vhodna, nebot muze

k+1

dojit k poruseni podminek kladenych na neznamy vektor @ a multiplikator

AL Parametr oy, volime tak, aby bylo sou¢asné splnéno
("1 A > 0. (11)

Nevyhodou pravé popsané metody je, ze nékdy mizeme udélat jen velmi maly
krok, aby nebyla porusena podminka (11), a tim pak metoda konverguje velmi po-
malu. Z toho divodu se zamérime na modifikace této metody, které nam umozni

rychlejsi konvergenci a delsi krok.

2.3. Centralni cesta
V této kapitole bylo ¢erpano z [1], [5], [12] a [13].
Efektivnéjsi proces vypoctu vyuzivé ideje centralni cesty
C ={(x(r),A(r), (7)) : 7 > 0}
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Centralni cestou tedy rozumime kiivku, ktera je parametrizovana parametrem
7 > 0. Jeji klicova vlastnost je poruseni neboli perturbace podminek komplemen-

tarity v KKT podminkéch
TiNi =T, i=1,....,n.

Metoda centralni cesty omezuje nové vypoctené iterace na blizké okoli centralni
cesty. V dalsim pokracovani textu budeme opét, jako tomu bylo v predchozi ka-
pitole, pozadovat, aby byla splnéna podminka &, A > 0 striktné. Tuto podminku
implementujeme do KKT podminek.

Dostaneme tedy systém s kladnymi podminkami, t;j.

Cx+d+ATp—Xx=0

Axz—-b=0
AXe =rTe
Az >0,

kde X = diag(z1,...,2,), A = diag(\y,..., \n) ae = (1,...,1)T € R". Newto-

novou metodou nésledné resime soustavu

o

Fx,u,A\)=1| 0 |, (12)

Te
kde F'(x, u, A) je definovana vztahem (8).
V primarné-dualni metodé se obvykle v k-té iteraci parametr 7 urc¢uje pomoci

dvou dalsi parametri. Prvni parametr je tzv. mira duality, kteréd je ddna vzta-

hem
Z xk )\k )TAk

Druhy parametr, ktery zavedeme, je tzv. centrujici parametr o € [0, 1]. Pokud
je parametr ¢ = 1, pohybujeme se v kazdé iteraci po centralni cesté C. Je-li

o € [0,1), pohybujeme se v néjakém okoli centralni cesty.
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Nyni definujme parametr

Tk = QkO'.

K vyfeSeni nelinearni soustavy rovnic (12) opét pouZijeme Newtonovu metodu,

kterd mé v k-té iteraci tvar

C AT -1 AxF —CxF —ATpF+ X\ —d
A0 O ApF | = — Az +b : (13)
A* 0 Xx* ANF —X"Are + 1e

Soustavu rovnic miizeme vyfesit napf. pomoci postupné eliminace proménnych.
Tento postup miizeme pouzit, pokud jsou vSechny matice na hlavni diagonale

dané soustavy regularni. Pro prehlednost si ozna¢me
rh = —Cxb - ATpb + N\ —d, r¥ = —Ax" +b.

Nyni jiz muZeme pfistoupit k eliminaci soustavy (13). Z posledniho Fadku této
soustavy je
XEAN = —XFA*e + 1.e — AP AZF,

k

diky ptedpokladu z* > 0 je matice X* regularni diagonalni matice, ke které

existuje inverzni matice. Odtud muzeme vyjadfit
AN = —Afe + (XP)Ire — (XF)TTAF AR (14)

Poznamenejme, Ze vypocet inverzni matice (X*)~! nenf v tomto piipadé obtizny.
Matice X* = diag(zy,...,x,) a tedy (X*)~! = dmg(i, e i) Inverzni ma-
tice k diagonalni matici je matice s prevracenou hodnotou diagonélnich prvkii.
Dosazenim vztahu (14) do prvniho radku soustavy (13) obdrzime systém

(c+(xk)—1Ak AT> (Aaz’“) _ <r’f—Ak€+(Xk)_lTke> (15)

A 0 Ap® k

ry

se symetrickou matici. Pokud bude i pozitivné definitni muzeme k vyreseni sou-
stavy rovnic pouzit Choleského rozklad. Pokud ovSem neni splnéna podminka
pozitivni definitnosti, miizeme sice také pouzit Choleského rozklad, ovSsem v pri-

béhu vypoctu muzeme obdrzet matici s komplexnimi prvky. Pokra¢ujme tedy
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v eliminaci.

Ovéime nyni, Ze matice C + (X*)~1A* je pozitivné definitni, tj. Ze plati
y'[C+(X) Ay =y Cy+y"(X") A"y >0, vy #o.

V tvodu této kapitoly 2.1 predpokladame, ze matice C je pozitivné definitni,
tedy y"Cy > 0,Vy # 0. Déle také vime, Ze v diagonalnich maticich X* a A"
jsou kladné hodnoty a to i v pifpadé inverzni matice (X*)~', tzn. na hlavni
diagonale matice (X*)~'A* jsou ¢isla kladna. Podminka pozitivni definitnosti

yT(X*)~'A*y > 0 je splnéna. Odtud plyne Vy € R”, y # 0
y'[C+ (X" 'AMy =y"Cy +y" (X*)'AFy > 0.

Ovéiili jsme, Ze matice C+(X ") ~1AF je pozitivné definitni, tudiz regularni a exis-
tuje jeji inverzni matice, kterou ozna¢ime @ = (C + (X*)~'A¥)~!. Dale pozna-
menejme, Ze zapisy inverznich matic, které nejsou diagonalni, jsou zde pouze
formalni. Misto obtizného vypoctu reSeni soustavy pomoci inverzni matice pou-
zijeme Choleského metodu. Pokracujme nyni v eliminaci.

Méme dvé maticové rovnice, z nichZz postupné vyjadiime Az* a Ap* tj.
Azt = Qri — QATAP" + Q(—Afe + (X*) 're),
Apk = (~AQA") 'k — (AQAT) ' AQrt —
- (AQAT) " (AQ(~A¥e + (X*) ' re).
Ovéfme, zda je matice AQAT regularni a existuje jeji inverze. Matice Q je in-
verzni matice k regularni a pozitivné definitnf matici C + (X*)~*A*, z linearni

algebry vime, Ze i sama matice Q je regularni a pozitivné definitni. Navic A je

matice s plnou radkovou hodnosti. Tedy dokazme, ze vztah
y"AQATy >0 VyeR",  y#£0,
plati. Ozna¢me z = ATy. Odtud tedy vidime, ze

2'Qz >0 VYzeR™, z#0,
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protoze Q je pozitivné definitni matice.
Soustavu (15) muzeme tedy vyfesit pomoci tplné eliminace nebo pouzitim Cho-
leského rozkladu a nasledného dopocteni AX® ze vztahu (14). Novou iteraci po-

lozime rovnu
(@, pF N = (@, pF, AF) 4 ag(Axk, Ap, ANY),
pfitemz ay, volime tak, aby platilo (zF+!, A*™) > 0.

2.3.1. Sledovani cesty

Metoda sledovani cesty omezuje vypoctené iterace na urcité okoli centralni cesty

C. Mezi dvé vyznamné okoli centralni cesty C patii
No(B) = {(@, 1, X) € S | || X Ae — e ||< 05},
pro 8 € [0,1) a druhym vyznamnym okolim je
N_o(y) = {(z, pu,A) € S | ;0 >0y Vi=1,...,n},

kde v € (0,1]. Obvykle volime parametr [ = % ay = 1073. Pro kazdy bod leZici
v okoli N_(7) musi byt kazdy ze soucini z;\; maly, aby jejich primér nepie-
krocil hodnotu parametru 6. Tento pozadavek neni nikterak omezujici, a z tohoto
ditvodu zahrnuje okoli N () vétsinu striktné pFipustné mnoziny S° s paramet-
rem v blizicim se nule. Okoli N3(8) je mnohem restriktivngjsi nez okoli N (7).
Nékteré body ze striktné pripustné mnoziny S° nepatii do A3(3) bez ohledu na
vybér hodnoty parametru 5.

Tato metoda nam diky sSirsimu okoli umoziuje udélat delsi krok, a tedy rych-
lejsi postup k hledanému FeSeni. Sirsf okoli cesty je zavislé na dvou parametrech
Omin & Omaz, COZ je spodni a horni odhad centrujictho parametru o. Poté, co
zvolime piislusné parametry a pocatecni aproximace, vyresime soustavu (13), viz

predchozi odstavec. Novou iteraci polozime rovnu
(2P PN = (%, b N 4 o (AR, Apk, ANF),

24



pficemz ay, € (0,1] je nejvétsi hodnota, pro kterou plati (51, A*) > 0.

Ptriméa volba aj muze byt v mnoha pfipadech velmi obtiZzna. Pfi feseni nasSich
praktickych tloh se ukazalo, Ze pro vypocet délky kroki miizeme pouzit stejny
zpusob vypoctu jako pro tlohu linearniho programovéni, viz [12|. Postupujeme
tedy tak, Ze nejprve ur¢ime mnozinu vsSech kroki, které je mozné udélat. Tyto
kroky uré¢ime pro primarni i dudlni proménnou, tj. polozime

min i adad — min A
— i, _ _ _
i:Axf<0 Axf max isA)\éC <0 A)\f

pri
kmax —

Pri praktické implementaci metody vybirame délku krokt z otevienych intervali

o € (0,00h,,), oft € (0,0f20,)

Nenulovou hodnotu pravé vypocteného kroku zaruc¢ime zavedenim specialniho
parametru n € [0.9,1]. Délka kroku priméarni a dudlni proménné je tedy dana
vztahy

dual
k,max J -

pri __ - pri dual __ .
ap = mln{l,nkc%mam}, " = min{1, gy

Nové iterace je definovana

:13’““ _ Zl’:k + OéIIZTiAZL‘k, (}\k+1,uk+1) — ()\k,[,l,k> + QZUGZ(AAk,Ap,k).

Nyni aplikujeme metodu sledovani cesty s okolim N_ () na prakticky piiklad.
Tento priklad je prevzaty z nevyfeSenych cviceni z [1], str. 140, priklad 7.13.,
kde je uveden jako ptiklad ilustrujici metodu sledovani cesty s dlouhym krokem.
Ulohu vyfesime pomoci vlastniho programového kodu

IPM sledovani_ cesty dlouhy krok.m implementovaného v matematickém soft-

waru MATLAB.

Priiklad 2.1 Pomoci metody sledovani cesty vyfeste néasledujici priklad:

(minimalizovat funkci 0.00527 + 0.00523 + 0.0223 4 0.005z 22
za podminek 1,2, 3, T4 > 0
T1+ o +a3=1
—T9+ 23+ x4 =0.1
| pro (21,9, 73,14)T € X =R
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Danou tlohu prepiseme do maticového tvaru, tj.

minimalizovat funkci %a}TC xz+x'd

za podminek x>0,
Ax = b,
pro reX =R

kde

0.010 0.005 0 O
0.005 0.010 0 O
¢= 0 0 0.0400 d=

0 0 0 O

1110 1
’A_(0—111>’b_ (0.1)’

Pocatecni aproximaci zvolime tak, aby byla splnéna podminka

o O OO

(%X, 1) e SO ={(z, A\ p): Cx+ATu—A+d=0, Az —b=10,z,\ > 0}.
Tuto podminku splhuji napt. vektory

oo
3

L)TA0_<L 3 133 1 )T
100 ) 2507 1000 1000”1000 /

o [ 1 1\’
H 1000° 1000 )

Pted spusténim programového kodu IPM  sledovani_ cesty dlouhy krok.m mu-

?

W —
Wl

sime zadat vstupni data tlohy. V naSem pripadé€ jsou zadavany matice a vek-
tory dané soustavy, tj. C,d, A, b, sloupcové pocatecni aproximace vektoru, tj.
vektory a2, u°, A°, maximalni pocet iteraci, hodnota centrujiciho parametru o
a presnost vypoctu €. Kod pro tuto metodu je vytvoreny pro nerovnostni pod-
minky & > 0. V pfipadé obecnéjsich podminek vyuzijeme jiné modifikace metody
vnitinich bodi. V programovém kodu jsou pevné nastaveny hodnoty o,,,, = 0.2,

Omaz = 0.8 a7 =0.25. Okoli centralni cesty je tedy
N_oo(0.25) = {(x, u, X) € S | 2\ > 0250 Vi=1,...,n}.

P1i vypoctu Teseni této tlohy s takto zvolenou pocatecni aproximaci a parame-

trem o = % se ukézalo, Ze nemusime prepocitavat délku kroku a4, v k-té iteraci,

26



nebot pro primarni i dualni proménnou dostaneme v kazdé iteraci délku kroku
ar = 1. Vypocet byl proveden s presnosti e = 107° a s nastavenim maximalniho

poctu 1000 iteraci. Pro ukonc¢eni vypoctu jsme zvolili nasledujici kritéria
| CxF + ATp* — N+ d ||< e, | Az" —b||<e.

Po spusténi programu dostaneme po 15 iteracich feSeni s pozadovanou presnosti.

Regeni:
0.4210 0.0506
. |oa2tn| ., . |00506| ., [—00063
T = o579 | A T 01340 [ H _( 0 >
0.3632 0.0586

hodnota funkce v nalezeném bodé minima je f(x*) = 0.0032.

2.3.2. Sledovani cesty s nepripustnym bodem

Uréeni striktné p¥ipustného bodu, tedy bodu z mnoziny S°, je v mnoha pifpadech
velmi obtizné a pouziti metody sledovani cesty je mozné jen ve velmi specifickych
prikladech. Metodu uvedou v odstavci 2.3.1 je ovSsem mozné modifikovat, a tim
snizit i restriktivni naroky metody na vstupni a nové vypoctené body, které uz
nemusi nalezet do mnoziny S°. Body, které nelezi v mnoziné S°, budeme nazyvat
nepiipustné body.

Princip metody s nepiipustnym bodem pracuje na Sir$im okoli nez metoda se
striktné pripustnym bodem. Okoli, se kterym metoda pracuje, je definovano na-

sledujicim zptisobem

0 .
Neoe(v,0) = {(@, . M) | (r1,m2) ]| (rY,72) |l g—o, (@, A) > 0,23\ = 0y Vi,

kde v € (0,1) a p > 1. Vektory 71,72 jsou hodnoty rezidui pravé strany, tj.
ri=Cx+d+ATp— X\ a ry = Ax — b.

Mira duality 6, a rezidua pocéteénich aproximaci %, 79 jsou dany volbou po-
0 1»"2

¢atecni aproximace vektort (z%, u®, /\0). Volba parametru p > 1 ndm zajisti, ze
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pocatecni bod (x°, u®, %) € N (v, p).
Metoda sledovani cesty s nepripustnym bodem fesi stejné soustavy rovnic jako

metoda v odstavci 2.3.1. Po vyfeSeni soustavy (13) hledame nejvétsi moznou

délku kroku ay € (0, 1] tak, aby
(2 PN = (2, ) + an(Aat, Apt, AXY) € N (7, p)

a soucasné aby platilo (zF+1, A¥*1) > 0.
Zéroven musi byt splnéna tzv. Armijova podminka, ktera je definovana nasle-

dujicim vztahem
9k+1 S (1 — OOlOék)ek

Metodu sledovani cesty s nepfipustnym smérem budeme ilustrovat na vlastnim
piikladé. Ulohu budeme fegit pomoci vlastniho programového kodu

IPM _Nepripustny bod.m.

Priiklad 2.2 Pomoci metody sledovani cesty s nepiipustnym bodem vyfeste na-

sledujici tlohu
minimalizovat funkci  z? + 22 + 23,
za podminek T1,To, T3 > 0,
Tr1 — T9 = 0,
pro (11,20, 73)T € X = R3.

Ulohu piepiseme do maticového tvaru, tj.

minimalizovat funkci %QZTCZB +2'd,

za podminek x>0,
Ax = b,
pro reX =R
kde
200 0
C=(020],d=|0],A=(1-10),b=(0).
002 0
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Zvolime pocatecni aproximaci tak, aby platilo

(2", X°, u%) € N (v, p),

kde parametr v = 0.25 je pevné zvolen a druhy parametr p zvolime tak, aby
platilo p > 1, tj. napt. p = 1.5, parametr 0 = 0.3. Poc¢ate¢ni aproximace mizeme

zvolit napf.

T T
; 11 /11 1 ;
— 1__ ’A: e — s f— _8 .
v (’2’2 1) * =)

Pted spusténim programového kodu IPM  Nepripustny bod.m musime zadat
vstupni data dlohy. V nasem piipadé jsou zadavany matice a vektory dané sou-
stavy, tj. matice C, A a vektory d, b, po¢ateéni aproximace °, A°, u°, maximalni
pocet iteraci, hodnota centrujiciho parametru o a vypocetni pfesnost. Kod pro
tuto metodu je vytvoreny pro nerovnostni podminky & > 0. V piipadé obecnéj-
sich podminek vyuzijeme jiné modifikace metody vnitinich bodt.

Vypocet byl proveden s presnosti ¢ = 107® a s nastavenim maximalniho po¢tu

1000 iteraci. Pro ukonceni vypoctu jsme zvolili nasledujici kritéria
| Cx* + ATp* — N+ d ||< e, | Az" —b||<e.

Po spusténi programu dostaneme po 43 iteracich feSeni s pozadovanou presnosti.

Regen:
0.4090 0.2454
" =10""{ 0.4090 | , A" =10"%( 0.2454 | ,p* = (—3.4107-107"*),
0.4090 0.2454

hodnota funkce v nalezeném bodé minima je f(x*) = 5.0174 - 107'7.

Metody sledovani cesty s dlouhym krokem nebo metody sledovani cesty s ne-
pripustnym bodem je vhodné pouzit na tlohy, jejichz omezujici podminky jsou
tvaru

x > 0.
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Pokud budeme mit tlohu s obecnéj$imi nerovnostnimi omezenimi, t;j.
Gx —g >0,

pouzijeme nésledujici modifikaci metody vnitinich bod.

2.4. Centralni cesta s doplitkovou proménnou

V této ¢asti prace bylo ¢erpano z [5] a [12].

Nyni si ukdzeme jinou modifikaci metody centralni cesty, ktera kromé poruseni
podminek komplementarity a zavedeni centrujiciho parametru pracuje jesté s do-
pliikkovou proménnou w € R", ktera transformuje nerovnostni podminky tlohy
kvadratického programovani na rovnostni. Metoda centralni cesty s doplitkovou
proménnou opét omezuje nové vypoctené iterace na urcité okoli centralni cesty.
Perturbované KK'T podminky s novou pomocnou a kladnou proménnou w pre-

piSeme na tvar

Cx+d+A"p—Xx=0,

Az —b=0,
—x+w =0,
AW = re,
A, w >0,

kde W = diag(wy, ..., w,), A = diag(\1,..., \),e = (1,..., )T € R,

Nyni definujeme vektorovou funkci

Cx+ATp—-A+d
Ax — b
—x +w
W Ae

F(CB,M,A,’UJ) =

a vypoc¢teme parametr 7. Hodnotu parametru 7 opét uré¢ime pomoci dvou dalsich

parametri. Prvni parametr je mira duality, kterou ted definuje vztah

LQ pye . (W)X
ek:E;wiAi :T7 (16)
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k vypoctu miry duality tedy pouzijeme doplitkovou proménnou. Druhy parametr

zustava stejny jako v predchozim ptipadé. Jedné se o centrujici parametr
o €[0,1].

Nyni definujeme parametr 7 pro k-tou iteraci nasledujicim vztahem
T, = 00.

Newtonovu metodu aplikujeme na soustavu

0
0
F(m’ I’l” A) w) = O Y
Tr€
v k-tém kroku Newtonovy metody fesime
Cc AT -1 0 AxF —CxF — ATpF + N —d
A0 0 O0 Apt | —Azx* +b (17)
-I 0 0 I AXNF | T b — wk '
0 0 Wk AF Aw" —~W*AFe + e

Tuto soustavu rovnic mizeme vyfesit napt. pomoci eliminace proménnych. Pro

jednoduchost si oznac¢me

rh = -Czxf - ATp" + \F —d
rh = —Ax" +b

rh =" — w.

Podle posledniho fadku soustavy je
AFAwWF = —WrA*e + 1.e — WEANF,

Odtud muzeme vyjadiit Aw”, jelikoz diky podmince na multiplikator A* > 0 je
AF regularni diagonalni matice a mame
Aw" = —Wre + (AF)Ire — (AF)TTWFANE,
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Dosazenim do tfetiho fadku soustavy (17) dostaneme systém rovnic

Cc A" —I Ax* rk
A0 0 Apt | = rh . (18)
I 0 —(A"'w* ANF rk+ Whe — (AF) 1e

Na levé strané systému (18) tedy dostaneme symetrickou matici. K vyfeSeni sou-
stavy muzeme pouzit Choleského rozklad nebo pokracovat v eliminaci. Pf¥ipo-
menme, Ze i zde jsou zépisy inverznich matic pouze formalni. Pokud budeme
fesit praktické dlohy, vzdy vyfesime danou soustavu rovnic bez vypoctu inverzni
matice. Inverzni matice diagonélnich matic poc¢itame prevracenim hodnot na di-
agonale.

Z posledniho Ffadku soustavy méame
—(AM)TITWHRAN = s + Whe — (A*) e + TAZE.
Matice A¥a W* jsou regularni, pak miizeme vyjadiit
ANF = —AF(WH) ek — APe + (WH) e — AF(WH) T Az,

Oznacme 7§ = —A*(W*)~1rk — Afe 4 (W*)~!7,e a dosadme do soustavy, kterd

C+ AFWH=1 AT\ (AzF\  [(rk 4k
A 0 Apk ) rk '

Matice C je pozitivné definitni, tudiz i matice C + A*(W*)~! je pozitivné defi-

je nyni tvaru

nitni a regularni, viz predchozi kapitola 2.3. Tedy existuje inverzni matice
k k !

Q= (C+A (W )*1) .
Pak mizeme pokracovat v eliminaci maticové rovnice. Z rovnice postupné vyja-
difme Axz*a Ap,

(C + AF(WH ™ HAzZE = vh 4 rh — ATAPF,
Azt = Q(ry +r) — ATAp"),
Apt = —(AQA")H(ry — AQ(r +1)).
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Analogicky jako tomu bylo v predchozi kapitole muzeme dokazat, Ze existuje
inverze (AQAT)~!. Postupné vypoéitame neznamé Ap* Ax* AX* a Aw" nebo
pouzijeme Choleského rozklad a vypocteme Az, AN, Ap* a na zakladé téchto

vysledkt dopoc¢teme Aw?*. Novou iteraci polozime rovnu

tak, aby platilo (w*+1, A¥*1) > 0.

Princip metody vnitinich bodu spociva v zavedeni centrujictho parametru a miry
duality a vyfeSeni soustavy nelinedrnich rovnic Newtonovou metodou. Poté na-
lezneme vhodnou délku kroku a vypocteme novou iteraci tak, aby byly splnény

podminky, které metoda vnitinich boda vyzaduje.

2.4.1. Prakticka primarné-dualni metoda

Nejpopularnéjsi z metod vnitinich bodt pro tlohu konvexniho kvadratického
programovani, tedy tlohy, v niz minimalizujeme konvexni kvadratickou funkci
s linearnimi omezujicimi podminkami, je metoda zalozen&d na Mehortové typu
prediktor-korektor. Tato metoda koriguje volbu délky krokti primarni a dualni
proménné. Stejné tak, jako tomu bylo v metodé sledovani cesty, i tato metoda
omezuje vypoctené iterace na blizké okoli centralni cesty uvniti mnoziny, na niz
hledame FeSeni, tj. musi platit w®, AF > 0.

V prvnim kroku metody polozime centrujici parametr ¢ = 0 a vypocteme novy

smér (Ax™f Ap®f AXYT Aw®/T). Vyfesime soustavu (17) v novém tvaru, tj.

cC A" -T o Azf! —Cxr —ATpF+ X\ —d

A0 0 O Apett —Ax* +b

10 0 I AXYT | T xk — wk - (19)
0 0 Wk AF Awlf —WkAFe

Pokud pouzijeme plny krok a = 1, pak z podminek komplementarity plyne
(N + AN (w; + Aw Ty = AN Awt
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Zbylé ¢leny \;Aw; 1 A)\?f T, Ayw; jsou nulové. Podminky komplementarity A\jw;
nahradime vyrazem A)\?f f Awy oy mnohych prikladech pravé vypocéteny krok
nezmensuje dostatecné miru duality 6. Z tohoto divodu muZzeme vypocitat
korekei (Ax”, Ap AN, Aw"). Krok (Ax®" Ap®" AN Aw®") vypoc-

teme tak, Ze v soustavé (19) nahradime vyraz
—A*Wte vyrazem — AAYIAW e,

kde AAYT = diag(AXIT ... AXNSTY o AW = diag(Awd'? ... AwedT),

Soustava ma nyni tvar

C AT -1 0 Az —CxF — ATpF + N —d
A 0 0 O Apcr | —AzF +b

-I0 0 1I AN | xh — w*

0 0 Wk AF Awe —AAYIAW Y e

V nékterych ptipadech je vhodné zvolit kombinace téchto dvou kroku
(Amaff7 A[J,aff, AAaff, Awaff) + (chor’ A[I,COT, AACOT) chor)‘

Dosédhneme tak efektivnéjsiho snizeni miry duality, nez kdybychom pouzili pouze
(Axoff, Apaff ANT | A f 1),

V praktické implementaci algoritmu musime vSak pouzit centrujici parametr
a vhodné zvolit délku kroku. Jak jiz bylo feceno na zacatku této kapitoly, délky
krokt pro primarni a duélni proménnou se mohou lisit. Vypocet délky krokt pro-
vadime analogickym zptisobem jako v kapitole 2.3. Tedy pro délku kroku primarni

a dudlni proménné plati

wW; i
pri : ? dual : ?
Qo —mln{l min ——} o :mln{l min ——}.
o1 Tiawii <o Aw™ T oI iaxetfco AN

Nyni si jesté zavedeme pomocnou proménnou 6,5¢, diky které mizeme nasledné

vypocitat hodnotu centrujictho parametru, tedy

ugs = ~(w+aly Aw“ff> (A+ adigarr). (20)
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Pokud polozime
pri pri }

O/\faff - min{Oéaff, Oéaff

dostaneme obdobny vztah pro parametr 0,5¢, tj.
1 T
urs = —(w+ uprAwT) (X + g ANT). (21)
n
Centrujici parametr o je definovan
0 3
- ("
Ok

kde parametr ), je dan vztahem (16) a parametr 6,7, je dan vztahem (20) nebo

(21). Vysledny vektor ziskdme vytesenim néasledujiciho systému rovnic

C A" -1 o AxF —Cxr —ATpF+ 2" —d
A0 0 O© Apf | —Ax* +b

—-I 0 0 I AN | T xk — w*

0 0 Wk AF Aw* —A*Wre — ANV AW e + e

Soustavu muzeme vyftesit analogicky jako v tvodu této kapitoly. Pii vypoctu
délky kroki mizeme volit stejnou nebo rozdilnou délku kroku pro primarni a du-
alni proménnou. Pokud zvolime prvni moznost, tedy délka kroku bude pro pri-

marni a dualni proménné stejna, pak novou iteraci polozime rovnu

dual

kde oo = min{a®", adu} a aPr ol jsou definovany nasledujicimi rovnostmi

o = max{a € (0,1] : w + aAw > (1 — 7)w},

o — max{a € (0,1] : A4+ aAX > (1 — 7)A},

T

pricemz 7 € (0,1). Pokud se ovSem rozhodneme pro rozdilnou délku kroku, pak
postupujeme jako v odstavci 2.3.1. Vypocteme vSechny pripustné kroky a vy-

bereme ten, ktery bude spliiovat podminku (w*t', A*™) > 0. Rozdilna volba
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délky kroka priméarni a dualni proménné muze vést k rychlejsi konvergenci me-
tody vnitinich bodt. V této praci se vénujeme pouze metodé s rozdilnou volbou
délky kroku pro primarni a duélni proménnou.

V nasledujicich dvou tlohach si predvedeme pouziti praktické primarné-dualni
metody vnitinich bodt. Metodu budeme aplikovat na obecnéjsi tlohy, nez pro
které byla odvozena. I pro tyto obecnéjsi typy tuloh lze metodu pouzit, ovsem

tloha se stava komplikované;jsi.

Nésledujici tloha je ¢astetné prevzata z nefeSeného cviceni [12], str. 494, cvi¢eni
16.11. Tu vytesime pomoci naseho programového kodu IPM  Prakticka_ P D.m.
Kod je sestaveny v matematickém softwaru MATLAB a fesi tilohu s nerovnost-

nimi omezenimi a rozdilnou délkou kroku pro primérni a duélni proménnou.

Priiklad 2.3 Pomoci praktické primarné-duélni metody vnitinich boda vyteste

nésledujici alohu

minimalizovat funkci 2% + 222 — 22,25 — 211 — 619

za podminek —0.5271 — 0.5z9 > —1
Try — 21‘2 Z —2
pro (11, 22)T € X = R2

Danou tlohu prepiseme do maticového tvaru, tj.

minimalizovat funkci iz’ Cx + x’d
za podminek Gx > g,
pro xecX=R?

c=(570)a=(5)e= (7 )= (2)

Omezujici podminky u tohoto piikladu jsou v obecné&jsim tvaru, nez pro ktery

kde

jsme praktickou primarné-dualni metodu odvodili. Ukazeme si tedy, jak sesta-

vime soustavu rovnic, kterou budeme fesit metodou vnitinich bodu. Nejprve si
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predepiseme KKT podminky pro tuto tulohu, tj.

Cx+d+A"u—G"x =0,
)\T(G.’B—g) = 07
A>0.

Zavedeme dopliikovou proménnou w > 0 a parametr 7 a s jejich pomoci predchozi
KKT podminky nahradime preturbovanymi podminkami s dopliitkovou promén-

nou

Cx+d—G'Xx=0,
—-Gx+g+w=0,
AW = re,
A, w > 0.

Na zakladé téchto podminek definujeme vektorovou funkci

Cx+ATp—-G"A\+d
F(x,\,w) = ~-G'z+g+w ,
W Ae
kterou polozime rovnu 0, tj. F(x, A\, w) = 0. KKT podminky vyjadiime pomoci
dvou vektorovych funkei. Nyni jiz postupujeme analogickym zptisobem jako v ka-
pitole 2.4, vyTesime tedy soustavu nelineadrnich rovnic.
Zvolime pocatecni aproximaci, tak aby byla splnéna podminka ()\O,wo) > 0.

Tuto podminku splnuji napiiklad vektory

A% = (2,2)" aw® = (2000,2000)" .

0

Poc¢atecéni aproximaci vektoru " mizeme zvolit napt. vektor

woz(l,l)T.

Pred spusténim kédu IPM _ Prakticka P D.m musime zadat vstupni data tlohy.
V tomto prikladé jsou zadavany matice C, G, A a vektory d, g, b, poc¢atec¢ni apro-

ximace vektortt &% A\°, w®, maximalni pocet iteraci a vypocetni pfesnost. Pro
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ukonceni vypoctu jsme zvolili nasledujici kritéria, tj.
| Cx" —GN +d|<ca | -Gx" +w" |<¢,

kde e = 107°. Hodnota centrujictho parametru o je prepocitavana v kazdé nové
iteraci na zakladé vysledk, které obdrzime pro prvni soustavu rovnic v praktické
metodé, tedy soustavé, kterou fesime pro o = 0. Po spusténi programu s takto

zvolenou pocatec¢ni aproximaci obdrzime po 26-ti iteracich feSeni s pozadovanou

presnosti.
Regen:
«_ (080007 . _ 5.6000 . (46423107
T = \12000 )" T\ 73386.102 )% = 0.4000 ’
hodnota funkce v nalezeném bodé minima je f(x*) = —7.1999.

Pomoci praktické primarné-dualni metody jesté vytfesime nésledujici tlohu s ome-
zenim tvaru rovnosti i nerovnosti. Uloha je ¢asteéné prevzata z 9], str. 63, piiklad
3.7. Tuto ulohu vyresime pomoci vlastnitho programového kodu

IPM _ Prakticka_P_ D _obecne_ podm.m.

Priklad 2.4 Pomoci praktické primarné-duélni metody vnitinich boda vyteste

nésledujici alohu

[ minimalizovat funkci a2 + 22
za podminek 1 >0
1 — 29 =20
201 + 319 =7
| pro (11, 22)T € X = R2

Danou tlohu prepiseme do maticového tvaru, tj.

minimalizovat funkci %wTC xz+x'd

za podminek Gx>g
Ax —-b=0
pro xrecX=R?
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kde

o (i2) o (2) 4= () o= () o (1) 0~ ()

Predepiseme si perturbované KKT podminky podminky. Ty jsou témér analo-
gické jako v predchozi tloze. Zde nam ovSem pfibude jedna omezujici nerov-
nostni podminka. Pocateéni aproximaci zvolime tak, aby byla splnéna podminka

(A%, w°) > 0. Tu spliwji napf. vektory
0 T 0 T
A = (0.001,0.001) w” = (0.01,0.01)" .
Pocétecni aproximaci vektoru ¥ a pu® mizeme zvolit napt.
2 = (0.001,0.001)" p' = (3,8)".

Nyni jiz miZeme pfistoupit k samotnému vypoctu tlohy. Pred spusténim sa-
motného vypoctu musime zadat vstupni data. V tomto pripadé musime zadat
matice C, A, G a vektory d,b, vektory po¢atecnich aproximaci % A%, pu®, w®,
maximalni pocet iteraci a vypocetni presnost. Pro ukonceni vypoctu jsme zvolili

nésledujici kritéria, tj.
| Cx" —GX+d|<ca || Az" +b < ¢,

kde ¢ = 1075, S takto zvolenymi pocatecnimi hodnotami jsme vysledku s poza-

dovanou vypocetni presnosti dosahli jiz ve 2. iteraci.
Regent:
« _ ( 1.4000 A 0.0044 - 1073 « [ 146.1319
T =\ 14000 )0 T \o03043-1073 )0 T\ 22830 )

. [ —0.5600
= ~1.1200 )
Hodnota funkce v nalezeném bodé minima je f(a*) = 3.9200.
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3. Euler-Bernoulliho nosnik

Euler-Bernoulliho nosnik predstavuje matematicky model dlouhého stihlého nos-
niku, ktery je pro stavebni a strojni konstrukce neodmyslitelnou soucasti. Di-
lezitou vlastnosti tohoto modelu je, ze prufez ziustava i po deformaci rovinny
a kolmy k deformované stiednici. Nejprve se budeme zabyvat samotnym mode-
lem Euler-Bernoulliho nosniku, nalezenim vhodné formulace a diskretizaci dané
tlohy. Nakonec predstavime kontaktni tlohu pro nosnik s dokonale tuhym pod-
lozim, kterou prevedeme pomoci varia¢nich metod a metody konec¢nych prvki na
tlohu kvadratického programovani a nasledné pouzijeme metodu vnitinich bodu

k nalezeni feSeni.

3.1. Rovnice Euler-Bernoulliho nosniku

V této kapitole bylo ¢erpano z [4] a [7].

Euler-Bernoulliho model nosniku je dan jednodimenzionélni rovnici tvaru
(EIu"(2))" = f(a), z € (0,L), (22)
s oznacenim
e [/ = Youngtuv modul pruznosti,

e /= moment setrvac¢nosti prufezu vzhledem k ohybové ose, obecné funkce
proménné x, v praktickych prikladech byvéa prevazné konstantni nebo po

¢astech konstantni funkce,
e y = pruhyb nosniku,
e [ = vertikalni zatiZeni nosniku,
e [ = délka nosniku.

Uvazované okrajové podminky pro rovnici (22) v bodé x = a délime na stabilni

a nestabilni. Stabilni podminky jsou

u(a),u'(a),
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nestabilni podminky jsou pak tvaru
M(a) = EIu"(a), V(a) = (EIu"(a))',

kde M(a) je ohybovy moment a V'(a) je posouvajici sila. Z fyzikalniho hlediska

mé smysl uvazovat pouze tyto okrajové podminky v bodé z = a
e pevné vetknuti: wu(a) =u'(a) =0,
e prosté podepieni: u(a) = M(a) =0,
e volny konec: M(a) =V (a)=0.

Kombinaci téchto okrajovych podminek dostaneme ¢tyti zakladni typy nosniki
tj. oboustranné vetknuty nosnik, prosté podepreny nosnik, nosnik s vetknutim
a podeprenim a nosnik s volnym koncem.

V dalsim pokracovani prace se omezime, pro lepsi predstavu, na oboustranné

vetknuty model nosniku. Funkcional celkové potencialni energie nosniku je tvaru

J(v) = % /0 EI(z)(v(z))%dz — /0 f@p(a)de  Yoev,
kde
V= {v e HX((0,1)) : v(0) = v(L) = 0 = /(0) = v/(L)}. (23)

Prostorem H?((0, L)) rozumime Soboleviiv prostor, ktery je definovan

H*((0,L)) = {v € L*(0,L) : D*v € L*((0,L)) VY|a| <k} prok € Ny,

kde
olel
D% = a—u047
Ozt ... 0z
a=(ay,...,ay)T,0; €Ny, i=1,...,N je multiindex.

Poznamka 3.1 Symbolem J'(u,v) budeme znacit Gateauxovu derivaci funkcio-

nalu J v bodé v a sméru v.
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Dle |7] stacionarni bod funkcionalu spliiuje podminku J'(u,v) = 0, tj.

L L
/ EIu" (z2)v" (z)dx — / fvdz = 0.
0 0

Formélnim uzitim Greenovy véty pak dostaneme

/0 (B (z)) vdz — /0 f@(@)dr =0,  YoeD, (24)

kde D((0,L)) = {u € C§°((0,L)) : supp u C (0,L)} je prostor nekonetné
diferencovatelnych funkei s kompaktnim nosi¢em v (0, L). Nosi¢em bazové funkce

u pak rozumime mnozinu

suppu = {zx € (0,L): u(x) # 0}.

Z (24) mame
El(z)u"(x))" = f(x) sk. v&. z € (0, L).

Definice 3.1 Varia¢nim fFeSenim tlohy s oboustranné vetknutym nosnikem

nazveme funkci u € V' takovou, ze

J(u) = min J(v).

veV
Podrobnéjsi informace o existenci a jednoznacnosti variacniho feSeni lze nalézt
napf. v [7].
3.2. Kontaktni tiloha pro nosnik s podlozim

V této kapitole bylo ¢erpano z [7] a [8].
Kontaktni tlohu pro Euler-Bernoulliho nosnik s dokonale tuhym podlozim si opét
predstavime pro oboustranné vetknuty nosnik. Dokonale tuhé podlozi predsta-

vuje prekazku, ktera je umisténa ve vzdalenosti g(x) pod nosnikem. Kontaktni
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ulohou Euler-Bernoulliho nosniku rozumime tlohu

(ETu"(z)) = f(z) + T (u(x)), (25)
u(0) = u'(0) =0, (26)
uw(L) = /(L) =0, (27)

kde z € (0, L) a T'(u(x)) predstavuje kontaktni silu.
Pro kontaktni tlohu predepisujeme specidlni typ podminek, tzv. Signoriniho
podminky, které pridame k (25)-(27). Sinoriniho podminkami rozumime pod-

minky tvaru

g\x
T(u(x)) = 0,
(u(z) = g(x))T(u(z)) = 0
pro x € (0,L). Tyto podminky popisuji vztah mezi prihybem nosniku a kon-
taktni silou. V kontaktni zoné, je-li u(z) = g(z), je kontaktni sila T'(u(z)) > 0.
V nekontaktni zoné je pak pruhyb nosniku nad podlozim, tj. u(x) > g(x) a kon-
taktni sila je T'(u(z)) = 0. Funkce g(z) bude pro nasi ulohu vzdy konstantni.

Pripustna mnozina K je ddna vztahem
K={veV:v>gv(0,L)},
tedy K je nepréazdna a konvexni podmnozina prostoru V.

Nyni mizeme definovat tzv. Signoriniho alohu tvaru

J(u) = min J(v). (28)

{nalézt u € K tak, ze
veK

Ekvivalentné muzeme ulohu (28), viz |7], zformulovat takto

nalézt v € K tak, ze

/0 Elu"(x)(v"(z) — u"(x))dz — /0 f(x)(v(z) —u(x))dx >0 Yo e K. (29)
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Definice 3.2 Funkci u € K, ktera je feSenim (28) resp. (29) nazyvame variac-

nim reSenim Signoriniho tlohy.

Existenci a jednoznacnost vari¢niho feSeni Signoriniho tdlohy muzeme dokazat
pomoci nasledujicich dvou tvrzeni. Navic funkcional celkové potencidlni energie
oboustranné vetknutého nosniku J(v) ma specifické vlastnosti, které zaru¢i exis-
tenci a jednoznacnost feSeni Signoriniho alohy. Podrobnéjsi informace viz [7],

str. 58, priklad 5.3.

Véta 3.1 Necht K je neprdzdnd konvexni podmnozina V, J : V — R je dany
funkciondl gateauzovsky diferencovatelny na prostoru V. Potom J nabyvd v bodé

u € K svého minima na K prdvé tehdy, kdyz
J(u,v—u)>0 YveK.
Dikaz: viz |7], strana 52.

Véta 3.2 Necht funkciondl J : V — R je konvexni a gateauxovsky diferencova-
telny na V. Potom kaZdé lokdlni minimum je zdroven globdlnim minimem funk-

ctondlu J na V' a nasledujici dve podminky jsou vzdjemné ekvivalentni
o J(u) < J(v) Yo eV,
o J'(u,v) =0 YoeV.

Dikaz: viz |7], strana 17.

Pro ostatni typy nosnikii postupujeme analogickym zptsobem.

3.3. Metoda konec¢nych prvki

V této kapitole bylo ¢erpano z [4] a [7].
Metoda koneénych prvki (MKP) je numerickd metoda, jejiz princip spociva v dis-
kretizaci spojitého problému. Diskretizaci dané tlohy obdrzime soustavu rovnic,

jejimz vyreSenim dostaneme priblizné feSeni spojitého problému. Vratme se nyni
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k uloze (29) z kapitoly 3.2. Varia¢ni nerovnici (29), ktera je ekvivalentni s ilohou
(28), lze piimo vyftesit jen v malém poctu jednoduchych pripada. V téch zby-
vajicich musime pfejit k metodam ziskdni vhodného pfiblizného feSeni. Jednou
z takovych metod je pravé metoda koneénych prvkii.
Necht

K,cV,cV,

kde Vj, je koneénédimenzionalni podprostor prostoru V, tj. dimVj, < oo. Ulohu

(28) prevedeme na diskrétni formulaci

najit funkci w, € K, takovou, ze
(30)

J(up) = 'Uiréi}(lh J(vp),

kde h je diskretiza¢ni parametr. Funkci uy,, jenz fesi ulohu (30), nazveme aproxi-
maci pfesného feseni tlohy (28) na Kj,. Konvexni mnozina K diskretizaci pfejde
na konec¢nédimenzionalni mnozinu K}, coz uz je podmnozina R". Provedeme tri-
angulaci oblasti, tedy vytvorime sit na oblasti = (0, L). Nadefinujeme délici

body neboli uzly, tj.
O=ap<x1<X9---<xny=0L.

Symbolem 7, budeme rozumét 7, = {Ki,..., Ky} déleni intervalu (0,L) na

podintervaly K; = [z;_1, x;] a diskretiza¢ni parametr h = AHIIaXNhi, kde
i=1,...,

h; = x;—x;_1. Intervaly K; nazyvame prvky. Na siti 7, prostoru R" nadefinujeme

specialni systém béazovych funkei ¢ () s malym nosi¢em s vlastnosti ¢ (z;) = o,

kde ¢;; znac¢i Kroneckerovo delta. Regen{ dané tlohy budeme hledat ve tvaru
IN+1

vp(z) = Z crpr (), ck € RVE=0,...,2N + 1.
k=1

Z vlastnosti globalnich funkci nam plyne, ze

2N+1 2N+1
vp(z) = Z cror(x;) = Z Lok = G Vi=0,...,2N +1,
k=1 k=1
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kde v, € V},, prostor V}, je tvaru

Vi, = {vn € X, 1 0(0) = v,(0) =0 = v, (L) = vy, (L)}, (31)
X, = {v, € CY(0, L)) : vp|k, € P3(K;) VK; € Tu}, (32)

podrobnéji viz [4]. Mé&jme tlohu (30), kde J(vy,) je tvaru

J(vp) = %/0 Elvg(x)v;{(a:)dx—/o f(@)vp(z)dz, Vo, € V. (33)

Misto globalnich bazovych funkci budeme pouzivat lokalni bazové funkce, které
jsou vhodnéjsi pro praktické vypocty.

Prejdeme od intervalu [z;_1,x;] v globalnich soutradnicich a od globalnich bazo-
vych funkei @ (z), napf. k referenénimu intervalu [-1,41] v lokalnich souradnicich
a lokalnim bazovym funkcim, kterym se také ika tvarové funkce. Z globalnich
do lokalnich souradnic a naopak prejdeme pomoci transformace pro z € [—1, 1]

tedy

2 hi, .
i':h—ix—l, ng(x—i—l),

kde h; je délka uvazovaného intervalu. Ctyfi tvarové funkce prislusejici danému

prvku miiZzeme zapsat

1

Ni(2) = 1(1 - )2+ 1), No(2) = ghi(l —2)*(1+12),
Nj(2) = %(1 +2)?(2—12),  Ny(2) = %hi(l +2)%(1 — 2).

Regenim ve smyslu metody kone¢nych prvka pak bude funkce vy, (z). Na prvku

K; bude prubéh této funkce dan vztahem
un(x) = Ni(z)vi(x) + Na(2)vi(x) + N3(@)viga (2) + Na(z)viy, (2),

kde x € K;y1,10 = 0,...,N. Symbolem Ni(e), ¢t = 1,...,4 oznacme globélni

béazovou funkci na jednom prvku.
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Zvolme ekvidistantni déleni s konstantnim krokem h. Vypocitame elementarni

matici na jednom prvku, tj.

4

(e) _ (e)
K = (kij ) )

ij=1
kde obecny ¢len elementarni matic K je nasledujiciho tvaru

o 8EI [*' &N &N}
5 == S —di, 0= 1,234
J h3 ), dz? dz?

k

Vysledny tvar matice K© je

12 6h —12 6h
EI'| 6h 4h? —6h 2h2
3| —12 —6h 12 —6h

6h 2h% —Gh 4h2

K© —

Jednotlivé elementéarni matice skladdme pres sebe az do sestaveni matice celé
soustavy K . Skladani matice soustavy si predvedeme na dvou sousednich prvcich.

Méjme matice K §€) a K ge), matici soustavy K© pak dostaneme

12 6h —12 6h 0 0
6h  4h? —6h 2h? 0 0
EI'l =12 —6h  12+12 —6h +6h —12  6h

() — =~
K h3 6h 2h* —6h+6h  4h*+4h*> —6h 2h*
0 0 —12 —6h 12 —6h
0 0 6h 2h? —6h  4h?

Analogicky postupujeme i pro vyssi pocet prvku. Stejny zpusob pouZijeme i pro
vektor zatizeni f. Vysledny vektor vytvorime z piispevkia f(¢. Pro rovnomérné

zatizeni o velikosti g vypocitame podle vztahu
1 i
£ = §qh/ NY(@)di,  i=1,2,3,4,
-1

a obdrzime
1 1. 1 1T
© — h(— —h, ——h) .
Fo=alzph 1
A7



Tento postup vede k sestaveni tzv. matice tuhosti K nosniku a vektoru zatizeni
f. V matici tuhosti K musime jesté implementovat stabilni okrajové podminky.
Po zavedeni stabilnich okrajovych podminek do matice tuhosti je K symetricka
a pozitivné definitni.

Z (33) jsme tedy obdrzeli kvadratickou funkci, kterou zapiSseme pomoci matice

tuhosti K a vektoru f, tj.

1
F(v) = évTKv — vl f,

kde neznamy vektor v mé strukturu v = (vg, vj, vy, v}, ..., vN, V)T,
/ / -
v; = v(w;), v; = V' (), Vi=0,...,N.

Nyni se jesté podrobnéji zaméime na diskrétni mnozinu Kj, na které hledame

feSeni Signoriniho tlohy (28). Mnozina K}, je tvaru
Ky ={v, € Vy:vp(z;)) >gproi=1,...,N},

kde ¢ je konstantni funkce. Nyni tedy méame tlohu kvadratického programovani

s jednou nerovnostni podminkou

{minimalizovat funkci %’UTK v—vlf

za podminky v>g VoeRNVt

kde v = (vg, V), v1, 0, ..., vn, V)T, 0 = (vg,v1,...,0n) a g = gel. Kontaktni
tlohu jsme tedy prevedli na tlohu kvadratického programovéni, kterou budeme
nyn{ fesit pomoci metody vnitfnich bodu, konkrétné tedy praktickou priméarné-
duélni metodou vnitinich bodt. Matice tuhosti K je po implementaci stabilnich
okrajovych podminek pozitivné definitni. Hleddme tedy minimum ryze konvexni

kvadratické funkce na konvexni mnoziné.

Analogicky postupujeme i pro ostatni typy nosniki.
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3.4. Reseni kontaktni tulohy

V této kapitole se budeme zabyvat praktickym vypoctem kontaktni tlohy s riz-
nymi typy nosniki. Ulohy budeme fesit pomoci praktické primarné-dualni me-
tody vnitinich bodu a vlastnich programovych kodu sestavenych v matematickém

softwaru MATLAB.

Budeme tedy fesit tlohu kvadratického programovani

{minimalizovat funkei fv'Kv—v'f

za podminky v>g Vo € RN+

kde v = (v, v), v1, 0], ..., oN, V)T, T = (vo,v1, ..., o5)T a g = gel. Pied samot-

nym vypoctem preskladdme vektor v, dostaneme tak novy vektor
_ / / 1 \T ~ o ' \T
v = (V0, Uy, V1, U, « -« , UN, Uy)" — U = (V0, U1, .+« ., UN, Vg, Uy -« -, Uy )

Pro jednoduchost miizeme ¥ psat © = (v, )7, kde

v = (vo,v1,...,un) a D= (vp,v),...,v\)".

Analogickym zpusobem preskladame také matici tuhosti K a vektor f. Pro dva

sousedni prvky bude matice K tvaru

12 -12 0 6h  6h
—12 24 —12 —6h 0
k(e)_g 0 —12 12 0 —6h —6h
E 6h —6h 0 4h%  2h?
6h 0 —6h  2h% 8h2

0 6 —6h 0 2

o O O

N O

Stabilni okrajové podminky muzeme implementovat pred nebo po pferovnani ma-
tice tuhosti. Pro jednotlivé typy nosniku se tak rozméry vysledné pferovnané ma-
tice tuhosti K budou lisit. Vektor zatizeni preskladame a stabilni podminky im-

plementujeme analogickym zptisobem. Po téchto tipravach dostaneme tvar tlohy

minimalizovat funkci
za podminky v>g VoeRVtL



Pro praktické vypocty musime jesté upravit tlohu. Upravu si ilustrujeme pro
oboustranné vetknuty nosnik. Nerovnostni podminky oboustranné vetknutého

nosniho nahradime ekvivalentni maticovou formulaci

Tv > g,

r-(h)o- ()0 (2).

Mame tedy vysledny tvar tlohy

kde

{minimalizovat funkci %@TK v—0f

za podminky To > g Vo € R2V+2,

Jedné se tedy o tlohu kvadratického programovani pouze s nerovnostnimi ome-
zenimi. Mame tedy obecnéjsi tlohu, nez pro kterou jsme odvodili praktickou
primarné-dualni metodu vnitinich boda. Ovsem i pro tuto tlohu plati stejné za-
véry uvedené pred priklady ilustrujici pouziti této metody, viz odstavec 2.4.1. Pro
ostatni typy nosnikii postupujeme obdobnym zpiisobem a omezujici podminky
nahrazujeme vhodnou maticovou formulaci. Kontaktni tlohy pro ostatni typy

nosniki se lisi pouze v implementaci stabilnich okrajovych podminek.

3.4.1. Oboustranné vetknuty nosnik

Kontaktni tulohy pro oboustranné vetknuty nosnik budeme fesit pomoci vlast-
niho programového kédu IPM kontakt wvetknuti.m. Vstupni data tohoto pro-
gramu jsou hodnota E'I, udavajici materidlové vlastnosti a moment setrvacnosti
prufezu nosniku, délka nosniku L, hodnoty pocatecnich aproximaci, zatizeni f,
které bude pro nase vypocty vzdy konstantni, vzdalenost podlozi od nosniku, ma-
ximalni pocet provedenych iteraci a vypocetni presnost, se kterou chceme danou
tlohu Fedit. Pocatecni aproximace vektorit ©°, A’ a w® jsou voleny jako vhodné
nasobky jednotkovych vektori. Témto nasobkim budeme fikat koeficienty poca-

te¢nich aproximaci a budeme je znacit ©°, \° a w®, pii¢em? koeficientem vektoru
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7% rozumime dvojici ©° = (2%, 9°)T, viz kapitola 3.4.
Uvazujme tedy oboustranné vetknuty nosnik délky 1 m. Ulohu vyfesime pro dvé
rizné hodnoty EI, pocet prvki a dvé ruzna zatizeni. Koeficienty pocéatec¢nich

aproximaci jsme zvolili nasledujicim zptisobem
° = (@°,9°) = (—0.001,0.001)", X\° = 0.2, w® = 0.009.

Vzdélenost nosniku od podlozi je rovna 0.01 m.

Vysledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Hodnota E1 je udavana v Pascalech
[Pal, velikost f zatiZeni je v [%], velikost kontaktni zony je udavana v metrech
[m| a hodnota funkcionalu je v Joulech [J]. Pojmem Pocet p. v nasledujici tabulce
rozumime pocet prvki a hodnota It. udava pocet iteraci.

’ ET ‘ Zatizeni f ‘ Pocet p. ‘ Kontaktni zona ‘ It. ‘ Hodnota funkcionélu ‘

9.107 | —5.108 32 [0.4063,0.5938] | 25 -2802971.9482
64 [0.4063,0.5938] | 27 -2802935.3499
9.107 | —1.10° 32 [0.3750,0.6250] | 27 -6304993.3110
64 [0.3436,0.6563] | 32 -6304975.8000
3.106 | —5.108 32 [0.2500,0.7500] | 56 -3632863.7390
64 [0.2500,0.7500] | 86 -3632741.0508
3.106 | —1.10° 32 [0.2186,0.7813] | 62 -7700429.1256
64 [0.2188,0.7813] | 77 -7700526.2825

V grafu (Obrézek 1) je vykreslen prihyb oboustranné vetknutého nosniku pro
64 prvki a pro hodnotu EI = 2 - 107 Pa. Prithyb je vykreslen pro dvé riizna za-
tizeni f = —5-10% & (¢erne) a f = —1-10° &£ (modre). Z obrézku je zrejmé, ze
se vzristajicim zatiZzenim, brano v absolutni hodnoté, se kontaktni zoéna nosniku
s podlozim zvétsuje.

V dalsim grafu (Obrazek 2) je opét vykreslen prithyb vetknutého nosniku pro
64 prvka. Nyni jsme ovSem pracovali s nosnikem s hodnotou EI = 3 - 10° Pa.
Prihyb jsme vykreslovali pro zatizenf f = —5-10% &£ (modre) a f = —1-10° &
(¢erné). Opét je z obrazku ziejmé, Ze s rostoucim zatizenim, brano v absolutni
hodnoté, se zvétsi i interval kontaktu nosniku s podlozim.

Nyni uvazujme zatiZeni nosniku f = —5-1077 % a uvazujme nosnik z riznych
materidlti (Obréazek 3), konkrétne tedy EI =2 - 10" Paa EI = 3-10° Pa. Dané
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-0.002

-0.004

-0.006

Hodnoty pruhybu nosiku

-0.008

Pruhyb oboustranne vetknuteho nosniku

-0.01

0 0.

1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Delka nosniku

Obrazek 1: Prithyb oboustranné vetknutého nosniku pro EI = 2-107 Pa a zatiZen{
f=-5-10% % (¢erng) a f = —1-10° & (modre).

-0.002

-0.004

-0.006

Pruhyb nosniku

-0.008

-0.01

-0.012

0 0.

Pruhyb oboustranne vetknuteho nosniku

—_

1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Delka nosniku

Obrazek 2: Prithyb oboustranné vetknutého nosniku pro ET = 3-10° Pa zatiZeni
f=-5-10° % (¢ernd) a f = —1-10° & (modie).
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0 Pruhyb oboustranne vetknuteho nosniku

-0.002

-0.004

-0.006

Hodnoty pruhybu nosniku

-0.008

. | | | L | | |
0'010 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Delka nosniku
Obréazek 3: Prithyb oboustranné vetknutého nosniku pro zatizeni f = —5- 107 %

a hodnoty ET = 2-107 Pa (¢erng) a EI = 3 - 10° Pa (modie).

zatizeni ovSsem neni dostatecné velké a ke kontaktu tedy pro nosnik s hodnotou
EI = 2107 Pa nedojde. Pro druhy typ nosniku, tj. EI = 3 - 10° Pa je jiz dané
zatizeni dostacujici dojde ke kontaktu s podlozim.

Z obrazku (Obrazek 4) je ziejmé, Ze pokud pusobime stejné velkym zatizenim
f = —5-10% & na nosnik z riznych materili, tj. pevnéjsi material EI = 2-107 Pa
(modie) a m&kei materidl ET = 3-10° Pa (&erné), kontaktni zona pro mékéi nos-
nik je vétsi nez pro nosnik z tvrdsiho materialu.

Pro ukonceni vypoctu jsme pro vSechny varianty téchto prikladi zvolili nasledujici

kritéria
| Ko — 97 f =TT\ ||< tol_r1 | o"T — g —w ||< tol_r2.

V naSem pripadé se ukazalo jako optiméalni zvolit vypocetni nasledujici presnost
tol rl =10"%atol r2= 1075 Pokud se rozhodneme zvolit odlinou nebo pres-
néjsi vypocetni presnost, vypocet se znacné zpomali nebo i po provedeni velkého
poctu iteraci, nedokéze najit feseni s pozadovanou presnosti.

Z dosazenych vysledki je zfejmé, Ze pro nosniky z pevnéjsich materidli, tj. v na-
Sem pifpadé ET = 2-107 Pa, je kontaktni zona mensi neZ pro nosniky z mékéich
materialt, tj. £I = 3 - 10° Pa, pokud na oba typy nosniku ptisobime stejnym
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Pruhyb oboustranne vetknuteho nosniku

-0.002

-0.004

-0.008

Hodnoty pruhybu nosniku
)
o
S

-0.01

-0. 12 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0.0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Delka nosniku

Obréazek 4: Prithyb oboustranné vetnutého nosniku pro zatizeni f = —5 - 108 %
a hodnoty ET = 2107 Pa (modfe) a ET = 3 - 10° Pa (ferng).

zatizenim f. Obecné tedy miiZzeme konstatovat, Ze pro nosnik z pevnéjsich mate-
riali, pokud chceme, aby doslo tak ke kontaktu s podlozim, musi zatizeni na néj
pusobici, byt vétsi nez pro nosniky z mékcéich materiali. Se vzrustajicim poctem

prvki muzeme presnéji urcit kontaktni zéonu nosniku s podlozim.

3.4.2. Prosté podepreny nosnik

Kontaktni tlohy pro prosté podepieny nosnik budeme fesit pomoci vlastniho
programového kodu IPM _kontakt proste podepreni.m. Vstupnimi daty tohoto
programu jsou hodnota E1, délka nosniku L, koeficienty poc¢atec¢nich aproximaci,
hodnotu konstantniho zatizeni, vzdalenost nosniku od podlozi, maximéalni pocet
iteraci a vypocetni presnost.

Méjme tedy prosté podepieny nosnik délky 1 m. Ulohu jsme feili pro dvé razné
hodnoty EI, pocet prvki a dvé ruzna zatizeni. Koeficienty pocCatecnich aproxi-

maci jsme zvolili nasledujicim zptisobem
?° = (@°,9") = (—0.001,0.001)", A\° =0.2, w° = 0.009.

Vzdalenost nosniku od podlozi je rovna 0.01 m.

Vysledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Hodnota E1 je udavana v Pascalech
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[Pal, velikost f zatiZeni je v [%}, velikost kontaktni zony je udavana v metrech
[m| a hodnota funkciondlu je v Joulech [J]. Pojmem Poécet p. rozumime pocet

prvki a hodnota It. udava pocet iteraci.

’ EI \ Zatizeni f \ Pocet p. \ Kontaktni zona \ It. \ Hodnota funkcionélu ‘
9.107 | —5. 108 32 [0.3125,0.6875] | 42 -3747929.8831
64 [0.3125,0.6875] | 45 -3747932.5532
9.107 | —1.10° 32 [0.2500,0.7500] | 41 -7894992.8550
64 [0.2656,0.7344] | 35 -7894306.4953
3.106 | —5.108 32 [0.1250,0.8750] | 39 -45618173.4250
64 [0.1875,0.8125] | 31 -42208173.4250
310 | —1.10° 32 [0.1563,0.8438] | 40 -8690453.2481
64 [0.1563,0.8438] | 43 -8689797.5583

V grafu (Obréazek 5) je vykreslen prihyb prosté podepfeného nosniku pro 64
prvki s hodnotou EI = 2 - 107 Pa. Prihyb je vykreslen pro dvé rtizna zatiZeni
f=-5-10" & (¢erng) a f = —1-10° £ (modie). Z obrézku je ziejmé, Ze se
vzristajicim zatizenim, brano v absolutni hodnoté, se kontaktni zéna nosniku

s podlozim zvétsuje.

Puhyb proste podepreneho nosniku

-0.002

-0.004

|
o o
o o
S S
®© o)

Hodnoty pruhybu nosniku
I

-0.01

—0.012 ! ! ! ! ! ! ! ! ! |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Delka nosniku

Obrazek 5: Prihyb prosté podepfeného nosniku pro zatizeni f = —5- 1078 %
(¢erné) a f = —1-107° & (modie) a hodnotu EI = 2- 107 Pa.

V dalsim grafu (Obrézek 6) je vykreslen prithyb prosté podepieného nosniku pro
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Pruhyb proste podepreneho nosniku

-0.002

-0.004

-0.006

Hodnoty pruhybu nosniku

-0.008

_001 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Delka nosniku

Obrazek 6: Prihyb prosté podepfeného nosniku pro zatiZeni f = —5-107° %
(¢erné) a f = —1-107° & (modie) a hodnotu EI = 3-10° Pa.

64 prvki s hodnotou EI = 3-10° Pa. Prithyb je vykreslen pro dvé riizné hodnoty
zatizeni f = —5-10° & (modie) a f = —1-10° & (¢ernd). Z obrazku (Obréazek 6)
je zfejmé, ze muzeme dojit ke stejnému zavéru jako v predchozim piipadé (Ob-
razek 5), tj. se vzristajicim zatiZenim, brano v absolutni hodnoté, se kontaktni
zona nosniku s podlozim zvétsuje.

Na obréazku (Obrazek 7) je vykreslen prihyb nosniku s hodnotou ET = 2-107 Pa
(¢erng) a zatizenim f = —5 - 10° % Pro dané zatiZeni, které ptsobi na nosnik
nedojde ke kontaktu s podlozim nedojde. Prihyb nosniku tedy lezi nad podlozim.
Pro nosnik s hodnotou EI = 3-10° Pa (modrfe) a zatiZzenim f = —5-10% & ke
kontaktu dochézi. Prihyb nosniku lezi tésné nad podlozim.

Na nésledujicim obrazku (Obrazek 8) je vykreslen prihyb nosniku ze dvou ruz-
nych materidlii s jednotnym zatizenim f = —5 - 108 % Z obrazku je vidét, ze
nosnik z pevnéjsich materialt, tj. v nasem piipadé EI = 2 - 107 Pa, se prohne
méné nez nosnik z mékéich materiald, tj. £1 = 3 - 10° Pa, pokud na oba typy
nosniki pisobi stejné zatizeni.

Pro ukonceni vypoctu jsme opét pro vSechny varianty téchto piikladu zvolili
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Pruhyb proste podepreneho nosniku

-0.002

-0.004

-0.006

Hodnoty pruhybu nosniku

-0.008

_001 L L L L 1 L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

" Delka nosniku

Obrazek 7: Prithyb prosté podepieného nosniku pro ET = 2 - 107 Pa (&erné)
a zatizenf f = —5-106 &

Pruhyb proste podepreneho nosniku

-0.002
-0.004
-0.006

-0.008

Hodnoty pruhybu nosniku

-0.01

—0.012 ! ! ! ! ! ! ! ! ! |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

" Delka nosniku

Obrazek 8: Prithyb prosté podepieného nosniku pro zatizeni f = —5 - 108 %
a hodnotami EI = 2- 107 Pa (¢erné) a EI = 3 - 10° Pa (modre).
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nasledujici podminky, tj.
| Ko — o7 f —TT X\ || < tol_rl | 97T — g — w ||< tol 2.

V nasem piipadé se ukizalo jako optimélni zvolit vypocetni nasledujici presnost
tol_r1 =10"%atol r2= 1075 MiuZeme tedy konstatovat, Ze velikost kontaktni
z6ny se spolu s rostoucim zatizenim zvétsuje. Ovsem hodnota zatizeni musi byt

vhodné zvolena na zékladé materidlovych vlastnosti nosniku.

3.4.3. Vetknuty nosnik s podeprenim

Kontaktni tlohy pro vetknuty nosnik s podepfenim budeme fesit pomoci vlast-
niho programového kédu IPM kontakt podepreni vetknuti.m. Vstupnimi daty
tohoto programu jsou hodnoty E'I, délka nosniku L, koeficienty poc¢atecnich apro-
ximaci, hodnota konstantniho zatizeni, vzdalenost nosniku od podlozi, maximalni
pocet iteraci a vypocetni presnost.

Méjme tedy prosté podepieny nosnik délky 1 m. Uloha byla opét feSena pro nos-
nik z riznych materiali a dvé rizna zatizeni a odlisny pocet prvki. Koeficienty

pocatecnich aproximaci jsme zvolili nasledujicim zpiisobem
° = (7°,0°) = (—0.001,0.001)", X\° = 0.2, w® = 0.009.

Vzdalenost nosniku od podlozi je rovna 0.01 m.

Vysledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Hodnoty ET jsou udavany v Pasca-
lech [Pal, velikost f zatizenf je v [Z], velikost kontaktni zony je udévéna v me-
trech [m| a hodnota funkcionalu je v Joulech [J]. Pojmem Pocet p. v nasledujici

tabulce rozumime pocet prvkiu a hodnota It. udava pocet iteraci.
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EI Zatizeni f ‘ Pocet p. ‘ Kontaktni zona ‘ It. ‘ Hodnota funkcionélu ‘

o107 | 5. 10° 32 [0.4363,0.6875] | 32 |  -3275379.6908
64 | [0.4219,0.6875] | 26 |  -3275429.2937
o107 | 1. 10° 32 [0.3438,0.7500] | 61 |  -7099757.8387
64 | [0.3438,0.7344] | 85|  -7099625.6023
3100 | _s5.10° 32 [0.2500,0.8125] | 66 |  -3926702.6759
64 | [0.2500,0.8215] | 75 |  -3926794.4083
3 10° | —1.10° 32 [0.2188,0.8436] | 65 | -8194533.8365
64 | [0.2188,0.8438] | 74 |  -8195099.5489

V obrazku (Obrazek 9) je vykreslen prithyb s hodnotou ET = 2 - 107 Pa a zati-
zenim f = —5-10% ¥ (¢erné) a f = —1-10° & (modie). Prithyb je vykreslen

m m

pro 64 prvki. Z obrazku je vidét, Ze pokud na nosnik ptlisobi vétsi zatizeni, brano

v absolutni hodnoté, pak je kontaktni zona vétsi.

Pruhyb vetknuteho nosniku s podeprenim

-0.002
-0.004

-0.006

Hodnoty pruhybu nosniku

-0.008

_001 L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

" Delka nosniku

Obréazek 9: Prithyb vetknutého nosniku s podeptenim s E1 = 2-107 Pa a zatiZzenim
f=-5-10%L (ern¢) a f = —1-10° & (modre).

Na obrézku (Obrazek 10) vidime prihyb vetknutého nosniku s podepienim nos-
niku s hodnotou EI = 3 -10° Pa a se stejnym zatiZenim jako v piedchozim
pripadg, tj. f = —5-10% & (¢erng) a f = —1-10° & (modre). MiZeme opét

konstatovat, ze kontaktni zona nosniku s podlozim se zvétsuje se vzristajicim

zatizeni, brano v absolutni hodnoté.
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Pruhyb vetknuteho nosniku s podeprenim

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

Hodnoty pruhybu nosniku

-0.01

_0012 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

" Delka nosniku

Obrazek 10: Prihyb vetknutého nosniku s podepfenim s £1 = 3 - 10° Pa a zati-
zenim f = —5- 1052 (¢ern) a f = —1-10° £ (modre).

Na néasledujicim grafu (Obrazek 11) muzeme vidét pruhyb vetknutého nosniku
s podepienim pro f = —5-10% & a dvé razné hodnoty EI = 2107 Pa (Eerné)
a EI = 3-10° Pa (modie). Je ziejmé, Ze pro mekef nosnik, tj. EI = 3 - 10° Pa
(modfe), je kontaktni zéna v&tsi nez pro nosnik s ET = 2 - 107 Pa (¢erng). Pro
nézornost zde uvadime také pifklad (Obrézek 12), kdy zatfzeni f = —3-107 &
a hodnota EI = 2 - 107 Pa. Pfi daném zatiZeni f a materidlovych vlastnos-
tech toho typu nosniku ke kontaktu s podlozim nedojde. Pokud ovSem zvolime
EI = 3-10° Pa a ponechame zatizeni f = —3-107 %, pak jiz ke kontaktu dochézi.
Je tedy z¥ejmé, Ze na nosiky z pevnéjsich materiali, tj. napi. E1 = 2 - 107 Pa,
musime piisobit vétsim zatizeni, aby doslo ke kontaktu. Naopak zatizeni, v tomto
ptipadé f = —3- 107 %, uz je dostatecné velké, aby nosnik z mékéich materiala,
napt. E1 = 3 -10° Pa, byl v kontaktu s podlozim.

Pro ukonceni vypoctu jsme opét pro vSechny varianty téchto priklada zvolili na-

sledujici kritéria
| Ko — o' f =TT\ ||< tol_r1 | 97T — g —w ||< tol_r2.

V nasem piipadé se ukizalo jako optimélni zvolit vypocetni pfesnost

tol _r1l =10"* a tol r2 = 107%. Pokud se rozhodneme zvolit stejnou vypocetni
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0 Pruhyb vetknuteho nosniku s podeprenim

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

Hodnoty pruhybu nosniku

-0.01

—0.012 ! ! ! ! ! ! ! ! ! |
0.0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Delka nosniku

Obréazek 11: Prithyb vetknutého nosniku s podepienim s EI1 = 2 - 107 Pa (&ernd)
a EI =3-10° Pa (modfe) zatizenim f = —5- 108X,

Pruhyb vetknuteho nosniku s podeprenim

-0.002
-0.004

-0.006

Hodnoty pruhybu nosniku

-0.008

_001 L L L L | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

" Delka nosniku

Obrazek 12: Prithyb vetknutého nosniku s podeptenim s ET = 2 - 107 Pa (&erng)
a EI =3-10° Pa (modfe) zatfzenfm f = —3-107 &
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presnost napi. to,1 = tol 12 = 10°% pro obé rezidua stejna, pak i po provedeni
velkého poctu iteraci nemusime nalézt feSeni dané tlohy.

I v pripadé vetknutého nosniku s podepfenim miizeme zavérem tici, ze velikost
kontaktni zony se s rostoucim zatizenim zvétsuje. A také mizeme Fici, Ze na nos-
niky z pevnéjsich materidli musime vyvinout vétsi zatizeni, brano v absolutni
hodnoté, pokud chceme, aby doslo ke kontaktu nosniku s podlozim. Naopak pro
nosnik na méké¢ich materiali obecné miizeme puisobit mensim zatizenim. Se vzris-
tajicim poc¢tem prvku mizeme presnéji urcit kontaktni zéonu. OvSsem pro velky

pocet prvki se vypocet znacné zpomali.

3.4.4. Vetknuty nosnik s volnym koncem

Kontaktni ulohy pro nosnik s volnym koncem budeme fesit pomoci vlastniho pro-
gramového kodu IPM _kontakt wvolny konec.m. Vstupnimi daty toho programu
jsou hodnota E[I, délka nosniku L, koeficienty pocéate¢nich aproximaci, hodnota
konstantniho zatizeni, vzdalenost podlozi od nosniku, maximalni pocet provede-
nych iteraci a vypocetni presnost.

Méjme tedy pevné vetknuty nosnik s volnym koncem. Ulohu jsme Fesili pro dva
nosniky z rtiznych materiala délky 1 m. Pro rozdilné poc¢ty prvki a meénici se zati-
zeni muzeme pozorovat ménici se bod, kdy dojde ke kontaktu nosniku s podlozim.
Pro ukonceni vypoctu jsme zvolili stejné podminky jako v pripadé oboustranné
vetknutého nosniku. Koeficienty pocatecnich aproximaci jsme zvolili nasledujicim

zpusobem
° = (7°,0°) = (—0.001,0.001)", X\° = 0.2, w® = 0.009.

Vzdalenost nosniku od podlozi je rovna 0.01 m.

Vysledky jsou uvedeny v nésledujici tabulce. Hodnota E'T je udavana v Pascalech
[Pa, velikost f zatiZeni je v [X] a hodnota funkcionélu je v Joulech [J]. Pojmem
Pocet p. v nasledujici tabulce rozumime pocet prvkia a hodnota It. udava pocet

iteraci.
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El Zatizeni f | Pocet p. | Bod kontaktu | It. | Hodnota funkcionélu
9. 107 5108 32 0.4062 67 -3901486.3742
64 0.4063 59 -3901467.6850
9. 107 1100 32 0.3438 75 -8152498.1492
64 0.3438 98 -8152487.9467
3. 106 5108 32 0.2500 55 -4316434.3588
64 0.2500 65 -4316370.6032
3. 106 C110° 32 0.2188 44 -8850224.5202
64 0.2188 44 -8850263.4524

Nésledujici graf (Obréazek 13) je vykreslen pro vetknuty nosnik s volnym kon-
cem s hodnotou EI = 2-107 Pa a 64 prvki. Prithyb je vykreslen pro dvé riizné
hodnoty zatizenf f = —5-10° & (¢erng) a f = —5-10° £ (modie). Z obrazku je
tedy zfejmé, ze pri vétsim zatizeni, brano v absolutni hodnoté, se kontaktni zéna

zvetsi.

Pruhyb nosniku s volnym koncem

|
o
o
S
[N

-0.004

-0.006

Hodnoty pruhybu nosniku

-0.008

_001 L L L L L L L L J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Delka nosniku

Obrazek 13: Prithyb nosniku s volnym koncem s hodnotou EI = 2 - 107 Pa
a zatizenim f = —5-10%2 (¢erné) a f = —1-10° & (modie).

Prithyb (Obrazek 14) jsme také vykreslili pro nosnik s ET = 3 - 10° Pa a pro 64
prvki. Zatizeni jsme zvolili jako v predchozim ptipadé f = —5 - 108% (Gerné)
a f = —1-10°2 (modfe). Z poslednich dvou obrézki (Obrazek 13) a (Obréa-

zek 14) je ziejmé, ze kontaktni zona nosniku s volnym koncem je vétsi, pokud
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Pruhyb nosniku s volnym koncem
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-0.004

-0.008

Hodnoty pruhybu nosniku
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

" Delka nosniku

Obrézek 14: Prithyb nosniku s volnym koncem s hodnotou ET = 3 - 10° Pa
a zatizenim f = —5- 1052 (derng) a f = —1-10° £ (modre).

na nosnik ptsobime vétsi silou, brano v absolutni hodnoté. Velikost zatizeni, pak
musi byt prizptisobena materidlovym vlastnostem nosniku. Na nosnik z pevnéj-
Sich materialti musime piisobit vétsi silou, aby doslo ke kontaktu s podlozim.

V naésledujicim obrazku (Obrazek 15) je vykreslen prihyb nosniki s hodnotami
EI =2-107 Pa (¢erné) a EI = 3-10° Pa (modie) a s zatiZenim f = —5-10% &,
Analogicky jako u predchozich typt nosniki i zde si uvedeme piiklad (Obré-
zek 16), kdy na nosnik s volnym koncem a s hodnotou EI = 2 - 107 Pa nebude
pusobit dostatecné velké zatizeni, aby doslo ke kontaktu s podlozim. Naopak pro
nosnik s hodnotou EI = 3 - 10° Pa bude toto zatiZeni dostateéné velké dojde
k dotyku v jednom bodé. Zvolme tedy f = —5-10° &,

Pro ukonceni vypoc¢tu jsme opét pro vSechny varianty téchto ptrikladi zvolili na-

sledujici kritéria
| Ko — 9T f — TP\ || < tol _r1 | 7T — g — w ||< tol _r2.

V nasem pfiipadé se ukazalo jako optimalni zvolit vypocetni néasledujici presnost,
tj. tol_r1 =10"3atol 12 =107,
Analogicky jako v predchozich piikladech muzeme konstatovat, Ze se vzrustaji-

cim zatiZenim, brano v absolutni hodnoté, se kontaktni zéna zvétsuje. OvSem
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Hodnoty pruhybu nosniku
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Obrazek 15: Prihyb nosniku s volnym koncem f, = —5-1

0.1

0.2

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Delka nosniku

08 % a s hodnotami

EI=2-10" Pa (¢ern¢) a EI = 3-10° Pa (modie).

-0.002

-0.004

-0.006~

Hodnoty pruhybu nosniku

-0.008

Pruhyb nosniku s volnym koncem

-0.01

Obréazek 16:
EI=2-107

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Delka nosniku
Prihyb nosniku s volnym koncem f = —5-10° £ a hodnotami

Pa (Cerné) a ET = 3-10° Pa (modre).
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velikost zatizeni musi byt zvolena imérné materidlovym vlastnostem a typu nos-
niku, pokud ma dojit ke kontaktu s podlozim. Vypocty, které jsou provadény pro
velké pocty prvki, ndm umozni presnéji urcéit kontaktni zénu nosniku s podlozim.

S rostoucim poc¢tem prvki nariista i doba samotného vypoctu.
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Z.Avér

Cilem diplomové prace bylo nastudovat zékladni princip metody vnitinich bodu
a teoretickou ¢ast doplnit vlastnimi priklady a kédy vytvorenymi v matematic-
kém softwaru MATLAB. V praci jsme se zabyvali riznymi modifikacemi metod
vnitinich bodiu a principy fungovani jednotlivych modifikaci jsme pfiblizili na
vlastnich prikladech nebo prikladech prevzatych z nefesenych cviceni z pouzité
literatury. Stézejni ¢asti této prace pak tvori aplikace praktické primarné-dualni
metody na kontaktni tilohu pro nosnik s podlozim.

Jednoznaénym piinosem pii tvorbé této diplomové prace bylo seznameni se s me-
todou vnitinich bodt a riznymi modifikacemi této metody. Pti feSeni praktickych
prikladt jsme se potykali s problémy tykajicimi se pfedevsim feSeni soustav rov-
nic. Tyto soustavy jsme TeSili pomoci tplné nebo ¢astecné eliminace a aplikace
Choleského metody, pokud jsme obdrzeli symetrickou soustavu. Pii aplikaci me-
tody na praktické tlohy, tedy na kontaktni tilohy pro Euler-Bernoulliho nosnik
s dokonale tuhym podlozim, jsme museli prekonat riizné problémy se zadanim
ulohy. Tyto komplikace jsme ovSem vyteSili pomoci vhodného piepisu podmi-
nek do maticového tvaru a poté jsme dané tlohy vyftesili pomoci vlastnich pro-
gramovych kodi v matematickém softwaru MATLAB. Vyzkouseli jsme si také,
7e podstatnou c¢asti vypocetni metody je volba vhodného kritéria pro ukonceni
vypoctu. Nemalym prinosem této prace bylo také skloubeni znalosti z nékolika
absolvovanych predméti béhem studia, a to zejména z varia¢nich metod, metod
kone¢nych prvki, nelinearniho programovani a mnohé dalsich, a také seznameni
se s kontaktni tlohou pro nosnik s dokonale tuhym podlozim.

Diplomova prace je vysazena v typografickém programu KTEX. VSechny vypocty
v této praci byly provedeny a obrazky (grafy) vykresleny v matematickém soft-
waru MATLAB. Pri tvorbé této prace byla pouzita Ceskd a anglicka literatura

uvedena v seznamu pouzité literatury.
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Priloha 1

Seznam obrazku

1

10

11

12

13

14

15

16

Prithyb oboustranné vetknutého nosniku pro EI = 2 - 107 Pa a
zatizeni f = —5-10% & (¢erné) a f = —1-10° & (modre).

Prithyb oboustranné vetknutého nosniku pro E1 = 3-10° Pa zati-
zeni f = —5-10% & (¢erng) a f = —1-10° & (modie). . ... ..
Priahyb oboustranné vetknutého nosniku pro zatizeni f = —5 -
10" & a hodnoty ET = 2-10" Pa (¢ern¢) a EI = 3-10° Pa (modre).
Prithyb oboustranné vetnutého nosniku pro zatizeni f = —5-108 %
a hodnoty ET = 2-107 Pa (modie) a EI = 3 - 10° Pa (Cerng).
Prithyb prosté podepteného nosniku pro zatizeni f = —5-107° %
(¢erné) a f = —1-107° & (modre) a hodnotu EI = 210" Pa.
Prithyb prosté podepteného nosniku pro zatizeni f = —5-107° %
(¢erné) a f = —1-107° & (modfe) a hodnotu ET = 3 - 10° Pa.
Prithyb prosté podepfeného nosniku pro ET = 2107 Pa (¢erné) a
zatizenf f=—5-1002 o000
Prithyb prosté podepieného nosniku pro zatizeni f = —5 - 10® %
a hodnotami EI = 2107 Pa (¢erné) a EI = 3 - 10° Pa (modre).
Prithyb vetknutého nosniku s podepienim s EI = 2 - 107 Pa a za-

tizenim f = —5- 1082 (¢erné) a f = —1-10° & (modre). . . . . .
Prihyb vetknutého nosniku s podepienim s EI = 3 - 10° Pa a za-
tizenim f = —5- 1052 (derné) a f = —1-10° & (modte). . . . . .

Prithyb vetknutého nosniku s podeptenim s E1 = 2-107 Pa (&erng)
a EI =3-10° Pa (modfe) zatizenim f = —5-10%%. . . . . . . ..
Prithyb vetknutého nosniku s podeptenim s ET = 2-107 Pa (¢ernd)
a EI =3-10° Pa (modfe) zatfzenfm f =—3-107 2. .. .
Prithyb nosniku s volnym koncem s hodnotou EI = 2- 107 Pa a

zatizenim f = —5- 1082 (Cerné) a f = —1-10° & (modre). . . . .
Prithyb nosniku s volnym koncem s hodnotou E1 = 3 - 10° Pa a
zatizenim f = —5- 1082 (fern¢) a f = —1-10° & (modre). . . . .
Prithyb nosniku s volnym koncem f, = —5 - 10% - a s hodnotami
EI =2-10" Pa (Cerng) a EI = 3-10° Pa (modre). . ... .. ..
Prihyb nosniku s volnym koncem f = —5-10° £ a hodnotami

EI=2-10" Pa (¢erné) a ET = 3-10° Pa (modie). . . ... ...
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Priloha 2

Soucasti préace je prilozené CD s kédy sestavenymi v matematickém softwaru
MATLAB.

Seznam kodu:
e choleskeho met.m
e [PM sledovani cesty dlouhy krok.m
e [PM Nepripustny bod.m
e [PM Prakticka P D.m
e [PM Prakticka P D obecne podm.m
e preklad K a f vetknutim
e preklad K f podepreni.m
e preklad K f volny konec.m
e preklad K podepreni vetknuti.m
e [PM kontakt vetknuti.m
e [PM kontakt proste podepreni.m
e [IPM kontakt volny konec.m

e IPM kontakt podepreni vetknuti.m
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